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Resumo

Nesta tese, apresentamos o estudo das cadeias XY de spin %, com condicoes

de contorno periddicas e periddicas torcidas, através do Método do Espalhamento
Inverso Quantico. A partir de uma matriz R multiparamétrica, obtemos os Hamilto-
nianos que descrevem tais cadeias, mostrando que sio modelos integréveis e obtendo
seus autovetores e autovalores através do ansatz de Bethe algébrico. Devido a in-
trodugao de um elemento central, crucial para a existéncia de tor¢do , encontramos
os coprodutos e mostramos que as estruturas algébricas subjacentes aos referidos

modelos sdo grupos quanticos.



Abstract

In this work, we study the Y'Y % spin chains, with periodical and twisted perio-
dical boundary conditions, through the Quantum Inverse Scattering Method. From
a multiparametric R matrix we obtain the Hamiltonians that describe those chains
and show that the models are integrable. We also obtain the elgenvectors and ei-
genvalues by the algebraic Bethe ansafz. The introduction of a central element
18 crucial and allows us to find the coproducts and to show that the underlying

algebraic structures are quantum groups.
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Introducao

O estudo de sistemas integraveis tem sua origem na mecénica cldssica Hamilto-
niana, em particular, nos trabalhos de Liouville. Um sistema classico com N graus
de liberdade € dito integrdvel se existir um conjunto de N integrais de movimento in-
dependentes, cujos parénteses de Poisson se anulam; uma delas é o Hamiltoniano do
sistemna. Quando o sistema ¢ quintico pode-se estender a nocio de integrabilidade,
substituindo os parénteses de Poisson pelos comutadores e o sistema serd completa-
mente integravel quando houver um conjunto completo de observaveis que comutermn
entre si. Neste caso, encontra-se autoestados comuns a todos estes observéveis. e é
possivel calcular'quantidades fisicas sem realizar aproximacgées mesmo que existam
muitos graus de liberdade.

Para sistemas tais como o gés de bosons unidimensional, o modelo de Thirring
com massa, modelos estatistico cldssicos bidimensionais (modelos de vértices) ou
quanticos a uma dimenséo, que possuem muitos graus de liberdade, foi desenvolvida
uma técnica para resolugfo destes sistemas, o método do ansatz de Bethe [1], in-
troduzido em 1931 para resolver o modelo de Heisenberg isotrépico (modelo XXX),
Posteriormente, R.J.Baxter aprimorou essa abordagem, utilizando-a para a reso-
lugao do modelo de oito vértices ( modelo XYZ) [2]. No presente trabalho, estamos
interessados nolmétodo de resolugio de sistemas quanticos integrdveis criado por
Faddeev, Takhtajan e Sklyanin [3, 4], chamado de Método do Espalhamento Inverso
Quantico (MEIQ), posteriormente desenvolvido pelo grupo de Leningrado. Trata-se
de um método muito potente que permite a formulacio de novos modelos quanticos
integraveis. Sua abordagem parte de um ponto de vista algébrico, possibilitando
resolver de maneira sistemAtica modelos cuja solucio por outros métodos seria mui-
to dificil. Além disto, a partir do seu desenvolvimento surgiu pela primeira vez o
conceito de Grupo Quéntico [5, 6]. O MEIQ permite encontrar o espectro de um
modelo através da resolugiio de um sistema de equacdes transcendentais chamadas

de equacdes do ansatz de Bethe, onde os autovetores e autovalores sao caracteriza-



dos pelas raizes destas equagtes.Um determinado modelo é solivel por este método
quando seu Hamiltoniano pode ser associado a um problema auxiliar linear, for-
mulado em termos de um operador local, a matriz L(A), que satisfaz a relagdo de

comutacao ,

R(/\lz)L()‘l) & L(/\z) = L()‘Q) ® L(/\l)R()‘m),

onde A é um parametro espectral complexo. Nos casos tratados neste trabalho, esta
equagio é equivalente & equagido de Yang-Baxter [7, 8. A matriz R(}A) desempenha
um papel semelhante a0 das constantes de estrutura nas algebras de Lie. As solugoes
da equagao | de Yang-Baxter podem ser classificadas de acordo com a dependéncia
da matriz R(A) com o pardmetro espectral A como racionais, trigonométricas ou
elipticas. Em geral as solugoes racionais estdo associadas a dlgebras de Lie; nos casos
trigonométricos, as estruturas algébricas subjacentes sio deformagdes das dlgebras
de Lie. A nogao de deformacgac de uma estrutura algébrica é bem definida mate-
maticamente : o ponto de partida € tornar as constantes de estrutura dependentes
de um parametro de deformacao q. As g-algebras determinadas pelas constantes de
estrutura deformadas em geral diferem das originais pois algumas das propriedades
sdo alteradas pela deformacao . Quando, como no caso do modelo XX7Z, as algebras
deformadas tem a estrutura de algebras de Hopf quase-triangulares, sd@o também
chamadas algebras ou grupos quanticos[9, 10].

Neste trabalho, empregaremos o MEIQ} para tratar algumas cadeias de spin uni-
dimensionais partindo de uma matriz R(A\) multiparamétrica geral que inclui os
modelos 6§ rigdelos) XX7Z e XY, com ou sem tor¢ao . Nos Capitulos I e II, revisa-
remos 0 MEIQ para os modelos XXX e XXZ, respectivamente, obtendo seus Ha-
miltonianos, suas autofungdes e autovalores e determinando as estruturas algébricas
associadas. Nesses Capitulos, também é feita uma revisdo dos conceitos algébricos
relevantes. Nos Capitulos III e IV desenvolveremos nosso trabalho propriamente
dito: no Capitulo III introduziremos a matriz R(A) multiparamétrica que para di-

ferentes valores dos parametros descreve as cadeias XXZ e XY, com condigdes de



contorno periédicas e periédicas torcidas. Na constru¢ao de R(A) aparece um novo
elemento da 4lgebra, o elemento central 7, necessario para que ao segundo pardmetro
de deformacao estejam associadas condicdes de contorno periddicas torcidas, bem
como para obtermos as estruturas algébricas corretas. No Capitulo IV, exibiremos a
estrutura algébrica dos modelos XY com e sem tor¢io e em seguida apresentarernos

nossas conclusoes.



Capitulo 1

O Método do Espalhamento
Inverso Quantico: O Modelo de

Heisenberg Isotrépico (XXX)

O método do espalhamento inverso quantico (MEIQ)[3, 4, 11] tem provado ser
um instrumento potente para investigar sistemas quanticos integraveis em teoria
quantica de campos e fisica estatistica.

(O termo "integrabilidade” teve sua origem na mecanica classica Hamiltoniana e
foi introduzido por Liouville (1855) [12, 13]. Um sistema em um espaco de fase 'y
de dimensao 21 com coordenadas (p;,q;), « = 1..l e Hamiltoniano H{p, q) é chamado

completamente integravel se existem 2/ fungbes independentes [;(p, ¢) tais que

{HJ Il} = 07 {Ih IJ} = Oa (11)

onde {, } é o parénteses de Poisson.
As funcoes I; sao chamadas integrais do movimento ou cargas conservadas. O

Hamiltoniano de um sistema integravel é fungio destas integrais do movimento,



dependendo de p e ¢ unicamente através delas.
No caso de um sistema quéntico [14] a idéia de integrabilidade ¢ semelhante a

do caso classico, isto 6. existe um conjunto completo de observaveis [, tais que

[H, Ift] = 0, [Ii,fj} =0, ’L,j =1.n (12)

onde H é o Hamiltoniano que descreve o sistema e [,] é o comutador,

De acordo com um dos principios da mecanica qudntica, se os observaveis do
sistema comutam entre si, é possivel encontrar um autoestado comum a todos es-
tes observdveis; num sistema integravel, podemos portanto encontrar autoestados
comuns a todas as cargas conservadas. No MEIQ, isto é feito através do ansatz de
Bethe Algébrico [15, 16].

A técnica do MEIQ introduz um problema auxiliar que possibilita a obtencao de
um conjunto completo de cargas conservadas do sistema, identificando uma delas
com seu Hamiltoniano. Com o objetivo de apresentarmos este método, faremos,
neste capitulo uma breve revisio da solugdo do modelo de Heisenberg isotrépico
(modelo XXX) [11].

O Hamiltoniano [7]

N
H=3 AT 8080 + J°SS0 + PSS} (1.3)

n=1
descreve uma cadeia de N spins 1/2 com intera¢io somente entre os vizinhos mais

préximos, A cada ponto da cadela estd associado um operador de spin S definido

por:
C1
S:L = 5% (14)
2
onde ¢! com 7 = 1,2,3 sio matrizes de Pauli e n designa o sitio. Usaremos a



representacio das matrizes de Pauli dada por

01: , 0f = , 0~ = . (15)

Em (1.3), J* sfio as constantes de acoplamento.
O operador local de spin S% atua sobre o espago bidimensional 7, = C* e H

sobre o espago de Hilbert yy, de dimensao 2N que é o espago completo de uma rede

com N sitios:

N
pn =[] ®, n.=C* (1.6)

n=1

Assim, os operadores St no Hamiltoniano (1.3) atuam sobre os sitios da cadeia

e sao dados por

Si=1®.0I85010..8], (1.7)
St i’

n—1

onde & designa o produto direto e I é a matriz identidade 2 x 2.
Dependendo dos valores das constantes de acoplamento J* e das relagdes entre

elas, o Hamiltoniano (1.3) pode descrever 4 modelos distintos, a saber:

1) J = J%, o modelo de Heisenberg isotrépico ou modelo XXX.
2) J3 =0, modelo XY.
3) J' = J? # J3, modelo XXZ.
4) J' # J? £ J3?, modelo XYZ.
O modelo XXX [11, 17], descreve um sistema isotrépico de N particulas de spin
1/2, com interac¢io somente entre os primeiros vizinhos, localizadas em N sitios de
uma rede unidimensional. A cada sitio associa-se o operador local de spin 5S¢, que

comuta em diferentes sitios da rede. Este modelo é descrito pelo Hamiltoniano

6



H= JZZS“ e (1.8)

n=1:=1

caso particular de (1.3) com J! = J? = J* = J, obedecendo a condigées de contorno

periddicas dadas por:

Shar = 51 (1.9)

O Hamiltoniano (1.8) pode ser escrito como a soma dos Hamiltonianos que des-

crevem a interacao entre os spins de dois sitios vizinhos,

N
H=Y Hypp1= JZ 5SS (1.10)
=1 i= -

o operador Hy 11 age em 9, & 1npq1.

O objeto basico do MEIQ é o operador matricial L,()), a matriz de transferéncia
local, que depende de um pardmetro complexo )\, chamado pardmetro espectral. No
modelo XXX, este operador é a matriz 2x2,

La() = A, +183 1S, : (1.11)

1S M, — 153
onde, S = S, +4i5%2e S; = S} —4S? . L,()\) age num espaco auxiliar V = (2,
assim chamado para distinguir do espaco quéntico 7,, onde agem os elementos de
matriz de L,(}), chamado de espaco interno. Os elementos de matriz de L, ())
sdo operadores que atuam no espaco interno. A matriz L, (A} pode também ser

representada na forma:

3
L) = Y Vegol @0, (112)
afF=0

onde o = 0,1,2,3, ¢° = I ¢ a identidade, Iy e 6§ agem no espaco auxilliar e I,
op 1o espago interno; os V,s sdo coeficientes dependentes do pardmetro espectral.

Efetuando o produto tensorial em (1.12) e comparando com (1.11) temos:



Voo = A

_ (1.13)
Vip =V = Va3 = 3.
Logo, a matriz L para o modelo XXX é:
P
Lﬂ(A):AIO®In+§Za*®a;. (1.14)

=1
Os elementos de matriz do operador L, comutam para diferentes sitios (proprie-

dade de ultralocalidade):

[La(A), Ln1 (V)] = 0. (1.15)

As matrizes L,(A) e L,(n), onde A e u sdo parametros espectrais distintos.

obedecem as relagdes de comutacéo

RA = ) (Ln(A) ® Ln(12)) = (Ln{p) ® L (X)) R(A — ), (1.16)

chamadas de Relagbes de Comutagio Fundamentais (RCF). R é uma matriz 4 x 4,
que funciona como uma ”constante de estrutura”e atua no espaco auxiliar V ® V.
Quando o espago auxiliar tem a mesma dimensdo que o espaco interno, a matriz R,

estd associada & matriz L através de

La(A) = Ropn (A — X) (1.17)

e satisfaz & equacdo de Yang-Baxter [7],
Riz(Ai2) Riz(Ais) Ra3(Ma3) = Ros(Aoa) Riz(A13) Bia(Ar2), (1.18)

onde /\ij = /\i — /\j e

R =308 (1.19.a)
R =3a0581 (1.19.b)



Ry =201 (1.19.¢)
Royy =% 1®a;®b;. (1.19.d)

Podemos demonstrar que as RCF sao equivalentes & eq. de Yang-Baxter. Rees-

crevernos as Relagdes de Comutagio Fundamentais (RCF) na forma,

Rip(A12)(Lni (A1) @ Lua(A2)) = (Lna(A2) @ L (A1) Ria(Ar2)- (1.20)

onde explicitamos os indices 7, que se referem ao espaco auxiliar e 1, ao espaco local.

Multilicando (1.20) & esquerda por R;;, temos:

L1 (A1) @ Lua(Xa) = Ry (A12) (Lna(A2) @ L (A1) Ria(A12). (1.21)

Multiplicando (1.21) & direita por L,3(A;) e usando convenientemente (1.20)

temaos:

Ln1(A1) ® Lna(A2) @ Lns(As) = R (A12)Laa(As) ® Ln1 (M) ® Lns(As) Hiz(A12)

—

= Ry (M2) B3 (M3) Ln2(X2) ® Lua(As) ® Lt (M) Ris(Mis) Ri2(A12)

~ i’

= Ry, (M) Rz (M) Ras (M23) Lna(A3) ® Lna(X2) ® Lni (M) Ras(Aaz) Riz(Aiz) Ria(Aia).
(1.22)

Por outro lado,

Lyt (A1) ® L2 (h2) ® Lagds) = Rz (Aas) (Ln,1(M1) ® L@(ASD@’L@(M)R%(A%)
= Ry (A23)Ry5 (M3) Lna(As) & Lot (A1) & Li,2(A2) Fiz(Ar3) Haz (o)

= Ry3 (M) Ri3 (M3)Rig (A12) Ln3(A3) ® Lna (o) ® Ly (A1) Faz (Ar2) Ruz(Aia) Rz (Ao3).
(1.23)

Portanto, para que (1.22) e (1.23) sejam iguais, é condigido necessdria que



Ros(Ao3) Ria(daz) Rig(M2) = Ria (A2} Ria( Mg ) Ras(Aas),

que é a eq. de Yang-Baxter (1.18).

Veremos adiante que a existéncia de matriz L é necessaria a construcao das
cargas conservadas. Portanto, quando (1.17) ndo é valida, sdo as egs. (1.16) que
asseguram a integrabilidade de um dado modelo com R satisfazendo & eq.(1.18}).

No modelo XXX, R ¢ dada por:

A+7 0 0 O
0 At 0
R(\) = , (1.24)
0 7 A 0
0 0 0 (A+41)

que pode ser escrita em funcao das matrizes de Pauli:

3
R(A) = ) Wys0* ®0”. (1.25)
al3=0

Efetuando o produto tensorial em (1.25) e comparando com (1.24), ocbtemos:

Woo = A+ 34
VV].I = I/Vgg = % (126)
T/V33 - %

Em (1.25), I e 0 agem no espago auxiliar.

No presente caso, a integrabilidade do modelo XXX é facilmente demonstrada
construindo-se (1.19.a-d) com (1.25) ¢ (1.26) e verificando-se que a eq.(1.18) é satis-
feita; este procedimento encontra-se no apéndice A.

Com as L,()), constréi-se a matriz de transi¢do T,,,()\), que é o produto das

L,(}A) em cada sitio:

T (A) = Lin (V) Ln (M) 7 < m. (1.27)

10



Vamos mostrar que a matriz de transicao (1.27) satisfaz uma relagio similar as

(RCF) (1.16).
Multiplicamos a eq.{1.16) por L,_1(A) ® Ln_1(p) & direita,

RO — p)(Ln(N) ® Ln (1) (Ln1(X) @ L (p)) =

(1.28)
= (L (1) @ oA RO — ) (Lacy(A) © Lass{p)),
e usamos novamente a eq{1.16) para o sitio n — 1, obtendo
= (L () Ln1{p2) ® Ln(\) Lot (M) R(A — p)-
Repetindo o processo k vezes, com n — k& = m, temos:
RO = ) (La(N) Lot (V) Lin(A) @ (L) Lo (p). - L () = (1.30)
= (L) L1 () Lo (1) ® (Ln( D) Loa (V). Lin (V) R(A = o). '
Lembrando que T}, (A) = L,{A)L,_1L,(}), com m < n. obtemos
B\ — @) Tnn{A) ® Tonn(pt) = Tonn (1) Tnn (A) R(A — 1), (1.31)
A matriz de monodromia Ty (A),
Ty (A) = Twa(A), (1.32)

¢ a matriz transicao ou translacao através da rede inteira e descreve o transporte ao

longo da cadeia:

Tn(A) = [[ Za(A). (1.33)

Pode ser facilmente demonstrado que a eq. (1.31) também € vilida para a matriz

de monodromia:

R(A — u)(Tn(N) ® Tr{w)) = (Tw(p) © T (M) R(X — p1). (1.34)

11



Tn (M) pode também ser escrita na forma geral:

TN(/\): AN(/\) BN(/\) ; (1_35)
Cn(A) Dn(A)

A(A), B(A), C()\) e D(X) sdo operadores agindo no espago uy.
Define-se a matriz de transferéncia Fy(A) como sendo o trago no espacgo auxiliar

da matriz de monodromia:

Fn(A) = trTn(\). (1.36)

A relagao (1.34) contém todas as relagbes de comutagdo dos elementos de matriz

de T (A). Em particular, obtém-se:

AWNB(W = 1 T BAN) ~ =SB A (1.37)
PWBG) = B - I B (39)
[B(A), B(p)] =0, (1.39)
onde a, b e ¢ sd0 os elementos de matriz de R,
a=A+1 _
b= g (1.40)
c = A.

A eq. (1.34) também pode ser escrita na forma

R(N = i) Tw(N) ® Tw(W)R(N = )™ = Ty () ® T (A). (1.41)

Tomando o traco de (1.41) no espago auxiliar, usando que tr(A®B} = tr(B®A)

e a propriedade ciclica do trago, obtemos:

12



trTyn(A), trTw(p)] = 0. (1.42)

Desta maneira, a partir de {1.34), constréi-se um conjunto infinito de operadores
Fxn(A) = trTn(A) que comutam. Veremos adiante que a familia de operadores Fiy ())

contém o operador momento p ¢ 0 Hamiltoniano H do sistema.

1.1 Obtencao do Hamiltoniano.

Sabemos de (1.2} que F'(A) é conservada se [Fy(A), H] = 0; deste modo podemos
escrever qualquer carga conservada do sistema como funcao de Fy(A). Para os
modelos tratados neste trabalho, podemos escrever o Hamiltoniano do sistema como

derivada logaritimica do operador Fy(A) [18]:

i d

H = (Fn(Xo))” EEFV Mazao — Z Ifn+1= (1.43)

onde )\0 = 5 ]
Para encontrar o Hamiltoniano da cadeia de spin XXX a partir de (1.43) , pre-

cisamos reescrever Fyy{A) em fun¢io das matrizes de Pauli; lembramos que

Fn(A) = tr(Ln(A)..L (M) (1.44)

Ln(X) = Mo®1, + = Zao®a (1.12)

=1

I, e g, atuam no espago fisico enquanto Iy e o}, no espaco auxiliar. Entdo,

Fr(3) = trlEn(3). La(3)) (1.45)

13



- 3

i 1 o
Lo(z) ==Y 0§ ®@on = iFon,

2 2

onde F,, ¢ a matriz permutacgao ,

1 3
P()n = E(Iﬂ®fn+ chc;@gz):

cuja forma matricial é

0
0
1
0

[siee S e e

a=1

0
1
0
0

= O O O

(1.46)

(1.47)

(1.48)

Fyn atua no espago V @, e estamos. por conveniéncia, explicitando o indice 70" do

espaco auxiliar. O operador Fy,, permuta indices auxiliares e internos, de acordo

com

FoiAg; = Ay P,

onde A,; é um operador que atua no espago V @ 7;.

Deste modo, (1.45) assume a forma:

Fyn(if2) = iYtr(Pon... Foy).

Vamos mostrar que:

tT(PON...Pgn...Pol)O'i - O’fl_'_ltT(PgN...POn...Pm).

Sabemos que

fT(PgN...Pgn...Pgl)Ug == tT(P[]N...P()nO'fL...Pm_),

uma vez que
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(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)



b b : ;
POiaj — O'ngi, 2-‘,& I

Deste modo,
Ponol = L& L+ 32 08 ®0l)a?l
nbn 210 n a=1%Y0 n/vn
= 3L ® 0%+ 08 @I, +i€wof @ of)
e
4P = 500(1o ® In + Y3, 9§ ® o)
=Hob ® I, + Iy ® 0% + ie? 0 ® 08);
entao:

b b
O'OPgn = Pﬂngn'

Usando {1.56) em (1.52), temos:

tT(PONw-PUnUz---P(}l) - tT‘(PQN...O'gPUn...Pgl)
= tT(PON PO,R-!—IUg Pgﬂ...Pgl)
e —
T4+ F0n 41

e, usando novamente (1.52), temos finalmente,

tT‘(PQN...PQn...P()l)O'g = O'g+1fT‘(PON...P0n...P(}1).

Chamamos o operador tr{FPyy... Pyn-..Pp1} de Up,

Un = tr(Fon-.-Foi);

da eq(1.57) temos:

b __ b
UNOn = an+1UN'

(1.54)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

O operador Uy transporta do sitio n para o sition+1 ao longo da cadeia e é unitario;

pode portanto ser escrito
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Uy = eip, (161)

onde p pode ser interpretado como o operador momento transferido ao longo da

cadeia.

Substituindo as relacdes (1.50) e (1.59) em (1.43), o Hamiltoniano passa a ser

escrito:

J nrr1 AFN(A)
H=3 NUR é‘:\( = E II,,,H. (1.62)

De (1.12) calculamos —%—. obtendo:

oo ;tr(LN()\)... 2 Ly (A)). (1.63)
Mas, de (1.46), temos que
d/\n —ij2 =l ® I, (1.64)
de modo que
dFn(A), i
(;V/\( iz = 1) tr(FPonJon--Por) (1.63)
e, finalmente,
N J . N J
H = Z EUi tT(PUN...Ign...POI Z =1 In+1, (166)
n=1

onde Iy, = o ® 1.
Vamos calcular U = tr{Fyn...Fy;) e tr{FPon...Joa-..Fo1); lembrando a propriedade

(1.49) do operador permutacio Fp, e que o trago atua no espago auxiliar,

= tT(PUN...P01n+1P0n...P01)
= tT(PQN..APn+1,nP0,n+1....Pgl) (167)
= n+1,ntT(PON---PU,TL+1-PD,TL71--'POI);
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tr(Pon.- - Pons1lon--Po1) = tr(BonJnsinPon1FPon—1.-For)

(1.68)
= Lns1atr(Pon... Ponr Pon—1.-Pon-
Multiplicando U~! por (1.68), temos:
Unlt?“(pON...Ign...POl) :pn+1,n; (169)
entao
NoJ N T
H= Z §‘IN,N—1---Pn+1,n---I2,1 - Z ZInIn—Hs (1.70)
n=]1 n=1
onde
1 3
Fosin= E(In+l,n+zan+lo—n)- (1.71)
=1
Finalmente,
N J /
H = Zn:1 E([nJrl,n + Z?:l Un+lan) - Z;;\:l %Infn-f—l (172)

= sz_—.l 21'3=1 S;Sriz-f—l‘

1.2 O ansatz de Bethe Algébrico.

Nesta secdo revisaremos o método do Ansatz de Bethe Algébrico (ABA}[15, 16]
aplicado ao modelo XXX, para encontrar os autovalores e autovetores dos operadores
Fn(A).
Vamos construir o estado inicial da rede de N sitios para a cadeia XXX.
Consideremos entao o vetor wy, € 1,, onde 7, é 0 espaco de Hilbert do operador

local de spin S5,

w, = . n=1,.. N, (1.73)
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: : 11 4 5.2
que representa um estado com spin para cima. O operador o+ = 3(c' +i0%), que

na representacio {1.5) tem a forma

0 1
ot = , (1.74)
0 0

age sobre w, como um operador de aniquilagdo :

otw, = 0. (1.75)

Considerando como estado inicial da rede de N sitios,denotado por Qu, a confi-

guracgio em que todos os spins estdo orientados para cima, temos entao:

N
On = I ®wn, Qv € pn (1.76)

n=1

Aplicando (1.11) a w,, vé-se imediatamente que:

A forma do elemento denotado * nio é relevante para o desenvolvimento do método.

A matriz de monodromia (1.35),

AR B
Tn(A) = coy by | (1.35)

como ja vimos, obedece & Eq(1.34), que é equivalente a Eq(1.16), e atua sobre os

vetores do espac¢o de Hilbert py. Aplicando Ty(A) em 2y, temos:

TN(A)QN :LN(A)auLl(A) HnNzl Swn

| (1.78)
= Ly(Awn, ooy L1 (Awr,

que, devido 4 (1.77), nos d4 a matriz de autovalores de T (A),

18



Tn(M\)Sy = ( (37 ’ ) On. (1.79)
0 (A =27

Do mesmo modo, Fy(A) = tr(Tw(A)) atua sobre os vetores 2y € un, de acordo

cOom

Fy(Ny = tr(Tn(A)y = ANy + D(A)Qn. (1.80)

De (1.35) e (1.79), temos que {1y é autovetor de A()\) e D()) e portanto de

Fn(A), de acordo com:

Fn(M)Qy = (A+%)N+(A—%)‘” Q. (1.81)

O Ansatz de Bethe consiste em, uma vez conhecido (2, construir autovetores da

forma: ‘
[»¢!
D[)H)._ P’\ Uy

A, M) = 6({A}) = B(M). B\
= IT\_y B\
Os geradores B()\) podem ser interpretados como operadores de criacio, confor-
me (1.82).

Veremos que os autovetores de Fy(A) serdo desta forma se o conjunto de todos

(1.82)

0s A, {\}, satisfizer As relagles algébricas chamadas equacdes do Ansatz de Bethe.
Nosso objetivo é encontrar os autovalores do operador Fiy(\) relativos aos auto-

vetores (1.82), ou seja, determinar os A(); Ay, ... ;) tais que

FOS((]) = [4() + BOY Ty By )
= AN Ary o A [Timg B(Y) O

Como 1y ¢é autovetor de A(A) e D()), fazendo uso das relagdes de comutagao (1.37)-

(1.39), entre estes operadores e B()\), em (1.83), obtemos dois tipos de termos, a

saber,
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J=1#k

Os termos do tipo (1.84) sdo devidos aos primeiros termos do lado direito de

(1.37) e (1.38). Desenvolvendo (1.83), temos:

{
[A( (M] H B(X)n = [AN)B(M) + DB T B(Aj)Qn.  (1.86)

Mas, lembrando que

ap
A8 = =2 Baoy - TEZB ) AG) (137)
e
DOVB( = 25~ 2B DOy - BT BN D), (138

vamos desenvolver o 12 termo de (1.37) e (1.38) em (1.86), ou seja:

(1(/\1 - /\) CL(/\ A )
O — A o=’ _H B(A

atuando sucessivamente A(A) e D(A) em HJ _, B(A;), obtemos:

B(A)A(A) +

[A( f[ Ay = H B(A)[Y (A = A AN +Y (A= A;) D)2, (1.87)

Jj=1I 7=1

COoIIl

Aj—A
Y= 2) =T, 55

ey (1.88)
V(A= &) = [Ty 20
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De (1.79) sabemos que A(A)Qy = (A+3)VQy e D(A)Qy = (A—%)¥Qx. Portanto

{ I . .
(400 + D) TT B0y = [ BODIA+ DYV 0,0 + (= ¥V (= A0
” ” (1.89)

e, finalmente, temos os autovetores A(A; A, ..., ) (1.84), que tém a seguinte forma:

A IONBEAN = (= Y0y = )+ (= DYV (A= A)) 2((AD. (1:90)

Os termos do tipo (1.85) sao obtidos desenvolvendo os segundos termos de (1.37)

e (1.38) em (1.86):

b(A — Ar)

lb(/\l ~ N BOA)A) + = A1)

W Bmu%ﬂllmMm»

Aplicando sucessivamente A(A) e D(A) em Hlj:Q B(A;), obtemos a seguinte ex-

pressao:

b(Ar — A) TN (A — A) N
— | L (A= =)Y (A — A —_—— (A~ =) Y (A= A 1.91
= Y 0y =2+ 20 Y| 09
com
Y (A= M) = [ hns %EK\% (1.99)
Y(/\k - /\j) = g‘:l,k;ﬁj z((:\\_:j\j_;
b(Ag — b{A—=X .
Como CE/\’ZJ} = _cE/\—AS’ temos:
Ak(/\,{/\}) = C(/\k — /\) (/\k + 5) Y(/\} /\k) (/\k 2) Y()\k /\J) . (193)

Para que ¢({A}) seja autovetor de Fn (A}, ou seja, que

Fn(Ae({A}) = A% A Ago({A}),

21



é necessario que os termos do tipo (1.91) sejam nulos, ou seja, que

A\k(/\,Al,,/\J) = 0. (194)

Usando a condiciio (1.94), de (1.93), obtemos as equagdes do Ansatz de Bethe:

(Ak 4 g)N _ fI e — X)e(dy — Ag) (1.95)

AL — % C()\k - AJ')CL()\J' —_ /\k) )

=15

Com esses resultados resolvemos o problema, pois conhecendo os autovalores
de Fy()\) podemos obter os autovalores do conjunto de cargas conservadas que
satisfazem a [Fy (A), Fn (1)} = 0. onde uma delas foi identificada com o Hamiltoniano
da se¢ao anterior. Convém analisarmos a estrutura de A(A, ..., A): podemos notar
que ¢(A) tem um polo em A = 0, logo A tem um polo em A = X;. Por outro lado,
como podemos notar, a matriz Ty()) é uma funcdo de A (de fato é um polindémio
em A) e como tal ndo pode ter polos; similarmente para A. Consequentemente. se \
¢ um autovalor, tem residuo "0” no polo. e com isto obtemos novamente as equacdes

do Ansatz de Bethe.

1.3 A Algebra

Nesta seciio faremos uma revisao das estruturas algébricas [9] necessdrias para o
desenvolvimento deste trabalho.

Uma dlgebra (4, m,n) é um espaco vetorial sobre um corpo complexo &, onde
m é o produto e n a unidade, definidos por:

A) O Produto m:

m:A® A— A (1.96)

B)A Unidade n:
n:k— A (1.97)
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A dlgebra é associativa quando o seguinte diagrama é satisfeito:

A@ARA =8 Ao A
m&I] Iim
AgA S A
Se além de (1.96) usarmos a aplica¢do (1.97), podemos representar a propriedade

da unidade pelo diagrama:

A® A
n@I/w \I@rr
E®A dm A&k
=N =
A

Neste diagrama, as aplicacoes A ® k —+ Ae £ ® A — A sao isomorfas.

1.4 As Codlgebras

Uma codlgebra associativa (C, A, €)[9] é um espago vetorial sobre um corpo complexo
k, onde A é o coproduto e € a counidade, definidos por:

i) Coproduto A,

A:CoCoC (1.98)

17) Counidade e,

e:C—k (1.99)

e satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Coassociatividade,

(A@DoA=(T®A)oA (1.100)
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ii) Counidade ¢,

(e@I)oAla) = (I®¢)oAla) = a. (1.101)

Podemos representar as propriedades da dlgebra coassociativa do mesmo modo que
na se¢ao anterior, através de diagramas:

i} Coassociatividade,

cocec B2 cac

a9l Ta

Coc & ¢

ii) Counidade,

CaC
E®IL/ \I@e
E®C Ta C®k
="\ s
C

Neste diagrama, as aplicagées C =+ k@ C e C — C ® k sdo isomorfas.
Uma bidlgebra (B, m,n, A, €} é definida como sendo uma dlgebra (A, m, 1) e uma

codlgebra (A, A, €) satisfazendo a :

Alab) = A(a)A(b) (1.102.a)
Al)= 1®1 (1.102.b)
e(ab) =  e(a)e(b) (1.102.¢)

()= 1 (1.102.d)

para todo a, b € A.
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1.5 A Algebra de Lie

Uma dlgebra de Lie associativa £ é um espaco vetorial, onde é definido um tipo

particular de operacdao bindria, comumente denotada como parénteses de Lie ou

comutador [19],
1Ll L

{a,b] = ab—ba

com a, b € L, e que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Antissimetria

[a.8] = —{b,d]

ii) Identidade de Jacobi
[a" [b} CH = [[a! b}a C] + [bs [a= C”3
iii) Se a, b € A e f{a), f(b) € £, onde { é uma aplicacao linear,

fL— L,

entao

f(la,¥) = [f(a), f(B)].

I é o elemento identidade em L.

(1.103)

(1.104)

(1.105)

(1.106)

(1.107)

(1.108)

Uma élgebra de Lie é real ou complexa quando seu espago vetorial é respectiva-

mente real ou complexo.

sl(2, R} ¢ a dlgebra de Lie, isomorfa a su(2, ('), gerada pelos elementos, ¢*, o~

e 0% que satisfazem as relagdes {19, 10]
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0,07 =0% [0 0T = +o". (1.109)

Na representagao (1.5),

ot = , o= . o= . (1.110)
0 0 10 0 —1

1.6 As Algebras de Hopf X

Uma 4lgebra de Hopf # [10, 20] ¢ uma bidlgebra sobre o corpo £ equipada com uma

aplicacfio &, denominado antipoda,

S:H - H, (1.111)

satisfazendo a seguinte propriedade:

m(8 @ NoA(h) = m(I ® §)oA(h) = ne(h), (1.112)
onde h € H e m ¢ o produto (1.96).
O coproduto pode sempre ser escrito na forma ({20])
Ath) =Y kY @ h?, (1.113)
onde hy € H; e hy € Hs.

Vamos definir a propriedade de co-comutatividade; consideremos a aplicacao T,

T:H1®H2—>H2®H1, (1.114)

T(hg@hl) :h1®h2, (1115)

onde by, hy ¢ H. Uma algebra de Hopf é chamada de co-comutativa quando:

26



7oA = A. (1.116)

1.7 A Algebra Envelope U(su(2))

A dlgebra envelope universal U(su(2)) [10, 20| é uma algebra associativa £ gerada

por ot, 07 e o de su(2) e a identidade I, obedecendo as relacdes de comutacio

dadas por (1.109),

[, o] = o° (1.117.a)
(0%, 0t] = Fo* (1.117.b)
ot Il= [o%1)=0. {1.117.¢)

Em outras palavras, U(su(2)) contém todos os possiveis polingmios dos trés gera-
dores, o que, devido as propriedades dos geradores de su(2), nos reproduz novamente
estes mesmos geradores e a identidade 1.

A dlgebra envelope universal U(L), onde £ é a dlgebra de Lie associada (que

neste caso é su(2)), é uma dlgebra de Hopf quando:

1) O coproduto é:

Ald®)= P*@T+T®0° (1.118.a)
AleT)= o* @I+ T@0t . (1.118.b)

ii) Podemos encontrar a counidade de £ utilizando a propriedade (1.101) para

oF,o%. Para ¢, temos
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(e®I)oA(o®) =0 (1.119)

Usando (1.118.a), vemos que

(e®No(e® @1 +1®c%) =0* ou

(1.120)
@I+l ®od=0°
Usando (1.99) temos:
(oY + ¢(I)o? = o3, (1.121)
o que nos da:
e(o?) = 0. (1.122)

Aplicando o mesmo procedimento para ¢F encontramos a counidade para su(2)

efad)= 0 (1.123.a)
e(oF)= 0 (1.123.b)
ii1) Utilizando a propriedade (1.112) temos:
m(S ® INoA(a®) = ne(a®). (1.124}
Usando (1.118.a) e (1.124), temos:
m(S®No(c®*®@I+1®7%) =0. (1.125)

Da definigao (1.81), temos que m(S® I) = &, logo S(e* @ I + I ® ¢3) = 0 o,

finalmente, usando (1.96) obtemos:

S(@®) + S(I)e* = 0. (1.126)
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Portanto,

S(g*) = —a® (1.127)

S(e*)= -—o° (1.128.a)
S(e*) = ~ot. (1.128.h)

1.8 A Estrutura Algébrica do Modelo XXX

Vamos entio obter as relagdes algébricas para o modelo XXX [11]; para isto usaremos

a Relacio de Comutagio Fundamental (RCF) (1.16),

RO — p)(Ln(X) ® La(p)) = (L) ® L (W) R(A — ), (1.16)

onde as matrizes L,(A) e R(A) sfo dadas por

A, +153 S
L.(\) = ' z , (1.11)
1St M, —iS3
e RO\ —p) é

A—p+i 0 0 0

0 A— ' 0
R(\) = oot . (1.24)

0 i A—p 0

0 0 0 (A-—pt+i)

Substituindo B e L na RCF (1.16), obtemos as relagoes de comutagao
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[0%. 0% = +oF (1.129.a)
[ot, 07l = o (1.129.b)
¥ 1= [o%,1]=0. (1.129.c)

Obtemos portanto a algebra envelope U (su(2)) e podemos associar uma algebra
de Hopf a estas estruturas. U(su(2)), ndo é uma algebra quase-triangular (Grupo
(Quintico) por ser co-comutativa. No proximo capitulo abordaremos, através do

modelo XXZ, 0 caso nao co-comutativo.
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Capitulo 2

O Método do Espalhamento
Inverso Quantico: O Modelo XXZ

O modelo XXZ {1, 8] descreve uma cadeia de spins com interagéo entre os primeiros
vizinhos; esta interacdo apresenta uma anisotropia na direcao Z. A solucio deste
modelo [21] corresponde a uma matriz R trigonométrica. Esta forma especial da
matriz R implica que as Relagdes de Comutagio Fundamentais somente sdo satis-
feitas se os operadores de spin obedecerem a relagdes de comutacao modificadas. A
dlgebra definida por tais relacoes de comutac¢do constitui um grupo quéntico [5, 6]

ou seja uma algebra de Hopf quase-triangular.

21 A Algebra de Hopf quase-triangular

Algebras deformadas sao generalizacoes das dlgebras de Lie £ onde as constantes de
estrutura sao séries de poténcias de um parametro de deformacao que denotaremos
q [22, 23, 24]. Quando estas &lgebras tém a estrutura de uma algebra de Hopf quase-
triangulares, sao chamadas de Grupos Quanticos [5, 6]. Exemplos destas estruturas
sdo as algebras envelope quantizadas U, (su(2)) associadas a algebras de Lie L.
Uma dlgebra de Hopf quase-triangular H, é uma algebra de Hopf ndo co-comu-

tativa, isto é,
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7oA = A, (2.1)

onde A’ #£ A, satisfazendo a

Al{z) = RA(z)R™! (2.2)

para todo x € H, R € H® H é uma matriz ndo singular que satisfaz a

(A ® I)R = R13R23 (23)
(1 ® A)R = Ryzfty,, (2.4)
Ccom
R => a;®b (2.5.a)
Ry => a;®01®b; (2.5.b)
R =2 I®aob (2.5.c)
Ry, = za,- b ®I, (2.5.d)
com a,be H.

Podemos relacionar as matrizes Ryz, R13 € Ry, definidas em (2.3) e (2.4), da
seguinte forma:

i) Usando a propriedade {2.1) temos que

(I®A)R = (I ®T0A)R

2.6
=(I®7)(I®A)R; (26)

de (2.4) obtemos,
T@r)I@ AR = (I@1)R1zRy2. (2.7)
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Pela propriedade (1.115) temos,

(I ® T)R1zR12 = RiaRas; (2.8)

entao,

(I ® A")R = Ry Fas. (2.9)

i1) Usando (2.2) temos:

(I® AYR =Ru(I® AR)Ry =

(2.10)
= RuRisRiaRa
Igualando (2.9) e (2.10) obtemos:
Ri2Ris = R2sR1sR1a R - (2.11)
Multiplicando ambos os lados de (2.11) por Ra3, temos:
RiaR13R23 = RoasRizRae. (2.12)

Esta é a equacdo de Yang-Baxter. Observamos que neste caso a matriz R nao
envolve 0s parimetros espectrais, como a equagao de Yang-Baxter usada no capitulo
I; no entanto, a equacio de Yang-Baxter nesta forma ¢ suficiente para definirmos o
aspecto algébrico dos modelos tratados.

Convém observarmos que se A’ = A, como é o caso no modelo XXX, a equagao

de Yang-Baxter também ¢é satisfeita.

2.2 A Algebra Envelope Quantizada U,(su(2))

A algebra envelope L'(su(2), apresentada na se¢io (1.7). pode ser deformada de
maneira a obter-se uma estrutura de Grupo Quéntico. Para tal, introduzimos um

coproduto A ndo co-comutativo, conforme (2.2}, de acordo com
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Al =¢"®¢ (2.13.a)
A(c?) =*I+I®d° (2.13.b)
Alc*) =0*®¢ +¢° Qo (2.13.¢)
[A(A), A(B)] = A[A, B), (2.13.d)

onde A e B designam os geradores oF e o°. E imediato mostrar a nio co-comu-
tatividade de (2.1), usando-se a definicio (1.115). Os coprodutos (2.13.a-b) sdo

co-comutativos. O coproduto deve satisfazer as propriedades

A(o*e®) = A(e®)A(0?) (2.14)

AlcTo7) = A(eT)A(o7). (2.15)

Mas. de acordo com {2.13.d), temos

A(e? o)) = [0% 0] ® ¢ +¢ 7 ® 6%, %], (2.16)

Vé-se facilmente que se

[0, 07] = xo*, (2.17)

(2.16) é compativel com (2.13.c). Do mesmo modo, temos que

Allet, ey =[c%,07] Q¢ +¢ " ®ot,07] (2.18)

Vemos que [¢*.07] = ¢® ndo é compativel com o coproduto {2.13.b), de modo
que neste caso (2.18) ndo é satisfeita. Portanto, é necessario modificar a relagao de
comutagdo [c*,o~]. Podemos facilmente verificar que o coproduto (2.18) é satisfeito

se
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[o%,07) =07 (2.19)

3

onde [n] = 9;;{‘}9_%". As relagdes {2.13.a-d) sdo assim consistentes. Entdo, a dlgebra

U,(5u(2)) é dada pelas relagbes de comutagio :

[o*,07] = [0 (2.20.2)
[0% 0t =z4oF (2.20.b)
[e*, 1] =[c*1]=0. (2.20.c)

Usando as propriedades da counidade e da antipoda definidas no Capitulo I e

seguindo um procedimento semelhante ao da se¢do 1.7, obtemos que

(o) =0 (2.21.a)
Slox) = —g*ox (2.21.b)
S(g¥’) =¢*", (2.21.c)

onde ¢ = &, 3.

2.3 Modelo XXZ

Para mostrar a integrabilidade e resolver o modelo XXZ [17], segue-se 0 mesmo
procedimento utilizado no caso da cadeia XXX.

O Hamiltoniano do modelo XXZ ¢é (8]

H=J(S SrlHrl + S,%S,zﬂ + A5253+1), (2.22)

1
n
onde A é a anisotropia, que demonstraremos adiante estar relacionada & deformagéo,

n sao os sitios da rede e os operadores o” tém a forma (1.5).

39



A matriz L,()) é um operador matricial local, dependendo do parametro espec-
tral A, que atua em um espago auxiliar V, cujos elementos de matriz sao operadores

agindo no espago interno no sitio n; para 0 modelo XXZ tem a forma:

sinh y(Al, +1S52) S, sin-y

(2.23)
St siny sinh y(AL, — 153)

La(A) =

Pode ser escrita em fun¢do das matrizes de Pauli na forma (1.12), com Vgo, Vi1, Va2

e Va3 dados por:

Voo = %isinhyAcoshy
Vii = isin

! 230 (2.24)
Vgg = % sin'y

| Va3 = jsinvycosh(y)).

A matriz R que satisfaz a equacio de Yang-Baxter (1.18) é:

sinh (A + 1) 0 0 0
0 sinh~yA isin 0
R(™) = o (2.25)
0 isin-y sinhyA 0
0 0 0 sinh y{ A + 1)
Na representacio de Pauli (1.25), os coeficientes sdo:
( i i)4si
WOO — sinh 1(A+2)+s nh A
W,, = ;Siny
[ ©2 . (2.26)
Wy = 1757
W33 — sinh 7(A+;}—smh 2}

“

As matrizes L e R satisfazem &s Relacdes de Comutagado Fundamentais (1.16) e
4 equacido de Yang-Baxter, logo este modelo é integravel e existe um conjunto de
cargas conservadas Fi (A} que satisfaz & eq. (1.36); podemos escrever o Hamiltoniano

como derivada logaritimica do operador Fy(A) [18]:
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1iJs‘1n'y£
2y dA

- (Fn(3)" SIEES A (2.27)

Procedendo do mesmo modo que na solugiao do modelo XXX, escrevemos Fy ()

em funcdo das matrizes L,()\), de acordo com (1.33) e (1.36). Escrevendo L, na

forma (1.12) e com os coeficientes (2.24), calculamos os L,(A = %) e obtemos

Ln(%) = 4siny Py, (2.28)
onde Fy, é a matriz permutacgio

Pon (IQ®I +Zao®cr)

a=1

Aqui estaremos omitindo o indice ”0” do espago auxiliar, a n&o ser no operador

permutacio Py,. De acordo com a definigdo (1.44) de Fun(A), temos que

Fn(i/2) = (isinv)¥tr(Px... B). (2.29)

O operador

UN = tT'(PN...Pl),

que atua de acordo com

b b
UNO-n -— O'n+1UN,

é um operador unitario que transporta do sitio n para n + 1 e pode, como no caso

XXX, ser escrito

T
UN:ep,

onde p é o operador momento transferido ao longo da cadeia.
Substituindo (2.29) e Uy = tr(Py...P1) em (2.27) o Hamiltoniano passa a ser

escrito:
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T
H="1 Qs;nfy(isin'y)_NUgl

dFw(N)
dA

J N

x=ijz = 5 O Indasr. (2.30)
4 n=1

Calculando % Fi.(X), temos:

dF ()
dA

Derivando L; em (1.12), fazendo A = i/2 e somando para n sitios, o Hamiltoniano

N
- z_:tr(LN(/\)...dLg)(\/\) IV, (2.31)

assume a seguinte forma:

H=)Y JU 'tr(Py...Ap..Py), (2.32)
k=1

onde A; = (cosv/2)2I ® Iy — (sinvy/2)?c* ® o}.

A expressao resultante, para a soma de n sitios, é:

N
H=J> (SiSt, + 82521 +cosySaSnii). (2.33)
n=1
Portanto,
A =cosy (2.34)
e
J* = Jcos?. (2.35)

Vemos que a anisotropia A é fungio do parimetro de deformacgao g = e,

2.3.1 O ansatz de Bethe Algébrico

Vamos aplicar a0 modelo XXZ a mesma construcio usada no caso XXX para en-
contrar os autovalores do conjunto de cargas conservadas Fy (A).

O vetor w, € 1y,
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1
Wy = ( ) , Wp €1, n=1, N, (2.36)
0
representa um estado com spin para cima e é aniquilado por o, ,

o w, = 0. (2.37)

Consideramos como estado inicial da rede de N sitios a configuragio em que

todos 0s spins estdo orientados para cima, ou seja,

N
Qn = H Quwyp, v € Uy, (2.38)

n=1
17N
oude pty = I13_; ®1jn-

Aplicando o operador L,(A) no estado de um sitio temos:

[ sinh[A+ 1] * -
Lo (Nw, = ( . ih[ — 1] ) ni (2.39)

como no paragrafo 1.2, a forma do elemento * em (2.39) ndo é relevante para o que

se segue.

Aplicando a matriz de monodromia a {2y, temos

Tn(NQx = Ly (A)...Li(N) TIHZ; ®wn

(2.40)
= Ly(Nwn-..In (Nw;.
Usando a expressdo matricial (1.35), obtemos:
inhy[A + )V

Te(yay = | 72l T o (2.41)

0 (sinh y[A — 2])¥

Da defini¢ao (1.36) de Fy(A),

FN(/\)QN = tT(TN()\)QN) = A(/\)QN + D(/\)QN, (242)

onde
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ANy = (shy(A+ £)V

_ (2.43)
DNty = (shy(A — 1)V Qs
e os autovalores de Fy(\) para o estado inicial do sistema {2y sio:
Fy(Ny = |(sinhy(A + %))N + (sinh y(A — %))N Qn. (2.44)

A relacdo (1.31) contém todas as possiveis relagbes de comutagio dos elementos

de matriz de Ty(A). Em particular, usaremos:

alp — A) b(p = A)

ABG) = LN B AN - EEZRBNAW,  (245)
DB = 20D - BT BDW,  (246)
[B(A), B(p)] =0, (2.47)

onde a, b e ¢ s30 os elementos da matriz R (2.25) do modelo XXZ, a saber:

a = sinhy(A + 1)
b= isinvy (2.48)
¢ = sinh yA.

Repetindo o procedimento empregado no paragrafo 1.2, segue-se de (2.45-2.47)

e (1.31) que os vetores

HAy, s N) = H({AD) = BOA)... BNy (2.49)

sao autovetores da familia de operadores Fiy(A) se 0s nimeros Ay, ..., A; estiverem

relacionados pelas equagdes do ansatz de Bethe para o modelo XXZ, a saber:

Mﬁ_ﬂ)N b ale = Adely =)
(Sinh ’)/[/\k — %] - j=g;ék C(/\k . /\j)a(Aj _ /\k) . (250)
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E importante notar que as equacbes do ansatz de Bethe tém a mesma forma que no

modelo anterior. Substituindo em (2.50), a()) e b(A) por seus valores (2.48), temos:

sinh y[ X\ + %])N _ ﬁ sinh y(Ar — Aj +2) (2.51)
sinh y[Ax — 3] =14k SOB v(Ae — Aj — 3}

Os auto valores de Fin(A),

Exn(Mo({A}) = AX Ay, A)e({A}), (2.52)
sa0;
A AL, on ) = (Slnh’)’)\-l"—] Nf_[a /\)) (mh’y[)\——. NE%—;—)}
” " (2.53)

Finalmente, substituindo os valores de a{A) e b(A) em (2.53), temos os autovalores

para o modelo XXZ:

, i sinh y(A; — A + 1) sinhy(A — A; + 1)
Alx:-IA — h~iA A+~ N J h /\——
(X {A}) = (sinh~] +2]) jl;Il sinhy(A; — A) +(sinhy| Jl_'[l sinh (A~ A;)
(2.54)

O fato das matrizes R()) e, por conseguinte, L()) serem fungdes trigonométricas
de A, introduz uma anisotropia na terceira componente, isto é, J! = J? = J # J3,
onde J® = Jcosvy. No limite v — 0 recaimos no modelo XXX, desaparecendo a

anisotropia.

2.3.2 Estruturas Algébricas do Modelo XXZ

O objetivo desta secao € obtermos as estruturas dlgebricas do modelo XX7 , discu-
tidas nas se¢des (2.1) e (2.2), comparando-as com a dlgebra discutida no Capitulo
L. Foi visto que os operadores L e R do modelo XXZ obedecem & Relacao de Co-
mutacdo Fundamental (FCR) e 4 equagdo de Yang-Baxter respectivamente. Por

conveniéncia, usaremos a seguinte notagao :
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R(A = p) LY (AL () = L2 ()L (N R(A — p), (2.55)

D'=Lgl [*?=I®L. (2.56)

No entanto precisamos de matrizes R e L independentes do parimetro espec-
tral que sejam solugdes da equagdo de Yang-Baxter e das Relages de Comutagio

Fundamentais; para isso vamos escrever estas matrizes da seguinte forma:

1
L) = 5Ly — L), (2.57)

R(\, ) =€e™R, —e ™R_. (2.58)

Para escrevé-las desta forma é necessario se fazer uma transformacao de simila-

ridade [17] @,

L(A) = QMLNQ'(N) (2.59)
R(A— p) —» QUNQ ()R — w)Q*(N)'Q (), (2.60)
onde ) € a matriz unitdria
B q—iA/Z 0
Q= ( . qiw) (2.61)

eq=c¢e.

As L(X,v) e R(}, ) transformadas sao:

sinh y(A + 53 iS5~ sin veM
L(r\,’r)—( AL +i5) . ) (2.62)

1Stsinye ™ sinhy(AT —15?)
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sinhy(A + 1) 0 0 0
R\ ) = 0 sinhy\  isin~ye® 0 (2.63)
0 isinye™*? sinhyA 0
0 0 0 sishy()+4)

Agrupando L e R na forma das equagoes (2.57) e {2.58) podemos escrever L e

L_ em termos da deformacdo q do seguinte modo:

5 Qs-
L= ( ¢ 3 ) , (2.64)
0 g%
53
0
L= 1 . (2.65)
-QS, ¢°
g 00 0
01 Q0
Re(\7) = , (2.66)
001090
0 0 0 ¢
gt 0 0 0
1 0 0
R_(A7) = , (2.67)
-1 0
0 0 0 ¢!
R_=PR'P, (2.68)
onde Q@ = ¢q - g%,
As Relagoes de Comutagao do Modelo XXZ
Substituindo as matrizes (2.57) e (2.58) na RFC (2.55) obtém-se outras:
R INIA—=L%L R, (2.69)
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RIML* = I2LLRy (2.70)

onde L} e L% satisfazem as relacdes (2.56).
Do mesmo modo, substituimos (2.58) na equa¢io de Yang-Baxter (1.18) e obte-
mos equacdes similares a (2.12), isto é, equagdes de Yang-Baxter independentes do

parametro espectral, ou seja,

R R Ry = Ry Ry Ry, (2.71)
onde as Rf; sao dadas por:

RYf= L@} (2.72.2)

R = L0010 (2.72.b)

Ry = Lil®a®l (2.72.c)

R = T,ai@b®l. (2.72.d)

Igualando os elementos das matrizes em (2.70), encontra-se as seguintes relagdes

de comutacao :

253 _ -28%
(5%, 57] = T 1 = ;*1 (2.73.a)
(S8, 5] = +5%. (2.73.b)

Ciélculo do Coproduto do Modelo XXZ
De acordo com a definicdo (1.113), o coproduto de Ly é dado por:

ALE)Y =S LE oL (2.74)

=1
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onde L; sio os elementos de matriz de L*. Assim:

53 0SS~ ) g3 0S-
AL, =| 1 el ? e (2.75)
0 g% 0 q¢°

=500 ). -5
ar_=|"* el f .l (2.76)
-QS; ¢° Q8 ¢

de onde obtemos que

AS? = SRI+I1I0S (2.77.a)
AS* = @S5t +5t9 ¢ (2.77.b)

Podemos mostrar que qualguer modelo no qual as matrizes Ly possam ser escri-

tas na forma triangular superior,

Lt = (A B ) (2.78)
0 C

(Do
L H(E F), (2.79)

onde A, B,C,D,E e F sio quaisquer matrizes 2 X 2, satisfaz as propriedades de

ou inferior,

coalgebra descritas na se¢ao (1.4). A estrutura fundamental para satisfazer a estas

propriedades é o coproduto A. Usando as matrizes (2.78) e a defini¢io de coproduto

ape_ (M4 aB|_(AaB) (4B 280
“lo aAc] Vo c 0 C '

temos:



e as relagdes :

AA = A® A (2.81.2)
AB= A®B-+B®C (2.81.1)
AC = C®C. (2.81.c)

Vamos demonstrar que o coproduto (2.80) é coassociativo, (A ® INoA = (I ®
A)oA; esta propriedade é obviamente satisfeita por (2.81.a ¢ c¢). Para (2.81.b),

temos

(A® NoAB =(A®I)o(A® B+ B&C)

(2.82)
=AA® B+ AB®C.

Usando (2.81.a) e novamente (2.81.b), temos:

(AR INAB=ARA®B+A®BC+BC®C(C. (2.83)
Mas,
(I®@AAB= (I®A)(A®B+B®A) (2.84)
A®AB+B®AC. '

Usando (2.81.c) e novamente (2.81.b)), temos:

(I®AAB=A®ARB+A®BC+B@CRC. (2.85)

Deste modo, vemos que a propriedade de coassociatividade é valida para o co-
produto (2.80). A demonstracdo para L~ é idéntica.

Vamos encontrar a counidade usando a propriedade (1.99),

(e® NoA(a) = (I ® €)oAa) = a.
De (2.81.a) temos:
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(e®@NoA(A) =(eRI)(A® A) (2.86)
= (e(A)A = A4
de (2.81.c),
(e ® NoA(C) =(e®TNC®C) 2.87)
=e(CYC=C
e, de (2.81.b):
(e®@NoAB =(e®@(A®B+ B®C(C) (2.88)
=¢(A)B + ¢(B)C = B.
Deste modo, obtemos:
e(A)=¢e(D)=1 (2.89.a)
(C)=¢€(Fy=1 (2.89.b)
e(B) = ¢(E) = 0. (2.89.c)

E ainda possivel verificar que os modelos descritos por matrizes Ly da forma
(2.78) e (2.79) tém a estrutura de bidlgebras, ou seja, que o coproduto e a counidade

satisfazem &s propriedades (1.102.a-d). Para tal, usaremos (2.81.a-c) e que, de AL_,

AD =D®D (2.90.2)
AE =E@QD+FQE (2.90.b)
AF =FQ®F. (2.90.c)

Vamos mostrar que os coprodutos junto com a propriedade (1.102.a) preservam

a estrutura algébrica dos modelos, quando a matriz R associada tem a forma

47



a 0 0 0
R, 0bc O , (2.91)
00 dO0
00 0 e
Da relagao (2.70) para as matrizes (2.78) e (2.79) com R, dada por (2.91), temos

as seguintes relagdes de comutacio :

AD = DA (2.92.2)
AF = FA (2.92.b)
CD=DC (2.92.¢)
CF =FC (2.92.d)
bAE = aEA (2.92.¢)
aBD = dDB (2.92.1)
eCE = dEC (2.92.8)
bBEF = eFB (2.92.h)
bBE —dFB =cFA—eCB. (2.92.1)

Para os modelos que analisamos neste trabalho, todas as relacoes de comutagao
acima, com exce¢ao da ltima, sdo idénticas as obtidas nos modelos XXZ com con-
digées de contorno periddicas ou periddicas torcidas, que constituem bidlgebras. Por
outro lado, usando, as relagdes de comutagio (2.92.a-1) e a propriedade {1.102.a) é
facil mostrar a compatibilidade entre (2.92.a-1) e o coproduto dado por (2.81.a-c) e

(2.90.a-c), ou seja, que

A[bBE — dEB] = cA(F A) — eA(CB). (2.93)

Usando a propriedade (1.99), mostra-se imediatamente que a counidade dada
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por (2.89.a-c) satisfaz as propriedades (1.102.c e d). Deste modo, os modelos (2.78)
e (2.79) possuem a estrutura de bidlgebras.

Para o modelo XXZ, a counidade é entao:

(¢’ =1 (2.94.a)
8% =0 (2.94.b)
e(S*) =0. (2.94.¢)

Portanto, as estruturas algébricas de todos os modelos descritos neste trabalho

sa0 bidlgebras. Poderemos entdo definir uma antipoda 8. satisfazendo & propriedade

(1.112 ),

m(S ® NoA(h) = m(I ® S)oA(h) = e(h).

Substituindo o coproduto para 4 . B C, D, E e F obtemos,

S(A) = A"} (2.95.a)
S(D) =D} (2.95.b)
S8(B) = -A"'BC! (2.95.c)
S(E) = ~D7'EF! (2.95.d)
S(C) = (2.95.e)
S(F) = F-! (2.95.f)

Portanto, aos modelos descritos por (2.78), (2.79) e (2.95.a-f) corresponde uma
estrutura de algebra de Hopf.

3 i)

No caso do modelo XXZ, vimos na secio (2.2) que seus geradores {c*, 0™) satis-

fazem as propriedades de bislgebra. Para este modelo XXZ a antipoda €
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S(g*5) = g*5° (2.96.a)
S(St) = —¢75'(5%)¢*5°. (2.96.b)

A partir da relacdo de comutagio (2.73.b) para o modelo XXZ,

obtemos

S(S*) = —g*(5%). (2.97)

Portanto, o modelo XXZ tem a estrutura de uma slgebra de Hopf. Pode-se

verificar que essa dlgebra é ndo co-comutativa. A partir da propriedade,

TO(h] @ h,g) = (hg @ h]), (298)

vemos que para o coproduto (2.81.b), 7oA = A/, A £ A

70A(B) =B®A+C @B = A(B) (2.99.2)
T0A(E) =E®@ D+ F®E = A'(E). (2.99.b)

O coproduto (2.81.b) é ndo co-comutativo, e da mesma maneira, o coproduto
(2.77.b) do modelo XXZ. Como a matriz R (2.63) satisfaz 4 eq de Yang-Baxter, a
algebra, associada ao modelo XXZ ( algebra envelope universal deformada, U, (s1(2))
tem a estrutura de uma algebra de Hopf quase-triangular e é portanto um grupo

quantico.



Capitulo 3

Modelos de Spin

Multiparamétricos

Neste Capitulo, vamos tratar de forma unificada os modelos XXZ e XY com condi-
coes de contorno periddicas e periddicas torcidas.

Os modelos em rede unidimensional tratados neste trabalho descrevemn uma ca-
deia de 4dtomos, a cada sitio n da cadeia estando associado um operador de spin
1/2,(5%), dado por (1.4 ), que comuta em diferentes sitios. Escreveremos, primei-
ramente, um operador R multiparamétrico que satisfaca a equagdo de Yang-Baxter

(1.18), condicao necessaria para a integrabilidade do sistema, conforme demonstrado

no apéndice A, a saber,

a 0 0 0O
0 ¢ 0
R(A,v) = , (3.1)
0 b 0
0 0 0 4

onde
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a = € sinhy(A+ie)

b = tisiny
¢ = GasinhqA (3.2)
¢! = Gy sinhAyA
d = esinhy(A+ iez)
e
= =1
“ (3.3)
€y = Ii:].,
€1 € ¢ podem ser iguais ou diferentes.
A matriz R(A) (3.1) e (3.2) satisfaz & equacdo de Yang-Baxter,
Ri2(A2)Ris( M) Hos(Aes) = Roz(Aas)Ris(Ags) Ri2(As2), (3.4)
com os F;;( ;) dados por (1.19.a-d), se
G;zl = Ggl. (35)

Esta condigdo corresponde a condigbes de contorno periddicas com torgao [25, 26],
no caso em que G2 # 1. Quando Gy = 1, os modelos nao apresentam torgao e
(3.5) é uma identidade.

Determinaremos os coeficientes W,5 em (1.25), para a matriz R (3.1). Vemos

que os tnicos termos que diferem de zero sio:

R= Wel®Li+Wyo'®o, + Wyo? @ o2+

(3.6)
+W330’3 3] Cf,?: + W300'3 ® In + I/VU_';I & GF',B11

com estes coeficientes obedecendo as relagoes :
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Woo + Wag + Wos + Wiy =a
Wag — Wag — Wy + Wi = ¢
Wao — Wag + Wz —~ Wag ="

< (3.7)
Woo + Wiz — Woa — Wi =d
Wi — We =0
Wi + Wee = b.

.

Substituindo (3.2) em (3.7) e resolvendo o sistema acima, temos:

Woo = Lleisinhy() +i€,) + €z sinh (A +i€) + (G2 + Goy) sinh )]

I‘V“ o= I‘Vgg = %’E sin’y

4 IV33 = 41{61 sinh ’Y(/\ + ?:61) + €2 Slnh’Y(/\ + 7:62) - (G12 + Ggl) smh'}v\] (38)
H/gg = i{ﬁ sinh ’Y(/\ + iEl) — €3 sinh ’Y(/\ + ?:62) + (Glg — Ggl) sinh "f/\]
Wy = %[51 sinhy(A +i¢,) — exsinhy(A + i€) — (G12 — Gz1) sinh v

Se compararmos (3.8) com (1.26) e (2.26), notamos que se €; = ¢z ¢ Gz = Ga,
o0s termos Wys e Wi desaparecem. Além disto, de (3.5), vemos que neste caso,
G2 = G2y = 1 e a matriz R (3.1) é idéntica a (2.25 ), ou seja, temos o modelo XXZ.
Assim, os termos Wy e Wy resultam da inclusio de €2 # € efou de Gq1 # Gho.
Veremos adiante a que modelos corresponde a presenca desses termos.

Como vimos no Capitulo I, podemos relacionar R com L através de

Ln(A) = Ra() — %). (3.9)

Usando a Eq(3.9), encontramos a matriz L,()\) para os modelos descritos pela
matriz R(}), (3.1) e (3.2). De acordo com (3.5), vamos chamar Gz =t e Gy = ¢

A matriz L,()) é entdo:

tZ=SD A, isinyS;
Ln(A) = a , 3.10
( isinySH 29 A, (S0

com
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A = e(lz"”?‘) sinh y(A + i6,(Z, + S2) — iZn)
Ay = &7 sinhy(A + iey(Zn — SB) — iZ0),

onde Z é um elemento central da algebra [27]. Narepresentagio fundamental, Z = %

Em (3.10),
-1
H(Zn=S3) 10 (2SR =0 ) (3.12)
0 t 0 1

As matrizes (3.1), (3.2) e (3.10) obedecem as Relagdes de Comutagao Fundamentais

(RCF):

(3.11)

RIQ(A12)L31(AI)L;21(/\‘2) = Li(/\2)L,11(/\1)R12(/\12) (313)

A matriz L, ()) (3.10) e (3.2) pode ainda ser escrita na forma (1.12):

3
Lo = 3 Vigo® @0l (1.12)

a,B3=0

onde agora

Voo = Lersinhy((A — &) + ée1) + ez sinhy{(A - 1Y+ i€) + (t+t71) sinhy(A - )]
Viy = Wy = Jisiny

Vas = Hersinhy{(A — £) +4e1) + ezsinhy((A — i) +ie) — (¢t + ¢~ sinh y(A — §)]
Vig = tersinh y((A — §) +4€1) — ezsinhy((A — 3) +iex) + (¢ — t71)sinhy(A - 3|

Vos = Lersinh (A — §) +ie)) — e2sinhy((A — §) +de2) — (£~ t=1)sinh (A — £)).
(3.14)

3.1 Ca&lculo do Hamiltoniano.

Como os modelos descritos por (3.1}, (3.2) e (3.10) satisfazem a condigoes de inte-

grabilidade (3.13), existe um conjunto de cargas conservadas, Fy(A), que satisfaz
a:
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[Fy (). Fy(i)] = 0. (3.15)

Do mesmo modo que os modelos XXX e XXZ tratados nos Capitulos I e II, o
Hamiltoniano dos modelos (3.1) e (3.2) pode ser escrito como a derivada logaritmica

de FN(/\)

B i, _tJsiny d - la + €2) _ N
H_(F(é)) 2 EXFN()\)I,E%- 1 Afnfwl_r;Hn,nH. (3.16)

Para os modelos tratados neste capitulo, o Hamiltoniano (3.16) assume a forma:

N
H =Y Uy'tr(Pyy--Aok--Far), (3.17)
k=1
com
Agx = [&%gﬂcos'7+t+t‘1]fo®fk +
@t cosy — (t+t7)]g @0} + (3.18)

+ =G @ I — I ® o).
No Capitulo I, calculamos U~!. Vamos agora calcular tr(Pon... Aok .. For). Lem-

brando a propriedade Po; Ag; = AijPoir (1.49), obtemos:

tT(PGN...Po,n+1AUn...P01) = An-}-l,ntr(PON---PO,n+1P0,n—1--~P01) (319)
com
Appin = [@F2cosy+t+t 7y QI +
O3 cosy — (¢4 t)od, ® 03 + (320

'I"g%jl(ggﬂ ®In —~ Ins1 ®03).
Multiplicando (3.19) por U = Pn y_1...Puy1n... P2,y temos que o Hamiltoniano

(3.17) é entao
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H= zf:l %[(t + t_l)(grllgr{H + 03103;+1) +4(t ~ t—l)(grllo-?l+1 - grzzgr]i+1)+

+E5 2 Aoon + @A(Ingiﬂ + 03 ny1)]
(3.21)

ou, na base o, 7, ,

H = % St oo + 2t ok + L%Eﬁaaigﬁﬂ"' (3.22)
@@ A(Tad,, + 02 Lap). '

O Hamiltoniano acima apresenta condictes de contorno periddicas com torgio
para cada par de sitios (4,1 + 1), ou seja, o sitio (i + 1) estd girado de um &ngulo ¢,
onde t = €', no plano 1-2, em relagio ao sitio i, conforme se vé nos dois primeiros
termos de (3.22). Para explicitar estas condi¢oes de contorno torcidas, realizamos
a transformagdo de similaridade gerada por exp(—i§ TN (I - D)o}), levando o Ha-

miltoniano (3.22) a

H = %Zf;ll (Qt_l_a;for;“ + 2toop, + &‘L;ﬁlﬁagaflﬂ_q-
+EZBA (Lol + U£In+1)) +ladelagd o34 (3.23)
+2t Nojor + 2tN oot + ﬁ;—‘%)A(INU? + o3 1)
Vemos que para €; = € = 1 et = 1 temos 0 modelo XXZ com condigdes de

contorno periddicas, analisado no Capitulo II.

3.2 O Método do ansatz de Bethe

Passaremos & obtenc¢do dos autovalores da matriz transferéncia Fy () para os mode-
los descritos por (3.1), (3.2) e (3.10). Novamente consideramos como estado inicial
{lny, a configuracao em que todos os spins estdo orientados para cima, dada por
(1.76) e (1.73).

Aplicando o operador L,(X) (3.10) no estado de um sitio, temos:
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inhy(X + 26 — 2
La(Mw, = | 7" YA e = 3) Y e, (3.24)
0 t~!sinhy(A - )

onde para os autovetores uy,

HZ=5%y = w,

(50 (3.25)

wp =t lw,.
A forma do elemento denotado * ndo é relevante para o método e ¢; desaparece do
autovalor (3.24) de L,(A) devido & escolha (1.76 ) e (1.73 ) para o estado inicial.

A matriz de monodromia é, neste caso:

(ey sinh y(A +1ie; — £))¥ *

‘ A = Q. .
Tl ( 0 (t“l)N(sinh’}‘()\A%))N) v (320

Da expressio (1.35) para a matriz de monodromia Tv(A) e lembrando que

Fn(A) = trTx(X), obtemos os autovalores da configuracéo inicial do sistema

Fn(\)Qn = [(e; sinhy{X 4 de; — %))N + (¢~HN (sinhy (A - -;-))N Qn.  (3.27)

O ansatz de Bethe Algébrico consiste, como ja vimos nos capitulos I e 11, em

construir autovetores de Fy(A) da forma:

d(M, s A) = ({2} = B ). B{M)Qn. (3.28)
Vamos encontrar as eqs. do ansatz de Bethe, solugoes da eq. de autovalor

Fv(Ae({A}) = (A(N) + D(A)s({A})

(3.29)
= A AL o M) Ty B0,

Para comutarmos os operadores A(A) e D()) com os operadores B(};) do au-
toestado ¢({\}) precisamos de algumas das relagbes -de comutagio (1.31) para os

presentes modelos, a saber,
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AN B(p) = 285 B(n) AN — a3 BO)A(w) (3.30.2)

DONB(H) = 4= B)D(Y) - 25 BO)D(w) (3.30.0)
aB(A)B(u) — dB(u)B(A\) =0 (3.30.c)
aC(p)C(A) — dC{(N)C(u) = 0, (3.30.d)
onde agora
a = ¢ sinhy{\+i€e)
= 18in7y

¢ = tsinhvyA (3.2)

¢ = tlsinhv\

d = epsinhvy{\ +ier).

Usando as relacdes de comutacio (3.30.a-d) em (3.29), obtemos

Fn(MNo{A} = {{e;sinh() +i¢; — _))NHJ 15_’((3;%)) 4
+ (t ) (Sll’lh[’Y( - 5]) 2':1 %}ngl B(/\J)‘QN + (331)
(MY — (1YY MY, B()B()Q,

onde

A=A . : i A=A
M! = ?'(AL—)% (el smh'y(/\+zel - —)) Hl#k 13,((—)"—)\":)

BOA=A) (o ;
M2 = c"()\“;k) (Sll’lh[’}’(A — %)]) HJ#k 1c” Ak }
O procedimento é o mesmo que o empregado para resoh er 05 modelos XXX e

KXX7Z e, finalmente:

(3.32)
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t

l !
N B A AL A) TT BOWDON + Ac(hs A, ) T BOV) B
i=1 i=1 J=tg#k

(3.33)

Para que (3.33) seja uma equagdo de autovalor na forma (3.29), a condigdo

A Ay e Aj) =0, (3.34)

deve ser satisfeita, o que leva s equagoes do ansatz de Bethe:

(el sinh y(\ + iy — g))” )" [[ 2sbe X tie) (3.35)

sinhy(Ax — %) Pl €1 shy[he — A; — g6’

Comparando (3.29) com (3.31), obtemos os autovalores ¢({A}):

) _ AN alds—
A {A)) = {(el sinh (A + 161 - %)) j=t —"(f\,\,"‘i%“L

o T (3.36)
+(# YN (smh y(A — %)) =1 c‘f,((x——)\—_’\)\%} .

3.3 As Estruturas Algébricas

Para determinar as estruturas algébricas associadas aos modelos (3.1) e (3.2), preci-
samos de matrizes R e L independentes do parimetro espectral, que sejam solugoes
da equagio de Yang-Baxter (3.4) e da Relagio de Comutagao Fundamental (3.13).

Para isso, vamos escrever estas matrizes na forma:
— 1
LAy = 5(8)‘"’L+ —e ML), (3.37)
R\ 7)=e"R,—e ™R, (3.38)

realizando a transformacio de similaridade (2.61) [17], em (3.1-2) e (3.10-11), de

modo que

59



La(N) = QL@ (V) = L, (V), (3:39)
— -S04, isinyS;en
La(A) = ‘ e, (3.40)
isinySfe "t t(-Z~5h) 4,
e
R(\) = Q'WQ* (MR — m)@*(N) QA = R(N), (3.41)
a 0 0 0
. 0 ¢ b 0
R(A) = ) (3.42)
( ) U bf i O
0 0 ¢ d
com
a = e sinhy(A-+ie)
¢ = tsinhyA
b = isinvye™ (3.43)
b = isinye "
¢’ = t'sinhvyA
d = egsinhy(X+ieg).

Comparando (3.40) e (3.42),

termos da deformacao q = €7,

Lo ( t(Z—S3) (Elqel)(z+33)q—z S50 )
L=
0

de acordo com (3.37) e (3.38), temos L, e L. em
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R, = , (3.46)

R_= , (3.47)

R = PR]'P (3.48)

onde P é o operador permutacio (1.48) e ) = g--¢ . De acordo com a demonstragio
feita na secio 2.3.2, todos os modelos descritos por nossa matriz £ multiparamétrica
possuem a estrutura de uma dlgebra de Hopf.

Ao substituir (2.57) e (2.58) na RCF (3.13), obtemos as relagdes de comutagao,

RyLLL% = LiLi Ry (3.49)
R.IMZ? =I*L'R., (3.50)
onde L} e L% sdo definidas em (2.56).

Substituindo (3.46), (3.47), (3.44) e (3.45) em (3.50), encontramos:

+-16+G— _ (G~ G+ = t(—;se‘){(ezq_éz)(Z—S% (flqel)(z+53) +

_ (e2q€2)(2—53) (61q—cl)(2+33)}, (3.51.a)
57, 5% = £5%, (3.51.b)
[S%, 2] = [S?, Z] = 0. (5514
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Usando a definicio (2.74) de coproduto A, calculamos:

ASH =S+ @ tZ 5 (g7 ) FH g7 4 (352
4 4l-2-57] (Czq—ez)(z—sg) > @ S+ 52.2)
AS- =S gtZ5] (€2q£2)(zf53) g~ %+ 3.52.b)
44757 (Elqel)(z+53) 7RSS (3.52.
AZ)=2QI+IQZ (3.52.¢)
ASH)=85@I+I®5% (3.52.d)

Vamos analisar alguns aspectos relevantes do Hamiltoniano (3.23). No caso em
que €; = €3 = 1, se t = 1, temos a cadeia de Heisenberg anisotrépica, o modelo XXZ;
se t # 1, o modelo apresenta condicdes de contorno periédicas torcidas [25, 26, 27].
Vé-se ainda que ¢; # ¢ leva ao aparecimento de um termo de interagao , na diregdo
da anisotropia, entre o spin em cada sitio 7 com um campo externo Hf” = gel—;“l.ﬁfj,
nos sitios vizinhos 7 =i+1 e j =i — 1. H®™ é portanto proporcional a deformagao,
pois A = gig;l Além disto, parae; = leey=—loue = —lee; =1, 0 termo de
acoplamento spin-spin entre os sitios vizinhos na direcdo da anisotropia desaparece
e o Hamiltoniano (3.23) recai no modelo XY, bem conhecido na literatura [28, 29,
30]. Neste trabalho, apresentaremos sua solugdo através do MEIQ e exibiremos
sua estrutura algébrica. Analisando nosso Hamiltoniano na forma (3.21), vemos
que a existéncia de tor¢do, ou seja, t # 1, é responsdvel pelo surgimento do termo
(t —t ™) (ole?., — o2oh,1), que é completamente independente do parimetro de
deformacio ¢g. As expressdes do coproduto (3.52.a-d) e as relagdes de comutagao
(3.51.a-c) também mostram que o pardmetro t altera a estrutura algébrica dos mo-
delos de maneira independente de q. t é entdo um outro pardmetro de deformagao .
No entanto, foi demonstrado recentemente que a introducdo do pardmetro t s6 leva

a modificacdes no Hamiltoniano, relativamente ao modelo XXZ, quando a estrutura
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algébrica é alargada pela introdugdo de um elemento central Z [31]. Anilise seme-
thante ndo foi feita para os modelos XY; no entanto, como para o caso XXZ com
condictes de contorno periddicas torcidas, o termo central é imprescindivel para
obter-se coprodutos consistentes, pois caso contrario aparecem poténcias espiirias
dos pardmetros ¢ € ¢ quando a operagao coproduto é aplicada & matriz L.

O Hamiltoniano (3.23) contém como caso particular o modelo XY com torgdo,

cujo Hamiltoniano €, para €; =1 e ¢a = —1,
Hyy= 2%V, (Zt"la,'fa;u + 2to, ofyy + A(lony, +onla)+ (3.53)
+2tNodor +2tNoyaf A(Iyal + o} 1)) |
ou, parae; = —1 ees = 1,
Hxy = %Z:;V:l (Qt_IU:Ur:H + ztO';U,'.L_l - A(Inggﬂ + 0’311”+1)+ (3.54)

+2t Nakor + 2tNoyo — A(Iyod + J_?VII)) :

No capitulo IV, trataremos o modelo XY pelo MEIQ e apresentaremos sua so-

lugdo empregando o método do ansatz de Bethe algébrico.
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Capitulo 4

Estrutura Algébrica e Solucao dos

Modelos

O objetivo deste capitulo é analisarmos os distintos modelos contidos na matriz (3.1)

e (3.2). Vimos que para:

com p = 1,2, os modelo sdo integraveis, isto é, satisfazem & Equacdo de Yang-
Baxter. De acordo com os valores de €, ¢;, G2 e Gy, distinguimos os seguintes

modelos possiveis:

a=1 e=1 G,=G; =1 Modelo XXZ (4.2.2)
6=1 e=1 Gy=0GCGy#1 Modelo XXZ com torcao (4.2.b)
6=+l & =F1 Gip=G3' =1 Modelo XY (4.2.¢)
6 =+l e=7F1 G=Gy #1 Modelo XY com torgio (4.2.d)
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No capitulo II, revisamos a resolugdo do modelo XXZ pele MEIQ; o caso com
torgdo foi tratado na literatura em [25, 26, 28, 29]. O modelo XY, solucionado pelo
método de Pfaffian [32], sera analisado aqui pelo método do MEIQ e determinaremos
sua estrutura algébrica.

As cadeias XY com condigbes de contorno periédicas torcidas constituem mo-
delos integraveis que apresentaremos neste trabalho, determinando suas estruturas
algébricas e resolvendo-0s através do método do ansatz de Bethe.

Uma vez que todos os modelos mencionados acima estao contidos como casos
particulares do Capitulo III, de acordo com a tabela (4.2.a-d), no que se segue nao

repetiremos os calculos e nos restringiremos a listar os resultados relevantes.

4.1 O Modelo XY

Neste capitulo estudaremos o modelo XY quantico unidimensional e sua estrutura
algébrica. No caso cldssico a duas dimensoes, este modelo tem um grande interesse
pois esta relacionado a sistemas fisicos tais como o gés de Coulomb cldssico ou filmes
superfluidos. Na presente abordagem, o Hamiltoniano dos modelos XY é dado por
(1.3) com J;, = Jy e J3 = 0. Sua matriz B é solugdo da equacio de Yang-Baxter
(1.18) e € obtida de (3.1) e e (3.2), com as condigoes (4.2.c). Neste trabalho foi
possivel apresentar a estrutura de grupo quintico desse modelo, uma vez que a
introducdo de um termo central em conexdo com a existéncia de €5 # ¢;, permitiu

encontrar um coproduto ndo co-comutativo.

Quando € = 1 e €3 = —1, temos
a 0 00
0 b ¢ O
R(M) = , (4.3)
0 c b 0
0 0 0 d
onde
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(@ = sinh y(A+14)
b = sinhvyA
ﬁ ¢ = isiny
| d = —sinhy(A—1).

A matriz de transferéncia local L, (A) é

Ln()\) = 3
S;Fsiny (—1)%~S= sinhy[A — i(2Z, — S3)]

Neste caso particular, o Hamiltoniano (3.22) tem a forma:

N
= = (ohohr + 0a0m + (Oulna1 + Tnog ) cos ).
n=1

De (3.30.a-d), vemos que para o modelo XY,

N

Fn(NQy = [(sinh’y(/\+ 3))1\] + (sinh'y(/\ — i)) 2.

2 2

No presente caso, as equagdes do ansatz de Bethe sdo

: . N
(S1nh7(/\k+z/2)) _ ﬁ (1),

sinh y( Az — /2) =ik

e as relacdes de comutagdo (3.30.a-c)

_sinhy(u — A +1) isin-y

A(A)B(p) Sinby(5 = ) (L) A(N) - Sinh(a— ) (A A(p))
_ sinhy({p— A +1) 1sin-y
DNB(p) = —+ v () D(A) - Sah O — ) (A)D{u)

B(NB() + B(u)B(X) = 0

C(p)C(A) +C(NC(p) = 0.
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Os autovalores dos autovetores ¢({A}) = B(A;)...B(A){n sdo

A A, ___Al) = (sinhvy(A+ %))NH§:1%+

_ . AN (4.10)
+(sinh y(A + 2N I, T}:L}?ET)(‘JL—?)-)
As matrizes Ly e Ry que satisfazem a (3.50) sao:
s° S0
0 (—q )Z-59g-7
_SS
0
L= 1 , (4.12)
—-570 (ﬁq)(Z—S“)qZ
g 0 0 0
01 Q 0
R, = , (4.13)
601 O
00 0 —g!
g 0 0 0
1 0 0
R_ = a1 0 (4.14)
0 —
0 0 0 —g¢g
As relacdes de comutagdo (3.30.a-c) se reduzem a:
1 _ Q3 — — g3 -
57,87 = gl=a " @+ ~ (=) H)FT} (415.2)
[$%,5%] =48t (4.15.b)
[$%,2) =[8%2]=0, (4.15.¢)

e o coproduto A a
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ASt = §t® q-s3 + (_q)(Z—S3)qZ ® St
AS~ = ST ®(-q)F g ?+¢7® 5"
ASP= SRI+I®S?

AZd= ZQI+I®7Z.

No caso em que €; = —1 e €5 = 1, temos:

H=

|

M=

(Jngn+1 +0 n+1 (Ji1n+l + In.o-g+1) COs '7)1

n=1

il

Fa(M)Qy = [(m sinh v(\ — zi;?)) "L (sinhfy(/\ - %)) ",

(— sinh y(Ax — i%))N _ ﬁ (1)
sinh y(Ax — %) Pl

A M, x) = (~sinhy(d — g))NHJ o n +

2
. inh y{A; - A+i
H(sinh y(A + $)N T, A

As relacdes de comutacao entre os geradores ST e S e S° sdo

[S’+, S“] = %{(q—l)(Z—S:i)(_q—l)(Z+5'3) _ q(zAgs)(_q)(Z+SaJ}
[$%,84] = +5*
(53,2] =[S%,2] =0,

e o coproduto A é dado por:

AS+ :S+®(_q)z+s Z_|_q ®S+
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AS™ =5 ®¢ S+ ()T ¢ %S (4.22.b)
AS?  =S3@I+I®S° (4.22.c)
AZ  =ZQI+IgZ (4.22.d)

Na secdo 2.3.2 vimos que todos os modelos cujas matrizes Ly ¢ R podem ser escri-
tas, respectivamente, na forma (2.78), (2.79), e (2.91) possuem a estrutura algébrica
de uma &lgebra de Hopf. Os coprodutos (4.16.a-d) e (4.22.a-d) sdo claramente nao
co-comutativos. Por outro lado, as matrizes R associadas aos modelos XY obedecem
4 equacdo de Yang- Baxter, o que garante que as estruturas algébricas subjacentes

sd0 grupos quanticos.

4.2 O Modelo XY com torgao

Analisaremos agora o caso (4.2.d), para o qual o Hamiltoniano (3.23) é

N=1
J
H=Y Z 2t Yot o, + 2oy 0t + cosy(lnol ) + o3 ln)] + Hy (4.23)
n=1
J
Hy = Z[2t‘NJf{,Jl— +2No 50 +cosy(Inod + o)) (4.24)

Para este caso particular a matriz 1 é

a 0 0 0
0 b ¢ O
RN =] - , 4.25
) 0 ¢ & O ( )
00 0 d

com
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(¢ = sinhy(A+ 1)
b = tisinhyA
{ b = t'sinhyA (4.26)
¢ = 1isinvy
| 4 = —sinh y(A — 7)
e a matriz L,
L) = $(Zn=52) ginh y(A I, + iS2) S siny
m S:* sin y §=(Zn 52 (1) Z=S% sinh Y[ AT, — i(2Z, — S3)]
(4.27)
Através do ansatz de Bethe algébrico construimos autovetores do tipo
A A, A) = d({A}) = B(AL)...B(A)Qw (4.28)
e as equagdes do ansatz de Bethe sao
(___S’WW +y ”)N eV T () (4.20)
shy(Ae —1/2) Pyt ) '

As relacdes de comutagio (3.30.a-d } se reduzem a

2 8in -y
t~1sinhy(p — A)

sinhy(gt — A+ 14)
t~lsinhy(u — A)

B(AQ) - B(NA() (430.a)

A(A)B(w) =

PO)B( = S 2D B D(3) ~ =y oA s BOODG) - (4.30.)
B(M)B(u) + B{p)B(A) =0 (4.30.c)
C(p)C(A) + C(MNC(u) = 0, (4.30.d)

e o autovalor de Fy(A) a
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AL = {Y (34 DT, S

J=1¢~1sinh4(A; - (4 31)
sin A=A ’
(VY (A= ) e St } = BOY)
onde
i i\
YA+ -) = (sinh y(A £ —))
2 2
As matrizes Ly, Ry que satisfazem a (3.50) sfo, no presente caso:
oSt 50
L, = O (4.32)
0 t (—¢') g
750 g-8° 0
L = g . ] , (4.33)
-8t t—(Z+S )(_q)(Z—S )qz
g 0 O 0
0t @ 0
R+ = y (434)
0 0 ¢t 0
00 0 —¢gt

R-= - (4.35)
0 -0 1 0

0 0 0 —g¢

As relacdes de comutacgao entre os geradores ST e S~ e S? obtidas sio:

t718t5~ — S-St = t_-%s_s{(_q)(z—s3)(q)(z+ss)+

_(_q-l)(z_sa)(q_l)(2+53) (436&)
[$3,8%] =+8* (436.b)
($3,2] =[S* Z]=0. (436.)

71



O coproduto A é dado por:

ASt= S§t® tzfsf'q-s‘*‘ 4 288 (_q)z—sf*qz ® St (4.37.a)
AS~ = S~ @t 75 (—q) 2+ q 2 4 25 @ §- (4.37.b)
AS* = SB@I+I®S? (4.37.¢)
AZ = ZQI+I®Z (4.37.d)

Do mesmo modo que no caso dos modelos XY sem tor¢ao , o coproduto (4.37.a-d)
é claramente ndo co-comutativo e a matriz R (4.25) obedece & equacio de Yang-
Baxter. Temos portanto, uma estrutura algébrica de grupo quantico subjacente ao

modelo XY com condigdes de contorno perddicas torcidas.
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Conclusao

Neste trabalho, tratamos alguns modelos de spin % descritos, no método do
espalhamento inverso quantico, por uma matriz R multiparamétrica, resolvendo-
0s pelo ansatz de Bethe algébrico. Estes modelos sdo as cadeias XXZ e XY, com
condi¢des de contorno periodicas e periddicas torcidas. Devido & introdugao de um
elemento central associado ao carater multiparamétrico de R, fol possivel encontrar
coprodutos nao co-comutativos consistentes para estes modelos. Mostramos que
para uma determinada forma das mtrizes L e R, a estrutura algébrica subjacente
dos modelos associados é sempre uma algebra de Hopf. Nos casos aqui discutidos,
a matriz R satisfaz a4 equacido de Yang-Baxter e ¢ portanto possivel dotar estes
modelos da estrutura de um grupo quéntico.

Dentre os modelos contidos na matriz £ em questao, nos interessaram em parti-
cular as cadeias XY com condigdes de contorno periddicas e periddicas torcidas. Tais
modelos foram resolvidos anteriormente pelo ansatz de Bethe, porém sua estrutura
algébrica nao havia sido abordada. No presente trabalho, foram dadas explicita-
mente as relacoes de comutacio dos operadores e a agao do coproduto.

Pelo fato de termos investigado modelos com condicdes periddicas e periddicas
torcidas, estes nao apresentam invaridncia frente a suas algebras. Para tal, sio
necessarias cadeias com condigoes de contorno abertas, o que implica em modifi-
cagles nas matrizes R e na equacao de Yang-Baxter. Tal programa constitui uma

continuacdo natural do presente trabatho e serd abordado no futuro.
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Apéndice A

Integrabilidade dos Modelos

Neste apéndice vamos indicar como mostrar que as matrizes R()A) dos modelos des-

critos nos Capitulos III e Capitulos IV satisfazem a equagao de Yang-Baxter (1.18).

Vamos usar a equacio de Yang-Baxter com R escrita na forma (1.19.a-d), onde Ry,

R13 e Rgg sao dados por:

Ria(A1 — A2) =
Raz(Xhe — A3) =
Riz(M — A3) =

WGB(AI - AQ)I ®I® I+ Wru(Al - Ag)O’l ®0'1 ®I+
+W22(A1 —A2)02®02®I+W33(A1 — A2)03®03®I+ (A].)
+W03(/\1 — AQ)I®0'3 I+ Wg)(A] — /\2)03 RIRDI

W(](}(/\Q — /\3)I®I®I+ VVU(/\Q — /\3)]@01 ®0]+
+W22()\2 - /\3)i ®ct@o?+ ng()\g - A3)I ® o3 R o3+ (AQ)
FWoz(Aa — M) IR T ® 0%+ Wagy(he = M) @ > & T

WQU(/\l - /\3)I @ I® I+ Wvu()\l - /\3)0’1 @ I @ 0’1+
FWas(A — Ag)o? @ T ® 0% + Wiz( M — 3)0® @ I @ o+ (A3)
—|—Wg3()\1 - /\3)I IQc*+ Wgo)(/\1 - /\3)0’3 RIRT

Por conveniéncia faremos a mudanga de varidveis M2 = X, Az = Y e A3 =

X + Y. Na forma matricial as matrizes R;; serao dados por:
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X +Y. Os elementos de matriz tém a seguinte forma:

onde 7
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c(X;) = o(Xi) X;
) E(X;) = Woo(X;) - Was(X,) + Wos(Xi) — Wao(Xy) (A7)
F(X:) = Woo(X:) + Wasxy — Wos(Xi) — Wae(X3)
B(X;) = Wi (X)) — W (X3)
| D(X,) = WH(X,') -+ WzQ(X;)
Substituindo Ry2(X), Ri3(Z) e Rpa(Y) na equagdo de Yang-Baxter
Ri2(X)R13(Z)Ros(Y) = Rpa(Y)Rua (Z) Ri2(X),
chega-se a um sistema de equagoes , e é possivel verificar que para
E’Vgo = A + %
Wiy = Wy = % (A-S)
Wi =&

a equacio ¢ satisfeita e portanto a matriz R do modelo XXX satisfaz a equagio de

Yang-Baxter.

Para os demais modelos,

Woo = Lersinhy(A + iey) + easinh (A + iey) + (Giz + Ga1 ) sinhyA]

Wy, = Wae = Sisiny

{ Wiz = e sinhy(A+ier) + ep sinh y(A +des) — (Gro + G)sinhyd]  (A9)
Wi = Lei sinh (A -+ ie;) — ez sinh y(A + dez) + (Gr2 — Gan) sinh 7]

Wos = 4[e sinh y(A + ie;) — e2sinhy(A + i€ex) - (G2 — Go1)sinh v .

Para os valores de €1, €, Gz ¢ Gy discutidos no capitulo III, correspondendo aos
modelos XY e XY com torcio do Capitulo IV, XXZ (Capitulo II) e XXZ com torgao
[27], (A.9) satisfaz 4 equagdo de Yang-Baxter.
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