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Resumo

Uma Nova Classe de Teorias do Campo Gravitacional

Apresentémos um método de construcao de teorias alternativas para a descrigao dos efeitos
gravitacionais, preservando o principio de equivaléncia no que se refere a todos os tipos de
interacdes, exceto aquelas de origem gravitacional. Seguindo um formalismo de teoria de
campos, mostramos ser possivel obter uma classe de teorias que incorporam grande parte
da teoria da relatividade geral e podem ser interpretadas equivalentemente, de maneira
geométrica. A distingao mais importante destas teorias para a gravitagao, consiste no
tipo de acoplamento admitido entre os efeitos gravitacionais. Por fim, apresentamos um
particular modelo condizente com os requerimentos que fundamentamos e mostramos sua

aplicabilidade no que tange os testes de campo solar, bem como as predigdes quanto a

propagacao das ondas gravitacionais,
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Abstract

A New Class of Gravitational Field Theories

We discuss a method of construct alternative theories for the gravitational phenomena
preserving the equivalence principle in what concerns all kind of interactions, but the
gravitatinal one. Following a field theoretical formalism we show that it is possible to
obtain a class of theories that incorporates a great part of general relativity and can
also be interpreted in the equivalente geometrical way. The most important distinction
of these kind of gravity theories concern the gravity to gravity coupling. We exhibit a
particular model that satisfies all the classical tests of gravity and lead to new predictions

on the propagation of gravitational waves.
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Notacgao

# Indices:

1. gregos mindsculos (e, 3, -+ =0, 1, 2, 3) representarmn componentes de tensores
em base de coordenadas;
2. latinos mindsculos (%, j,--- =1, 2, 3) representam componentes espaciais de

tensores em base de coordenadas.

e Representamos por +,,, a métrica do espago tempo de fundo, Minkowskiano, es-
crita em um sistema arbitrario de coordenadas. A redugio para um sistema de

coordenadas cartesiano é denotado por 7, = diag{+1, —1, -1, —1).

e A operacao de derivacdo ordinaria de um objeto qualquer, Q,, pode ser apresentada

pelos seguintes simbolos:

0Qa

dx+

= 0,Qu = Qoyu

Enquanto a derivagiao covariante deste mesmo objeto, é definida por
Qu;v = Q,u,u - Af:uQm
onde,
1 o,
sz = 57 ﬁ('yﬁ.u.v + Yo — Vers)s

e pode ser apresentada também sob as formas abaixo:

_ DQa
Qa;.u - D D.uQa-

lil

viil



e O operador D'Alambertiano € representade pelo simbolo O, ndo importando qual

sistema de coordenadas esteja sendo considerado. Assim, para o sistema cartesiano,
8 = 0%,.

Enquanto, para um sistema arbitrario,

0= DD,

e Os simbolos de simetrizacdo e antissimetrizagao sao definidos, respectivamente, por:

(A,B) = AB+ BA

[4,B] = AB-— BA.

o Definimos a operagao [ ] sobre uma quantidade qualquer, X, para indicar a dimensao

fisica desta quantidade. Representamos as seguintes letras para cada dimensao:

L — comprimento,

}_.3

—  tempo,

M — massa.

Assim, por exemplo, a velocidade, v, tem dimensado de espago sobre tempo. Logo,

e Definimos a soma ciclica, com respeito aos indices de um tensor qualquer, X,z,, da

seguinte forma:

X{aﬁ‘r} = Xapy + Xpya + Xyap-



e Usualmente, por conveniéncia de notacao, escreveremos o trago de um tensor qual-

quer, .3, como:

X=X = X.

Valendo a mesma regra para qualquer ordem tensorial, por exemplo, para um tensor

de ordem 3, Xqg,:

JYaﬁA’Tg,\ = z‘{aﬁﬁ = X
¢ O simbolo de simetria (~) relacionando duas quantidades quaisquer, P e @,
P~Q,

indica que P é identificado com @ a menos de um fator numérico multiplicativo.

¢ O simbolo de aproximagao (&) relacionando duas quantidades quaisquer, P e @,
P =Q,

indica que P é identificado com @ a menos de termos desprezados devido a ordem

de grandeza considerada.

e Definimos a operacao de descontinuidade de uma fungao arbitraria f(z*) através de

uma superficie, S, pelo simbolo:

fl*)]s



Capitulo 1

Introducao

Desde o surgimento da teoria da gravitagdo universal, fundamentada por 1. Newton no
ano de 1686 [New 686}, os efeitos relacionados a este fendomeno vém sendo testados expe-
rimentalmente nas mais distintas situagdes, e com regularidade crescente.

A interacdo gravitacional é reconhecidamente muito fraca quando comparada as de-
mais interacdes da natureza e em consequéncia é muito dificil a realizagéo de experimentos
para tal fenémeno em laboratérios terrestres. O cosmos, hé muito tempo vem exercendo
o papel de nosso melhor campo de medigdes dos efeitos gravitacionais e de fato, a sua
observacao ao longo de tantos anos foi fator preponderante no encaminhamento das for-
mulacdes tedricas para a descrigao deste processo.

J& no inicio deste século a comunidade cientifica se encontrava ciente da falha da teoria
Newtoniana na previsao de alguns fendmenos naturais, como por exemplo a precessao
do periélio das érbitas planetarias, o que levou diversos pesquisadores a proporem novas
teorias a im de completar o quadro experimental até entdo determinado. A introdugdo de
outras teorias, na malor parte das vezes, levou & predigao de novos efeitos, que puderam
ser submetidos & examinacio a fim de se resolver pela consisténcia da teoria em seus
resultados. Neste sentido, a ciéncia tedrica e experimental, no que diz respeito a interagao
gravitacional, tem caminhado em continua dependéncia.

Das teorias que surgiram no intervalo de tempo que vai de 1686 até os dias atuais, uma



unica temn se mostrado, pela exceléncia de seus resultados postos a experimentagao, como a
boa teoria da gravitagio. Esta, a bem conhecida teoria da relatividade geral, desenvolvida
por A. Einstein [Eins 16] na primeira metade deste século, tem sido amplamente testada
e comprovada em todas as suas predigdes’.

Vamos fazer um breve histérico de algumas das possibilidades que sao de particular
interesse ao nosso trabalho, no que diz respeito a teorias para o campo gravitacional, antes
de voltarmos a examinar algumas das caracteristicas da relatividade geral.

Uma primeira condigao fundamental que qualquer teoria da gravitagio deve satis-
fazer é o principio de covariancia de Lorentz. O que significa que, na situagdo em que
o campo gravitacional for nulo, a teoria da relatividade restrita [Eins 05| deve emergir
naturalmente do arcabouco da teoria gravitacional. Esta condigao deve ser imposta sobre
a teoria para que a mesma seja compativel com a experimentacao, que jd ¢ largamente
verificada para este principio. Uma segunda condigao consiste na obtengdo da formulagao
clissica Newtoniana como uma situacio limite em uma aproximagdo de campo gravi-
tacional fraco e regime de baixas velocidades. Como é bem conhecido, nesta situagao
limite, a teoria classica se ajusta perfeitamente aos dados experimentais. Uma vez obtida
uma formulagao que respeite a estas condigdes assimptoticas, devemos passar aos testes
padrées da gravitagio, quais sejam: (i) desvio gravitacional para o vermelho; (i2) a de-
flexio dos raios luminosos em um dado campo gravitacional; (ii1) o atraso temporal dos
pulsos de radar emitidos (e refletidos) ao encontro de uma regido de campo gravitacional
aprecidvel, como por exemplo na diregac dos planetas interiores (mais préximos do Sol);
e por fim, (v) a precessao do periélio das érbitas planetéarias. Para uma revisdo sobre os
testes padrdes da gravitagio, veja as referéncias [Ohan 76, Wein 72, Adle 75]. Estes testes

sio conhecidos como testes de campo solar, e foram os primeiros realizados no intuito de

'E bem verdade que existem certos efeitos relacionados a precessao do periélio das érbitas de sistemas
estelares duplos, onde a configuragio de campo ¢ extremamente forte, que ainda nao se pode dizer que
sejam adequadamente previstos pelas solugdes da teoria da relatividade geral. Os mais famosos destes
sisternas sio o DI Herculis e AS Camelopardalis. No entanto, existemn muiios fatores extras, relacionados
a estrutura interior das estrelas e da vizinhanga, que devem resultar em grandes perturbagdes em seu
movimento. Com a melhoria da tecnologia dos radio-telescépios nos titimos anos, tais problemas poderao
ser avaliados com maior precisdo brevemente e uma resposta mais conclusiva poderd ser aferida.



se testar a teoria da relatividade geral. Sendo a interagdo gravitacional extremamente
fraca, estes testes sao considerados, na mesma medida, testes fracos para este processo.
Estes requerimentos sido, como ponto de partida, indispensdveis a qualquer boa teoria da
gravitagao.

Ao passarmos & formulagio da teoria, surge a questao da escolha dos objetos matema-
ticos que devem ser usados na sua construgdo. Podemos escolher, de forma geral, entre
uma formulacdo escalar, vetorial ou fensorial, o que esta intimamente relacionada com o
spin da particula que carregard a interagio gravitacional. Para os casos acima citados o
spin serd sempre inteiro?.

Uma boa maneira de se resolver qual quantidade matematica € mais adequada a des-
cricio da gravitagio consiste em estabelecermos qual deve ser a fonte material para este
fenémeno. Para isto, devemos impor que exista uma lei de conservagao envolvida, que
serd manifestada pela divergéncia nula do objeto representando a fonte para a interagao
em questdo. De inicio, j4 podemos descartar a formulagdo vetorial, uma vez que o tnico
objeto vetorial que conhecemos que tem associado a ele uma lei de conservagao € o 4-vetor
corrente, assim uma teoria construida com este objeto em nada diferiria do eletromag-
netismo. Além disto, uma teoria construida com campos de spin 1 — vetorial —leva a dois
tipos de potencial, um atrativo e outro repulsivo. E, uma vez que a gravitagao somente
se manifesta atrativamente, ndo podemos usar tais objetos na sua descrigdo matematica.
Um histérico sobre as possibilidades de se formular tais teorias foi realizado por Gupta,
especialmente na referéncia [Gupt 57]. A menos do 4-vetor corrente, existe o tensor de
momentum energia da matéria, T, que é um objeto Lorentz-covariante e tem dimensao
de densidade de energia, assim como esperarfamos de um bom candidato a fonte material
da gravitacio. Com este tensor, & primeira vista, podemos dar prosseguimento tanto a
formulacdo escalar, tomando o trago de T, para representar a fonte material, quanto

a formulacao tensorial, assumindo o tensor de momentum energia completo como fonte

2Spin semi inteiro leva a problemas com respeito a obtengao de configuragdes de campo gravitacional
estatico, que estd em contradigio imediata com os resultados da teoria Newtoniana., Para um breve

estudo sobre este assunto, veja o prefacio da referéncia [Feyn 95].



material da teoria. O primeiro caso é particularmente problematico, pois como é bem co-
nhecido, o traco do tensor de momentum energia associado ao campo de Maxwell (teoria
do campo eletromagnético) é identicamente nulo, logo, nao contribuiria como fonte ma-
terial da gravitagao caso a teoria que a representasse fosse escalar. Fato este que estd em
contra-ponto com o principio de equivaléncia Newtoniano®, que estabelece que a massa
de repouso total de um sistema interage com o campo gravitacional. Poderfamos ainda,
construir objetos escalares com o tensor de momentum energia utilizando contragoes com
4-vetores, como por exemplo com o 4-vetor velocidade. No entanto, de forma geral teorias
escalares i gravitagio nio sdo compativeis com os resultados experimentais. Para fins de
revisdo, umas das mais bem sucedidas teorias escalares foi formulada por Otto Bergmann,
em 1955, e prescreve um valor para a precessao do periélio das érbitas planetdrias que é
1/6 do valor correto e em sentido de precessdo contrario ao observado [Berg 55]. Resta-nos
assim, o caso tensorial. Nesta formulagao, a fonte dos efeitos gravitacionals é representada
pelo tensor de momentum energia da matéria, € em principio, néo apresenta problemas,
contrariamente ao que acontece para as teorias escalar e vetorial. Ora, se admitirmos a
fonte material do campo gravitacional sendo um tensor de segunda ordem, é natural que
facamos a escolha de um objeto tensorial também de sepunda ordem para representar o
préprio campo gravitacional.

Vamos comegar examinando a situagio mais simples possivel, em que as equagoes
resultem ser lineares. O dnico critério que temos para nos orientar na derivagao das
equagoes de campo consiste na imposigdo de uma lei de conservagao assoclada ao tensor
de momentum energia da matéria. A teoria que emerge deste procedimento é a bem co-
nhecida teoria de Fierz-Pauli [FiPa 39] para campos de spin-2. Uma vez obtida a equagao
de movimento, a construgio desta teoria através de um principio variacional é elementar,
ou seja, pode-se facilmente obter a Laprangeana que resulta nestas equagoes. Entretanto,
um grave problema ocorre quando procuramos ajustar tal teoria a descrigdo dos efeitos

gravitacionais, qual seja, o limite de campo fraco e baixas velocidades nao resulta na teoria

3Consequentemente com a observagio, onde se pode medir efeitos gravitacionals relacionados com a

energia do campo eletromagnético.



classica Newtoniana. [Este problema tem origem na lel de conservagao envolvida para a
teoria inear onde encontramos que o tensor de momentum energia se conserva separada-
mente. Este processo gera uma inconsisténcia fisica, pois o préprio campo gravitacional
temn uma energia associada, e como qualquer tipo de energia interage gravitacionalmente,
esta energia deve também ser fonte do préprio campo, logo, o tensor de momentum ener-
gio da matéria ndo pode se conservar separadamente. Kis a razao da teoria estritamente
linear nao corresponder ao limite classico. Uma maneira de se contornar este problema
¢ somando 4s equagdes de campo a energia do campo gravitacional. Podemos realizar
isto facilmente se observarmos que a Lagrangeana da teoria linear tem associado a cla
urn tensor de momentum energia {que é de ordem 2 do campo), assim, podemos deriva-lo
e acrescenta-lo As equagdes. Agora, as equagdes que resultam, possuem uma lei de con-
servacio e o limite Newtoniano é recuperado. Entretanto, surge aqui uma interessante
questdo: como somamos as equagdes de campo um novo termo, que chamamos de tensor
de momentum energia do campo gravitacional, as mesmas foram modificadas, assim, a
Lagrangeana que as resulta nao é malis a da teoria linear. Entao, se derivarmos a nova La-
grangeana para esta teoria, associada a ela haverd um novo tensor de momentum energia,
agora em ordem maior de néo linearidade no tensor que representa o campo gravitacio-
nal. E, se somarmos este objeto nas equagdes de movimento, as modificaremos novamente,
gerando um processo que se repete a cada ordem de corregio na energia, apontando final-
mente para uma inconsisténcia nesta formulagio. A iinica forma de tornarmos esta teoria
completa é somando todos os infinitos termos de energia que surgiem da Lagrangeana do
campo corrigida em cada ordem. Uma excelente abordagem deste procedimento € apre-
sentada no livro [Feyn 95]. Alguns autores demonstraram que a teoria que emerge desta
série infinita é exatamente a relatividade geral de Einstein [Dese 70, Gris 84].

Um procedimento alternativo de tornar consistente uma teoria a partir da formulagao
lincar que exploramos acima, foi proposto por S. Desere B. E. Laurent [DeLa 68] e também
por C. G. Bollini, J. J. Giambiagi e J. Tiomno [BGT 70]. Nesta proposta eles introduzem

um objeto com divergéncia indenticamente nula construide com as projegdes nao locais



dv tensor de mornentum energia da matéria para ser fonte do campo gravitacional, resul-
tando assim em uma teoria consistente para a gravitagado. Este tipo de tcoria € chamada
de “quase lincar”. Podemos dizer que a nao localidade faz o papel da ndo linearidade.
Tal construciao é capaz de prescrever a estrutura de campo esférico, se ajustando perfeita-
mente bern aos dados observacionais. Entretanto, falha em algumas predigoes que estao
fundarnentalmente relacionadas aos efeitos da nio-localidade introduzida nas equagdes de
campo. Estes problemas foram apontados por C. M. Will, no trabalho {Will 73]. Veja
também as referéncias [DeLo 94, NoLo 95, NoLo 96], onde uma alternativa ao modelo de
Deser e Laurent é apresentada, introduzindo ndo linearidade na teoria.

Existen ainda diversas teorias alternativas propostas ao longo dos ultimos anos, mas
a maloria apresenta pequenos problemas que as tornam nao viaveis. Vamos nos restringir
agora em alguns aspectos da teoria da relatividade geral, que vém resistindo muito bem
a todos os testes a ela impostos.

O ponto fundamental que separa a teoria classica Newtoniana da teoria da relati-
vidade geral tem origem na introdugdo do principio de equivaléncia Einsteiniano®*. Uma
formulacio deste principio diz que todos os corpos caem, em um dade campo gravitacional
externo, com a mesma aceleracio, implicando que para um observador em um laboratério
que cai livremente no mesmo campo gravitacional, os corpos deverdo ser observados como
se estivessemn livres de aceleracio. Assim, a medida que seus movimentos mecinicos sao
considerados, os corpos se comportam como se o campo gravitacional estivesse ausente.
Ainda mais, Einstein postulou que, nio somente as leis da mecinica, mas todas as leis da
fisica, deveriam se comportar em tal laboratério como se a gravitagao estivesse ausente.
De forma mais rigorosa, este principio determina que uma teoria da gravitagio € uma
teoria métrica, ou seja, deve satisfazer aos postulados de metricidade, que sdo: (2) o
espaco tempo ¢ deformado pela presenga de um dado campo gravitacional, podendo as-
sim ser representado por uma estrutura métrica efetiva, distinta da Minkowskiana; (12)

as particulas teste tem seus movimentos determinados pelas geodésicas desta geometria;

*Uma boa revisio sobre o principio de equivaléncia e suas consequéncias experimentals pode ser
encontrada no livro do C. M. Will {Will 93]



e ainda, {i17) se escolhermos um referencial local de Lorentz®, quaisquer leis naturais de
origem nio gravitacional, devem ser aquelas da relatividade especial, isto e, que satisfazem
aos principios da relatividade especial.

Como podemos perceber, este principio de equivaléncia determina que a estrutura de
propagagdo das partitulas® testes (ndo importando a sua constituigdo material) é uni-
versal. Entretanto, em seu contettdo, este principio nao estabelece que a estrutura de
propagagao da prdpria interagdo gravitacional deva ser, necessariamente, a mesma das
particulas materiais. Assim, para estarmos consistentes com o principio de equivaléncia
basta impormos que a geometria do espago ternpo, determinada pelo campo gravitacional,
é universalmente sentida pelas particulas materiais. Remarcamos ainda que nao ha um
tnico experimento ja realizado que determine que o principio de equivalencia deva ser
extrapolado no que diz respeito a interagao gravitacional.

Existe uma grande expectativa com respeito a possibilidade de detectarmos ondas
gravitacionais nos préximos anos. Nunca se construiu tamanho nimero de aparatus para
tal fim como a partir dos anos 70, quando descobriram que a perda de energia em um
sisterna estelar duplo colapsante —— pulsar bindrio — estava fortemente relacionada com
a emissio de ondas gravitacionais. Tal observagdo garantiu o prémio Nobel de Fisica ao
pesquisador J. H. Taylor (veja as referéncias [Tayl 75, Tayt 79, Tayt 94]). Com isto a
comunidade cientifica entendeu que a existéncia destas ondas gravitacionais estivessern
indiretamente sendo comprovada por tal efeito, como de fato acontece, uma vez que to-
das outras formas de interacdo puderam ser calculadas e despresadas para tal situagao.
No entanto, até os dias de hoje, nenhum laboratério de gravitagdo experimental obteve
qualquer resposta conclusiva a respeito da observagao direta destas ondas. E ainda mals,
a sua existéncia comprovada indiretamente através deste experimento nos diz muito fra-

camente a respeito da sua forma de propagagdo, uma vez que o efeito que resultaria de

5A escolha de um referencial local de Lorentz quer dizer que podemos sempre anular localmente o

campo gravitacional.
5Estamos denotando por particulas, aquelas que podem ser descritas pelo tensor de momentum energia

da matéria. Assim, particulas podem ser massivas, como planetas ou elétrons, ou ndo massivas, como

fétons.



um pequeno desvio na velocidade destas ondas seria certamente nao detectdavel e talves,
ate mesmo, confundido com perturbagoes da galaxia proxima. Por isso, uma pergunta
natural a se fazer € a seguinte: a velocidade de propagagao das ondas gravitacionals ¢ a
mesma encontrada para os ralos luminosos? Ou seria meihor perguntar: O principio de
equivaléncia pode ser estendido para abarcar a propria interagao gravitacionali?

Desta feita, uma vez que a expernimentacao ainda nao fol capaz de esclarecer esta
questio com respeito ao principio de equivaléncia, encontramos um situagao em gue pode-
mos dividir as teorias da gravitagdo em dois grupos fundamentais de teorias, que podem
ser distinguidos em suas caracteristicas da seguinte maneira: (1) aquelas para as quais a
interagdo gravitacdo-gravitagdo se processa da mesma maneira como qualquer outro tipo
de interagio; e (i1) aquelas para as qualis a interagao gravitagao-gravitagao ocorre de modo
diferente da interagdo matéria-gravitagao.

No primeiro caso, uma modificagiao universal da geometria do espago tempo causado
pelo campo gravitacional é verificada para todos os tipos de energia, € a relatividade geral
aparece para ser a escolha natural da teoria da gravitagao. No entanto, o segundo caso nos
leva a admitir uma nova classe de teorias do campo gravitacional, onde a principal
caracteristica se dd na predigao da estrutura de propagacao das interagoes gravitacionais,
por exemplo sob a forma de ondas gravitacionars.

A completa auséncia de observagbes experimentals com respeito a este assunto deixa
em aberto qual tipo de acoplamento deve ser escolhido de modo a prescrever as interagoes
de origem gravitacionais.

Neste trabalho, examinamos um novo caminho para se construir teorias alternativas
da gravitagio que mantém vilido o principio de equivaléncia no que diz respeito a toda
forma de interagao, exceto a de origem gravitacional.

Comecamos, no capitulo 2, por fazer uma breve retrospectiva da construgido de uma
teoria relativista para a gravitagdo a partir da formulacdo linear. Apresentamos os pro-
blemas envolvidos provenientes da linearidade das equagbes de campo, essencialmente

a incompatibilidade com o limite Newtoniano. Procuramos corrigir este defeito intro-



duzindo correcoes da energia do campo, derivadas da Lagrangeana da teoria linear. No
entanto, este procedimento gera uma série infinita de termos de corregac, que resulta
na teoria da relatividade geral como o limite superior. Apresentamos tambeém como a
primeira corregio nas equagoes de campo recuperam perfeitamente o limite classico para
uma situagao de campo fraco e regime de baixas velocidades.

No capitulo 3, introduzimos um novo objeto tensorial, de ordem 3, construido por
meio das derivadas do tensor potencial (usado na teoria linear), e apresentamos suas
caracteristicas algébricas. Apés isto feito, introduzimos este novo objeto na formulagao
linear apresentada no capitulo anterior e recuperamos os seus resultados mais importantes.

No capitulo 4, apresentamos uma formulagao geral para teorias do campo gravitaci-
onal construidas com o tensor campo, de ordem 3. Estudamos quais limites tais teorias
devem satisfazer para serem compativeis com a teoria linear e fixamos a forma funcional
da Lagrangeana geral do campo. Examinamos o principio de equivaléncia Newtoniano
e Einsteiniano e fixamos o tipo de acoplamento entre as interagdes materiais e gravita-
cionais. Neste ponto, o tensor de momentum energia ¢ introduzido, de maneira usual, e
construimos a agio total para o campo. A partir desta acio derivamos as equagdes de
movimento em termos da Lagrangeana geral, compativel com o limite linear e apresenta-
mos algumas caracteristicas interessantes envolvidas. Derivamos também a expressao para
o tensor de momentum energia do campo gravitacional, associado a Lagrangeana deste
mesmo campo, de duas maneiras distintas, e exibimos a lei de balanco de energia entre
o campo gravitacional e a matéria. Finalmente, introduzimos o método de propagagao
das discontinuidades do campo e estudamos a estrutura de propagacao das ondas de
choque do campo gravitacional, Mostramos que aparece naturalmente uma geometria
efetiva para estas ondas, distinta daquela verificada para todas as outras interacoes que
provém do acoplamento entre a matéria e a gravitagdo. Este interessante resultado é
oriundo da nio aceitacio do principio de equivaléncia no que diz respeito ao acoplamento
gravitacao gravitagdo, como ja citamos nesta introdugao.

Como préximo passo, no capitulo 3, singularizamos nossas atencdes num particular



modelo para a descricao dos efeitos gravitacionais e aplicamos a ele os resultados de-
senvolvidos no capitulo anterior. Mostramos a compatibilidade da teoria com o limite
classico Newtoniano, reduzindo as equagdes de movimento em aproximagao de campo
fraco e regime de baixas velocidades. Apds isto realizado, passamos para uma con-
figuragio de campo solar e resolvemos as equagdes de campo para uma situagao de campo
estatico com simetria esférica. Mostramos que as solugdes deste problema se ajustam
perfeitamente bem com os dados experimentais encontrados na estrutura de campo so-
lar e exibimos as equagdes de movimento que implicam em alguns dos mais importantes
fenomenos para esta interagao, a saber, os testes padrées da gravitagdo. Apresentamos
um estudo breve sobre a propagagio das ondas de choque gravitacionais na configuragao
de campo estitico, desenvolvida anteriormente, e comparamos as velocidades associadas
as ondas eletromagnéticas e gravitacionais, mostrando haver uma diferenga na velocidade
de propagagac destas ondas.

Finalmente, concluimos o trabalho apresentando um pequeno resumo do que foi apre-

sentado e tragamos algumas perspectivas de trabalhos futuros seguindo esta mesma linha

de pesquisa.
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Capitulo 2

Teoria Linear da Gravitacao

2.1 Construindo as Equagoes de Campo

Como ponto de partida para a construgio de uma teoria da gravitagao, devemos decidir a
respeito da fonte de tais efeitos. Sabemos que, do “principio de equivaléncia” Newtoniano
[Ohan 76, Dick 62|, a massa inercial total de um sistemna sofre interagao gravitacional,
ou seja, toda forma de energia contribui para este tipo de interagao. Desta maneira, a
fonte para a gravitagio deve ser a densidade de energia do sistema fisico em questao.
Entretanto, apenas com a densidade de energia do sistema, nao podemos construir uma
teoria que seja Lorentz-covariante (invariante), desde que poderiamos, por uma simples
mudanca de sistema de referéncia, passar a observar uma densidade de energia ¢ um fluxo
de energia, ou fluxo de momentum. Assim, devemos procurar por um objeto que possa
representar todas estas formas de “energia’, da mesma maneira, em todos os referenciais
Lorentzianos. Um bom objeto que é conforme a estas caracteristicas e pode ser usado
como fonte da gravitagao é o tensor de momentum energia da matéria, que denotamos por
T, ‘Adle 75, Wein 72|. Por este objeto, entendemos que encerra a informacgao de qualquer
tipo de matéria e energia de origem nao gravitacional. Note que, quando falamos energia,
entendemos energia de interacdo. Neste caso, T, carrega a contribuicao da energia de

interacido entre a matéria com ela prépria e com o campo gravitacional, mas ndo a do

[



campo gravitacional consigo proprio.

Poderiamos ser levados a pensar na possibilidade de considerar como fonte da gravi-
tacao, o traco do tensor de momentum enecrgia, T%,, que certamente € uma quantidade
Lorentz-invariante e representa uma densidade de energia. No entanto, se analisarmos
o caso do campo eletromagnético, vé-se que o trago do tensor de momentum energia
correspondente é identicamente nulo, de onde resulta que uma teoria construida com este
objeto determinaria que energia de origem cletromagnética nao atuarta como fonte de
interagao gravitacional. Fato este que entra em direta contradigao com a experimentagdo.
Este problema aparece aqui, em consequéncia da teoria eletromagnética de Maxwell ser
linear. Em verdade, é possivel pensar na viabilizacio de uma formulagao nao linear
para o eletromagnetismo que resulte em um tensor de momentum energia com trago
nao nulo, contribuindo finalmente para uma teoria construida de tal maneira a admitir
este escalar, T™,, como fonte material do campo. Entretanto, tal construgao nos levaria
por outros caminhos, contrariamente ao que estamos propondo discutir neste trabalho.
Algum esforgo nesta diregio tem sido realizado nos trabathos [NDE 97a, NDE 97b|. Uma
completa revisao sobre este assunto pode ser encontrada no livro sobre eletrodinamica nao
linear, escrito por J. Plebanski (veja ref.: [Pleb 70]). Admitiremos a teoria de Maxwell
como & boa teoria do eletromagnetismo, o nos leva a realizarmos o tensor de momentum
energia representando a fonte material do campo gravitacional, a fim de que a energia
assoclada a este campo contribua para os efeltos gravitacionals.

Desde que o termo de fonte é um tensor de ordem 2, vamos escoiher o tensor potencial
gravitacional que denotaremos por ¢,,, para representar esta interagao. Acrescentamos
ainda que ¢, seja simétrico,

¢';w = qbvyr

e impomos que este tensor seja adimensional, isto é',

[‘Jb;w] =1

'Veja a notagdo fixada para este trabalho.
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A maneira mais geral de se escrever as equagoes de campo, de tal forma que: (2) respeitem
ao critério de linearidade; (41) sejam construidas com derivadas de no médximo ordem 2, e

ainda; (212) que contenham 7, como fonte material, resulta na combinagio que segue:
0. 0% + a 8,0 + b0 9™, + e 0,095 + dn**0,036°" = —xT™, (2.1)

onde a, b, ¢, d e k sdo constantes que trataremos de fixd-las a seguir. Obviamente,
poderiamos escrever a equagao (2.1) acrescentando ainda os termos ¢** e p*¢%,, desde
que estamos chamando a expressio acima de a mais geral. No entanto, é notdrio que
a adigdo de tais termos implicaria em uma configuragio de campo — no caso estatico
— que decresce exponencialmente com a distincia, e como admitimos que a interagao
gravitacional seja de longo alcance, desprezamos de uma vez estes termos indesejados.
Poderiamos também ter somado um termo de trago do tensor de momentum energia,
porém, esta feita corresponderia a uma simples redefinigao das constantes ja existentes,
ndo trazendo assim nada de novo.

Para procurar o valor das contantes envolvidas, vamos estabelecer o principio de con-
servacio da energia, ou seja, imporemos que o tensor de momentum energia, escolhido
para atuar como fonte do éampo, tentha divergéncia nula, ou seja:

T, = 0. (2.2)

Assim, as equagoes de campo se reduzem a,
(1 +a)0%0.0,¢" + (a + d) 040,058 + (b + ¢) 0*8*Bad’s = 0, (2.3)
mostrando assim, que as constantes devem obdecer as seguintes condigdes:

e = —I, (2.4)

d = +1, (2.5)
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b = —c (2.6)

Os valores que podem tomar as constantes b e ¢ (b ou ¢, conduzem a diferentes equagoes
de campo, embora consequentes de uma mesma construgao tedrica. Alguns valores sao,

realmente, nao permitidos. Vamos fixar o valor da constante b para,

b=1

?

sern entrar em outros detalhes que esta escolha sugere. Assim, temos as seguintes equagoes

de campo, lineares, para a descrigao do campo gravitacional,
DO — DudH I 4 0" % — 1 (0u0°W 5 — DaDpd™) = —R T, (2T)

Reconhecemos a constante que resta, x, como uma constante de acoplamento, e seu valor
pode ser fixado facilmente quando procurarmos pelo limite assimptotico da teoria, qual
seja, confrontando-a com resultados experimentais verificados na teoria Newtoniana.
Apesar de termos escrito as equagbes acima utilizando um sistema de coordenadas
cartesiano, as mesmas podem, sempre que necessario, ou conveniente, passar para uma
forma mais geral, valida em um sistema arbitrario de coordenadas no espago tempo plano.
A justificativa é fundamentada no fato de que as equagdes obedecem ao principio de co-
variancia, portanto, sao validas em qualquer sistema de coordenadas. Logo, para pro-
cedermos a tal generalizacio, devemos substituir as derivadas simples por derivadas co-
variantes, com respeito a métrica geral Yag, e substituir a métrica constante 7.3 por Yas-

Desta forma, a equagao tensorial (2.7) pode ser reescrita como:
¢,uu‘,cxa - ¢a(,u;u)a + ¢aa;,uu - ’Y,uu (qéﬁﬁ;aa - T]w}q{)aﬁ;aﬁ) = —K T“V, (28)

onde (;) simboliza a derivada covariante com respeito a métrica geral para o espago tempo

plano, ... Desde que nada perdemos em generalidade, usaremos sempre o sistema de
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coordenadas que torna mais simples as operagoes matematicas. 56 escreveremos as ex-
pressoes de maneira geral em sua forma final, quando for conveniente.

As equagoes lineares para campos de spin-2, foram primeiramente apresentadas por
M. Fierz e W. Pauli no trabalho [FiPa 39|, onde derivaram as equagoes de onda para

particulas com spin arbitrario em um dado campo eletromagnético.

2.2 Equacgoes de Campo como Consequéncia de um
Principio Variacional

De maneira alternativa a que realizamos para chegar & equacao (2.8), podemos pensar em
construir a teoria linear da gravitagao a partir de um principio variacional, escrevendo
primeiramente uma Lagrangeana para representar o campo de spin-2, o que denominamos
de campo gravitacional, e dela derivar as equagdes de movimento seguindo o procedimento
usual que o principio da minima agio estabelece. Na literatura existem vdrios trabalhos
usando o formalismo Lagrangeano na derivagdo das equagdes lineares para a gravitagao.
Uma boa revisao deste assunto pode ser encontrada no trabalho de W. E. Thirring,
indicada na referéncia {Thir 61]. Vamos usar a mesma motivagao da segdo 2.1 e aceitar
que a fonte do campo seja completamente determinada pelo tensor de momentum energia
da matéria, T,.. Vamos, entdo, procurar pela expressido mais geral possivel que possa ser
escrita em termos do potencial tensor, ¢,., e derivadas de, no maximo, ordern 2. Note
que para resultar em equagoes de campo lineares, diferenciais de segunda ordem em ¢,
a Lagrangeana deve ser de ordem 2 nas primeiras derivadas do potencial tensor. Com

estas caracteristicas, a quantidade mais geral pode ser escrita da seguinte maneira:

Lo = = (CLE bapey + Co8™ 587y + C26™ 87y + Cad™ands®) . (29)

&=

Em verdade, L4 é a densidade de Lagrangeana do campo gravitacional, como fixaremos

a seguir quando avaliarmos a dimensao da constante de acoplamento. Esta expressio € a
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mais geral no sentido em que qualquer outro termo que possamos construir desta forma,
pode ser convertido em um dos quatro jé presentes em (2.9), a menos de termos de
superficie, que nio contribuiriam para a derivagdo das equagdes de campo.

Antes de prosseguir com o calculo das variagdes, vamos examinar as dimensdes fisicas
das quantidades que introduzimos. Da forma como escrevemos, a expressao (2.9) é uma
densidade de Lagrangeana, e como a Lagrangeana de um sistema fisico deve ter dimensdo
de energia, implica que L4 deva ter dimensdo de densidade de energia. Assim, como o
tensor potencial, dag, foi escolhido para ser adimensional, podemos escrever as dimensdes

de (2.9) na forma:

11
[L4] = " T (2.10)
onde utilizamos

1
[¢aﬁ.#] - E

Mas, impondo que

II§

ML*1 energia
Lol =~ 3 { }

volume

encontramos, comparando as expressoes acima,

ML*1 11

T2 L3 [&] L%

De onde resulta que a dimensio da constante de acoplamento deve ser dada por

[x] = fgzL - {fo:ga}' (211)

Vemos assim, que a constante k& que aparece em (2.9) e também em (2.7), tem dimensao

de inverso de forca. Entdo, visto que & é uma constante dimensional e, como as unicas
constantes naturais que dispomos € a constante de Newton (G) e a velocidade da luz (c),

podemos encontrar uma relagio de proporcionalidade entre elas. Vejamos, as dimensoes
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de (G e ¢ sao, respectivamente,

o = (2.12)
§ = 7 (2.13)

Desta feita, as equagdes (2.11), (2.12) e (2.13) podem ser combinadas de tal forma que

encontramos a seguinte relagao:

(] = [%} (2.14)

Ou seja, a menos de um fator numérico, multiplicativo, a constante de acoplamento, «,

pode ser escrita em termos das contantes naturais ¢ e G, na formas:

&
C

S6 poderemos escrever a expressdo exata realizando algum teste observacional com a
teoria, ou mais diretamente, exigindo que a mesma se reduza, no limite de campo fraco e
baixas velocidades, ao caso Newtonlano.

A acio do campo gravitacional, Sy, € construida como,
Lfoa
Sy = ——fcz 2Ly (2.16)
c

Do principio da minima agdo, se tomarmos a variagdo de S, igual a zero, estaremos
implicitamente derivando as equagdes de movimento do campo gravitacional para o vazio.
De modo a completar a teoria, além da agao para o campo, devemos somar a agao da

matéria, Sy. Assim, a agao total serd dada por

S = S5+ S, (2.17)
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e as equacoes de campo resultam do principio da minima agao:
85 = 0. (2.18)

Por enquanto, deixaremos em aberto a descrigao da matéria por meio de uma Lagrangeana

especifica e escreveremos somente que
L[
Spr = _fd 2L, (2.19)
c

onde Lps obdece 2 variagao

1
§Car = §Ta'65¢5a,3. (2.20)

Vamos considerar, entdo, a variagao da agdo total definida pela equagédo (2.17),
8§35 =685+ 65m = 0.
De posse das relagdes acima definidas, a variagao efetuada® fornece,

1 1
E / d4$ [E (2 Cl qbaﬂn'r + 2 C"2 ‘;bapﬁp + c’\?:qslaﬁ + 2 04 T’aﬁqs,-r?_ + 03 naﬂqs-ra'-ra)

+%T°‘ﬂ] Sdap =0, (2.21)

de onde, usando a propriedade de simetria do tensor potencial, resulta as seguintes

equagoes de movimento:
4 Ol qbaﬂﬁ‘y +2 02 ¢p(a,ﬂ)p 49 C’3¢)'a'a +4 04 naﬁqb,'r-r +9 03 naﬂqbra’ra - _x Taﬁ. (222)

Logo, em vista de se obter uma lei de conservagao, ou mais diretamente, comparando

estas equagoes obtidas do principio variacional com as equivalentes, derivadas em (2.7},

2Devemos notar que abandonamos integrais de superficie, admitindo que o tensor potencial gravitaci-

onal tenha suporte compacto.
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estabelecemos os seguintes valores para as constantes:

1
1

C, = 5 (2.24)
1

Cy = +§ (2.25)
1

Cy = -7 (2.26)

Assim sendo, as equagdes de movimento tomam a forma jd esperada, apresentada na

equagio (2.7). Substituindo finalmente os valores das contantes na Lagrangeana (2.9),

resulta:
_ 1

= = (877 b = 29 5870 T 207 58710~ ande®T) . (220)

Ly

Por conveniéncia de notacio, vamos definir o tensor simétrico de ordem 2, G\}.), como
G(JL) = O¢p — ¢a(p.V).a + b — Tfpu(':‘e')“a - Qbaﬁ,aﬁ)- (2-28)

A letra (L) indica que este objeto é linear na sua dependéncia no potencial tensor, ¢ag.

Em termos deste objeto, as equagdes de campo podem ser apresentadas compactamente

COIMo,

GE.II;) = _K'T,uu: (229)

e a Lagrangeana L4 pode ser convenientemente reescrita, 2 menos de termos de superficie,

na seguinte forma:

1
Ly = -G, (2.30)

Vemos entdo, que a teoria linear para campos de spin 2 pode ser facialmente derivada de

um formalismo Lagrangeano, como apresentamos nesta segao.
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2.3 Transformacgao de “Gauge”

Como podemos notar, das equagdes de campo, uma dada solucio de ¢, continua a ser
solugao se somarmos o objeto simétrico A, .. Em outras palavras, as equagoes de campo,

(2.29), sdo invariantes sob a seguinte transformacao:
¢'cxﬁ — qll}'aﬁ -+ !\(a,,ﬁ)- (23].)

[sto significa que estas equagdes nao determinam as solugoes univocamente, mas a menos
de uma transformacao, indicada pela expressdo (2.31), gerando assim urna ambiguidade
na determinacao das mesmas. Uma maneira de se tentar eliminar esta ambiguidade seria
pela introdugio de certas condigdes. Vamos definir a seguinte condigao sobre o tensor

potencial(“Gauge” de Lorentz):
af L al
¢ — 1" e =0, (2.32)

ou ainda, se introduzirmos a mudanga de varidvel,

X 1
huv = Qu — 57?1-“/1 (2‘33)

obteremos,

hP 5= 0. (2.34)

Fm termos desta nova variavel e usando as condigdes acima, as equagoes de campo se

reduzem a

Oh, = —£T,.. (2.35)

Esta é uma forma simples e muito conveniente de expressar as equagoes que resultam
desta construcio linear. Nos capitulos que seguem, as usaremos para derivar algumas das
solugbes necessdrias para a verificacdo do limite Newtoniano. Mais detalhes a respeito

de introducio de condigdes sobre equagdes de campo, podem ser encontrados em vdrios
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livros textos de gravitacio, como por exemplo nas referéncias [Fock 61, Wein 72, Adle 75

dentre muitas outras.

2.4 Problemas com a Lei de Conservagao da Energia

Na construgao da teoria linear para a gravitagao, tomarnos o cuidado de escolher as cons-
tantes multiplicativas de tal forma a resultar e uma lei de conservagao da energia. Desta

maneira, obtivemos um objeto, G{Z), com divergéncia identicamente nula, implicando em

G, =0 = T, =0 (2.36)

Entretanto, o tensor de momentum energia da matéria carrega informagao a respeito
de qualquer tipo de energia e da sua interagdo com o campo gravitacional -— quando
considerado o acoplamento com o mesmo —, exceto aquela energla que € proveniente
do préprio campo gravitacional. Assim sendo, ndo contém os termos de auto interagao
do campo, e, desde que energia deve sofrer interagdo com a gravitagdo, nao importando
a sua origem, resulta que a lei de conservacdo apresentada pela teoria linear, imposta
pela divergéncia do tensor G!), deve ser inconsistente — ou pelos menos incompleta
—, uma vez que o tensor de momentum energia ndo pode se conservar separadamente,
mas somente quando considerada também a energia do campo gravitacional. Desta feita,
devermnos alterar as equacdes de movimento e somar ao tensor de momentum energia da
matéria, o tensor de momentum energia do campo gravitacional, que chamaremos de ¢,,..
Desta feita, as equages de movimento devem ser alteradas para a forma,

G = i Ty + t), (2.37)

e

e a identidade (2.36) leva a seguinte lei de conservagao:

(T#u + tuu) = 0, (238)
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que representa uma lei de conservagdo adequada, deixando as equagoes de campo repre-
sentadas pela expressao (2.37), livre de inconsistencias.

O proximo passo consiste, necessariamente, em encontrar a forma explicita do novo
objeto, t.. Aqui surge um interessante problema. E bem conhecido que existe um
procedimento candnico de se obter o tensor de momentum energia, associado a um campo,
a partir da Lagrangeana deste dado campo. No entanto, a Lagrangeana que construimos
é tal que resulta, juntamente com a matéria, nas equagdes de movimento (2.29), que,
como j& vimos, nao sio completas. Assim, o tensor de momentum energia que poderemos
encontrar a partir desta Lagrangeana, ndo poderd ser o tensor de momentum energia
completo para a gravitagio, mas apenas uma primeira aproximagao deste. Entretanto,
quando escrevermos este objeto — primeira aproximagdo — deveremos soma-lo as
equagdes (2.29) no intuito de as aproximar para a forma fechada (2.37), e esta operagao,
modificando as equagdes de campo, modifica como consequéncia a Lagrangeana que as
resulta de um principio variacional. Entdo, a fim de corrigir esta Lagrangeana de modo
a acertar a feoria nesta ordem, devemos acrescentar a ela o complemento adequado.
Ora, uma vez que a Lagrangeana agora estd modificada, um novo tensor de momentum
energia do campo poderd ser derivado, resultando ser este — segunda aproximagao —
mais completo. E evidente que este procedimento se extende indefinidamente, e em cada
estigio, estaremos com a teoria mais completa para descrever o campo gravitacional. A
teoria final surge quando realizarmos infinitas interagoes deste tipo.

A teoria que emerge deste procedimento é identificada com a relatividade geral por
alguns autores. Os primeiros esforgos nesta diregao, foram realizados por R. H. Kraichnan
[Krai 47, Krai 55| €, na mesma época, por 5. N. Gupta [Gupt 54]. No entanto, um exce-
lente exame a respeito destas questdes foi feito, independentemente, por R. P. Feynman
em um curso de gravitagio que ministrou durante os anos de 1962-63 na Califérnia-EUA,
e cujas notas de aula foram recentemente publicadas por dois de seus alunos (veja ref.:

[Feyn 95]). Veja também a referéncia {Dese 70], onde o assunto & apresentado em sua

versao mais completa.
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2.5 O Tensor de Momentum Energia do Campo Gra-
vitacional — Primeira Aproximacao

Associada a uma Lagrangeana qualquer, escrita na forma
L= L(E, €, (2.39)

o principio da minima agdo fornece uma quantidade conservada, dada pela expressao,

L
oL _sr1, (2.40)

A = 6’”66—1, —Ou

que chamamos de tensor de momenturm energia’ do campo £.

Assim, o tensor de momentum energia associado ao campo gravitacional pode ser
obtido por meio da expressao:

9L

" = %mm — 6,7 Ly, (2.41)

onde L4 ¢ a densidade de Lagrangeana do campo, dada em (2.27). Vamos introduzir a

seguinte relacao de derivagao das derivadas do tensor potencial,

Obore _ Lon v 6., (2.42)

Oy 2

Finalmente, usando esta relagio, o tensor de momentum energia, ¢, pode ser encon-

trado, e resulta na seguinte expressao:

L 1 s, 124 v < 1 14
K = [Bannd ™ — 200" ud% + b b+ Dt — St
5,

2 (apa8™T = 2% 58y + 20 b ¢=“¢,a)} S (243)

30U ma boa discussio deste objeto é apresentada no livro do L. D. Landau e E. M. Lifshitz, na referéncia
[Land 80!



C'omo j4 comentamos anteriormente, este tensor consiste apenas na primeira aproximagao
do tensor completo, por este motivo escrevernos o indice “(1)” na expressao acima. Desta

feita, as equacdes de movimento sao reescritas, nesta ordem, na forma:

Gl = —x T + 8] (2.44)

Y [

No caso de fixarmos condigdes sobre o tensor potencial, ¢.g, definidas pela relagao (2.34),

1
505 = Lom (2.45)
o tensor ¢} se reduz a forma,
R PR W R YN (2.46)
H 2‘& afu 2 W 2 afl,y 2 el - .

Note que, para reescrevermos esta iltima expressio em termos da varidvel Aqg, € necessario,

simplesmente, substituir a letra ¢ pela letra h.
O tensor de momentum energia do campo gravitacional associado a Lagrangeana da
teoria linear, para uma escolha de coordenadas haménicas, foi primeiramente apresentado

por S. N. Gupta, quando examinava um método de quantizagao da teoria da relatividade

geral, em aproximacdo linear — veja ref.: [Gupt 52a.

2.6 Balanco de Momentum Energia entre a Matéria
e o Campo Gravitacional

Vamos seguir, procurando entender quals consequéncias traz a lei de conservagao imposta
pela equacio (2.38). Adotando as condigoes (2.34), as equages de campo se reduzem em

primeira aproximacio no tensor de momentum energia do campo, a:

Oh,, = —«& [Tw + tij,l] (2.47)

i
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e a lel de conservagao que segue é dada por,

T, + R, = 0. (2.48)

1y

Mas, da equacdo (2.46), reescrita em termos da varidvel h,g3, € tomada a sua divergéncia,

enconframos:

1 1
af v o
e = o (thh“ — Ohh ) . (2.49)

Entretanto, se introduzirmos aqui as equagdes de campo, (2.47), e desprezando quaisquer
contribuigdes de ordem superior a que estamos tratando®; ou seja, desprezando termos de

ordem O(4°), a expressio acima se reduz a interessante forma,

1 LR §
tﬁ‘?:ﬁ = 5 w0 (2.50)

donde a lei de conservagao expressa pela relagdo (2.48), pode ser reescrita mais conve-

nientemente como,

1
TP 5 — —2—%,,‘“1*“" =0, (2.51)

Esta é a equagdo que representa o balango de momentum energia entre a matéria e o
campo gravitacional. A partir desta relagao, podemos derivar a equagao que governa o
movimento das particulas materiais imersas em um dado campo gravitacional. Para isto,

comegamos por integrar a equagdo (2.51) num volume V, fornecendo a relagio integral:

1
/V PaTlp = - fv Lo aT™. (2.52)

%A razio para desprezarmos termos de ordem superior a 2, no campo, ¢ muita clara, uma vez que se
considerassemos estes termos, estariamos perdendo toda a ordem 3 que viria do proximo termo do tensor
de momentum energia do campo gravitacional, e assim por diante. De qualquer forma, o objetivo que
almejamos nesta segdo é procurar pelo limite Newtoniano, que corresponde & estrutura de campo fraco,
donde a aproximacio € plenamente justificada.
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0 termo do lado esquerdo pode se expandido na forma
3 3 L 3.0 3 k =
42Ty ,,sszdxfa .of]a’J:Ta k- (2.33)
vV cJv %

AMas, transformando a tltima integragio de volume para superficie — teorema de Gauss

— segue,

3 k . k ¥
/Vd 2Tk ) = /SdSkTa (2.54)

e, como podemos estender a superficie de integragio para fora da regido onde existe

conteido material, esta integragdo se anula, resultando assim:
3, mg L 3 0
] Pall s == | BT (2.55)
4 cJv
Vamos definir o 4-vetor momentum?®, P,, da particula,
1 370
P = —/ $2T.0. (2.56)
c v

Assim, de (2.52),
0P,
ot

1 1 5
- 5/1/ BT (2.57)

Para calcular a integracio que aparece no lado direito da equagio (2.57), vamos usar
dois argumentos. Primeiramente, fagamos a hipétese de que o potencial tensor tenha
variagao desprezivel sobre o volume da particula, ou seja, pode ser considerado constante

nesta regifo. Desta forma, @ag, pode sair da integragdo acima, restando,

dP.
ot

1
= 5(;SW‘M_/Vofa:z:T'“". (2.58)

5[ conveniente chamar esta quantidade de momentum devido & sua dimensao fisica:

[P.] = MTL == {momentum linear} .



[ por dltimo, usaremos uma aproximagio para a expressao do tensor de momentum

energia da matéria,

T = pgutu” + O(¢) (2.39)

onde pg é a densidade préopria de energra da particula

po = pc 1 —ubuy (2.60)

COIm

m
e u® o 4-vetor velocidade, ou mais simplesmente, a 4-velocidade:

o L0z

u® == X
c o1

(2.62)

Na expressdo (2.61), m representa a massa da particula e V' o seu volume, enquanto na
expressio (2.62), T é o tempo proprio. E conveniente definir as componentes espaciais da

4-velocidade como

uk = - (2.63)

onde v* é o 3-vetor velocidade, usual da mecanica cldssica para uma configuragac de

baixas velocidades. Vamos definir o produto escalar,

vk, = v (2.64)
Assim, segue que
2
wFuy = = (2.65)

e a expressio (2.60) pode ser apresentada na sua forma mais conhecida,

po=pctyfl — — (2.66)
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Consideraremos a aproximagio (2.59) em (2.58). Esta aproximagao é aceitavel devido
a presenca do potencial ¢, . multiplicativo. Desta maneira, o termo que desprezamos
contribuiria somente em ordem O{ $?) para as equagoes de movimento das particulas. Ob-
viamente, ndo conhecemos a forma explicita do tensor de momentum energia da matéria,
e também, esta expansdo nao pode ser utilizada para o cdlculo de Py, em (2.58), uma vez
que os termos da ordemn desprezada contribuiriam na ordem de aproximagao considerada.

Entio, introduzindo a expressio {2.59) em {2.58), resulta

0P,
ot

1 v
- §¢uu,aﬁ d3$ Pou“u + 0(5}52) (26?)

Se explicitarmos os termos nesta equagao de acordo com as definigdes (2.60) e (2.61),

poderemos realizar a integragao facilmente, resultando por fim,

dP, mc? y
ar 2 Puvautu” =0, (2.68)

onde utilizamos adicionalmente, a relagao:
dr = dtyf1 — —. (2.69)

A equagdo (2.68) é a equagdo de movimento de uma particula de massa m imersa em um
campo gravitacional, em uma primeira aproximagao. E bem verdade que ainda devemos
prosseguir € procurar escrever a expressao para o 4-momentum da particula, assim como
o fizemos com o lado direito das equacdes (2.58). Até este ponto, podemos apenas inferir

que sua forma seja dada por termos do tipo
P, ~ {mcua;m ¢ popgu’},

desde que qualquer outro termo necessitaria de uma nova constante dimensional. De qual-
quer modo, uma maneira particularmente interessante de se obter a expressao procurada,

formalmente, é por meio de comparagio com as equagbes de Euler-Lagrange, que sao,
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equivalentemente, as equagoes de movimento da particula.
Para uma dada Lagrangeana, que seja fungio das coordenadas {z*} e da 4-velocidade

u®, o principto de Hamilton fornece as seguintes equagdes de movimento:

!

1d 8L oc
i e =0. (2.70)

cdr Qus  OzxH

Se compararmos estas equagdes com (2.68), poderemos identificar os seguintes termos:

1 3L
Eauu = PM (271)
e
oL mc?
Ao = th;aﬁ,uuauﬁ. (2.72)

A equacdo (2.72) pode ser integrada imediatamente, fornecendo a expressdo para a La-

grangeana, L:
mc?
2

L $apuu® + Lo(u), (2.73)

onde L£;(u) é a constante proveniente da integragéo com respeito a z*, logo, uma fungao
arbitraria da 4-velocidade. Podemos encontrar a forma desta fungéo Lo(u)} impondo que
o limite assimptético seja vélido, i.e., para uma situacdo de campo nulo (¢, = 0), a

Lagrangeana deve se reduzir ao caso de uma particula livre, para o qual,

EU = uaua. (274:)

Assim, retornando a equagdo (2.73), escrevemos

m c?

2
Te papuu® + 5 U Ug. (2.75)

2

L=

Finalmente, de posse deste resultado, podemos derivar a expressio para o 4-momentum,
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P,, através da relagio apresentada em (2.71), fornecendo entao:

P

L = mcu, +mc g, ut (2.76)

e a equacao diferencial que governa o movimento de uma particula imersa em um campo

gravitacional, é reescrita na forma®:

d c "
;f;(u“ + o u®) — -Q—Qbag‘“u u? = 0. (2.77)

A derivada da 4-velocidade com respeito ao tempo proprio é chamada de 4-aceleragao,
e é da ordem do préprio campo, implicando que a derivagdo do segundo termo entre

parénteses pode ser simplificada, resultando assim em:

d
R D g™ u” — Eqﬁag Jutuf = 0. (2.78)
dr ' 27

Lembramos que a tnica aproximagio que utilizamos para derivar esta equagio de movi-
mento, foi a aproximagio para campo fraco. No entanto, nio impomos limite para baixas
velocidades. Assim, se quizermos verificar o limite Newtoniano, deveremos impor uma

condicdo adicional, uma vez que a teoria é relativista. I o que realizaremos na préxima

5€¢ao.
2.7 As Equacoes de Campo para o Limite Newtoni-

ano

Das equacdes de campo, utilizando o “gauge” de Lorentz, obtivemos a expressao (2.47).
quag p gaug p

Como j4 sabemos, estas equacdes possuem termos de ordem O(¢) e O(4?). Naturalmente,

6Note que esta equacio é independente da massa da particula, }J4 mostrando ser valido o principio
de Galileu, ou seja, o movimento de uma particula teste submetida 2 um campo de forgas de origem
gravitacional é tal que independe da massa da particula. Com isso, particulas de massas diferentes
sentem a mesma aceleragdo proveniente da interagao com este campo.
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qualquer teoria que seja construida para descrever o campo gravitacional, deve ser capaz
de exibir os resultados da teoria Newtoniana em uma aproximagao de campo fraco e
regime de baixa velocidade. Assim, para procurar por este limite, devemos impor as
seguintes condigdes sobre as equagdes de campo:

(i) estrutura de campo fraco:

Pap < 1 (2.79)

(37) regime de baixas velocidades:

v <€ c. (2.80)

Vamos, adicionalmente, procurar resolver a situagao de campo estatico. Neste hmite, as

componentes espaciais da 4-velocidade serdo condicionadas pela relagao:

1dz* v
E
=1 o — 1. 2.81
u c dr c < ( )

Das condigoes (2.79) e (2.80), vemos que termos de ordem v* e v ¢ poderdo ser desprezados

nas equagdes que seguem, uma vez que sao de ordem O(2) na aproximagao considerada.

As equagdes de movimento se reduzem, para este caso, a forma:

dv* c?
E + Cz(ﬁkop — EQSOD"C = 0. (282)

Desde que estamos interessados em examinar o caso estdtico, o segundo termo em (2.82)

se anula, restando
dvt &2

di = 5¢00'k- (2.83)

No entanto a equagdo equivalente na teoria Newtoniana ¢ dada por:

dv*

= U (2.84)
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onde W representa o potencial Newtoniano. Assim, comparando estes resultados, encon-

tramos:

2
C
U = 5‘@500- (285)

Agora que ja identificarnos o potencial gravitacional para esta situagao assimptotica, va-
mos operar diretamente com as equagdes de movimento (2.47). Primeiramente, vamos

analisar as componentes do tensor de momentum energia, T", cujas componentes se

reduzem a:

T =~ pg = pc’ (2.86)

Tk z 0. (2.87)

&
-
S
S

O tensor de momentum energia do campo gravitacional, que aparece no segundo termo do
lado esquerdo nas equagbes (2.47), jd é desprezado inteiramente por ser de ordem superior

— O($?). Assim, as componentes das equagoes de campo, se reduzem a:

2% = kpd (2.88)

VIR 0. (2.89)
Desta feita, das relagdes acima, concluimos que
ih=Kpd, (2.90)

e podemos escrever finalmente a expressio para o Laplaciano do campo doo, que ]a rela-

clonamos previamente com o potencial Newtoniano. Assim operando, encontramos

1
2 % = §fcpc2. (2.91)
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Introduzindo nesta ultima, a relagao (2.85), poderemos fixar o valor da constante x.

Vejamos:
2¥ 1
0= 7 () = oo, oo
C 2
ou ainda,
4
viy = P8 (2.93)
4
Porém, da teoria Newtoniana,
i = 47 Gp. (2.94)

Logo, comparando estas expressoes, encontramos que a constante de acoplamento tem o

valor de modo a ajustar a teoria ao limite Newtoniano, resultando:

o TG (2.95)

ot

As equacdes (2.83) e (2.91) mostram que a teoria construfda é perfeitamente redutivel
a teoria de Newton da gravitacio. Com isto, fixamos também o valor da constante de
acoplamento, antes aproximada pela relagéo (2.15).

Note que a teoria que apresenta o limite Newtoniano nao € a teoria linear desen-
volvida nas primeiras segdes deste capitulo, mas a teoria corrigida pela adigao do tensor
de momentum energia do campo em primeira aproximagao, que € de segunda ordem no
tensor potencial gravitacional. Assim, devido & caracteristica essencialmente nao linear
do campo gravitacional, nao hd maneiras de se construir uma teoria fechada para este
fendmeno usando este procedimento, a nao ser pela soma de uma série infinita de corregoes

na energia, que resulta em uma formulagdo equivalente da teoria da relatividade geral.
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Capitulo 3

O Tensor Campo Gravitacional

Neste capitulo, vamos nos dedicar ao exame das principals caracteristicas da formulagao
linear da teoria da gravitagio mediante o uso de um novo objeto, que chamaremos de ten-
sor campo gravitacional. Quantidade esta que nos permitird enorme compactificagdo dos
calculos ja realizados, bem como na construgdo geral para teorias do campo gravitacional

que iremos desenvolver nos capitulos posteriores.

3.1 Construindo o Tensor Campo Gravitacional

Da maneira como vimos tratando, o tensor simétrico de segunda ordem, ¢,,,, representa
o tensor potencial gravitacional, a menos de unidades de velocidade. Isto pode ser clara-
mente entendido das equagées (2.83) a (2.85) — limite Newtoniano — onde obtivernos

que a componente doo se relacionava com o potencial classico, através da expressao:
2
¢

Desta forma, um bom candidato ao titulo de tensor campo gravitacional seria um objeto

construido com as primeiras derivadas do tensor potencial gravitacional', como sugere as

!Da teoria Newtoniana,



equaches (2.83) e (2.84).

E claro que os nomes campo e potencial, para este caso, servem apenas como notagao.
Poderiamos denotar por campo o objeto ¢na, e a partir deste construir outras quantidades
que fossemn necessirias. No entanto, consideramos mais conveniente o traztamento de
potencial para ¢,,. Note ainda que a nossa definigio de potencial Newtoniano, em (2.84},
carece de uma dimensdo de massa para que tenha o sentido usual empregado na mecanica
classica, qual seja, dimensao de energia.

Desta maneira, para construir um objeto tensorial que contenha as primeiras derivadas
do tensor ¢, € que seja de primeira ordem neste objeto, este novo objeto deve ser um
tensor de terceira ordem, no caso mais geral. Vamos, entdao, definir o tensor campo

gravitacional, F,g,, através da relacgao,

1

Fogy = 5 (Gra8 — Dapia + DaViy — G Var + PaicVay — 35" icVar ) - (3.2)

Notoriamente, poderiamos construir um objeto com a mesma dimensdo fisica de muitas

maneiras distintas. A particular escolna para F,g, ficard evidente quando estudarmos as

suas propriedades.

Da definigdo (3.2), vernos que F,g, é um tensor de ordem 3, antissimétrico no primeiro

par de indices,

Faﬂ,u. = #F,Bap- (33)

Eatdo, desde que Flg, obdece a relagio acima, e ainda é construido com objetos simétricos

Assim, teriamos
19V

I T

ou seja, em termos de variagio com respeito a distancia, o campo gravitacional {aceleragdo) é da ordem

da primeira derivada do potencial:
av

T ar



em dols indices, segue a seguinte identidade ciclica:
Frag~y = 0. (3.4)

Podemos demonstrar esta relacio mais facilmente sem levar em consideragao a expressao
(3.2). Para isto, vamos definir o tensor de ordem 3, Togy, antissimétrico no primeiro par

de indices, e construido como segue
Taﬁp - Sﬂﬁu - Sﬁa.u:
onde S5, é, a principio, um tensor arbitrario. Se efetuarmos a soma ciclica,
T{aﬁp} = Saﬁ.u — Sgap + Sgua — Spﬁa + Sl-‘ﬂﬂ — Saug-
Como vemos, se Sap, for um tensor simétrico em dois indices, quaisguer que sejam, segue
Tiasu} = 0,

de onde justificamos a relagdo (3.4).

Como F.g, é antissimétrico no primeiro par de indices, s6 poderemos construir um

finico novo objeto por contragio com a métricay,,. Vamos definir o trago nos doils uitimos

indices, F,, como,

Fo = Fapv"f'#u = Fapp- (35)

Assim, usando a definigao (3.2), podemos expressar este novo objeto em termos das

derivadas do tensor potencial, resultando:

Fo=0¢a— ¢ (3.6)
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Se introduzirmos este trago em (3.2), poderemos reescrever Fi,g, na forma mais compacta,

(%{a:ﬁl + F{a’m]u) . (3.7)

N —

Fopu =

Vamos passar ao estudo das primeiras derivadas do tensor campo gravitacional. Primeira-
mente, procuremos pela expressio de sua divergéncia. Tomando a derivada com respeito

ao ultimo indice, encontramos:

Faﬁum — (qsuia;ﬁ]m + Fia:ﬁi) , (3.8)

DN | =

mas, da definigio do trago do tensor campo em termos do tensor potencial,

Flo) = g (3.9)

]

encontramos que a divergéncia com respeito ao dltimo indice de F*P# ¢ identicamente

nula, isto €,

Fophu = 0. (3.10)

Resta-nos tomar a divergéncia com respeito a um dos dois primeiros indices, o que resulta

em,

pew = ﬂ% [0 — 6% (st + b — v (D¢%a - °% as)| - (3.11)

Porém, como podemos notar comparando com a definigao (2.28), a divergéncia (3.11)

pode ser escrita em termos do tensor G2}, na forma,

1
FEI'.FV;Q = _EG“U (3.12)

{L)°

Ou ainda, se tomarmos a simetrizagio nos dols dltimos indices do tensor campo, resulta

Fouye = ~G2. (3.13)
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Daqui, vemos que as equagdes de movimento (2.29) podem ser reescritas em termos do

tensor campo gravitacional na forma,
e = &1, {3.14)

enquanto a condigac sobre a divergéncia nula do tensor G2}, se verifica dirctamente da
propriedade de antissimetria nos dois primeiros {ndices do tensor campo gravitacional, de

ondez,

Fefn g =0, (3.15)

implicando assim, na let de conservagio apresentada pela equagdo (2.36). Uma outra
propriedade que poderd ser til, é a relacio das derivadas primeiras deste objeto com o
seu trago. Para encontramos esta relagdo, vamos primeiramente escrever a soma ciclica

das primeiras derivadas de Fl, g, como segue:
F{aﬁk;v} = FaﬁA;v + FG‘TAiﬂ + FTGA;ﬁ' (3'16)

Se introduzirmos aqui a definigdo de F,g,, assim como apresentada pela equagdo (3.7), ¢

notando que o potencial tensor, ¢,g, obdece a identidade:
B ety T Dol + E ivale = 0, (3.17)
resulta que a soma ciclica (3.16) pode ser reapresentada na interessante forma:
J Lo Loa 15,\
tas"m = 58 s + 58 0 ey + 0% Fopa (3.18)

Esta identidade seré de grande valia quando tratarmos do estudo da propagagao das ondas

de choque associadas ao campo gravitacional.

?Note que esta relagio é verdadeira devido a métrica do espag tempo de fundo ser plana.
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3.2 Os Invariantes do Campo Gravitacional

Desde que conseguimos derivar as equagoes de movimento simplesmente da divergencia
do tensor campo gravitacional, seria interessante construir uma teoria com Lagrangeana
também construida com este objeto, a Aim de podermos reformular a teoria linear para a
gravitacdo. Para isto, devemos construir os invariantes do campo em questdo, e apés,
procurar pela Lagrangeana que seja fungao destes invariantes e que se reduza a La-
grangeana do campo linear, apresentada na equagio (2.27).

Como j& mostramos, sé6 hi uma maneira de se construir um novo objeto a partir do
tensor campo gravitacional, qual seja, tomando o trago deste tensor. Assim, sé poderemos
comstruir invariantes com o préprio campo F,,, e com o seu trago, F,. Vamos primeira-
mente examinar o resultado da contragao do campo consigo mesmo. Chamaremos este

primeiro invariante de A4,

A= FPHE g, 3.19
113

Da definigdo de F,g,, resulta

A= (¢Ma:ﬁ¢#a;ﬁ - ¢Ha;ﬁ¢#6;a + Qf’ap;quﬁa;ﬂ — 2 ¢ap;p¢‘a + Qf"a(»bn&) : (3'20)

b =

O préximo invariante que podemos construir ¢ a contragdo do trago consigo mesmo.

Chamaremos a esta operagao de invariante B,
B = F*F,, (3.21)

e sua expressio em termos do potencial segue diretamente da definigdo (3.6), resultando

(S99}

B - ¢ap;p¢ﬁa;ﬁ - 2 ¢QP;P¢.Q + ¢,a¢:a' (3'22)

Podemos ainda reescrever A de forma mais compacta, introduzindo (3.22) em (3.20), de
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onde encontramos,

A= 2 (Bpas™® — Guagd®® + F2F,) | (3.23)

N

Os invariantes A e B sao os unicos que podem ser construidos a partir do tensor campo
gravitacional e que contenham quadrados do potencial — em verdade, das derivadas
primeiras do potencial tensor. Qualquer outra combinagio de contragdes do campo Fagy
leva, necessariamente, aos invariantes A e/ou B. Note que, por invariante, entendemos
aqueles objetos que se mantenham inalterados inclusive sob transformagio de inversao
espacial. Se aliviarmos esta condigao, poderemos operar também com os objetos duais ao
campo, afim de se obter pseudo escalares. Claro que o quadrado destes pseudo escalares
constituem verdadeiros invariantes, no entanto, ao se formular a teoria linear, necessita-
mos apenas dos termos que contenham quadrados do tensor potencial na Lagrangeana,
qualquer contribuigdo de ordem mais elevada nao justificaria ser introduzida, nesta ordem.

Por completeza, vamos estudar um pouco os objetos duais ao campo Fop, e procurar
pelos pseudo invariantes que deles possam ser construidos. Primeiramente, definimos a

operagio dual sobre um objeto qualquer, Qag, como segue:

* ]‘ T
Qap = 578" Qrps (3.24)

onde nag,. ¢ o simbolo de Levi-Civita para um espago tempo 4-dimensional, e é construido

de tal forma a obdecer as seguintes relagoes:

770123 — +1 (3.25)

(3.26)

o123 — -1

Como podemos notar, 7ag,. estd definido para um sistema de coordenadas carteslano.
Para passarmos para um sistema curvilineo, devemos realizar uma transformagdo que

leva do sistema cartesiano de coordenadas, que denotamos por {z*}, para um sistema
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curvilineo de coordenadas, que denotamos por {i*}:

gz 03" g+ Az
afFu — o ToTWw 27
T Jzx° Jze 9z~ cf‘?z:“’T’T (3.27)

onde definimos por v*#% o simbolo de Levi Civita valido em um sistema arbitririo de
coordenadas. Como 577" € totalmente antissimétrico, podemos reescrever a expressao

acima na forma mais conveniente:

YRR = Tt (3.28)

onde J é o determinante

8z a9zt 8£? o
oz9 ozt dz? azv
9% gzl oz%  9z°
ozt 9z Ozl Izt
J =det] o= o= o= e (3.29)
az° o9zt gz 9zl
ox? ox? oxz? 8x2
ozt gt 82 9%
8z axd ax3 8x3 /

ou seja, J é o Jacobiano da transformagéo de um sistema cartesiano para uma sistema

curvilineo. Vamos definir a operagdo acima de forma mais compacta:

az”

— (3.30)

J = det

No entanto, a métrica do espago tempo em coordenadas curvilineas, v,g, pode ser escrita

ern termos da métrica constante 9. através da lel de transformagao:

o 05 03
P = 7
dx+ Jzv

. (3.31)

I, se tomarmos o determinante desta expressao, encontraremos

- = -J% (3.32)
¥
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Lembramos que v representa o determinante da métrica +y,,. Desta maneira resulta a
interessante relacio entre o Jacobiano da transformagio e o determinante da métrica do

espaco tempo de fundo em coordenadas curvilineas:

(3.33)

Assim, o simbolo de Levi Civita para um sistema arbitrario de coordenadas, com métrica

Yaug, € dado por

aBuy

0% e (3.34)

ik

’

E possivel assim, sempre que necessdrio for, passar de um sistema de coordenadas para
outro qualquer, e expressar a operagao dual sobre um dado objeto tensorial em qualquer

sistema de coordenadas.
Podemos construir dois objetos distintos a partir do tensor campo gravitacional, um

por operacao dual sobre os dois primeiros {ndices e ¢ outro operando sobre os dois ultimos

indices, ou seja, respectivamente,

* ]' T
Faﬁy = Enaﬁ pF‘rp,u (335)
Frap = Fhas” Fure (3.36)

O objeto construido tomando a operagao dual sobre o primeiro e Gltimo {ndices, clara-

mente se reduz a um dos casos anteriores,

Vamos, finalmente, passar a construcio dos pseudo invariantes do campo. Em verdade,
é facil mostrar que sé existe um pseudo invariante possivel de se construir para este caso,
*
considerado o espaco terapo de 4 dimensdes. O denotaremos por @, e é definido por,
- s
— * [= 4
Q= F 5, F**, (3.37)

Bu

o qual, usando as definigdes do dual e do tensor campo, pode ser reescrito em termos do
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potencial tensor, na forma
E ]

Q= ~Nag ™ Purp "7 (3.38)

DI s

3.3 Formulagao Lagrangeana para o Campo Gravi-

tacional

Como ja vimos na segao anterior, so existern doils invariantes que podem ser construidos
com o tensor F,g,, em ordem 2 nestes objetos, além, é claro, do pseudo invariante Q‘)
No entanto, se quizermos implementar uma formulagao Lagrangeana para o campo gra-
vitacional, seguindo os propdsitos da teoria linear, nao se faz conveniente escrever uma
Lagrangeana que seja fungido de um objeto que muda de sinal sob transformagio de in-
versao espacial, ao nao ser que consideremos o seu quadrado, o que estaria fora de questao,
uma vez que quereros impor a linearidade das equagoes que resultermn do principio varia-
cional. Assim, escolheremos trabalhar com os invariantes do campo, A ¢ B, somente.

Definimos a densidade de Lagrangeana L para ser fungdo destes objetos. De maneira

geral, podemos escrever

L= £(A,B). (3.39)

Desde que L, para o caso em que estamos examinando, é uraa funcgao linear nestes invari-

antes, podemos reduzir a forma geral {3.39) da seguinte maneira,
L=aA+PB, (3.40)

onde a e G sio constantes. Note que, como a dimensao dos invariantes A e B é de inverso
de quadrado de comprimento, estas constantes devem ter dimensido de forga, a fim de que

L tenha dimensdo de energia por volume. A acdo do campo, como usual, é definida pela

exXpressao:

Sg = ~%/d4$\/-y L, (3.41)
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onde d'z \/~7 € o elemento invariante de volume. Note que chamamos £ de “densidade
de Lagrangeana” no sentido cldssico, uma vez ter a dimensdo de energia por unidade de
volume.

Podemos continuar, procedendo de duas maneiras distintas: ou (z) efetuamos a variagao
da agdo (3.41), utilizando o principio de Hamilton, a fim de descobrir qual valor assume
cada uma das constantes em (3.40), por comparagao com as equagoes de campo da teoria
linear construida no capitulo anterior, representadas na equagdo tensorial (2.7); ou (¢1)
partimos diretamente das definigoes dos invariantes 4 e B e impomos que L£(A, B), na
forma (3.40), se reduza & Lagrangeana do campo linear, ja derivada na expressao (2.27).
Como qualquer dos caminhos sio equivalentes em seus resultados, vamos escolher o que

parece ser mais direto, (¢2), operando diretamente com os invariantes. Das equagoes

(3.40), (3.20) e (3.22), resulta:
L= ; {‘}S#a;ﬁ‘ﬁpa;ﬁ - ¢pa;ﬁ¢“ﬁ;a] + (g + ﬁ) [¢ap;p¢ﬂa;ﬁ —2 qbap;qu.a + (}S'“q_’;’a] : (3'42)

Neste ponto, devemos observar que podemos sempre que necessario, ou conveniente, rees-
crever a Lagrangeana desprezando termos de superficie, uma vez que néo contribuem para
as equagoes de movimento. Ainda mais, vemos de (3.42), que o primeiro termo no lado di-
reito, entre colchetes, bem como o iltimo termo, no segundo par de colchetes, nio podem
ser transformados usando integragdo por partes, uma vez que retornam para a mesma
forma. Assim, podemos inicialmente usar estes termos para comparar esta expressio,

(3.42), com a equivalente, jd apresentada em (2.27), e fixar os valores das constantes a e

3. Desta feita, encontramos os seguintes valores:

a = +§; (3.43)
1

Consequentemente, de (3.39) resulta que a Lagrangeana deve ser escrita em termos dos
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invariantes do campo na combinagdo que segue:
L{A,B)=L(A-B) (3.45)
ou, para ser exato, neste caso linear,

L(A, B) - 2i (A—B). (3.46)

K

Vamos expandir esta iltima em termos do potencial tensor e verificar se realmente tal
Lagrangeana condiz com a formulagdo linear. Com a introdugdo dos resultados acima,

podemos reescrever (3.42) na forma:
1 M a2 O (= [a ]
L= IK_: (d’ua;ﬂd’“aﬁ - qﬁua;ﬁd’“ﬁ' — ¢ p;p‘#’ﬁa;ﬁ + 20,00 — ¢ ¢a) : (3'47)

Resta-nos mostrar que esta Lagrangeana se reduz a forma apresentada em (2.27). Vamos

procurar reexpressi-la a menos de termos de superficie. De fato, se notarmos que,
¢’ap;p¢ﬂa;ﬁ = ¢ap;ﬁ¢ﬁa;p + TS5, (3-48)
onde TS significa “termos de superficie”; e, da mesma forma,
¢#a;ﬁ¢“ﬁ;a = d’ap;ﬁ‘#’ﬁa;p + TS5, (3-49)
resulta, introduzindo-os na densidade de Lagrangeana (3.47),

1 .
L= 4x (¢ua;.ﬁ¢“a’ﬁ - 2¢’aﬁ;ﬂ¢pa:p +2¢%¢a - ¢,a¢’“) (3.50)

que é, exatamente, a expressao derivada em (2.27), como jd esperavamos. Concluimos
assim, que (3.45) e (3.46) devem ser formas equivalentes para a densidade de Lagrangeana

de uma teoria linear para a gravitagdo que use a formulagao do tensor campo gravitacional,
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Fagy.

Desta feita, para completar a descrigao, apresentamos a agdo total, 5, como a soma

da agao do campo e da matéria,

S=5r+ 5Su (3.51)

onde a agio do campo, Sr, ¢ dada por

Sp = —L]d;‘z\/—_ry(A - B) (3.52)

2ex

e a acao da matéria, Sy, dada pela relagio (2.19) e (2.20). Do principio de Hamilton,
e usando os resultados que j4 obtivemos anteriormente, teremos, para um sistema de

coordenadas cartesiano,
4 1 J
fd z|—— (64 - 6B) + ZT*P6¢np| = 0. (3.53)
4k 2
Mas, da definicdo do invariante A4, de (3.23), resulta:

A =2FP"5¢, 00+ 6B. (3.54)

Logo,
§A— 8B = 2 F*P*§¢ 0 5. (3.55)

Entdo, introduzindo estes resultados em (3.53), encontramos:
K
[t (Fﬂﬁnagam,ﬁ - §T“35¢aﬁ) =0, (3.56)
na qual, podemos ainda transformar o primeiro termo,

FoPuge 5= —F*P" 364, +TS. (3.57)
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Assim, desprezando-se termos de superficie, a integracio (3.56) resuita em
/d4$ (_chﬂuﬁ — gTucx) Shap = 0. (3,58)

Desde que §¢.p é uma quantidade arbitraria, e considerando ainda que o potencial tensor

é simétrico, concluimos que a parte simétrica do integrando, em (3.58), deve ser nula,

fornecendo assim as seguintes equagdes de campo:

Fole) = T (3.59)
ou ainda, usando a relagao (3.13),
GLI;) = _K‘Tuu: (360)

que sio as equacgoes de campo lineares em ¢,g, derivadas no capitulo anterior.
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Capitulo 4

Teoria do Campo Gravitacional

Uma teoria linear da gravitagio, construida com o tensor campo gravitacional, deve ser tal
que respeite a relagio obtida na equagao (3.45), dos invariantes A e B. Embora naquele
momento estivessemos apenas interessados em estudar a construgdo linear, a densidade
de Lagrangeana (3.45) poderia ser pensada como representante de uma teoria geral para
o fenébmeno gravitacional, e que contenha, em sua primeira ordem de aproximacao, a La-
grangeana (3.46), que corresponde & teoria linear. As razdes pelas quais devermnos opera-
cionalizar uma teoria geral, nao linear, para o campo gravitacional, j& foram explicadas no
primeiro capitulo, guando estudamos o problema da conservagao da energia. Basicamente,
estes problemas se reportam a peculiaridade do campo gravitacional ser auto interativo,
portanto, deve ser tratado por meio de uma formulagao nao linear. Neste capitulo, vamos
procurar construir um formalismo geral, que possa atender a teorias para o campo gravi-
tacional. A tnica restricio que faremos serd quanto & escolha dos invariantes do campo,
no sentido de que, para uma teoria nao linear, qualquer alteragio nos objetos que resultam
na densidade de Lagrangeana (2.27), podem gerar resultados completamente diferentes.
Mais especificamente, podemos citar os termos de superficie que descartamos em vérias
situacdes que encontramos anteriormente. Para uma teoria ndo linear estes termos podem
nao representar divergéncias totais, por exemplo se forem argumentos de alguma fungao,

como logaritmica, exponencial ou uma simples raiz quadrada. [mportante também notar
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que a construgao mais geral deveria incluir o pseudo invariante, desde que, neste momento,
estaremos interessados em tratar do caso nao linear, e sendo assim poderiamos considerar
o seu quadrado ou qualquer poténcia de ordem par. No entanto, vamos continuar ex-
cluindo este objeto em nossa formulagdo, apenas por comodidade. Pensamos em “atacar”
primeiro os problemas mais simples, e caso ndo consigamos atingir o devido sucesso na
formulagio livre destes pseudo invariantes, passaremos ao estudo do caso mais complexo,

incluindo-os entao.

4.1 A Acao para o Campo

Definimos a Lagrangeana como uma fungdo arbitréria dos invariantes, na combinagdo em

que mostramos ser necessaria para resultar, no limite para campo fraco, a teoria linear

correta (veja segio 3.3),

£ =LU) (4.1)

onde definimos a combinagdo dos invariantes, U,
U=A-B. (4.2)
Similarmente & expressio (3.41), a agdo para o campo pode ser escrita como,
S(L] = —15 j diz/ 7L (4.3)

onde £ tem dimensio de densidade de energia e é uma fungao arbitriria de U. Em
principio, a densidade de Lagrangeana, £, deve ser redutivel ao caso linear em sua primeira

aproximacao. AssiIm, esperamos que

LU) = —-+0(U?). (4.4)

49



O sinal negativo que escrevemos nesta expressao, diferentemente do que tinhamos em
(3.16), nio altera em nada os resultados do que iremos tratar, e escolhemos este sinal
negativo, por mera conveniéncia de notagio, assim como na agao do campe. O sinal 56
fara diferenca quando singularizarmos o formalismo para algum moedelo particular, como

sera devidamente apreciade ne préximo capitulo.

4.2 O Principio de Equivaléncia

Antes de avancarmos na construgdo da teoria do campo e efetuarmos o acoplamento da
mesma com a matéria, é necessario que estudemos um pouce o principio de equivaléncia
e suas consequencias.

Primeiramente, vamos definir o que chamaremos, neste capitulo, de particula teste
e experimento local nio gravitacional. Por particula teste, entenderemos uma particula
eletricamente neutra, cuja auto-energia gravitacional seja desprezivel e com dimensoes
suficienternente pequenas, a fim de ndo sentir as inomogeneidades de campos externos.
E, por experimento local ndo gravitacional, entenderemos qualquer experimento realizado
em laboratério caindo livremente sob a agdo de um dado campo gravitacional, sendo o
laboratério blindado, i.e., com paredes fechadas, suficientemente pequeno, a fim de nao
ser perturbado por inomogeneidades de campos externos, e ainda, cujos efeitos de auto
interacao gravitacional possam ser desprezados.

(lomo sabemos, o principio de equivaléncia desempenha um importante papel na fisica
dos efeitos gravitacionais, e vemn sendo a cada dia mals comprovado mediante varias cons-
trucdes experimentais, sob varios aspectos (veja refs.:[Dick 64, Brag 74|, dentre outras.}.
Vamos considerar o ponto de vista histérico e procurar estuda-lo, bem brevemente, em
duas versdes: o principio de equivaléncia Newtoniano [New 686, Bond 57] e o principio
de equivaléncia Einsteiniano. Para uma revisao definitiva a respeito do principio de
equivaléncia Einsteiniano e suas consequéncias experimentais, veja o livro [Will 93] ¢ as

referéncias nele contidas.

A versio Newtoniana estabelece que a massa inercial de qualquer corpo material é
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igual a sua massa { carga) gravitacional,
m; = Mg, (4.5)

Em outras palavras, podemos dizer que este principio estabelece que todos os corpos
caemn, em um dado campo gravitacional, com a mesma aceleragdo, independentemente de
suas massas ou composicao material. De maneira mais rigorosa, definiremos o principio
de equivaléncia Newtoniano (PEN) da seguinte forma:
“ Se uma particula teste estiver situada em um dado ponto do espago tempo, e lhe for
inferida uma dada velocidade inicial, sua trajetéria serd independente de sua estrutura
interna e composi¢do material. ”
A partir deste principio, Einstein fol capaz de desvendar os caminhos que o levaram

3 teoria da relatividade geral. O novo ingrediente acrescentado ao PEN foi observar
que, se todos os corpos caem, em um dado campo gravitaclonal externo, com a mesma
aceleracao, entdo, para um observador em um laboratério que cai livremente no mesmo
campo gravitacional, os corpos deverdo ser observados como que livres de aceleragio. As-
sim, a medida que seus movimentos mecanicos sao considerados, os corpos se comportam
como se o campo gravitacional estivesse ausente. Obviamente, existem efeitos devido
a nio homogeneidade do campo gravitacional, mas os mesmos podem ser considerados
despreziveis a medida que utilizarmos um laboratério de dimensoes muito pequenas. Ein-
stein foi ainda além e estabeleceu que, nio somente as leis da mecanica, mas todas as
leis da fisica, deveriam se comportar em tal laboratério como se a gravitagao estivesse
ausente. Similarmente ao caso Newtoniano, vamos definir mals rigorosamente o principio
de equivaléncia Einsteiniano (PEE) como segue:
“ 1) O principio de equivaléncia Newtoniano ¢ vélido;

it) O resultado de qualquer experimento local nao gravitacional, é independente da ve-
locidade, de gueda livre, do aparatus, bem como independente de onde e quando no

universo ele for realizado. ”

Em verdade, a verificagdo do principio de equivaléncia Einsteiniano para uma dada
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teoria, candidata & gravitagio, implica para a mesma na verificagido dos postulados de
uma teoria métrica’ para este fendomeno. Estes postulados estabelecem que o espago
tempo, preenchido pelo campo gravitacional, deve ser deformado pelo mesmo, podendo,
assim, ser representado por uma estrutura métrica, que definiremos pelo tensor g,,; as
particulas teste seguem geodésicas nesta geometria; e ainda, se escolhermos um referencial
local de Lorentz, qualsquer leis naturais de origem ndo gravitacional, devem ser aquelas

da relatividade especial — que satisfazem aos principios da relatividade especial.

4.3 Acoplamento Matéria-Gravitacao

A variagao da agio do campo com respeito ao potencial tensor, ¢ag, resulta nas equagoes
de movimento na auséncia de fonte material. Uma vez que estamos tratando do estudo do
campo gravitacional, a fonte para tal interago deve ser o tensor de momentum energia
da matéria, bem como, a prépria auto-intera¢do gravitacional, que ji se manifesta como
fonte através da nao linearidade das equagdes de campo. Desta maneira, para termos
completado a teoria, devemos construir a agéo total (Sr), como a soma da agdo do campo

com a agdo da matéria. De forma geral, em termos das equagées, podemos escrever que,
§s5[L] =0 = Egag=0, (4.6)

onde (Eg.s = 0), so as equagdes de campo para o vazio. Estas equagoes devem ser nao
lineares e portanto, agem como fonte do préprio campo. No entanto, o campo gravita-
cional é também gerado por conteddo material, desta forma, as equagoes de movimento

para o caso mais geral, devem ser escritas como,

Eqaﬁ ~ Ta,@, (47)

10s exemplos mais conhecidos na literatura de teorias métricas, além da teoria da relatividade geral
de A. Einstein, sdo a teoria de Brans-Dicke {BrDi 61] e a teoria bimétrica de Rosen [Rose 73].
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onde T3 representa o tensor de momentum energia da matéria, incluindo, assim, toda
forma de energia, exceto aquela de origem gravitacional. Aqui, o simbolo de simetria (~)
indica que nao fixamos o tipo de acoplamento. Ora, o tensor de momentum energia da
matéria, provém da variagio da agdo da matéria com respeito a estrutura métrica, v,

do espago tempo de fundo, assim,
6,80 ~ T*P6v,g. (4.8)

Entretanto, do principio de Hamilton, as equagoes de movimento (4.7), sdo derivadas do
processo de variagao da acdo total com respeito ao potencial tensor ¢, ou seja, a variagao

da agdo da matéria dever ser tal que também satisfaca a este requerimento, 1.e.,
5sSh ~ T8¢, (4.9)

Assim, de (4.8) e (4.9), concluimos que a agdo de matéria deve ser um funcional dos

campos de matéria e da combinagao:

Yo 1+ Pas- (4.10)

Ou seja, de maneira geral Sy deve ser escrita de forma a apresentar a seguinte dependéncia

funcional:

SM:SM[’l/Jp; ’Tag+¢5a5}. (4.11)

Desta feita, vamos definir a estrutura métrica (4.10) como a métrica deformada devido a

presenga do campo gravitacional, e a denotaremos por gag,

JoB = Yap + P, (4.12)

53



com inversa definida pela operacio,
9% gus = 8%, (4.13)

ou ainda,

g =" — ¢t 9" o + -, (4.14)

onde pontinhos, (...), indicam que a série continua indefinidamente, embora seja somavel,
conforme mostraram alguns colegas do CBPF [KIRo 97].

A decomposicao do tensor métrico g.s em uma soma da métrica do espaco tempo
de fundo e um campo tensorial h,3, ambos ndao observavels, sempre pode ser efetuada
para teorias que satisfacam ao principio de equivaléncia no que se refere a interacao da
matéria com a gravitagao. A demonstracdo rigorosa deste procedimento foi realizada por
L.P.Grischuck, A.N.Petrov e A.D.Popova [Gris 84| para a teoria da relatividade geral.

Entao, com os resultados acima, construimos a agdo da matéria de tal forma que
Sur = é/d‘*m\/——gﬁ, (4.15)
onde g representa o determinante da métrica g,,,
= det [V + G (4.16)

e o tensor de momentum energia da matéria, considerado o acoplamento com o campo

otencial), associado a esta acio, € dado por
P )

pes o _ 2 OWW=gbu) (4.17)

V=9  Odap

Em resumo, o que esta estrutura que acabamos de fundamentar nos diz, é que o
espago tempo prenchido pelo campo gravitacional é deformado pelo mesmo, e quaisquer

particulas materials teste, que nele estejam presentes, sentem uma estrutura métrica



efetiva, dada pela relagdo (4.12), seguindo geodésicas nesta geometria. Ainda mais, na
auséncia do campo gravitacional, é ficil verificar que a estrutura que emerge ¢ a da
relatividade especial. Vemos entaoque esta estrutura satisfaz aos postulados de uma

teoria métrica e, consequentemente, assegura a validade do principio de equivalencia -

PEE.

Para melhor compreender o que acabamos de realizar, vamos tomar um caso particular
de campos de matéria e efetuar o acoplamento com a gravitagao de modo a satisfazer ao
principio de equivaléncia. Consideremos o campo escalar 3. A acdo da matéria para este

campo, na auséncia de gravitagio, é dada por
1 «
Stey = ;]d“mv =y P yap. (4.18)
Como j4 é bem conhecido, para qualquer agao escrita na forma,
1o
S = —[d e AL, (4.19)
C

podemos definir o tensor de momentum energia associado, 7oA,

2 (L)
\/—__7 67‘1.@ ' (420)

T8 — _

Entio, de (4.18) e (4.20), o tensor de momentum energia para o campo escalar, T(?;’)g, é

dado por

2 [ -
T = o= (,;,/:wm*‘w\f_z/)m =|. (4.21)

Da relagiao para a derivada do determinante da métrica, temos:
01 = 17" 0vap = ~ V712807, (4.22)

de onde resulta,

i 1 — o
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I da identidade que scgue,

8 (1™ 8) = 0, (4.24)
encontramos:
ay+v prvo OVra
= -y —. 4.25
a’Yaﬁ a'Ya,G ( )

Assim, retornando estes resultados na expressio para o tensor de momentum energia do

campo 1, escrevemos por fim,
Toh = W — P P, (+.26)

Note que, da mesma forma que em (4.20), poderiamos ter definido o tensor de momentum

energia covariante,

_ 2 a(/L)
S = (4.27)

E importante frisar que as varidveis independentes na derivagao sao as derivadas do campo,

T

% o — com o indice covariante — e a métrica de fundo, ¥ ou Y.
Voltando a acao (4.18). do principio de minima acao, podemos efetuar a variagdo de
G ) P P gao, p G

Si4) com respeito ao campo escalar, ¢, a fim de obtermos a correspondente equagao de

movimento. Assim trabalhando, resulta

Oy = 0, (4.28)

ou de forma explicita

— (V=11 %a) 5 = 0. (4.29)

No entanto, no caso do espaco tempo embebido por um campo gravitacional, a métrica
Yap ¢ modifica para uma métrica efetiva, gag, que corresponde a geometria do espago
tempo deformado pela presenga do campo. Assim, no intuito de verificar o principio de

equivaléncia, os campos de matéria sentem este espago tempo deformado pela gravitagao
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presente, ¢ as cquagdes de movimento (4.29) devem ser modificadas para a forma:

1

o= (VF907Wa) 5 =0 (4.30)

onde ¢ = det[g,.].

Da mesma maneira, o correspondente tensor de momentum energia deve ser dado por

TL8 = 2paths — b uas. (4.31)

Ou seja, a operacao de acoplamento com a gravitagao equivale a substituir a métrica do
espaco tempo de fundo, que é aquele vdlido na auséncia de campos gravitacionais, pela
métrica efetiva do espaco tempo deformado pela presenca do campo gravitacional. E esta

operacao corresponde a efetuarmos a substituigao:
Yap T Gap (4.32)

na acio (4.18). Assim, considerando o acoplamento do campo escalar com a gravitagao,

teremos

1
Suy = E_/d';ﬂ?\/*giﬁ,aiﬁ,ﬁg“ﬁ- (4.33)

Vemos que esta expressio para a agao do campo escalar € um caso particular da expressao

geral apresentada em (4.15).

Devemos nos deter um pouco na forma da expressio (4.12). A maneira como cons-
trufmos o acoplamento modifica a teoria em seus resultados. A fim de continuar com
uma formulacio consistente e que satisfaga ao principio de equivaléncia, outras definigoes
poderiam ser operacionalizadas em (4.11). No entanto, escolhemos esta particular es-
trutura por nos servir mais convenientemente nas aplicagoes da teoria que estamos nos

preparando para formular.

57



4.4 A Acgao Total e as Equacoes de Movimento

Estamos finalmente preparados para escrever a agdo total, S, para esta formulagao
tedrica. Como j& sabemos, a agao total é escrita como a soma da agao do campo e

da matéria. Assim, das defini¢des (4.3) e (4.15) teremos,
1 " 1 4 .
Sp = Efd o/ FLU) + Efd e/ 3L, (4.34)

ou ainda,

Sy = %/mﬁ[c(r}) +wlarl, (4.35)

onde definimos,

w = ﬂ (4.36)

As equagées de campo podem ser obtidas utilizando o principio de Hamilton. Entao,

tomando a variagao de St com respeito ao tensor potencial, ¢, resulta:

457 = 0, (4.37)

ou, usando a expressio (4.35),
% [/ 6£U) + 6 (wlar)) = 0. (4.38)

Como L{U) é fungio apenas do invariante U, podemos reescrever as variagoes na forma,

SL(U) = g—éw (4.39)

Mas, desde que U = A — B, introduzindo a expressdo (4.6), escrevemos,

SL(U) = 2Ly FoPHE P np, (4.40)
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onde Ly representa a derivada de £(U/) com respeito ao invariante U, ou seja,

. aLy
= =2 4.4]
L 30 ( )

Por outre lado, como a variagao esta sendo considerada com respeito ao tensor potencial,

Pag, resulta:
1

7=

Mas, como ja definimos anteriormente, podemos reescrever {4.42) com ajuda da definigao

§(wlar) = (vV=gLm) . (4.42)

(4.17) como segue:

§ (VTaLw) = ~5v/ 95508 (4.43)

Logo,
§(wlar) = _%T“ﬁag,,ﬁ. (4.44)

Ainda mais, segue do acoplamento definido em (4.12) que
0Gap = 6 Pap- (4.45)
Desta maneira, reunindo os resultados encontrados em {4.38), obteremos
% / Atz [zz:UFﬂﬂ“wm;g — 2755 = 0. (4.46)

O primeiro termo, sendo composto por derivadas do potencial, pode ser reescrito, a menos

de termos de superficie?, e resulta ser
1
- / dto/— [—2 (Lo FoP) 5 — %T“#] Edan = 0. (4.47)
c

Como a variacio do potencial tensor, gz, é uma quantidade arbitréria, e ainda, conside-

rando que o mesmo é um objeto simétrico, concluimos que o termo entre colchetes deve

?Entendemos por termos de superficie, divergéncias totais, que nédo contribuem para as equagoes de

movimento.
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ser nulo, assim

[CoFa)] o = gT“". (1.48)

Estas equagoes constituem as equagbes de movimento para uma teoria geral construida
com o invariante U, de forma tal a obedecer ac principic de equivaléncia. Da maneira
como construimos, quaisquer particulas teste, desde que de origem nao gravitacional,
sentern uma estrutura meétrica Unica, deformada pela presenga do campo gravitacional.
No entanto, a prépria interagao gravitacional nao necessariamente interage consigo propria
da mesma maneira como qualquer outra forma de energia o faz. A expressao deste fato se
verifica na presen¢a do fator w nas equagdes de campo. Voltaremos a este assunto quando
for oportuno.

O tensor de momentum energia que aparece em (4.48), foi definido anteriormente,
na expressio (4.17). Devemos esclarecer o seguinte fato: construimos este objeto com
os indices contravariantes devido a nossa definicac do acoplamento, conforme a relagao
(4.12). Se houvéssemos construido com os indices covariantes, terfamos nos envolvido
em problemas matematicos no que se refere a variagio da agdo da matéria em termos de
T.p5, desde que g*® consiste em uma série infinita no potencial tensor. Assim, uma vez
admitida a definigdo (4.17), e desta maneira derivadas as equagdes de campo, usaremos
convenientemente a forma covariante do tensor de momentum energia e a forma mista,

com o auxilio da métrica do espago tempo de fundo, ou seja,

Tag = T“v'jf#q’yv’s (449)

T = Ty, (4.50)

Note que o usc da mesma notagao se faz bastante conveniente, uma vez que o objeto que
levanta e abaixa os indices ¢ a métrica y.5. Assim, quando escrevermos as equagdes de
campo na forma covariante — com respeite ao andar dos indices — ou mista, estaremos

sempre usando a definigio do tensor T*, dada em (4.17), e mudando os indices de andar
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segundo as regras (4.49) e (4.50).
As equagdes podem ser expressas em termos do objeto linear G}, introduzido em

(2.28). Para isto, vamos operar com a derivada em (4.48), segundo a regra da cadeia,

LuaF™0) 1 Lyt = S, (4.51)
Mas,
ﬁU,a = CUUUa; (452)
onde definimos,
8L
EUU = @_2’ (453)

e, finalmente, da expressdo (3.13),
P
Entdo, reunindo estes resultados em (4.51), resulta:

LouUak™) — LyGly = 1. (4.54)

Vamos escolher separar o termo linear no potencial tensor em um lado das equagdes e

manter todos os termos nao lineares juntos com o tensor de matéria. Assim procedendo,

encontramos,

Ly w
Grr = UV petw) _ Y e 4.55
(€] CU > ?‘LU ( )

Nesta forma, fica evidente que o caso linear® desta teoria geral cai perfeitamente nas

3Para o caso linear, i.e., aproximacio linear, encontramos:

Ly = const;
Ly = 0;
w=1+0(4),

e, desde que Tog ~ O¢,pg, teremos:
wTaﬁ ~ Lag.
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equagoes de Fierz-Pauli, que sdo também as equagoes linearizadas da relatividade geral.

4.5 O Tensor de Momentum Energia do Campo Gra-

vitacional

Jd vimos em {4.20), associado a uma agio qualquer, escrita na forma (4.19), como podemos
definir o tensor de momentum energia associado. Desta maneira, o tensor de momentum
energia do campo gravitacional, que denotaremos por t,,, pode ser construido com o

auxilio das equagdes (4.3) e (4.1), de onde definimos,

_ 2 3l/SFLW)
t,m,_ﬁ G (4.56)

Assim, expandindo a derivagio pela regra de Leibnitz,

L W gy, Za;ﬁr(g). (4.57)

t,., =
ny
V= 9
Usando a relagdo (4.23), encontramos que a derivacio aparecendo no primeiro termo da
expressao acima pode ser reescrita, resultando em:

Ov— 1
v _5\/:;%” (4.58)

Oyrv

onde utilizamos,
oy>P
OyHv

1
= 56(“,‘6@,,. (4.59)

Assim, as equagbes para o caso linear sao dadas por:

G o Ty + O($2).
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Segue entao que o tensor de momentum energia da gravitagdo, com a ajuda destes resul-

tados, é dado por
ac(t)
oy

tp:u — _L‘-(U)’Y“u -+ 2 (460)

No entanto, desde que £ = £(U), podemos expandir a derivada que aparece no dltimo

termo de (4.60),
aL(U) oLu) ou ou

Gy =AU Byw By (461)
ou ainda, das definigoes de I/ e do tensor campo gravitacional, encontramos:
au JF, OF,
_ TT o aTre o a po T
G 2 (F e F &wv) +2F R e + o 77, — FLE,. (4.62)

No primeiro termo entre parénteses, se usarmos a definicao de F,p, e notando que o
objeto ¢ag.y ¢ independente de v*, no que se refere a derivagdo, podemos reescreve-lo

mais convenientemente na forma,

JdF, ar Oy
Fore T8 _ o 79 A pRALY 4.63
a,.r,u:u a,-Ypu + F av,u:u ( )
Assim, se substituirmos {4.63) em (4.62),
aU oT aFYT L T
7.0 L =2F ngWw’j + 2F. Flpe + FrguF77, — FuF,. (4'64)

Resta-nos resolver o primeiro termo do lado direito da expressio acima. Para tanto,

usando a relagdo derivada em (4.25), poderemos escrever
a‘Y,uu = _'Ypa‘Yuﬁa'Yaﬁo (465)

Desta feita, retornando este resultado em (4.64) e usando (4.59), resulta finalmente

au
ayrv

= _FG(W)FG + 2F 7 Fope + Fpop 7770 — FLFL. (4.66)
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Entao, se introduzirmos (4.66) e (4.61) em (4.60), encontramos a seguinte expressio para
o tensor de momentum energia do campo gravitacional,

bt = LU W + 2L0 (25,5 Fopo + Fpo F?, — F () Fy — FuF,| (4.67)

ey

Note que (4.67) se trata de uma expressdo exata para a descrigao da energia do campo, no
que tange uma teoria construida desta maneira. Além desta forma, poderiamos derivar,
equivalentemente, o tensor de momentum energia diretamente do principio variacional.
Como pode-se facilmente verificar, associado a uma dada Lagrangeana, existe uma quan-

tidade conservada, ou seja, que tem divergéncia nula, e é dada pela seguinte expressao:

« OLU) o
T% = bup g, — — & sL(U). (4.68)
qs,uu;a
Obviamente que as duas definigdes para o tensor de momentum energia devem equivaler,
quando no cidlculo da energia do campo. Vamos procurar derivar a expressdo para 7% e
estudar o balanco de momentum energia entre o campo gravitacional e a matéria. Usando

os resultados que j& apresentamos em nossa dissertagao, é direto obter-se a forma explicita

de (4.68), que apresentamos a seguir:
Tog = —LygFeg o — 8%L(U). (4.69)

Este tensor, como afirmamos anteriormente, consiste em uma quantidade conservada,
referente ao campo gravitacional. No entanto, quando na presenca de fontes materialis,
haverd um fluxo de energia entre o campo e a matéria. Vamos entao, procurar pela

expressao que traduz esta idéia. Se tomarmos a divergéncia de (4.69), encontraremos

Taﬁ;a = [EUFQ(#U)] ;a‘r’SpV;ﬁ - LUF&(“V)‘?S#V;aﬁ - L(U),ﬁ' (4-70)
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Mas, a derivada da Lagrangeana pode ser reescrita em termos de seu argumento, na forma,
Lp=LyUpg=—LyF ¢, p (4.71)

de onde, retornando a (4.70),
T = — Lo P adua. (4.72)

Podemos notar que o lado direito de (4.72) contém as equagdes de movimento (4.48).
Desta maneira introduzindo estas equagdes em (4.72), encontramos que o balango de

energia é governado pela equagao:
w
T%a = —ET"”gf:“,,;ﬁ‘ (4.73)

Para o caso de nao haver fontes materiais, o tensor de momentum energia do campo

gravitacional se conserva, como jd esperavamos.

4.6 Propagacao das Descontinuidades do Campo Gra-

vitacional

A fim de melhor compreender do que trataremos a seguir, vamos investigar qualitativa-
mente um exemplo bastante comum ao nosso conhecimento a respeito de propagagao de
ondas. Consideremos uma carga elétrica acelerada a partir do repouso, em um dado tempo
t = t5. O campo eletromagnético produzido por esta carga serd inicialmente esttico (para
t < to), passando mais tarde para uma configuragio varidvel (para ¢ > tp). Desta forma,
haverao duas regides distintas do espago tempo onde o campo serd estatico ou varidvel. A
fronteira entre estas regides, nés denotaremos pela hipersuperficie &, a qual é entendida
como o cone de luz futuro ao ponto do espago tempo representando a posigdo da particula

para o tempo ¢ = to. Como ja sabemos, carga acelerada emite radiagao sob forma de on-
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das eletromagnéticas, entdo, a hipersuperficie I, representa a frente de onda da radiagao
emitida pela particula acelerada.

Para ser mais preciso, a hipersuperficie T é caracterizada pelas descontinuidades das
derivadas do vetor potencial eletromagnético através dela (£). Este fato ¢ facilmente
entendido se lembrarmos que no caso estdtico, para o qual t < tp, todas as derivadas do
vetor potencial (4,) sdo nulas, enquanto na configuragio de campo varidvel isto nao se
verifica. As descontinuidades das derivadas do vetor potencial através de X sao deter-
minadas pelas equacdes de movimento, que para este caso sdo as equagdes de Maxwell.
Ainda mais, como estas descontinuidades sdo levadas pela superficie Z, e representam a
frente de onda da radiacdo emitida, nés a denotaremos por ondas de chogue sobre tal
superficie.

O problema das ondas de choque sdo tratadas detalhadamente dos trabalhos de: (1)
J. Hadamard [Hada 52], onde é formalizado o problema matemdtico da evolugao das
caracteristicas e o problema de Cauchy; (ii} J. Plebanski [Pleb 70], no caso da propagagao
de descontinuidades em teorias nio lineares para o eletromagnetismo; e (iii) A. Papapetrou
[Papa 74] para o caso das ondas de choque gravitacionais na teoria da relatividade geral.
Uma apresentacio alternativa e bastante didatica deste problema pode ser encontrada

na tese de doutorado de L. R. Freitas [Frei 91]. Veja também as referéncias [NDL 97,

NDE 97a).

4.6.1 Ondas de Choque Gravitacionais

Como j4 vimos em secbes anteriores, mesmo que para o caso geral, a teoria do campo
gravitacional fol construida de tal maneira que as equagoes de campo possuem no maximo
derivadas primeiras do tensor campo gravitacional, Fog,. Para o caso livre de fontes

materials, as equagoes de movimento sao dadas por,

= 0. (4.74)

H

[ﬁUFa(W)]
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Desta maneira, as ondas de choque associadas a propagagao imposta por esta equagao
tensorial sera de ordemn n = 1. No entanto, F,5, ¢ composto pelas derivadas primeiras
do tensor potencial, ¢,5. Assim, com respeito a este segundo objeto, as ondas de choque
devem ser de ordem n = 2. A fim de determinar a propagacao do campo gravitacional,
podemos trabalhar equivalentemente com qualquer dos objetos tensoriais. Entdo, vamos
escolher o tensor potencial gravitacional para construir 0 método e fixar a notagdo, apos
1sto feito, vamos retornar ao formalismo com o tensor campo gravitacional para determinar

a propagacao das ondas, uma vez que compactificara enormemente os cdlculos necessdrios

para tal fim.

Seja a hipersuperficie ¥, definida pela equacgao
z(z%) = 0. (4.75)
(O espacgo tempo € dividido por ¥ emn duas regides distintas:

U™ (z < 0) (4.76}

Ut(z > 0). (4.77)

Dada uma fungao arbitrdria das coordenadas, f(z*), a sua descontinuidade através de X

¢ definida pela operagao:

flg = lim {f(PT) - f(P7)} (4.78)

{P+;P~}—P

onde denotamos os pontos Pt, P~ e P como pertencentesa U, U~ e ¥, respectivamente.
Uma vez fixada esta notagio, as relagdes que devem caracterizar as ondas de choque

gravitacionals de ordem n = 2, serao:

[$asly = 0, (4.79)

[ﬁbaﬁ,u]z = 0 (4-80)
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[qsaﬁ,#V]g # 0, (4.81)

para ao menos algum @gs ... Vamos escolher um conjunto auxiliar de varidveis {Z°}

definidas na visinhanga da hipersuperficie I, de tal forma que denotaremos

i = z(z%), (4.82)

7 o= fiz). (4.83)

Lembramos que indices latinos indicam as componentes espaciais, somente. Vamos impor
que as fungdes z(z*) e f*(z®) tenham derivadas continuas até ordem 2, e também que a

transformagido do conjunto {z®} para o conjunto {Z} seja nao singular, ou seja,

Bim
det [%] £ 0. (4.84)

Desde que &' representam coordenadas sobre ¥, teremos como consequéncia o seguinte

fato: seja F uma funcio das coordenadas &* : ¥ = F'(z*). Se F' for uma fungio continua

sobre ¥ e tiver derivadas espaciais,

oF  B8F

5 * (459
entdo, estas derivadas serdo continuas sobre X, ou seja,
[Pl =0, [Fa],=0, - (4.86)
Esquematicamente teremos: se F' = F(z*), entdo,
[Flg =0 = [EE],::U, [F,fcf}zzo, (4.87)

Desta maneira, das condigées (4.79) a (4.81), podemos escrever que:
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1} de (1.79):

[qbcx.@])j =0 = [qbaﬁ,f:]z =0 i [¢a6,fcf]8 =0 y T (488)

i) de (4.80):
(fapuly =0 = [bass], =0, [Bagacl =0, (4.89)

Finalmente, de (4.81), encontramos que, usando (4.88) e {4.89), s6 nos restard uma com-

ponente das derivadas que ndo anulara a relagio (4.81), qual seja:

(bapsaly 20 = [bapssl, # 0, (4.90)

que pode ser reescrita mais convenlentemente como,

["‘Saﬁ.ﬁﬁ]x - {a;izﬁ} = ¢ap # 0, (4.91)
pH

onde @,g sio certos coeficientes que chamaremos de tensor das descontinuidades. Vamos
procurar encontrar a partir de (4.91), uma maneira de explicitara descontinuidade (4.81)
fazendo uso dos resultados acima obtidos.

Primeiramente, vamos escrever (4.81) de maneira a relacionar as coordenadas {z*}

com o conjunto auxiliar {#*}. Do célculo diferencial elementar, encontramos a seguinte

regra,

. aqsaﬁ _ a¢'a,6 oz
Pabis = 30 T B30 Gor' (4.92)

Entao, tomando a derivada segunda, segue:

oz° 0z° &*ze

¢a,@,p.u - qbaﬂ,ﬁ&gﬁgx—u + Qbaﬁ,ﬁm;- (493)

Se considerarmos a descontinuidade desta relacdo diferencial através da hipersuperficie 33,

e usarmos os resultados (4.88), (4.89) e (4.91), resulta

Jz 0z
(bapuls = Papg 5

(4.94)
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Entretanto, as derivadas dz/dz* representam gradientes sobre a hipersuperficie ¥, e
si0 vetores normais a esta hipersuperficie. Estes objetos serao chamados de vetores de

propagacao, e denota-los-emos pela expressao:

ko, = —. (4.95)

Assim, de (4.94):
[‘f"aﬁ.#V}z = QPapkuky. (4.96)

Como dissernos anteriormente, a propagacao das ondas de choque para cada caso par-
ticular é determinada pelas equacdes de campo. Para o campo gravitacional, dentro do
quadro que vimos montando neste trabalho, as equagdes que determinam a propagagao
das ondas de choque da radiagio gravitacional sio dadas por (4.74). Podemos proceder
a este cilculo tomando a descontinuidade das equagdes de campo e usando diretamente
a relacio (4.96). Neste caso, precisariamos expandir estas equagdes em termos do poten-
cial tensor ¢ap, € resultaria em um complicado sistema a resolver. Contudo, podemos
fazer uso do préprio temsor campo gravitacional, F,gy, que compactificarad enormermente
as equacoes, permitindo-nos passar ao largo de alguma confusdo algébrica. Desta feita,
precisamos derivar as relagdes de descontinuidade deste objeto.

Do que estudamos anteriormente, vemos que, como F,g, é fungdo das derivadas

primeiras de ¢,g, sua descontinuidade através de ¥ € nula, ou seja,
[Fapulg = 0. (4.97)

No entanto, sua primeira derivada é fungao das segundas derivadas do potencial tensor,

logo, podemos escrever de forma compacta:
[F&.ﬂt—l,V])j = fcxﬁ,ukva (498)

onde f.p. é o tensor das descontinuidades do campo gravitacional e k,, como antes
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definido, é o vetor de propagagio do campo — mnormal a hipersuperficie de descon-

tinuidade, .

Antes de operar com as equagdes de campo, vamos obter algumas relagoes tteis ao

nosso proceder. Da identidade {3.10), obtermnos
Fap ulg =0, (4.99)

logo,

fo:,@,t.l]‘;"ll = 0. (4100)

Note que o objeto f.g, possue as mesmas simetrias do campo Fyg,. Vamos definir o trago,
foab® = fa, (4.101)

entdo a descontinuidade da derivada do trago do tensor campo serd dada per,
[Fauly = faku (4.102)

Da mesma forma como operamos com (3.10), se tomarmos a descontinuidade da identidade

(3.18), encontramos,
1 1 1
Fap by + oy ko + Fraks = 55"[,,, Fks + 55*[3 fagky + 55*[7 fo1ka- (4.103)

A fim de obtermos uma equacio escalar, vamos contrair esta expressdo com o produto

FoBr Y o que resulta em:
n— () k? + 2FPf, skok? + FOBAf kaky + FP fYkgk, = 0, 4.104
B~ iy

onde definimos,

n = Ffesn (4.105)
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¢ = Ff, (4.106)

e por k?, entendemos,

k= kk,. (4.107)

Uma vez obtidas estas relag¢bes, passemos ao estudo da propagagao das descontinuidades
do campo gravitacional. Primeiramente, vamos reescrever as equagdes de campo para o

vazio, mais convenientemente para 0s nossos fins, na forma
2oy (Fa--r,oFan.a _ FGF‘,-,Q) FC!(#V) + »CUFQ(#V),a = 0. (4108)

Entdo, tomando a descontinuidade desta equagao através de %, e usando as definigoes
(4.105) e (4.106), resulta:

L
2TUUU (n = ¢) F<t) kg + fo0)k, =0, (4.109)

e daqui, se tomarmos o trago desta equagio com respeito aos indices simetrizados, obte-

remos,

_gku (n— () Fhy = fka. (4.110)

Vamos procurar eliminar a dependéncia nos coeficientes fug, € fa nas equagoes (4.104) e
(4.109), no intuito de obtermos uma relagao que descreva a propagagio do vetor de onda,
k., em termos dos campos conhecidos. Podemos operar diretamente com as equagoes de
campo ou, mais facilmente, com a identidade (4.104), de qualquer modo, necessitaremos
trabalhar com estas duas relagoes.

O uiltimo termo que aparece ern (4.104), j4 pode ser diretamente resolvido por in-
termeédio da equagao (4.110),

L
F fkak, = Vz% (n — () F*FPhokg, (4.111)
u

restando assim, os termos segundo e terceiro desta mesma equagao. Vamos resolve-los
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separadamente.

Primeiramente, o segundo termo em (4.104}, pode ser facilmente reescrito: usando a

propriedade ciclica de f,g.,
ftapwy =0, (4.112)

e da relagdo apresentada em (4.100), encontramos,
2 FO fo s kak? = —F L anka k. (4.113)

Como vemos, o termo no lado direito desta relagdo, pode ser comparado com as equagoes

de campo, derivadas na forma (4.109), fornecendo assim,
L
2 FoB fo ko kT = 22%{5 (7 — ¢) FOPAFyaaykak?. (4.114)

Por fim, vamos procurar transformar convenientemente o termo que resta em (4.104).

Se contrairmos as equagdes de campo, (4.109), com k,:

2£1:UUU (7 — ¢) Fe ok, + fo ko k, =0, (4.115)

ou explicitando a simetria em fag+,
2% (n — ) Fe k, = — [ kok, — f**kqk,. (4.116)

Porém, de (4.100) e da propriedade de antissimetria de f,g,, vemos que o lado direito

desta relagao se anula identicamente, fornecendo a solugao:
Felg k, =0, (4.117)
ou ainda, desde que F** ¢ antissimétrico no primeiro par de indices:

Fr gk, =0, (4.118)
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donde resulta,

FoPAfokgks = 0. (4.119)

Desta feita, retornando os resultados, (4.111), (4.114) e (4.119) na equagao (4.104),

encontramos:
2 CUU afi Y EUU a
(n=QF +27=m~-0OF Fypaka k7 =27 = (1= () F*F kakg =0, (4.120)
que pode ser apresenta na interessante forma*:
B Lyy paf B _
5 +zE{F F(agy — F*F”| { kuk, = 0. (4.121)
U

Esta é a equagio que governa a propagagao das descontinuidades do campo gravitacional.
Podemos interpretd-la da seguinte maneira. O vetor de propagagao, k,, € um vetor
nulo em uma geometria efetiva, distinta da Minkowskiana, que depende da distribuigao do

campo e da dindmica em questio — consequentemente, da Lagrangeana. Assim, vamos

definir esta geometria efetiva, g*:
~pp v Luv [ ppas v %
g = +2E FHRECEY gy — FRF (4.122)
com inversa §,, definida pela operagéo:
G5 G = 6%, (4.123)
Usando esta nomenclatura, podemos reescrever a equagdo de propagagdo na forma,

7 kuk, = 0. (4.124)

“Note que retornamos & forma geral, valida em qualquer sistema de coordenadas, com métrica .,
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Por conveniéncia de notagdo, definiremos a quantidade A,

L‘l 1
AR = g =TT R P gy — FRFY (4.125)
Ly

e a expressio para a geometria efetiva toma a forma final,
G o= AR (4.126)

Como mostramos acima, k, é um vetor nulo na geometria efetiva g*”. A equacao

(4.124) pode ser reescrita como:

k*k, =0 (4.127)

onde usamos a métrica §* para levantar e abaixar indices:
k* = §*k,. (4.128)

Se tomarmos a derivada covariante, na métrica efetiva §og — denotaremos peto simbolo
) af P

. —, da relagdo (4.127), obteremos
Bk, = 0. (4.129)
Mas, desde que o vetor k, é umn vetor gradiente, resulta:

k*ky.p =0, (4.130)

ou seja, as trajetérias das ondas associadas ao vetor k, sZo geodésicas nulas da geometria
efetiva gag-

() que aprendemos nesta segdo é que as ondas gravitacionais, para a classe de teo-
rias compativeis com o formalismo que vimos desenvolvendo, se propagam em um espago
tempo deformado pela presenca do campo gravitacional, com estrutura geométrica dada

pela relagio (4.126). Note que, do principio de equivaléncia, estabelecemos que toda
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particula material ( de origem ndo gravitacional ) se propaga em um espago tempo de-
terminado pela métrica g, definida por (4.12). Assim, ondas gravitacionais enxergam
uma estrutura de espago tempo distinta da estrutura de propagacao de qualquer outra

particula ou interagio.
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Capitulo 5

Um Modelo para a Descrigao do

Campo

Nas secdes anteriores tratamos da construgao de umn cendrio geral que enquadrasse teorias
para a descrigao do campo gravitacional. Neste cenério, grande parte da teoria da relativi-
dade geral foi incorporada ao formalismo, naturalmente, pela aceitagao da universalidade
da interagio gravitacional com outros tipos de interagbes — que nao a prépria gravitagao.
Assim sendo, acreditamos ter incluido naquela formulagdo o principio de equivaléncia Ein-
steiniano bem como suas consequéncias observacionais. No entanto, nao extrapolamos a
aplicabilidade deste principio no que diz respeito a interagdo gravitagao-gravitagao. Como
consequéncia primeira desta escolha, obtemos que a estrutura geométrica percebida pela
prépria interagio gravitacional, por exemplo sob forma de ondas gravitacionais, difere
daquela sentida por qualquer outra particula ou interagdo, como ondas eletromagnéticas
por exemplo.

Neste capitulo vamos especificar um exemplo particular para a descrigio do campo
gravitacional e examinar suas propriedades no que diz respeito as predigoes observacionais
para este processo. A intengiio em se propor um modelo consiste no estudo de suas pro-
priedades gerais, apresentando sua aplicabilidade aos fenémenos jd catalogados e apon-

tando quais predigies diferem daquelas ja realizadas por outras teorias da gravitagao, em
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especial pela teoria da relatividade geral. A menos dos testes que envolvemn tao somente o
acoplamento do campo gravitacional com a matéria, podemos apontar desde ja que uma
teoria qualquer fundamentada nos preceitos gerais que estabelecemos neste trabalho, a-
presentard uma estrutura de propagagio distinta daquela apresentada pela relatividade

geral, no que se refere a propagacdo das ondas gravitacionais.

5.1 O Modelo

Nosso critério de escolha sera a procura de um modelo que satisfaga aos requerimentos
gerais construidos no capitulo 4, e que satisfaga aos testes observacionais cldssicos do
campo gravitacional. Vamos convergir nossas atengbes para o seguinte modelo para a

densidade de Lagrangeana do campo,

2 T
c=r1-7 L (5.1)

Como podemos facilmente notar, a inspiragdo para tal escolha provém da teoria nao
linear para o eletromagnetismo, proposta por Born e Infeld no comego do século (Veja as
referéncias [Born 33, Born 34, Boln 34]). Em verdade esta construgdo, para ser conforme
com o modelo de Born-Infeld, deveria incluir o quadrado do pseudo invariante do campo
gravitacional. No entanto, prosseguiremos sem a inclusao deste objeto, apenas por critério
de simplicidade, como ja discutimos no capitulo anterior. Caso tenhamos algum problema
com as predigdes observacionais realizadas pelo mesmo e se estes eventuais problemas se
reportarem a auséncia do pseudo invariante, entdo, acharemos este um bom motivo para
reformular a teoria, incluindo este objeto.

O pardmetro b que aparece em (5.1) é arbitrrio e tem dimensdo de inverso de com-

primento, 15to e,

o= (5:2)

como pode ser entendido facilmente se lembrarmos que estamos assumindo o potencial
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tensor adimensional. Em outras palavras, o invariante U tem dimensao de inverso de

quadrado de comprimento:
1

=I5 (5-3)

[U]
A constante, k,, que aparece no denominador do fator multiplicativo, deve ter dimensao
tal que a dimensdo da densidade de Lagrangeana, £, seja de densidade de energia, como
é usual. Assim, concluimos que &, deve ter dimensao de inverso de forga:

Iro] = EQL B {fojga}’ (5.4)

da mesma forma como encontramos em (2.11), para a constante de acoplamento, &, da
teoria linear.

O valor da constante b ¢ arbitrario, mas devemos assumir que seja tal que obdega a
condigao:

b>>1,

a fim de que tenhamos o bom limite linear para este modelo. Entao, se expandirmos a

densidade de Lagrangeana em termos deste pardmetro, encontraremos,

L =2 v + O(U?). (5.5)

2K

Assimn como esperdvamos de (4.4), para que o limite seja a teoria de Fierz-Pauli para
campos de spin 2. A determinagao do valor exato desta constante, b, poderd ser efetuada
quando confrontarmos esta teoria com a observagdo, claro que com algum teste especifico,
como por exemplo problemas de estrutura interior, similarmente a solugao de Tolman para
o caso de simetria esférica realizado para a relatividade geral. De qualquer forma, nao
fixaremos o valor de b neste trabalho, deixando-o em aberto para futuras investigacoes.
Serd suficiente para nds, admitir a validade do limite acima.

Antes de prosseguir na analise desta teoria, vamos derivar algumas relagbes 1teils a

calculos futuros.
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A derivada de £ com respeito ao invariante U é dada por:

-1/2

1 U
Ly=——1{1-—= : 5.6
v 2k, ( bz) (5:6)
E a derivada segunda ¢ dada por:
1 Uy\~?
Loy = — (1 - _..) . |
U= ¥ (5.7)

Destes resultados, podemos calcular a razido entre as derivadas, Ly /Ly, que é expressa

por

Lyy 1 /AN
Zr=w(w) (5.8)

Devemos passar a analise da consisténcia deste modelo com os efeitos observacionais,
ou seja, proceder a comparagao das predigoes tedricas com os dados experimentais dos
testes ja realizados para este tipo de interacdo. Primeiramente, qualquer teoria que se
proponha & descrigdo do campo gravitacional deve apresentar, em seu contexto, a teoria
Newtoniana como primeira aproximacio. Passemos entao ao estudo desta aproximagao

para o nosso modelo.

5.2 O Limite Newtoniano

A teoria cldssica Newtoniana para o efeito gravitacional, consiste em um modelo com vali-
dade restrita para uma estrutura de campo fraco e para um regime de baixas velocidades.
Assim, devemos proceder a este limite derivando as equagoes de movimento das particulas
materiais satisfazendo a estas duas condigbes. Primeiramente, vamos obter a expressao
para estas equagdes considerando o caso de campo fraco, mas mantendo a forma rela-
tivista das mesmas. A seguir, efetuaremos o limite de baixas velocidades e compararemos

os resultados com os equivalentes na teoria de Newton.
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5.2.1 Equacgoes de Movimento para Particulas Materiais

As equagoes de movimento, assim como estao escritas em (4.55), podem ser expandidas

em ordens do potencial tensor, ¢.g, como segue:
w
cw = -3 [—25, + O(#%)] T + O(¢°), (5.9)
onde o termo entre colchetes representa a expansao de 1/Ly,
L7l =~ =28, + O(4%).

O ultimo termo das equagdes (4.55) comegam a contribuir para as equagées de movimento
a partir da ordem O(¢%), e estd representado desta mesma maneira em (5.9). Devemos
notar ainda que o tensor de momentum energia da matéria é de ordem O(¢). Por este
motivo gue na expansao do fator multiplicativo, 1/ Ly, nés desprezamos o termo da ordem
de O(#?), uma vez que multiplicado por 7T, resultaria em ordem maior. Falta ainda
explicitar a forma da fungdo w, para isto, vamos escrevé-la de forma explicita, conforme

sua definigao apresentada no capitulo anterior, isto é:

Y= \/— det['}’pv + Qf’.w] , (5'10)

v det[7,.]

onde «,,, como usual, representa a métrica de Minkowski em coordenadas curvilineas

arbitrarias. Para uma configuracio de campo fraco, podemos estabelecer que
P K 1, (5.11)

assim, o determinante da soma pode ser desenvolvido em séries na seguinte forma,

det['}’uv + bl = dethﬂ:/] + Pap (det[Yw + du]) + 0(962) (5'12)

0Vap
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Mas, de {4.22), podemos escrever a diferencial do determinante acima como:

ddet{yu + Gu] = detly + G (777 — °7) 0 (Yor + dor) + O(47). (5.13)

Entao, considerando a derivagio com respeito a métrica de fundo, +y,,, e mantendo apenas
os termos que, multiplicados por ¢,g, conforme mostra a equagao (5.12), contribuirao na

ordemn: de grandeza desejada, resulta:

(det v + dul) = detlyulr™ + O($). (5.14)

OVap

Retornando este resultado a expressdo (5.12),
det[v,. + @] = det[yu] + det['yw]'yaﬂqbag + O(géz). (5.15)

A fungao w pode ser reescrita, nesta aproximagio, na seguinte forma:

_ \/" det['ﬁw} (1 + ¢’)

’ Vv det[¥,u]

ou ainda, fatorando convenientemente o termo 4/ — det[v,.], obtemos:

+ O(é*), (5.16)

w= /14 ¢+ 0($?), (5.17)
que, mediante uma expansao em séries, fornece a seguinte expressao para w:

w=1+ g + O(¢%). (5.18)

Vamos fixar o sistema de coordenadas cartesiano, que iremos utilizar a partir daqui, em

todos os calculos desta segio. Lembramos que ¢ = ¢*, (trago de ¢,,). Desta feita,

as equagoes de movimento em ordem mais baixa em ¢,p coincidem com as equagdes de
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Fierz-Pauli, isto €,

Gl = — kT + O(4°). (5.19)

O termo de ordem O(¢?) que deixamos de escrever em (5.19) é dado pelo segundo termo

da série (5.18), que resultaria ser:
Ko 5
Ty ~ O(¢%). (5.20)

Isto porque o tensor de momentum energia é da ordem das derivadas do potencial tensor,
$ag, como pode ser entendido das equagoes lineares. Vamos manter este termo de segunda

ordem nas equagdes aproximadas e reescrever (5.19) na forma,

G = &, (1 + g) T + O(4%). (5.21)

Justificamos manter o termo de ordem O($?) nas equagdes (5.21) pelos motivos jé expostos
quando analisamos o mesmo problema na teoria linear. Naquele caso, tivemos necessidade
de derivar a expressio para o tensor de momentum energia do campo, em ordem O(¢?),
e soma-lo is equagdes de movimento a fim de satisfazer ao limite correto das equagGes
Newtonianas para o movimento de particulas materials — para ser mais claro, a equagao
para a forga, derivada pela expressdo do potencial gravitacional. Para a teoria que estamos
tratando, devemos manter as equagoes até a mesma ordem de grandeza no potencial
tensor, o que consiste em manter o segundo termo na expansao da fungdo w, em (5.18).
Assim, de (5.21) e da propriedade da divergéncia ordinaria nula de G} —- conforme

equagio (2.36) — obtemos:

Ko [(1 + g) T“"} L+ 0(8%) =0, (5.22)
que pode ser reescrita de forma expandida como

beg s (14 8) 1o, -0 (53)
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Vamos separar o termo com a divergéncia do tensor de momentum energia antes de

integrarmos a equagao no volume que contém a particula. Assim,

P 3
™, + ————=<T" = 0{(¢"), 5.24
2(1+2) (#) (5:24)
ou ainda, desde que ¢ < 1,
™, + ——‘i’é"TW = 0(¢). (5.25)

Para alivio de notagao omitiremos o termo representando a ordem de grandeza desprezada

a partir de agora até o final desta segio. Voltaremos a falar de aproximagao apenas quando

for necessario.

Finalmente, passemos a integragdo das eguagées de movimento. Considerando a inte-

gracio de (5.25) sobre um volume espacial, V, que contenha a particula, encontramos:
3 1 3
f BTk, + Mf &z ¢ T* = O. (5.26)
y 24y
No primeiro termo, podemos expandir a soma da seguinte maneira,
f BTk, = / LT, + f BaTok . (5.27)
% 1% %

Porém, como o segundo termo do lado direito é uma divergéncia espacial, podemos rees-
crevé-lo em termos de uma integral de superficie. Desta feita, se estendermos a superficie
de integragao para a regido exterior ao conteddo material, teremos o anulamento da
integracio, uma vez que o tensor de momentum energia da matéria se anula nesta regiao

[ver discussao da integragio (2.54)]. Assim, a expressdo acima se reduz a:

1 g
/vd3$ Tap.“ = ;E‘/‘;d:‘ﬂj Tag. (528)

-

E conveniente definir o 4-vetor momentumn, ou mais simplesmente 4-momenturn, assim
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como o fizemos em (2.56), através da definigdo:
1 3
P, = —f Bz To. (5.29)
cJV

Introduzindo o resultado (5.28) e a definigao do 4-momentum na equagio (5.26), obternos

0F,
ot

l 3 B
+ ijd 2 ¢ Tt = O. (5.30)

Vamos admitir como uma boa hipétese que a variagio do campo (relacionado ao potencial
tensor, @, ) sobre o volume da particula seja desprezivel, ou mesmo nula. Assim o segundo

termo em (5.30) pode ser reexpresso como segue:

orP, 1 3 .
—5? + §¢'“Ld :I:Ta = O. (5.31)

O tensor de momentum energia da matéria, em uma primeira aproximagao pode ser

apresentado em termos da densidade de massa e da 4-velocidade,
T = pouru” + O(¢), (5.32)

onde pg e u* foram definidas em (2.60) e (2.62), respectivamente. Esta aproximagao para
o tensor de momentum energia é verdadeira uma vez que este tensor deve representar a
energia de interagdo matéria-matéria e matéria-gravitagao. Assim, 7" pode ter termos
que representem este acoplamento (matéria-gravitagdo), e devem ser, por exemplo, do

tipo:

uHu" .

§6 nio admitiremos presenca de termos nao lineares em ¢,g, desde que representariam
energia de interagio gravitagao-gravitagdo. Desta maneira, podemos introduzir a ex-
pressio (5.32) em (5.31), mas somente no segundo termo, pois como a integral esta mul-

tiplicada por ¢, a contribuigao extra proveniente do tensor de momentum energia pode
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ser desprezada, pois resultaria em termos de ordem superior a que estamos considerando
nas equagoes de movimento. O mesmo ndo € verdade com respeito ac 4-momentum F,.
Neste objeto os outros termos oriundos do tensor de momentum energia da matéria con-
tribuiriam para a expressao na ordem requerida. Assim, desde que, neste momento, nao
conhecernos a forma explicita de T#¥, nao podemnos substituir a mesma em P,.

Entao, introduzindo (5.32) em (5.31), encontramos:

oF, 1 3 o
5 + Eqb"u./vd T po ugu’ = 0, (5.33)

ou ainda, desde que u* é constante para esta integragio, e usando também as definigdes

(2.60) e (2.61), obtemos:

dP, mc?

2
S+ a1 5 = 0. (5.34)

c?

Relernbramos que m representa a massa da particula e v* = v*vy, onde v* é a componente

espacial da 4-velocidade multiplicada pela velocidade da luz

Desde que a diferencial do tempo préprio, dr se relaciona com dt através da expressao:

'!)2
dr = dty[1 — = (5.35)

a equacio (5.34) se transforma em

AP, mc

=+ geud’ = 0. (5.36)
or 2

Esta é a equagido de movimento de particulas materiais, para uma situagao de campo

fraco, para a teoria a que vimos desenvolvendo. No entanto, podemos ainda, a partir de

(5.36), procurar pela equagdo diferencial para o movimento em termos das 4-velocidades
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— diferencial nas 4-velocidades. Para assim proceder, precisamos derivar a expressao
do 4-momentum P, em termos das quantidades conhecidas. De modo analogo ao que
fizemos para o caso linear, podemos comparar as equagdes (5.36) com as equagoes de
Euler-Lagrange, uma vez que devern ser as mesmas equagdes de movimento. Assim, das

equagoes de Euler-Lagrange,

1daL oc

cdrdur  dzh 0 (5:37)
impotmos que as seguintes relagdes sejam satisfeitas:
mc? ac
8
Q" = ——, .38
5~ P8t 5 (5.38)
e
1 3L
Py =—-—. 5.39
¢ Ju= (3-39)

Primeiramente, vamos integrar a equagao (5.38), a fim de obter a densidade de La-
grangeana, que resolverd o nosso problema de determinar ¢ 4-momentum, Fy, através

da relagao (5.39). Integrando (5.38) em dz®, resulta:

L= szcz jda:“d),,guau'g + fu*), (5.40)

onde f(u*) é a constante da integragdo em z®, portanto deve ser uma fungao das 4-
velocidades da particula. A densidade de Lagrangeana que estamos examinando repre-
senta uma particula de massa m, submetida a uma dada configuragao de campo gravita-
cional. Assim, para o caso do campo ser nulo, £ se reduz & densidade de Lagrangeana de

uma particula livre. Impomos entao que

IimL = ufu,, (5.41)
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de onde obtemos a seguinte forma da fungao f(u*):

mc2

fur) = —-uu. (5.42)

Desta feita, retornando este resultado em (5.40), encontramos:

mc?

mc? u
5 uu,. (5.43)

L=-
2

/ dz® ¢,ﬁuauﬁ +

Como a integragao acima esta sendo efetuada em z%, ¢ desde que

podemos usar a transformacio

6 o
dz® = ~5$-’;—d'r = cu®dr, (5.44)

para transformar a integragio em dz® para dr. Logo, utilizando (5.44) na integral que

aparece em (5.43), resulta:
/d:r“qé,ﬁuc,uﬁ = c/d'r u“uauﬁq&,ﬁ. (5.45)

Assim, podemos reapresentar £ na conveniente forma:

mc?

2

2
L= _m2c /d‘r uCu,uPd g +

ufu,,. (5.46)
Finalmente, estamos prontos para derivar a expressac para o 4-momentum, F,. Intro-
duzindo a densidade de Langrangeana (5.46) na relagio (5.39), teremos

m

2
P, = ; fd'r (2u,,‘uﬁqb,g + u‘”uatblp) + mecu,. (5.47)

Desta maneira, uma vez obtida a expressio para P, retornamos as equagdes de movimento
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(5.36), de onde obtemos,
(20w + uuad) + -2+ cufuuds = 0. (5.48)
c

Como vemos, esta expressio é independente da massa da particula, j& mostrando con-
corddncia com o principio de Galileu. Se reagruparmos os termos e usando a trans-

formacao que segue,

wWog = —— (5.49)

obteremos a seguinte equagio de movimento das particulas materiais numa configuragao

de campo gravitacional fraco,

lduy _ uug L) u“é?_qé
cdr 2 8z¢  2c07

(5.50)

Jé adiantamos que o limite Newtoniano consiste nao somente na redugao para campo

fraco mas também em tomar o limite para baixas velocidades. Passemos entdo ao estudo

desde caso.

5.2.2 Limite para Baixas Velocidades

Vamos assumir, além da condicdo de campo fraco, dada pela equagio (5.11}, o limite

para baixas velocidades, ou seja, vamos impor sobre as equagdes de movimento a condigao

adicional,

v <& C. (5.51)

As equagbes que devem emergir destas duas condigdes serdo as representantes do limite

Newtonjano para esta teoria de campo. Primeiramente vamos procurar pela equagdo que

rege a forga sentida pela particula quando na presenga de um dado campo gravitacional.
Da definigio do 4-vetor velocidade,

_ 190z=

¢ ar’

[» 4

U

(5.52)
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encontramos que as componentes espacials deste objeto obdecem a seguinte condigao:

19z 10zF F
k
:_____z—————:—<<1? 5.53
“ c Or c Ot c ( )
onde usamos
dr = dt. (5.54)
Enquanto a componente temporal, u?, se reduz a:
10z°  18ct
W=-"" o =], (5.55)

c Ot c Ot
Considerando os resultados acima e ainda a situagdo de campo gravitacional estitico, as

equagdes de movimento (5.50) serdo dadas por:

1du* 1
ZER I, A
P L 1, . (5.56)

Mas, de (5.52),
vy, = 14+ — = L (5.57)

Logo, substituindo em (5.56), encontramos:

1du® 1¢ o (5.58)

c dt 27 )
Como estamos analizando a configuragdo de campo estatico, as dnicas componentes que
sobrevivem sao as espacials, fornecendo a expressao diferencial:

1dv® 1,
= - .59
2 dt 28 2 (5.59)

ou ainda,

dvk pad)
- = o (T) : (5.60)

Da teoria Newtoniana, a expressao para a forga aplicada sobre uma particula devido a
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sua interacio com o campo gravitacional é dada por:

k
% = ok (5.61)

onde ¥ representa o potencial Newtoniano'. Assim, se compararmos os dois resultados:
(5.60) para o modelo que vimos desenvolvendo, com a equivalente expresséo para o modelo
de Newton, encontramos que o trago do potencial tensor se relaciona com o potencial

Newtoniano, resultando:

20
b= (5.62)

Vamos nos deter ainda um pouco mais no territério da aproximagio de campo fraco
e baixas velocidades, e procurar pela equagio que representa a equagdo de Poisson, rela-
cionando o Laplaciano do potencial com a densidade de massa. Das condigées acima
estabelecidas, para estes limites, as componentes do tensor de momentum energia da

matéria podem ser escritas na seguinte forma aproximada:

T ~ pc (5.63)

T# =~ 0. (5.64)
E, adotando o “gauge” de Lorentz, as equagdes de campo (5.19) sdo apresentadas como:
Dhap = KoTap, (5.65)

onde hqg estd definido em (2.33), e a escolha de coordenadas que usamos sdo determinadas

pela relagio (2.34). Entdo, tomando o trago desta equagao, obtemos:

Oh = kT = &, *p. (5.66)

1Voltamos a chamar atengio para o fato de estarmos usando o nome potencial Newtoniano de maneira
nio usual no que se refere a dimensio fisica associada. Note que no nosso caso, esta quantidade carece
de uma dimensio de massa.
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E, desde que

resulta,

O¢ = —k, cp. (5.67)

Explicitando o operador D’Alambertiano em termos das derivadas com respeito as coor-

denadas temporais e espaciais, isto &,

0* )
O=—5-V" (5.68)

onde v/? representa o operador Laplaciano, e retornando as equagoes de campo, notando

ainda que o potencial é estdtico, encontramos:
2, 2
VP = ko (5.69)

Finalmente, introduzindo (5.62) nesta ultima equacio, resulta:

ViU = : (5.70)

No entanto, a expressao para a equagao de Poisson que provém da teoria Newtoniana, é

dada por
vV = 4nGp. (5.71)

Assim, comparando estas duas expressoes, concluimos que a constante de acoplamento, x,,
para o modelo que estamos tratando, pode ser convenientemente escolhida para resultar

no correto limite Newtoniano, ou seja,

831G

Ko = (5.72)

Deste modo, vemos que o modelo proposto para a descrigdo do campo gravitacional
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se adequa perfeitamente bem ao limite de campo fraco e baixas velocidades, que é dado
pela teoria de Newton para a gravitagao. Em verdade, o uso que fizemos do modelo (5.1)
consistiu apenas na sua primeira aproximagdo, que Ja exigiamos anteriormente quando
construimos o caso geral. Concluimos assim, que o limite Newtoniano é facilmente recu-
peravel, somente impondo que a teoria geral, ndo singularizando qualquer modelo, tenha
em sua primeira aproximagao a forma (4.4), a menos de uma constante multiplicativa.
Note que o mesmo nao acontece na teoria linear de Fierz-Pauli. L4, foi necessario somar o
tensor de momentum energia da gravitagio e modificar a teoria a fim de se obter o limite
Newtoniano correto, o que levava a uma inconsisténcia em cada ordem de corregao que
somavamos as equagoes de campo. Para o nosso caso, a presenga do fator w, oriundo do
acoplamento que realizamos, se torna definitivo quanto a questao deste limite.

Agora que jd mostramos a redugdo para este caso, vamos prosseguir examinando as

predigoes da teoria no que diz respeito a solugdes exatas. Por exemplo, a configuragéo de

campo solar.

5.3 Solucgao Estatica, Esfericamente Simétrica

Nesta secao, procuraremos resolver as equagoes de campo para a regiao exterior a uma
distribuigao de massa esfericamente simétrica, em regime de campo estatico. Por campo
estatico entendemos uma situagio em que as equagoes de movimento devem ser indepen-
dentes do tempo (coordenada tempo) e também que sejam invariantes sob transformacao
de inversido temporal. J4 que derivaremos solugdes para uma configuragao esférica, vamos
escolher um sistema de coordenadas adequado, coordenadas esféricas {t,r,0, 9}, nas quais

a métrica do espago tempo de fundo tem a seguinte forma matricial:

\ 0 0 0 —r25in% 6
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Passemos entao, a procura das solugées para esta simetria.

5.3.1 Solugoes das Equagoes de Campo

Vamos fixar as componentes ndo mulas do potencial tensor para serem fungdes apenas da

coordenada radial, e as definiremos como:

$oo = ¢% = p(r) (5.74)

¢ = ¢t = —y(r). (5.75)

Para alivio de notagao vamos denotar estas fungdes simplesmente por g e v, nao esque-
cendo a sua dependéncia em r. Em termos das componentes do tensor campo gravitaci-

onal, Fpp,, encontramos:

v
Fl(_)g = —;‘ (5?6)
Fipz = % (T‘U —r? %i:') (5.77)
F133 = F122 SiI'J.2 8. (578)

Note que estas componentes do tensor campo néo sio as tinicas nio nulas, mas todas as

outras sao escritas em termos destas — as outras componentes sio obtidas das simetrias

de Fa}g“.

Temos ainda o trago deste tensor, Fy, que apresenta a Unica componente nao nula:

L (5.79)

:37' r

Desta feita, podemos passar ao célculo dos invariantes do campo, A e B, que resultam

€Ims

_ 1 ou O ’ 2
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B~ -5 (%) (581)

Assim, podemos obter a expressio da diferenga dos invariantes, que denotamos em (4.2)

por U,
U= — — ——. (5.82)

As equagbes de movimento para a regiao exterior a distribuigado de massa, onde o

tensor de momentum energia da matéria é nulo, sdo dadas por (4.48), ou seja,
(Lo P o = 0. (5.83)

Assim sendo, dos resultados obtidos anteriormente para este problema de simetria esférica,
resulta as seguintes componentes nao nulas das equagdes de campo:

(1) componente p = v = 0:

(;9_7' (rvly) =0; (5.84)
(ii) componente g = v = 1:
d v
= (5.85)
(iii) componente g = v = 2:
OLy { Op d [ Ou B
o (TE — u) — L',Uém; (7‘2‘; — u) = 0. (5.86)

E finalmente, a iiltima componente nio nula, p = v = 3, é proporcional a equagao (5.86),
a omitiremos portanto.

Se substituirmos a equagao (5.85) em (5.86), encontraremos que esta ultima ja é iden-
ticamente satisfeita. Resulta entdo, em apenas duas equagoes diferenciais para as fungoes
u{r) e v(r), mostrando ser o sistema, a principio, determinado. Resta-nos assim, resolve-

lo.

Se introduzirmos a equagéo (5.85), resolvida para a derivada radial de p, na expressao
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do invariante U, de (5.82), encontraremos:

Uv=-=. (5.87)

Assim, a expressdo para Ly, dada em (5.6), se torna,

1 2 -1/2
Ly = (1+ Y ) . (5.88)

B 2K, b2r2

Com isto, a solugdo para a fungdo v(r) pode ser facilmente derivada usando (5.88) e a
equacao diferencial (5.84). Primeiramente, como podemos facilmente perceber, a equagao

(5.84) pode ser diretamente integrada, resultando em:
T’UJCU = :’\u (5.89)

onde ), é uma constante de integragado. Introduzindo a expressio para Ly, de (5.88), em

(5.89), nos restard a seguinte equagao algébrica para a determinagao de v(r):

L2 -1/2
U (l + ) = 2K h = C. (5.90)

b2r?

O valor da constante C;, que definimos acima, sera fixo pelas condigoes assimptéticas da

solugdo. Tomando o quadrado de (5.90) e resolvendo em termos da fungio incégnita v(r),

v(r) = % (1 _ G )—1/2. (5.91)

h2rd

obtemos finalmente:

Para uma regiao razoavelmente afastada da origem, esta solugao deve fornecer como resul-
tado o potencial Newtoniano para este mesmo tipo de simetria. Neste caso, expandindo

a equagdo (5.91) em séries e mantendo apenas o primeiro termo, encontramos:

v(r) = — + O(r°). (5.92)
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Desta forma, para que esta solugao tenha o limite correto, fixaremnos o valor da constante

C, para ser,
_2GM

2

C, {5.93)

C
onde M ¢ a massa total da particula — fonte material do campo — localizada na origem.

Devemos remarcar que a solugdo condizente com o limite Newtoniano, para este caso,

consiste emn resolver as equagdes de campo para o vazio — regiao exterior a distribuigao

de massa,

G =0, (5.94)

para esta particular simetria. Dai a seguranga em escolher o valor da constante C, na

equagao do potencial. Usando este resultado, a solugdo para v(r) toma a forma final

or) = 2EM [1 - (3)4] " (5.95)

c2r r

onde definimos a quantidade r, em termos das outras constantes que aparecem,
. 2GM
T =

° bc?

(5.96)

Agora que detemos a solugdo para v(r), vamos procurar resolver a equagao que resta
para determinarmos completamente as solugoes deste problema. Da equagao (5.85),

integrando-a para a funcao pu(r),
p(r) = /d’r‘f—g'r—), (5.97)

e introduzindo v(r), de (5.85), encontramos,

—1/2

u(ry = 251 /dr?% [1 - (Eﬂ . (5.98)

c? T
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Vamos trabalhar esta integragido separadamente. Denota-la-emos pelo simbolo [I:

I= /dr - ! (5.99)

rZy/1 — (rc/r)‘!-

Podemos transformar [ facilmente para a seguinte forma:

1

I /rd ! /rd
= Y e = Y .
eyttt I Ty -2 (v + r?)

Nesta ultima expressio, reconhecemos a forma de uma integral eliptica, que se apresenta

(5.100)

no caso geral como,

F(w,0) = Va1 & | dt\/( - (5.101)

v = &) (v + o)

COIll

cota = é (5.102)
a

d
CoOSTw = o (5.103)

Desta maneira, se compararmos esta forma geral da integral eliptica com a nossa inte-

gragdo, em (5.100), resulta

ea=d=r, (5.104)
. 1 T
cotay = — = 1 = a = arctan (1)=E (5.105)
TC
e também
rﬂ r:
COSw = — => W = 4IcCos —. (5.106)

T T

Assim, em (5.101)

¥ —r2) (9 + 1)

F(w,n/4) = 7. f dyx/( = (5.107)
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e, se compararmos com /, de (5.100), encontramos por fim

I[= ;F(w,w/é). (5.108)

<

Retornando para a expressao de p(r), em (5.98), escrevemnos sua solugio em termos desta

integral eliptica, resultando:

p(r) = ZGﬂfF(w,ﬁ/él) + tg, (5.109)

r.C

onde p, é a constante de integragio, e deve ser escolhida, similarmente como aconteceu
na solugdo para v(r), para garantir o bom limite assimptotico.
E notdvel que as solugoes de p(r) e v(r) sejam validas apenas para uma regiao exterior

ao ralo critico,

=T,

Como podemos ver, de (5.96), o valor numérico desta posigao radial esta inversamente

relacionada com o parametro da teoria, b, na forma:

2GM
T, = o (5.110)

O valor numérico deste pardmetro ainda nio fol dado, mas como jd& vimos da construgao

deste modelo, este valor deve ser grande para que a teoria tenha o bom limite assimptético.
Desta feita, o valor deste raio critico, em principio, deve ser muito pequeno, mas finito.
Um estudo detalhado desta situagdo ainda nao fol desenvolvida mas faz parte do nosso
projeto, a ser desenvolvido brevemente. O fato de haver umn raio minimo para as solugoes
que estamos tratando pode estar relacionado com um limite de compactificagio da matéria
e deve levar a resultados fundamentalmente distintos dos alcangados pela teoria da relati-

vidade geral, no que diz respeito a evolugao estelar e ao processo de colapso — formagao

de buracos negros.

99



5.3.2 A Geometria Efetiva — Particulas Materiais

Quando o espaco tempo estd preenchido por campos de gravitacao, ele é deformado de tal
maneira que a estrutura métrica se modifica da Minkowskiana para uma outra, efetiva,
que contém a informacdo da presenca do campo gravitacional. Tal como realizamos o
acoplamento com a matéria, definimos que a estrutura geométrica do espago tempo fosse

representada pela relagio (4.12), ou seja,
Guv = Yuv +¢pu; (5111)

implicando assim em uma universalidade da interagio entre energia nao gravitacional e

energia gravitacional. Desta maneira, o elemento de linha de uma particula no espago

tempo deformado devido & presenca do campo ¢ dado por

ds® = g, dz"dz", (5.112)

ou, de (5.112),
ds® = (Y + P ) dz¥dz”. (5.113)

Assim, para um campo com simetria esférica, cujas solugdes apresentamos na segao ante-

rior, encontramos,

ds? = (1 + p) Pdt? — (1 + v) dr® — r?dQ?, (5.114)

onde d2? é o elemento de linha usual de uma 2-esfera,
dQ? = df® + sin’® fdy”. (5.115)

De forma explicita, a expressao acima pode ser apresentada como

2 9 4)-1/2
dszz{H Gng ar }czdtz_{w@[l—(ﬁ)} }drzgrgdﬂz.
¢ Wt —rd c’r r

(5.116)
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Apesar da forma complexa em que se encontra, veremos que apenas precisaremos de sua

primeira aproximacio para resolver os testes observacionais classicos da gravitagao?.

5.3.3 A Trajetoria das Particulas Teste - Estrutura de Campo
Solar

As solugdes que encontramos para uma configuracaoc de campo estatico com simetria
esférica se aplica perfeitamente bem a estrutura de espago tempo que experimentamos
nas visinhancas do Sol, desprezando-se quaisquer corregdes devido ao desvio da esferi-
cidade da distribuigdo de massa da estrela ou outras pequenas perturbagoes, que nao
consistem em alteracoes significativas para o que iremos examinar nesta segdo. Assim
sendo, vamos procurar pela descrigao que a teoria fornece para os problemas ja testados
para esta configuragao de campo — estrutura de campo solar. Vamos proceder de maneira
analoga a relatividade geral, procurando pela equagdo que governa a orbita das particulas
teste. Entendemos por particula teste qualquer corpo material com massa muito pequena
comparada com a massa central — fonte material do campo. Particulas teste podem
ser planetas ou fétons (ondas eletromagnéticas), por exemplo. Primeiramente, se ex-
pandirmos as solugdes do campo, p(r) e v(r), em ordens de grandeza da separagao radial,
obteremos, respectivamente:

2GM GMrt GMrE

ulr) = r  Bc2rs 19¢%r°

+O(r™1%), (5.117)

_2GM  GMr! | 3GMr®

c?r c2rs 4c?r®

+ 0@ ). (5.118)

v(r)

Como podemos notar, o primeiro termo que contribui para o campo é da ordem de O(1/r)
enquanto o préximo termo, nas expansoes das duas fungdes sé contribuem na ordem
O(1/r%). No entanto, no que tange os testes que iremos realizar, nas equagoes finais de

movimento, os inicos termos que contribuem para os efeitos observaveis serao os de ordem

2Precessdo do periélio, desvio dos rajos luminosos em um campo gravitacional, atrazo temporal em
pulsos de radar e o desvio gravitacional para o vermelho.
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O(1/r*) no méximo. Vamos omitir nas equagoes que seguem a indicagao dos termos que
estaremos desprezando, sé indicando quando necessario explicita-los.

De posse destas prerrogativas, o elemento de linha apresentado em (5.114), juntamente
com os resultados (5.117) e (5.118), se torna

A A
ds? = (1 — w) cAdi? — (l + —) dr? — r%df? — r¥sin? 8dp?, (5.119)
r

r

onde, para alivio da notagdo, definimos

2 M
GM (5.120)

S
I

Para encontrar as equagbes de movimento de particulas testes presentes num espago
tem po embebido por um campo gravitacional, lembramos que este movimento deve seguir
as linhas geodésicas na geometria que define este espago tempo. Assim sendo, as orbitas
destas particulas sao derivadas das equagdes de Euler-Lagrange, que seguem do principio

variacional;

5]43 -0, (5.121)

onde ds é dado por (5.119), de forma aproximada. Introduzindo o elemento de linha

(5.119) em (5.121), reescrevemos esta 1ltima equagio na forma®

A . )
5] [(1 — ﬁ) 2 — (1 + i) 7 r?8% — r?5in? 0% ds = 0. (5.122)
r 7

Onde aparece um ponto sobre uma coordenada qualquer, g, estamos representando a

derivada da mesma com respeito ao parametro de linha s, ou seja:

3Note que, em principio, ao introduzirmos a expressao de ds em (5.121), resultaria em uma raiz
quadrada do termo entre colchetes em (5.122). No entanto, como é bem conhecido para o caso em que
estamos tratando, o problema variacional se apresenta o mesmo para os dois casos. E, desde que é muito
mais simples tratar do problema sem a raiz quadrada, adotamos a forma apresentada em (5.122). Para
detalhes a respeito, veja discussdo na referéncia [Adle 75].
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Vamos definir a fungio entre colchetes, na expressao (5.122), por ¥

A . A .
F= (l - _) it (l + —) 7 - 20 - rsin® 6 o2 (5.123)

r T

As equagdes de movimento que seguem do principio variacional, sao identificadas com as
seguintes equagoes de Euler-Lagrange para o problema,

d OF QF

FRE T (5.124)

Vamos trabalhar com cada componente das equagoes (5.124) separadamente.

j‘i- [2 (1 - %) cf] =0 (5.125)

de onde encontramos, por integragio direta,

(i) componente p = 0:

(1 — —f-\—) ct = const = ho; (5.126)

r

(1) componente p = 1:
Esta componente corresponde a equagao para a varidvel radial. Entretanto, é mais simples

obter a mesma (equivalente) diretamente do elemento de linha (5.118), tomando a divisao

por ds?, de onde encontramos:
)\ 272 A -2 22 2 - 2 -2
B=[l——=]ci*~|1l+—-]7 —r 0" —r sin” fp°, (5.127)
r T

onde § assume os valores:

1 , particulas massivas
B8 = (5.128)
(0 , particulas nao massivas;
1il) componente g = 2:
d, ,; X .
E(rzf?) = r?5in f cos § 3, (5.129)
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iv) componente u = 3:

d
- (2% sin?8 ) =0 (5.130)

S

de onde resulta, mediante integragao:
r?sin®f ¢ = const = ,. (5.131)

Estas quatro equagdes, (5.126), (5.127), (5.129) e (5.131), devem resolver o problema
de se obter a 6rbita das particulas para este caso de simetria esférica em regime de campo
estatico. Primeiramente, na equagao (5.129), se escolhermos para um dado tempo préprio?

inicial a condigao:

g=0, (5.132)

e fixarmos o angulo:

T
g =— .
5 (5.133)

encontraremos que esta equagao resulta ser identicamente satisfeita. Contudo, uma vez
que as condigbes iniciais determinam de maneira univoca a solucao de uma equacio di-
ferencial, concluimos que as condigdes acima devem ser respeitadas para qualquer tempo
préprio. Como pode ser facilmente entendido, as condi¢Ges impostas por (5.132) e (5.133)
implicam na redu¢ac do movimento das particulas testes a uma 4rbita planar, assim
como ja esperavamos do conhecimento experimental para estes tipos de problemas, como
no movimento planetario por exemplo.
Com estes resultados, se retornarmos as equagdes de movimento, encontraremos, de
(5.127):
g = (1 - %) Pt — (1 + é) 72— rip?, (5.134)

e, de (5.126) e (5.131), seguem:

r

by = (1 — 5) ct (5.135)

“Por ternpo préprio estarnos chamando ds/c. Note que as equagdes foram derivadas com respeito ao
parémetro s que é relacionado com o tempo proprio a menos de urmna constante — a velocidade da luz, c.
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I =72 (5.136)

Estas constantes que aparecem nas 1iltimas duas relagoes, h, e [, sio constantes de movi-
mento, e devern se relacionar com a energia e momentum angular das particulas testes.

Da forma como se apresenta, a equagdo (5.135) é particularmente interessante. Ela
descreve como varia a coordenada tempo a medida em que a particula se move ao longo
de sua trajetéria. Com o valor de A, dado em (5.120), esta equagao implica na predicdo de
um desvio gravitacional para o vermelho, tal qual é apresentado na teoria da relatividade
geral, indo de encontro as verificagdes experimentals.

Vamos procurar escrever a equagao diferencial que governa a érbita das particulas

testes. Introduzindo as relagées (5.135) e (5.136) na equagao (5.134), resulta:

PEANE L A7 A\
72 = hl (1——2—) - = (1+ﬁ) —ﬁ(1+—) : (5.137)
T T T T

Vamos definir a derivada de um objeto qualquer, g, com respeito a coordenada angular

@, de acordo com a notagio:

el
i
[Tw]

Assim, a derivada da coordenada radial com respeito a ¢ € dada por,

, _drds T (5.138)

= =
dsdp ¢
e ainda, usando a equagdo (5.136) encontramos uma Gtil relagdo entre a derivada “ponto”

(com respeito ao tempo préprio) e a derivada “linha” (com respeito & coordenada angular),

qual seja:

F= 0 (5.139)

Para tornar este um problema andloge ao Keppleriano vamos, antes de prosseguir, efetuar
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a seguinte mudanga de variavel:

1
= —, 5.140
u= > (5.140)

de onde, tomando a derivada com respeito i ¢, resulta:
P =l (5.141)

Nesta nova varidvel, a equagao de movimento (5.137) € reescrita como,

2
- ho

e

(1-22)7 () -2 (), (5.142)

]

Esta equacao, se integrada nas varidveis u e ¢, implica na solucio completa para a érbita

das particulas. De maneira geral podemos apresenta-la implicitarmente na forma:

(p:(pﬁ/ : du. (5.143)
\/ k 2 _ B

O nosso objetivo é encontrar as equagoes que prescrevemn cada um dos fendmenos
que procuramos resolver. Portanto, é conveniente que derivemos estas equagoes de modo
similar ao que ¢ realizado na teoria da relatividade geral e amplamente divulgado na
literatura, pols neste caso, uma simples comparagao das equagoes de movimento para cada
caso encerra o problema. Para uma revisao a respeito do método empregado e resultados
para os testes experimentais cldssicos veja as referéncias [Wein 72, Adle 75, Will 93]

Vamos entao, tomar a derivada da equagao (5.142) com respeito a variavel ¢, a fim de

transforma-la em uma equagao diferencial de 2 * ordem. Assim procedendo, encontramos:

A2hR? —~
'y = 2 0 (1 — ,\zuz) ? uu' — (1 + )vu,f1 w
A
-I—%(I + /\u)—z wiu' + 2}6? (1+ )\u)_z u'. (5.144)

Uma solugao imediata desta equagdo consiste em tomar a primeira derivada da varidvel

106



u igual a zero, isto é,

u =0, (5.145)

resultando na prescrigio:

T = const, (5.146)

que € a solugao para uma orbita circular. Este resultado também € encontrado na teoria
Newtoniana da gravitagdo.
Para o caso mais geral, quando u’ 3 0, podemos fatorar esta quantidade na equagao

(5.144), resultando em:

u? BA 1

_ A%R? U u .
- (1+ Au.)2 202 (1 + Au)z '

2o(1-xuwy 1+

H

A
+ 5 (5.147)

Neste estdgio, j4 podemos expandir a equagdo em poténcias de u e manter apenas termos
de no méaximo ordem u?, desde que qualquer ordem superior a esta, apresenta contribuicdes

nao detectaveis observacionalmente. Usando as expansoes abaixo,

(I—Azuz)_2 = {1423+ -}
14+ 2e)™ b = {1 —duw+ 222
( ) { }

(1+Au)‘2 o {1_2/\“_1_3/\2,”2.__}

em (5.147), encontramos a seguinte equagdo para a drbita,

»_ BA A2 BA? 3x 382% , 3
u _E!§+ PRT ~1liu+ 5 T 20 w4+ O(u®). (5.148)

Esta equagio deve ter como casos particulares a prescrigao para a precessao do periélio
das drbitas das particulas assim como para a deflexdo dos raios luminosos quando os
mesmos trafegam em uma regiao de campo gravitacional aprecidvel, por exemplo, préximo
a um corpo massivo como o Sol. Vamos procurar escrever a equagao que rege cada

fendmeno separadamente.
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5.3.4 A Precessiao do Periélio das Orbitas Planetarias

Antes de mais nada, desde que estamos lidando com particulas massivas nesta derivagao,

reduziremos o problema para o valor correspondente da constante 3, ou seja,

como haviamos prescrito em (5.128).
Para um planeta qualquer do sistema solar, temos como boa aproximagao que o lado

direito da relagdo (5.135) é muito préximo da unidade — nimero 1 —, permitindo que
(5.149)

escrevamos
ho = 1,

5

, &

e como a variagao de u com a posigiao do planeta (variagdo angular) é muito pequena

equagao (5.148) tem como primeira aproximagao,
(5.150)

Assim, concluimos que a constante de movimento [, apresenta a seguinte ordem de
(5.151)

grandeza:
— u'

Usando estes resultados em (5.148), e desprezando os termos superiores em ordens de u,
A 3Au?
bl (5.152)

7 _
vrtu=aE T

encontramos

ou ainda, retornando o valor da constante A, conforme definimos na equagao (5.120),

u?, (5.153)

_CGM  3GM

resulta:
"
U 4u=
c2i? c?

SEsta variagdo sé seria significativa caso houvesse uma dorbita com grande excentricidade, o que cer-

tamente nio corresponde aos exemplos que temos no sistema solar.
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Esta equagao difere da equivalente na teoria Newtoniana pelo termo,

3IGM

o2

u?, (5.154)

que € o bem conhecido termo que resulta no efeito da precessao do periélio das 6rbitas
planetarias, como € observado no sistema solar. Note que este resultado coincide exata-

mente com as predigées da teoria da gravitagao de Einstein para este mesmo fendmeno.

5.3.5 O Desvio dos Raios Luminosos

Para o caso de raios luminosos, devemos tomar o valor da constante 3 em (5.148), para

ser:

(5.155)

Devemos avaliar o primeiro termo no lado direito desta expressio, pois no caso de particulas

com massa de repouso nula, temos

ds =0, (5.156)
o que 1mplica em
1
1 0 (5.158)
no=0 .

No entanto, se usarmos as relagdes (5.135) e (5.136), encontraremos,

ZL—: =l — Au)uzg—;. (5.159)
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Logo,

(};—)2 = (1 — Au)’ut (%)2 , (5.160)

razio esta, que para o caso de raios luminosos® é da ordem:

(-?’-")2 ~u? + O(u?). (5.161)

o}

Assim sendo, o primeiro termo no lado direito de (5.155) pode ser negligenciado quando
comparado aos outros termos — nao apresenta contribuigao detectivel. Entao, a equagao
resultante para a 4rbita de um raio luminoso é dada por,

IGM

c?

u?, (5.162)

"
u +u=

que novamente, corresponde exatamente & predigio fornecida pela relatividade geral para
este fenomeno. E, obviamente, leva ao valor observacional experimentado, como ja é bem
conhecido desde 1919.

Finalmente, o quarto teste cldssico da gravitagdo, que é conhecido como o atrazo
temporal dos pulsos de radar emitidos na diregao dos planetas interiores (mais préximos
do Sol), é automaticamente satisfeito pela equagio (5.162). Com isto, vimos que as
predigoes desta teoria, até a ordem em que se pode testar hoje em dia, no que tange ao
acoplamento da matéria com a gravitagdo, em nada difere das predigdes efetuadas pela
relatividade geral. Nao podem entao, estas duas teorias, serem confrontadas até este mo-
mento. Obviamente que existem outros testes a que devemos submeter este modelo, afim
de procurar pelas discrepancias observacionals que podem vir a aparecer, ou nao. Destes
testes, um dos malis importantes consiste no cdlculo da emissao de energia gravitacional
[PeMa 63, Eard 73] por um sistema estelar duplo colapsante, o pulsar bindrio {Tayl 79].
Em verdade, ja realizamos este teste com o modelo apresentado neste trabalho, e até onde

pudemos alcangar, os resultados continuam sendo equiparados aos da relatividade geral

SPara raios luminosos, a variagio angular com o tempo é facilmente encontrada para ser da ordem de
c/r, numa aproximagio da mecdnica clissica.
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(Para detalhes, veja referéncia [NoDe 97]). Deixaremos a apresentacio dos resultados
deste experimento para uma outra ocasido, e passaremos a investigar agora, o problema
da propagagio das ondas de choque gravitacionais e ondas de choque eletromagnéticas.
Como }Ja vimos, devido a nao extrapolagao do principio de equivaléncia no que se refere a
interagao gravitagao-gravitagio, encontramos que uma estrutura geométrica efetiva para
a propagagao das interagdes gravitacionais, emerge naturalmente desta teoria. Estrutura
esta, distinta daquela sentida pelas outras interagoes que possam haver. Neste sentido,
um resultado completamente novo deve surgir da anélise deste problema, levando-nos as-

sim a um cenario em que esta teoria possa ser testada e comparada com outras teorias da

gravitagao.

5.4 A Velocidade das Ondas Gravitacionais

Como ja examinamos nas segoes precendentes para esta teoria, os testes observacionals
classicos sao satisfeitos tdo bem quanto se pode esperar de uma teoria que se proponha
a descrever o campo gravitacional. No entanto, a interagdo gravitagio-gravitagio se pro-
cessa distintamente da interagdo matéria-gravitagao, implicando assim, que a propagacio
de ondas eletromagnéticas se diferencie da propagagio das ondas gravitacionais [NDFA 97].
Com isto, as velocidades associadas a estas modalidades de ondas, nao necessariamente
se idenficardo, apontando para uma nova categoria de testes observacionais possiveis de
se realizar a fim de por em teste este modelo tedrico, a0 mesmo tempo confrontando a

mesma com outras teorias da gravitagdo que fornecem a mesma velocidade para estas

ondas.
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5.4.1 Ondas Eletromagnéticas e Gravitacionais na Solugao Es-
fericamente Simétrica

A estrutura métrica que define a propagag¢ao das ondas eletromagnéticas ¢ dada pela

expressao (4.12),
Guw = Tw + uu- (5.163)

Vamos definir o 4-vetor nulo, [, nesta geometria a fim de representar o vetor de onda

associado as ondas luminosas. Assim, {,, obdece a seguinte relagio:
Ll.g" =0, (5.164)

onde g* € a inversa da métrica (5.163). Da mesma forma como estudamos no caso
geral das ondas de choque gravitacionais, o 4-vetor [, é escrito como um gradiente so-
bre a superficie de descontinuidade do campo eletromagnético. De (5.164), definimos as

componentes contravariantes deste 4-vetor,

= g, =0, (5.165)

€ TeesCTeveInos (5.164) na forma

11, = 0. (5.166)

Tomando a derivada covariante com respeito a métrica g,,, € usando o fato de [, ser um

vetor gradiente, resulta,

Pl = 0, (5.167)

que é a equagdo que representa as geodésicas nulas para a geometria considerada. Note

que definimos a dupla barra (||) como a derivada covariante com respeito a meétrica efetiva

Guv-

Para a solugdo esfericamente simétrica, podemos expandir a soma (5.164) da seguinte
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maneira:

(1) g% + (L)% g™ + (L) 9% + (2)? 9™ = 0, (5.168)

ou ainda, usando a prescrigao do campo em termos das fun¢des pu(r) e v(r), encontramos

R 2 2 RY:
14 p 1+ v 2 r2sin‘ 8

onde as solugdes destas funcdes, pu(r) e v(r), sio dadas pelas equagdes (5.109) e (5.95),

respectivamente.
Diferentemente das ondas eletromagnéticas, as ondas gravitacionais se propagam através

das geodésicas nulas determinadas pela estrutura métrica definida em (4.126),
ghr =P 4+ AR, (5.170)

onde A*” é definido por (4.125) e apresenta, neste particular modelo, a seguinte forma,

[0 ¥ ) — FREY . (5.171)

As componentes deste objeto podem ser encontradas facilmente introduzindo aqui os

resultados da segdo 5.3, e resultam ser:

v
av o (5.173)
T (2 - U) '

e todas as outras nulas. Usando a expressao de U, de (5.87), e a solugdo de v(r), apre-

sentada em (5.95), encontramos:

2 2
a0 =AM (5.174)

b2cird

At = A% (5.175)
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A expressao que determina a propagagdo das ondas de choque gravitacionais esta definida

em (4.124), e escrevemos na forma:
kok, 5™ =0, (5.176)

onde k, é o vetor de onda definido em (4.95). Assim, esta expressdo fornece:

1M | 1GPM?\ e (k) (ks
(1 - bcirt )(kO) - (l - b2crd ) (kl) B r? B 72 Sin29 B O, (5-177)
ou, se usarmos a definigdo (5.96),
2GM

=53 (5.178)

podemos reescrever (5.179) mats compactadamente como segue:
T (ko) — (k)] (R (k) 5.179
) (ko) = (k)] =T = g = O (5.179)

Desta forma, desde que as ondas gravitacionais e eletromagnéticas se propagam em es-
truturas geométricas distintas, uma interessante primeira questio surge: qual das ondas
possue maior velocidade? Para responder esta questio é suficiente que examinemos a
norma do 4-vetor [, na geometria §**, ou equivalentemente a norma do 4-vetor k, na

geometria g*. Vamos definir a norma destes vetores nas diferentes geometrias,

122 |ls= Lubog*” (5.180)

| & {[,= kukug™. (5.181)

Assim, podemos resumir a situagio como segue. Estabelecemos que as ondas eletro-
magnéticas se propagam no cone nulo da geometria g,g enquanto as ondas gravitacionais
sdo representadas pelo cone nulo da geometria g,5. Entao, se o 4-vetor I, for tipo tempo,

espago ou nulo na geometria gqg, a velocidade associada a uma onda eletromagnética serd

114



menor, maior ou igual a velocidade da onda gravitacional, respectivamente. Equivalen-
temente, se o 4-vetor &, for tipo tempo, espago ou nulo na geometria g,3, a velocidade
associada a uma onda gravitacional serd menor, maior ou igual a velocidade da onda
eletromagnética, respectivamente.

Vamos prosseguir com a norma (5.180). Para a solugdo esfericamente simétrica, a

expressao para esta norma pode ser explicitada como,

I (1= 5 oo - ) - G ) (5.182)

r? r?sin?

No entanto, se compararmos esta expressao com a apresentada em (5.169), vermnos que os

ultimos dois termos podem ser identificados, implicando em

12 (1-5- e - (1-E- o) wr. e

T 1 +v

Vamos expandir as solugdes das fungdes que aparecem na expressao acima e manter apenas
os termos mals fortes na série que resulta. Estes termos € que determinamo sinal da norma

que estamos calculando. Assim procedendo, resulta:

26M , , 206M,
I & 1= o, ()" = — = ()" +0(2), (5.184)

ou seja,
| 2 1l,< 0. (5.185)

Donde concluimos que I, € um vetor tipo espago na geometria determinada por §ag,
resultando assim que a velocidade das ondas eletromagnéticas é maior do que a velocidade
das ondas gravitacionals, considerada a estrutura do campo gravitacional que tratamos.

Esta diferenca de velocidades leva a importantes quesides experimentais, como por
exemplo a possibilidade de existir radiagio Chérenkov de origem gravitacional [Cave 80],
ou seja, a emissdo de radiagdo gravitacional quando uma particula material excede a

velocidade de propagagido das ondas gravitacionais, similarmente ao que ocorre com a
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eletrodinamica nos meios continuos [Land 69].
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Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um novo caminho para se construir teorias alternativas para
a descrigao do campo gravitacional, preservando o principio de equivaléncia no que diz
respeito a interagao entre a matéria e a gravitagao, mas deixando livre o acoplamento
entre as 1nteragdes gravitacionais consigo proprias. Construimos um cendrio geral onde
podemos formular tais teorias e apresentamos um particular modelo, bem como algumas
de suas aplicagoes.

Até onde realizamos, o modelo escolhido, dentro do quadro geral que fundamentamos
nos capitulos iniciais deste trabalho, é perfeitamente capaz de prescrever os fenémenos
relacionados aos efeitos da gravitagao tde bem quanto a teoria da relatividade o faz. K bem
verdade que nao apresentamos aqui todos os resultados que a relatividade geral apresenta,
mas continuamos examinando as predigdes desta teoria para os demais fendmenos, e até
o presente momento continuamos obtendo resultados compativeis com a experimentagio,
como por exemplo no teste do pulsar bindrio (veja referéncia [NoDe 97]).

O ponto fundamental que deve ser comparado com outras teorias da gravitagao con-
siste na prescrigdo da propagagao das ondas gravitacionais, uma vez que admitimos estru-
turas efetivamente distintas para as interagoes gravitacionais e materiais. No entanto, a
completa auséncia de observagoes diretas a cerca destas interagbes impede que esta com-
paragao seja realizada imediatamente. Existe uma grande expectativa na comunidade
cientifica de que nos préximos anos seremos capazes de fazer medigdes de ondas gravita-
cionais. Ja existem diversos projetos de detectores de interferometria (como mais impor-

tante exemplo o sistema LIGO/VIRGO) em andamento em muitos paises. Acreditamos
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que o advento da detecgdo destas ondas possa resolver definitivamente dentre quais cami-
nhos devemos trilhar para se formular uma boa teoria da gravitagao. Esclarecemos que a
nossa particular proposta nao encerra, em absoluto, as possibilidades de se fundamentar
teorias deste género, isto é, permitindo acoplamentos distintos entre matéria-gravitagao
e gravitagao-gravitagdo. Gostariamos sim, de fortalecer a proposta de se admitir que
tals teorias possam perfeitamente bem serem formuladas sem contrariar aos resultados
observacionais ja catalogados para a gravitagio.

Dentro do quadro apresentado neste trabalho, as perspectivas de exame deste cendrio
sdo muito amplas. Vamos listar abaixo algumas das mais importantes questdes, que

devemos dar continuidade imediata:

e O estudo rigoroso da solugdo esfericamente simétrica no que se refere aos efeitos
de estrutura de campo forte. Como vimos, a primeira corregdo além da ordem
necessiria para se realizar os testes cldssicos, aparece na ordem de O(r %), e nesta or-
demn o parametro b introduzido no modelo que designamos contribui para a solugao.
Neste caso devemos encontrar uma maneira de fixar o valor deste pardmetro e pro-

ceder ao estudo do limite das solugdes de campo imposto pela dindmica do sistema;
e A questao da existéncia ou nac de estruturas tipo buraco negro;
e A formulagdo Hamiltoniana da teoria, bem como o processo de quantizagdo candnica;
¢ O problema do colapso estelar;

o As solugdes cosmolégicas e a compatibilidade com os modelos mais aceitos para o

UNIverso;
¢ Solugoes de radiagao gravitacional;
e A energia do campo gravitacional;

e Questoes relacionadas a diferenca de velocidade de propagacido das ondas gravitaci-
onais e eletromagnéticas. Por exemplo as consequéncias do surgimento de um efeito

Cherenkov gravitacional para o modelo apresentado.
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