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Resumo

A estatistica de Boltzmann-Gibbs e sua conex@o com a termodinamica constituem,
h4 mais de um século, uma teoria poderosa para explicar fendmenos fisicos sempre que
as propriedades eztensivas (ou aditivas) da termodindmica sejam satisfeitas. Porém, ha
situacOes fisicas onde o formalismo de Boltzmann-Gibbs falha; consequentemente, se faz
necessario encontrar um formalismo mais abrangente que envolva, em certo grau, uma nao
extensividade. Nio extensividade (ou nao aditividade) é um conceito muito importante
em algumas areas das ciéncias atualmente e uma termodindmica néo extensiva chegou
a ser, nio uma alternativa, sendo uma grande necessidade em disciplinas como fisica,
quimica e biologia.

Como uma possivel solugdo, Tsallis propés uma forma de entropia generalizada para
sistemas nao extensivos.

Assim, nesta tese estudamos alguns dos problemas que a estatistica padrdo ndo pode
resolver. Discutimos alguns aspectos fundamentais da estatistica de sistemas nao ex-
tensivos; tais como, nio aditividade das fungdes termodindmicas, perda de fatorizagéo
da funciio de particio, limite termodindmico em sistemas com interacdes de alcance ar-
bitrério, etc. Estudamos o calor especifico do rotor rigido anisotrépico. Derivamos o
ensemble grand-canénico para sistemas quanticos, e aplicamos para o problema do gés
ideal quéntico —sistemas de particulas que n&o interagem, mas poderiam efetivamente
evoluir em um espago ndo Euclidiano (multi-fractal). Calculamos o calor especifico do

Hélio liquido e comparamos com valores experimentais disponiveis e com outras teorias



conhecidas. Finalmente, discutimos algumas propriedades dos sistemnas com interagoes de
longo alcance a fim de obter o limite termodinamico das quantidades envolvidas; especifi-
camente, estudamos um fluido que inclui interacoes de longo alcance tipo Lennard-Jones,

onde o termo atrativo decae como 1/r* (0 < o < 12).
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Abstract

The Boltzmann-Gibbs statistics and its connection with thermodynamics has for a
long time been a powerful theory for explaining succesfully several facts in nature whenever
the extensive (additive) thermodynamic properties arc satisfied. However, there exist
several physical situations where the extensivity is violated, hence the Boltzmann-Gibbs
statistics fails and a new formalism is needed. In recent years, an important concept such
as non-extensivity {(or nonadditivity) has been developed in some areas of the science and
a formalism for a nonextensive thermodynamics becomes an imperative necessity and not
an alternative in physics, chemistry, biology, etc.

As a possible solution, Tsallis has postulated a generalized entropy for nonextensive
systems inspired in multifractals.

In consequence, some problems in standard statistical mechanics are studied. Some
fundamental aspects for nonextensive systems are discussed in this thesis; such as, no-
nadditivity of thermodynamic functions, no factorization of the partition function, ther-
modynamic limit for systems with long-range interaction, etc. The specific heat of the
anisotropic rigid rotator is calculated. The grand canonical ensemble for quantum systems
is derived, and the formalism is applied to the quantum ideal gas —systems of particles
with no interactions, but that could effectively evolve into a non-Euclidian (multifractal)
space. The specific heat of the liquid helium is calculated and the present results are com-
pared to the other theoretical results and experimental results. Finally, some properties

of systems with long-range interactions are discussed with the aim of defining adequately
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the thermodynamical limit. In particular, we present a study where a fluid includes a
potential like Lennard-Jones inter-molecular interactions, where the attractive tail of the

potential decays as r~* (0 < o < 12).
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Introducao

O objetivo principal da mecanica estatistica de equilibrio é calcular quantidades termo-
dindmicas a partir das interagGes microscdpicas como, por exemplo, o valor médio da
energia ou do nimero de particulas e outras como o calor especifico, magnetizacao, etc.
Para fazé-lo definimos a fun¢do de particdo (ou a fungio de distribui¢do) do sistema. A
partir desta fungdo podemos derivar todas essas quantidades. Estes cdlculos estao feitos
em todos os bons livros de mecénica estatistica (por exemplo, [1, Cap.9], [2, Cap.9] ou
[3]). Embora bastante estudada, a entropia S ainda é um conceito sutil, existindo virias
defini¢bes desta grandeza. Gibbs [4] e Shannon precedido por Boltzmann, introduziram
uma forma que da os resultados corretos para todas as propriedades dos sistemas em

equilibrio mais conhecidos. A expressao por eles proposta é

S =—kp>_ prlnps, (i)
R

onde {pr} é um conjunto de numeros tal que > ppr = 1 e kg € a constante de Boltz-
mann., Faz-se notar que uma das propriedades desta entropia é a aditividade. O sentido
do conceito aditividade (ou extensividade) é o seguinte: dois sistemas X 4 e X com proba-

bilidades pgr, e pr, (Ra=1,2,...,Wa; e Rg = 1,2,..., Wg) sio independentes sempre
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que a probabilidade pg,, do sistema X4 + Xp satisfaca pr,, = Pr,Pr; V (Ra, Rp), entéo

prova-se que

S(Xa + Xg) = S(X4) + S(Xz) (ii)

A estatistica de Boltzmann-Gibbs e sua conexao com a termodindmica tem sido uma
teoria poderosa para explicar os fendmenos fisicos sempre que as propriedades extensivas
(aditivas) da termodinémica sejam satisfeitas. Porém, hd situagdes fisicas onde o for-
malismo de Boltzmann-Gibbs falha; consequentemente, se faz necessario encontrar um
formalismo mais abrangente.

N&o extensividade (ou ndo aditividade) é um conceito muito importante em algumas
arcas da fisica porquanto a necessidade de uma termodinamica nao extensiva é bem conhe-
cida em cosmologia, gravitagio e astrofisica. R. Balian {5, pag. 134] chama explicitamente
a atencao sobre estes problemas, ele escreveu “As condicdes pare a validade do limite ter-
modinamico tem sido estabelecidas, mostrando sob quais circunstdncias a entropia é uma
quantidade extensiva. Isto ajuda-nos a entender as imitacdes que existem, por exemplo
em astrofisica, sobre a estabilidade da matéria”.

Alguns autores tém discutido situacdes que envolvem buracos negros, supercordas,
o problema gravitacional de N-corpos em trés dimensoes, etc., onde o formalismo de
Boltzmann-Gibbs falha e ndo pode ser aplicado para descrever tais fendmenos. Por exem-

plo, podemos citar textualmente como eles tem apontado o problema:

A. M. Salzberg [6], “Obtem-se ezatamente a mecdnice estalistica em equilibrio de gases

em uma ou duas dimensdes, onde as particulas interagem através de forcas gravita-
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cionais. Acha-se que esses sistemas sdo coracterizados por uma termodindmica ndo
extensiva levando a comporiamentos algo evocadores da formacdo de uma estrela do
po interestelar”, e acrescenta “Uma interessante complicagdo que origina-se nesses

gases € a natureza ndo exlensiva das funcdes termodindmicas.”

W. C. Saslaw [7], “Quando as intera¢des sdo importantes os pardmetros poderiam per-
der suas propriedades intensivas e extensivas pare subregides de um sistema dado.
(...) . Afim que exista rigorosamente o limite termodindmico, um sistema de-
ve ter um estado base de equilibrio. Pare que um estado tenha uma energia livre
minima deveria ser saturado. Isto significa que um incremento em N deizaria inal-
terade a energia livre por particula. Deste modo, a energia livre € proporcionel a
N. Se a energia livre cresce com uma poténcia maior do que 1 de N, entdo, no
limite termodindamico como N — 00, a energia livre também chege a ser infini-
ta. Assim o estado base viria a ser mais e mais condensado com o0 incremento
de N. De um ponto de vista levemente diferente, N poderia crescer e V' decrescer
indefinidamente, fazendo impossivel atingir o limite termodindmico com p[= N/V]
constante. Sisternas gravitacionais ndo saturam e ndo tém um estado de equilibrio
final. Um sistema gravitacional em trés dimensdes em equilibrio virial (ainda fora
do estado de equilibrio final) tem uma energia o« N2. (...} . Esses resultados,
aplicados a férmions relativisticos, foram achados por Landau e Chandrasekhar em
estudos prévios da estabilidade de ands brancas e estrelas de neutrons. Eles foram

calenlados maots exatamente e derivados rigorosamente para ezaminar o limite ter-
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modindmico de quantidades da forma N-7/3F(T,V,N) no estado base. {...) . A
principal dificuldade é que em trés dimensdes ndo se sabe como somar a funcgdo de
parti¢do de forma exata e fechada. Assim teremos que fazé-lo com uma forma mais

aberta que vincula a fungdo de partigdo com a teoria cinética”.

L. G. Taff [8], “O vinculo de problemas com aplicagdo da teoria cinética, de mecénica es-
tatistica, ou da termodinémica para sistema autogravitanies € contido nas Egs. (12.27)
e (12.28). Porque o potencial interparticula u é igual o —Gm?/r, hd problema em
ambos o0s extremos do dominio da integra¢do. (...) . Ambos 0s problemas sio de-
vidos & ndo saturacio das forcas gravitacionais. Isto significa que a energia total de
alguma colegdo finita de pontos de massa aulogravitantes ndo tem um estado ligado
inferior extensivo (e.g.,proporcional ao ndmero de particulas). Sem tal propriedade
ndo pode haver uma base rigorosa para a mecdinice estalistica de tal sistema. Fste
resultado nio é uma conseqiiéncia da natureza 1/r* da forca gravitacional, mas sim

do seu cardier ndo blindante”.

J. Binney [9], “Ogorodnikov (1965) e Lynden-Bell (1967a) mostram gue este cdlculo leva
& conclusio que S [entropial € extrema se e s6 se f € a DF (funcdo de distribuigdo)
da esfera isotérmica. Porém, a esfera isotérmica € um sistema com massa e energia
infinita. Assim este cdlculo mostre que a mazimizacdo de S sujeito o M (massa) e K
(energia) fizas leva a uma DF que € incompativel com M e E finitas que mazimizam
S: se vinculamos somenie M e E, configuracdes de entropia arbitrariamente grandes

podem ser construidas com arranjos convenientes de estrelas da galdzia”.
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D. Pavon [10], “A entropia de supercordas nio é homogénea, Sy(kE;) # kS (E;), nem
concava, mas € superaditiva. Superaditividade significa que a entropia de um sistema
composto deve ser mator gque as entropias combinadas dos subsistemas que formam

0 sistema total”.

L. Tisza [11], “A situacdo ¢ diferente para o postulade de aditividade Pa2, o validade
que nao pode ser inferida de principios gerais. Vamos requerer que a energia de
interacGo seja pequena. Esta hipotese é relacionada ao postulado de homogeneida-
de Pdl. De um ponto de vista molecular, adifividade e homogeneidade podem ser
aprozimagies razodveis para sistemas que contém muitas particulas, sempre que as

forcas intermoleculares tenham um cardler de curto alcance.

P. T. Landsberg [12], “Um estudo sistemdtico € dado considerando que no caso de siste-
mas com forgas de longo alcance e que sdo desta forma ndo extensivos (em algum
sentido) alguns resultados termodindmicos ndo permanecem. Entre esses estd a re-
lacio U —T'S + pv = uN e a equacdo de Gibbs-Duhem. Se fizermos uma busca
de um estade de equilibrio por mazimizacio da entropia podem-se obter resulta-
dos enganosos por causa da superaditividade que pode ser viclada. 7. Além disso,
Landsberg acrescenta “A falha de alguns resullados termodindmicos, normalmente
tomados na sua forma padrdo para buracos negros e outros sistemas nao extensivos
tém sido recentemente disculidos. (...) .Se unirmos dois buracos negros, a pre-
senca de forcas de longo alcance na forma de gravidade leva o uma situac@o mais

complicada, e a entropia é ndo extensiva: {...) S3(2X) # 25,(X) (1.7) onde uma



INTRODUCAO 6

notacdo obvia foi usada. No sistema dos buracos negros unidos temos que usar 2M
2J, 2Q e a relacdo entre S,(2X) e Sp(X) tem que ser investigada. De fato pode ser
mostrado que Sp(Xa + Xg) > Sp(Xa) + Su(Xg) (1.8). Isto significa gue a entropia é
estrictamente superaditiva, e se tomarmos X4 = Xg = X, € consistente com (1.7) .
{...) . A circunstincie que as principais varidveis da termodinémice em auséncia
de foreas de longo alcance sdo intensivas ou extensivas, ndo pode ser deduzida das
chamadas leis da termodinémica. Porém € uma caracteristica muito tmportante dos
sistemas termodindmicos normais, e € o motivo pelo qual foi reconhecida por longos
anos antes do advento dos buracos negros. (...) . Em qualquer caso, qualquer
tratamento da termodindémica “normal” deveria excluir forcas de longo alcance na

discussdo

Um fato é comum a todos eles, o tamanho do sistema é comparavel ao —ou menor que o—
alcance das interagOes relevantes entre os elementos do sistema. Como serd discutido no
Capitulo 4, se o potencial associado decresce com a distancia com uma lei de poténcia cujo
expoente é menor do que a dimensao espacial do sistema, diversas quantidades estatisticas
divergem.

Qutro exemplo que podemos citar refere-se a processos de difusdo (importantes em
muitos cammpos da fisica, quimica e biologia) que tem despertado recentemente a atengéo
de teéricos e experimentais. A teoria de fenémenos de transporte tem explicado satisfato-
riamente a difusdo do calor em sistemas onde os portadores sdo particulas (e.g., elétrons)

de caminho livre médioc pequeno comparado a escala de variagao do gradiente da tempe-
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ratura. Porém, corre¢des importantes a solugdo da equagio de Boltzmann sio necessirias
quando essas condicbes ndo sio satisfeitas (e.g., fonons em semicondutores). O problema
foi observado em experimentos com amostras de silicio [14] e germéanio [15] estimulados
desde sua superficie com pulsos de Raios-X do sincrotron de nanosegundos e mostra-
ram que, como o calor penetra a amostra, o transiente da temperatura evolui bem mais
lentamente do que como prediz a Lei de Fourier. Uma discussao tedrica deste proble-
ma apresenta-se em trabalhos recentes [16, 17], como também sugerem-se possiveis novas
aplicages [17].

O processo de difusdo mais frequente achado na natureza é o movimento Brownia-
no [13] caracterizado por um propagador Gaussiano e por um deslocamento quadratico
médio que cresce linearmente com o tempo. Contudo, outros tipos de difusdo tem apare-
cido e sdo estudados ativamente. Eles sdo caracterizados por um deslocamento quadritico
médio que cresce proporcionalmente com uma poténcia no tempo [18, 19, 20]. Se o expoen-
te é menor do que 1 o processo é conhecido como subdifusdo (ou transporte dispersivo) e
tem sido atribuido & desordem temporal ou & difusdo em estrutura fractal [18, 19, 21]. Se o
expoente é maior do que 1 o processo é conhecido como superdifusio e tem sido atribuido
a processos que decaem lentamente com o tempo e ou a distancia {20, 22, 23]. Um dos
maodelos para a superdifusio, que no entanto preserva a natureza estocastica, é o modelo
da caminhada de Lévy. A caminhada de L.évy é essencialmente uma modificacao dos véos
de Lévy que exibem invarianga de escala espacial [24]. Em ambos os movimentos (subdi-
fusivos e superdifusivos) tem sido estabelecidos propagadores nio Gaussianos [20, 25, 26],

com caudas, no caso superdifusivo, que decaem vagarosamente no espago. Uma das graves
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consequéncias que podemos citar é que um dos vinculos, o segundo momento, diverge.

[

No que diz respeito a este problema Montroll et al [27] escrevem; . a derivacdo de dis-
tribuicdes com caudas de poténcias inversas a partir de um formalismo de enfropia seria
uma consequéncia de uma condic@o ouziliar que envolve a especificacio do valor médio
de uma fung¢do logaritmica complicada”. Eles também acrescentam: “Assim o maravilho-
so mundo de ramificagdes e intermiténcias e explosdes associado com as distribuicdes de
Lévy ser-nos-iam proibides se dependermos de um formalismo de entropia mdzima que
emprega condi¢oes aumziliares tradicionais simples”.

Finalmente, citamos o fracasso da hipdtese do caos molecular. A hipdtese do caos mo-
lecular é uin conceito estatistico introduzido originalmente por Boltzmann, que estabelece
que as colisdes experimentadas por uma molécula em um fluido séo nédo correlacionadas.
Uma. conseqiiéncia desta hipotese é que a fungao de autocorrelacio de velocidades das
particulas num fluido decresceria exponencialmente. Porém, Alder e Wainwright [28] pu-
blicaram um trabalho onde mostraram que tal hipétese nao é correta e acharam que para
um fluido moderadamente denso de esferas duras ou discos duros a func¢éo de autocor-
relacdo de velocidades nao decai exponencialmente, mas algebricamente. Essas caudas
algébricas longas no tempo néo aparecem sob nenhuma consideracdo na estatistica de
Boltzmann-Gibbs. Em primeira ordem de aproximacio, resultados numéricos confirmam
uma lei que decresce com uma poténcia no tempo cujo expoente é 2 metade da dimensdo
espacial do sistema [29] dando coeficientes de transporte que divergem quando a dimenséo
espacial do sistema é 2 ou menor. No que diz respeito a este problema, Alder e Wainw-

right [28] apontaram textualmente “Um estude prévio do coeficiente de difusdo mostrou
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que o funcao de autocorrelagdo de velocidades tem uma cauda positiva longa, indicando
uma surpreendente persisténcie de wvelocidades. Subsequentemente, a natureza coletiva
dessa persisténcia se estabeleceu na observagdo de que o wvalor do cocficiente de difusdo
depende fortemente do nimero de particulas, particularmente, em duas dimensces onde
0s resultados nao parecem convergir para grandes sistemas que foram estudados”.

Estes sao alguns dos problemas que se apresentam na natureza e que a estatistica de
Boltzmann-Gibbs nio pode resolver. Resumindo, as dificuldades que tém aparecido como

suas conseqiléncias podem ser classificadas como segue:

1. se estdo presentes interactes de longo alcance ou existem efeitos de memoria de
longa duragdo ou ambos, mas o sistema evolui num espago-tempo tipo Euclidiano,
o formalismo de Boltzmann-Gibbs pode ser usado para obter uma descricdo apro-
ximada do estado de equilibrio na situacao fisica de interesse. Porém, o formalismo
nao pode ser usado se o sistema tem um estado de meta-equilibrio como é discutido

em [30],

2. se o sisterna evolui num espago-tempo (multi-)fractal, mais uma vez, a estatistica

de Boltzmann-Gibbs nao pode ser usada para obter uma descricao do sistema.

Como uma possivel solugdo para abordar estes sistemas, Tsallis propds um formalismo
derivado de uma nova forma de entropia [31], que resulta numa interessante generalizagdo
dos conceitos tradicionais [31, 32]. Esta generalizacdo inicia-se no postulado de uma

entropia inspirada em multifractais, para sisteras ndo extensivos.
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1—->x[pe]?

S¢ = —k ¢

: (iif)
onde ¢ € IR; k é uma constante positiva convencional. S, recupera a defini¢do de

Boltzmann-Gibbs no limite ¢ — 1, mas viola a aditividade ou extensividade para q # 1.

Ao invés da Eq.(ii) temos que S, satisfaz

S(XA;‘ Xp) _ S(:A) + S(:B) (=g S(:A) S(:B) (iv)

(pseudo-aditividade}. J4 foram provadas vérias propriedades comuns da entropia nido
extensiva, tais como nio negatividade, equiprobabilidade, concavidade e irreversibilida-
de [33]. Sua conex@o com a termodindmica foi estabelecida junto com a generalizacido
da aditividade (isto é nfo extensividade se ¢ # 1) bem como do teorema de Shan-
non [34, 35] e, assim, a dependéncia do calor especifico com a temperatura, em varios
sistemas fisicos simples, tem sido estudada, entre eles, temos o ferromagneto de Tsing em
uma dimensio [36], uma particula confinada (poco quadrado) [37], sistema de 2-niveis, o
oscilador harménico [38] e o rotor rigido anisotrépico [39).

Este formalismo j4 recebeu importantes aplicagoes fisicas e matematicas. Devido a
precisao com que coincidem os dados experimentais com os cdlculos da presente teoria,
comecamos ressaltando o seguinte. Huang e Driscoll [40] observaram que uma turbuléncia
de colunas de eletrons magnetizados, em duas dimensoes, relaxa a um estado de metae-
quilibrio. Na tentativa de explicar este estado, eles apresentam e comparam quatro mo-
delos diferentes. Calculam numericamente a curva de densidade radial usando o modelo

de vortices puntuais [41] e fluidos continuos [42] com o principio variacional de entropia
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méxima. Além disso, derivam analiticamente a curva da densidade do modelo global e do
modelo restrito com o principio variacional da enstrofia minima [43]. (Enstrofia é um con-
ceito desenvolvido no estudo da fisica de plasmas [44]). Em consequéncia, desta anilise,
de acordo com a Figura i, concluem que a densidade radial dada pela enstrofia minima
do modelo restrito é inegavelmente a melhor. Recentemente, Boghosian [30] mostrou que
essa solucio para a turbuléncia equivalentemente maximiza a entropia generalizada para
X t=0

g=1/2 ) O t=5ms
1.0 ;:"r

n{r,t) / n(0, 5ms)

0.0 W

Figura i: Curve da densidade radial inicial (z-es; t = 0) e do estado de metaequilibrio

(quadrados; t = 5ms) medidas por Huang et al [{0] e resultados tedricos dos quatro

modelos descritos. Modelo de vdrtices punctuais ( — — ) e fluidos continuos de entropia
mdzima ( - - - - ); modelo global { — - —) de enstrofia minima. Finalmente, o modelo
restrito ( ——— ) de enstrofia minima ou equivalentemente a solugdo dada pela entropic

ndo exrtensiva mdxrima para g = 1/2.

A seguir destacamos também as seguintes aplicacoes:



INTRODUCAO 12

1. Plastino e Plastino [45], para o modelo politrépico de sistemas estelares, e Aly [46],
em uma base mais geral, mostraram que, se ¢ difere suficientemente de 1, é possivel
ter simultaneamente massa, energia e entropia finitas, resolvendo assim uma difi-

culdade classica vinda da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs.

2. Kaniadakis et al [47] obtiveram, no problema do neutrino solar, uma fungéo de
distribuicdo apropriada, com ¢ # 1, para descrever corretamente o interior do plasma
solar. Assim, mostraram que a estatistica ndo extensiva pode suportar teoricamente
a distribuicio sugerida por Clayton et al [48], que também apresenta uma cauda,

para explicar a taxa de contagem dos neutrinos solares;

3. Alemany e Zanette [49, 50] mostraram que, para uma eleicao apropriada de g, é
possivel obter variacionalmente as distribugoes de Lévy, em contraste com o forma-

lismo para ¢ = 1, que falha;

4. Tsallis et al [51] acharam leis de poténcia, ligadas & estatistica nao extensiva,
sensiveis as condigdes iniciais, caracterizando o comportamento de sistemas dinadmicos
em seus pontos criticos quando o expoente de Liapunov se anula. Costa et al [52]

conseguiram uma relacao entre o pardmetro ¢ e a dimensao fractal dy do sistema;

5. algoritmos de otimizacao do “annealing” simulados s&o generalizados por Tsallis et

al em [53] sendo mais rapidos e mais eficientes;

6. o calor especifico do *He liquido [54] se obtém com erro menor que aquele que da

a estatistica de Boltzmann-Gibbs [54] e grupos quanticos [55] em um intervalo de
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temperatura onde existem mediges experimentais de alta precisdo [56].

A seguir, visando dar uma estrutura matematica formal & presente generalizagio,
citamos alguns casos de interesse analitico. A estatistica ndo extensiva tem mostrado sa-
tisfazer formas apropriadas do teorema de Ehrenfest [57], equa¢io de von Neumann [58],
equagdes de Langevin e Fokker-Planck linear [59] e ndo linear [60], identidade de Cal-
len [61], teorema de flutuacio e dissipacio e reciprocidade de Onsager [62], conexdo com
grupos quinticos [63], etc.

Com o objetivo de estudar situacoes gerais, jd foram discutidos alguns aspectos da
mecanica estatistica generalizada em rela¢io ao problema classico de N-corpos, algumas
dificuldades sdao apresentadas com a forma da funcio de parti¢do [64]. Uma possivel gene-
ralizacio das estatisticas gqlianticas (Fermi-Dirac, Bose-Einstein), no esquema de Tsallis,
foi introduzida por Biiyiikkili¢ et ol [65], mas nela fol esquecida a discussio das dificulda-
des com o processo de fatorizacdo mostradas em [64]. Contudo, esse trabalho representa
uma boa aproximacio das distribui¢des quanticas vilida nos extremos de altas e baixas
temperaturas, como foi ilustrado em [66], mas a temperaturas intermedidrias obtem-se
ur aprecigvel desvio da sua forma exata. Apesar da aproximacao de Biuytikkilig et al, o
problema do gds ideal quantico amda nio tinha sido discutido adequadamente com a es-
tatistica generalizada. Porém, no capitulo 2 (e na ref. [67]) mostra-se a derivag¢io correta
das estatisticas quanticas como aplicagdes ao problema quintico de N-corpos.

O objetivo geral desta tese é discutir alguns aspectos fundamentais da estatistica nao
extensiva e aplicar o formalismo principalmente a sistemas com interacdes de longo alcance

e a sistemas sem interagbes, mas que poderiam evoluir em um espaco fractal.
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s objetivos especificos sao:

1. Descrever algumas propriedades termodindmicas (e.g.,0 calor especifico) de sistemas

simples de um corpo (rotor rigido) usando a estatistica niao extensiva.

2. Estender o formalismo ndo extensivo ao ensemble grand candnico e discutir sna

aplicacdo ao gds ideal quantico.

3. Aplicar o formalismo ndo extensivo da mecénica estatistica a sistemas de muitos

corpos na aproximacdo de pequeno desvio da estatistica padrao.

4, Estudar numericamente 0 comportamento de sistemas com interagdes de longo al-
cance e verificar algumas conjecturas inspiradas na estatistica nao extensiva sobre

o limite termodinidmico.

No Capitulo 1 desta tese estudamos a mecinica estatistica quintica generalizada basica
(e.g.,calor especifico) do rotor rigido anisotrépico. O espectro de energia deste sistema é
conhecido exatamente, 0 que permite definir a fungio de particao e todas as quantidades
estatisticas que dela derivam. Estudam-se os resultados do seu tratamento quantico e da
sua aproximacdo cldssica, para varios valores de ¢ e caracteriza-se 0 seu comportamento
parag>leg<1.

No Capitulo 2, generalizamos as estatisticas quéinticas (Fermi-Dirac, Bose-Einstein),
no quadro da generalizagio de Tsallis. Uma transformacao integral — que discutiremos
e da qual estudaremos algumas aplicacbes — vincula a fungdo de partigao usual com

a generalizada. FEstendemos essa transformagdo para outras quantidades de interesse
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estatistico, no ensemble grand-canonico. Usamos a mesma transformacao para generalizar
formalmente a funcdo de distribuic¢io que define a estatistica tanto de Fermi-Dirac quanto
a de Bose-Einstein. Como aplicacao, estudamos o caso quantico do gas ideal e calculamos
analiticamente o comportamento de algumas fungoes termodindmicas para ¢ # 1 no
limite de altas e baixas temperaturas. O potencial quimico destes gases com um valor
do pardmetrc g diferente de 1 fol determinado numericamente. No calcule computacional
foi usado um computador Cray Y-MP2E do Centro de Supercomputacdo da UFRGS ¢ os
recursos do CAT-CBPF.

No Capitulo 3, discutimos o calor especifico do *He liquido e a condensacao de Bose-
Einstein, primeiramente com a estatistica de Boltzmann-Gibbs para dimensao espacial
arbitraria, e finalmente com a presente generaliza¢ao, como aplicagao do formalismo apre-
sentado no Capitulo 2. Ainda, devido as dificuldades que apresentam as equacdes para
serem resolvidas e interpretadas exatamente, ambos os casos foram analisados na apro-
ximagdo (1 — ¢)/kT — 0, isto representa um pequeno desvio da mecénica estatistica
padrao.

No Capitulo 4 apresentamos resultados numéricos de simulagdes computacionais com
técnicas de dindmica molecular de sistemas de N particulas que interagem com um poten-
cial tipo Lennard-Jones. O alcance da interacao é definido em um dos termos do potencial.
Estudamos o diagrama de fase nestes sistemas de alcance arbitrdrio. Uma conjectura de
Tsallis permite caracterizar o limite termodindmico (da temperatura critica) para cada
sistema estudado, no regime de interagtes de curto e longo alcance. Parte das simulagoes

foram rodadas usando os recursos computacionais do LNCC e do CAT-CBPF.



Capitulo 1

Calor Especifico do Rotor Rigido

Anisotropico

0 espectro quéntico exato de energias é conhecido somente para um numero pequeno
de sistemas. Entre eles temos o rotor rigido anisotrépico com simetria axial (oblato,
esférico e prolato). Seu calor especifico foi estudado numericamente em [68] utilizando a
estatistica de Boltzmann-Gibbs. Neste capitulo, vamos discutir [39] dentro do contexto
da estatistica nao extensiva, para valores arbitrarios de ¢, o calor especifico desta classe

de rotores. A motivacio para tal trabalho é dupla:

1. o sistema é um dos poucos cuja solugdo € simples e bem conhecida, assim o estabe-

lecimento de sua estatistica generalizada bésica é importante e fundamental;

2. se formos considerar um gds de particulas que interagem (por exemplo, suspensio co-

loidal de particulas pequenas), e as interagoes forem de longo alcance (por exemplo,

16
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um potencial atrativo V'(ry) = r;;* para longas distincias, com o menor do que a
dimensdo espacial do sistema onde todas as quantidades estatisticas de Boltzmann-
Gibbs divergem, o que sera discutido no Capitulo 4), seria importante conhecer
como se comporta o correspondente gas ideal, e finalmente como se comportaria um

dos tais rotores.

Na se¢io 1.1 apresentamos os resultados quinticos para valores tipicos dos momentos
de inércia. Na secio 1.2 estudamos os resultados cldssicos e comparamos com o compor-

tamento quantico para altas temperaturas.

1.1 Caso Quantico

Vamos considerar o calor especifico C; do rotor rigido anisotrépico mais geral com
simetria axial (oblato, esférico, prolato). O espectro de energia deste rotor é dado por [69,

Cap.8]

2 Ixy

(10+ 1)+ (2

z

B =
b oL,

— Dym? + eo) , (1.1)

onde | = 0,1,2,3, ... representa os valores préprios do operador do momentum angular;
m = —I, -1+ 1,...,] suas possiveis projegdes sobre o eixo de rotacio intrinseco do rotor;
cada estado (I,m) tem degenerescéncia (2 + 1), I, = I, = I, ¢ I, sio os momentos de

inércia associados e €, é uma constante arbitraria aditiva.
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A funcio de particdo generalizada pode ser escrita como

i

@+1 > 1-80- q)Ez,m]ﬁ ; (1.2)

m—=—I

18

Zq(ﬁ) =

n.
Il
o

onde 3 = 1/kT, T é a temperatura. Agora definamos Z, em termos de quantidades
reduzidas b = i3 [21,y € € = 21y Fi i/ R?, de onde obtemos

i

Z,0) = 3@ +1) Y 1= b(1 = g)ern] ™ . (1.3)
{=0 m=-1
Definamos
o 4
V() =320 +1) 3 11— b(1 = @)etm] ™ €, (1.4)
1=0 m=—I
oo 1 e
W) =>(20+1) > [1=b(1 — q)eym]™ em. (1.5)

T
o

m=—1I

A energia interna generalizada (que também pode ser chamada como valor esperado ¢ da
energia) U, estd dada por [34]

_0Z47A) -1

Vo= 1-¢

(1.6)

Por conveniéncia, introduzimos a energia interna reduzida como v, = 27,,U,/h*, portanto

(1.7)

Consequentemente, o calor especifico C, = oU, /9T é dado por

Ct) _q [ Vi) W P
B ‘tz{[zq(l/tnq [zqu/tnw}’ (18)
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onde temos introduzido a temperatura reduzida t = 1/b. Em [68], resolveu-se o caso do
rotor rigido anisotrépico com a estatistica de Boltzmann-Gibbs (¢=1). Esses resultados
880 recuperados exatamente neste novo formalismo; isto é quando ¢ — 1, para todos os

valores de ¢, (veja Figura 1.1).

(g=1)

C1/kg

[

0 i 1 e L i [} i
0 2 4 6 8 10

t = 2L, kgT/h?

Figura 1.1: Calor especifico C1/kp como funcdo da temperatura reduzida t = 2I,kgT /R*

para valores tipicos de Iyy/1,.

Fagamos uma breve men¢ao histérica para dizer que J. W. Gibbs mencionou em 1901
na Introdugio de um dos seus célebres tratados [4], um paradoxo que o perturbava profun-
damente; ele escreveu “It is well known that while theory would assign to the [diatomic| gas

stz degrees of freedom per molecule, in our experiments on specific heat we cannot account
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for more than five. Certanly, one is building on an insecure foundation, who rests his work
on hypothesis concerning the constitution of matter. Difficulties of this kind have deterred
the author from attempiing to explain the mysteries of nature, and have forced him to be
contented with the more modest aim of deducing some of the more obvious propositions
relating to the statistical branch of mechanics.” A solucdo deste paradoxo exibe-se na
Figura 1.1. Os seis graus de liberdade que Gibbs se refere séo, os trés translacionais (que
sdo triviais) e trés rotacionais (responsaveis pelo “paradozo”). A Figura 1.1 exibe clara-
mente o que acontece com um dos graus rotacionais. Se I, /I, >> 1, o calor especifico
comporta-se como um sistema de dois graus de liberdade a menos que temperaturas muito
clevadas (experimentalmente inacessiveis em situagdes comuns) sejam atingidas, depois
que o tercetro grau de liberdade venha a ser ativado termicamente. Como exibiremos
depois, o0 mesmo tipo de convergéncia nio uniforme permanece para g 7 1.

Na Figura 1.2, vamos ilustrar a forma, do calor especifico como funcio da temperatura
através do estudo de trés casos extremos, digamos I,/I, = 1/2 (oblato), I,/I, = 1

(esférico) e I, /I, — oo (prolato), parag # 1 ee, =0:

1. Para ¢ > 1, temos C, > 0 e seu comportamento assintético a alta temperatura é
modificado. Nossos resultados numéricos sugerem que o lim;_,, C; = 0, em contra-

posi¢io com a estatistica ¢ = 1 (Cy/k — 3/2 para todas as razdes finitas I, /1,).
Para g > 5/3, Cy(t) =0V t > 0, a funcéo de particdo Z, converge s6 quando ¢ = 0

e 0 unico estado populado é o fundamental. Quando £ > 0, a funcao Z, diverge, e a

estatistica do sistema nao pode ser bem definida. Problemas similares para valores
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1.5

Cysfk
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q=4/3

( {a)

t = 21, kT/h

g =5/
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t =21, kT/H°
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Figura 1.2: Calor especifico Cy/k como funcgdo da temperatura reduzida t = 2I,,kT/ 2,
¢, = 0 e para valores tipicos de I, /I, e para diferentes valores de q, {(a) g = 4/3 (b)

¢=5/6, (c) g="T/12 ¢ (d) ¢ = 1/3.
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de ¢ acima de um valor critico ja foram observados em outros problemas afin.

Para 1 < ¢ < 5/3, ambas as fungoes C,(t) e dC,(t)/dt sido continuas (o caso ¢ = 4/3

é mostrado na Figura 1.2(a)).

2. Para 0 < g < 1, temos que C, > 0 e seu comportamento assintético a alta tempera-
tura é mais uma vez modificado. Qutra vez, os nossos resultados numéricos sugerem
que limy 4o C; = 00 €, que podemos distinguir trés casos: para 2/3 < g < 1, a
fungiio C,(t) é continua e diferencidvel, e apresenta um ndmero infinito de extremos
locais (o caso ¢ = 5/6 é mostrado na Figura 1.2(b)); para 1/2 < q < 2/3, C,(t) é
continua, mas dCq(t)/dt apresenta descontinuidades nos valores t,, = (1 ~ g)em
(o caso ¢ = 7/12 é mostrado na Figura 1.2(¢)); finalmente, para 0 < ¢ < 1/2,
o proprio C,(t) apresenta descontinuidades nos valores ¢, = (1 — ¢)e;,m (0 caso
g = 1/3 é apresentado na Figura 1.2(d)). Em todos os casos, a regido 0 < ¢ <
(1—-gq)[2— (1 — I;;/I,)B(1 — I,/ I,)] (onde &(z) é a funcdo degrau), é congelada

termicamente (i.e.,0 Unico estado populadoe é o estado fundamental).

3. Para ¢ < 0, temos C,(¢) < 0V ¢ > 0. Como foi provado em [37], em geral, C, tem
o sinal de g; sendo assim, Cy/¢ > 0 para ¢ # 0. Além disso, o calor especifico C,

apresenta descontinuidades em todos os valores de £, = (1 — ¢)€rm-

A presenca de um ponto zero (e, # 0) no espectro de energia é irrelevante quando
g = 1, mas isto nao é assim quando ¢ # 1. Na Figura 1.3, vamos considerar o caso
esférico (7z,/I, = 1) para ilustrar a dependéncia do calor especifico deste sistema com

€, # 0). Assim, salientamos:
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q=4/3; Ixy iz =1

Cys3/k

t = 2L, kT /W

g=08; Ixyfiz=1

CO.B/k

t = 2L, kT/h*

Figura 1.3: Calor especifico Cy/k como fungio da temperatura reduzida t = 2L, kT /h*

pare I, /1, =1 e valores tipicos de e, : (a) g =4/3; () ¢ =0.8.
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1. Para 1 < ¢ < 5/3 e ¢, > 0, a fungdo C,(t) é sempre continua e positiva, exceto em
t = 0, onde se anula. Porém, se ¢, < 0, a regido 0 < t < (1 — g)¢, é termicamente
congelada, assim C,(¢) anula-se; C,(t) é positiva e continua para ¢ > (1 — g)e, (0

caso g = 4/3 e I, /I, = 1 é mostrado na Figura 1.3(e¢) para ¢, = -1, 0, 1).

2. Para0 < g < lee >0, aregiao 0 <t < (1— g, é termicamente proibida
(e inacessivel fisicamente); porém, a regiao (1 —q)e, <t < (1—¢)[2+ €6 — (1 —
L,/ 1.)®(1 — I, /1,)] é termicamente congelada. Quando —2 < ¢, < 0, a regiao
0<t< (1—9)2— 6] — (1= Ip/I,)O(1 — I,,/1,)] é termicamente congelada, mas
quando ¢, < —2, C, é sempre positiva. (O caso ¢ = 0.8, Iy/I, =1 e¢, =-3, -1, 0,

1 é mostrado na Figura 1.3(b)).

1.2 Caso Classico

Para g # 1, a expressio classica de (1.2) pode ser relacionada & funcdo de partigio
7, conhecida através das férmulas de Hilhorst-Prato (Apéndice A). Assim, parag > 1le

¢, = 0, a funcdo de partigio generalizada cldssica (Apéndice A.1) é dada por

class ﬂl/z I‘(__l_ - %)

00 = N iz)_3/21“(,;.171)

analogamente, a energia interna generalizada é dada por

1 _3 1
uclass(t):‘?’( /2 F(qfl ?) )) tl%(lw), (1.10)

! 2\ /I,/L (4= DPPT (5

132, (1.9)

assim, também temos
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CAPITULO 1.

rales

C;lass(t) _ § (1+%(1 _q)) ( ',Tl/Z F( )i _()L)) ) t%(l—Q)_ (111)

ko2 Nars

Para 1 < g < 5/3 o calor especifico tem valores ndo negativos, diverge no limite ¢ — 0 e se

anula quando ¢ — oo; para ¢ — 1 recuperamos os resultados conhecidos C{%#% [k = 3/2

Vi.
Para q < 1 as expressoes classicas obtidas sdo (Apéndice A.2)

21450 @) () g (1.12)

w 1—
3
2

cha.s.s‘ 1) =
g (t) m (1_9,)3/2]_'\(%_’_

para a fun¢do de parti¢io generalizada e,

daregy 3 [ +30-0) TEDNT Lo,
uq(ﬂ_5£n@ﬂzﬂﬂwﬂﬁw+%) v (1:19)

para a energia interna, e

Coess(t) 3. 3 w2 (1430 - T 7 e,
E 2 (1 * 5(1 - q)) ( /I,/I, (1—aP TG+ ) pime (1)

para o calor especifico generalizado. Para 0 < ¢ < 1 o calor especifico tem valores nao

negativos, se anula no limite ¢ — 0 e diverge em ¢ — oo; novamente, para ¢ — 1

recuperamos o resultado cldssico C§e% /k = 3/2, V.

Na Figura 1.4, mostra-se com casos tipicos que os calores especificos classicos e quanticos

coincidem assintoticamente a altas temperaturas (i.e., t >> 1}, para qualquer forma de

anisotropia (i.e., VI /I,), e para valores de g acima de um valor critico (que, segundo

0s nossos resultados numéricos, parece ser ¢ = 1/2). Para ¢ € (—00,1/2) a situacio ¢é
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4r
== g=08
Co/k o P27 LT
| X S
i A
i -~
-
2f -~
\ e
A
N
\;
1 -’g \--."‘-..
P TS ¥
=12
0.5 ?
0 il 1 ] ]
0 1 2 3 4

t = 2L, kTR

Figura 1.4: Comparacdo do calor especifico cldssico (linha gquebrada) e qudntico (linha

sélida) como funcéo da temperatura reduzida t = 2I,,kT/R® para valores tipicos de I,/ I,.

mais complexa, devido as descontinuidades do préprio calor especifico e de sua derivada
ilustradas na Figura 1.2(d); em particular, para ¢ < 0, C, < 0 [37], porém C;l“” > (.
Finalmente, com referéncia ao limite I, /I, — oo, exibimos na Figura 1.5, para ambos
o0s casos ¢ > 1 e ¢ < 1, as mesmas classes de convergéncias ndo uniformes que acontecem
nos resultados de sistemas estudados com a estatistica de Boltzmann-Gibbs (i.e., ¢ = 1).
Digamos que, acima de uma temperatura que cresce com a fragdo I, /I,, os calores
especificos cldssico e quantico ficam na mesma curva, mas distanciam-se quando I, /I, —

oo, 0 que d& um grau de liberdade que permanece congelado sempre. Fragdes tipicas de
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I, /I, > 1 para o caso ¢ = 1.2 sio mostradas na Figura 1.5(a) e para o caso ¢ = 0.8 sio

exhibidas na Figura 1.5(b).
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Cl.B/k 1.0 H

0.5

0.0 : - :
0 10 20 30

t = 2L, kT /R

q=08

CO.B/k

40 50

{b)

0 1 1 i
0 20 40 60

t = 20, kT/h’

80 100

29

Figura 1.5: Calor especifico cldssico (linha quebrada) ¢ quintico (linha solida) Cy/k como

fungio da temperatura reduzida t = 21, kT/h? parae, =0 e L, /I, > 1: (a) ¢ = 1.2; (b
y y

g=038.



Capitulo 2

Sistemas Abertos

Um sistema aberto pode trocar calor e matéria com o meio-ambiente e, assim, a
energia o e nimero de particulas flutnam. Porém, para sistemas em equilibrio pode-se
exigir que a média da energia < U/ > e a média do numero de particulas < N > sejam
fixas. Sendo assim, precisamos achar a distribnicdo de probabilidade vinculada a média
da energia e a média do niimero de particulas que corresponda a um extremo da entropia.
Para resolver este problema emprega-se 0 método de multiplicadores de Lagrange com
trés vinculos.

Recentemente, Biiyiikkilic, Demirham and Guleg [65] discutiram as fungdes de dis-
tribuicdo quinticas generalizadas para bésons e férmions. Pelo procedimento usual, eles
maximizaram a entropia de Tsallis com o formalismo grand-candnico para valores fixos
da energia média e nimero médio de particulas. Com relagao a func¢io de grand-particao
=4, eles enfrentaram um grave inconveniente: a nao extensividade impede de se proceder

costumeiramente e fatorizar a fungio Z, em termos (fatores} de uma particula. Biiyiikki-

30
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lic et al, perceberam esta dificuldade, mas tentaram resolvé-la apelando & hipétese da
natureza diluida dos gases ideais quénticos. Esta hipdtese levou a uma forma fechada das
fun¢des de distribui¢do quantica, mas em todo rigor, obtiveram uma aproximacao. As
quantidades estatisticas generalizadas (em particular, a fungido de particdo) sao leis de

poténcias que niao podem ser fatorizadas como se fossem exponenciais. Temos a saber

exp(A -+ B) = exp(A) - exp(B), (2.1)
porém
L+ (- @A+B)™ # [L+(1—qA™ [+ (1-qB]. (2.2)

Biytikkilig et al, erraram porque tomaram a desigualdade (2.2) como se fosse uma igual-
dade. Este problema foi frisado paralelamente em [66] e [67]. Pennini et ol [66] ilustraram
numericamente em um modelo simples (para bésons e férmions) que, para alguns valo-
res de temperatura e potencial quimico, a fungao de distribuigdo quéntica de Buyiikkili¢
et al, dista da exata; porém, surpreendentemente aproxima muito bem a altas e baixas
temperaturas em vista da forte aproximacéo (2.2).

Neste capitulo, mais uma vez usa-se a entropia para sistemas nao extensivos proposta
por Tsallis e generaliza-se o formalismo no ensemble grand-canénico [67]. Na segao 2.1
obtem-se a funcio de grand-particido generalizada e apresenta-se a transformacao integral
de Hilhorst para algumas quantidades termodindmicas. Na secio 2.2 escreve-se o forma-
lismo na representacao de estados de N-particulas independentes e definem-se as fungbes
de distribuicao quantica. Na se¢ao 2.3 aplica-se o formalismo a sistemas de N-particulas

com diferentes condi¢es de contorno.
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2.1 Funcao de Grand-Particao Generalizada

Podemos exigir que a distribui¢do de probabilidades seja normalizada sobre todos os
possiveis nimeros de particulas e todos os estados do sistema. Assim, a condigido de

normalizacido toma a forma

Trp=1 , (2.3)

onde p é o operador densidade, i.e.,da classe operadores de trago positivo e unitirio sobre

um espago de Fock ZF. A média generalizada da energia estd definida por
Tr(p*H) = Uy ; (2.4)

ou também chamado valor esperado-g [32] da energia e H é o Hamiltoniane do sistema.

A média generalizada do ntimero de particulas é

Tr(p"N) = N, . (2.5)

ou valor esperado-¢g de NV (operador nimero de particulas).
Para obter a distribuicdo de probabilidades generalizada, devemos encontrar um ex-

tremo da entropia de Tsallis; de acorde com os vinculos anteriores, isto d4

k -
Oy + ¢ O!EE}N) +C¥NN—qu [p]q 1 0, (26)

onde o, g € oy 580 0s multiplicadores de Lagrange. Se calcularmos o trago de Eq.(2.6)

vezes p, di

=2 = 24— N (2.7)
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Se compararmos a Eq.(2.7) com o grand-potencial Q@ = U—TS—uN, tomando ag = —1/T
e ay = /T e definindo Z,(8, 1) = [(g — 1), /gk]* @), a distribuicio de probabilidades

obtida para o ensemble grand-canénico é o seguinte

p=[1—=B(1 —q)(H — pN)]T7 /5,8, ), (2.8)

onde 3 = 1/kT. A fungio de particdo generalizada =, presente em (2.8), é definida como

Z,(B, 1) = Tr[1 — B(1 — )(H — pN)| 75 . (2.9)

Também obtemos a relagdo fundamental para sistemas abertos da seguinte forma

~ Eé“q —1
= —kT—=—; 2.10
onde ©Q, é o grand-potencial generalizado Q, = U, — T'S; — ulV,. A Eq.(2.10) é similar &
equagdo para os sistemas no ensemble candnico [34].

A média generalizada do nimero de particulas é dado por,

0, 1 85,

N,= 2% _yp =~ %0 2.11
T op (e Op (2.11)

A extensio das formulas de Hilhorsi-Prato (Apéndice A) para a funcio de grand-

particio é direta e é dada por

] -1

5,(8) =D(—D)5- § do(=9) T e "B (=B(1 - 9)2), (2.12)

1-g¢

onde C é o caminho de integracdo mostrado na Figura A.1. Também, escrevemos trans-

formagoes similares para o valor esperado ¢ da energia. Obtem-se

F(ﬁ ) =L
U= 2, (31 35 Jo -5 B0~ @)z (B0~ 9)2), (213
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Expressao similar acha-se para o valor esperado ¢ do niimero de particulas

T(iZ) i -
E,(B) 2r jgc dz(—z) 7= e *E (= 0(1 — g)z, p) N (—B(1 — q)2). (2.14)

N, =

2.2 Gas Ideal Quantico

Escolhemos como estados base o0s vetores do espago de Fock onde H e N sdo diagonais,
cujos valores préprios sao E,EN) e N. N =0,1,2... representa o nimero de particulas ¢
E_EN) o espectro de energia do sistema de N particulas (caracterizado pelo conjunto de
nimeros quénticos L). Assim, podemos obter o valor da probabilidade a partir de (2.8),

isto da
0 = [1— 80— @) (B — u)] ™ /24(6, m). (2.15)

Nesta representagio a Eq.(2.9) vem a ser

m(0,) = 32 30 [1— 0 - (B — )] (2.16)

N=0

E conveniente dizer que

1/q
ow =Y £ [z: ] } = o), (2.17)
L

L
onde py ¢ a probabilidade de ter N particulas (nfio importando o valor da energia) e pt™) ¢
a quantidade que nos ajuda a reescrever a Eq.(2.5) como 3% N [p(N )]q = N,. A menos
do caso ¢ =1, py é genericamente diferente de p) ( por exemplo, >-¥_, py = 1 sempre;

porém, em geral S%_,p™ #£1 ).
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2.2.1 Estatistica Quantica

A estatistica dos sistemas quanticos de N-corpos desenvolve um papel essencial na de-
terminacéo do comportamento termodindmico a temperaturas baixas. E sabido que as
estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-Dirac coincidem a altas temperaturas no esquema
da estatistica de Boltzmann-Gibbs. Nesse caso, é a estatistica de Maxwell-Boltzmann que
desereve 0 comportamento a altas temperaturas.

Quando avaliamos o trago na Eq.(2.9) devemos tomar cuidado para nio contar mais
que uma sé vez cada estado possivel do sistema. Se o estado quantico do sistema é

especificado pelos estados de uma particula, a energia total estd dada por
EM = e, +...+ey, (2.18)

onde ¢, é a energia de uma particula . Entdo, a faungao de particdo generalizada segundo

a estatistica de Maxwell-Boltzmann pode ser escrita como

[I]

i 2D Z[l— A—q)e, +ey+...+ey — N, (219
N=0

ol
onde temos inserido o fator 1/N! da mesma forma como se faz na estatistica usual, para
obter a funcio de particao de particulas indistinguiveis a alta temperatura.

A funciio de particio generalizada segundo a estatistica de Fermi-Dirac, de acordo
com o principio de exclusiio de Pauli, estd dada por
D oo o) o o] > 1
EP=35 % 00y -8 -g)ea teay +.ay — Np)Te. (2.20)
N=0 [ la=l1+1 In=ln_1+1

Cada conjunto de niimeros de ocupagéo corresponde a um estado possivel. A funcdo de
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parti¢io generalizada segundo a estatistica Bose-Einstein esta dada por

i i i i 1= B =) + e+ H ey — Np)Te.  (2.21)
=ln_a

N=0 l; =01 In=

Aqui, n3o h4 restrigao sobre os niumeros de particulas que podem ocupar algum estado
dado.

Outra forma comum de escrever o espectro de energia dado pela Eq.( 2.18) é
EE(N) =N1€] +Noes + ... + Moo oo,

onde ¢; ¢ a energia do estado 7 e n; é 0 nimero de ocupacdo, temos também n; 4 ng +

... +Ng = N. Daqui podemos reescrever {2.19) como

M—B &
D YT

—17 i%[l—ﬁ(l—q);m(ez—_p)]ﬁ, (2.22)

=0 oo
para a grand-func@o de particdo na estatistica de Maxwell-Boltzmann. Por sua vez, re-

escrevemos a Eq.(2.20) como segue,

1

E‘D_i...i...i[l l—q); ni(e — p)}m. (2.23)

ne=0 ;=0 Neo=0

O principio de exclusio restringe o numero de ocupagfo (n;) de cada estado a 0 ou 1.

Finalmente, temos da Eq.{2.21) o seguinte,

1

5SS s oS- 0] T e

g =0 n;=0 oo =0
O ndmero de ocupagio (n;) de cada estado do sistema pode ser 0,1, 2
2.2.2 Funcao de Distribuicao Generalizada

Agora, vamos escrever também a fun¢do de distribuicio usando a transformacio de

Hilhorst (Apéndice A). Observamos que uma soma multipla aparece quando avaliamos
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o traco em (2.3)-(2.5) e (2.9). Na representacio de estados de particulas independentes,
esta soma miltipla pode ser transformada em uma iinica soma sobre todos os estados
bases.

Ainda, devemos lembrar que
Ny =) ny, (2.25)
!

onde ny; é conhecido como a funcao de distribuicio e estd bem definida em qualquer texto
de mecénica estatistica (por exemplo [1] segundo as estatisticas de Maxwell-Boltzmann,
Bose-Einstein e Fermi-Dirac). Aqui, usando Eq.(2.25) em Eq.(2.14), obtemos as funcdes

de distribuigéo generalizada. Assim, definamos

L() i

" BB 2

§ dE(-E TR E(—B(1 — OImu(—BL—)8)  (2:26)

geralmente usada para g < 1; e

Togt —

(ﬁ)}ir(_z_) /000 défﬁe_ggl(ﬂ(q o 1)5)’”15(}5’((] - 1)§) (227)

2P
geralmente usada para ¢ > 1. Portanto, temos definido a func¢io de distribui¢do generali-
zada em conexdo com a forma usual da fungao de distribuicao e a funcao de grand-particio,

através das Eqs.(2.26) e (2.27). Além disso, temos
Ny=Y g, (2.28)
!

que é a generalizacao da Eq.(2.25).
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2.3 Aplicacoes a Sistemas de N-particulas Indepen-

dentes

2.3.1 Particulas com Condicoes de Contorno Periddicas

Consideramos um gds de particulas de massa m que nio interagem, com condigoes de
contorno periddicas; exp(ikif) = 1, assim kf = 2xl e | = 0,£1, 42, £3, ... .

O espectro de energia para uma particula é dado por

L A
T om  2m\ 2 )

onde i = h/2m (h é a constante de Planck).

Aproximagao a altas temperaturas

£m CONexao com 277 7, 8Screvemos oy ~5 convenientemente. As-

Para achar Z)/~% 3 SM-B =M

sim, a funcao de grand-particao na estatistica de Boltzmann-Gibbs, é dada por

o oNBu

=5 5

N=0

{Z e-ﬁﬂ] : (2.29)

Se o volume é suficientemente grande, os niveis de energia das particulas estdo muito
perto um do outro, entio podemos integrar sobre uma variavel continua & ao invés de

somar sobre [. Assim,

¢\P ozD2 2,2
—fe . D—1,~ph%k /2m
§: e~ (%) 5(D/2) / dkk (2.30)

l=—o00
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onde D é a dimensdo espacial do sistema. Sempre que

oo 1 mgz ND/2
) : (2.31)

=M NBp
=1 Z - N1¢ (27rh2[7’

podemos usar a funcio de particio 2278 da Eq.(2.31) em EM-F

= segundo a transformacéo

dada pela Eq.{2.12), para obter:

ND

o T(Z2)[1+ (1 — q)uN]™s

v=o M- Q)DNHF(%_% + %—)

me? \ NP/
( Qwhzﬂ) (2.32)

para ¢ < 1. Recupera-se (2.31) de (2.32} no limite g — 1.

Limite a temperatura zero para o gas de Fermi-Dirac

A média do nimero de particulas N; para um sistema de férmions num volume sufi-

cientemente grande é dado por

N = (E)Dfdl’fé ! (2.33)
21 exp(B(eg — p)) +1° '
Assim,
(¢ P oogPi2 1 rom\ P2 oo e,cD/zwl
M= (%) T(D/2) 2 (?) / Sk o Bler — ) £ 1 (2:34)

Transformemos esta integral com a seguinte troca de varidveis e, — p = k7’2,

e\" 2mPl2 om\PIRRT oo kT z)P/21
le( ) " )(m) PR Gl (2.35)

ox ) T(D/2 2 Junr ‘ e+ 1

Se tomarmos

(D) 4 b D2 fomy P2 9 -y D}2
Ar = oz (_2) = p) ) (2.36)
2n) L(D/2) \ & T[(D/2) \2xh
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a integral pode ser escrita como:

N, u/kT — kT2 \P/2-1 oo kT'2)P/2-1
o= P G2 ) it | dz WtELD T )
kTAR /2 Jo e *+1 0 e+ 1
Usando também a simples transformacio
1 1
=1- 2.38
e~ +1 e+ 1 (2.38)
na primeira integral, temos
N [T
— o= [ delu— kT2)PR (2.39)
ETAT" /2 0

KT _ Dj2-1 o0 Dj2—1
B /# s (p— kTz) N / e (b + kT=) _
0 e +1 0 ez +1

A segunda integral converge muito rapido; assim, se T' anula-se, o limite superior pode

ser substituido por co. Desta forma

N Df2 oo ET Dj2-1 _ —k Df2-1
e = e [ dz (n+ kT2) (n = KT2) . (2.40)
ETAP 2 (D/2)ET ) e +1
Finalmente, verificamos que
) m£2 Djz2 ,ULD/Z o0 o

onde
61, D) = (D/2 = 1)(D/2=2) - (D/2 20 + 1)(1 — 2" )P (o) (2.42)

e ((2n) é a funcio de Riemann:
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Na mesma aproximacao, a média da energia U, é dada por

AN - €r
U, = [ — f dPk E , 2.4
= (50) S (2:43)
pode ser escrita como
9 ml2\ P7? MD/2+1 oa
Uy = A R (g, DY (kg ™), 2.44
LT T(D)2) (27rh2) {D+2 +n§ (1, D) (ks T) (2.44)

onde
(i, D) = (D/2)(Df2—=1) -+ (Df2 = 20+ 2) (1 — 2-2)uP/2251¢ (0m). (2.45)

Para resolvermos a Eq.(2.14) podemos empregar a Eq.(2.41). Para ¢ < 1, obtemos

N,
q — de(— 1_q {5, 2.46
P(:2)AP /2,(8) %?{ ’ (240)

) =%
+ZgnD,u B —-g)™ j{df =,
n=1

onde A%D} estd definida pela Eq.(2.36). Finalmente, constatamos que

s (2.47)

& g (D) (2)

+
n=1 (1—q)2n1_\(fi—q+ )

(kT — (1 — q)(H — pN)>™) .

q

Aqui 1, (< @ >,) é o valor esperado ¢ do operador 1 (Q) e é uma fungdo de T; em geral,
segundo a presente definicao de valor esperado-g, 1, # 1, a menos que ¢ = 1. E muito
facil verificar que no limite ¢ — 1 a Eq.(2.47) se reduz a Eq.(2.41). Agora, o nivel de

energia de Fermi obedece & seguinte expressio,
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Ny

2 me2 \ P[22 < gn(D,er)l() . N
- I(D/2) (mﬁ) D Amlt 2 T +2n) lim ((H ~ epA)™) 1.

Também, podemos verificar que a soma anula-se quando ¢ — 1, porque

Todavia, observa-se que quando ¢ — 1, a Eq.(2.48) se reduz ao resultado conhecido para

o nivel de Fermi na estatistica de Boltzmann-Gibbs .

2.3.2 Particulas em uma Caixa

Consideramos um gas de particulas independentes dentro de uma caixa. O espectro

para cada uma dessas particulas é dado por
o — A
om\e )

ondel[=1,2,3,... ¢ £éolado da caixa.

Na Figura 2.1, mostra-se o potencial quimico como fungéo da temperatura, para va-
lores tipicos de Ny, DD =1 e ¢ = 1; o limite termodinédmico é calculado facilmente. Veja
o caso Fermi-Dirac em Figura 2.1.(a) e o caso Bose-Einstein na Figura 2.1.(b).

A forma exponencial exp(—8H) da distribui¢io de probabilidade e a parte que depende
do momentum (que por sua vez é a parte que depende da energia cinética) da funcdo de
particao =, leva a uma forma explicita da integral, na estatistica de Boltzmann-Gibbs.

Este fato reduz o trabalho envolvido no calculo de =, ao calculo na configuracio de
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e (as)? #T
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wh§(<N>) K \ 2 ¢ \2
I
N , , , s =) kT

Figura 2.1: Potencial quimico para os casos de (a) Fermi-Dirac e (b) Bose-Finstein com

D =1, valores tipicos de N, na estatistica de Boltzmann-Gibbs (no presente formalismo,

g=1).
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varidveis do espago de configuracac de uma particula. E claro que esta propriedade
perde-se quando ¢ # 1.

O comportamento a altas temperaturas da funcdo de partigao para ¢ < 1 é dado por

m

1 DN (—)PN-m(DNYNT(ED(1 + B(1 — q)uN| T (2m£2)"‘/2

S
q 2PN = (DN —m)lm!  N(1—g)"?T(7=2+ %) \wh’f

(2.49)
para particulas em uma caixa em D dimensdes.

Pela falta de fatorizagio, o calculo computacional é vagaroso quando ¢ difere da uni-
dade. Mostra-se na Figura. 2.2 o potencial quimico em funcdo da temperatura para
g = 0.8 (veja o caso de Fermi-Dirac na Figura. 2.2(a) e o caso de Bose-Einstein na Figu-
ra. 2.2(b)). O limite termodindmico acha-se em (a) por extrapolagio (na origem) da curva
do potencial quimico com 1/N,, para valores fixos da temperatura 7' . As quantidades
termodindmicas convergem muito lentamente em (b) e a regido N, > 6 se faz numerica-
mente inacessivel. Porém, notamos que as curvas vao saturando rapidamente, e o limite

termodindmico ficaria muito préximo do valor N, = 6.
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m
hZ

Figura 2.2: Potencial quimico para os casos de (a) Fermi-Dirac e (b) Bose-Einstein com
D =1, valores tipicos de N, e g = 0.8 na estalistica generalizada. O limite termodindmico

€ extrapolado em (a) por método usual.



Capitulo 3

Aplicacoes: Aproximagao (¢ — 1) — 0.

Devido principalmente as dificuldades matemadticas associadas ac valor genérico de ¢
no tratamento dos problemas de N-Corpaos, concentraremos nossa atengao no caso g = 1.
Este tipo de aproximacao [70] foi estudado em alguns trabalhos recentes [54, 70, 71| e
representa um pequeno desvio da estatistica de Boltzmann-Gibbs.

O estudo com (g — 1) — 0 foi motivado pela bem sucedida aplicagio da lei de ra-
diagio de Planck generalizada & radiagao de micro-ondas césmicas. Um melhor ajuste da
curva de intensidade da radiagio em relacdo a freqiiéncia se obtém usando a estatistica
nio extensiva com |(g — 1)| < 3.6 x 107 que aquele que d4 a lei de Planck padréo. Fo-
ram considerados os dados mais exatos de instrumentos de espectrofotometria absoluta
infravermelha distante (FIRAS) do satélite Explorador do fundo ¢ésmico (COBE) [72].

Qutros limites para |(g—1)| consistentes com o anterior e que confirmam a importancia
desta classe de estudo foram dados em trabalhos posteriores {73, 74|, estes sdo |(¢ — 1)| <

0.67 x 10~* dos valores experimentais da constante de Stefan-Boltzmann e |[(g — 1}| <

46
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5.3 x 10~* dos dados do FIRAS-COBE (1990-1992).

Neste capitulo desenvolveremos dois exemplos como aplicacoes simples deste método;

1. condensagao de Bose-Einstein [71] e

2. calor especifico do *He liquido [54].

Na secédo 3.1, estuda-se a condensacio de Bose-Einstein e apresentam-se os resultados
obtidos com a teoria ndo extensiva. A condensacio de Bose-Einstein é uma situacao fisica
de muito interesse atual, pelos importantes avancos experimentais que tém acontecido
recentemente [75].

Na secdo 3.2, usa-se a estatistica de Tsallis para calcular o calor especifico do *He
liquido. Os resultados deste estudo sao comparados com outros resultados tedricos e

dados experimentais.

3.1 Condensacao de Bose-Einstein

Sempre que um espago tipo euclidiano (nio-fractal) esteja envolvido, o gis de Bose-
Einstein (nenhuma interagao ¢ incluida no Hamiltoniano) é o mais simples sistema que se
pode resolver e que apresenta uma transicio de fase. Assim sendo, este tdpico tem lugar
em qualquer curso de mecénica estatistica quantica [1].

A fase que ocorre abaixo da temperatura critica, é bem conhecida como condensagao
de Bose-Einstein (acumulagao de particulas no estado de momento zero).

Nesta secao escreveremos os resultados mais importantes para um gas de Bose & baixa

temperatura e a dimensao espacial arbitraria, em seguida generalizar-los-emos segundo
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a estatistica de Tsallis. Finalmente, discutiremos a aproximacao de pequeno desvio da

estatistica padrao.

3.1.1 Condensacao de Bose-Einstein: Teoria Extensiva

Vamos comecgar considerando um gas ideal de particulas que obedecem & estatistica de
Bose-Einstein a temperatura 7', potencial quimico g, volume V' e niimero de particulas

Ni. A média do nimero de particulas é dada por:

kaT
omhi

' D/2
Ny =n"+V ( ) gpya(et*sT; (3.1)

D é a dimensao espacial do sistema e supomos D > 2 para ter uma temperatura critica
diferente de zero. A func@o gp,, € definida come gp2(y) = 200 ¥" /P2 A quantidade
Y =1 [(exp(—p/ksT) — 1) chama-se estado de momento zero e pode estar macroscopi-
camente ocupado. A fase de transi¢ao ocorre quando g — 0.

A ocupacgao do estado de momento zero é a condensacao de Bose-Einstein. Ocorre 3

temperatura T < T,,. A temperatura critica T,; esta dada por

- 2’."|‘.'.ﬁ2 N1 2D
T = ks (g(D/z)V) ’ (32)

de novo ¢(z) é a func¢do de Riemann.
. , , 0 .
A fragdo entre o niimero de particulas em estado de momento zere n{” e o nimero

total N; pode ser expresso como

(0) T
Moy (—-) . for T<T,. (3.3)
Tcl
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As Eqs.(3.1)-(3.3) constituem o mais interessante conjunto de resultados para este pro-
blema com a estatistica de Boltzmann-Gibbs. Algumas propriedades termodinamicas do
gés ideal em D dimensdes ja foram discutidas em [76].

Além disso, podemos notar que quando T < T, a energia interna U, para o sistema

de Bose-Einstein é escrita como fungao da temperatura como:

(1) = %V (%2)1}/2 (ks T)P/#1¢(D/2 + 1); (3.4)

para o mesmo caso, o potencial termodinamico estd dado por

%=V (4r) T kryPrg(Df2 1)

Assim, como =; = exp(—£};), a fungdo grand-particio

Df2
B, = exp (V (kaT) (D)2 + 1)) . (3.5)

2h?

B conveniente observar que para I > T, ngo) = 0; mas, para T' < Ty, u = 0.

Também notamos que para T' = T;; — ¢, onde € — 0, 0 numero de ocupagio do estado de
momento zero n§°) é proporcional a ¢, de onde vemos que 0 expoente critico S associado
com esta transicdo é dado por 3 =1 (diferente daquele associado a transictes de fase em
sistemas magnéticos, por exemplo, na teoria de Landau, temos que a magnetizacdo M é
proporcional a €'/2; assim, 8 = 1/2 [77, pg.170]).

Mesmo que o sistema fisico ndo inclua for¢as de longo-alcance ¢/ou efeitos de meméria
de longa durac¢io, o formalismo falha se o espago-tempo considerado é multifractal. Nesse

caso, 0 sisterna violaria a estatistica padrao, entdo as consequéncias do formalismo da

estatistica ndo extensiva podem ser relevantes.



CAPITULO 3. APLICACOES: APROXIMACAO (¢ —1) = 0 50

3.1.2 Condensac¢ao de Bose-Einstein: Teoria nao Extensiva

Agora, consideremos o sistema de Bose-Einstein num espaco de dimensao D; de novo,
nenhuma interagao é incluida no Hamiltoniano. A seguir, vamos aplicar a estatistica nao
extensiva ao problema da condensacao de Bose-Einstein e analisar algumas das possiveis
conseqiiénclias.

Usando a Eq.(3.1) na Eq.(2.14} obtemos a generalizacdo para o numero de particulas

0 mkT\ "/
onde G,(D/2,T, 1) é dada por
oG kT D/2 ?'L,U,)t
a3 () SO kD72 (3.7

e K (I, z, p) por

(1—g'*T(1/(1-q))

T s < ET= (=@ =N >

Kq(l: £, !U') =

< O >, é o valor esperado-¢ do operador 3. Como antes, ngf’) é 0 nimero de ocupagao

generalizado do estado de momento zero, o que estd dado por

TLE,O) _ f: f: (”ﬁ)

n=11=0

K,(1,0, 1. (3.8)

De acordo com (3.6} e (3.7), a temperatura critica é obtida requerendo que (g, nf;’)) —
0 em (3.6), que leva a:

- 9y D/2
O Lo ) RE 39)
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que é a generalizacdo da Eq.(3.2). Podemos obter também a generalizacao da Eq.(3.3),

isto é:
n® _ I 7 (O OH)P"? >, (3.10)
N, < (kT — (1 — Q)H)P/2 >,

Além disso, é conveniente observar que a fracao generalizada das particulas no estado de
momento ¢ nula (n{” /N, = 0) para a temperatura critica onde (3.9) é satisfeita.

A seguir, vamos estudar o caso ¢ = 1 devido as dificuldades matemdticas destas
equacdes para ¢ arbitrario. Em geral, o valor esperado-g associado a qualquer observavel

O é dado por

<0 >, = Tr(p?0), (3.11)

SO ST G
1

onde p é o operador densidade em equilibrio.
A funcdo de particdo generalizada, no ensemble candnico on no ensemble grand-

candnico com p = 0, é dada por
1
Zg =Tr[1 — (1 —q)BH]*7, (3.13)

onde, como antes, H é o Hamiltoniano. De acordo com [70], no limite (1 — ¢) — 0,

escrevemos assintoticamente para a Eq.(3.13)
1
Zy~ Zpg |1-5(1- 9)8? < H? >pe|, (3.14)

onde Zpg € a funcio de particao e < @ >pg¢ é 0 valor esperado de um operador O calcu-
lados segundo a estatistica de Boltzmann-Gibbs. Na Eq.(3.14), conservamos a corregio

de primeira ordem em (1 — g).



CAPITULO 3. APLICACOES: APROXIMACAOQ (g—1) = 0 52

Reescrevemos a Fq.(3.12) assintoticamente como

_ < OH >pga 3 <OH2 >pBG
o Zp {14 (1 - — e+ = 2 —_—— oo
<0 >, BG{ (1 q)ﬁl <0 5rc 5 < H® >pg 050 (3.15)

Assim, usando (3.15), temos que (3.9) assintoticamente implica que

Ul(T ) 2/D
m;aﬂnameD(r+u—qxnm—wyﬁfﬂ) =kl (3.16)
cg

Avaliando Eq.(3.16), obtemos uma equagio para Ty, € por inversdo para Tg,, temos

2 1) ((D/2+1)

To=[1-0-0 (345 Cwﬂ)mk@ (317

sempre que k = kp para a primeira ordem em (1 — ¢). Esta aproximacio mostra que,
se ¢ < 1 a temperatura critica decresce. De acordo com a Eq.(3.2) existe uma aparente
modifica¢io na densidade (i.e., se a média do nimero de particulas N; € constante o

volume cresce com ¢ < 1) no limite ¢ - 17. Agora, calculamos

19 (&) _ (§+ 2 _psl/2+1) (3.18)

F1 aq Tcl B C(D/?')

Assim, notamos que a primeira derivada de T,, com ¢ é positiva para todos os valores
de D > 2. Na Figura 3.1 apresentamos a curva de (3.18) (linha sélida) como func¢éo do
pardmetro D; e (se V = ¢2, onde £ é o lado da caixa em D dimensées) a quantidade
N3P (D)/T.1(3) (linha quebrada) versus D.

Resumindo, temos que, como se esperava, os resultados usuais sao recuperados dos
resultados generalizados quando ¢ = 1. Mostra-se que na presente aproximagao a tem-
peratura critica para a fase de transicao da condensacido de Bose-Einstein é modificada

sempre que seja considerada a estatistica nao-extensiva. Além disso, tem-se observado
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Figura 3.1: Mostram-se as curvas da derivada Lai (—Cq) (linha sdlida) dada pela
Ny og \Tgy

_ap Te1(D
Eq.(3.18) e a fracdo lef3 2P TACll(Zi_)l (linha quebrada) como fungdo de D.

que a temperatura critica em outros problemas muda também se g # 1; por exemplo, no
ensemble canduico, o ferromagneto de Ising na rede quadrada com grupo de renormali-
zagao [80] e o ferromagneto de Ising com spin % de coordenagdo z com a aproximagac
de campo molecular [81] sofrem modificagtes perfeitamente consistentes com os presentes
resultados. Exm particular, todas estas aproximagées tedricas dao uma temperatura critica

que cresce com g.
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3.2 Calor Especifico do ‘He Liquido

O calor especifico do *He liquido foi medido com alta precisdo [56, 82] no intervalo
0.14K —0.86 K de temperaturas. Os valores dos parametros fondnicos foram determinados
a partir dos dados experimentais e os parametros rotonicos de medi¢oes com téenicas de

dispersdo de néutrons. Assim,
G = QFomon 4 xRéton (3.19)
onde CFOm" & 4 expansdo polinomial,
C¥Fonon — AT3 4 BT® + DT, (3.20)

que foi comparada aos valores experimentais do calor especifico Cg, (onde E refere-se a
experimental). A, B e D sdo os parametros fondnicos; T é a temperatura; CR" ¢ ym
fungao de (A/kpT), onde A é o gap de energia [83] e kg a constante de Boltzmann.

Para T < 0.5K, a contribui¢do roténica é menor que 1%. Quando T cresce de 0.5K a
0.8K a contribui¢io rotdnica cresce rapidamente e, em T =~ 0.8 K ambas as contribui¢oes
sdo semelhantes; para temperaturas imediatamente superiores a este valor, a contribuigio
rotonica é a mais importante.

Recentemente, um modelo de grupos quinticos (bosonico-goe) [55] para o calor es-
pecifico (Cpe) do *He foi proposto. O modelo nio considera interacdes inter-particulas,
i.e.,supoé-se que os fonons e os rétons sao quasi-particulas independentes. Os fonons
sdo tratados como osciladores-gge bosonicos e os rétons da forma usual. Oscilado-

res bosonicos-gge [84] sdo uma generalizagdo da dlgebra de Heisenberg, introduzindo
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um parametro de deformagdo gog, onde goe = 1 corresponde & descricdo da mecénica
quantica padrao. O modelo usa a “deformation-¢” da 4lgebra de Heisenberg para dar
uma interpretacio algébrica 3 expansio polinomial em momentos pequenos da relagio de
dispersdo dos fonons.

Por outro lado, uma possivel conexao entre a estatistica de Tsallis {caracterizada por
g # 1) e grupos quénticos (caracterizados por gog # 1) fol proposta recentemente [63].
Segundo essa discussao, a partir de valores esperados de observéveis, deriva-se uma relacao
dependente da temperatura entre g e ggg, 0 que foi ilustrado com osciladores bosénicos.

O objetivo da presente se¢ao é duplo: (i) estabelecer a formulacio estatistica genera-
lizada, e (ii) comparar os diferentes resultados tedricos conhecidos para o calor especifico
do *He liquido a baixas temperaturas.

Denotemos por C(q, gg¢, T) o calor especifico genérico do *He, onde T é a temperatura.

As possibilidades para C sdo:

4

C(1,1,T) = Cpg estatistica de Boltzmann-Gibbs,
Clg, 996, T) — 1 C(1,q906,T) = Cpe grupos quinticos, (3.21)

C(q,1,T)=Crp estatistica de Tsallis.

“

Nesta secao seguiremos a seguinte ordem: primeiro calculamos o calor especifico Cpg
com a estatistica de Boltzmann-Gibbs, considerando uma relacdo anémala para a dis-
persao de f6nons. Depois, obtemos o calor especifico C7 na aproximacao de pequeno desvio
do modelo padrao. Finalmente, comparamos nosso resultado ao do modelo bosonico-gga

Coc e aos dados experimentais Cg [56].
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3.2.1 Calor Especifico do *He Liquido: Teoria Extensiva

Tomemos o Hamiltoniano H para um gds de fénons que ndo interagem, numa caixa de

lado ¢ em DD dimensoes, dado por
Y 1
H:hZ}%M+?, (3.22)
i=1

onde N é o operador de nimero, w; é a freqiiéncia do oscilador e i = /27 (h é a constante
de Planck). A fungdo de partigdo pode ser achada pelos métodos usuais (por exemplo,

veja ref. [1]) e a energia livre toma a forma

i 1, ¥ T
FFonon — Eh Z w; + kBTZ log(l — 6ﬁwi/kBT)_ (323)

=1 i=1

Dado que hd um numero finito de particulas, haverd um limite superior para o nimero

possivel de modos de vibrago no sistema de particulas;

AN D12
N=(l) I |
(27?) RSV (3-24)

onde k. é o modo £ maximo. Consideremos o *He liquido como um meio continuo e a
relacio de dispersio andémala w = c,k(1 — ak?) para os fonons, onde ¢, é a velocidade
do som, e o < 0 como foi determinado experimentalmente para 7' < 1K [56, 82] e obtido

teoricamente [55]. Para um grande ndmero de particulas N, podemos substituir todas as

somas por integrais; entao, a Eq.(3.23) pode ser escrita como

Nkg, poy [T (1 — 36242)
_ T +1[ D
or 0 da exp(z(l —t222)) — 1

(3.25)

FFoon = F, 1 NkgT log (1 — e 0ok

onde 0 = he k. fkp, t = Ve kT/0e

1
F, = §Nk39(

1 1
- k2>.
D+1 Dt3*e
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I£ possivel achar a energia interna [Fopon = pionon _ g pronon /57T aseim temos

A Nk 8/T (1 —£22%)
Fénon _ D BTD+1[ drz? _
v Vot 60 o exp(z(l — 22%)) — 1’ (3:26)

com U, = F,, e o calor especifico a volume constante pode ser obtido de CTomon =

(BUFoon /9Ty,

Tomamos a relagio de dispersdo usual € = A + (p — p,)* /2 para a energia do gés de
rotons, onde p, é o valor do momento para a energia minima e p € a massa efetiva do
rétons. Pelo método usual [85, pdg.232] obtemos os valores estendidos a D dimensdes da

energia livre:
A

' kBT 3/2
pri — 50 () (22T) " expl- /o), 0

onde

R(D)_ £ i 2”TD/2 D-—1 9 Ak
“\2an) T(Djp)Pe VITHE BB

A correspondente energia interna é dada por

. A A 1/2 1 A 3/2
Rdéton — (D) { = el 17 A B
v i (kB) l(kBT) T3 (kBT) ]eXP( A/kgT) (3.28)

e o calor especifico pode ser escrito como

§ kT 1/2+(A)1/2+( A )3/2
4\ A kgl kgT

Na aproximacao de particulas independentes, temos que a energia livre do sistema € dada

CReton — R(D) exp(—A/kpgT). (3.29)

por Fpg = FTomon | FR&on (que em sua forma estendida é chamada equagio fundamental
do sistema), a energia interna é Upg = UFoPom  URSn ¢ o calor especifico Cpg =

CF(‘)non + CRﬁton
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3.2.2 Calor Especifico do *He Liquido: Teoria ndo Extensiva

Dando continuidade, apresentamos o calculo com a estatistica de T'sallis. Segundo a
Eq.(3.15), temos que a energia interna generalizada U, =< H >, é dada assintoticamente

por

2 3
< >pe B (< W2 >pe — S ZHG >BG)] } . (3.30)

U w759 1-—
1 BG {1+( Q'),B < H >pa 2 <H>BG

Calculamos o calor especifico generalizado Cr = C, = dU, /0T e assintoticamente temos

OT ~ exp (—(1 — q)Fgg/kBT) X (331)
1-— q CBG o BC‘BG BC’BG 1 282036;
ZBG o2, — kT _ - .
[CBG R (QUBG A L 7 R LT

Na Figura 3.2, mostra-se a curva dos dados experimentais do calor especifico (circulos)
e sua forma generalizada de acordo com a Eq.(3.31) (linha sélida) e, como podemos ver, o
resultado é muito bom. Os valores de (3.31) foram tomados com D = 3, Ns(1—¢) ~ 1072,
(N4 € o niimero de Avogadro) e com os dados da amostra 6 das medidas de Greywall {56},
isto é, £3 = 27.579 em® o volume molar, A/kg = 8.72K, R® = 6.19 x 10? e ¢, = 237m/s.

Nao estamos considerando um modelo microscépico para as excitacdes em *He, so-
mente aplicando métodos estatisticos. Porém, se compararmos cuidadosamente 0s nossos
resultados, os da estatistica de Boltzmann-Gibbs e os dos grupos quanticos com os dados
experimentais, encontramos resultados muito interessantes. Na Figura 3.3 mostra-se a
diferenca relativa de cada expressio conhecida aos valores da Cr medida por Greywall.
Notamos que para T — 0 temos Cr > Cg, mas quando T cresce, hd uma temperatura

na qual Cr é igual a Cg; para temperaturas mais elevadas do que esse valor, Cr < Cg.
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Figura 3.2: Curvas experimental (circulos; C = Cg) e tedrica segundo a presente aprozi-
mag@o (linha sélida; C = Cr) para o calor especifico do *He.  Os valores ezperimentais
correspondem & arostra 6 das medidas de Greywall [56]. Os valores tedricos foram cal-

culados da Eq.(8.81).

Escolhemos a amostra 6 da ref. [56] para poder comparar os nossos resultados com aqueles
da ref. [55). Também podemos observar que para pequenos valores de T, i.e., quando as
particulas interagem levemente, a estatistica de Boltzmann-Gibbs é melhor, mas quando
T aumenta, as interagoes chegam a ser importantes e, consequentemente, Cge difere mais

de Cg, enquanto Cr e Cye sdo mais proximas aos valores experimentais.
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C/G, - 1

Figura 3.3: Diferenca relativa entre os dados experimentais Cp (amostra 6 das medidas
de Greywall) e as diferentes teorias: estatistica de Boltzmann-Gibbs(circulos; C = Cpg),

Tsallis (diamantes; C = Cr), e grupos qudnticos (tridngulos; C = Cya).



Capitulo 4

Potencial tipo Lennard-Jones (12, «)

Este capitulo é dedicado a estudar resultados numéricos de simulacoes de dindmica
molecular de sistemas de particulas que interagem com potencial tipo Lennard-Jones [97].
Em geral, as simulagdes computacionais sdo importantes principalmente por dois mo-

tivos
1. Para testar aproximacoes tedricas.
2. Para predizer algum fenémeno novo.

Nio é o objetivo deste capitulo simular um material particular, sendo estudar um mo-
delo simplificado que contenha certos fenomenos essenciais de sistemas de muitos corpos
que gostariamos de entender.

Um grande niimero de trabalhos tem desenvolvido algoritmos, técnicas e procedimen-
tos validos em sistemas onde as interagoes sdo de curto alcance.

A inclusdo de interacoes de longo alcance modificam a fisica de qualquer sistema onde

61
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se apresentem. Por exemplo, um elétron num campo magnético uniforme constitui um
problema simples de resolver e as suas solugoes exatas cldssica [86] e quintica [87] sdo bem
conhecidas. Porém, a presenca de mais uma particula carregada modifica drasticamente a
mecinica do sistema. A intera¢io chamada Coulombiana é dada por V(r) o< ™, onde
r é a distancia entre as particulas. O problema classico de duas particulas carregadas em
um campo magnético uniforme discute-se em [88] e o caso quintico em (89, 90]. Conse-
quentemente, a mecénica estatistica de um sistema de N particulas é modificada consi-
deravelmente devido & presenca de interagoes de longo alcance; o limite termodindmico
usual pode nao ser obtido. Contudo, sob algumas circunstancias, efeitos de blindagem
tornam possivel conseguir o limite termodindmico nos sistemas Coulombianos. Este nao
é o caso de outros sistemas; por exemplo, os gravitacionais.

O problema de sistemas com interagdes de longo alcance tem preocupado por longo
tempo a muitos tedricos. Podemos citar, mais uma vez, Landsberg [12]. Ele escreveu:
“A presenca de forgas de longo alcance produz emendas importanies a termodindmica,
algumas das quais ainda ndo foram plenamente estudadas”. Também B. J. Hiley [91] em

1961 j4 ressaltava este problema. Ele escreveu: “Consideremos as somas,

1
b= 2 v S
VY

[onde S; toma os valores +1 e D é a dimensio]. Com & < 0 esta soma diverge e, como
consequéncia, as propriedades de um modelo, usando esta classe de potencial, serdo néo

termodindmicas *. Deste modo, ndo discutiremos mais esses modelos. No caso ¢ > 0

INota: “ndo termodiniamicas™ neste texto deve ser certamente entendido como “termodinamicamente

nao extensivas”
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as somas sio absolutamente convergentes. Numa rede grande com um grande nimero de
sitios o valor de ¢; serd independente de r; e da forma do contorno da rede. Porém, se o
potencial for do tipo § =0, as somas ¢; podem ser condicionalmente convergentes ou, no
pior dos casos, divergenies. Aqui, ainda em grandes redes, ¢; dependerd da posicdo r; e
da forma da amosira”.

Trabalhos recentes tém apresentado uma discussdo deste problema [92, 93, 94, 95,
96]. Neste capitulo vamos discutir uma conjectura proposta por Tsallis que permite
restabelecer convergéncia em sistemas com interagoes de alcance arbitrario.

Neste capitulo, vamos considerar um modelo para sistemas de particulas que intera-
gem com um potencial de Lennard-Jones modificado, que considere interacées de longo
alcance. Especificamente, vamos fazer um estudo numérico do comportamento critico
desta classe de fluidos [97]. Na segéo 4.1 vamos definir o potencial tipo Lennard-Jones
com que vamos trabalhar e as unidades das quantidades termodindmicas que vamos usar,
e vamos estabelecer as consideragSes bésicas com que as simulagOes serfio executadas.
Na secao 4.2, vamos discutir e estender alguns métodos conhecidos e desenvolvidos para
estudar o sistema padrao de Lennard-Jones para serem aplicados a sistemas de alcance
moderado. Além disso, vamos discutir algumas propriedades destes sistemas no ponto
critico e finalmente, na se¢io 4.3, vamos estender a discusséo a sistemas com interagoes

de longo alcance.
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4.1 Consideracoes Gerais.

4.1.1 Definigao do Potencial

O potencial de Lennard-Jones é um potencial efetivo porque descreve a interacao de
duas particulas sem carga (e.g.,moléculas ou dtomos). Uma particula em um liquido esta
em movimento constantemente, sofrendo colisdes com outras. Quando duas particulas
interagem a muvem de elétrons se distorce o que induz um momento dipolar. Mesmo que
seja por um curto tempo, as particulas com dipolos se atraem mutuamente.

A fim de conhecer o comportamento mais geral de sistemas com interagoes inter-
particulas de alcance arbitrario, consideremos um modelo para sistemas, D)-dimensional,
de N particulas que interagem com um potencial de Lennard-Jones (12, «) estendido dado
por

o(r) = e [(%)m ¢, (%) a] , (4.1)

onde C, é um parametro definido por

1 (48/a)/12
T 4(1 - af12)1e/12

Co (4.2)

Deste modo, a profundidade do pogo de potencial é ¢ em todos os casos (Va). Na Figu-
ra 4.1(a), mostra-se o potencial de interacdo como fungao da distancia r entre as particulas
para valores tipicos do parametro . Na Figura 4.1(b), mostra-se a curva de C, como
funcao de a.

Ainda, definamos a fun¢fo w(r) do virial inter-molecular como segue

w(r) = ) {12 (g)m — aC, (‘-:-)a] : (4.3)

dr
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0.0

4 6 8 10 12

Figura 4.1: Potencial v(r)/e de Lennard-Jones (12, o) como fungdo de r. Os valores o =
0,1, 2, 4, 6 sdo eshibidas em (a). A curva do pardametro C, como func¢do de o € mostrada

em (b).
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O paridmetro « caracteriza o alcance das interagdes (0 < a < 12}, Quando a é gran-
de, notamos que as interac¢des relevantes sobre uma molécula sao devidas aos vizinhos
mais proéximos. Porém, quando o é pequeno, as contribuicoes dos vizinhos mais distantes
também sfo importantes. A escolha a = 6 corresponde as interacdes de Lennard-Jones
padrao para I3 = 3, e normalmente pode ser considerada como a representacao qualitati-
vamente correta das interagdes em um sistema atdémico. A escolha « = 0 é basicamente
a aproximac¢do de campo médio, onde as interagoes, de longo alcance, independem da
distancia. Verifica-se que « caracteriza o alcance das interagoes microscopicas e, por mo-
tivos que em breve se tornario claros, a literatura recentemente refere-se a interagoes de
curto alcance quando & > D), interagbes marginais quando o = IJ e interagdes de longo

alcance quando 0 < a < D.

4.1.2 Unidades Reduzidas

Quando os sistemas sdo constituidos somente de um tipo de moléculas, é conveniente
usar a massa das moléculas como unidade fundamental, i.e.,m; = m = 1; como conse-
quéncia temos que os momenta das particulas p; e as velocidades ¥; sao numericamente
idénticas, acontecendo 0 mesmo para as forgas F e as aceleragoes a,.

No que segue, as quantidades serio especificadas em unidades reduzidas, em termos

dos parametros de Lennard-Jones, ¢ e ¢, e da dimenséo espacial do sistema, .

p— poP densidade

T — kgT/e temperatura
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p—  olpfe pressao
U— Ule energia
t— \/e/‘m tjo tempo
F— oF/e forca,

onde kg é a constante de Boltzmann.

4.1.3 Condicoes de Contorno Periédicas

Para obter informacoes sobre as propriedades dindmicas do sistema que resultam do
comportamento do seu tamanho, foram aplicadas condi¢oes de contorno periddicas e as
interacoes foram truncadas por uma distincia de corte igual & metade do comprimento
do lado da caixa. Quando simulamos um sistema com um ndimero finito de particulas, e
nao estamos interessados em levar em conta os efeitos de superficie, deveriamos trabalhar
com um sistema extremamente grande para garantir que a influéncia das bordas pode ser
desprezada em relacgao aos efeitos de volume. Efeitos de superficie podem ser ignorados se
usarmos condicoes de contorno periddicas. Nas condigGes de contorno periédicas, o bloco
da simulacio é repetido através do espago, para formar uma rede infinita. No curso da
simulacio, quando uma molécula se move, sua imagem periédica se move exatamente da
mesma forma em cada um dos blocos vizinhos. Assim, nao ha paredes, e o sistema nao
tem superficie. A densidade do sistema é a mesma que a do bloco central. Nao precisamos
guardar as coordenadas de todas as imagens da simulagdo (seria um niimero infinito), sé

as das moléculas do bloco central. Quando uma molécula deixa o bloco nos limites, outra
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entrari justo pela face oposta (em duas dimensdes, um toro representa perfeitamente
a topologia do sistema, mas nao a geometria; em trés dimensoes, uma analogia similar
poderia ser dada, porém, é bem mais dificil de imaginar). Assim sendo, condigfes de
contorno periddicas aplicadas a simula¢des de sistemas de poucas particulas dao uma
melhor imagem dos sistemas de muitas particulas, mas nao o suficiente quando o alcance

das interagtGes comega a crescer. Este sera um dos problemas que discutiremos aqui.

4.1.4 Procedimento Numérico Geral

As equagdes de movimento foram resolvidas usando o algoritmo de Verlet [98, Cap.3].
O intervalo de tempo Af nfo pode ser muito grande, porque o algoritmo usado e que
resolve as equacdes de movimento poderia produzir colisio entre moléculas em passos
sucessivos, levando a grandes falhas numéricas que parariam a execugdo do programa.
Em nossas simulaces em trés (duas) dimensdes At a2 1072 (102). Em geral, o algoritmo
de Verlet calcula os valores das forgas aplicadas sobre (e as aceleracdes d de) cada uma
das particulas num tempo t e determina as posicdes 7 de acordo com a seguinte expansao

de Taylor

7t + At) = 7(t) + At + %(At)z’a(t) +... (4.4)

onde ¥ é a correspondente velocidade da particula. Em trés dimensdes, executamos as
simulacdes aplicando também o algoritmo de Gear [98, pag.340]. O algoritmo de Gear cor-
rige as posicdes das particulas considerando derivadas de maior ordem na expansio (4.4).

A temperatura T e a pressdo p do sistema podem ser calculadas usando o teorema do
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virial. Assim, de nossas simulagdes elas podem ser obtidas por expressdes dadas por

T= 2U,/DN temperatura, (4.5)

p= pT+W/N pressaon, (4.6)

onde Uy é a energia cinética reduzida do sistema. W é dada por

1
WZ“EZZ’W(W) ; (4.7)

i >
onde w(r) é a funcdo do virial definida pela Eq. (4.3).

O equilibrio supde-se alcancado quando a pressio, energia total e energia potencial do
sisterna atingem um valor estavel. Na maioria dos casos aqui estudados, as simulacbes
aconteceram durante 4 x 10* passos, o sistema relaxou em 2 x 10* passos e a média das
quantidades foram tomadas nos 2 x 10* passos seguintes. Nas simulacdes com poucas
particulas (e.g.,N < 150) se fez necessdrio executar vérias amostras com diferentes con-
dicdes iniciais e calcular a média dos resultados obtidos para a pressio, energia total e
energia potencial.

Finalmente, vamos considerar um acoplamento do sistema com um banho térmico
externo & temperatura T, [99]. De acordo com este método, as velocidades foram escaladas

a cada passo da simulagdo, pelo fator

A:JH%(%Q (4.8)

onde T é a temperatura reduzida do sistema (dada pela Eq. (4.5)) e 7y é uma constante

de tempo. O método leva o sistema a atingir a temperatura 7, numa fracao que depende

de 7. Aqui tomamos At/7p = 107!
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4.2 Interacoes de Curto Alcance

Métodos tedricos e de simulagées computacionais tem sido aplicados ao estudo de

interessantes sistemas como o fluido de Lennard-Jones (o = 6) [100].

4.2.1 Correcoes por Corte no Potencial

Freqiientemente, em simulagées computacionais de sistemas de N particulas que inte-
ragem com um potencial par e simetria esférica usa-se uma distdncia r, de corte. Entao, é
util corrigir os resultados das simulag¢tes para compensar a perda pelo corte do potencial.

Segundo Allen and Tildesley [98, Eqs.(2.96) e (2.97)], obtemos em D dimensdes para
a energia interna reduzida

D/2

o0
Urotar =~ Uy + I‘(D/2)Np[r dr v~ w(r) g(r), (4.9)
e para a pressdo reduzida
1 PR, e D-1
DTotal = Py + D F(D/Q)p /T drr w(r) g(r) (4.10)

onde a funcdo g(r) caracteriza os fluidos monoatémicos e d4 a probabilidade de achar
um par de atomos separados por uma distincia r, relativa a probabilidade esperada para
uma distribuicio completamente aleatdria da mesma densidade. Se r, for suficientemente
grande, no sentido de que as interagdes a distancias r > r. forem pequenas, frequentemente
supbe-se g{r) &~ 1 para estimar energias e pressao. v(r) — v(r)/e é o potencial reduzido
e w(r) = w(r)/e a fungio do virial reduzida. Também, temos chamado Urga € prota

aos valores totais de energia e pressao para um fluido com o potencial total, e Uy, py 0s
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valores obtidos diretamente da simulacio do sistema com N particulas usando o potencial
com corte.
As correces dadas pelo segundo termo do lado direito das Eqs.(4.9) e (4.10), com o

potencial de Lennard-Jones (Eq.(4.1)), quando a > D, sio dadas por

4P/ 1 1
U, — N ( -12+0_ - " —OH"D) 411
T (D) P\12-D" o—plaTe (4.11)
para a energia interna, e
4 72, 12 12+0 _ _%Ca _4ip
= = c - T, 4.12
Pee =1 T(n/2)” (12—DT° a—D'° ) (4.12)

para a pressio, onde CC refere-se a corregio por corte (long-range corrections). Notemos
que foi possivel calcular as integrais antes referidas devido a natureza de curto alcance
das interaces. Como veremos em segbes subsequentes, se a < I as interagdes sfio de
longo alcance, nesse caso as integrais divergem, assim a presente discussao nao é vélida.

As correctes dadas em (4.11) e (4.12)podem ser aplicadas aos resultados depois que
uma simulacio tenha rodado. Este método pode ser usado sempre que os valores Ugc
e peo sejam bem menores que os valores Uy e py obtidos diretamente das simulagoes
(Ucc/Un, pec/pn) < 1, podendo assim se estimar o nimero de particulas necessérias
para que a simulacao forneca valores proximos aos do limite termodinamico. Isto po-
de impor uma grande limitagdo quanto ao tamanho da amostra quando o alcance das
interacoes cresce.

Nas tabelas 4.1 e 4.2 mostram-se o tamanho minimo das amostras para que as corre¢oes

segundo (4.12) em relagiio aos resultados numéricos das simulagoes (poc/pw) seja menor
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do que 1072, Veja o caso em duas dimensdes (D = 2) na tabela 4.1 ¢ em trés dimensoes

(D = 3) na tabela 4.2

Tabela 4.1: Tamanho minimo de sistemas em dois dimensées requerendo pe./py < 1072

para diferentes valores de o

o p=02 p=03

6 N > 20 N > 100

4 N>60 | N >5000

3 N>10° | N >10®

2.5 N>10"¥ | N >2x10%

Tabela 4.2: Tamanho minimo de sistemas em trés dimensoes requercndo pe./py < 1072

(o p=02 p=03

6 N > 100 N > 500

5 N > 1000 N > 5000

4 N >16x 10° | N > 28 x 108

Quanto mais perto ao valor marginal de «(= D; onde se espera divergéncia dos resul-
tados) e quanto maior o valor da densidade p, maior deverd ser o valor de N. Para valores
pequenos da densidade, o limite termodindmico é alcangado rapidamente, mas para os va-

lores de p de maior interesse térmico, o limite termodindmico chega a ser numericamente
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inacessivel para « < 6 em trés dimensoes e o < 4 em duas dimensodes.

4.2.2 Meétodo dos Miiltiplos Intervalos de Tempo

Para sistemas de moléculas governadas por potenciais, mesmo de curto ou moderado
alcance, tal como Lennard-Jones (12, > D), 95% do tempo usado nas simulagdes é
gasto examinando-se as N (N — 1)/2 duplas de particulas interagentes. Visando otimizar
este grave problema, devido 4 grande quantidade de simulagdes que precisamos executar,
vamos estender para valores de & > D, o método dos miltiplos intervalos de tempo [101].
Este método foi formulado originalmente para simulacoes de dinamica molecular de sis-
temas de Lennard-Jones (o = 6). O método aplica-se a sistemas com N > 100 particulas
e permite reduzir o tempo das simulacdes em 4 ou 5 vezes. Nas presentes simulagoes,
cle serd usado para estimar valores de temperatura e curvas do diagrama de fases para
o < 2D e depois, a partir desses valores, fazer um calculo mais preciso com o programa
nao otimizado.

A forga instantanea sobre uma molécula ¢ é o vetor

F=y- (EM) , (4.13)

i \rg Ory
Aqui, 7j; = 7; — 7, onde 7; é o vetor de posigao da molécula 7 e r;; = |7%5]. A soma é
sobre todos os vizinhos j numa esfera de rddio r, centrada em . A esfera centrada em
i pode ser dividida em duas por uma outra esfera de radio r,, sendo ro, < 7, também

centrada em 7. Assim, a forca dada pela Eq.(4.13) pode ser separada em forcas préximas
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F, e distantes Fy, produzidas por esse conjunto de vizinhos.

S 4= 7oy Oulry ' Ou(ry
A S
0 t Tij<Ta Fa<rij<re

i E \Ta Or

As forgas proximas sao as forgas produzidas pelos vizinhos mais préximos e as forcas
distantes s&o as forcas produzidas pelos vizinhos mais distantes. O movimento da molécula
é dominado pela variacao rapida das forcas préximas. Vemos que em média |ﬁp| > |Fy.

Para @ = 6 tomamos r,—¢ =~ 1.5, assim consideramos no calculo de F;, tao somente
interacao de primeiros vizinhos, mas quando o alcance das interacbes cresce, r, deve
crescer também porque essas interacOes comecam a ser importantes e assim as interacoes
de seguintes vizinhos deverdo ser consideradas para o célculo de ﬁp. Mas, as forgas
distantes sio menores, e variam bem mais lentamente com a distincia e com o tempo.
Nas presentes simulacdes, temos calculado essas componentes com r, = £/2, onde £ é o

lado da caixa, e r, segundo a tabela 4.3

Tabela 4.3: Valor estimado de r, para cada

Q| Ty
6 1.5
5120
4 125
313.0

No método dos multiplos intervalos de tempo, a for¢a proxima € recalculada em cada

passo da simulagdo, enquanto que usam-se intervalos de tempo de até dez vezes maiores
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para calcular a evolugio em relagdo ao tempo das forcas distantes. Assim sendo, no tempo
t, as forcas préximas e distantes serdo calculadas a partir da Eq(4.14). Mas, a forca
distante é dada pela expansdo de Taylor de ordem m, usando a informagao disponivel em
to:

KAt (K At)™

Fy(to+ KA) = Fylt,) + ——Fy{te) +... +

i Fd(to) (4'15)

m!
onde K = 1,2,...,n — 1. As correspondentes derivadas com relagdo ao tempo Fj(ts),
Fi(t,),... sdo calculadas no Apéndice B.1. O contorno entre os vizinhos proximos e
distantes é distorcido da sua forma original; porém, em n + 1 passos a lista de vizinhos
proximos e distantes é recomposta e as forcas proximas e distantes sdo calculadas de
(4.14). As derivadas com relagdo ao tempo das forcas distantes sio recalculadas e aquele
passo vem a ser 0 novo t,. Desta forma, um intervalo de tempo At é usado para as
forcas proximas e nAt para as forcas distantes. As contribuicoes para a energia interna
configuracional e a funcio virial total w (necesséria para calcular a pressdo) em cada
intervalo de tempo foram separadas também em contribuicoes préximas e distantes e

calculadas de forma analoga aos cdlculos das for¢as (veja Apéndice B.2).

4.2.3 Ponto Critico em Fluidos de Lennard-Jones

A presente discussao de sistemas de fluidos concentrar-se-a na equacao de estado, um
funcional da forma f(P, p,T) = 0 que relaciona os parametros termodinidmicos — pressao,
densidade e temperatura. A equagio de estado define uma superficie em um espago

em trés dimenstes cujas coordenadas sdo P, p, T; cada um dos pontos sobre a superficie
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corresponde a um estado de equililibrio do sistema. Com o objetivo de apresentar uma
melhor visualizagio da superficie de estado, convem considerar uma projegiao sobre o
plano PT. Mostramos tal projecdo na Figura 4.2, notamos trés regioes separadas, que
correspondem as trés fases mais familiares da matéria - fase sélida, liquida e gasosa. As
fases sdlida e gasosa estdo em equilibrio sobre a curva de sublimacdo, as fases sélida
e liquida estdo em equilibrio sobre a curva de fusdo ¢ as fases liquida e gasosa estao
em equilibrio sobre a curva de pressdo de vapor. Cada ponto sobre essas trés curvas
representa um estado de equilibrio em que duas ou mais fases podem coexistir - ¢ o ponto

triplo representa um estado onde trés fases coexistem em equilibrio .

p curva de fusio Liquido ponto critico

Sdlido

curva de pressdo de vapor

ponto triplo ,
Gas

curva de sublimagio

Figura 4.2: Projecdo da superficie PVT no plano PT'.
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Notamos, porém, que a curva de pressao de vapor ndo se desloca indefinidamente
como parece fazer a curva de fusfo e sim acaba em um ponto; tal ponto se chama ponto
eritico e suas correspondentes temperatura e pressio, temperatura crifica e pressao critica.
Quando existe ponto critico, entre ambos os estados da matéria pode acontecer uma
transicio continua, i.e.,ndo se produz decomposi¢io em duas fases. Assim sendo, um
ponto critico pode existir unicamente para aquelas fases onde a diferenga entre elas nao
possua um carater fundamental (e.g.,um liquido e um gas tém a mesma simetria). Nao é
assim com as fases liquida e solida (e.g.,um cristal) ou diferentes modificaces cristalinas de
umn sistema, que diferem qualitativamente (e.g.,distinguem-se por sua simetria interna). E
claro que qualquer propriedade de simetria na matéria aparece ou desaparece subitamente
¢ nio de modo continuo. Em cada estado o corpo possuird um tipo de simetria e, por
conseguinte, sempre serd possivel determinar a qual fase pertence. Portanto, para tais
diagramas nao existira ponto critico.

No ponto critico deve se cumprir [85, pag. 322]

6P)
—] =o. (4.16)
(('ﬂ/ T,
Também, afim de obter um estado estavel, deve anular-se a segunda derivada
o*P
(W)Tc = 0. (4.17)

Estas condicoes podem ser satisfeitas tio somente no ponto critico do sistema.
A seguir, diremos que os sistemas de Lennard-Jones (o = 6) apresentam interessantes
propriedades que tém ajudado a testar a validade das teorias para liquidos e investigar

fendmenos tais como superficie liquido-vapor, fusao, nucleacao, etc. Nosso principal inte-
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resse estd no ponto critico da transigio liquido-vapor e o principal objetivo é determinar

a temperatura critica desta transicio de fase para sistema tipo Lennard-Jones (12, a).

02
p/T
01
0.0 L 1 L ] L J
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
P

Figura4.3: Curva tipica de p/T" em funcdo da densidade p para um sistema Lennard-Jones
usual @ = 6 ¢ D = 3. As temperaturas correspondem & temperatura critica T, = 1.35, um

valor T = 1.3 abairo de T, e oulro T' = 1.4 acima de T,

Na Figura 4.3 mostramos curvas tipicas do diagrama de fases de um fluido Lennard-
Jones no plano Pp. As curvas correspondem & temperatura critica I = 1, = 1.35,
temperatura T = 1.3 menor do que temperatura 1, e temperatura I" = 1.4 maior do que

temperatura 1.

As simulacdes executadas consideraram sistemas com N particulas que interagem
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Te(c; N)

Te(c; N)
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(c)
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Figura 4.4: Temperatura critica To(o; N) como fungio de N para sistemas em (a) duas

dimensoes ¢ em (b) trés dimensdes. Diversos valores de o foram considerados. Mostra-se,

To(a; Ny vs (¢) N2 em duas dimensdes e (d) N'=%/% em trés dimensées. Em todos os

casos, 0s resultados numéricos (circulos) ajustaram de acordo com a Eq. ({.18) (linha

solida).
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com potencial tipo Lennard-Jones (12,«) definido por (4.1). A saber, os tamanhos
simulados foram N = 25, 49, 100, 225 e 400 para sistemas de duas dimensoes e
N =27, 64, 125, 216 e bH12 para sistemas em tés dimensdes.

Na Figura 4.4, mostramos os dados numéricos para a temperatura critica de sistemas
em (a) duas dimensdes e diversos valores de «(= 4,3,..) e, em {b) trés dimensdes com
valores de « dados por 6, 5, 4, 3.5.

Precisamos obter o limite termodinamico, mas como foi discutido na secao 4.2.1, li-
mita¢Oes computacionais nos impedem de observar o comportamento do sistema para
N — oo. Porém, notamos que para valores de o > D, a temperatura critica tem uma
tendéncia a saturar para N grande e — no ponto critico ~ os valores para a temperatura

critica se ajustam por uma expressao simples dada por
To(o; N) = Tp(e) + agN* /P (4.18)

onde T, (a; N) é a temperatura critica obtida diretamente das simula¢des dos sistemas de
N particulas. Para garantir a convergéncia das curvas dos casos estudados, mostramos
T.(c; N) como fungio de N'=/? em duas dimensdes na Figura 4.4(c) e, N'=®/3 em trés
dimensoes na Figura 4.4(d).

A funcéo Te(o) = Te(o, 00) que aparece no ajuste de curvas (veja Eq. (4.18)) representa
0 limite termodinamico da temperatura critica extrapolada por método numérico usual.
As curvas dos valores estimados de T,(«) e a sua inversa (i.e., 1/7.(a)) como funcio de
o mostram-se na Figura 4.5; os circulos representam os valores extrapolados dos dados

obtidos pelas simulagdes, e a curva da linha sélida é obtida da Eq. (4.19) de ajuste.
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Te()
o
(b)
l/Tc(a') 10}
05 D=2 b=3
0.0 .
2 3 4 5 6
o

Figura 4.5: Valores de  (a) Te(a) e (b) 1/Te(a) versus o Os circulos T,(a) foram
estimados numericamente por método de extrapolacdo. A linha sélida representa a curva

de ajuste dada pela Eq. (4.19)
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Assim, mesmo que nfo consigamos observar o limite termodin&mico diretamente, a for-
ma da curva dos dados computacionais resultou ser simples e ajustou bem pela Eq. (4.18)
Qutro fato que podemos obervar, a temperatura critica dos sistemas com interacgoes
tipo Lennard-Jones cresce rapidamente quando o valor do parimetro « se aproxima de
D. Estes pontos também podem ser ajustados por uma expressao simples dada por
0.23 - 0.63/(1 — o/2) para o > D = 2,

Te(cx) = (4.19)
0.48 — 0.86/(1 — «/3) para o > D = 3.

Assim, vemos da Figura 4.5 (a) e consequentemente da Eq. (4.19) que T.(o) converge
sempre que « > 3; Te(a) diverge para o < D.

Além dos resultados anteriores, as nossas simulac¢es computacionais sugerem que
outras quantidades termodinimicas do sistema, como a pressdo, divergem com 1/(1 —
«/ D). Porém, é interessante notar que se considerarmos o quociente entre a presso e a

temperatura, no ponto critico, converge como —1/NYP. Isto é

PelasN)  Pe(o) 1

T N)  T(a) © NP

(4.20)

Na Figura 4.6, mostramos a curva do quociente P.(a; N)/T.(c; N) como fungio de 1/N*/P
para D = 2,3, O caso em duas dimensdes mostra-se na Figura 4.6(a) e o caso em trés
dimensdes mostra-se na Figura 4.6(b).

FEste é o comportamento geral que apresentam os sistemas com interacdes de moderado
e curto alcance. Mesmo que as simulagoes ndo permitam alcangar o limite termodinamico
de forma ébvia (4.e., os resultados numéricos das propriedades estudadas tenham o mesmo
valor para diferentes valores de V), é possivel ajustar fungdes simples com os resultados

computacionais e extrapolar.
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Figura 4.6: O quociente P,(a; N)/To(c; N) como fungéo de 1/NYP ¢ valores tipicos de

a. O caso em duas dimensdes (D = 2) é mostrado em (a) e, trés dimensées (D = 3) em

(6)-
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4.3 Interacoes de Longo Alcance

Como frisamos na introducdo desta tese, e novamente no comeco deste capitulo, o
comportamento de sistemas com interagdes de longo alcance é um problema que tem
preocupado a muitos tedricos nos Gltimos anos. Em geral, modelos que usam interacoes
que decaem vagarosamente no espago tém sido classificados como ndo termodinamicos,
sendo assim, tem sido vagamente estudados.

A média da energia interna U por particula no estado fundamental é calculada integrando-
se sobre ¢ volume total do sistema

U NL/D pD-1 1 Nl—a/D -1
— = — 4.21
N“fl e =D 1-a/D (121)

assim, vemos que para grandes sistemas a integral é proporcional a N*~%/P logo podemos

escrever

% o« N*=*/P 0 se o< D (4.22)

Desta forma, no limite termodindmico (isto é para N — o), observa-se facilmente que

A/N nédo converge no intervalo 0 < a < D. Logo, definindo

1/(e/D - 1) para «a > D
Nl——a/D 1

N* = 1~ a/D ~4 InN para a=2D (4.23)

N'=o/D[(q/D 1) para a<D
a convergéncia pode ser recuperada re-normalizando as quantidades por N*. De modo
que varidveis tipo energia (U, F, G, ...) escalam com N*N. A fim de estender isto pa-

ra outras quantidades termodindmicas, toma-se a energia livre de Gibbs como fungao
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das varidveis termodinimicas com suas conjugadas normalizadas por N*N, escrevemos

convenientemente

¢ U _T£+pz
N*N N*N N*N N*N’

(4.24)

Baseado em resultados desta forma [92, 103] Tsallis sugere uma conjectura. As quan-
tidades extensivas (como S, V, ...) escalam com N, porém, as intensivas na estatistica
padrio (como T, p, ...) escalam com N*. As quantidades devidamente escaladas permitem
definir o limite termodinamico para sistemas de longo alcance onde usualmente todos os

resultados divergiriam. Isto j4 foi ilustrado em parte em trabalhos recentes [92, 93, 94, 95].

4.3.1 Ponto critico e variaveis normalizadas

Na seciio precedente observamos que para valores altos de a(> D) a temperatura
critica tem uma tendéncia a saturar com N grande, mas néo apresenta evidéncia de
saturacio quando o alcance das interagdes atinge ou ultrapassa seu valor marginal (i.e.,a <
D). Assim, notamos na temperatura critica uma total dependéncia em relagao ao niimero
de particulas.

Na Figura 4.7 mostra-se a temperatura critica T,(«; N) para simulagdes de sistemas
em duas e trés dimensoes com interagdes marginais e de longo alcance. Novamente, consi-
deramos tamanhos de amostras, em trés dimensoes, dados por N = 27, 64, 125, 216 e 512
particulas e em duas dimensdes N = 25, 49, 100, 225 e 400 particulas. As curvas para
T.(c; N) versus N sao mostradas na Figura 4.7(a) e N* na Figura 4.7(b) com valores

de @ =2, 1.7, 1.4 e D = 2. Também mostramos as curvas para T,(a; N) versus N na
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Figura 4.7: T.(a; N) em funcio de (a) N e (b) N* = N41_Ty"/"§l de um sistema em duas
N1-a/3 4
dimensées com a = 1.4,1.7,2. T.(a; N) em fungdo de (¢) N e (d) N* = a3 de

um sistemna em trés dimensces com a = 1,2,3.
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Figura 4.7(c) ¢ N* na Figura 4.7(d) com valores de o = 3, 2, 1 e D = 3. Os circulos
representam os dados numéricos e a linha sélida uma curva de ajuste dada pela seguinte

€Xpressao

Te(ay N) = b(a) + T, (@) N7, (4.25)

onde b, e T () sdo parametros de ajuste escolhidos convenientemente. T (a) representa
o limite termodinamico escalado segundo a presente conjectura. No entanto, segundo a
representacio da Figura 4.7 (b) e Figura 4.7 (d) notamos que T.(os N) o< N*. Sendo
assim, podemos definir

T (a; N) = T.(a; N) /N, (4.26)

C

onde T (c;; N) é a temperatura critica normalizada das simulagdes. Uma simples trans-
formacio com varidveis normalizadas nos permite reescrever Eq.(4.25) e Eq.(4.18) para

interacoes de curto e longo alcance de maneira Unica, como segue
T, (a; N) = Tg () + be(@) /N7, (4.27)

Yo.

Na Figura 4.8, representamos T («) como funggo de a. Se compararmos a Figura 4.8
(para a temperatura critica normalizada) com a sua equivalente mostrada na Figura 4.5 (a)
(para a temperatura critica ndo normalizada na regido extensiva), observamos que a
quantidade T (o) (temperatura critica normalizada) é finita e sendo assim, converge para
todos os valores de . O limite termodinamico assim definido pode ser alcang¢ado em todos
os casos. Notamos que T¥(a) é uma fungdo continua e crescente de o, mas a sua derivada

dT?(a)/da apresenta uma discontinuidade em o = [). Na Figura 4.8, mostramos ambos
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Figura 4.8: Mostramos para os sistemas estudados os dudos de T (o) em funcdo de o Os

pontos vazados e cheios representam os casos em duas e trés dimensdes, respectivarnente.

08 casos: sistemas em duas e trés dimensées que foram estudados, para todo o intervalo
de o (tegido extensiva e néo extensiva) acessivel computacionalmente.

Vemos, segundo a Figura 4.9, que o comportamento linear com 1/N /D da fragio
P*a;NY/T oz N) = Poa; N}Y/T.(or; N), observado na regidio extensiva, é mantido na
regizo ndo extensiva. Para o caso em (a) duas dimensdes; incluimos o = 4 junto aos
valores de v = 1.4, 1.7, ¢ 2. O mesmo para o caso em {b) trés dimensdes; incluimos o = 6
junto aos valores de @ =1, 2 e 3.

Em consequéncia, mostramos na Figura 4.10 o limite termodinidmico do quociente

P.(a)/T.(c) como fungdio de . Devido ao comportamento linear desta quantidade &
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Figura 4.9: Quociente P,(c; N)/T.(c; N) em fungio de 1/NY'P para diversos valores de o

na regido ndo extensiva. Porém, uma curva na regiGo extensiva € incluida em cada caso

para comparar o comportamento geral deste quociente. Em (a) temos sistemas com D=2

tomando o = 1.4, 1.7, 2 e4. Em (b) temos sistemas com D=8 tomando o =1, 2, 3 e 6.
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Figura 4.10: Mostramos pora os sistemas estudados o limite termodindmico dos dados de
P.a)/T.(a) em funcdo de o.. Os pontos vazados e cheios representam os casos em duas

e trés dimensoes, respectivamenie.

possivel ajustar uma curva segundo a Eq. (4.20) e extrapolar para N — co. Notamos
que este quociente é uma funcio que cresce com « e que nasce no origem. (s nossos
resultados numéricos sugerem que P.(a)/T.(a) é fungio continua de o. Devido ao ruido
numérico observado na Figura4.9 é dificil concluir continuidade quanto a sua derivada em

relacio a o (i.e., d(Pc(acgéTc(a)) ).
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4.3.2 Equacao de estado

Temos discutido algumas propriedades criticas dos fluidos tipo Lennard-Jones com
interacoes de alcance arbitrdrio. Notamos que estes sistemas apresentam comportamento
nio extensivo na regido de interacdes marginais e de longo alcance. Sabemos que, em
geral, a equagio de estado é um funcional da forma f(P,p,T) = 0 que relaciona as
varidveis termodindmicas, pressdo, densidade e temperatura, no limite termodindmico
(i.e., N = o0). Porém, o limite termodindmico dos sistemas nao poderd ser atingido em

nenhum dos casos se as interagoes forem de longo alcance.

1.0 F
0 27
0.8 } S
P(a;N) i
T(a;V) 0.6 | PP
’ -
s rd
0’ r
0.4 F -
. . 125
e 0” R
0-2 B ,”e' _9” ’ad’
,-—_g’_,—o" - 216
a E.-.%::E:::o.—--e"’o' _-©
0.0 = o=t L
0.1 Tr--o-- 0.4
p

Figura 4.11: Mostramos para um sistema em irés dimensies as curvas isotermas
Pla; NY/T(a; N) do diagrama de fases para diversos valores de N em funcdo de p. Os

valores considerados séo T = 3.40 e « = 2 para N = 27, 64, 125, 216.
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Na Figura 4.11, ilustramos um caso onde fixamos a temperatura 7' do sistema, mas
fazemos crescer o tamanho N das amostras. Observamos que as curvas de fase P/T
no plano Pp comeca a cair quando N cresce e o espacamento entre as curvas ¢ cada
vez maior. P/T pode até tomar valores negativos, evidenciando a auséncia de limite
termodindmico e consequentemente a falta de ponto critico e de qualquer propriedade
de interesse termodinimico nesta classe de sistemas. Temos considerado o caso em trés
dimensoes na regido nio extensiva com « = 2, as isotermas sao a T' = 3.4 para amostras
com N = 27, 64, 125 e 216 particulas.

Na Figura 4.12(a), representamos uma situacdo diferente. Fixamos nao a temperatu-
ra, sendo a temperatura normalizada T* = T/N* = 0.43. Neste caso obtemos resultados
muito interessantes. Vemos que as curvas de fase P/T no plano Pp também sdo modi-
ficadas se N crescer; porém, o limite termodindmico é obtido e os valores das varidveis
termodindmicas podem ficar perfeitamente bem definidas. Na Figura 4.12(b), mostramos
para um sistema em trés dimensées, que o quociente p(N)}/T(N) = p*(N)/T*(N) varia
com 1/N'/3 assim podemos definir o limite termodinamico desta quantidade. Devido &
generalidade das representacdes anteriores podemos esperar que, como antes, a poténcia

1/3 esteja relacionada com a dimensionalidade do sistema. Assim sendo, podemos escrever

p*(N) p* 1

(N T X 7D (4.28)

onde p*/T* = p*(00)/T*(00) representa o limite termodindmico desta fragao.
Em suma, inferimos que este comportamento seja comum aos sistemas com interagoes

de longo alcance e que as varidveis normalizadas permitam definir o limite termodindmico
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Figura 4.12: Mostramos, para D = 3, T* = 0.43, (a) o quociente P{a; N)/T(c; N) em

fungio de p para diversos valores de N na regido ndo extensiva, o = 2. Em (b) mostramos

P(a: NY/T(a; N) como fungdo de 1/NY3, para diversos valores de p, afim de mostrar que
; q

estas curvas convergem a um valor finito no limite N — co.
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do diagrama de fases para qualquer sistema.

E costume fazer analogias entre transi¢oes de fase de sistemas magnéticos e fluidos,
Por exemplo, se aplicarmos pressio a um fluido a densidade aumenta, enquanto que,
se aplicarmos um campo magnético H a um sistema ferromagnético a magnetizagao M
aumenta. Portanto, em certo sentido H é andlogo a P e M a p e a superficie de equilibrio
PpT de um sistema fluido corresponde a uma superficie HMT de um sistema magnético.
As varidveis convenientemente escaladas (7™, p*) ajudam a recuperar o diagrama de fases
que para interacoes de longo alcance oo < I} diverge segundo o formalismo usual. Sendo
assim, se utilizarmos varidveis escaladas, a analogia feita entre sistemas magnéticos e
fluidos continua sendo vdlida. As razdes pedagdgicas que motivam sua utilizagio podem
novamente ser invocadas. Uma ampla andlise desta interessante visio é feita por H. E.
Stanley em [77].

E importante observar que a temperatura real do sistema é a temperatura 7" do banho
térmico externo. Junto com a temperatura normalizada podem ser definidas todas as
outras quantidades normalizadas, e.g.,a pressdo normalizada como p* = p/N*, contudo a
pressdo real é o valor de p. Podemos fazer o mesmo com qualquer quantidade de interesse
termodindmico, segundo a classificacdo antes mostrada de varidveis tipo energia e de
outras varidveis usualmente extensivas.

Grigera [93] discutiu algumas propriedades desta classe de sistemas tipo Lennard-
Jones. Outros trabalhos discutem aspectos de sistemas magnéticos [94], ferromagnéticos [95]
e modelo de Potts [109] com interagdes de longo alcance. Em cada caso estudado, as va-

ridveis normalizadas permitiram recuperar propriedades e discutir resultados no limite
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termodindmico, que sem esta normalizacdo ndo poderiam ser obtidos.
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Conclusoes

Normalmente, textos de Mecinica Quantica mostram o espectro exato de alguns sis-
temas simples; digamos, uma particula em um pogo quadrado, o oscilador harmonico,
sistema de 2-niveis de spin 1/2, o dtomo de hidrogénio e o rotor rigido. Dai provem a mo-
tivacdo do estudo apresentado no Capitulo 1, visto que, em principio tinhamos a mecénica
estatistica nfio extensiva bésica q 5 1 ( e.g.,0 calor especifico) de todos eles, salvo o caso do
rotor rigido. A particula confinada num pogo quadrado foi discutida em [37], o oscilador
harmonico em [38], o sistema de 2-niveis em [31, 32, 38], o 4tomo de hidrogénio em [102]
(notamos que sua estatistica para ¢ = 1 ndo pode ser calculada por causa das interagoes
de longo alcance; e.g.,a fungao de parti¢io de Boltzmann-Gibbs diverge}, e o rotor rigido
anisotropico em [39] e que apresentamos agui.

Em suma os resultados para o rotor rigido anisotrdpico sao:

1. Para os valores do indice ¢ > 1/2, desde as razdes extremas I, /I, (prolato I,,/1, =
1/2, oblato I,,/I, — oo, passando através da simetria esférica I, /I, = 1) e a
constante aditiva €,, o calor especifico quéntico Cj coincide assintoticamente com

. . (11—
os valores classicos CZe#*, que é proporcional a T s(1-q),
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2. Para ¢ > 5/3, C, (possivelmente} se anula para todas as temperaturas; quando
1 < ¢ < 5/3, temos que C; é continua e diferencidvel (em todas as regides ativas
termicamente), anula-se em T = 0, e apresenta a regifo congelada (C, = 0) quando
€ < 0 (em outros casos, t.e.,para ¢, > 0, toda a regiao T # 0 é termicamente
ativa); para ¢ — 1 £ 0, recuperamos os resultados de Boltzmann-Gibbs [1], Ve,;
para 2/3 < g < 1, C, é continua e diferencidvel em toda a regido ativa, apresenta
um niimero infinito de extremos, e apresenta (para ¢, > 0) ambas regides proibida e
congelada; para 1/2 < ¢ < 2/3, C, é continua, mas dC,/dT tem um ndimero infinito
de descontinuidades; para 0 < ¢ < 1/2, o préprio C, apresenta um nimero infinito
de divergéncias; limg_, 19 C,; # lim,—._o Cy; para g < 0, Cy é nao positiva, e apresenta

um ndmero infinito de divergéncias.

Em geral, o caso da base de estados quanticos de particulas independentes faz com
que os observaveis H (Hamiltoniano) e N (operador de numero de particulas) sejam
diagonais. Em particular, esta base permite que as estatisticas quanticas (Fermi-Dirac,
Bose-Einstein) fiquem bem definidas no quadro do formalismo nao extensivo.

A mecénica estatistica nao extensiva apresenta graves dificuldades analiticas derivadas
da nao fatorizacio de suas quantidades. Porém Prato, precedido por Hilhorst, introduziu
uma interessante férmula que liga as quantidades usuais com as generalizadas por uma
transformagio de Mellin (Apéndice A). Como mostramos no Capitulo 2, aplicando esta
férmula, as funcoes de distribuig¢Ao quéntica ficam formalmente bem definidas. Da mesma

forma, a fungao de grand-particio generalizada 2, e a fun¢fo usual =,, podem ser rela-



CONCLUSOES 100

cionadas por meic de uma transformacao integral. Obtemos também expressoes analogas
para a média generalizada da energia interna e do mimero de particulas no ensemble
grand-canonico.

A conexio entre a mecanica estatistica quantica nao extensiva e a termodinamica foi
estabelecida na relacdo dada na Eq.(2.10).

Mesmo que as quantidades relevantes envolvidas na estatistica ndo extensiva apresen-
tem dificuldades para serem tratadas exatamente, devido ao valor genérico de ¢, é possivel
achar algumas expressoes simples na aproximacgao de altas e baixas temperaturas. No caso
geral, o trabalho analitico é dificil e 0 numérico vagaroso, porém no caso Fermi-Dirac é
facil ver a forma da curva do potencial quimico e extrapolar, por métodos usuais, o limite
termodinamico.

De acordo com as situagdes discutidas no Capitulo 3, podemos dizer do problema de
Bose-Einstein e devido & possivel estrutura fractal do universo [78] que, em geral, o for-
malismo poderia ter relevincia para ser aplicado a problemas em cosmologia e gravitagio
quantica. Em particular, este resultado poderia ser usado para estudar o comportamento
de particulas escalares que podem existir no universo como gas difuso ou objetos com-
pactos. Este tltimo caso corresponde a estrelas bosdnicas, que tém despertado muito
interesse recentemente [104].

E sabido que diversos problemas astrofisicos ndo podem ser descritos termodinamica-
mente a menos que g seja diferente de 1; por exemplo, sistemas estelares (como galdxias
e aglomerados de galéxias) [45, 46] e o problema do neutrino sclar [47]. Até hoje, so-

mente sistemas clissicos tém sido estudados com este formalismo. Espera-se que a ter-
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modindmica de Tsallis seja util na descricao de sistemas quénticos também. Conseqguen-
temente, a condensacao de Bose-Einstein generalizada poderia ser til no estudo da es-
trutura das estrelas bosdnicas. Mais especificamente, espera-se achar uma relagao destes
resultados com estruturas fractais, onde o pardmetro g poderia estar relacionado com a
dimens&o D do espaco e a dimensio fractal do sistema, como sugerem alguns trabalhos
recentes [52, 79

Com referéncia ao problema do *He liquido, acrescentamos que todas as teorias dis-
poniveis s&o da mesma ordem de exatidao. Para uma melhor aproximagao tedrica do calor
especifico do *He liquido, precisariamos considerar interaces fonon-fonon, réton-réton e
fonon-réton no Hamiltoniano. Porém, frisamos que hd uma regido onde a presente solucdo
apresentada nesta tese é a melhor (0.5K < T < 0.86K, veja Figura 3.3). Outro fato que
faz a nossa aproximacgdo mais plausivel é que se trata de um leve desvio da estatistica
de Boltzmann-Gibbs, i.e.,g &= 1 enquanto & aproximacio de grupos quanticos é uma forte
deformacao da mecénica quéntica dada por gga > 1.

No Capitulo 4 colocamos um modelo simples gue apresenta uma clara violacado da es-
tatistica de Boltzmann-Gibbs com a conduta nfo extensiva das varidveis termodindmicas
(i.e.,temperatura, pressao, etc.). A temperatura critica dos sistemas tipo Lennard-Jones
com interacoes de alcance arbitrario depende fortemente do numero de particulas. Porém,
é surpreendente observar que o comportamento destes sistemas ( e.g., a temperatura
critica) responde muito bem & conjectura sobre convergéncia das quantidades tipo ener-
gia e das quantidades ditas intensivas. As varidveis convenientemente escaladas (7, p*)

ajudam a recuperar o mesmo formalismo usado na estatistica de Boltzmann-Gibbs, isto
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sugere que, em geral, a equacido de estado dos sistemas com interagdes de alcance arbi-
trario deveriam ser funcio de variaveis escaladas segundo o presente formalismo. Podemos
esperar que a presente discussdo venha a ajudar no estudo de sistemas com interagoes de
longo alcance como por exemplo os fluidos com interagdes tipo Casimir [108], sistemas
com interacoes elétricas sem efeitos de blindagem ou mesmo sistemas gravitacionails.
Finalmente, vamos listar algumas possiveis extensoes dos problemas discutidos aqui e

que mereceriam um estudo detalhado. Assim sendo, propomos;

e como consequéncia da motivagdo de aplicar a mecénica estatistica generalizada
bésica a sistemas simples, poder-se-ia estudar o problema de dois elétrons em um
campo magnético cujo espectro de energia é conhecido exatamente para valores
discretos do campo magnético H [89]. Além disso, porque o sistema apresenta

interacoes de longo alcance;

e devido a0 sucesso da estatistica nio extensiva em problemas de gravitagao cldssica,
um amplo campo de estudo poderia ser explorado em problemas de gravitacdo

quantica,

e com 0 objetivo de melhorar mais ainda os resultados estatisticos das teorias conhe-
cidas para o Hélio liquido, poder-se-ia estudar a mecinica quantica deste sistema
definindo um Hamiltoniano com interacgdes tipo Lennard-Jones de alcance arbitrario,

devido & natureza n3o eléirica das particulas (i.e.,fonons e rétons);

e pelos eventuais fatos novos que poderiam surgir no estudo dos problemas em sis-

temas de particulas com interacoes tipo Lennard-Jones de alcance arbitrério, seria
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interessante estuda-los também com simula¢oes de Monte-Carlo;

e para entender-se melhor outros aspectos criticos destes sistemas, seria interessante
estudar também o comportamento deles perto do ponto critico, por exemplo, estudar

o problema dos expoentes criticos;

e por causa do grande tempo de CPU gasto nas simulagoes que devem ser executadas
no estudo de sistemas com interagoes tipo Lennard-Jones, seria muito util estudar
como otimizar os algoritmos que resolvem as equagoes de movimento. Uma possi-
bilidade seria. calcular as derivadas (como no Apéndice B) de maior ordem na serie
de Taylor para as forgas distantes (Eq. 4.15) e da mesma forma para a funcgéo do

virial no método dos multiplos intervalos de tempo.



Apéndice A

Formulas de Hilhorst-Prato

Este Apéndice é dedicado a discutir uma interessante formula integral estabelecida
originalmente por Hilhorst [105] que liga a fun¢8o de particdo generalizada a sua respectiva

forma padrao.

Usando a transformag¢do de Mellin [106, pag.235] M(y; f(z)) de uma funcdo f(z)
My (@) = [ dof (@), (A1)

podemos representar formalmente a férmula de Hilhorst como segue:

1 e—mzl(ﬁ(i} - 1):5)) | (A2)

Inicialmente, era conhecida somente a representa¢ao de Hilhorst e usada para ¢ > 1,
Porém, Prato {107] discute uma transformacéo valida para ¢ < 1. No que segue, mostra-
se que ambas sdo representagoes da mesma férmula; porém, a de Prato, como veremos

aqui, é mais abrangente.
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A.1 Representacao de Hilhorst

A funcao de particao generalizada, no ensemble candnico, é dada por

Zo(B) = Y2 (1 B(1 — q)Br) ™, (A.3)
{r}

onde {R} denota algum conjunto de nimeros.

'Temos, além disso, a definicao para a funcao gamma
pv = / " dgerle e, (A.4)
I(v) Jo

Se identificarmos v = 1/{g — 1) and n = 1 + 3(¢ — 1) Eg, na fungdo de parti¢do, podemos

escrever

Z () = I‘(l { }/ dé:é:q 1 e—¢(+8(g-1)Er) (A.5)
R

Logo, sempre que

> > [Tag=[Tae>, (A.6)

{#}

obtemos para a funcao de particao generalizada
%8 = 5 f dggi et 7y (B(a — 1)€). (A7)
=)

onde Z1{a) é a fun¢io de parti¢do usual, na estatistica de Boltzmann-Gibbs.

Finalmente, o valor esperado ¢ de um observiavel O é definido, genericamente, por
L
= Y 0% (1— B(1 - @) Er)™7 (AS8)

{7}

Seguindo o mesmo procedimento de Hilhorst, podemos escrever uma transformacio inte-

gral para O. Isto é

OB = 7 iy fy A - D900 - 9. (A9)
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onde O;(a)} é a média usual, na estatistica de Boltzmann-Gibbs, do observavel O.

A.2 Representagcao de Prato

Equivalentemente, Prato escreveu

x
27

7,8) =129

1—¢ j{:dz(“z)%—lg—zzl(mﬁ(l — q)z), (A.lO)

para ¢ < 1. O caminho C' de integracdo no plano complexo é mostrada na Figura A.l.
Portanto, tomando F(z) = e *Z,(— (1 —¢)z) ¢ « = 1/(1 — g); a integral (A.10) pode ser

escrita como

i)dz(z)'“‘lF(z) = (Lb+/bcd+[@) dz(~z)"*" F(z), (A.11)

onde ab, bed e de sdo linhas de €' mostradas na Figura A.1 Se definirmos z = £ para a

integral no caminho ab, z = ee® para o caminho bed e z = £e¥™ para de, temos

j{C do(—2) 1 F(z) =  —éo foo et~ e 7, (= B(1 - q)€) (A.12)
PP /;w d(ei()) (ei())—a—le—eew Zi(—B(1 — q)eeif?)

—eon [T dgemaTlent 7, (- (1 )8).

Agora, colocando g > 1 e € = 0 podemos ver que a segunda integral se anula. Assim,

§ d(—2)7 () = <2isin( ") [T dee T e B0 - 1) (A13)

g—1

Utilizando a seguinte propriedade da funcao I'
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Figura A.1: Caminho C de Integracio.

Fp)T(1—p) = — (A.14)

sin ap

e usando Eqs.(A.13) e (A.14) na Eq.(A.10), podemos escrever

248) = gy ) 4T e A8l 10), (A1)

¢ assim reobter a transformagao de Hilhorst dada por (A.7).
A extensao da representacio de Prato para o valor esperado ¢ de um observavel O é

direta, e fica dada por

P(-1

11(]) 3 1_—1—1 —z
O, = [Z(ﬁ)]qﬁ f; dz(—2)T=a e PO (—F(1 — ¢)2) Z: (- B(1 — q)z), (A.16)

onde O;(a) ¢ a média usual do observavel @ na estatistica de Boltzmann-Gibbs, C é o
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caminho de integragao mostrado na FiguraA.l. O mesmo procedimento anterior reduz

Fq.(A.16) a Eq.(A.9).



Apéndice B

Expressoes para derivadas com

relacao ao tempo

Todas as quantidades usadas neste Apéndice sdo expressas em unidades reduzidas,

definidas no Capitulo 4.

B.1 Derivadas com relacao ao tempo de forcas dis-

tantes

A forga distante sobre a molécula ¢ no tempo ¢, é dada pela segunda expressao da
Eq.(4.14). Os termos na soma podem ser diferenciados separadamente, assim, precisamos

considerar um deles somente, que escrevemos como

(B.1)
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Como o potencial v é uma fungho s6 de r, definimos A, = —r'(dv/dr) e reduzimos
Eq.(B.1) a

F = A7 - (B.2)

A primeira derivada em relacao ao tempo de I é dada por

F' = Ayt 4 By (7 - )7, (B.3)
a segunda derivada
F" = (Bo(F "+ 77 7) + Go (i 7)?) 7 2Ba (7 )7 + Aar, (B.4)
e a terceira é dada por
Fir = By r 4 30 1) 4 3Gq (7 7)) (7 7) + (7 7) (7 - o)) + Ho(F - 7)°) 7
+3 (Bo(F- 1"+ 77 77) 4+ Golr - 7)2) 17 4 8By (- 7)r 4 Agr™, (B.5)

onde as fungdes A,, By, G, ¢ H, sdo dados por

Aa = — 1@ = 48T_14 - G{C'arr_c‘_2
7 dr
By, = 1d4a g 4 afa + 2)Cor™o
T odr
G, = 14Ba _ 4 o750,-18 ala+2)(a +4)Cor™®
r dr
1dG, 90 —a—8
Hy = =7 =-193536r "+ afo 1 2)(c+4) (o +6)Cor™ .

As derivadas numéricas de 7 ' v/ 7' sdo dadas pelo algoritmo Gear usado nas simulagdes.
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B.2 Derivadas com relacao ao tempo de funcoes ter-

modinamicas

Em simulacoes de dindmica molecular, a energia interna configuracional I de um sistema

de NV particulas é dada numericamente por

Un = <Z Zv(r@-)> (B.6)

) i <re

e as primeiras trés derivadas de v com relagdo ao tempo sdo dadas por

Vo= AP )
v == Ba(Fe ) - (7 47 - 1)
0" = = GalF ) =3By (7 )T 7)) Aa(r T 3T

Agora, fazendo o mesmo para a pressao

Dot (S Twe) (B.7)

LA -t ] i <re

onde D é a dimensio espacial do sistema e as trés primeiras derivadas de w com relagao

ao tempo sio dadas por

w == X (1),
w” = Yo(Fer)? = Xo(Fr 4 1),
W = Zo(r ) Y (F )t b 1)) = X (P 4 37 ).

e as funcoes X,, Y, e Z, sao

1d
X, =— S8 srer 1t - a?Cur™ %
r dr
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1dX
Y, = e —8067r718 + o?(a + 2)Cor >4,

1dY,
Za = = d: = 13907277 — a*(a + 2)(a + 4)Cor™>8.

Qutrossim, lembremos que Uy e py denotam resultados numéricos obtidos diretamente

da simulacdo.
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