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Resumo

Estudamos a renormalizacdo da eletrodinimica quantica bidimensional com férmions
sem massa, a (JE D, quantizada com prescrigdes nao-invariantes de calibre, caracterizadas
por um valor diferente de 1 para o pardmetro a de Jackiw-Rajaraman. Propomos pres-
crigoes perturbativas que geram diversos valores de a # 1. Mostramos que as divergéncias
ultravioletas. presentes nas funcdes de Green fermidnicas neste regime. tém origem nao-
perturbativa. Regularizamos e renormalizamos estas divergéncias e encontramos uma
relacdo entre a e a escala 12 onde devem ser efetuadas as subtracées. Ao trabalharmos no

formalismo invariante de calibre e no ndo-invariante de calibre mostramos a equivaléncia

entre os dois.
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Abstract

We study the renormalization of massless QFED,, quantized by using non-gauge in-
variant prescriptions, characterized by a value other than 1 for the Jackiw-Rajaraman
parameter a. We propose perturbative prescriptions which generate several values for
a # 1. We show that ultraviolet divergencies, present in fermionic Green's functions in
this regime, have non-perturbative origin. We regularize and renocrmalize these diver-
gencies and find a relationship between a and the scale p?. where subtractions are to be
made. By working both in the gauge invariant formalism and in the gauge non-invariant

one. we show the equivaience between them.
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Introducao

A Eletrodindmica Quantica em duas dimensdes (@ FED;) com um campo fermidnico
sem massa (conhecida como modelo de Schwinger), tem sido amplamente estudada desde
os anos 60, quando foi proposta [1]. Devido ao fato de ser exatamente soluvel. a QED,
constituiu-se num laboratério para testar caracteristicas gerais das teorias de calibre [2]
e obter informacdo possivelmente relevante para o modelo padrdo [3. 4. Sendo uma
teoria de calibre para férmions de Dirac, como é fato conhecido, ela tem a possibilidade
de ser quantizada de maneira invariante de calibre, o que constitui a sua abordagem
convencional na literatura [, 6, 7]. A quantizacdo usando um esquema de renormalizagao
que nao preserva automaticamente a simetria de calibre foi proposta por Jackiw e Jolinson
em 1966 [8]. Como em diversas outras abordagens na literatura, os autores preocupam-se
com questoes relativas a anomalias nas correntes quiral e de calibre, deixando em segundo
plano a quantizacido do setor bosénico da teoria. Em particular, o cdlculo completo de
funcdes de correlagao fermidnicas (com o campo .4, quantico) foi deixado de lado. desde
entao.

Naquele trabalho e em outros, notou-se que o objeto fundamental a ser considerado
era o determinante fermibnico [9, 10|, obtido apds serem considerados os efeitos dindmicos
dos férmions.

Na regularizagio deste determinante aparece um pardmetro a que controla ambigiida-

des na regularizacio de uma divergéncia de curta distdncia (UV). Este parametro manifesta-



se, posteriormente, no pélo do propagador bosdnico (massa do féton gerada dinamicamen-
te) e também nas demais fun¢des de Green da teoria {1 t]. No caso a # 1 as funcées de
Green fermionicas apresentam divergéncias ultravioleta [12]. enquanto o caso @ = 1 im-
plica em simetria de calibre quantica e finitude da teoria [13].

Numa teoria de campos genérica. renormalizdvel, o procedimento de renormalizacéo.
a0 eliminar divergéncias através de contratermos adequados. leva a arbitrariedades sobre
a parte finita dos mesmos {14]. Usualmente, a parte finita dos contratermos pode ser ab-
sorvida em uma redefinicdo (ou renormalizagdo finita) dos parametros originais da teoria.
Ha total arbitrariedade na escolha do esquema usado para definir (regularizar) as funcées
de Green, sendo este, usualmente, escolhido por conveniéncia. Independentemente do es-
quema utilizado, as quantidades fisicas da teoria ndo sdo afetadas por esta arbitrariedade,
sendo independentes da maneira particular pela qual se faz a renormalizacao [15].

O modelo de Schwinger possui a caracteristica de geracio quantica de contratermos

do tipo massa (4,4% e .—1ﬂapc‘?b -,) que ndo estdo presentes na acao original da teoria.
Além disso. o coeficiente do termo A,.4# é dependente de a (e, portanto. do tipo e re-
gularizagao empregado) caracterizando uma renormalizacio finita ndo multiplicativa [14]
(pois a massa do f6ton é nula no nivel classico).

O objetivo desta tese é iniciar um estudo que permita entender qual é o papel de-
sempenhado pelo pardmentro @ na quantizacio do modelo de Schwinger, na tentativa de
responder & questdo: a quantizacdo da QE D, é ambigua ou ndo? Para isso procuraremos
fazer andlises detathadas das condigdes que definem a teoria para valores de a genéricos,
estudando a sua renormalizagdo e a parametrizagio das ambigitidades oriundas do proce-
dimento em questdo. O caso de interesse é aquele em que a simetria de calibre é violada
no nivel quantico (a # 1), situa¢io na qual aparecem singularidades UV

Cabe ressaltar que, no caso da @ED,, um ponto de vista frequentemente usado é o de



que, sendo a invariancia de calibre um principio “fundamental”, nio existiria ambigiiidade
na sua quantizacao (¢ = 1). Mesmo que aceitdssemos este ponto de vista, ainda seria
interessante o estudo da teoria no caso genérico, no minimo como prepara¢ao para o trata-
mento do caso envolvendo férmions quirais (o chamado modelo de Schwinger quiral [16]).
onde nao existe nenhum valor de a que preserve a simetria de calibre no nive] quantico.
Desde um ponto de vista menos aprioristico, podemos dizer que o modelo de Schwinger
e o modelo de Schwinger quiral sdo dois exemplos de situagdes onde uma ambigiiidade
se faz presente nos resultados posteriores a quantizacao das teorias. A unica diferenca
entre as duas situagoes é o fato de, no caso do modelo de Schwinger, um certo valor de a
coincidir com a preservacio da simetria de calibre.

A regularizacao da teoria sera feita nao perturbativamente. e procuraremos entender
de que maneira devemos impor condi¢des de renormalizacao para fixar as partes finitas
dos contratermos.

A tese estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 1. estabelecemos a origem da
ambigiiidade, fato tanto nao perturbativo como perturbativo. e. apés o cdlculo de algumas
funcoes de Green relevantes, observamos a sua dependéncia em a. Em seguida derivamos
as identidades de Ward para as funcdes de correlacio da teoria.

No capitulo 2. investigamos a origem das divergéncias achadas. fazemos a anilise
perturbativa da teoria desde o ponto de vista do Formalismo Invariante de Calibre (FIC) e
do Formalismo Nao Invariante de Calibre (FNIC) [17, 18, 19. 20] e estabelecemos conecgoes
entre eles.

No capitulo 3, estudamos a regularizac¢do e a renormalizacio da teoria, estabelecendo
condigbes de renormalizacio para parametrizar as partes finitas dos contratermos que

permanecemn ambiguas.

Os apéndices estao distribuidos assim: No apéndice A, estabelecemos as nossas con-



vengoes e identidades tteis.

No apéndice B, fazemos os cdlculos exatos das funcdes de Green da teoria desde o FIC
e o FNIC.

No apéndice C. estudamos a regularizacio da teoria no FNIC e vemos a equivaléncia
com o FIC. Estabelecemos identidades de Ward para a tecria regularizada.

No apéndice D, mostramos a expansao semiperturbativa do propagador completo do
foton.

No apendice E, analisamos a integral funcional que gera o propagador fermiénico sem
fontes, mostrando que as divergéncias encontradas néo tém origem nas fontes usadas para
definir o funcional gerador Z[n,7, J].

No apéndice F, mostra-se uma outra regulariza¢do que fixa o valor do pardmetro a.

sem deixar liberdade de escolha, e sem preservar a simetria de calibre.



Capitulo 1

Origem da Ambigiuidade

O modelo de Schwinger, é amplamente tratado na literatura como um modelo cuja
quantizacdo pode dar-se de maneira invariante de calibre. Nessa formulacdo a teoria
quantica que emerge mostra-se exatamente soldvel e finita. Entretanto, o sucesso da
prescricao invariante de calibre mascara a existéncia de uma ambigiidade no espectro
exato da teoria, um dos resultados do cdlculo. e nas funcoes de Green. o que implica
no seu aparecimento potencial em: amplitudes de espalhamento. Neste capitulo iremos
esclarecer a origem dessa ambigiiidade e estudar o seu efeito sobre as funcdes de Green
mais relevantes.

Ao calcularmos o determinante fermidnico (acdo efetiva) precisamos de uma pres-
cricio para regularizd-la; na escolha de uma prescricao (regularizacio) generalizada nao
necessariamente invariante de calibre para o calculo, surge a ambigiiidade mencionada an-
teriormente. Também deduzimos as identidades de Ward generalizadas satisfeitas pelas
fungdes irreduziveis a uma particula (I1P), ressaltando as suas diferencas em relacio ao

cdlculo invariante de calibre.



1.1 Determinante Fermionico

1.1.1 Calculo do Determinante: Método da Separacao de Pon-
tos

O modelo de Schwinger é descrito pela densidade de Lagrangeana

Ly, o, 4] = —%F,I,,F“" + (i@ + ed ) (1.1)

A acdo efetiva é definida pelo seguinte funcional do campo abeliano 4,

PRALA LT R /a'z,‘-a’ﬁ exp [ifdr Z( 1@ +ed v

= detiD , D=1i@+ed (1.2)

O determinante que aparece em (1.2} é indefinido, pois trata-se de um espaco de di-
mensao infinita [21, 22, 23], o que torna necessdria a escolha de uma prescrigio para o
seu calculo. Supondo que D possua um conjunto completo de autofuncées ortonormais

pode-se mostrar. formalmente. que usando

detiD = elfinil
obtemos
d 1dD
—1 D = —— . (1.
T ndet? tr(D de) (1.3)

onde D~! — Gz, y; A) é a funcio de Green da equacéo
(1@ + ed Gz, y; A) = 6{z — y). (1.4)
A equagao (1.4} é resolvida com o ansatz [24]

Glz,y; 4) = DG (z — y). (1.5)

'Para simplificar escrevemos d°z = dr. Nossas demais convengdes sao explicadas no apéndice A.
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onde Gr(z — y) é a funcao de Green da equagio de Dirac livre
PGr(z—y) =6(z —y).
e considerando a funcao ¢ como sendo
ofx) = é1(z) + d2lz) . [Y. () =0 . {+* 0x(z)} =0
Substituindo (1.5) em (1.4) obtemos para a fungio ¢

Oo(x) = edA(z),
¢(z) = e[d:DF(x—z)(a’;+"f55’;‘)44#(:), (1.6)

sendo Dr(z — y) a fung@o de Green da equacido de Klein-Gordon sem massa:
UDp(r - y) =d(xr - y).
Ent&o, usando o valor de o (1.6) na eq.(1.3). obtemos a funcao de Green da eq.(1.4)
Glz.yn A) = exp [—z’e /a’: Auz)E = y) } P.Grlr—y) +
boxp e fis 4G | PO
onde utilizamos a identidade
el =efp yelpP,,
e ji(z,z,y) é
J(z,2,y) = (8 £ 8 [De(z - 1) = Delz - y)].
Regressamos & equagao (1.3) e a reescrevemos como

dilndetiD = /dr triG(z, x; A)~*14, (1) (1.8)
e

-
{



Para regulariza-la usamos o método da separacdo de pontos

d E
Elndet 1D = lim /d:c tr[G(z, y; A)v*] exp {iea/ dz”A,,(z)}.—ld.r), (1.9)

y—T
onde g parametriza uma ambigiidade na regularizacao da singularidade de curta distancia
xr — y [25. 26, 8]. No caso a = 1 preserva-se a invariancia de calibre. Esta ambigiiidade
aparece também em outros métodos de regularizacio, como sera exemplificado mais tarde
neste capitulo, no contexto da regularizacao de Pauli-Villars.
Antes de fazer a expansdo em € = z —y, com € — 0, no lado direito da eq.(1.9) fazemos

os seguintes cdlculos tteis

tr[PeGrlz — y)v*] = —i(8" + 8*)Dplx — y).
1 e

OcDe(z—y) = —o-

Dp(c —z) — Dply —2) = —€,0°Dp(xr — z).

Agora. expandindo até ordem €? no lado direito da eq.(1.9) temos

de e—0
—ie{eae — €qf*) [dzA, ()]0 — OV10° Dp(r ~ z) +

d ,
— Indet:D = lim/dr % [—26"‘ + 2ieadd(r)ese” + (1.10)

— ie(eq€” + €,6") /dz A2)[0Y + &) De(r — 2) + O AL ().
Tomando, agora, o limite simétrico, ou seja, fazendo a média sobre as direcdes ¢

. ___ ¢
=0 ffie”:é—g’“’ (1.11)

e tomando o limite ¢ — 0 em {1.10), obtemos
d ' - =

Lindetid - / iz [aAﬂ(z)Aﬂ(x) ~ A=) f dz (248, + 848") Dr(z — =) A, ()
€ i

O limite simétrico nos permite eliminar a divergéncia de ordem €~! que aparece em

(1.10), que é a manifestacdo da singularidade de curta distancia & qual nos referimos na

eq.(1.9).



Integrando em e, ¢ fazendo uso da identidade
oLy — droL = g™0],

obtemos finalmente o determinante fermionico [9]

1 , >
Indet iD = ]a’x 5‘%(1:) [mz(a)g“” -

com m?(a) sendo dado por
2

m?(a) = e—(a +1).
2n
Da eq.(1.12) identificamos o funcional H'[4,] diretamente,

. 1 2 grgr
Wi = [ir e @ e - S22 o,

(1.13)

(1.14)

Podemos verificar explicitamente que, para a = 1, a expressao (1.14) é invariante de

calibre (ver eq.(2.16)}.

1.1.2 Calculo Perturbativo do Determinante: Regularizagdao de

Pauli-Villars

Vamos mostrar gue podemos encontrar resultados equivalentes usando outras regula-

rizagoes conhecidas. como Pauli-Villars. Encontraremos a ambigliidade que aparece no

método da separacdo de pontos de maneira perturbativa, calculando o loop fermidnico

relevante na expansido do determinante fermionico em termos de graficos de Fevnman.

Partimos da acido efetiva

pWlAa] /dwdﬁ exp [i/dﬂ? v( i+ ed Jo }

. B det 1D

(W[4, = In [m:l
= trln {6(1: —yl+e (?ﬁ)glﬂ(f)o(f — y)]
= trln[d(z —y) +eGrz ~ y)Ay)]

9



Expandindo esta expressao para :11’, obtemos apenas contribuicoes a 1-loop,

iW[4,] = efda: tr[Gr(z — z)A(z)]) — 8?/‘a,’:r:::iy tri(Gr(r — y) AMy)Grly — ) A(x)] +
3
+ [araydz 1lGr(z ~ y) AWGely ~ 2 ACCA -~ DA+ (116)

1¥[A4,] pode ser expresso em termos de graficos de Fevnman como

+ oo + o (1.17)

O tnico grafico que contribui a acdo efetiva é o segundo. sendo todos os outros nulos

em d = 2 [4].
Fazemos aparecer a ambigiidade utilizando 2 campos de Pauli-Viliars [14] para regu-

larizar o loop fermidnico que aparece em 1[A4,],

w‘C}"" - 3 Jow e (r) 9

Com a regularizacio que estamos fazendo, o propagador fermidnico melhora o seu

B

comportamento ultravioleta, e muda para

) 1 ic ic
- = . 2 (1.19)

PP P-M, p-M,

onde as quantidades ey, ¢ , M), M5 satisfazem

e, >0 . ¢ +e=1.
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My

—=r <o , M, ,M - x. (120)
1!1 '

0 <

Entao, inserindo o propagador fermiénico regularizado (1.19) na expressiao do loop

fermidnico (1.18), obtemos

1 ie” 2rinr pipr
- = Zlat-ea) (1 o ,
5 (P - et ) o -2

Da equagiao acima, tomamos o valor do parametro a como sendo

2rl
a:?cl(l—c])(1~ ;nr)—l. (1.21)
re—1
e obtemos, entdo, a agao efetiva
» 2 ‘,uau
W4, = /a’r %,—1# {nﬂ(a)g““ - %GD J 1.

Uma andlise rdpida, com a ajuda de (1.20). nos leva a concluir que a. definido por
(1.21), s6 pode assumir valores no intervalo {—1.—~1]. Este é entdo. um exemplo de
regularizacao que, no modelo de Schwinger. nao preserva a invariancia de calibre per-

turbativamente, pois 0 parametro a nao atingira o valor @ = 1. Este resultado sera

fundamental para as andlises a serem feitas no capitulo seguinte.

1.2 Funcoes de Green

Investigamos agora o efeito do pardmetro a sobre algumas fun¢des de Green mais

relevantes da teoria. Com essa finalidade escrevemos o funcional gerador da teoria,
Zinm,J] = N /d;‘lud-z;dﬁ exp {z’/d;r (L.t A)+7w +up+ JA) |, (1.22)

onde N é um fator de normaliza¢do que torna Z[0.0,0] = 1.

11



Depois da integragao nos férmions, o funcional gerador fica dado por

ZinqJ| = /‘dA# exp [i/dz (%ApDWA,,-i—J-A)] y

X exp [—i/a’r dy H{o)G{r.y: Ain(y) | .

onde G(r,y; ) é dado por (1.7) e usamos a eq.(1.12) do det 7). para escrever

Qay'u
D = @+ mia)) - o0~ © 20
x O

1.2.1 Propagador Exato do Féton

(1.23)

Da eq.(1.23), fazendo n = 7 = 0, integrando em A, e usando a escolha que fizemos de

N, obtemos
ZlJ] = exp [z’/drdy JHT)G (T — y)J”(y)} ~

onde G,.(r — y) é a inversa do operador — D#¥,

OTAu(z) 4, (w)0) = -

(1.27)

A expressao (1.26) para G, (z —y) ndo tem divergéncias, e mostra que o foton adquire

uma massa m?(a) dada pela eq.(1.13). Vemos, portanto, que a ambigiiidade manifesta-se

no espectro da teoria, deixando indefinida a massa das excitacoes bosdnicas.

Podemos reescrever G, (k} como

(1.28)



onde f(k) é

2 1

fk) = Cea- 1) k2 K2(k2 — m?(a)) (1.29)

A funcdo f(k). também aparecerd na expressio para o propagador fermionico. O
primeiro termo da soma (proporcional a £72) ird gerar as divergéncias que aparecem no

propagador fermidnico.

Podemos também calcular o funcional gerador das funcdes I1P com v = ¢ = 0. A

acao efetiva para o féton é, entdo, dada por

1 2 N v
[l = fd:r 24, [gw(m + m2(a)) — 945 — ‘;at‘? ] 4, (1.30)

i

de onde a fungao 1P de dois pontos bosonica é obtida derivando I'[4,; funcionalmente

duas vezes em relacdoc a A4,

e grFY
il

Fole—y)= [g“”(DI+1722(a))—8§8§— = J o(r —y). (1.31)

Esta funcdo I1P bosénica, nao tem divergéncia nenhuma.

1.2.2 Propagador Exato do Férmion

Desde a eq.(1.23), fazendo J* = 0, e derivando com respeito as fontes fermidnicas 7(.r)

e 7(y). obtemos

_ 8% Z[n,7)
57?(?)’) 6ﬁ($) n=n=90

— i/dA“ exp (z’ fdz éA“DWA,,) G(r.y: A).

Depois de integrar no campo 4, na eq.(1.32), obtemos o propagador exato do férmion

(0]T(x )2 (y)|0) = Gz - y) (1.32)

G(xr—y) = iexp { ie? [(Efl})a k) [1 - e—ik'(i’—y)]} Gr(r—y) (1.33)

13



onde f(k) é dado pela eq.(1.29),

Na exponencial que aparece na equacdo (1.33). o termo

ori [ dk 1- e tz-y)
—~ ( (1.34)

a—1/[{27)? k2
¢ divergente ultravioleta (ver eq.{1.38)), e ndo tem divergéncias infravermelhas: o segundo

termo na mesma exponencial

L fdk 1 —e (Y .
1€ [t B =t 133

é livre de divergencias. Entao, o propagador fermidnico exato (1.33) tem uma fase inde-
finida, 0 que indica a necessidade de uma renormalizacdo de funcao de onda fermidnica,
como veremos logo nesta se¢ao.

A divergéncia UV acima (1.34) manifesta-se de maneira mais contundente quando

vista no espa¢o euclideano. Neste espaco o propagador fermidnico é [12]

Gle—y) = i exp{ e’ /(%5 FERY [ - elk'(r_y}]} GE(r —y) (1.36)

onde

27 1 -
A R T 1y I ET/E S YR (1.37)

Na exponencial em {1.36) o termo

2 / dk 1 —ekl=—v) — lim 1 ln( |ce!
a— 1/ (2x)? k2 " jalooe2(a — 1) |z — yl

—00, a>1
= (1.38)
+3¢. a < 1.
sendo o parametro a um regulador ultravioleta, e o ponto x = y, ponto singular do

propagador. Portanto, para @ > 1 o propagador € nulo, o que conduz a uma teoria fisica

e matematicamente inconsistente; para ¢ < 1 o propagador é infinito. o que nos levaria
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a renormalizar o campo fermidnico. A dependéncia em a é, portanto, crucial para a

defini¢do da teoria no setor fermio6nico.

O requerimento adicional de que a massa do féton seja positiva e real implica em

-1 <€a<l.

Lembramos ainda que para a = 1, a conta deve ser refeita desde o inicio. e fornece um

resultado finito, em concordancia com a literatura.

Agora calculamos a fungao I1P de dois pontos fermidnica [(r;, z3). A funcdo G(z —y)

satisfaz a seguinte equacao

[@z + e? /(;:)2 flkYe *E-v 1 Gz - y) =4d(z — y). (1.39)

A determinacio de I'(z,.1,) € mais simples no espago de momenta, pois sabemos que

[(p) Gp) = i, sendo T(z-y) = [ F(p)e 7V e Glr—y) = [ Glp)emrtv).

Passando & representacio de Fourier. temos

—ipG(p) + €’ /(ff)g R KGp—h) =1, (1.40;

)

de onde obtemos uma equacao integral para o propagador fermiénico é(p) no espaco de

monlenta

= _ i —?,.62 dk . 1 ald o .
OB / £ 5 Glp — k) (1.41)

05 primeiros termos sao

. i, [ dk 1, 1 |
G(p) = 7 + € ESE f(k)ﬁkﬁ—_"# + (1.42)
o4 f dkds N (s 1,1 1
oy (orp? T e

onde jd vemos uma divergéncia (UV) logaritmica fazendo o power-counting nos termos

da expansdo acima para o propagador fermionico G(p) (temos que usar a forma explicita
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de f(k)). Isto nos faz ver melhor que precisamos de uma renormalizagdo de funcao de

onda fermidnica.

A expansao (1.12) pode ser reescrita como

G(p) = Golp)+ > _ Galp) (1.43)
onde
Golr) = 5 (141
G =" [ 1) 5= (1.35)
- g dkds 1 1 4
Gatp) =~ 16" [ 3 s OO0 b (1.46)

Mostraremos que esta expansdo ¢ equivalente a uma expansiao em loops usando o
propagador completo do féton {como veremos no capitulo 3). Podemos identificar entio.
que o comportamento ultravioleta do propagador completo do féton ¢ determinado pelo
termo (presente em f(k))

27 kb
e?(a—1) k2

que tem comportamento ultravioleta tipo Proca. E este termo o que gera a divergéncia
logaritmica {(U'V) que aparece na expansdo (1.42)

Da eq.(1.41), encontramos a funcao f(p) ;

5. (1.47)

T(p) =
(7) e [ 7 (k) kGlp k)

ou

T(p) = ;5[1+i62 f(zd:)z f{k) éfﬁ + O(e?) (1.48)

Como j4 observamos, o denominador de (1.47) ou mais claramente na expansio (1.48) se

tem divergéncia (UV) logaritmica. Isso mostra a necessidade de fazer uma renormalizacao
da funcao I1P T'(p).
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1.2.3 Fungao de 3 Pontos (¢ A,) Exata

Da eq.(1.23), fazendo primeiro as derivadas com respeito as fontes fermidnicas, igua-

lando n = 77 = 0, integrando no campo 4, e fazendo uma derivada com respeito a fonte

J*. pondo em seguida J = 0, obtemos

Yo . - 632[’?ﬁ ]] _ o
(OITL’ (I)U(y)‘_l‘fi(’”)lo) = 1 6J“(Z)(57](y)5ﬁ(f) i J=0 - G;'J(‘ry "‘)'
Gulz,y,2) = ie[% h, (k) [e‘ik'(z_r} —’k('_y)] Glx — y). (1.49)
onde
hlk) = -2 sku (1.50)

e?la— 1) k% k2(k? — m?{a))
A fungdo de 3 pontos (1.49) tem as mesmas divergéncias que o propagador ferntidnico.
0 que significa que nao precisamos renormalizar a constante de acoplamento da teoria.
Podemos mostrar também que esta pode ser expandida em loops, usando o propagador

exato do féton.

Agora calculamos a funcac I1P de 3 pontos [',. Partimos da seguinte equacio

/ dz o S(r - y) (1.51)
z _ — = - — . .
su (=)o (x) anly)on(=) Y
Derivando esta equagao com respeito a A*(2), obtemos
&7 3
fdz’ — - = + (1.52)
54u(z)5w(zf)ow(x) énly)on(=')
W 5T
dz’ dz” - - - = 0,
f Ot«/(:c) 0y (2")dn(y)on(z') 6.4 (z)6 A (") '
ou, equivalentemente,
z'/dz' Uy(z, 2", 2)G(Z —y) + (1.33)

+ /dz'dz” [z -2YGY( y, 2" )T, (" - 2) = 0.
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A fungao G.(z,y, z) pode ser expressa como

G#(l‘,y,z) = 1€ /(Q(I;Tp)?(i% h“(q) [G’(p+ q) - G(p)} e—fP'(r—y)“iQ'(?——y)_

Tomando a transformada de Fourier da eq.(1.53). e substituindo a expressao para L.,

tem-se

e k) G(—k) = —e(2nfdlp+ k4 ) F(p) L2 [Gp 4 0) - 1]
Entao
Lo, k) = se(2)6(0 + &+ ) (o) 228 [Glp 4 ) — G| T k),

de onde temos

Tu(r.y.2) = /(Qd:)z(:z?)z Tu(p.q)e Ptz ety (154)
_ T - .
Lupg) = e [Fo+q) (o). (1.53)

Da expressao anterior vemos que ndo precisamos renormalizar f#(p, ¢). bastando re-
normalizar a funcao I'(p).

Podemos adiantar que a possibilidade de expandir as funcdes de Green em termos do
propagador exato do féton terd um papel importante na analise serni-perturbativa que

faremos quando chegar o momento de umpor as condigdes de renormalizacio.

1.3 Identidades de Ward

Seguimos aqui o método padrio para obter as identidades de Ward [27, 28]. Para isto,

partimos do funcional gerador Z[7, 7, J]
Zmn, J] = /d,A#dul'dE exp {i/dr (Ll A+ J A+ 70 4 En)} . (L.36)
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Fazemos a seguinte transformacio de calibre no funcional gerador
A, — A, + 15 A
@ G PR
o= Y dAy, (1.57)
R S Y
com pardmetro A infinitesimal. A medida fermidnica nao é invariante de calibre (como

veremos no capitulo seguinte , eqs.(2.5),(2.9)), e muda da seguinte maneira

. —t{a— —
dudy — e % Y faz(La0x+ersn) dydi-. (1.58)

onde iremos tomar apenas os termos lineares em A (infinitesimal) que contribuern para a

fase do Jacobiano. O funcional gerador (1.56) fica

Zlg,nJ] = /dnl#dz:dz exp{i fdr (Lle v, A+ T4 + e + ;n)} x  (1.59)

X exp{z’[dx Alz) (ir_)z,'; —iuny — g@-J - _%(a — 1)3-_—1) }

Sabemos que. dentro da integral funcional com fonres,

= i i V=i (1.60)
Podemos, entao, reescrever (1.39) como
_ . 4 ) 1 e w0 _
Zn,n,J] =exp {z fa’r Alx) (Uﬁ i EB-J + g(a - 1) O.J#)}Z[n.m JL

Expandindo a exponencial até ordemn A, obtemos a identidade de Ward satisfeita pelo

funcional gerador Z[7, 7, J]

o
6.J

{ﬁi —pd lgug e yam

L T sz,n.JJ:o. (L.61)

Pondo Z[7,7,J] = e*t#%7)  onde X[7,7,J] é o funcional gerador das funcées de

Green conexas, ternos

0X X1 € Y
o — g - 0, — ——(a - 1) =0, 62)
zné-ﬁ ?nor} e .I‘J.ﬂ 27‘_(& ) IOJ‘“ (16 J
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Consideramos agora o funcional gerador das fungdes I1P Iy, v, 4]

Ty, ) = X[, J) — /dz (v + ¥n+ A J* ), (1.63)
onde
AN X _ A
—— = —— e, T—:.—l. -0-
57 Yo 5n Yo s p (1.64)
6T 6T 6T
7 = —J~ (1.65)

ﬁ =-n . @ =
A identidade de Ward para o funcional gerador das fungdes [1P é

T iy — 9T 50y 1 Lgw 0
2NT) — 11— v -
So(z) " 50(z) e *oAx(x)

- i(a ~ 1) 4, (z) = 0. (1.66)

Entao, derivando (1.66) com respeito a 4*(y) e fazendo v = v = 4, = 0. temos

T (- y) - ;;(a - 1)8%6(z - y) =0, (1.67)

7
T 7

e, substituindo a expressao calculada para I, (z —y). mostramos que a eq.(1.67} é satisfei-
ta para todo valor do parametro a # 1. A equacao {1.67) expressa a ndo transversalidade

do propagador do foton, na teoria regularizada com a # 1.

Em seguida, derivando {1.66) com respeito a v(y) e v(z). depois de fazer v = ¢ =

A, =0 temos
ilNz~1)é(z-—y)—il(z—y)dlz—2) = é@ﬁjfﬂ(z, Yy, I, {(1.68)

que, no espaco de momentum, se expressa assim

éq“ﬂ(pm = Tlp+q) —T(p). (1.69)

Esta ultima identidade serd importante no estudo da renormalizabilidade da teoria,

a ser feito mais adiante. Observamos que esta identidade é igualmente obtida no caso
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invariante de calibre (a = 1) e que ela é satisfeita pela expressao calculada exatamente para
f“#(p,q) na equacao (1.55). A equacdo (1.69) tem carater formal, pois envolve quantidades
divergentes. Para que ela assuma um papel relevante é preciso mostrar que ela ¢ satisfeita
pelas funcées de Green na teoria regularizada, e observar suas possiveis modificagdes apos

a renormalizacio. Isto serd estudado posteriormente, no capitulo 3 e no apéndice C.



Capitulo 2

Analise Perturbativa

Neste capitulo, iremos considerar o0 modelo de Schwinger do ponto de vista pertur-
bativo, visando tanto a aplicacdo posterior do procedimento de renormalizacdo quanto
o esclarecimento de uma eventual origem perturbativa (no sentido de que os gréaficos de
Fevnman que constituem a expansao perturbativa sejam divergentes UV} para as di-
vergencias encontradas no capitulo anterior. Partiremos da teoria definida anteriormente
na equacao (1.1},

LT A = FuF™ £ TOP 4 e o (2.1)

O funcional W] é explicitamente calculado como vimos na eq.(1.14). Contudo, se
a # 1, a acao efetiva nao ¢ invariante de calibre. Isto nos traz o seguinte problema:
Observando a equacao acima, vemos que, para poder definir um propagador livre para o
campo A, precisamos introduzir uma condicao de fixagao de calibre. Entretanto, como
a teoria apds a integracdo dos férmions nao é invariante de calibre, o resultado da sua
quantizacao depende, em potencial, da condicdo utilizada. A auséncia de um propaga-
dor livre para o féton, por sua vez, inviabiliza a analise perturbativa da teoria tal qual

aparece em (2.1). Precisamos, portanto, de técnicas que nos permitam analisar a teoria
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perturbativamente, no caso em que hd anomalias na simetria de calibre.

Neste capitulo descrevemos duas dessas técnicas, aplicando-as ao modelo de Schwinger
e mostrando a sua equivaléncia (em oposi¢io a certos resultados na literatura) [29]: o
formalismo chamado “invariante de calibre” (devido ao fato de. apds a introducao de
um campo novo, o campo de Wess-Zumino. a teoria efetiva ser invariante de calibre} e a

abordagem “néo invariante de calibre”, onde tal campo nao é considerado.

2.1 Modelo de Schwinger no Formalismo Invariante

de Calibre

O funcional gerador da teoria (2.1) é dado pela eq.(1.22)
Zinn, J]=N /dAud.wa’E exp [ z'/anr ( Llv v, Al + 70 +un+ JA )J . (2.2)
Consideramos, por agora, apenas a integracdo fermionica,
14,] = /dvd; ot Jax (¥ Dl v nusin)
= /dLi'dE ¢! Jdz v Dl v exp {—i /d;rdy n(r)G(z, y; .4)7](3/)] : (2.3)
Facamos a seguinte mudanca de varidvets fermionicas
v o= o= eyl
v oo v=gle™ (2.4)

Em geral, pode-se esperar que a medida fermionica ndo seja invariante sob essa trans-
formacao. a menos que utilizemos explicitamente uma prescri¢io invariante de calibre

para defini-la (0 que é possivel, no modelo de Schwinger). Podemos esperar, portanto,

que

N
ot
-

dydy = J{f, A, )dusdy’, -
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onde J[f#, A,] é o Jacobiano da transformacgao, a ser calculado. A integral fermidnica fica

entao
I[4,] = JB.A,) [dusdy’ efae ¥ e Dldude? s o [i /d;m’y () G(z. y: ()] -
Usando agora que

e ¥ Dl4,)e’ = DAY, (2.6)

onde

~J
=1
——

Af = A, - -8,8, (2.
€
chegamos a

I[4,] = J[6.4,] exp [—ifdxdy ﬁ(r)G’(r,y:A)r}(y)] det 1 D147

= exp [—i/drdy AxyGlr, y: -A)n(y)] det 1 D[A4,]. (2.8)
Dessa equacao calculamos o Jacobiano,
J[B. A‘J — det I:D[fl.u] _ ei(u'{;{u}ll'[_—lﬂ}). (2_9)

detiD[4]]

Podemos observar que, se usamos alguma prescricio que preserve a invariancia de
calibre de W{4,], obtemos J[f. 4,] = 1, em concordancia com as nossas expectativas.

Voltando ao problema de definir, em (2.2), um propagador livre para o campo A,.
notamos que, usualmente, utiliza-se a técnica de Faddeev-Popov [14] para se obter uma
integracao funcional bem definida. Isso é necessario, no caso em que a acao efetiva é
invariante de calibre, porque a integracdo original é redundante, sendo o produto de
infinitas integrais iguais. Harada e Tsutsui [18], por um lado, e Babelon, Schaposnik
e Viallet [19], por outro, observaram gue isso nao é mais obrigatério quando a teoria é

anomala de calibre, pois neste caso, diferentes érbitas de calibre de 4, déo contribuicées
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diferentes. Contudo, a técnica de Faddeev-Popov ainda é passivel de ser aplicada, pois

nao passa da multiplicagdo por 1, expresso como

1= Ag[A,] /de 5(£149)). (2.10)

onde df representa a medida invariante sobre o grupo U'(1). g = ¢ ¥ ¢ U'(1) e f[4,] ¢ a

condicio de fixacdo de calibre. Assim, inserindo (2.10) na eq.(2.2) temos

207} = N [dsdudias AA180142) * (211)

xe\p[ /a’r(ﬁ[’u oAl bme g+ JEAL )

. . - - —1
Fazemos uma mudanga de varidveis de integragao .4, — A

A, o A=A éaye, (2.12)
sendo d4, e \¢[4,], invariantes por construgao. Assim
27 = /d-i dedidd A 4,1 6(F1A) (2.13)
X exp [i/dr ( L, v AT - he b un+ J”‘.—lfi_1 )J .

Se redefinimos os campos fermidnicos segundo a regra

v oo ow=yle? (2.14)

a Lagrangeana retorna 4 forma original. Porém, se a medida fermidnica nao ¢ invariante

pela transformagdo (2.14), ela gera a agdo de Wess-Zumino, a(d,, g7l),
didy = diddp’ereAes™) (2.15)
onde a(4,, ¢7") = W[Af;l] — W[A4,]. Usando a expressao (1.14) para 1¥7[4,]. obtemos

oA, g7 = (a-1) /dr ( %8#93“6’ — 693#.4“) : (2.16)

2
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sendo o campo ¢ chamado de campo de Wess-Zumino. Assim,

Zln,m,J] = N /dA#dz_z:nggdB Af[AL)B(f[A,]) eths™ (2.17)

: — —g _; 1
X eXP [z /dr ( L[¢9, o, A+ 7e?9 + L'ge_“gr;» +JA+-Jof )J .
€
AMndando a notacao. regressamos 4s antigas varidveis v e L.

Znad) = N /dA#dz;dEda Af[AS(FAL]) eethna™) (2.18)

— - — 1
X exp [z’[dj: ( L, 9, Al + 7€ +ve Pn+ JA+ —J-00 )} i
e

Como vemos, agora podemos definir um propagador livre para o campo 4, A quanti-
zacao da teoria é, assim, independente da escolha de f[4,]. como na formulacio usual de
Faddeev-Popov.

Usamos a condicao de Lorentz

flA] = 0.1 (2.19)

C

=

exponenciamos a fungao ¢ e absorvemos As[ 4] na constante de normalizacio (pois a teoria

¢ abeliana e os fantasmas de Faddeev-Popov se desacoplam). Dessa forma,

— Sy -1 1 %
Zp.mp, J] = N /d,li#dudvdﬂ ¢ A 97 vy [z’ fdj‘ (417#1,]7“” — 512(8-,4)‘—5-

— : — 1
+0(if + ed)v + 7 +ve ¥ + .4 + EJ-aﬁ )} . (2.20)

A eq.(2.20) serd o ponto de partida para a andlise perturbativa da teoria definida pela
eq.(2.1). Como estamos em uma teoria ndo invariante de calibre a fonte J* terd sua
divergéncia d,J* # 0, em geral. Outra colsa que deve ser assinalada é que, no processo de
definir o propagador livre do campo A, a teoria adquire um grau de liberdade adicional.
dado pelo campo de Wess-Zumino [17], o campo §. O campo 8, na versio final (2.20) do

funcional gerador, ganha interagao com os férmions e as fontes fermidnicas. Esta interagio
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¢ muito complicada, e imped'e o calculo exato de Z[n, 1, J]. Contudo, é possivel o calculo
exato de fungdes de correlagio arbitrarias, como se viu no capitulo anterior (vide apéndice
B).

Lembremos que a posibilidade de definir corretamente nm propagador livre para o
campo A, é essencial para fazer a andlise perturbativa da teoria. e assim. poder ver se as

divergéncias ultravioletas que aparecem nas funcoes de Green envolvendo férmions sio ou

nao de origem perturbativa.

2.1.1 Analise Perturbativa

a.— Propagador do Féton

Da eq.{2.20)
82Z[n.75,J] |
OTA x) A W0y = ~ 5Jv(y)o6Ju(x) P
(0IT A, () A (y)I0y = .\’fd,iﬂa’t‘d;d@ [-4#(1) + é@,ﬁ(r)} P (2.21:

1 . —
P {Ay(y) + E&,H(y)} exp (i Sepfv v Ay, 9]) .
acao efetiva S.¢[v. v. A,.0) é definida por

Seplth, 0, 4,0 = fd&: {—%FWF“” ~ 5%(8-.4)2 + (i@ +ed)e+ (2.22)

a—1) a- 1}
+( i 8u93“9—( 5 668,144‘“}

2
Notamos que o propagador do féton original (2.1) é a soma de propagadores que se
referem a uma teoria efetiva S.z[1), v, A,. 8] envolvendo o campo 6. Vamos denotar os
valores esperados nessa teoria por | 5. Temos assim em (2.21) que
1
(0T A 2)A(W)0) = 40T A, (x) Ay J10)s + — o (017 1,(2)020(y)[0) (2.23)

+ éa(OlT@ﬁH(:ﬁ)Ay(y)]O)g + glg o (01T I0(x)0Y0(y)i0)s .
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Mostraremos, a seguir, os resultados dos calculos desses quatro propagadores. No caso
que estamos considerando aqui, serd possivel somar a serie perturbativa e comparar com

o resultado exato.

As regras de Feynman obtidas desde S,;[¥, v, 4, ] sio

2r 1
- e ey - = —
p a—1p?
- -t
p p
—1 k. k. ik k,
AAAAAAAAN, = Zutv )
I k v 2 \9m T T k4
€
——p——nne = —— (g — 1)k
koHok 3 (07 DA
~AnAr—m- = —(a— 1)k,
E Bk 7
4 = ey, {2.24)

a.1l.— Propagador do Campo 4, . 4{0[T4,(xr)4,(y)|0}s :

k
'\M-@M/N_W—i— +
p p D p U v p
p+k

+ NNANNL = e - AN + ... (2.25)
i

O loop fermiénico de (2.25) d4 (j4 foi calculado em eq.(1.21)),

ie? f{a+1) Duby

il (p) = = |0 - 2

e a contribuicao do terceiro grafico em (2.23) é

2

(a—1)

—5- ;

ie Publv

2
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Somando as contribucdes, obtemos a polarizacio do vdcuo em ordem e

. . ze? DuPu
“Bulp) = i) - o - )2
= im*a) [g#,, - %ﬁiJ . (2.26)

(2.23) é uma série geométrica com n—ésimo termo (n > 1)

~i (m*(a)\" _ Dubv
P\ P e = )

Somando a série (2.25) temos

—1 Puly igpppu 5 -
— B ,— _ . 2.2
) @ P p? — mg(a.) (Q'# p? ) p! I (2:27)

mmnmawwn=4ﬂi}{ l(m(%—““)+®miemwx

a.2.— Propagador do Campo 0. 4(0|70(x)8(y)|0)y :

-%@--ﬁ- = emmeeprem——- 4 --»-M@\M-b-.
P p D P P

2r 1 ife?

a—1p pt
d 27 1 2 ,
5(0|76(2)8(y)[0)s = i/(g,f)z L_l;i - %J ey, (2.28)

29



a.3.— Termos Mistos 8 — A, , 5(01T0(x) A, (y)]|0)s e s{(01T A, (z)8(y)10) :

i) -—’-@M = e __Sepy
p p p p o

d -
s (01T0(x) A (y)[0)s = /(2;’)2 f;{fu ipiz-y) (2.29)
i) «M@--ﬁ— = w@\w-*- - $€Pu
p p p p p
d )
AT A0 = [ 0 viem (2.30)

De (2.23) obtemos o propagador do féton para a teoria {2.1) somando todas as con-

tribuicces,

- f dp 1 PuPe 27 DuPu | iy
<0JT_1,LL(I)‘_1U(y)IO> = -1 /(27)2 [pz _m2(a) (g,uu - ;2 ) - 82((1 _ 1) pg } 4 P y,‘

cujo resultado ¢ igual ao obtido na eq.(1.27).

b.— Propagador do Férmion

Considerando o funcional gerador (2.20), obtemos o propagador do férmion

@207, J)
on(y)on(z) J=n=n=0

= l\f”/dA#dBd'z;’)dE v(z)(y) exp (i Seplvi, Ay 0] +/dz 8(z)j(z, x. y)) (2.31)

Glz-y) = (0Ty(xw(y)0) =

com j(z,z,y) = é(z — x) — 8(z — y). Este termo é gerado pela derivacdo do funcional
gerador (2.20) com respeito s fontes fermidnicas 7(z) e n(y).

Integrando no campo #,

I8 dk 1 — e (r-v)
G(.I' - y) = exp {_ [(27?)2 k-z } G.U(‘I o y) ( '

a—1

W]
W]
]
~—
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onde a exponencial contém a divergéncia encontrada em (1.34) ou (B.2), (no célculo exato
do propagador fermidnico), e é gerada apés a integracio no campo 6. Esta divergéncia
nao ¢ cancelada pelo fator de normalizagdo N". G, (x—y) é definido a partir da integracio
funcional restante en termos dos campos A,. v e v,
b ] oA - - 1 Lr
Golz—y) = N ’/d-%ududv () (y) exp {z/a’z ( 5.4#H£“ A+ (2.33)
+ (i@ +ef)v +ed l#(z. 1, y)) }
Em (2.33) temos
#(z.z,y) = 0 Dp(z — x) — Di(z - y)]

e H{" é dado por
e? o+

(a—1)

27 il

1
HY = ¢*O+ (E —DeH -

que dard o novo propagador livre A%, do campo 4,
he — (k) ichub,
RN R R (e - 1)

sendo o seu comportamento uitravioleta da forma A2,

Calculamos agora GV (z — y) e extraimos dele a contribuicao para a auto-energia do

férmion a 1-loop,

AN = 2 fdk 1,
mz_-p(p) = —£ /(27)2 Y IS‘!‘k, hfw
7] [ ge? |
=7 prg C 2a-1) In (1 + ﬁ(a - I)):l . (2.31)

que ¢ finito, assim como sac os demais grificos, ou seja, ndo detectamos divergéncias UV
no nivel perturbativo. As regras de Feynman para calcular (2.34) sio agora dadas pela
aGao aparecendo na integragdo funcional (2.33).

Entao, a analise perturbativa feita no formalismo invariante de calibre nos mostra que
as divergéncias que aparecem nas fungdes de Green envolvendo férmions ndo tem origem

na expansao perturbativa, isto é, os graficos de Feynman sdo finitos em todas as ordens.
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2.2 Modelo de Schwinger no Formalismo Nao Inva-

riante de Calibre

Temos ainda uma outra maneira de abordar o problema perturbativamente. a qual é
comumente chamada de “formalismo ndo invariante de calibre” [20, 30]. Nesta abordagem
usamos o fato de que o desacoplamento da parte longitudinal de A, (que classicamnente
pode ser conseguido com uma transformagdo de calibre sobre os férmions) nao mantém, em
geral, a medida fermidénica invariante na integral funcional. Este fato pode ser explorado
para definir a teoria perturbativamente, como veremos a seguir.

Partimos novamente da densidade de Lagrangeana

,——.
| 3N)
Cad
it
R

_ 1 -
Llvg, A = _IFWFW + (i@ + ed)u.
O funcional gerador da teoria é
Zing.J) = N /d-iﬁdvd.; exp [ z'/dJ: (Llvv AJ+50+en+ 1) . (2.36)

Desmembramos o campo de calibre em suas partes longitudinal e transversal

e, entdo, no funcional gerador (2.36)

Z[n,7,J, = N f dpdgdidis exp [e‘- fdr ( i+ @o - Jo)u + (2.38)

1 — 1 1 -
+ ¢S+ +unp + =J,0"p — - J,0%¢
2e? e e

vemos que, a parte longitudinal do campo A, (o campo p) nao tem termo cinético. o que
nos impede de fazer uma andlise perturbativa. Entdo. para lhe dar dindmica aproveitamos

a nao invariancia da medida fermidnica. Fazemos uma mudanca de varidveis nos férmions



visando desacopld-los da parte longitudinal de A,
v = =t
- - -t
v o= v=1e’ (2.39)
A medida fermiénica nio é invariante pela transformacio (2.39),
dpdy = Jo.dy'dy . (2.40)
Jae dard o termo cinético para o campo p,

InJ, = w?-?(a— 1) fdr O, pdp.

A
'

O funcional gerador (2.38) entdo assume a forma

_ 1 _ i
ZinnJ] = XN fdpdcpdttd?,& exp [i fd.r ( gc‘jgzd +v(ig — do)u+ (2.41}

(e —1)
A

T 1. -,
+ O pd*p+nefu + ey + ;J#@“p — E.J”B“o )J .

A mudanga de varidveis fermidnica foi feita para gerar o termo cinético para o campo
p, mas ela também o desacoplou minimamente dos férmions: o custo é uma Interacao mais
complicada ainda com os férmions e as fontes fermidnicas externas. Entretanto. a teoria

dada em (2.41) admite uma andlise perturbativa.

A partirde (2.41) faremos a andlise perturbativa da teoria no formalismo nio invariante

de calibre na préxima seco . Para o cdlculo das funcdes de Green exatas, ver o apéndice

B.
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2.2.1 Anadlise Perturbativa
a.— Propagador do Féton

Da eq.{2.41) temos

| 22(0.7. J]
OT 4,204,000 = - T J
=n=R=0
OITA ()4, (y)I0) = N /dpdc;dwda 215 [a#p(r)—éﬁé(x)} x (2.42)

% |9uply) = B,0(y)| exp (i Susl. 0. p. 0])

O propagador do féton novamente se decompde numa soma de quatro propagadores
envolvendo p e ¢, cuja dinamica é governada por uma teoria descrita pela acdo efetiva

dada abaixo

Seflv.po] = /dr [%cﬂgcf) + (a_;l)aﬂ,oa”p +v(id — g?o)b} . (2.43)

Temos, assim, desde (2.42)

1 | v ans Ay !
(01T 4, (z)Au(y)|0) = > (0(0|T3#p(r)35p(y)40}o ~ o0ITO;p(2)F00(y){0), +
— o(ITGz(@)3Lp9)]0)a + (0T F0(x)326(3)0),) . (244)
onde | ), refere-se a valores esperados calculados supondo que a dinamica ¢ gerada por
Ses[¥, ¥, p, @], dada acima.
Vemos de Sef[z,fi',@,p‘ @] que p é um campo livre, o que implica que os propagadores

mistos se anulam,

AOITEP(2) RGN0 = o(TTS(x)p(1)(0), = 0. (2.45)
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As regras de Feynman geradas pela acéao efetiva Sef[w._a, p. O] sdo

. 2r 2
............. = ———— |, campo p
P (a - 1) p?
ie?
———mmem== = | CAMPO Q
P
. o
J
- e = [ = —ﬁp7ﬂ
P
M ";""' = 1'5;17“

a.l.— Propagador do Campo ¢, ,(0|Té(x)o(y)|0), :

-*‘@*ﬂ
p p

- - - -

A.
4 — -
p r p

O loop fermiénico da (como ja foi calculado)

il (p)

p+k
+ ---—O-—-O-— + (2.46)
[ dk L1, 1
N ﬁ?”p“/(zTPT’"(“’ i)
- ;(‘;1) 2, (2.47)



Somando a série (2.46), obtemos o propagador do campo ¢ exato

'T@TJ‘ T P —m(a))

(01T 0(r)o(y)i0), = %’62/(;:)2}) (;;zi\;jéan (2.18)

a.2.— Propagador do Campo p, ,(0[Tp(z)p(y)|0}, :

Na lagrangeana dada na eq.(2.42) o campo p ndo interage. Portanto o propagador é

facilmente calculado,

- 271 d ~ip(z-y)
AT oWl = =5 [ (2.49)

O propagador do féton é obtido da eq.(2.14), com as seguintes contribuicdes

1
220

OIT 4,(2) 4,(4)10) = =5 OITTLPR)BLPB)I00 + =5 o{OIT SF0lr)8Y0(4) 00 (2.50)

€
que somadas fornecem

) _ . dk 1 k#ku 27 k.ukv —tk-{z-y)
Cle—u) = = [ Lﬂ—m?(a) (9*“’ K2 ) ela-1) & |° ’

que é igual a eq.(1.26). Observamos que o termo —f;”‘kl)kj;z” é obtido da contribui¢ao do

propagador livre do campo p, isto €, num regime nao-perturbativo.

b.— Propagador do Férmion

Da eq.(2.41), obtemos
82 Z[n, 7, J]
67?(y)5ﬁ(1:> n=n=J=0

Gz-y) = N [dpdsdvdh v()t) x (2.51)

xexp(fdé[—c'ﬂ ¢+ ¢(if - @¢)L+( i 1)8 wP0*p+ pj(z.r.y) D

OITy(2)u(y)0) =
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onde j(z,z,y) = 6(z —x) — 6(z - y) é gerado ao fazermos as derivadas funcionais de
Z[n.7, J] com respeito as fontes fermidnicas 77(z) e n(y). Vemos, no entanto, que o campo
p nao interage com os férmions nem com o campo ¢. O termo 2}, presente em (2.51),
impede. no entanto, a sua absorcdo no fator V.

Para ver methor isto, na eq. (2.51), fazemos uma mudanca de variaveis p — p + p tal

que
Op(z) = " j(z, 2. ) 2 52)
p( —(a—l)] 2T Y). ( Q
Entdo (2.51) torna-se
271 [ dk 1-e Y
— — - — 25
Glz - y) exp{ o7 /(QW)? 2 } Gplr —y). (2.53)

Mais uma vez, neste ponto, observamos que temos um infinito que nio pode ser can-
celado pelo fator de normalizacdo V. ndo tem origem perturbativa e coincide com o
calculado anteriormente na formulac@o invariante de calibre (eq. (2.32)). O infinito é
gerado pela integracio do campo p em (2.51).

A integragdo funcional restante G,(: — y), é finita. ou seja, os grificos de Fevnman

gerados a partir dela nao tém divergéncias UV (como veremos logo). assim

Gplz—y) = N /dpa’édrdz vlr)e(y) exp (i Sople v, p. 0] ). (2.54)

Agora calculamos o propagador do férmion perturbativamente, sem levar em conta a

integral em p, que se fatoriza.




_i%y(p) = Ep’i (2.56)

Dado que {2.56) ¢ finita, ndo obtemos perturbativamente as divergéncias que aparecem
na eq.(B.7}. Além disso, os demais graficos que contribuem a auto-energia do férmion
também sio finitos.

Entdo, concluimos que as divérgencias que aparecem nas funcées de Green envolvendo
féermions nac tém origem perturbativa. Esta conclusdo € igual em ambos formalismos

(FIC e FNIC) com os guais analisamos a teoria.

Podemos também estabelecer uma relacac entre o FIC e FNIC das equacdes (2.34) e
(2.36): a 1-loop o resultado do propagador fermidnico no FIC é dependente do parametro
de calibre £, mas este resultado é igual ao encontrado na mesma ordem para o FNIC se
trabalhamos com £ = 0 {calibre unitdrio). O resultado ¢é independente de £ se todas as
ordens sdo somadas.

No contexto do modele de Schwinger quiral Z. Jian-Ge. ef.al. {31] identificam uma
divergéncia logaritmica nos graficos que contribuem a 1-loop ou mais para a auto-energia
do férmion. Isto se d4 pelo fato dos autores usarem um propagador “completo” para 4,
que nao depende do cut-off. Isso deve-se ao fato de que eles nao regularizaram a teoria.
0 que tem que ser feito de maneira ndo perturbativa (como nés mostraremos no capiitulo
3}. Depois de fazer a regularizaco nao perturbativa, mostramos gue podemos expandir
o propagador fermidnico em termos do propagador completo regularizado para o foton.

Tudo indica que a divergéncia que ocorre também no modelo de Schwinger quiral tem
origem nao-perturbativa, de modo inteiramente andlogo ao que ocorre no modelo que

estamos estudando.
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Capitulo 3

Renormalizacao do Modelo de

Schwinger

Sabemos agora que o modelo de Schwinger com a # 1 tem divergéncias U\ que nio sio
geradas perturbativamente. Tais divergéncias sao geradas pelo campo de VWess-Zumino
(FIC) ou pela parte longitudinal do féton (FNIC) e aparecem no propagador fermidnico ou
em fungGes de Green envolvendo férmions. Neste capitulo pretendemos regularizar estas
divergéncias e fazer a renormalizacio da teoria. Abordaremos a regularizacao usando

tanto o FIC quanto o FNIC, com os resultados obtidos no FNIC expostos no apéndice C.

3.1 Regularizacao da Teoria

Vamos utilizar o funcional gerador expresso no FIC na seguinte forma (anterior a

exponenciagao da fungio 6(f{A4,])), eq. (2.18)

- _ 1
ZlnmJ) = N fdA#dufdde Af[AS(FIAL]) exp { i fa’x (ﬁ[ur,ur, A+ =S99 +

I G l)auaaue - e(az" L

47 T

88A + 7%y + ve ¥+ J4 )} - (3.0)
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Como vimos no capitulo anterior, na eq.(2.32), a integra¢io exata do campo 8 conduz
a divergéncias no calculo de fun¢des de correla¢do envolvendo férmions. Vamos mostrar
que podemos regularizar essas divergéncias usando o método de Pauli-Villars. O método
consiste na introdugdo de um campo 3 de massa .\? muito grande interagindo com o
restante da teoria da seguinte maneira: onde houver um termo de interacio para #. este
é substituido por @ + # [14]. Através de manipulacdes na integral funcional é facil ver
que iss0 implica numa substituicdo do propagador original de # por um propagador mais

convergente. Assim, definimos o funcional gerador regularizado Z4[n, 7, J],
Ziln,m,J] = N fd.—lﬁdtﬁd{[‘d%ﬁ Ap[A,)8 (F[AL]) exp [ifd:z: (E[LE Al +J4A+

+éj-8(6’ +8)+ (a; Y0000~ 921

T vis
(e —1)

B

el + 3)o4A+  (3.2)

(0,303 = \23%) + e ® D e 10Ny ” .
Logo, fazendo outra translacdo no campo #: 8§ — 6 — 3, temos

_ N — 1
Zilp.mJ] = N fdl—lydtsdrdé’dﬁ Ap[AS(f[ALD) exp [z/dr (ﬁ[t‘. v, A+ ;J'(%? —

+(_a__1)3#33u9 _ (‘1_"11695.‘4 - v(i_—liaué’@“é’ +

47 T 25

1 , - .
+E—);\2_32 + JA+7efe + L"e“gn)} . (3.3)

e, integrando no campo J, temos finalmente o funcional gerador regularizado

Zalmm,J] =N / dAudvdydd Ap[A,)6(F[AL]) exp {i f dr (ﬁ[v, v, 4] + éJ-ae +
(a - 1)

S G I)fﬂ:l(i:l +A%)0 — e8d-A + Fe' ) + Ee—*%” . (3.4)

47 A?
Com esta regularizacdo podemos fazer as mudangas de varidveis inversas (as ja feitas

em (2.12) e (2.14)) nos campos envolvidos na teoria para ver como foi modificada a acao

original da eq.(2.1),
1
A'u — ;—l'u - 26#9,
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- =€y

/
1

=

v o D=y,

ddy = J dy'dy (3.5)
onde J € o jacobiano de transformacao da medida fermiénica.

InJ = Eﬁ(aé;—l)/dac ( ;aﬁaaﬂa + 668, A ) . (3.6)

Com isso obtemos

: - 1 )
Zy\nmJ] = N /d.-il#dw,-i'dﬂ-dﬁ AsA,]6 ( flA, — Eaﬂa]) x (3.7)

— -1), . _
X exp {@/d:c (C[L"J,UJ,A] - (Z“T \2)6528 +JA 7+ ;;-r;)J :

Lembremos que a fixacio de calibre que estamos usando é fld.] = %68-_4 . Fazendo

a integral em 6 obtemos o seguinte resultado para o funcional gerador regularizado em

funcao dos campos originais da teoria

— 1 —
ZinnJ] =V fa’xhdwd.u exp {i/dr ("EF““FW +ued +ed)e + (3.8)

1o o
_E(B-A) +J-:1+T}L+LT]):'~

onde £, é

2 4\2
h=¢&+ gﬁh (3.9)

Vemos, a partir do funcional gerador (3.8), que a regularizacio da teoria é equivalente
a agregar a Lagrangeana original um termo de fixacio de calibre {de Lorentz) com novo
parametro de calibre £y, dependente do cut-off. O termo tipo Lorentz no funcional gerador
(3.8) deixa a teoria finita, quando a massa de Pauli-Villars .\ permanece finita, como

veremos ao calcular as fungdes de Green exatas mais adiante.
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A andlise da regularizacdo do modelo de Schwinger no formalismo nio invariante de
calibre é feita no apéndice C. O resultado é equivalente ao obtido na equacao (3.8).
Os resultados, tanto no FNIC como no FIC, sido exatamente iguais se fixamos o

parametro de calibre em & = 0.

3.2 Funcoes de Green Regularizadas

Podemos partir tanto do funcional gerador (3.8) como de (C.6) para calcular as funcdes

de Green da teona

— 1 -
Zyn,a. J = N /d:lﬂdni'a'r;" exp [z'/a’;r (_EF“”FM +e(i@+ed)e+  (3.10)

1

G-+ JA+70+ ur .
25\( ) 7 ?H

Utilizaremos. nas contas a seguir, £y e M2, definidos como

2mA? no FNIC,

go=g e (3.11)
£+ iy no FIC.
A? no FNIC,
M2 = (3.12)

A4+ 4£(a—1) no FIC.

Integrando nos férmions temos

Ziln,m,J] = N” /a’A# exp {i/dr [%A#DK"AV + J-A}} % (3.13)
X exp {i/dy ()G (z. y: An(y) } :

onde

e? O3
T [0

(3.14)

W= g™ (O + m®(a)) + (fi — 1)9"0" —
A
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3.2.1 Propagador Regularizado do Féton

Obtemos diretamente

dk - ,
Gl =3:A) = [ Gtk A) et (3.15)
- 1 k. k 27 M? k. k
G (kA = ——M— . — =2 i . i
oK1 A) k% - m?(a) (g# k? ) - e?(a — 1) k*(k? — AL?) (3.16)

A regularizagao melhora o comportamento ultravioleta do propagador foténico (k=2
quando k£ — oo). No limite A* - 400 @ G (z — y;A) = Gu{z — y). o propagador

original do féton

[ dk 1 kuk, 21 kb ey
G#U(I y) = /.(271')2 [k?—m?(a) (g#u k2 ) eg(a— 1) k2 € .

Observamos que o propagador do féton regularizado pode ser expresso como

Gulkiy) = 172—_%+k#kuf_\(k). (3.17)
onde fy(k) é
27 AV E 1
Iah) = o 1) K2(k2 — M?)  k2(k? — m?(a)) (3.18)

Também podemos calcular a acao efetiva do féton

(3.19)

1 1 2 Hu v
[l = fa’x 54 [gu“(m Fmia)) + (o - oo — 220 J i,

f A 3

de onde a fungdo I1P de dois pontos bosonica regularizada é calculada

J &z — y) (3.20)

1 e 9o
—y Al = v 2 - - a2 S
Ple =3i) = | (3, 4 o)) + (- - magox - S

esta funcao permanece finita quando A? — 400, como esperado.
gac p q )
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3.2.2 Propagador Fermionico Regularizado

Do mesmo modo calculamos o propagador regularizado do férmion

_ 27 A2 dk 1 — e (Y
P f — + : 9
O TG ) 320

a—1

. dk 1 —e *lz-y)
a2 _
X exp{ ie /(Qn')? R o z(a))}GF(I yl-

Conseguimos, portanto, regularizar a divergéncia UV que aparecia no propagador

fermiénico (1.34), sendo controlada pelo pardmetro A quando ele fica finito. Nio aparecem

divergéncias IR. O propagador fermidnico regularizado é expresso como

Glx—y;A) = iexp {ie? /(Qd:)? falk) [1 - eﬁ‘k'(r_y)]} Grlz—y). (3.22)

com fr(k) dada pela eq.(3.18).

O propagador fermiénico regularizado. satisfaz uma equacio integral no espaco de

momenta. similar a (1.41),

Gip\) = E — e’ /bd%z f,\(ic);k‘(?(p -k \). {3.23)

0S primeiros termos sao

oAy = fogpoer [ el L ‘
Gl = o+ et [ n gk (324

oy [ dk ds ) 1, 1 1 .
-t [ ey e

onde vemos que as divergéncias (U\') logaritmicas j& estdo regularizadas na expansio

(3.24).
A expansao (3.24) pode ser reescrita como
G(iA) = Golp) +§: Ga(p; A) (3.25)
n=1
onde
Golp) = }% (3.26)
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émmA):e{[‘“ NG (3.27)

2re M) 3 5y
cmmnzqéfg%g%f(v«uglkﬁ; ; (3.28)

A expansao (3.24) pode ser expressa em termos do propagador exato regularizado do
foton, eq. (3.13), como veremos mais adiante.
A fungao I1P de dois pontos fermidnica regularizada é obtida da eq.(3.23)

. 1
i) = — €2 [ronr fA(k) EGO(p — k; ) ’ (3:29)

e, como vimos em (3.24), as divergéncias ja foram regularizadas,

3.2.3 Funcao de 3 Pontos

Sirnilarmente, a funcao de trés pontos (v d,) regularizada é

e \) = e [ A 27 M2k, sk,
G,LL(I: y.z.,.\) — 16/(2W)2 [EQ(H . l)kg(f\,? _ ﬂf?) + Az(,llz - IWQ(G)} %

w [e—ik(cfrj o e—ik-(z—y}] G(.l.‘ — \) (330)

Ela pode ser reescrita como

. dk —tk{(z~zx —tk(z~y) ] .
Gulr.y,z;\) = ze/(zn_)z hu(ki ) [e klemz) _ emik V1 Glr -y ) (3.31)

onde h,(k; A) é

Ir M2k, vsk,

e2(a — D)k2(k2 — M?2) K2(k? — m2(a)) (3.32)

h.u(k; A) - -

Vernos que, regularizando o propagador fermiénico, regularizamos a funcao de 3 pontos.

A fungdo T1P de 3 pontos é (seguimos um procedimento andlogo ao empregado na

subsecio (1.2.3))

T,(p.q:) = e”;”j[f(pm A) - T(p: .\)}. (3.33)



Vemos que, para regularizar a fungio ', (p, ¢), basta regularizar a funcio ['(p). pois
nela estao contidas as divergéncias quando A — oo. Isto nos indica que apenas uma
renormalizacdo de fungao de onda fermiénica torna a teoria finita.

Com isto, regularizamos a teoria nao-perturbativamente para qualquer valor da am-

bigiidade a # 1.

3.3 Renormalizacgao

Como ¢ usual vamos partir do Lagrangeano expresso em termos de quantidades re-

normalizadas ou vestidas e suas respectivas constantes de renormalizacio,
L= L2 E F™ 1 2,0000 + Z,eA, im0 3
= —gZafuw + Zyvigy + Zeed ot {3.34)

Em (3.34). Z4 é a constante de renormalizacio de funcdo de onda fotdnica. Z. ¢ a
constante de renormalizagdo de func¢ao de onda fermidnica e 7, é a constante de renorma-
lizagdo da carga. 4, e U sdo 0s campos renormalizados e e, a constante de acoplaniento
renormalizada. Permitimos que as quantidades 7,, Z, e 74 possam divergir quando

A — +oc . Definimos 0s campos nao renormalizados (ou nus) Al e v, como

A = AR (3.35)
Yo =y Zy (336)

e, também, a constante de acoplamento nio renormalizada e,

Ze

5 €.
Z, Z}*

€y, =

(3.37)

Com as transformagées acima, a lagrangeana (3.34) fica expressa, em termos das
quantidades nao renormalizadas, como

1 - . —
L= —JFREM + Ui + €0l 1,0, (3.38)
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Reescrevemos o lagrangeano (3.34) da seguinte maneira

1 _ —
L= ~JFuF™ + iy + e Yy,y

1 _ -
“(Za = DEWF™ +(Zy = )00 + (Ze — Ded,int e (3.39)

onde vemos os contratermos que devemos incluir para renormalizar a teoria. O objetivo
do procedimento de renormalizagao é determinar que escolha de Z,.. Z4 e Z. deve ser feita
de modo a tornar todas as fungdes de Green da teoria finitas. Possiveis ambigiiidades na
escolha destas constantes serdo parametrizadas através de condicdes de renormalizacio .

Uma observagao que ajuda nesta determinagdo é a de que as fungdes de Green pura-
mente bosonicas nao possuem divergencias. Isso implica na nao necessidade de contrater-

mos divergentes para renormalizd-las e permite fixar 74 em

A discussao para as demais constantes de renormalizacio serd feita mais detalhada-

mente, a seguir.

Lembremos a identidade de \Ward (1.69) satisfeita pela funcdes I1P de dois pontos

fermidnica e a de 3 pontos

1 . _ )
gq“ﬂ(p-q) = Ip+q)—T(p). (3.41)

Fsta equagdo também é satisfeita pelas fungoes 11P regularizadas, como vemos em

(C.22)

1 . . .
aq“ Tou{p,; A) = Tolp+qA) —To(p; A) . (3.42)

Ambas as equacfes sdo satisfeitas sem restricao alguma pelas funcées f‘w el,.

Substituindo na equacio acima as relagdes entre quantidades nuas e vestidas

Te(p) = ZyTo(pA) (3.43)
Zy

 Foulpoq: A} (3.44)

Trelpg) =
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Temos entdo, desde (3.33),

1
Zw

N[N
| —

: 1w : _
Trulpg) = 7o @ [FR(P +q) - FR(P)} : (3.45)
da equacao acima, obtemos

1 - e .

S Trpg) = Z zZy! [Fa(p +4q) - Fa(p)J : (3.16)

Por outro lado, se supusermos que as fungoes renormalizadas também satisfazem

1 -
S Trulpg) = Trlp+a) - Talp) . (347)

comparando (3.46} e (3.47), obteremos
Ze = Z. (3.48)

Voltando a equacdo (3.37}. e lembrando que Z4 =1 (eq. (3.10}). obtemos

€, = €. (3.49)

que nos diz que a constante de acoplamento da teora nao € renormalizada. mesmo sendo a
teoria nao invariante de calibre. Isso mostra que a universalidade da interacao eletromag-
nética, usualmente expressa pelo fato de que eAd, = e,4,,. pode ser preservada em um
esquema de renormalizacido nao invariante de calibre. Em particular, vemos também que
a constante de acoplamento ndo dependerd da escala de energia escolhida para impor as

condi¢bes de renormalizagdo, fornecendo, portanto, uma funcao 3 de Callan-Symanzik

IlLl]El,, isto é
[)’ = —-8( ) = /3 =0 (3 50)

onde i é a escala de energia escolhida para impor as condigGes de renormalizacao.
Por inspecio direta das expressdes (3.33) e (3.29) para [ e [® podemos ver que

a mesma constante de renormalizacao é suficiente para renormalizar as duas funcoes.
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sem necessidade de renormalizagdo da constante de acoplamento. Com isso provamos

que as fungdes renormalizadas satisfazem as identidades de Ward e, portanto, todo o

procedimento é consistente.

3.3.1 Analise Semi-Perturbativa

Suponha que inicidssemos a partir da equacao (3.10)

_ 1 _
Zaln, 1 J] = fdrlﬂdz,-’;du) exp {i/dx (WEFWFW + (i@ + ed)y+ (3.51)

1 _
—-—@Aﬁ+JA+ﬁw+w0},
28

com £, dado pela eq.(3.11). Com a finalidade de fazer célculos perturbativos, lemos da

férmula acima o propagador livre do féton como

Kk,

x (3.52)

19w
G, (k) = - —ie—1)

O propagador livre do féton é quadraticamente divergente, no limite .\ — +x. Se
inserissemos o propagador calculado ao tree level nas funcoes de correlacao pilorariamos
sensivelmente o comportamento ultravioleta dos graficos individuais, fazendo com que a
teoria tivesse divergéncias piores a cada ordem perturbativa. implicando numa aparente
ndo-renormalizabilidade. Contudo, o propagador completo ndo exibe essa divergéncia.
cancelada na soma dos termos da série geométrica que o define, sendo finito no limite
A% — +4oc e ndo induzindo divergéncias perturbativas; como foi visto no capitulo anterior.
Isso mostra que, na teoria andémala, o que faz sentido é o propagador completo, sendo o
tree level indefinido para o setor bosénico.

Contudo, podemos fazer uma andlise que chamaremos semi-perturbativa. O propaga-

dor completo regularizado do féton pode ser expresso, como vimos em (3.17), asstm

= Gu

Gk A) = m + kuk, fak)
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onde fa(k) é dada pela eq.(3.18). O propagador fermidnico completo regularizado é

Glr—y;A) = z'eXp{iezf(;f)z falk) [1— et ]}Gp(:r: -y). (3.33)

Para calcular a transformada de Fourier do propagador fermidnico. expandimos a

exponencial na eq.(3.33)

Glp, g A) = fd:rdy PTG — y; A) Z Gal(p.q: A) (3.54)
n=0
onde

m:{ k)+iy{g+k) * 1 -
Galp,g; A) dr dy P 7 X (3.33)

= .1”62” dk’' , o "

XZ (f 27)? falk') [Iﬁe w (I_y)}) :

n=0

Reescrevemos Gy (p.g;.\)
Galp.¢:A) = (27)28(p + q)Galp: A) . (3.56)

Podemos escrever agora a expansao (3.54), como
G(p) =Galp) + >_ GalpA) (3.57)
n=1

Entao, observando os primeiros termos da expansio, vemos que

Gl A) = =€ [ fulh) (% _ ﬁ) | (3.59)

oy i [k [ ds 12 1
G = =3¢ [ [ h0n0 (5= 2 i) 0o




A expansao (3.57) é a mesma (3.24), que também € a expansao da equacao integral
(3.23). Mostramos (ver apéndice D) que a expansdo (3.57) é equivalente a uma expansao

em loops usando o propagador completo regularizado do féton [6], ou seja

k
Gi(pA) = £y —; , (3.61)

GalpA) = M + (3.62)

P p+k P p+k P

k
k
+ +
P p p p :
) 4
S

Para ver se a expansao em loops bosonicos corresponde a una expansao semiclassica

convencional, pasamos a sisterna de unidades onde ¢ = 1. onde
L=T=~hrM"

Partimos da analise dimensional da acao regularizada

1 he?{a — 1 _
s = fda: {—ZF,J,,F*“’ - %(8- AP+ w(i@ + e.ﬂ)t‘} {3.63)
Assim:
[S]=kh , [A]=hrY? |, [R]=M72 | [=r2M | [\ =h2A

Redefinimos os parametyros que aparecem na agao (3.63)
e=h%e - [gl=M
AT =p720 5 A% =8

o1



(3.64)

A agao (3.63) é escrita como
(0 412 + (i + h“"’?é‘ﬂ)w}

é*(a — 1)

1
= [dr|{—ZF,F" —
S / * [ 4F” 4rA?

Pode-se calcular a acio efetiva
2 a,uay

SV
,-.‘2 -~

£ €

—(a+1)g™ — =
(a+1)g" — ——5 J

7 1
W - — -3 .
5 [4,] k fd$24“[27r

Acao bodnica serd

g}

52 v
- )

all

é?
il g4 _
(Qﬂ(a+ )9

1 é2(a— 1) 1
= Jdz |—=F F* -~ __2(3 1?4+ 22
Stos /z[ 41«‘; F Py (0-A4) +2h 1,

Considerando a representacao integral da funcio Delta de Dirac

5(z) = _/(‘?Q:C}? exp (—%Ar) . W) =M

Tomamdo a inversa do integrando aparecendo na acdo S,.,, obtemos o propagador

) N 2712 1 - 1
ela—1)k2(k2 — \2)  K2(K? — m2(a))

bosénico exato regularizado
[

1
Gil:A) =k | ——— [ g™ _
:A) [kz — m?{a) ( k2
onde m*(a) = %(a%— 1) é a massa gerada dinamicamente para o féton. Temos PnC'oﬁtrado

que o propagador bosonico exato se comporta como A®.
Podemos fazer a contagen de potencias de A nos loops que aparecem na expansido do

propagador fermidnico em termos do propagador bosénico exato,
propagador fermionico -+ A

propagador bosdnico —  k?
vertice — K732

L loops = h". com isto, temos garantido a nossa

O resultado que se obtem ¢
expansdao semiperturbativa, pois temos em £ nosso parametro de expansio.
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3.3.2 Resultados a 1-loop

Podemos agora calcular as funcées I1P a 1-loop (no sentido semiperturbativo descrito
acima} e impor condigdes de renormalizacdo sobre elas de modo que possamos determinar

as constantes de renormalizacao.

A I-loop (3.61), a contribuicdo para a auto-energia do férmijon é

. _ dk K+ K0k . i}
_iS(pA) = —heZ/(%)z A0 (3.65)
_ MEON 1] )

= | gy (1) g -

E, portanto, a fun¢do I1P fermidnica de dois pontos é. a 1-loop.

L(p:\) = p-S(pA) (3.66)
h Ve h | m%*a) L
= _-—1 _— _ .__.._._1 . 2
}6{ 2(a—1)n(p2 1) Sar D )T TR “9(5)}
A funcéo de dois pontos renormalizada fR(p) é
Talp) = Z.T(p\). (3.67)

onde Z,, é a constante de renormalizacao de fungao de onda fermiénica. O préximo passo
é a imposicdo de condigGes de renormalizacao que possam parametrizar ou fixar a parte
finita (ambigua} das constantes de renormalizagdo .

Neste ponto devernos responder com clareza a questdo: quantas condigdes de renor-
malizagao sdo necessdrias? O objetivo da imposicao de tais condi¢des é parametrizar a
parte finita das constantes de renormalizacdo (em fungao de u, um pardmetro massivo que
serd introduzido durante a renormalizacao), como foi dito no paragrafo anterior. As am-
bigiidades na parte finita das fungoes de correlacao manifestam-se em duas circunstancias
no modelo de Schwinger. Uma delas é na determinagdo da constante Z,;,. A outra é na

presenca de um contratermo do tipo massa ém?(a) 4,4, gerado dindmicamente e finito.
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A diferenga entre as duas situacoes é que a segunda néao representa o residuo finito de
nenhuma constante de renormalizacao de massa, pois 0 contratermo nao representa uma
renormalizagdo multiplicativa (a massa do foton é zero classicamente). Isso ndo implica,
contudo. que o coeficiente desse contratermo nio tenha que ser fixado com o anxilio de
condi¢oes de renormalizacdo, como acontece com qualquer fun¢do de correlacao. Chega-
mos. pois, & conclusdo de que precisamos de duas condi¢oes de renormalizagcio sobre a
teoria, uma para parametrizar 2, e a outra para fazer o mesmo por a (que esta obviamente
relacionado ao contratermo mencionado acima).

A condicio que fixard Z, (em funcdo de u) é facilmente escolhida

Cz(p) T H (3.68)

A tarefa é menos dbvia quando tratamos de a. Notamos que, devido a (3.52). no
esquema no qual estamos trabalhando ndo ha free level para funcoes de Green puramente
bosonicas. pois o propagador livre € divergente, como ja dissemos anteriormente. Repa-
ramos. contudo, que Z,. emvolve a (ver eq. (3.70)). Podemos. entdo. resolver o problema
impondo outra condi¢cao de renormalizacdo sobre f‘ﬁ)(p), a qual deve relacionar a com p.

A condicdo mais natural, compativel com o tree level é

g -
5 Falp)|,_ =1 (3.69)

De (3.68) obtemos Z,,

i} M? i m?(a)
= ——=In|l -] - ———-In|l — 2
1 Zw(l-i—?(a_l)in : 2(a+1)nl P +O(h))
1 AL? 1 m?(a)
= 1-A{z+——In|l - —)— ———Injl - 2y .
Zy 1 h(2(ak1) n e ot 1) n 2 )-i—(?(?i) (3.70)
Podemos obter 'z na ordem de 1-loop como
1 |1 - A%/p 1 |1-m?(a)/p’

) + O(R%)(3.71)

Ca(p) = p+ph (Q(a-l) ln!l AT 2a+ 1) 1 - mE(a)/ 2
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como podemos ver é finito quando A2 — oo.

E, de (3.69), usando (3.71), obtemos a 1-loop

h( L M e )+0(h?):o. (3.72)

- 2 _ 2 P e?
a I,U, M e — E(a+1)
Para resolver esta equagdo, devemos considerar as seguintes restri¢ées sobre os pa-

Tametros a e i

i) a#1, resultado do esquema de regularizacdo ndo invariante de calibre que

estamos considerando.
2 -
i) P AM e yt# —;—(a +1), pontos onde a funcao I1P I'(p; A) (3.66) é singular.
i
Sendo assim, podemos isolar @ na equacao {3.72)

1 1

ic

onde

2
mi = & (3.74)

il

€ a massa que seria gerada dinamicamente se tivessemos feito a quantizaciao de maneira
invariante de calibre, ou seja, com @ = 1. A equacio acima pode ser resolvida de dua
maneiras:

i) Para u® fixo, (3.73) define a como uma funcao divergente de A/?, o que implicaria
na necessidade de uma renormalizacao de massa do campo 4,. Isso ndo corresponde aos
calculos explicitos realizados para a fungao de dois pontos bosénica. Vide secdo (1.1.2)
¢ apéndice F, onde obtivemos resultados finitos para o pardmetro a. Isto elimina esta
solucdo .

ii) Vamos parametrizar u? como

2 2
2 € mg, ——
_ &£ 3.




Assim,

RENEES

1
) 2
H mic

Escolhemos agora A (e implicitamente p?) como funcio de M/? de modo que a equacio

(3.73) produza um limite finito quando M? vai para infinito

§m: _omd mé omd
A . — 1 O ic 1C O i o : ‘-q
L= p Foaqps Hosqpe Hoaqp + (3.76)

com os 4, independentes de A2 e finitos. Assim

M -
a = 1—514—0(‘1{2) {3.77)

o que deixa a arbitrario, mas relacionado a p? através de 4;. u*, por sua vez, torna-se

uma funcio de V7,

doms  .omi _mb oomf ! ,
u o= m? (1+51 R PR S R PR R (3.78)

e RVE: YA M6 Ars
a qual fornece, no limite 1/ — -+oc (que deve ser tomado obrigatoriamente no final dos

célculos).
o= ml. {3.79)

Ent&o. @ mantéme-se arbitrario e fixamos a escala de energia onde temos impor as
condigbes de renormalizacao . Além disso, essa escala é exatamente o valor da massa

gerada dinamicamente quando a teoria é quantizada de maneira invariante de calibre.

isto é, com a = 1.
Podemos ainda nos perguntar se a imposicdo de uma outra condigao de renormalizacao

levaria a resultados contraditérios com os encontrados acima. Para isso. consideramos a

funcdo de 3 pontos T',(p. ¢; ), que tem a seguinte forma

Fﬂ(p: q; A) = €7y + "\,u(prq:. \) . {380)
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A relagio entre g, e r,é
Cra(p.q) = Zy Tulp @A) (3.81)

Calculando A,{p.g:.\) na ordem de 1-loop. temos

83,}iu 1 -z 1 . D7
\#(p q; ‘\) —= ?\/O‘dl'\/o‘ dy [—WF(Iy mz(a)) + (:“E(TT)F(Iy JIQJJ,

onde

glz,y) - (1 -z —y)M?|  h(z.y) Uzr.y)
9(z.y) 9 (z,y) gz, y)
B h(z,y) l(z.y) .
[g(z,y)~ 1 —z—y)M2]*  glz.y)— (1 -z —y)Ar2" (3.82)

F(z,y; M?) = 21n

com as fungdes g(z.y), h(z,y) e I(r. y) definidas por

glz.y) = z(l —z)p* - 2zyp-s + y(1 — y)s*. (3.83)
hiry) = 2+ 4(p+yf) - 4(xp+ys)”. (3.84)
Hz.y) = plop+yb)Hab+yh) + (3.85)

—(+ A)(xp+ yf)(zp +ys)* + (1p + ys)*

es=p+qg

A condicao de renormaliza¢do que impomos sobre a funcio I:R# (p.g) é escolhida de

modo a evitar divergéncias infravermelhas,

f’R#(p, q) = e/, - (3.86)

—fp=pr=q?=y?
onde e; € o valor fisico da carga elétrica medida no ponto mencionado acima.

Sob esta condi¢do obtemos

1 M2 1
B A 1 1 —-11 — 1
=€ ""[ -1 H(MQ ) 2a+1) "



e, usando (3.70), temos

€f = €, (3.88)

o que confirma a interpretagao do parametro e como a carga fisica. introduzida na Lagran-

geana desde o inicio, e a consisténcia do nosso conjunto de condi¢oes de renormalizacio.



Capitulo 4

Conclusoes

Estudamos, neste trabalho, diversos aspectos relacionados 4 Eletrodinamica com
férmions sem massa em 2 dimensoes. quantizada de maneira nao invariante de calibre.
Podemos dividir nossas conclusoes em trés grupos principais:

1) Estabelecemos uma origem perturbativa para a ambigiiidade de regularizacio quan-
do até entdo eram conhecidas apenas abordagens nao perturbativas para a obrencao da
mesma. Deduzimos, também. identidades de Ward para as funcdes 11P e mostramos
que tanto as funcoes nuas (regularizadas) quanto as renormalizadas obedecem um mesmo
conjunto de identidades. que diferem do caso @ = 1 apenas pela nao-transversalidade do
propagador fotdnico;

i1) Constatamos a origem essencialmente ndo perturbativa para as divergéncias que
aparecem nas funcoes de correlagao fermionicas. A estrutura dessas divergéncias mostrou-
se idéntica, tanto no FIC quanto no FNIC. Num caso ela pode ser debitada & integragédo
sobre o campo de Wess-Zumino (FIC) e no outro, 4 integracio sobre a parte longitudinal
de A,. Em ambos os casos, fica clara a razio de ser a teoria finita para a = 1: no FIC
nao existe termo de Wess-Zumino enquanto, no FNIC, a parte longitudinal se desacopla.

No contexto do modelo de Schwinger quiral [16], afirma-se que tais divergéncias existem
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num formalismo (FNIC) e nao existem no outro [29]. Dadas as similaridades dos célculos
envolvidos pensamos que nao ha porque isso ser verdadeiro. A andlise do problema neste
outro contexto ¢ uma das possibilidades de continuacao do trabalho.

ii1) Regularizamos e renormalizamos a divergeéncia UV, encontrada para a # 1. im-
pondo duas condi¢des de renormalizagdo para parametrizar as ambigiidades da teoria.
Notamos que ¢ parAmetro a permanece arbitrario (eq.(3.77)) e implicitamente dependente
da escala de energia p?, que é funcao do cut-off A%

No final, quando o limite A? — oc é tomado, a ainda é arbitrario, mas a escala de
energia é fixada em p? = €?/{n), exatamente no valor da massa gerada dinamicamente
quando a teoria é quantizada de maneira invariante de calibre (a = 1). Isto implica na
violagdo potencial das duas simetrias, mas nurna nica possiblidade de estabelecer uma
escala de massas para a teoria.

Toda a arbitrariedade da escala de energia p? que aparece quando impomos as con-
dicoes de renormalizacao. esta contida no parametro a introduzido ao quantizarmos a
teoria de manetra nao invariante de calibre. Isto nos leva a pensar na possibilidade de
estudar o comportarmento da teoria sob o Grupo de Renormalizacao usando a. Esse com-
portamento pode ser ndo-trivial pois, embora tenhamos funcao 3 nula. o niesmo nao deve
ocorrer com a dimensao anomala.

Além disso, precisamos saber se a teoria definida em p? = ‘;—2 (a arbitrario) é ou
nao equivalente a definida por ¢ = 1. As implicagdes das condi¢des de renormalizagio

sao ainda desconhecidas na ordem de 2-loops. Pretendemos estudar estas questdes em

trabalhos posteriores.
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Apéndice A

Convencoes e Identidades Uteis

Al d=1+41

A meétrica g,, e o tensor de Levi-Civita e** sao

1 0 ) 0 1
Juv — = g : =
0 —1 -1 0

As matrizes v satisfazem
N IR R, JNTE AT — A A .
{f y } - g 1 o — 'i0 » it T 1 -

Usaremos um conjunto especifico de matrizes ~

o = 3 N =
10 1 0

Também definimos a matriz v tal que
.I.
vt =0, m=2%n , 7% =1
Os projetores P, e P_ sao

P+:



O comutador das matrizes v é (apenas em d = 2)

7] = ~2e"ys (A.6)

e. portanto.
VuTs = Ea ) (A7)

Definimos
o = ea, (A.8)
k= ek, (A.9)

Os tracos tteis e produtos de matrizes v sao

tr v¥4¥ = 2% (A.10)

tr %y#Y = 0 (A.11)
tr #4277 = 2g#eg? — 2gm g™ 4 29T g (A.12)
tr 495 = —2eM (A13)
Yty = 0 (A.14)
Yurs = €u’ (A.13)

gbt = f(pd. (A.16)

A.2 Representacao o

2 * -
[ — d —ca+iak® _%-1,_,
k? +ie /0 @ (4.17)
para n > 0, temos
n!nt! > o ke?
- = do a® e_fﬁ"'mk Alg
(K2 de )t /0 (A.18)
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A.3 Algumas integrais tteis

g? + e
p? + ie

T

o e—EE .. s
/ dz (P — ") = In
0

dk eiakz-i-ﬂip-k _

—

dk k# eiak2+2z'p-k = - Py e—ip2/a

—
R =

ick?+2ip-k T : 2 -ip?
dk k,k, eoF tar =ﬁ[zg#u+apypuJe pi/e

—

dk k2 eiak2+2ip-k - 12 ]:z'+ ész e—ipZ/&
¥

—

: I, w . 1 —ind/

—

dk B eioki+2ipk QL[ 4_ _15_p4J omirlie
a- o)

2+
ok? 1210, 7 { 1 3i
dk kukqu emk Thpk a_ l: Juv (1 - QQPQ) +pﬂpl/ (?pg + E)J €

\\
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Apéndice B

Comparagao entre os Formalismos
Invariante e Nao Invariante de

Calibre

Pretendemos, neste apéndice, mostrar que os dois formalismos mencionados no titulo
déo resultados completamente equivalentes para as func¢des de correlacio do modelo de
Schwinger. Trataremos. por simplicidade, apenas o caso das funcées de dois pontos fer-

midnica e bosdnica.

B.1 Calculo das Fung¢oes de Green Exatas no For-

malismo Invariante de Calibre

A partir do funcional gerador (2.20) o cédlculo do propagador exato do féton é direto

e fornece

&2Zn.mJ)| |
0¥ (y)0TH(x) | ;operiig

=

(0T Au(z) 4, (v)[0) = -
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A dk 1 ek 2 kuk,)
G (z—y) = i p 5 - ey
PGz - ) 2/(27r)2 [kz — m?(a) (g“ k2 ) a—1) & |° ’

27 kyklf

que ¢ o mesmo resuitado da eq.(1.26). O termo 7y &= ¢ obtido na integragao dos

campos f, que também gera um termo de interacao entre o campo 4, e sua fonte J#, A
integragdo dos campos fermidnicos vai gerar a massa do féton e apés a integracao em A4,
a dependéncia do parametro de calibre £ vai ser eliminada. obtendo-se a contribucdo da
parte transversal ao propagador do féton.

Também obtemos o propagador exato do férmion

_ i _ otk (z—y)
OITH(2)E()I0) = i exp{— =/ (;:)21 . }x (B2)

a—1
dk 11— e kGw
. 2 o
X‘”‘p{ < [ ey k?(kzwm?(a))} Griz—).

igual & eq.{1.33). O cdlculo é feito da seguinte maneira: depois da integracdo dos férmions

na eq.(2.20), que vai gerar a massa do campo 4,. calculamos as derivadas funcionais de
Z[n. 7, J] com relacdo as fontes fermionicas. Isto vai gerar um termo de fonte para o campo
B, [d:8(z)j{z.r.y) com j(z,x.y)=4d(z~z)-3(z—-y). E a presenca deste terme que
val gerar a divergéncia que aparece no primeiro fator da eq.(B.2), quando integramos no

campo §. Comprovamos novamente que a divergéncia tem um carater ndo-perturbativo.

B.2 Céléulo das Funcgoes de Green Exatas no For-
malismo Nao Invariante de Calibre

Integrando nos férmions o funcional gerador {2.41), pode ser escrito assim

Zng,J] = Nfdpdd) exp [—z’ fdzdz’ T](z)ei"(z)G(z,z';O)e‘w{Z’)n(z’)} X (B.3)

: 1 2 Logo e a1 o 1 s
X exp {zfd:c ( 262¢D(D+m (a))o + eoéhJ i pClp epap.] .




O campo ¢ adquire uma massa m?(a), dada pela eq.(1.13). Também G(r,y,é) é a

fungao de Green da seguinte equacio

(i¢ — ¢)G(z.y; 6) = 6(z — ),
Glr,y:¢) = exp [i /d: o(z)j(:.:r,y)} P Gplr—y) + (B.1)

+ exp !:—i/ﬂ'z gﬁ(z)j(z,;r,y)J P_Gp(r -y),

com j(z.z,y) = 8(z — z) — b(z - y).

O propagador do féton é obtido da eq.(B.3), fazendo n = % = 0. Integrando nos

campos p € ¢ temos

' dk o kuky )
2l = exp{%/d”y“w(r)f(zn—ﬂ [12(;:1) et (B.5)

_ ff#’l:.” —tk (r—y) v
kQ(kQ—mQ(a))e Y :,'J (y)}.

onde o primeiro termo da soma é gerado pela integragao do campo p e o outro. do campo

o. Entdo, da eq.(B.5), obtemos o propagador do féton

32 ZJ
T4, 4,000 = — 7r 2L
J=0
| [ dk 1 koK, S P
“Gute =0 = = [ [ (a5 ) [

Novamente, obtemos o propagador exato do férmion, a partir da eq.(B.3): fazemos
J# = 0, tomamos as derivadas funcionais de Z[n, 7] com respeito as fontes fermiénicas

7i(z) e n(y) e temos, entdo,

01T%(x)0(y)0) = - 3%5)%(%

Gz —y) = z’N/dpdqﬁexp (i./dz [%@D(D+ mQ(a))éJ) G(x,y;0) x (B.6)

cone (s i [-E2 200 )]
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Depois de integrar em p e ¢, a eq.(B.6) fornece o propagador fermidnico.

_ 74 — p ik {z-y)
OTpBIn = iep{ 2T [ 2 1me (8.7)

. dk  1—e#*izv
el [ iy 00

O primeiro fator é gerado pela integracao do campo p. e coincide com o termo diver-

gente da eq.(1.33).
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Apéndice C

Regularizacao do Modelo de
Schwinger no Formalismo Nao

Invariante de Calibre

Pretendemos, neste apéndice, mostrar que a regularizacio da teoria pode ser efetuada
também no formalismo ndo invariante de calibre, com resultados idénticos aos obtidos

com a formulacao invariante de calibre (se¢do 3.1). Também mostramos as identidades

de Ward para a teoria regularizada

Da eq.(2.41)
. 1 . -
Zna,J] = /dpdqﬁdwddf exp [i /d:s ( 5—6;5@52@ + (i@ — do)u+ (C.1)
-1 : _ 1 1. -
+(a4w )aﬂpa“erﬁe“’d) + e ¥+ EJ‘I@“,O — EJL,G“Q )J i

Como vimes, as divergéncias vém da integracio sobre o campo p. devido ao mau
comportamento ultravioleta do seu propagador livre (72, quando k| — +x). Regu-
larizamos, entdo, o propagador deste campo, adicionando um campo 3 de Pauli-Villars.

com massa A? = 400, a0 Lagrangeano que aparece no funcional gerador (C.1). definindo
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assim o funcional gerador regularizado Z,[n, 7, J],

ZalnmJ] = fdpdédwdg'dﬂ exp [ifdr (gi;d)ﬂ?d) +w(id - Jo)u +

(a—1)
47

+£J-8(p+,3) - (a; Y [0,38%3 — A2 5] ” . (C.2)

il

1 - e
*EJ-3¢+ 9,pd p+ metPTIy L e,

Fazendo p — p- 3 e integrando no campo J, obtemos o funcional gerador regularizado

Zaln71] = [dpdododG exo | [az 5o+ 0 - ey - 106 +

-1 . - . 1
L . 2) PO + A%)p+ 7y +pe P+ =J-0p || (C.3)
4T A €

Da equacgao acima, observamos o comportamento ultravioleta do propagador do campo p
como sendo agora k™%, quando k| — +oc (mantendo a massa \? finita).

Como no caso do FIC, nds estamos interessados na forma como a agdo original muda
com a regularizacio feita no funcional gerador. Para isto. fazemos as seguintes mudancas
de varidveis fermionicas inversas (as j4 feitas anteriormente na eq.(2.39)).

v o v=e .
.

Y oo U=y e,
dude = Jdu'de (C.4)
onde J é o jacobiano de transformacao da medida fermidnica
(e — 1
TR ) fdx 8,050, (C.3)
r
e, considerando que ed, = J,p — 5u¢5, encontramos a seguinte expressao para o funcional
gerador regularizado (C.3) em fungdo dos campos originais da teoria {com as varidveis
reindexadas ¢/, % — ¥, ¥):
— : 1 v =
Zyln . J] = /dAudwdu exp [z / dz (jF#uF rp(i@+edy + (C.6)

1 .
— (A TA+ T+ ¢ )J )
25‘\( ) i /7]
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onde &, é

21A?

€r = m - (C.7)

Como no caso do FIC. regularizar a teoria equivale a colocar um termo de fixacao
de calibre no lagrangiano original, com o pardmetro de calibre £, dependente do cut-off.

Este termo € suficiente para deixar toda a teoria finita quando o cut-off A permanece finito.

Vamos mostrar agora que as identidades de Ward se mantém para a teoria regularizada.

C.1 Identidades de Ward para a Teoria Regularizada

Partimos do funcional gerador regularizado (C.6) Z\[.n. J]

—_ 1 —
Zyn.mJl = /d-&udt‘a’t;': exp [z’/dx (—-_IFWFW +o(i@ +efijv + (C.8)

1 —
—E(auif + o+ e+ L'I])J :

Fazemos a seguinte transformacdo de calibre no funcional gerador

1
A, = A+ -0,
€
W= W+ A, (C.9)

Y= — 1A

com pardmetro A infinitesimal. A medida fermidnica ndo é invariante de calibre (como

vimos em (2.5) e (2.9)), e muda da seguinte maneira

dipdy — e (D) g g (C.10)

onde iremos tomar apenas os termos lineares em A (infinitesimal) que contribuem para

a fase do Jacobiano e para a variagdo da densidade de Lagrangeana. Entido o funcional
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gerador (C.8) fica

Zalmn, J] :/dA#dzpd;b_ exp {z/d:c (E[w,a, A - 52_(3.,1)2 +J- A+ 750+ En) } X
A

XE‘\p{ fdz A{x) (iﬁu‘;— ivn — éa-J - %(a— 1) (1 + %) a'.*l) } (C.11)

onde M? é dada pela eq.(3.12).

Sabemos que, dentro da integral funcional com fontes,

Podemos, entdo, reescrever {C.11) como

é )

Zian J = exp{ /d.T Alz) (n% - ry% - ;8 J+ (C.13)

e Hi1s SVe 212 J
ﬂ(a—) T 5T A[7.n. T

Expandindo a exponencial até ordem A, obtemos a identidade de VWard satisfeita pelo

funcional gerador Z,[f.n, J)

] ] 1 e OJ
— ==, + - (a— +— ¥ — | Zl —
[ 677 dn e I 27r(a D (1 M?) T gm } AU, Jj=0. (C.14)

Definimos o funcional gerador das funcoes de Green conexas regularizadas X\{7, n. J]

através de Z[7, 7, .J] = ¥ Usamos a eq.(C.12) para obter a identidade de Ward

para as fungdes de Green conexas regularizadas X1[7, n, J],

Xy 0X, 1., e d 0.X, _
in 5 in 5 — =8, 27r(a 1) (1 M?)a STk = 0. (C.15)

Também temos o funcional gerador das fungdes I1P regularizadas Ty, . 4]

F\[zu v, “1;1] = fY\[ﬁ 7. J} - fdl‘ (ﬁb + ;U + ‘4;1‘]“) 3 (ClG)
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onde

SXn 05Xy - X,

— - _ .
e (©17)
ol ol _ Or 4
e R L, ANNEN ) 1
du (. 3, T 64, (C.18)

A identidade de Ward para o funcional gerador das fun¢des I1P regularizadas é

1 . _.51“,\7 1”51'“\ e, E " B
zw(x)b(r) 16——5(3:)@(1) + -0 51 (2) s-(a—1) (1 + Jﬁ) 9% 4,(x) = 0. (C.19)

Derivando (C.19) com respeito a 4*(y) e fazendo ¢ = V= A, =0, obtemos a identidade
de Ward para a fungao I1P de dois pontos bosoénica regularizada (3.20),
e’ 0
Ol —y ) *.)t(af 1) (I—E— W) ald{r — y) =0, (C.20)
a qual é satisfeita pela funcédo regularizada I',,,.(z —y:.\) calculada no capitulo 3 para todo

valor do parametro a # 1.

Derivando (C.19) com respeito a t:(y) e ¥(z), depois de fazer ¢ = ¢* = 4, = 0.
temos a identidade de Ward para as funcdes [1P de 2 pontos fermiénica e a de 3 pontos

regularizadas
Nz —oN)d(z—y) il -y, A)d(z — 2) = éaﬁfp(z.y.rg A). (C.21)
No espaco de momenta, a equacio acima é escrita como
éq“ Lup.g;A) = Tlo+¢A) =T\, (C.22)

Como mostramos em (3.17) esta identidade prevalece para as funcdes renormalizadas.



Apéndice D

Expansao do Propagador Fermionico
em Termos do Propagador Fotdénico

Completo

Vames mostrar que

k
Gilp:\) = ! ;— (D.1)

P p+k
onde M@\N denota o propagador completo regularizado do féton (3.53).

O grafico em (D.1} é expresso no espa¢o de momenta como

k
f@'\ dk 1, 1 ,
- - e = € / e ( g’;n?(a)+f\(k)kk) ! (D.2)

YT G B hrE ?

O primeiro termo é cancelado devido 4 eq.(A.14}), ficando

, 1 1
= ¢ [ M0 gty (b3
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Fazendo uso da identidade

1 i 1 1
A ET R ARy 24
e, da eq.{A.16), temos
2 1,1 1, 1 -
= ¢ [y 10 (5 - i) (D:5)

O primeiro termo da soma é cancelado por ser uma integralde uma funcao impar. Final-

mente chegamos & seguinte expressao para o grafico da eq.(D.2)

k @
— > > = —e? f( dk fa(k) (1 ! ) (D.6)

P pik P ()2 Pl

0 que mostra, entao, que a equagao {D.1) é satisfeita.

Também mostraremos que

k k
Colpi)) = —» i DA W (D.7)

P p+k P p+k P

@l%—r

Calculamos o primeiro grafico de (

k k
SN e SR Al
P p+k P p+k

d /
;— - #2-€4f kz ;:2 Salk) Fa(s) x (D.8)

ﬁ’%ﬁﬁ%fﬁ
[ dk 11 11
= [t MO (5= g paag) - 09
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o segundo,

k
dk d
—[?:\ — = —z‘e“f 95 p ) f(s) x D.10)

(2)° (2m)

2m)? (272
b P
LQ/ 1 1 1 1 1

T T Ty

dk ds 1 1
DA oo R AACRAC (;“m ﬁmwﬁﬁ) (D-11)

e 0 terceiro,

k

[k L o
p — = i f(.%) ) fxg )f.\(sll . D.12)

s BT Y Ew L

o[k ds (1 1
o S (A)f.\(s)( R B (D.13)
1 1 1 1 1 1
S e ;ﬁ+_5é+,é)'

Somando as equagdes (D.9),(D.11) e (D.13), obtemos

~ dk ds 1 1 1
Gt = = [t SORO) (5= 75 i)
Usando a simetria entre s e k, obtemos finalmente

S A = bt [_dk s Gpey (L2 1 ,
Gt ) = 3¢ [ o AN (G- 55+ ) 0




Apéndice E

Analise do Propagador do Férmion

sem Fontes

Vamos procurar obter os resultados para a funcao de dois pontos fermiénica sem a
utilizagao das fontes fermidnicas. Isso mostrard alguns aspectos sutis da definicdo da
teoria no caso em que se empregam regularizacdes invariantes de calibre.

Partimos da teoria (1.1)
L1.%, 4] = = FuF™ + i@+ e )0, (E1)
com a defini¢ao
Z0] = /dAMdzpda exp (i/dr L, v, _4]) . (E.2)

O propagador do férmion é

_ JdAudydy () vly) exp (i Jdr L]y, P, A])
[dA,dd:dy exp (i fdz L]¥, ¥, 4))

Sendo D = id + e, fazemos uma mudanca de varidveis fermidnicas v, V= a,,a,

(0| T (=) (y)10) (E.3)

P(z) = Y ang(z) (E4)



onde escolhemos as fungdes p(z) como as autofuncées do operador D
D‘Pﬂ(l') = ’\n‘Pn(x):
det D =] A (E.5)
k
A base {zp(r)} ortonormal. satisfaz
[z eh@on(z) = b,
D enlz)eh(y) =6z - y). (E.6)

Sendo agora a e @ as novas varidveis fermidnicas, a medida fermidnica passa a ser

dydy = [ [ danda,. (E.7)

Na eq.(E.3) obtemos

OITv(z)v(y)|0) = g%o—]/a':lﬂ exp {—z’/dr %F#VF‘“’} D emlr) Ay

. n

X /Hdakrfﬁk @y XD (EZ )\]E]aj) . (E.8]
k J

Constderando as identidades,

/Hdakdak exp (z’Z)\jEJaJ) = Hz’)\k,
k=1 J=1 k=1
Tt n n

/H dard@y a,d, exp (iz,\jajaj) = =60 [ [ 12 (E.9)
k=1 j=1

k#p
kg

obtemos, para o propagador do férmion

Qe300 = - 775 ot exp{ =i far iR pumnedn) Tl

k#n

Com ajuda da eq.(E.3) chegamos a

(01T v () (y)|0) = H/d& e\p{ /d:a: i-FWF““}G(I,y;A) det:D. (E.10)
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onde G(z,y; A) é a funcao de Green na eq.(1.4) e é dada por
en ()l ()
G ;A4) = O .
(2, y; 4) Z T (E11)
A equacao (E.10) pode ser reescrita com ajuda da eq.(1.2) ainda como

(0|T¥(x)%(y)|0) = Z—EOI/dA# exp {z’ WAL - i/dr _—IIFWF““} G(r.y:4). (E12)

com Z[0] dado por

1
Z[0] = /dAu exp {HV[A,L] — z'fda: ZF’WFW} . (E.13)

Podemos agora analisar os casos nos quais a teoria é quantizada de modo invariante
e nao-invariante de calibre, escolhendo ou ndo uma prescri¢ao invariante de calibre para

calcular o determinante fermidnico.

E.1 Quantizacao Nao Invariante de Calibre

Nesta quantizacao o determinante fermidnico foi calculado com wma prescricao nao

invariante de calibre. O funcional W[4,] é dado pela eq.(1.14) com o paradmetro a # 1,

2 1 Mo
W[d,] = %fdz A, [g(a + 1)g*" — D@ } A, (E.14)

A expressdo (E.13) para Z[0] é bem definida, e podemos escrever-a assim

AL z/dA# exp {i/d:r %AuD‘“’AV} : (E.15)

com o operador D* dado pela eq.(1.24)

2 Quov
D¥ = @O+ mP(a) - 040" - S 20
n [



com m?*(a) dado pela eq.(1.13). Voltamos 3 eq.(E.12), para fazer a integracio no campo

A, e obter

dk 1— ekl
- ] 2 T . T
”"p{ e /(W R (k2 mﬂ(a)>}CF“ v)-

Vemos novamente que aparece o infinito (primeira exponencial acima) encontrado

— T — e (z-Y)
OTwETeN = rew{- 25 [ 1200 (k.16

quando fazemos o cdlculo da teoria com fontes, eq.(1.34).
Alternativamente, se fazemos uso direto do método de Faddeev-Popov tanto no nu-

merador como no denominador da eq.(E.12) e usamos a condi¢io de fixacio de calibre

fl4u) = Jz 844%, obtemos

(OrTU(I)E( )'O) _ fd:lﬂdgeXp {-E.O{(fl.g_[J -+ gfdz %flﬂD?V‘_ly} EEG(I)‘IH{MG(I. y: __1)
e e (aChg ) 4 Lo 3L, D)
(E.17)

onde D¢¥ = D + (ot e e”97%%) pode ser escrito como um termo de fonte para
o campo 8 : 1 [dz 8(z)j(z. 7, y). onde j(z.z.y) = 8(z — x) — §(z — y). Também temos o
termo a(A4, g7'), que é a acdo de Wess-Zumino dada pela eq.(2.16). Desde a eq (E.17)
obtemos o mesmo resultado que na eq.(E.16). sendo a divergéncia gerada pela integracio

no campo 6.
Observamos que, quando temos uma teoria néo invariante de calibre, Z[0] nio precisa

ser redefinido, pois o volume do grupo de calibre nao é fatorizado, e tampouco precisamos

fixar um calibre para definir a inversa do operador D#”.



E.2 Quantizagao Invariante de Calibre

O determinante fermiénico é calculado com uma prescricdo invariante de calibre, e o

funcional W[.4,] é dado pela eq.(1.14) com o parimetro a = 1,

(E.18)

2 i Qv
W[4,] = ;% /dx A, [ g =9 Da J A,

A quantidade (E.13), Z[0], neste caso ndo é bem definida. Isto pode ser mostrado

facilmente reescrevendo assim

1
ZI0] = /dAF1 exp {i/da: EAND‘I‘”A,,} , (E.19)

com o operador D4 dado por

2 2 au o
pv o= gy Sy _gugr - €097
i

N (E.20)

o operador D{" nao tem inversa. Portanto, nao podemos dar sentido & eXpressio na

eq.(E.12), tornando necessdria a sua redefinicio.

Como um primeiro passo para redefinir (E.12), poderiamos usar o mérodo de Faddeex-

Popov diretamente. chegando ao seguinte resultado

dA,dfexp {i fdz! A, D A e D80G (r oy A
O (e)a o) = SO e L DA I i)
JdA.dbexp {i fdziA;leg A}
onde a fixagio de calibre usada foi f[.4,] = %6 duA* e o operador DY = D{" + 01
tem inversa bem definida. Entdo, poderfamos fazer as contas na eq.(E.21), fatorizando a

integragiao em @ tanto no numerador como no denominador. Contudo, estes fatores nao

cancelam entre si. Ao contrério, seu quociente é nulo

fd@ ei&(x)—i&(y)

T =0 (E.22)

0 que nos daria o propagador fermiénico (£.12) nulo.
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Para evitar esta inconsisténcia, primeiramente definimos corretamente Z[0]] para a
teoria invariante de calibre. Depois de fazer isto podemos calcular quantidades de inte-
resse, como o propagador do férmion na eq.(E.12). Para isso observamos que a expressao
(E.19) para Z[0] ¢ indefinida antes da aplicagdo do método de Faddeev-Popov e da re-
mog¢ao do volume do grupo de calibre (redundancia na integracao). Aplicamos. agora. o

método de Faddeev-Popov em (E.19)

Z[O]:/cH df As[4,)0 (FA9]) e‘(p{ fd$24 D A } (E.23)

onde A9 = A, ~ 19,0, sendo g = ¢ € U(1), e f[4,] a condi¢do de fixacdo de calibre.
Fazendo, agora a mudanca A, — A4, +18,6; por definicao , Af[:1,] é invariante de calibre,

e a expressao 4,04 4, também é. Entado, temos para (E.23),
2|

/dé?/d4 As[A 6 (flA ]e\p{ /a’rz ﬂD“”4J (E.24)

onde ja vemos a fatorizacdo do volume infinito do grupo. a qual faz Z{0] ser indefinido.

Podemos. entdo, definir um novo Z[0]. o qual nao levard em conta o volume do grupo.

/d—l A48 (FIALD) e*cp{ /dz. 4 Dﬂu} (E.25)

sendo este novo Z[0] bem definido.

Podemos caicular o propagador do férmion corretamente para a teoria em questao.

definindo-o como sendo

JdAy As[AS (flAu]) exp {i fdz 54, DA} Gla,y: A)

O ()b)10) = JdAL Af[ALS (FIAL)) exp {i fdz A, DY A, } (E.26)

O resultado nao tem divergéncia nehuma e a QED; com a = 1 é totalmente finita.
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Apéndice F

Outras Alternativas para Regularizar

a Teoria: Cut-off

Trabalhande com a regularizagao de Pauli-Villars para o loop fermidnico no nivel
lagrangiano, conseguimos dar conta da ambigiiidade que aparece no cdlculo do propagador
do foton. Tomaremos agora a opgao de regularizar o loop fermidnico através de um cut-off.
Procuramos investigar a possibilidade de introduzir por este caminho a ambigiiidade que

obtivemos na separacao de pontos e no método de Pauli-Villars. O loop fermiénico é dado

por

i (p) =~ [ % ir [;vﬁﬂ . (F.1)

Por conveniéncia, trabalhamos no espago euclideano, com as convencdes

{Ty,’}/u} = 26;}.1} s Y5 i’Yo’Yl 3 [7,113 ’}/u] = _iQ'\/EE;_w , €g1 = —€19 — —1. (FQ)
Assim,
A T 2 7~
A _ dk  2k,k, — 0,k + k,p, — k,p
T — 9.2 i i N plv '
111, (p) 2ie / o)’ 0kt p)? (F.3}
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Reescrevendo o denominador com ajuda da parametrizacao de Feynman, temos

—[1 = —2i¢? f dz/ 2Kk, = Ouk” & by — k#ﬁu (F.4)
(P )? [(k + zp)? + (1 —x)p2]2 ' '

Fazendo uma translacao k — &k + zp temos

dk 2k bk, — 8,k — {1 — ) (2p.p, — 8,up”)
Ml “%efl”/. 72+ 2(1 -~ ) |

Passando a coordenadas polares e fazendo a integracdo angular temos

—kz(1 — z) (2P, — 6,D°) _
- dr | d # poer ] .
1, / z/ k "tz - )] {F.3)

Fazendo a integral e depois tomando o limite A — oc obtemos

_ e? (ppy 1
—ill,.(p) = — ( ;2 — 56”,,) (F.6)

o que daria para o parametro a o valor a = 0.

Vale observar que neste passo estamos desprezando a contribugao dos termos lineares
em k. Isso é consequéncia de supor que a integragao no espago bidimensional & ¢é feita
num circulo com centro na origem. Poderfamos, entretanto, supor maneiras diferentes
de impor o cut-off, alterando o limite do dominio de integracao para. por exemplo. uma
elipse A(8). Neste caso, os limites de integracao nao seriam simétricos e os termos lineares
poderiam contribuir. Poderiamos. entio, ter uma expressao mais geral para II,,,. O tensor

I1,, é simétrico em g, v, e assim, pode ser escrito como

e’ 2\ Pubu .
—I0,, = 5.2 [B(pz)—;2 — A(p*)6,u | - (F.7)
Entao
A{B) 2 L =
oy PuDv 2 zk,uku - 5,uuk + kpnpv - k#pv
PuPy _ L=~ | dk . .
B(p®) 7 A(p”)ou / kK2 (k +p)2 (F.8)

Tomado o traco na expressio (F.8) obtemos a primeira equagio para A(p°) e B(p?)

B(p*) —24(@") =0 - Bp®) = 24(p°) (F.9)
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e, contraindo com p,p,, tem-se

a0y —1 2(pk)? —- p°k? + p(p-k)
B(p?) — A(p?) = ?_/ dk T i . (F.10)

Sendo 8 o dngulo entre p e k, calculamos A(p?)

o A8) kcos28 + pcos @
_/0 d@/o ak k? + 2kpcosf + p? (F.11)

Exemplificamos o cdlculo da integral (F.11) no caso A{#) = A = cte. Fazendo uso dos

polinomios de Chebyshev de primeira classe T, (z)

1—¢
=1 t"T,(z 1
1- 2zt +£2 +QZ (F.12)
definidos nos intervalos [z| < 1, [t < 1e T,(x) = 1. O conjunto de fungdes {7, (r)} é
ortonormal
0 m+#n
1
/ dr Tu()To(z)(1 = 2")"2 = ¢ 1 m=n+#0 (F.13)
-1

7 m=n=10

Depois de alguns célculos obtemos o valor final de 4(p?)

ApH =7 (F.14)

Portanto, em geral I1,,,, é
: ie? 2y PPy 1 .
—ill,, = — {(p°) 2 - 55“,, . (F.13)

o que nos d4 uma equivaléncia com os calculos anteriores apenas para a = 0.
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