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Resumo

Na primeira parte da tese. aplicamos métodos da fisica estatistica a sistemas es-
tatisticos complexos com grande mimero (N) de constituintes bésicos. sem contudo estar
o limite termodinamico propriamente dito. Primeiro, tratamos de um modelo fisico, o
modelo de Hubbard. para descrever o comportamento dos elétrons & em uma molécula com
uma estrutura de bola de futebol com 60 dtomos (N=60) de carbono chamada de fulereno.
Apo6s. estudamos um modelo biolégico através da andlise dos efeitos de memoria dos seus
constituintes (1 << N < oc). propostos para explicar correlacoes de longo-alcance encon-
tradas experimentalmente nas cadeias dos acidos nucléicos (DNA e RXNA). Finalmente.
atilizando-se de um sistema de N equagdes nao lineares (N =2 300). analisamos um mo-
delo de economia. proposto para explicar o comportamento das flutuagoes temporais de
variaveis ligadas aos sistemas de bolsas de valores.

Na segunda parte da tese, exploramos uma nova formulagao que generaliza a mecanica
estatistica para sistemas nao extensivos. Introduzimos as motivagoes e as principais ca-
racteristicas da nova teoria e, em seguida. estudamos a superdifusdo do tipo Lévy, um
fenémeno frequentemente encontrado na natureza. Este tipo de difusdo tem sido bastante
estudada entretanto, com dificuldades tedricas. via mecanica estatistica usual. Utilizando-
se da mecanica estatistica generalizada, apresentamos uma unificagao da difusao normal

com a superdifuséo do tipo Lévy.



Abstract

In Part I, we apply statistical physics methods in physical and extraphysical areas with
a large number (N) of basic components. without. thermodynamic limits. First, we study
a physical model. the Hubbard model. in order to describe the physical behavior of the 7
clectrons in the fullerene. a soccer-ball structure of 60 carbon atoms (N=60). After, we
discuss through of the analysis of the memory eflects in its components (1 << N < o0).
a biological model, that we propose for generating “artificial” nucleotide sequences, and.
for analizing the presence of correlation between experimental nucleotide sequences (DNA
and RNA). Finally, we introduce a N coupled map lattice model, with N = 300. to de-
scribe time evolution of quantities associated with an economic model, namelly, a stock
exchange model. In Part II, we discuss some relevant properties of a recently proposed
non-extensive thermostatistics, in addition to that, we derive the Lévy-type anomalous su-
perdiffusion. a phenomenon frequently encountered in nature. from generalized statistical
mechanics. By so doing, this formalism succeeds where standard statistical mechanics and
thermodinamics are known to fail. We exhibite that the generalized statistical mechanics

provides an unified picture for both normal and Lévy-like diffusions.
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Introducao

A mecéanica estatistica trata do comportamento de sistemas mecianicos quando o nosso
conhecimento das condigoes do sistema ¢ menor que o conhecimento méaximo que pode
ser possivel teoricamente. Permite-nos fazer predigdes das condigbes futuras do sistema,
partindo do conhecimento incompleto do estado inicial[l].

A mecanica estatistica pode ser fundamentada nos métodos dedutivo e indutivo. A
introdugao da mecénica estatistica dedutiva é obtida fazendo um estudo preliminar no
sistema de interesse e introduzindo postulados que permitam calcular o seu comporta-
mento. Na indugdo a mecinica estatistica é obtida através do estudo do comportamento
em muitos exemplos da situagdo de interesse, e em seguida codificando o resultado para
fazer uso em predigdes futuras.

O desenvolvimento atual da mecanica estatistica tem sido ao longo do método deduti-
vo. Com base na mecanica usual {quéntica ou clssica) foram introduzidos postulados que
permitem computar resultados de médias que devem ser esperadas na experimentacio.

Historicamente a mecénica estatistica tem tratado de sistemas compostos de um gran-



de numero de moléculas de dificil tratamento através da mecéinica usual. A mecanica
estatistica considera o comportamento médio de um conjunto de sistemas (“ensemble”)
de mesma estrutura, mas distribuidos sobre um intervalo de diferentes estados possiveis.

Foi através de Newton e Bernoulli, entre outros, que no século XVIII fendmenos re-
lacionados com a teoria dos gases passaram a ser explicados através do movimento de
moleculas. Entretanto, sé a partir da segunda métade do século XIX os problemas pas-
saram a ser respondidos de maneira satisfatéria para a ciéncia. Foi neste momento que a
mecanica estatistica nasceu como ciéncia.

Em 1857, R. Clausius apresentou a interpretagio da energia térmica como sendo a
energia cinetica do movimento desordenado das moléculas. Em 1859, Maxwell estabele-
ceu a lei que obedece a distribuicdo das moléculas num gis. O grande desenvolvimento
subsequente da mecénica estatistica deveu-se a Ludwig Boltzmann. A idéia inicial de
Boltzmann foi a hipétese atomica. Na época, fim do século XIX, a estrutura atémica
nao tinha sido demonstrada e por isso Boltzmann sofreu muitos ataques da comunida-
de cientifica que ndo aceitava a idéia da matéria ser constituida de um grande nimero
de pequenas “bolinhas” que se chocavam umas com as outras. Boltzmann usou a termo-
dindmica como ponto de partida para sua nova teoria. Ele procurou compreendé-la dentro
da hipétese atomica. Um outro passo importante foi a elucidacio do sentido probabilistico
da entropia. A entropia passou a ser uma das bases da nova ciéncia. Contemporaneo de
Boltzmann, J. Willard Gibbs justificou o uso da mecénica estatistica nio somente para
0s gases, que até entao era a base dos estudos, mas também para um sistema arbitrario.

Com a comprovacio da matéria ser composta de dtomos ¢ a sua verificacdo experi-



mental. as idéias de Boltzmann tornaram-se aceitas pela comunidade cientifica . Devemos
obscrvar que as idélas de Boltzmann sobre os Atomos nao sao totalmente verdadeiras para
a ciéncia atual, mas foram importantes naquela etapa de evolugao da mecanica estatistica.
Juntando as novas idéias da mecanica estatistica com as novas realidades do mundo
microscopico que estavam sendo desvendadas, outros pesquisadores transformaram a
mecanica estatistica numa das mais importantes teorias da fisica moderna, adquirindo
uma grande capacidade de predicao. A mecanica estatistica é utilizada com sucesso
nos mais diversos dominios da fisica. Os fenomenos termodinamicos, as propriedades
dielétricas. o magnetismo. condutividade elétrica, a difusdo da luz, e muitos outros sao
explicados pela fisica estatistica molecular. Em cada um dos dominios das ciéncias sao
intmeras as aplicacoes da mecanica estatistica e seu crescimento é notado a cada dia.
Boltzmann e Gibbs foram os pilares da nova ciencia. Tao importante quanto as ou-
tras grandes descobertas da fisica, ela estabeleceu novas relagoes e criou novos conceitos,
utilizando-se de modelos pré-existentes, Contudo, como toda teoria cientifica, a mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs tem limites de aplicabilidade. Como j4 observamos. por
utilizar-se principalmente do método dedutivo, a teoria da mecanica estatistica foi baseada
em postulados, que por definicao devem ter restrigoes no seu uso. Hoje, mesmo sendo
utilizada em intimeros sistemas fisicos, a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs falha
na explicacao de uma grande quantidade de fenomenos. Neste ponto, podemos con-
siderar que o problema estd no modelo utilizado, ou considerar que o problema estd na
mecanica estatistica utilizada. Acreditamos que, dependendo do caso, podemos encontrar

sistemas que nao devem ter modelos satisfatdrios e outros sistemas, que ferem os postula-



dos da mecanica estatistica usual, que deverao ser analisados por uma nova formulacao da
mecanica estatistica. Como parte desse trabalho discutiremos os limites de aplicabilidade
da mecanica estatistica usual e apresentaremos uma generalizagao da mecanica estatistica

proposta recentemente por Tsallis[2].

O esquema geral de desenvolvimento desta tese serd feito em duas partes.

A primeira parte serd dedicada ao estudo de sistemas estatisticos complexos com
grande niimero {N) de constituintes bésicos, sem contudo estar no limite termodinamico
propriamente dito (I << N << o).

Na sequnda parte da tese exploraremos a nova formulacéao que generaliza a mecanica
estatistica para sistemas nao extensivos, suas motivagoes. principais caracteristicas e

aplicagoes .

A seguir, descreveremos os capitulos desenvolvidos, justificando a importancia e a
escolha dos assuntos expostos. Cada capitulo tem sua prépria introdugao onde o assunto

tratado é apresentado com maior especificidade.

O sucesso da mecanica estatistica quantica em interpretar e confirmar os resultados
experimentais de diversas medidas de grandezas dos materiais, principalmente do estado
solido, atrain um grande nimero de fisicos tedricos para este ramo da ciencia. Varios
modelos foram apresentados para explicar os fenémenos ditos cooperativos, dentre eles, o

magnetismo.



O magnetismo é um dos fendmenos mais explorados pela mecanica estatistical[3, 4, 3.
Inclusive, através de seu estudo, muitas técnicas foram criadas, fazendo aumentar o enten-
dimento tanto deste fenémeno quanto da prépria mecanica estatistica[6]. Um dos modelos
magnéticos mais importantes é o chamado modelo de Hubbard[7], usado em sistemas de
elétrons itinerantes, como o ferro, niquel e cobalto. Dentro do espirito de apresentar apli-
cagOes da mecanica estatistica, no capitulo I iremos aplicar o modelo de Hubbard para
investigar algumas propriedades da estrutura eletronica da molécula de fulereno, que é a
molécula base de uma nova estrutura de carbono recentemente sintetizada. Comecaremos
por explicar o que é o fulereno e porque é um sistema de elétrons itinerantes. Em seguida,
usaremos o meétodo de diagonalizacao direta de matrizes para investigar as propriedades
da molécula com dois elétrons e no caso da banda semi-cheia com a presenca de um bu-
raco. IFinalmente faremos a analise e as conclusées dos resultados, sempre que possivel
comparando-os com dados experimentais[8, 9).

Por ser uma teoria baseada no comportamento de um grande ntmero de particulas, a
mecénica estatistica também vem sendo utilizada em outros ramos das ciéncias, além da
fisica. Sao inimeros trabalhos de fisicos nas ciéncias biolégicas, atmosféricas, na miusica,
na economia, etc[10]|. Para isso, sdo aplicadas ferramentas usadas na mecanica estatistica
e sa0 criados modelos que se propdem explicar os fendmenos encontrados. Os fisicos os
chamam de fenémenos complexos.

No capitulo i, baseados num protétipo para estudos de efeitos de meméria[ll, 12],
apresentaremos um modelo proposto para explicar correlagées de longo-alcance encontra-

das nas cadeias dos 4cidos nucléicos (DNA e RNA) {13]. Aplicaremos como ferramenta a



chamada “caminhada aleatoria do DNA"[14]. que considera os nucleotideos como variavel
bindria e aplica a técnica usada na caminhada aleatéria usual estudada na estatistica.
Faremos uma comparagao entre os resultados do nosso modelo e os resultados experimen-
tais obtidos através do GENBANK (via internet}), que é um banco de dados de genes j4
decodificados.

Na sequencia, capitulo [1l, ainda com base nos fenomenos complexos, construiremos
um modelo para explicar o comportamento de varidveis ligadas aos sistemas de bolsas de
valores. no qual aplicaremos um sistema de equagoes acopladas para conectar corretores,
e entender alguns fenémenos interessantes que constantemente ocorrem nas bolsas|{15]. E
importante ressaltar que nosso modelo ndo prevé uma série temporal de uma companhia
real, mas gera uma série temporal tedrica para que possamos analisar seu comportamento,
comparando e tentando entender as respostas de um mercado real.

Apés aplicar a mecanica estatistica a fenomenos fisicos (capitulo 1) e a fendmenos
biolégicos(capitulo I1) e econémicos {capitulo ITl), apresentaremos a generalizacdo da
mecanica estatistica proposta por Tsallis. Comumente, é dificil encontrarmos nos livros
de mecanica estatistica os limites de aplicabilidade da teoria. Entretanto, grande parte
dos fenémenos fisicos, e de outras ciéncias em geral, ndo siao possiveis de serem resolvidos
via mecanica estatistica usual, a chamada mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs. No
capitulo 1V iremos apresentar os limites da teoria usual e exemplificaremos alguns dos
sisternas onde ela nao se aplica. Continuando, introduziremos a nova proposta de Tsallis,
mostrando algumas de suas propriedades e aplicacdes.

No capitulo V, aplicaremos a mecanica estatistica generalizada para estudar difusces



anomalas. conhecidas por violar as leis da difusdo normal baseada na mecanica estatistica
de Boltzmann-Gibbs e estudada por Einstein através do movimento Browniano{16]. Mais
precisamente, estudaremos a chamada difusio anomala tipo Lévy. que apresenta dis-
tribuicées para a posicao das particulas na forma de lei de potencias (para grandes va-
lores da posicdo) em oposicao a forma exponencial obtida via difusao normal. Moder-
namente, este tipo de difusdo tem sido bastante estudada. entretanto com dificuldades
teéricas na obtencdo da forma da distribuigao via mecanica estatistica usual. Nossos re-
sultados apresentam uma umnificagao dos dois tipos de difusao através da mesma tecnica
usualmente utilizada na obtencao da difusao normal, mas, usando a mecénica estatistica
generalizadall7, 18].

Finalinente, no capitulo VI faremos nossas conclusoes e algumas propostas de con-

tinuidade dos trabalhos apresentados.



PARTE 1



Capitulo 1

Modelo de Hubbard e Fulereno:

Estudo da Estrutura Eletronica

1.1 Magnetismo e Modelo de Hubbard

Apesar de ser um fenémeno conhecido desde a Grécia antiga, o magnetismo, manifes-
tado de diversas formas (tais como: ferro-, antiferro-, para-, dia-, ferri- etc magnetismo),
apresenta dificuldades tedricas que duram até os nossos dias. Por exemplo, o ferro, o mais
comum dos materiais magnéticos, tem sido objeto de controvérsias desde as primeiras
pesquisas até a moderna teoria do magnetismo fundamentada na mecanica quantica[3,
19, 20].

O estudo sisteméatico das propriedades térmicas das substidncias magnéticas comegou

no final do século passado com Pierre Curie. Ele encontrou que a magnetizagao se-



ria proporcional ao campo magnético aplicado. Seus estudos sobre a susceptibilidade
magnética criaram leis gerais para a teoria que foram de grande importancia para o in-
teresse desta 4rea de pesquisa. Para explicar teoricamente seus resultados. Langevin[21]
criou a hipétese dos momentos magnéticos locais e em seguida Pierre Weiss[22] idealizou
a hipStese do campo molecular que seria exercido sobre cada momento local. proporcional
4 magnetizacao total do sistema.

A teoria quantica. associando os momentos locais aos atomos, foi apresentada por
Heisenberg[23], que introduziu a interagao de troca para acoplar os momentos locais.

Estudos subsequentes baseados no modelo de Heisenberg. e suas generalizacoes, avan-
caram enormemente o entendimento do magnetismo e a teorla de transicoes de fases.
Podemos citar a célebre solucéo do modelo de Ising{24] (a ele sugerido pelo seu orientador
Lenz) para a rede quadrada feita por Onsager em 1944{25].

Entretanto. esses modelos nio sio apropriados para descrever o magnetismo dos metais
de transicio, como o ferro, cobalto e niguel. onde os elétrons responsavets pelo magnetismo
siao considerados itinerantes. pois possuem distribuigdo nao local de momentos atomicos.

A linha do magnetismo de elétrons itinerantes fol inicialmente desenvolvida com o
uso da aproximacio de campo médio para a interagio elétron-elétron, por Stoner|26] e
Slater{27]. baseada na teoria de bandas de Bloch[28]. O uso da teoria de campo médio
na maior parte das teorias modernas de solidos tem sido extremamente util. Entretanto,
algumas das propriedades do ferromagnetismo dos metais de transicao nao sao explicadas.
Inclusive, algumas das propriedades sao mais bem explicadas usando modelos localizados,

como o modelo de Heisenberg.
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No caminho de encontrar uma teoria que unificasse os mecanismos de criagao de ordem
magnética dos modelos localizados e itinerantes. surgiram vérias propostas, tais como as
de Van Vleck|29]. Anderson|30] ¢ Hubbard[7].

O modelo de Hubbard descreve conceitualmente o comportamento de elétrons de
conducao em bandas, correlacionando-os através da repulsao Coulombiana de curto al-
cance,

O Hamiltoniano do modelo de Hubbard pode ser escrito como:

H= %" tilclycia +he) + U nprny. (1.1)
<ijra i
onde c;ra, Cie € Njp = c;racw sao, respectivamente, os operadores de criagdo, destruicao

e numero de elétrons com spin a no orbital localizado no sitio i; a soma < ij > esta
definida sobre os sitios na rede que sao primeiros vizinhos; t;; é a integral de hopping e
normalmente é tida como:

tij = —t (COIn > 0) (12)

O problema do ferromagnetismo no modelo de Hubbard, ainda que tenha sido proposto
ha mais de trinta anos, e esteja sendo investigado por um grande nimero de pesquisadores
em todo o mundo. tem poucos resultados exatos conhecidos.

A maior parte das predicoes de fases ferromagéticas estd sendo encontrada na regiao do
limite de forte correlagio eletronica. Neste caso, se a banda € semi-cheia, o modelo pode

1

ser mapeado no modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin 5 com acoplamento

J = 4t2/U. A partir de resultados do modelo de Heisenberg. conclui-se que o estado
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ferromagnético com spin total maximo nunca é o estado fundamental para a banda semi-
cheia.

Considerando a banda diferente de meio-chela, Nagaoka[31] provon que para redes
bipartidas, com U/ infinito e um buraco, o estado ferromagnético com spin total maximo é
o estado fundamental do modelo. Entretanto, para uma fragao finita de buracos na banda
meio-cheia, a questao permanece sem solucao. Em particular, na rede quadrada, Shastry
et al.[32| mostraram que, para uma fragdo de buracos menor que 0.49. o estado ferromag-
nético completamente alinhado nao é o estado fundamental do modelo. Em sen trabalho,
Nagaoka classificou dois casos de estruturas cristalinas: (A) estruturas bipartidas: ele
demonstrou que o ferromagnetismo é esperado. (B) estruturas antiferromagneticamente
frustradas: ele demonstrou que o ferromagnetismo é esperado apenas se admitirmos que
t < 0, ou, se ao invés de um buraco na banda meio-cheia, considerarmos o caso do excesso
de um elétron na banda meio-cheia e ¢ > 0.

Takahashi caleulou numericamente os estados fundamentais para o limite de U = o
como funcao do nimero de elétrons e do spin total para diversas redes[33]. Ele também
classificou as redes em dois tipos como Nagaoka, sendo seus resultados consistentes com
o teorema de Nagaoka.

Uma importante consequéncia do sucesso do modelo de Hubbard tem sido sua aplicagao
a diversos problemas eletronicos. Tradicionalmente usado em magnetismo de metais, este
modelo tem sido usado para esclarecer, por exemplo, a supercondutividade a altas tem-
peraturas dos materiais a base de Cobre[34], e as propriedades magnéticas de estruturas

organicas|35].
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1.2 O Fulereno

Recentemente, uma estrutura de 60 atomos de Carbono em forma de uma bola de futebol
foi caracterizada experimentalmente como uma molécula estavel[36]. Esta descoberta
atraiu imediatamente grande atencéo a esta drea de pesquisa. Em 1990 foi produzido
em laboratério o sélido cristalino composto de agregados destas moléculas[37]. Esta é
a terceira forma solida do Carbono puro (as outras duas sendo grafite e diamante). A
nova classe de moléculas de Carbono passou a ser chamada de fulereno, em homenagem
ao engenheiro e filésofo R. Buckminster Fuller, que estudou os principios da arquitetura
em geodésicas. Em especial, pela estrutura perfeitamente simétrica e pela sua malor
abundancia, o Ceo foi chamado de “Buckminsterfullerene”. Ou ainda, de forma mais
curta, de “buckball”, ou mesmo de fulereno. por melhor representar a nova classe de
moléculas.

Suas propriedades magnéticas e eletronicas sao hoje um desafio tanto para pesquisadores
tedricos como para experimentais.

Novas formas de moléculas de fulereno tém sido produzidas. como conjuntos de dtomos
de carbonos com estruturas do tipo esférica. tubular, capsular, etc[38], com interessantes
possibilidades de aplicagdes , em lubrificantes, cipsila protetora de reagdes moleculares e
fibras. Supercondutividade a relativamente altas temperaturas ¢ observada quando estes
materiais sao dopados com metais alcalinos (por exemplo, 28 K para o Rb3Cep)[39].

O Cgo (Fig. 1.1) tem 4tomos de Carbono situados num icosaedro com 60 sitios, 90

ligacoes e 32 faces (20 hexdgonos e 12 pentégonos). Cada dtomo de Carbono esta ligado
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Figura 1.1: Estrutura geométrica do Cgp.

a oulros trés atomos. Duas delas sao ligacoes simples {orbital ¢) de aproximadamente
1.46 A | e ha um pentégono e um hexagono contiguos entre eles. A outra ponte carbono-
carbono tem uma ligagao dupla {orbitais ¢ ¢ 7) com comprimento aproximado de 1.40
A, ¢ esté entre dois hexdgonos. Cada dtomo tem quatro elétrons de valéncia ¢ ao todo a
molécula tem 240 clétrons de valencia, onde 180 sao elétrons em orbitais ¢ ¢ 60 sao em
orbilais «.

Os clétrons da banda disereta de cstados Lipp o sao bastante estaveis em cada alomo
e os elétrons da banda tipo 7 podem ser transferidos entre os sitios na molécula[40]. Esses
elétrons 7 sio lortemente correlacionados ¢ de crucial importancia na estrutura eletrénica
do material. Os elétrons 7 ¢ ¢ podem ser tralados independentemente, pols a integral de

overlap entre os orbitais # e ¢ é desprezivel[40, 41, 42]. A forte correlagao eletronica entre

os clétrons 7 ¢ fundamentada na formagao da banda 7 deslocalizada.
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Hoje ja se conhece que os elétrons 7 do fulereno formam uma banda deslocalizadal40].
Varios autores sugerem (ue o modelo de Hubbard pode explicar o comportamento fisico
dos elétrons m de uma grande classe de estruturas de carbono. tais como oligémeros e

polimeros|35}, como também no caso para o fulereno[41, 43|,

1.3 Propriedades Magnéticas do Fulereno

A aproximacao de elétrons livres fol uma das primeiras propostas para explicar as carac-
teristicas da estrutura eletronica das moléculas de fulereno{42]. Contudo, foi observada
a existéncia de uma repulsao Coulombiana intra-sitio para o Cgg. Seu valor é de aproxi-
madamente 9 V', enquanto que a energia de salto de elétrons entre sitios vizinhos varia
em torno de 2 a 3 eV7|41], dando U/t = 3 a 5 (valores precisos ndo sao conhecidos). Isso
sugere que nao podemos tratar simplesmente o Cgp no quadro de elétrons livres sem exi-
gir cuidados relativos a correlagao eletronica. A aproximacao de elétrons livres tem sido
aplicada no estudo da estabilidade de fulerenos desde 10 a 2940 atomos|44).

Alguns autores sugerem que o modelo de Hubbard possa explicar o comportamento
fisico dos elétrons 7{35], como também da estrutura eletronica nos fulerenos.[41, 43]

Para o modelo de Hubbard no Cyp existem evidéncias de que a correlagio dos spins para
um valor intermedidrio de U/t seja qualitativamente similar, mas de menor magnitude,
ao caso de U/t grande. Ainda, existem evidéncias de que nao hd nada andlogo a uma
transicao de fase para o modelo como fungao de U/t{45]. Assim, ¢é plausivel que o limite

{7 = oc seja uma melhor aproximacgao para o Cgy que o limite {7 = 0.
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Figura 1.2: Espectro do modelo de Hubbard com 1 elétron na molécula de fulereno.

O caso de valores intermediarios de U//t foi estudado via teoria de perturbagio para a
molécula de fulereno quando dopada com elétrons[41]. A energia “pair-binding” foi dada
como funcao de U/t. Uma efetiva interagao atrativa entre os elétrons foi obtida, indicando
a possibilidade de supercondutividade dentro da teoria RVB(34]. A possibilidade de es-
tabilizacdo do ferromagnetismo também fol indicada para diferentes tipos de dopantes
do Cgo. Observemos que o ferromagnetismo é baseado na interagao eléfron-elétron, que
distingue-se do mecanismo para a supercondutividade baseado na interagao elétron-fénon.

O método de Monte Carlo também j4 foi usado para U/t = 4 e 8, e no estudo de onda
de spin no limite U/t — o0, na banda semi-cheia da molécula de Cgl43]. Encontrou-se
que o comprimento de correlagao dos spins do estado fundamental deve ser menor que o
tamanho da molécula, sugerindo um tipo de “desordem de spin”.

Podemos observar que a estimativa da interagao efetiva intra-sitios entre os elétrons
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(U7) é de fundamental importancia no comportamento magnético dos fulerenos. dentro do
contexto do modelo de Hubbard. O tipo de dopante define a interagao efetiva e conse-
quentemente a possibilidade de ferromagnetismo. E importante salientar que a estrutura

topolégica da rede é fundamental para as propriedades magnéticas.

1.3.1 O Caso de dois Elétrons

A interagao entre elétrons (e buraccs) no modelo de Hubbard é de grande interesse no
entendimento de sistemas de forte correlagao eletrénica (por exemplo, supercondutividade
a alta-T,). A interagdo entre dois elétrons é o primeiro degrau para o entendimento desse
problema. O caso de dois elétrons no modelo de Hubbard ja foi estudado antes. Inicial-
mente, Hubbard{7| encontrou o espectro de energia. Mais recentemente, a dependéncia
da conectividade topoldgica dos dtomos numa rede de Bravais foi mais esclarecida[46]; a
funcdo de correlagao do par de elétrons foi encontrada para o caso unidimensional e para
a rede quadradal47).

No nosso trabalho, resolvemos exatamente o problema de dois elétrons no modelo
de Hubbard para a molécula de fulereno{8}. Esse limite foi motivado pela possibilidade
de solugao e pela possibilidade de estudar os efeitos da repulsao Coulombiana entre os
elétrons.

Admitimos t;; = —t. Como Sz = %E?ﬂl (ni — n;) comuta com o Hamiltoniano
da Eq. (1.1) podemos considerar separadamente os casos Sz = +1 e Sz = 0. Os casos
Sz = =1 sao trivialmente obtidos através do espectro de um elétron, devido ao principio

de exclusao de Pauli (inserido no segundo termo da Eq. (1.1)). Os dois elétrons sao
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Figura 1.3: Espectro de energia do modelo de Hubbard no fulereno com 2 elétrons para
Sz =0 versus U/t.

independentes e nio envolvem o termo em U. O espectro de energia é dado por:
1 (1
g =EY 1+ B (1.3)

onde i # j e Egl) é o i-ésimo nivel de energia do espectro de um elétron (Fig. 1.2).

Os niveis de energia para o caso Sz = 0 foram obtidos numericamente pela diagonali-
zacio direta da matriz do Hamiltoniano (3600 x 3600). Usamos algumas simetrias do Cgg
para reduzir a dimensionalidade da matriz por um fator aproximado de 4. O espectro é
mostrado na Fig. 1.3 como fungao dos valores de U/t. Podemos ver que aparecem duas
bandas se U aumenta. A diferenca de energia entre as bandas (A) foi inferida, como

fungio de U/t, através de um ajuste polinomial entre a diferenga do mais baixo nivel

de energia da banda mais alta e o mais alto nivel de energia da banda mais baixa. Os
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termos nao lineares do ajuste polinomial sao sempre despreziveis quando comparados com

o termo linear. Por exemplo, o melhor ajuste de um polinomio de segunda ordem foi.

r

U U, .
A= -511+ 0.998(?) +1.35 % 10*5(?)- (1.4)

onde % > 5.

Podemos concluir que A praticamente aumenta linearmente com U/L. B possivel
definir uma repulsao critica U* = 5.11t na qual para U < U* existe apenas uma banda.
Com base na teoria de Mott[48], espera-se que A se anule para U°¢/W =~ 1, onde W = 2zt
é a largura de banda, e z é o mimero de coordenacao da rede. Encontramos que A anula-
se em [7* = U ~ W = 6t. Assim, o comportamento do A ajusta-se ao comportamento
de Mott quando A~ U — W', com W' ~ U*.

No caso de ¢ positivo, o estado fundamental é sempre nao degenerado e singleto com
relacdo ao spin. Se considerarmos o termo de energia de salto como positivo (t — —[t}).
encontramos que o estado fundamental é do tipo spin tripleto. Esses resultados sao
esperados para redes nio bipartidas [46]. Na Fig. 1.4 nos mostramos o estado fundamental
e os dois primeiros estados excitados de energia versus U/t. A energia do primeiro estado
excitado para Sz = 0 € igual A energia do estado fundamental para Sz = £1. No limite
de acoplamento infinito, considerando a energia de salto positiva, o modelo estabiliza
o estado ferromagnético (Fy = ~5.2361, Sz = +1) e considerando a energia de salto
negativa o modelo estabiliza o estado paramagnético (Ey = —5.9502,57 = 0).

Simetria de particula-buraco pode ser aplicada ao modelo através da transformagao
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¥ Cin € Cia — C),. Portanto, podemos relacionar o caso de duas particulas com o
problema de dois buracos na banda completa com o sinal trocado para matriz de energia
de salto. Assim, podemos analisar a dopagem eletronica acima da banda meio-cheia, como
um caso idéntico a dopagem de buracos abaixo da banda semi-cheia com o sinal invertido

para a matriz de salto.

Escrevemos a fungdo de onda do estado fundamental como,

60 60
|Wo >=>" Za(z’,j)cITcIi[vacuo > . (1.5)

i=1j=1
onde os coeficientes a(%, j) obedecem o vinculo

60 60

>3 lai, )P =1 (L.6)

i=1 j=1
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e |a(i,7)|* representa a probabilidade do estado no qual existem elétrons nos sitios de
posicdes R, e R;. Se considerarmos a distancia linear entre i e j igual a r = (]1_?; — é3|)

podemos ver facilmente da simetria do problema que

a(i, j) = a(r). (1.7)

Na Fig. 1.5 apresentamos a probabilidade (|a(r)[*) do estado onde os elétrons estio nos
sitios z e j com distancia linear r como fungdo de r/b. Aqui, b é o comprimento da ligagao
entre sitios vizinhos. De fato, as ligacoes nos pentdgonos sdo maiores que as ligagdes
fora dos pentdgonos (razao de 1.04), entdo deveremos ter diferentes energias de salto t;;.
Entretanto, consideraremos aqui a estrutura como um icosaedro perfeito onde todas as
ligagGes carbono-carbono sao equivalentes. Na préxima se¢ao veremos que para outro
caso particular do modelo em questao, considerar um ou dois tipos de energia de salto
nao cria diferencga qualitativa no comportamento magnético para o Cgg. E valido lembrar
que esta consideracao é feita apenas para o comportamento do sistema elétron-elétron.
Se analisarmos a interacio elétron-fénon, a estrutura carbono-carbono no Cegp leva a uma
quebra de simetria (distor¢ao de Jahn-Teller) muito importante para a supercondutividade
nos fulerenos dopados com metais alcalinos[41, 49j.

Apresentamos |a(r)|* x r/b para vérios valores de U/t. Primeiro, estudemos o efeito
da distanca entre os dois elétrons com U/t fixe. Se U/t = 0, nao existe influéncia sobre
a distadncia elétron-elétron, e a(, j) = 1/60 para todo 7 e j. Se U/t é diferente de zero,

observamos que os elétrons preferem posicionar-se a distancias maiores possiveis entre si.
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Figura 1.5: Probabilidade do estado onde os elétrons estao posicionados nos sitios i e j

(la(r)|?) como fungdo da distancia linear r (em unidades do comprimento de ligagdo entre
sitios vizinhos) entre ¢ e j.

Assim, mesmo existindo apenas uma interagdo intra-sitios, as correlacoes levam a uma
interacao efetiva inter-sitios. Essa é uma interagao repulsiva.

Agora, analisemos os efeitos de U/t com a disténcia entre dois elétrons fixos. Podemos
ver que quando a distincia entre os dois elétrons (r) é zero (isto é, os elétrons estao num
mesmo sitio) ou pequena, se aumentamos U/t a probabilidade de encoﬁtrar os elétrons
nesta distancia decresce. Mas se a distancia r é grande, quando aumentamos U/t a
probabilidade dos elétrons estarem a uma distancia r também aumenta. Assim, quando
U/t aumenta os elétrons preferem ficar mais distantes um do outro. Observamos que
existe uma distancia r* onde a influéncia de U/t sobre os elétrons torna-se indiferente,
isto ¢, se aumentamos U/t a probabilidade dos elétrons estarem a uma distancia r* nao

modifica. Obtivemos que 7*/b = 3.12143. Na Fig. 1.1 representamos, através de circulos
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pretos, duas posigdes {das possiveis) separadas por uma distancia r*.

1.3.2 O Problema de Nagaoka

Estudaremos a seguir o problema da estabilidade ferromagnética para o regime de forte
correlagao eletronica onde adicionames um buraco na banda semi-cheia. Este caso é co-
nhecido como problema de Nagaoka. Consideraremos a estrutura da molécula de fulereno
com 60 atomos. Podemos ver facilmente que o Cgp nao é uma rede bipartida, e sim uma
estrutura frustrada antiferromagneticamente. Assim sendo, seguindo a Classificacao de
Nagaoka, o Cgy pertence a classe B das estruturas.

O caso do estado de Nagaoka, onde U =00 e Sz = (N —1)/2 {N = 60 é o ntimero de
sitios do fulereno), pode ser facilmente resolvido, usando o fato de U == co, pela seguinte
transformacao: c.;fa = Ciy Cig — c!a. Para U/ = 0o, a soma do nimero de buracos mais
o numero de elétrons é igual a N. Portanto, o caso de um buraco adicionado a banda
semi-cheia é mapeado no caso de apenas um elétron na banda, trocando o sinal de t. O
caso de um elétron é trivial e j4 foi resolvido por varios autores[42].

N6s resolvemos numericamente, pelo método de diagonalizagao direta, o espectro do
Hamiltoniano da Eq. 1.1 para a molécula de fulereno com 59 elétrons, Sz = (N —3)/2 e
U = oo[9]. Diagonalizamos uma matriz de ordem 3540 x 3540. Usando algumas simetrias
de grupo da estrutura da molécula, reduzimos a dimensionalidade da matriz por um fator
aproximadamente quatro. Os espectros para Sz = (N — 1)/2 e Sz = (N — 3)/2 sdo
mostrados na Fig. 1.6. Na tabela 1.1, apresentamos os valores para a energia do estado

fundamental. Vemos que o estado de Nagaoka é instdvel quando ¢ > 0. E entretanto,
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Figura 1.6: Espectro da molécula de fulereno no limite de forte correlagdo do modelo de

Hubbard com um buraco na banda semi-cheia {3540 niveis de energia para Sz = % e 60

niveis para Sz = 2).

quando ¢ < 0, o estado de Nagacka é estavel em relagao ao caso Sz = (N —3)/2. Contudo,
nao computamos as energias para os estados fundamentais com valores de spin menores,
pois a ordem da matriz torna-se muito grande impossibilitando sua diagonalizagao. Mas,
se seguirmos a classificagdo de estruturas cristalinas feita por Nagaoka e Takahashi, nossa
conclusao deve ser consistente com a presenca do fulereno no caso B. Essé fato indica que
para t < 0 o estado de Nagaoka ¢é realmente estavel.

Agora, consideraremos um caso mais realista para as moléculas de Cg. Como o
comprimento das ligagoes simples sdo maiores que os das ligagoes duplas, é provavel que

a energia de salto dos elétrons entre os sitios dependa de sua posigao, assim, devemos
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Figura 1.7: Estado fundamental para o fulereno com 59 elétrons versus r = tg/tp. Os
circulos indicam Sz = % e a curva sélida mdlca Sz = % Figura interna: diferencas de
energia dos estados fundamentals entre Sz = 2 ¢ S; = 2L como funcio de x. (a) tp=1le
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escrever que{4l, 42}:
—ts . ligacoes simples
—tp . ligacoes duplas,
Analisaremos separadamente as situacoes em que tp,f5 > 0 e tp,ts < 0, e estudaremos

seus efeitos.

Na Fig. 1.7 podemos ver o estado fundamental para Sz = (N — 1)/2 (estado de

Nagaoka) e Sz = (N — 3)/2 como fungdo de x = t5/tp. Assumimos que tp = 1 e
ts = rem(a); etp = —1 etg = —r em (b). O limite £ = 1 representa a situacao
t;; = —tp = —ts = —t ja estudada nos pardgrafos acima. As energias dos estados

fundamentais foram mostradas na Tabela 1.1. No limite r = 0. os elétrons se propagam
apenas entre sitios conectados por ligacdes duplas. Nesta situacgao temos 30 dimeros
isolados, onde 29 estao completos com 2 elétrons e apenas um dimero tem um elétron que
fica oscilando entre os dois sitios. Facilmente mostra-se que os autovalores deste problema
sdo +1 para todos os valores de 5.

Consideragoes anteriores indicam que o Cgg estd caracterizado pela regido préxima
de x = 1{41, 42]. Entretanto. o estudo do limite de r préximo de zero pode ser util na
avaliacdo de outros compostos, como, por exemplo, o tetracyanoquinodimetano (TCNQ),
que forma cadeias dimerizadas|50].

Relembrando que o estado de Nagaoka é idéntico ao caso de somente um elétron,

com o sinal de tg e tp trocados, e usando os resultados de Samuel [42] para um elétron,
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t=1 t=-1

Sz Energia 52 Energia
M -2.80519 -2.96430
2 -2.61803 ~3.00000

Tabela 1.1: Estado fundamental do modelo de Hubbard para o fulereno com 59 elétrons,
Sz = 52—7 e Sy = 923. As energias sdo dadas em unidades de energia de salto dos elétrons

(t).

encontramaos:

59 -1 -2z tp = —1,ts = —x
Ey(—) = (1.9)

—1—-161803z ;tp=Lts==x

onde Fo(3) é o estado fundamental para Sz = 59/2. No caso de Sz = 57/2 nao termos
expressoes analiticas para o estado fundamental, mas valores numeéricos. Na Fig. 1.7 os
circulos indicam a simulacio numérica para Sy = 57/2. As curvas solidas representam a
Eq. 1.9 para Sz = 59/2.

Diferentes energias de saltos entre as liga¢des simples e duplas ndo criam nenhum

novo comportamento, mas reduzem suavemente a estabilidade do estado de Nagaoka, ou,

instabilidade, dependendo do sinal do termo de salto.

1.4 Conclusoes

Sumariando nossos resultados, vimos que:

A) No problema de dois elétrons na molécula de Cgp, i) 0 espectro de energia apresenta

27



duas bandas se U > U* = 5.11¢; ii) a diferenca de energia entre as bandas aumenta
linearmente com U/ /¢; iii) o estado fundamental é singleto se a integral de salto é negativa,
e tripleto se positiva; iv) analisando o estado fundamental encontramos que se U/t é
diferente de zero, os elétrons preferem a maior distincia entre eles. A interacao eletronica
repulsiva intra-sitios leva a uma interacao efetiva repulsiva inter-sitios.

B) No problema de estabilidade do estado de Nagaoka, i) o ferromagnetismo deve ser
esperado para a molécula de fulereno com um buraco na banda meio-cheia no caso de
t;; ter sinal positivo, ou com um elétron a mais na banda semi-cheia no caso de ¢;; ter
sinal negativo; i) a molécula de fulereno estd incluida na classe de estruturas frustadas
antiferromagneticamente e suas propriedades devem ser qualitativamente diferentes das
propriedades da rede quadrada[43]; iii) os resultados com ts # tp sdo similares aos de
tg =1tp.

Isso sugere a tendéncia de encontrarmos ferromagnetismo em fulerenos dopados. Evi-
déncias experimentais nao confirmam este ferromagnetismo para o Cgy dopado com elétrons,
contudo, ferromagnetismo tem sido encontrado quando o Cgp € dopado com um agente
orginico redutor[51]. Portanto, o limite de U = oo, deve ser uma boa aproximacio para
0 Cgp apenas se considerarmos a possiblidade da correlacio eletronica produzir uma forte
interagio efetiva elétron-elétron (/). Assim, o limite U = oo ndo é uma boa aproximacao
para o caso da simples dopagem eletrénica do fulereno (Cg,). Mas, mostra-se um bom
limite no caso da banda semi-cheia[45], e possivelmente, no caso de forte correlacio ele-
trénica que apresente uma interacdo efetiva elétron-elétron (U) muito grande. Dentro

deste contexto, indicamos a dopagem eletronica do Cgy através de algum agente redutor

28



Energia de salto | Banda ferromagnética | Banda nao-ferromagnética
Positiva Abaixo da semi-cheia Acima e na semi-chela
Negativa Acima da semi-cheia Abaixo e na semi-cheia

Tabela 1.2: Conjectura sobre o magnetismo do fulereno no limite de forte acoplamento
eletronico.

que apresente uma interacao elétron-elétron efetiva muito grande dentro dos sitios do
fulereno. Esta consideracao podera ser avaliada experimentalmente através da medida da
interacao elétron-elétron, por exemplo, no caso do agente organico redutor da ref. [51].

Desde que temos predito ferromagnetismo para duas particulas e para a banda semi-
cheia com um buraco. isto para o caso de forte correlagio eletrénica, podemos conjecturar
que o ferromagnetismo permanece estavel para todas as concentracoes de dopantes acima
da banda semi-cheia. Uma conjectura equivalente foi feita para a rede triangular, que
como a molécula de Cg tem conectividade topologicamente frustradaf46]. O caso da
banda semi-cheia é equivalente ao modelo antiferromagnético de Heisenberg, e neste caso
o estado ferromagnético com spin total maximo nunca é o estado fundamental[45].

Na Tabela 1.2 apresentamos esquematicamente nossa conjectura sobre o comporta-
mento magnético do fulereno como funcao do sinal da matriz de salto e da concentragao

de elétrons para o limite de forte acoplamento eletrénico (U = oo).
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Capitulo 2

Um Modelo para Sequéencias de

Nucleotideos

2.1 Introducao

Como a histéria evoluciondria dos organismos é registrada no seu material genético[52],
podemos, por exemplo, esclarecer nosso entendimento sobre os processos de evolugao
das espécies, através do estudo das caracteristicas das duas principais classes de ma-
cromoléculas que fazem a organizacao dos sistemas bioldgicos: os idcidos nucléicos e as
proteinas.

Recentemente, foi proposto um método para estudar os processos estocasticos das
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sequéncias de nucleotideos, que formam a unidade monomérica dos acidos nucléicos, con-
sistindo da associacdo de uma caminhada aleatéria a uma dada sequéncia. Este método
estuda as flutuacoes existentes nas sequéncias e obtém o grau de correlagido entre os nu-
cleotideos. O método é chamado de “caminhada de DNA”[14] e caracteriza-se por estudar
o comportamento de um expoente o que mede a existéncia de correlagao em funcao das
distancias dos nucleotideos na sequéncia.

Muitas sequéncias de genes tém sido mapeadas numa caminhada de DNA unidimensio-
nal [14, 53, 54]. J4 foram encontrados vérios casos de sequéncias de DNA com correlacao
de longo-alcance. Essas correlacoes também tém sido detetadas através de outras técnicas
de anilise, entre as quais podemos citar os trabalhos de Li e Kaneko[55], de Voss|56] e de
Berthelsen e outros[57].

A existéncia de correlagdo de longo-alcance nas sequencias de DNA tem gerado grandes
controvérsias. Diferentes comportamentos estatisticos sdo encontrados para regioes codi-
ficantes e nao-codificantes do DNA. Sequéncias codificantes sao constituidas usualmente
de regides com poucos desvios na composi¢ao das bases. Sequéncias nac-codificantes
apresentam flutuagGes mais complexas. Alguns autores[58, 59, 60] ndo encontraram di-
ferengas relevantes no expoente o entre regides codificantes e nao-codificantes. Alguns
deles mostraram que um expoente bem-definido, que caracterizaria a regido, nem sempre
existe para uma dada sequéncia. Por outro lado, outros autores[14, 61], encontram corre-
lagdo de longo-alcance em genes tipo ‘intron’ (ndo codificantes), mas nio encontram em
sequéncias de DNA complementar (¢cDNA) ou em genes tipo sem ‘intron’ (codificantes).

Diferengas de resultados entre regioes codificantes e nao codificantes tém sido confirmadas
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em trabalhos recentes[62, 63, 64], mostrando que o grau de correlacdo deve ser um bom
critério para identificar regides codificantes.

Em todo caso. o processo de aparecimento de tais correlagdes é ainda um problema
em aberto[58, 65].

Em 1989, Tavaré e Giddings[66] estimaram a ordem em sequéncias de DNA, tratando-
as como cadeias de Markov. Definindo uma cadeia como sendo de ordem k quando um
nucleotideo, num dado sitio, é determinado pelos k-ésimos nucleotideos prévios, eles en-
contraram que a majoria das sequéncias exibe ordem maior que zero, ou seja, dependéncia
entre nucleotideos. Do ponto de vista dos mecanismos moleculares, interacoes de heterodi-
merizagao mostram-se constituir fator dominante na estabilidade dos dcides nucléicos[67].
Ainda, forgas nao covalentes, como as pontes de hidrogénio, hidrofébicas, van der Waals
e eletrostaticas, sao responsaveis pela estabilidade conformacional de toda cadeia mo-
lecular, particularmente dos dcidos nucléicos[68]). Estas forcas por si mesmas dio, ao
menos localmente, uma estrutura tridimensicnal tanto para ¢ RNA, como também para
o DNA[69)].

Baseados nestas caracteristicas, apresentamos um modelo para gerar sequéncias de
nucleotideos artificiais, que nos possibilita encontrar explicagdes quanto aos processos que
criaram correlacao entre os genes. O modelo consiste basicamente de uma cadeia de
Markov discreta e finita, onde sdo introduzidas interacOes entre nucleotideos vizinhes e

entre alguns dos nucleotideos distantes uns dos outros.
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2.2 Os Acidos Nucléicos

Os 4cidos nucléicos sdao o elemento central de armazenamento e transferéncia da in-
formacao genética das espécies. Eles foram isolados pela primeira vez por Miescher, em
1870, de células do pus.

Através da hidrélise total da moléeula de acido nucléico, observou-se que sua estrutra é
composta de: acido fosférico, acicar do tipo pentose e compostos nitrogenados de carater
basico (base nitrogenada). As pentoses podem ser riboses ou desoxirriboses.

As bases nitrogenadas podem ser do tipo pirimidica, que sao citosina, timina ou ura-
cila, derivadas da pirimidina ou do tipo purica, que sao adenina e guanina, derivadas da
purina. E interessante ressaltar que, embora essas sejam as principais bases nitrogena-
das que aparecem nos acidos nucléicos, outras podem ser encontradas, porém com menor
frequéncia.

Na Fig. 2.1 apresentamos as estruturas moleculares das pentoses e das diferentes bases
nitrogenadas.

Chamamos de nucleosideos os compostos onde a base nitrogenada estd ligada ao
acuicar, através de uma ligacio entre o C' da pentose e o N' da base pirimidica ou o
N da base purica.

Os nucleotideos sao nucleosideos onde um grupo fosfato se combina com um dos carbo-
nos da pentose que apresente um OH livre. A estrutura de um nucleot{deo pode ser repre-
sentada por: Base-Ac¢icar-Fosfato. Os cinco principais nucleotideos sao: 4cido timidilico,

acido citidilico, acido uridilico, acido adenilico e acido guanilico. Esta nomenclatura é
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Figura 2.2: Estrutura de um tetra desoxirribonucleotideo.

dada em fungdo da base nitrogenada.

Os nucleotideos sao as unidades de repetigio nos acidos nucléicos. Assim, o fosfato é
usado para esterificar o grupo OH de um nucleotideo com o OH do nucleotideo seguinte.
Na Fig. 2.2 mostramos a estrutura de um tetra desoxirribonucleotideo.

Tém-se, de acordo com o tipo de aglcar presente na molécula do 4cido nucléico, o
desoxirribonucléico (DNA) e o ribonucléico (DNA). As principais caracteristicas do DNA

e RNA sao:
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Espécie A T C G | A/T | C/G | Pirimidina/Purina
Homem 30.4 1301199 |19.6| 1.01 | 1.02 1.00
Boi 200|287 (21.121.21.01] 1.00 0.99
Rato 2862841204214 101 095 0.98
Salmao(esperma) | 29.7 | 29.1 | 20.4 | 20.8 | 1.02 | 0.98 0.98
E. coli 24712361 25.7126.0] 1.05 | 0.99 (.97

Tabela 2.1: Composicao em bases de DNA de diferentes espécies (%).

DNA RNA
Aglicar: D-2-desoxirribose  D-ribose
Acido: acido fostérico acido fosférico
Purina: adenina e guanina adenina e guanina

Pirimidina: citosina e timina citosina e uracila

Chamamos de estrutura primdaria dos dcidos nucléicos a sequéncia de nucleotideos da
molécula. Como a molécula é uma alternagio de aclcar-fosfato e as bases nitrogenadas
estao ligadas a esse aglcar, a estrutura primaria pode ser considerada como sendo apenas
uma sequéncia de bases nitrogenadas.

Na tabela 2.1 podemos observar um estudo feito por Chargaff, em 1950, sobre a
composi¢ao , em bases nitrogenadas do DNA, de diferentes espécies.

Paralelo aos estudos feitos por Chargaff, Frankline e Wilkins estudavam o DN A através
da difragao de raios-x e concluiram que a molécula de DNA tinha o aspecto de um bastio
de 20 A de didmetro, com unidades repetitivas a cada 3.4 e 34 A. Baseados nestes
estudos, em 1953, Watson e Crick propuseram uma estrutura para a molécula de DNA com
as seguintes caracteristicas: (1) formada de duas cadeias de polidesoxirribonucleotideos,
enroladas uma ao redor da outra, na forma de uma hélice dupla; (ii) as duas cadeias
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Figura 2.3: Estrutura da molécula de DNA.

sao mantidas juntas através de pontes de hidrogénio entre a adenina de uma cadeia e
a timina de outra, e entre a citosina e a guanina; (iii) na hélice dupla o par de bases
deve permanecer no mesmo plano, perpendicular ao seu eixo; (iv) as duas cadeias sao
antiparalelas e complementares. Se em uma delas a sequéncia é, por exemplo, A-T-C-
G-C-A, na outra serd T-A-G-C-G-T. Um esquema da estrutura da molécula de DNA,
segundo a hipétese de Watson e Crick pode ser visto na Fig. 2.3.

Em termos da sua distribuicao nas células, o DNA, em sua maior parte, encontra-se
no nicleo, associado as proteinas. Os RNA podem ser divididos em trés tipos principais:
o mensageiro (mRNA), o ribossomico (rRNA) e o de tranferéncia (tRNA). O mRNA
constitui a ponte de ligacao entre a sequéncia de nucleotideos e a sequéncia de aminoacidos.
O rRNA esta associado a protefnas, formando os ribossomos, ¢ representa a maior parte

do RNA celular {60 a 80 %). O tRNA serve para transportar determinados aminoacidos
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para uma posi¢ao correta no ribossomo.

Finalmente, para um melhor entendimento das caracteristicas e regices dos DNA e
RNA. citadas neste capitulo. apresentamos as suas funcoes basicas, que sao fornecer a
informacao estrutural e reguladora para a sintese de proteinas especificas e servir como
modelo para sua prépria duplicagao.

Dependendo das suas caracteristicas, as moléculas desempenham fungoes especificas
dentro das células. Assim, é necessario que a formacao destas moléculas ocorra sempre
sem erros e da mesma maneira. Este processo € chamado de biossintese, que envolve trés
etapas: uma energética, na qual a molécula recebe energia para que seja ativada e possa
sofrer a reacdo quimica; uma de crescimento da cadeia. no caso da formagao de moléculas
maiores;, e outra de montagem propriamente dita. A biossintese de proteinas pode ser
representada esquematicamente como: DNA - RNA — Proteina. Na primeira etapa a
informagao genética codificada em termos de DNA é transcrita em termos de RNA| e em
seguida a informagao é traduzida em fermos de proteina. Na transcrigao, a molécula do
DNA se desenrola e forma a molécula do RNA mensageiro (mRNA), que é complementar
a hélice copiada. Esse mRNA sal do micleo e, no citoplasma, associa-se a subunidade
de ribossomas, formando o polirtbossoma. Nessa associagao , as bases nitrogenadas do
mRBRNA ficam livres. Cada conjunto de trés dessas bases nitrogenadas livres recebe o
nome de cddon. Esses cédons sao reconhecidos pelos anticédons (bases complementares)
existentes nos RNA de transferéncia (tRNA), os quais transportam os aminoacidos para
a posicao correta na formagio da proteina. Para cada aminoacido, existe pelo menos

um tRNA. A sequéncia de nucleotideos que determina a de aminoacidos é conhecida
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como cistron ou gene. Realizado o pareamento cédon-anticddon, enzimas especificas pro-
movem a ligacdo do aminoacido & molécula em formacao e assim, sucessivamente, tem-se
o crescimento da molécula protéica. A proteina formada estabiliza-se através de suces-
sivos enrolamentos da estrutura primaria e. em seguida. é transferida para o local onde
exercera suas atividades.

Na fungao de duplicagao a propria molécula de 4dcido nucléico apresenta sua codificagao
. com o fornecimento adequado de precursores, enzimas e energia. E sabido que a molécula
envolvida na transmissao das caracteristicas de cada espécie é o DNA, A molécula de
DNA se desenrola e as novas moléculas formadas apresentam metade da hélice antiga e
metade da nova. Os erros de duplicagao que compreendem mudangas permanentes no
sistema de codificacac sao chamados de mutagdo, e podem compreender inser¢ao, delecao
ou substituicdo de nucleotideos ou alteracGes na sua sequéncia. Os agentes mutagénicos

mais comuns sao as radiagdes lonizantes e os raios ultravioleta.

2.3 O Modelo

Com base num protétipo para estudos de efeitos de memédria introduzide por nds{l11,
12}, consideraremos uma cadeia linear finita em que cada sitio 7 (i=0,1,....L) é ocupado
por uma varidvel randémica bindria {5;}. Se S; = +1 diremos que na posicao i existe
uma base do tipo pirimidica (citosina, timina ou uracila), enquanto que se 5; = —1 existe

uma do tipo purica (adenina e guanina).
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Cada elemento S; na cadeia é escolhido considerando um elemento prévio S;. onde
k =t — 1 com probabilidade g, e £k =1 —j para l < j < i, com probabilidade 1 — ¢.
Assim, ¢ mede a correlacao entre os primeiros vizinhos.

Interacdes entre sitios afastados em uma sequéncia deve ocorrer através da formacgéao
de lacos entre pedacos da cadeia. A probabilidade de encontrar um laco de comprimento

j num polimero linear longo é dada por

Pg) ~ 3" (2.1)

com j > l., onde p é um nimero real positivo, e [, um inteiro que representa o corte na
menor distancia possivel para o aparecimento de um lago[53].

Uma vez escolhido o sitio de interacao k, termos que:

S; = Sy com probabilidade p,

S; = — Sk com probabilidade 1 — p.

Por convengao, Sy = 1. A construgao da cadeia linear é feita através do processo
descrito acimaf13|.

Para uma melhor analise do modelo, é conveniente considerar uma probabilidade p;

na qual S; é igual a 1. Considerando que

pi = pep + (1 —pe}(1 —p) (2.2)

onde k é igual a ¢ — 1 ou ¢ — j, como definido acima, é facil encontrar que p; obedece a
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seguinte relagao recursiva:
pi = (2p—Digpii+ (1 —gpiy] +1-p 1< L (2.3)

com py = 1.
A variavel que representa o excesso de pirimidinas com relagao as purinas, numa cadeia

de tamanho ! é:
I

Yi)=> 8. (2.4)

i=1
Seu valor médio < Y (I) >, equivalente ao deslocamento médio ap6s I passos da caminhada
randomica, é:

<Y(l) »>=2 ipi ~ L (2.5)

A medida de correlacao da sequéncia construida é obtida pela raiz quadrada da flutuacao

média quadratica[l4]:

< F*(l) >=[AY () - AY ()] (2.6)

onde AY (1) =Y (1 + I} — Y (lp), e as barras indicam médias computadas sobre todas as
posicdes Iy na sequéncia (1 <y < L —1).
No caso particular ¢ = 1 a solucdo exata da relacao de recorréncia (Eq. 2.3) é:

(2p—1)+1

Pi = 5

(2.7)

Da Eq. 2.6, usando a Eq. 2.7, caleulamos < F2(l) >, onde é feita uma média sobre um
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grande ntimero de sequéncias randomicas independentes. Apéds alguus cdlculos diretos,

encontramos para o caso particular L = 2!, usualmente analisado, que:

(2o 1)1 —-p)(2—p)

P ( 1 2p—1
2(1 —p)?

A

p
=) U1 —p)

—2(l —p) - }
(2.8)

Portanto, vemos facilmente de 2.8 que os comportamentos assintéticos para 1 << << L

53.0:

0 se p=1

- (ff—p)l/z se0<p<l
< Fl) > ~ < (2.9)

0 se p=0 (I par)

1 se p=0 (I {mpar)

Do comportamento assintético, conclufmos que néo existe correlagao de longo-alcance.
Os casos p = 0 e p = 1 sd0 ndo fisicos, jd que experimentalmente ndo h4 casos semelhantes.
Analisando o expoente o da inclinagio local de /< F2(l) > versus I, encontramos que «
comega com um valor préximo de p e decresce rapidamente para o valor o = 0.5. Assim, no
limite ¢ = 1 o modelo ndo reproduz o comportamento de « observado experimentalmente
para. sequéencias de nucleotideos com correlagao . Observemos que mesmo existindo um
efeito de meméria, produzido pela construgio da cadeia com p # 1/2 (Eq. 2.7), obtivemos
lim; 00 p; = 1/2 para todo 0 < p < 1. Entdo, para grandes distancias o efeito de meméria
se anula.

Consideremos agora o caso mais geral, no qual ¢ # 1. Comparamos as sequéncias
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Figura 2.4: Deslocamento da caminhada de DNA (Y ({)

excesso de pirimidinas com

relacdo a purinas) em funcdo do comprimento da cadeia de nucleotideos. (a) Cadeia da
miosina  cardiaca humana (nome no GenBank: HUMBMYH7); (b) sequéncia artificial
gerada com os parimetros p=0.85, q=0.25, x=1.65 e [.=6; (c) cadeia de gene humano
(nome no GenBank: HSAT3) e; (d) sequéncia artificial gerada com os pardmetros p=0.77,
q=0.37, p=1.5 ¢ l,=4.

geradas artificialmente pelo nosso modelo com sequéncias reais. Na Figura 2.4 (a) e {(c),
mostramos a “caminhada de DNA” de duas sequéncias reais: cadeia de genes da miosina
B-cardiaca humana e de genes anti III humano, respectivamente. Na figura 2.4 (b) e
(d), mostramos caminhadas tipicas encontradas artificialmente para diferentes valores
As sequéncias artificiais foram geradas com o

dos parametros do modelo {p, g, p e I.).

mesmo comprimento das reais para que pudéssemos compard-las. As curvas das Figs. 2.4

{(a) e (b), e da Fig. 2.4 (c) e (d) mostram flutuacgdes similares.

Os graficos da inclinagao local da fungao de flutuagio versus o logaritmo da distdncia
ao longo das sequéncias da Fig. 2.4 sao apresentados na Fig. 2.5. As sequéncias da Fig.
2.4 (a) e (b) sdo analisadas na Fig. 2.5 (a), e da Fig. 2.4 (c) e (d) sdo analisadas na Fig.

2.5 (b). Podemos observar que existe uma grande similaridade entre os resultados obtidos
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pelo nosso modelo e por sequéncias reais. E interessante notar que vdrias sequéncias
reais, como as mostradas aqui, decrescem suavemente seus valores de inclinagido até um
tamanho aproximadamente igual a 5. Este valor corresponde no nosso modelo ao valor

do parametro ..

2.4 Discussao

As interages presentes entre primeiros vizinhos ndo sao suficientes para criar uma
correlagao de longo-alcance, como mostramos pela andlise do caso ¢ = 1. Por outro
lado, quando foram introduzidas interagoes entre nucleotideos mais distantes, apareceram
correlagoes de longo-alcance e as sequéncias reais foram simuladas.

Testamos regras alternativas para gerar sequéncias artificiais. Além da interacio com
o vizinho anterior, fizemos também: (i} interagdo com a média de todos nucleotideos pre-
cedentes; (i1} interagdo com um nucleotideo a uma distancia fixa. Para nenhum conjunto
de parametros, dessas alternativas, fomos capazes de obter um af{!) com comportamento
similar aos das sequéncias com correlagdo. Portanto, concluimos que a existéncia de uma
largura na distribuicdo do tipo de interagdo nucleotideo-nucleotideo, é necessaria para
obtermos a correlacao observada nas sequéncias reais.

Da analise do caso ¢ = 1 notamos que o expoente & nao é constante sobre todo o inter-
valo de valores de /, mas, isto nao siginifica que ele ndo possa ter um valor caracteristico,

correspondendo ao comportamento assintético de F'. Este valor caracteristico pode ser
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Figura 2.5: Inclinacdo local da fungio de flutuagio versus o logaritmo da distancia ao longo
das sequéncias da Figura anterior. (a) corresponde s sequéncias a e b; (b} corresponde
as sequéncias ¢ e d. Linhas cheias representam as sequéncias reais e linhas pontilhadas as

artificiais.
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diferente dos valores locais de a. Por outro lado, expoentes diferentes de 0.5 a distancias
finitas, indicam algum tipo de correlagao de longo-alcance, mas nao necessariamente de
infinito alcance, inclusive porque as sequéncias reais sao finitas. O maximo que podemos
observar sao correlagoes da ordem do comprimento da cadeia analisada.

Em 1992, Nee[58] mostrou a possibilidade do surgimento aparente de correlagdes de
longo-alcance (expoente diferente de 0.5) pela uniao de duas sub-cadeias sem correlacao
{geradas aleatoriamnte, mas com densidades de nucleotideos diferentes entre elas). Assim,
a ocorréncia de diferentes propriedades estatisticas podem apresentar expoentes maiores
que 0.5 através da presenga de subdominios randémicos. O comportamento das sequéncias
reals devem ser resultado da combinacio de mecanismos de unido de sub-cadeias com o
mecanismo apresentado aqui. Entretanto, também existe a possibilidade da correlacéo
de longo-alcance observada nas sequéncias reais seja fungio apenas da interacao entre
nucleotideos distantes.

Mecanismos envolvendo a producio de novos materias genéticos, tais como a recom-
binagdo, estao associados a formagao de lacos que favorecem a interacio entre nucleotideos
distantes. O conjunto desses lagos, em algum estagio da evolucio das sequéncias de nu-
cleotideos, ou pela criagao de uma nova sequéncia ou pela ligacdo com outra pré-existente,
pode ter promovido a correlagao de longo-alcance observada. Por outro lado, é conhecido
que estruturas de lagos sao frequentemente mais encontradas em regides nao-codificantes
do DNA, tal como nas regides intergenéticas, como encontradas por Sanger e outros[69].
Como ja apontado por Grosberg e outros[70], vé-se que a correlagdo entre arranjos espa-

clais e propriedades fractais podem explicar porque regides codificantes e nio-codificantes
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sao estatisticamente diferentes. Encontra-se altas correlagoes em regioes nao-codificantes.

Nosso modelo é consistente com essas consideragoes. O trabalho aqui desenvolvido
baseia-se num modelo muito simples que exibe os mesmos tipos de efeito de sequéncias
reais. Assim, podemos evidenciar um possivel fator (o ingrediente basico do modelo:
interacao entre unidades distantes) responsavel pela correlagao observada. Esta evidéncia
nao seria facil de se observar em modelos com mais ingredientes. Assim, a exploragao
do modelo aqui apresentado contribul para um melhor entendimento das propriedades
estatisticas encontradas nas diferentes regices dos acidos nucléicos e apresenta mecanismos

para explicd-las.
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Capitulo 3

Um Modelo para o Mercado de

Acoes

Fenomenos que evoluem com dependéncia aperiddica, como os encontrados nos campos
da economia e finangas, sao de dificil entendimento. A propria explicagao de como se
chega a esta evolucao temporal “complicada” gera, muitas vezes, problema, pois néao fica
claro por qual das maneiras se chega na dependéncia aperiddica. Do ponto de vista de
sistemas economicos, sio bastantes incertos quais os parametros relevantes para isola-los
e resolve-los.

Séries temporais de sistemas economicos sao muitas vezes citadas como exemplo de
séries randomicas. Entretanto, sera que sao realmente randomicas? Serd que o uso da
palavra randémica se refere apenas a atual ndo possibilidade de predi¢ao empirica? Quais

as causas da nao predicao? Sera aignorancia por nao conhecer as causas que geram o sell

48



comporfamento?

E importante citar que em muitos exemplos cléssicos de sistemas ditos randomicos.
a descoberta de sua dinamica transformou-os em problemas previsiveis através de leis
fisicas.

A causa de um comportamento randdomico pode, além da ignorancia, vir da mecanica
quantica, da complexidade e do caos. Assim, as causas da natureza randdmica nas
variaveis economicas podem ser a complexidade, que é a irredutibilidade do nimero de
graus de liberdade, e o caos.

Particularmente, no estudo da demanda-oferta, volume, preco e toda dinamica que
existe nas bolsas de valores, temos uma forte dependéncia de fatores externos, dificilmente
controldveis, que dac uma natureza estatistica ao problema. Os métodos usuais aplicados
sa0 de testar séries temporais de dados e verificar o padrao cadtico através da dependencia
nas condigoes iniciais, dimensdo fractal, etc [71, 72].

Entretanto, varios problemas sao encontrados, como por exemplo, a dimensionalidade.
Apenas em baixas dimensoes é possivel ter evidéncias de processos cadticos, mas, na
teoria de bolsa de valores sao necessarias grandes quantidades de variaveis. Além disso,
o tamanho das amostras é pequeno para o uso dos testes matematicos. Pela sua com-
plexidade, as bolsas de valores podem ser analisadas por um sistema dinamico, que deve
ser nao-linear e com grande numero de graus de liberdade. Com base nesta consideragao,
bolsas de valores tém sido tratadas usando a teoria de sistemas complexos em termos de
dinédmica ndo-linear[73].

Atualmente, a andlise da evolugdo temporal dos pregos das agoes ¢ feita frequentemente
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usando a teoria fractal [74]. Existe uma corrente que tenta encontrar caos deterministico
nestes processos. Em particular, L. Summers propds tratar as flutuacoes no mercado de
acdes em termos de dinamica ndo-linear. Para isto, ele introduziu o conceito de “noisy
traders” e “sophisticated traders” e teve algum sucesso. Entretanto, seu modelo nao foi
considerado completamente convincente(péagina 248 of [73]).

Dentro da filosofia de aplicar dinaAmica nio-linear ao mercado de agoes, propomos um
modelo tedrico, um protétipo para o mercado de agdes, baseado num sistema de equagoes
acopladas. Através de sua dindmica analisamos o comportamento de varias quantidades
do mercado para entender interessantes fenoémenos que ocorrem nas bolsas de valores, tais
como a influéncia do uso macico dos computadores pelos corretores.

Aqui, vamos considerar que no mercado de agoes os corretores tenham livre acesso
as informacoes do mercado, operando em regime competitivo e com uma variedade de

opinides diferentes.

3.1 Modelos

3.1.1 Mercado de uma Empresa

Neste caso consideramos uma grande empresa e N corretores[15|. Suporemos que a
empresa detém um nimero infinitamente grande de agdes, o que significa que o volume de

acoes negociadas é sempre muito menor do que o total, como acontece com as estatalis e os
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erandes bancos. Esta suposicao. na verdade uma restri¢io do nosso modelo, é feita para
que a compra de ac¢des por um corretor nao implique na falta de novas acoes e portanto
na impossibilidade de outro corretor poder também comprar.

Associamos a cada corretor a seguinte lei de distribui¢ao:

PO =1 -ghsx)+ %X 1) (i=1,2,..,N) (3.1)
onde & representa a funcao delta de Kroenecker. Consideramos que X = 1 se o corretor
compra agoes € X = 0 se o corretor néo compra. pgt) € [0, 1] representa a probabilidade

de demanda no tempo t do i-ésimo corretor relativo a empresa em questao. E importante
observar que estamos tratando com a demanda potencial e nao com a probabilidade de
realmente comprar acoes. Além de nao estarmos incluindo vendas de acoes.

A equagao fundamental que acopla a demanda potencial da empresa entre os corretores

& a seguinte:

(1) _ i W_ ) 39
P2 i P +——Nﬁ1§p3 ~vo1 P ;p;, (3.2)

onde {a, G, ’yi} representa o conjunto de parametros externos, tomados aqui sempre po-
(t)

sitivos. Como 0 < p;

< 1, segue diretamente que >.¥, e [0, N]. Admitimos
um dia como unidade de tempo. Assim cada variagdo no tempo das variaveis significa
ter passado um dia. A Bg. 3.2 representa a variacao temporal da probabilidade de um

corretor querer comprar agoes em funcio de trés termos “psicolégicos” (parte direita da

equacao) que medem a tendéncia do corretor continuar fazendo o que ele havia feito no
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momento anterior: a tendéncia de ele fazer o que os outros corretores fizeram no momento
anterior: e a tendeéncia do corretor ser mais “esperto” que seus competidores e mudar de
opinizo em relagao aos outros. Os parametros que dao o peso a cada um dos trés termos
sao:

1) ayparimetro: Mede a persisténcia inercial do desejo do i-ésimo corretor. No caso
particular de pgtH) = o pgt}, e portanto, 3; = v = 0, temos: (i) pgt) decresce com o
tempose 0 < o; < 1; pgt} permanece constante se a; = 1; (iil) p?’ aumenta com o
tempo se a; > 1).

2} Bi-parametro: Mede a influéncia, em cada desejo individual de um dado corretor, do
desejo médio de todos os outros corretores. Sea; = v = 0eff; = (3. ocomportamento
do valor médio < p > (I} = (Efilpgt))/N, (i} decresce com o tempo se 0 < f < 1; (ii)
permanece constante se 3 = 1; (ii) cresce com o tempose § > 1.

3) ~;-parametro: Esta associado com a tendéncia de um dado corretor muxdar de opiniao
e nao comprar agdes quando os outros corretores desejam comprar. Na ausencia desse
fator, a vantagem pessoal seria modesta ou impossivel. Todos os corretores chegariam a
um valor de equilibrio idéntico para a vontade de comprar agdes, fato que nao representa
a situacdo real para o mercado. Uma interessante justificativa para este termo esta na
famosa anedota em que Joseph Kennedy (pai do presidente John Kennedy dos EUA)
vendeu suas agoes e escapou do colapso do mercado de agoes em 1929 porque seu engraxate
comentou que tinha comprado agoes.

Veremos na secao 3.2 deste capitulo que a quantidade < p > (t) pode ser relacionada

com o preco das acdes. Consequentemente, o valor de < p > (t) reflete o prego das agoes.
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Sua dinamica ¢ dada fazendo a soma sob todos os corretores na Eq. 3.2.

Podemos observar que se {a;, 3,7} sao escolhidos arbitrariamente, a equagao 3.2
nao garante automaticamente que 0 < pgt) < 1 para todos valores de ¢ e t. violando
assim a definicdo de probabilidade. Essa dificuldade pode, em principio, ser superada
através de vérios processos. Por exemplo, introduzir convenientemente a fungao tangente
hiperbdlica que transforma o intervalo (0,0c) no intervalo (0,1)). Por simplicidade ado-

(t)

tamos a seguinte prescricio: quando p;’ estiver acima de 1 ele é trocado por p(t)

=1le

quando estiver abaixo de zero por pgt) =0.

Neste ponto, iremos analisar algumas propriedades da equagao 3.2. Os pontos fixos
encontrados sdo os seguintes: (i) ) = 0 para todos valores de i. (i) No limite N —
00, para p; = fBipar/(l — & + YiPaw) (Vi), onde a média p,, =< p > (oc) satisfaz
Ry s %Z}il B:;/(1 -~ a; + ¥Paw) = 1 (em particular, (o, Bivi) = (@, 8.7y) implica
P = pav = (@ + = 1)/, Vi),

Uma propriedade interessante da equagao foi observada no caso particular o; = a,

3, = B e-y; =y. Se aplicarmos —}V SN | em ambos os membros da Eq. 3.2 encontramos

[<p>(t+D)j=(a+Bl<p>{)]—7

Sl > OF 4 vy AT 69)

assim, no limite N — oc,

<p>(t+1)] = (a+Bl<p> )] -l<p> O (34)
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Introduzindo agora a varidvel Z(t) = (7[< p > (t)])/ (e + 3). Eq. 3.4 torna-se

Zt+ 1) = (a+ B)Z@)(1 — Z(t)) (3.5)

que é a conhecida equacdo logistica (ver 75| e referéncias contidas). Duas propriedades
importantes contidas na Eq. 3.5 sdo: (i) se o + 3 < 4, Z(i) automaticamente permance
dentro do intervalo [0,1] caso isso ocorra em ¢ = 0, portanto, o mesmo acontece com
[<p>(t)] se a + 8 < (assim, [< p >(t)] € [0,(a 4 5)/7]. Consequentemente a situagao
real{stica corresponde a a -+ 3 ignal, ou suavemente abaixo de «): (ii) se o + 3 ¢ (3.574)
o sistema pode ser cadtico.

Estudaremos agora o caso mais geral para os valores de {;, 3;, 1} que em principio
podem ser diferentes para cada corretor. Assumiremos que o conjunto {c;} obedece a lei
de distribuicdo D, (a;), para cada um dos corretores; analogamente. {3;} e {;} obedecem,
respectivamente, as distribui¢des Da(5;) e D,(:). Essas distribuigoes sao caracterizadas
basicamente por seus valores médios @, ¢ ¥, bem como suas larguras W, Wz e W,.

Para caracterizar mais uma situagao real no mercado de bolsas de valores podemos
interpretar as larguras das distribuigoes dos parametros {¢;}, {8} e {7} como um fator
de divergéncia de opinices entre os corretores. Ainda sob nossa interpretagao, observamos
que o uso de computadores, cada vez mais frequénte na analise do mercado de agdes,
corresponde a situacao tipicamente de pequenos valores para as larguras (W,. W, W,).
Isso se deve a observacio de que os softwares usados séo similares e os corretores seguindo

suas recomendagdes tém poucas divergéncias de opinido quanto a comprar ou nao comprar
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agoes.

Com base nesta andlise definimos dois tipos de corretores: os chamados de corretores
nformatas, com pequenos valores para as larguras, e os chamados de corretores humanos
com valores largos para as larguras.

Um dos efeitos mais importantes que queremos analisar dentro do presente modelo é
que o risco de colapso no mercado de acdes decresce monotonamente com o crescimento
de W,, Wy e W,

Iremos discutir basicamente dois modelos diferentes. O primeiro deles, o qual faremos
referéncia como temperado, consiste em fixar um conjunto de valores para as varigveis
{0, i1} ((Da, Dy, Dy} em ¢ = 0), isto &, cada corretor ird evoluir, em todo tempo t,
sob os mesmos valores de (@, 4, 7}, entretanto estes valores podem diferir de corretor para
corretor. O segundo modelo, que chamaremos de recozido, consiste na escolha randomica,
a cada novo passo de tempo, de {o;, 8,7} ((De, D, D,)). A intuicio sugere que
0 modelo recozido leve a resultados mais aleatérios que o modelo temperado. Nossos
resultados confirmaram essa intuigdo, ¢ 0 modelo temperado com larguras (Wa, Wy, W,)
comportou-se similarmente ao modelo recozido com larguras menores. Consequentemente,
é suficiente discutir em detalhes apenas um dos modelos. Escolhemos o modelo recozido.

QOufro mecanismo que aumenta a aleatoriedade (note que a Eq. 3.2 para o modelo
temperado ¢ estritamente determinista) é a presenca de um termo que adiciona um ruido-
)

branco #;

;Mo segundo membro da Eq. 3.2. Em nossas simulagdes nao foi observada

nenhuma influéncia dréstica desse termo.

Iremos agora discutir nossos resultados numéricos para a evolugao temporal do valor
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médio (< p > (t)) e do desvio médio da demanda potencial. O desvio médio da demanda

potencial é dado pela seguinte equacao:

1 N
o (t) = JY\? Z[pﬁ”— <p> () . (3.6)
i=1
Ainda, podemos definir
T 1
o =3\ TF dl<p> () -7P (3.7)
t=1

onde P é o valor médio de < p > (¢) para largos valores de intervalo de tempo T (usamos
como valor tipico T = 100).

Estas quantidades dependem das condigoes iniciais {p&m}. Temos usado uma grande
variedade delas, variando a forma da distribuigdo dos valores de {p,E”) }. Em todos os casos
(genéricos), apés um curto transiente, o sistema “esquece” a distribuigao inicial de {pso)}.
Entao, por conveniéncia, escolhemos para trabalhar com {pE‘”} considerando uma distri-
buicio de ruido-branco no intervalo [0,1]. Claramente, < p >(t) e o(t) também deveriam
depender de N. Variamos N no intervalo [30,3000] e nenhuma influéncia significativa foi
encontrada para qualquer valor especifico de N. Portanto, escolhemos, consistentemen-
te, trabalbar com N=300 ( razodvel com relagdo & ordem de magnitude do nimero de
corretores em bolsas de valores).

Também verificamos que a forma particular das distribui¢des de {Dq(ct;), Ds(5;),
D,(v)} ndo é muito importante, sua influéncia é bem caracterizada através dos seus
valores médios (@, B,7) e suas larguras. Consequentemente, por conveniéncia, escolhemos

trabalhar com (o, f;, %) seguindo a distribuicao de ruido-branco nos intervalos & — %‘1 <
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Figura 3.1: Evolugao temporal da média da probabilidade da demanda potencial. Modelo
recozido sem ruidoe N = 300, parac = § = /2 = 1.85eW, = Wy = W,/2 = W:
(a) < p>(t) para W = 0.2; (b) o(t) para W = 0.2 (circulos cheios) e W = 0 (circulos
vazios).

o <o+ F- %ﬁ < B <B+ ﬂ;‘e-, ¥—- 5+ < <7+ —"%1, respectivamente. Para
ilustrar a situagdo mais interessante (i.e., caos) escolhemos trabalhar principalmente com
a=p3=7/2¢[1.78,2) e W, = W5 = W, /2 € [0,0.2]. Finalmente, desde que os efeitos que
queremos enfatizar sao mais claros para o modelo recozido sem ruido, nos restringiremos a
estudar este caso. Na Fig. 3.1(a) mostramos um gréfico tipico da dependéncia temporal de
< p >(t) (correspondendo a @ = 3 = 7¥/2 = 1.85); embora W, = W; = W, /2 = 0.2 tenha
sido usado, a situagio é praticamente a mesma para, digamos, W, = Wy =W, /2= 0. Na
Fig. 3.1(b) apresentamos, para as duas situagoes citadas, a evolugdo temporal de o” (t);

podemos ver claramente a influéncia das larguras (W,, Wjs, W, ).
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Figura 3.2: Evolugao temporal do indice de colapso das bolsas de valores x(t). Modelo
recozido sem ruido e N =300, paraa==75/2=19e W, = Wy =W,/2=10.1

Agora, é conveniente introduzir o tndice de colapso de bolsas de valores. Este indice
mede a possibilidade dos pregos das agoes despencarem a valores muito baixos, se consi-
derarmos que isto acontece sempre que grande parte dos corretores tém a mesma vontade
de querer ou de nao querer comprar agoes ao mesmo tempo. Definiremos o indice de

colapso da bolsa de valores £(t) como:
2
N#t) _ NF)
t)= | ———"—1 . :
A(t) ( - (38)

£(t) é um nimero entre zero e um e aumenta se os corretores tem a mesma vontade, de

comprar ou de nao comprar. NTU) é o nimero de corretores que tém pgt) > 1/2, enquanto

NJE‘) é o numero de corretores que tem pﬁ‘) < 1/2. Mostramos na Fig. 3.2 a evolugio

temporal x(t) (correspondendo a @ =3 =%/2=19e W, = Ws = W, /2=0.1).
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Figura 3.3: Valor médio do indice de colapso da bolsa de valores £ como fungao da

largura W, =W, =W, /2=W. N =300 e & = = 7/2 = 1.85. Representamos @ para

recozido sem ruido; () para recozido com ruido (\n,.(t)l < 0.1); A temperado sem ruido; A
, (®

temperado com ruido (|n; | < 0.1).

(O valor médio temporal do indice de colapso das bolsas de valores ® é dado por

1

il

=3

T
R > s(2). (3.9)
=1
Nés escolhemos 77 = 100 como valor tipico. Apresentamos, na Fig. 3.3, ® como funcac de
W, = W = W, /2 = W para casos tipicos de @ = § = 7/2. Simulamos os quatro casos
de estudo, temperado ou recozido, com ou sem ruido. E claro ver que o risco de colapso

do mercado de agoes é menor para corretores humanos (largo W) que para correfores

informatas (pegqueno W).
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3.1.2 Mercado com M Empresas

Consideraremos o caso de mais de uma empresa, mais precisamente, M grandes em-

presas e IV corretores|[76]. Associamos a cada corretor a seguinte fungao distribuicao

M M
PO == p6(x)+ 3 pPs(X =) (i=1,2,..,N) (3.10)
I=1 =1

onde X = 0 se os corretores nao compram agoes e X = [ se os corretores desejam
comprar agoes da [-ésima empresa (I = 1,2,..., M). pd € [0, 1] representa a probabilidade
de demanda, no tempo ¢, do i-ésimo corretor com relagao a [-ésima empresa.

A generalizagao da equacao fundamental que acopla a demanda potencial é:

pitY = ay p® TI (1 - pi¥) Z{p | HEEE ) (3.11)

k#1 J#i k#1

7” AT =2 3 0¥ 1-pih}

kel J#i K’ ;ér

ZN(r] (2’ = 172:-~':N) (l = 1,2.,1\/{)
i Pir

+ &

Todos os parametros também foram generalizados e agora tém dependéncia da I-ésima
empresa.
Também, introduzimos o parametro §. Fste pardmetro foi interpretado como o peso

da intervengao externa usade para proteger algumas empresa em dificuldade, uma vez
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Figura 3.4: Valor médio da demanda potencial para 8 empresas em fungao da variagao
temporal. Modelo recozido sem ruido e N = 100, paraa; = 8, = 1.5, 1, = 3.5, 6 = 0 e
W, =Wy =W,/2=02

que nao depende do i-ésimo corretor, sendo clara sua importancia na sequencia.

O valor médio da demanda potencial depende agora da empresa. Temos < p >, (t)

( f\;lpgf))/N. Na Fig. 3.4 apresentamos um diagrama tipico da evolucao temporal

i

de < p >; (t). Nesse exemplo, temos 8 {oito) empresas e podemos ver que uma empresa
tem uma demanda potencial muito malor que as outras. Isso é sempre possivel quando
6y = 0 para todas as empresas. Nos concluimos que é muito importanﬁe a intervengao
para o equilibrio do mercado e indica que o tipo de capitalismo primitivo, sem controle
do Estado, por exemplo, ird levar a um mercado de monopdlios. A importancia do
policiamento externo no mercado de acoes ja foi constatada em outros modelos|77].
Agora, se §; é diferente de zero (um caso tipico é mostrado na Fig. 3.5) nossos re-
sultados numéricos indicam que as companhias tém demandas potenciais equivalentes

(existéncia de um mercado competitivo).
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Figura 3.5: Valor médio da demanda potencial para 8 empresas em fungio da variagao

t_empora.l. NEDdelD temperado sem ruido e IV = 100, para &4 = G =10—-011le% =3.2.

6, = 0.007, 6; = 0.008 para ! = 2,3,4,5,6,7, 0s = 0.001 e W, = W5 =W, /2 =0.02.

O indice de colapso da bolsa de valores «(t) é generalizado para:

k(D) = = 3omt) <p () 3.12)
1=1
e
ki (t) = log (;,;i(_t-j) : (3.13)

onde ol¥ (t) e o} sdo dependentes da 1-ésima empresa. Este novo parametro difere bastante
do definido no modelo de apenas uma empresa. Entretanto, como antes, £(t) é um ntimero
que aumenta se os corretores tém a mesma vontade. Na Fig. 3.6 apresentamos a evolugao
temporal do indice de colapso da bolsa de valores para 1 e 8 empresas. Podemos ver que
no caso do modelo de uma empresa, representado por circulos, o risco de colapso é maior

que 0 caso onde temos muitas empresas, representado por triangulos.
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Figura 3.6: Indice de colapso para os modclos de 1 ¢ 8 empresas em fungio da variagio
temporal, representados por circulos ¢ triangulos, respectivamente. Os pardmetros para
o modclo de 1 cmpresa sdo iguais aos da Figura 3.1(a) (circulos cheios) e 3.1(b) (circulos
vazios), ¢ para o modelo de 8 empresas sao iguals aos da Figura 3.5 (triaugulos vazios).

3.2 Conexao Probabilidade-Prego

Até agora temos descrilo a dinamica da probabilidade de demanda, mas o prego, a
varidvel mais importantec para a cconomia, ndo foi analisado. Portanto, a scguir, inlrodu-
siremos as tmplicagoes do nosso modclo aos pregos.

Definimos a probabilidade de operagio po como seudo dada por:
Po = Puc-Pu-Psc.Ps (3.14)

onde ppc, Pu. Psc © Ps sao respectivamente a probabilidade de: comprador poder coni-
prar, comprador querer comprar, vendedor poder vender ¢ vendedor querer vender. Bsta
definigio ¢ bastanle intuitiva pois considera que a probabilidade de sc realizar uma ope-

raciio comercial ¢ o produto das probabilidades quc envolvem as vontades ¢ possibilidades
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Figura 3.7: Esquema da relacio entre preco e as probabilidades de: (a) comprador querer
comprar, (b} vendedor querer vender, (c) aproximagio usada para pp, (d) aproximagao
usada para ps.

do comprador e do vendedor do produto em questdo. Na I'ig. 3.7(a) e 3.7(b) apresenta-
mos qualitativamente a relacdo entre as probabilidades pp e ps e 0 prego R. A evidéncia
experimenta! dessas relagoes podem ser encontrados na ref. [76].

Faremos uma aproximagao teérica para as probabilidades a im de podermos aplica-las
quantitativamente a um problema particular, que tenha poder de aplicabilidade. Consi-

deramos ppc = psc = 1 e para pp € pPs suporemos que:

1 ,s¢ R < Rg
pp = _:,:R ,se Rg < R< nRg (3.15)
0 , 8¢ > nhp
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0 ,8¢ B < Rg

I

A/Rs=l  se Ry < R < nRs (3.16)

Ps e

1 ,5¢ R > nHRg.

Essas representagdes sio mostradas na Fig. 3.7(c) e 3.7(d). L possivel separar quatro

casos de estudo,

it 0< Rp < nRp < Rg <nRs
iil: 0 < Rs < nRs < R < nRg
iii: 0 < Rp < Rs < nRp < nR;s
iv: 0 < Rg < Rp < nRs < nRp.

De 3.14 obtemos que po = 0 (VR) para o caso i. Os outros casos, mais complexos, estdo
representados na [Fig. 3.8.

Com relacao a distribuigao de pregos, apresentamos na Fig. 3.9(a) seu comportamen-
to qualitativo. Como exemplo numérico, consideramos a seguinte aproximacao para a

distribuicao de precos:

0 8¢ R < Rg
P(R)=94 1/(nRp — Rs) ,se Rs < R < nRg (3.17)
{ 0 ,8e > T]RB.

Esta escolha é feita de forma a representar de maneira qualitativa o comportamento
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Figura 3.8: Esquema da relagao entre preco e a probabilidade de operacao de compra e

venda. (a) caso ii, (b) caso iii, (c) caso iv.
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Figura 3.9: Distribuicdo de precos de um produto. (a) esquema qualitativo, (b) aproxi-
magao deste trabalho (Eq. 3.17).
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real para a distribuicio e possibilitar o estudo analitico de suas propriedades. Segue

diretamente que o prego médio é:

_ JP(R)RdR _ Rs(l + Z) (3.18)

<R>=TPRydr ~ 7
onde Z = nRp/Rs. Definindo a média da probabilidade de operacao como:

_ Ipo(R)P(R)dR
“POZ=TTrBR)AR

(3.19)
temos, apds alguns cdlculos diretos para cada um dos casos estudados, que
(i) <po >=0

(i) < po >= GmiZonl

Bz 1)

. o1 [Z-m?en®) | n(n®—Z)2(Z+1) (0 +2) 6201+ 2 25 —n")
(iv) < po >= 25 {520 + 2T .

Para concluir, apresentamos a relagao prego médio x média da probabilidade de ope-
racio na Fig. 3.10. Em particular, podemos ver que o equilibrio demanda-oferta tem

maijor possibilidade de ocorrer na regiao entre  — 1 e 77 — 1, que corresponde ao caso
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Figura 3.10: Esquema da relagao entre preco médio e a média da probabilidade de ope-

ragao.

(ii1) em estudo. Portanto, escolhendo esta regiao como a regido responsavel pela operagao

compra e venda, temos

2n (53%2 - 1)°

n—1)2 25 — 17

< pPo 2= 3(

Segue diretamente sua relagao inversa,

< R>= Rg(1+ A++/A(l + A))

onde

A— 3(7}—1)2<po> .
2n

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Assim, quando em nossa teoria tivermos a probabilidade média, podemos obter o prego

das agoes das empresas. Os paridmetros Rg e 1 sao ajustados com ¢ comportamento

temporal dos pregos das agGes que desejamos. Como exemplo, apresentamos na Fig.

3.11(a) a variagdo das agbes da Telebrds na bolsa de valores de Sdo Paulo nos dias tteis
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do periodo de 1 de julho de 1992 (dia 0) a 17 de fevereiro de 1993 (dia 157). Para néo
considerar os efeitos da alta taxa da inflagao brasileira no mesmo periodo, convertemos
dia a dia o preco das agdes para o dolar. Na Fig. 3.11(b) podemos ver a cotagao do dolar
em relacao i moeda brasileira da época, € na Fig. 3.11 (¢) o pre¢o das agdes da Telebras
j4 convertido em dolares. Nos gréaficos (d) e (e) apresentamos a variagao do prego da agao
de uma grande empresa através do nosso modelo numa bolsa com uma e olto empresas,
respectivamente, ajustando-se os parametros a fim de simular o caso da Telebras.

Vé-se que na versao do modelo com apenas uma empresa as oscilacoes sao de grande
amplitude, ndo representando a realidade. Ja na versao do modelo de bolsa com 8 em-

presas, os resultados passam a apresentar um aspecto qualitativamente semelhante.

3.3 Conclusoes

Em resumo. concluimos do nosso modelo que:
(1) A variedade de opinides estabiliza o mercado de bolsas de valores. O risco de colapso
do mercado de ag¢des é menor com corretores humanos que com corretores informatas.
(i1) A interven¢io externa é importante para o equilibrio do mercado, indicando que o
mercado sem nenhum controle do Estado leva a um mercado de monopdlios.
(iii) A probabilidade de querer comprar e/ou vender (demanda e oferta potencial) esta

diretamente relacionada com o preco das agoes (Eq. 3.20).
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Figura 3.11: Variacio do prego das acdes de uma grande empresa. (a) Telebrés na bolsa
de valores de Sdao Paulo(em moeda brasileira). (b) Cotagao do dolar em relacao & moeda
brasileira do periodo. (c) Telebras na bolsa de valores de Sao Paulo(em dolares). (d)
Modelo de uma bolsa com apenas uma empresa. (e) Modelo de uma bolsa com 8 empresas.
Inicio (dia 0): 1 de julho de 1992. Fim (dia 157): 17 de fevereiro de 1993. Os dados dos
graficos (a) e (b) foram cortesia do Banco Francés e Brasileiro.
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Terminamos o presente capitulo apresentando a seguinte observagao do economista
Keynes(78] em um fenémeno similar: “E interessante que a estabilidade de um sistema
e sua sensibilidade na troca da quantidade de dinheiro deva depender da existéncia de
uma variedade de opinioes sobre o que é incerto. O melhor seria conhecer o futuro. Mas,
se nao. caso queiramos controlar a atividade de wm sistema econdmico pela troca de
quantidades de dinheiro, é importante que as opinides difiram uma das outras. Assim,
esse método de controle é mais precario nos Estados Unidos, onde as pessoas tendem a
ter as mesmas opinides ao mesmo tempo, que na Inglaterra, onde as diferencas de opiniao

sao mais frequentes”.
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PARTE 2
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Capitulo 4

Mecanica Estatistica Generalizada

4.1 Introducao

O grande sucesso da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs(BG) e sua conexao
com a termodindmica, induz-nos {erradamente!) acreditar na sua precisao e universa-
lidade sobre todos os sistemas fisicos. Em quase nenhum dos livros fundamentais em
que aprendemos a mecanica estatistica existe alguma citacao sobre suas limitacoes ou
eventuais inadequagoes.

A mecanica estatistica de BG é essencialmente baseada na forma da entropia (S) igual
a —Y;p: In p; (maiores detalhes na proxima secéo). A aditividade (ou extensividade)
de S é uma regra fundamental para a sua adequacao a sistemas fisicos. Entretanto, a
extensividade nao é uma regra universal para todos os sistemas fisicos, nem a forma da

entropia de BG é tinica. Vejamos, por exemplo, as palavras de P. T. Landsberg em um
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trabalho sobre buracos negros(79]:

“The failure of some thermodynamic results, normally taken to be standard for black
hole and other noneztensive systems has recently been discussed. (...). If two identical
black holes are merged, the presence of long-range forces in the form of gravity leads to a
more complicated situation, and the merge black hole system one has to use 2M, 2J, 2Q)
and the relation between S,(2X) and Sy(X) has to be investigated. It can in fact be show
that Sy(X 4+ Xg) > So(Xa)+S5,(Xp). This means that entropy is “strictly superadditive”,
(...). In any case, any treatment of “normal” thermodynamics should rule out long-range
forces early on in the discussion. Anyone who wants to check carefully which parts of
thermodinamics may, or may not, be used when long-range forces play a part will find

little in the archival literature”.

Como este problema citado, existem muitos outros onde a mecanica estatistica de
BG nio se aplica satisfatoriamente. Sao exemplos, sistemas gravitacionais{80j, sistemas
magnéticos de longo-alcance(81], difusdo andmala[82], etc. Pode-se sumarizar como res-

tricoes basicas ao uso da mecanica estatistica de BG as seguintes condigoes:

e Forgas de curto alcance {ou auséncia de forgas).

e Processos com meméria de curto alcance (ex.: Markovianos).

s Espaco-tempo nao fractal.

Para sistemas fisicos que niao obedecem essas restri¢oes, muitas vezes as somas, ou
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integrais, que aparecemn nos calculos de quantidades termoestatisticas divergem. Con-
sequentemente, ficamos impossibilitados de fazer comparagoes com dados experimentais
(sempre finitos).

Destas consideracoes, torna-se clara a necessidade de uma extensao & estatistica de
BG, pois, vérios sistemas fisicos, onde nao se aplicam as restrigdes citadas acima, estao

impossibilitados de solugao por falta de uma teoria adequada.

4.2 Mecanica Estatistica Generalizada

A mecanica estatistica nos d4 uma ponte entre os comportamentos microscopico e
macroscépico de sistemas fisicos. A maximizacao da entropia baseada nas idéias de
Boltzmann fundamenta a mecanica estatistica e dd interpretacao probabilistica & entropia

termodinéamica. A mecanica estatistica de BG esta baseada na entropia usual

S = _kB Zpt in Pi. (41)

Onde p; representa a probabilidade de um certo estado microscépico estar ocupado. Usa-

mos a condicdo de normalizagdo das probabilidades

> opo=1 (4.2)

Uma possibilidade de explicar os sistemas onde néo se aplica a estatistica de BG é
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generalizar a entropia de BG que fundamenta a mecanica estatistica, para que possamos
englobar problemas com forgas de longo-alcance e com processos de longa-memoria.,

Uma grande classe de formas de entropia sao discutidas no campo da teoria de in-
formacao. contudo, o nosso interesse é a conexao com a fisica da natureza, portanto para
que a generalizacio possa ter um sentido fisico deve: (i) conter como caso particular a
Termoestat{stica usual: { ii) satisfazer uma conexdo consistente com uma termodinamica
generalizada; (iii) ser matematicamente coerente; (iv) provar ser util em aplicagées fisicas.

FEm 1988, C. Tsallis propos uma generalizagdo da entropia (2], inspirado nos multi-
fractais. que vem sendo estudada cada vez mais por um maior nimero de pesquisadores,
e tem mostrado satisfazer todas as condigoes de uma teoria que generaliza a mecanica
estatistica de BG.

O primeiro postulado do formalismo de Tsallis pode ser definido como:
Para um sistema com um nimero de estados microscopicos igual a W, com probabilidade
p; para i-6simo estado, que satisfaz a condigéo de normalizagio Y./ p; = 1, com p; > 0,

define-se a entropia como:

1 - i1(Pi)q

=k ‘
Sq q _ 1 1 (4 3)
ou em geral,
1 —Trp?
S, =k—— (4.4)
g—-1

onde g e k sao constantes reais e p corresponde ao operador densidade.

O segundo postulado consiste em definir o g-valor associado a uma medida experi-
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mental de um observavel O. cujo valor no estado ¢ é o0;. Seu valor associado é dado

por
. W
<0 >=) plo. (4.5)
=1
ou
<O >o="Ir 0. (4.6)

No caso do conjunto canonico. a energia interna é generalizada como

W
U, = Zp‘fei (4.7}

i=1

ouem geral {7, = Tr p?H = < H >, onde {¢;} corresponde ao espectro de energla, isto
é. o conjunto de autovalores do Hamiltoniano H.

Apesar do seu aspecto inusitado, o g-valor associado 4 medida nao viola a teoria de
probabilidades. Da Eq. 4.5 vemos que o g-valor esperado nada mais ¢ que o valor médio
usual de p?710. Isto é, uma média de um operador que depende de p, similar a entropia

de BGqueé S=—kp Tt plnp = —kp <lnp>.

4.2.1 Propriedades da Entropia de Tsallis

Seguindo, apresentaremos algumas das propriedades do novo formalismo.

1. A entropia generalizada é nao negativa, isto é, S, > 0 Vg e V{p; }.
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2. A entropia S, é concava sc ¢ > 0 e convexa se ¢ < 0. Lsta propriedade segue

diretamente da matriz Hesslana

?

(S, — A ;) = —gp¥ %6y, 4.8
dpz()pj Z p 2 ( )

que é claramente negativa para ¢ > { e positiva para ¢ < 0. Assim a entropia

generalizada é maximizavel para ¢ > 0 e minimizavel para g < 0.

. O limite g — 1 restitui a estatistica de BG. Vejamos: para ¢ proximo de 1, a
variavel p!”! também tem valores préximos de 1. Assim podemos aproximar a série
logaritmica com In pi™' ~ 1—pi ' ouainda. p! ' ~ 1- (g— 1)in p;. Portanto,

substituindo essa aproximacao em S,

1 - ppl" N kl - plt - (g - 1)inp]
g—1 g—1

S,

q

~k

e assim,
w

Sl = —k Zpt In Pi (410)
i=1
que é a expressao da entropia de BG. De 4.5 segue < O > = SV pio;. que repre-

senta a média estatistica usual. E facil ver que a constante &k pode ser identificada

como a constante de Boltzmann kp para g = 1.

. A entropia 5, é nao-extensiva.

Sejam dois sistemas 3, e 3, com probabilidades {pgl)} e {pgz)}, i=1,2,.. ., Wej=
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1,2,...,W%, respectivamente. Se Y_; e Y, sao independentes, isto ¢, pg?) = pgl)pg-g).

para {pg?)} do novo sistema formado pelos dois sistemas anteriores (3., 43 5).

entao:

Sq(Zl) SQ(ZZ)
k k

(4.11)

Su(Eu+ ) S0 | S g

k k k

(g — 1) é a medida da pseudo extensividade do sistema. A entropia ¢ extensiva
apenas para ¢ = 1. S,(3; +2.;) € menor (maior) que S;(3,) + S(X2)seq > 1

(g < 1).

. Os g valores esperados de um observavel O obedecem a seguinte lei de aditividade

(O) D+ g) = (0)4(32) + (0)a(20) + (1 = DUON(X0)Se (30) + (0)e (0)Sa (30

{(4.12)
ou ainda,
(G)q(Zl +33) _ <0>q(21) n (O>Q(Z2) (4.13)

T4+ (1 —g)Se (3 +322) L4 (1= @)5,(2) 1+ (1 )5 (Z2)

. O conjunto microcanonico tem equiprobabilidade.
Para provar isso, otimizaremos a entropia generalizada sob a condigao de preservar

a normalizacio das probabilidades. Introduzindo o parametro de Lagrange A, temos

0 q —1
0 o (S, Eﬁ i) 1P (4.14)
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portanto
1

pi = (M)— (4.15)

q

que independe de i. Impondo o vinculo. chegamos imediatamente que p; = 1 /1",

. A distribuig¢ao de probabilidades no conjunto canonico. fazendo a otimizagao de Sy

sob os vinculos SV p, = 1 e % pY¢; = U,. como no item anterior. é:
[ t i i-t g

B [1 - 13(1 _ q)fi]ll(l—q)
b = Zq

(4.16)

com

Zg=3"[1- 50— q)e;| 9. {4.17)

onde 3~ soma apenas os niveis ¢; que satisfazem | — 3(1 - gq)¢; > 0 (ou seja. p; > 0).

Em geral,
1 — B{1 — gYHIY/ (19
Z
com
Tril = 8(1 —g)HIY 9 se1—-pB(1—gyH > 0

0 €aso contrario.

. A estrutura das transformagoes de Legendre da termodinamica ¢ preservada para

todo g, para um observavel O arbitrario com medida <O>, [83].
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Em geral, podemos provar, definido os estados de energia ¢; que, se

W
Uq = prei (4.20)
i=1
temos
& 4,71
Uy = — o (——— 4.21
Identificando a energia livre como
F,=U,-TS, (4.22)
facilmente verificamos que
1,277-1
Fy= == (——). 4.2

Identificando o parametro de Lagrange § como o associado ao termostato, com
B = 1/kT, segue que

==L (4.24)

. Mostramos que as distribuicdes do tipo t de Student e do tipo r, bastante conhe-
cidas na teoria estatistica, podem ser obtidas otimizando a entropia generalizada,
para uma variavel continua, preservando a normalizacdo das probabilidades e o sen

segundo momento[84] (ver Apéndice).
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10. O teorema de Ehrenfest permanece invariante sob sua forma[85, 86].

& <0>, P o
o - i S [O,H] >, . (4.25)

Consequentemente, [O,H]=0 implica que < O >, é uma constante de movimento, e

também < O >,.

Atualmente tem sido grande o interesse pelas propriedades da estatistica generali-
zada e além das j4 apresentadas acima, podemos citar resultados que foram generali-
zados para um ¢ arbitrdrio: A equagao de Von Neumann (invariante na forma para
todo q)[86], equacoes de Langevin e Fokker-Plank [87], identidade de Callen|[88}, teorema
H de Boltzmann{89)], teorema de flutuagio-dissipacao[90], reciprocidade de Onsager[91],
incerteza quantica[92], possivel conexao com grupos quéanticos[93], principio de equipar-
ticao[94], dindmica de resposta linear{95] e muitos outros.

Seus efeitos tém sido ilustrados em modelos simples tais como a particula livre[96],
o modelo de Ising[97], precessio de Lamor(86], rotor rigido[98], dtomo de hidrogénio[99],

oscilador harmonico[100], gés ideal cldssico[101], condensacao de Bose-Einstein[102], etc.

4.2.2 Aplicagoes Fisicas

Como a generalizacao da entropia proposta por Tsallis implicou em uma generalizagao
da mecénica estatistica, faz-se necessario provar sua aplicabilidade a sistemas fisicos para
que se possa constatar sua utilidade fisica. Nos tltimos anos, muitos trabalhos foram feitos
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ao longo desta linha. O uso da estatistica com ¢ diferente da unidade tem apresentado
vantagens substancials para varios sistemas fisicos.

A primeira proposta de se tratar a estatistica de um sistema fisico com g # 1 foi feita
por Plastino e Plastino[103] aplicado a um modelo de sistema estelar (modelo com forgas
gravitacionais de longo-alcance). O modelo estudado[104] é conhecido por ter um resul-
tado nao fisico para a massa do sistema. dentro da estatistica de BG. A massa é infinita.
A aplicacao da estatistica generalizada leva a finitude da massa se g for suficientemente
diferente de 1 (g < 7/9).

A solugéo exata da equacao de Vlasov dependente do tempo, associada com o modelo
de 2 galaxias [105|. corresponde precisamente a ¢ = —1. O fato de ¢ = -1 é consistente

com a condicao da compatibilidade da gravitagao de Newton. em que a massa, energia e

entropia sao simultaneamente finitas, se g < -~ 5:%:?&72) [106], onde D é a dimensao
do sistema, e no caso de D = 3 temos ¢ < 7/9.

Ainda sob sistemas estelares, dados observacionais da distribuicao de velocidades pe-
culiares de agregados de galaxias foram ajustados pela distribuigdo que se origina da es-
tatitica generalizada[l07]. A concordancia fol otimizada para g &~ (.23. E recentemente,
um modelo cosmolégico fol apresentado com o uso da nova mecanica estatistica[108].

Boghosian[109] mostrou que a estatistica de Tsallis é capaz de explicar de maneira
natural, através da maximizacdo da entropia generalizada S, para ¢ = 1/2, os resulta-
dos para uma coluna de elétrons num plasma na fase de turbuléncia. Essa observacao

possibilita uma construgdo de uma descricao termodinamica para turbuléncia em duas

dimensoes.
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A fungdo de distribuigao apropriada para descrever o interior do plasma solar. expli-
cando a taxa reduzida de neutrinos solares, foi obtida a partir da mecanica estatistica
generalizada por Kaniadakis e outros(110}].

Liu e outros[111] tem mostrado, através de medidas experimentais, fortes evidéncias
da existéncia de distribuigoes de velocidades nao-Maxwellianas para elétrons num experi-
mento de plasma. Eles usaram satisfatoriamente uma distribuigao para ajustar os dados
da forma exp[—(v/vy,)™"] com m > 2. Nés{l12] discutimos a possibilidade de ajustar
os dados experimentais, tdo bem quanto a Ref. {111], com uma distribuigao do tipo
[1 = (1= g)(v/v,)2]1%1=9) com g e v, = Av,, fazendo o papel dos pardmetros de ajuste m
e Um. As duas formas funcionais sao idénticas a4 distribuicao normal no caso particular
m/2 =g = A= 1. A vantagem da nossa forma alternativa vem do fato dela emergir
naturalmente do formalismo da estatistica generalizada.

Finalmente, mencionamos que o presente formalismo tem sido usado com éxito em
aplicacoes de métodos de otimizagao {113, 114], possivel aplicacdo a sistemas biolégicos
auto-organizados{115], redes neurais{116], teoria de decisdo financeiral[ll7] e teoria de
probabilidades e informacao[118], entre outros.

A difusdo anomala é uma das areas que tem tido uma grande importancia na elucidagao
do formalismo da mecanica estatistica de Tsallis. Intensos estudos tém mostrado como o
uso do novo formalismo pode explicar varios dos fenomenos existentes na difusao anémala
que sao de dificil explicagéo pela mecanica estatistica usual de BG. Além do entendimento
dos processos que envolvem o novo formalismo terem crescido com a sua aplicagao a

difusido anémala.
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No préximo capitulo, apresentaremos uma proposta de aplicar a estatistica generali-
zada ao problema da difusao anémala com distribuigoes tipo Lévy[119] e apresentaremos
algumas consideragoes a cerca da vantagem do uso da estatistica com g # 1 neste sistema.
Na sequéncia, faremos uma proposta de experimento para que possa determinar g a partir

da difusdo andmala prevista experimentalmente em um tipo de miscelas|120].

85



Capitulo 5

Difusao Anémala do Tipo Lévy

5.1 Introducgao

Processos difusivos onde hd alteragdes no movimento Browniano classico, sao frequen-
temente chamados de anémalos, em oposicio a difusao baseada nos estudos realizados
por Einstein[16], que pela abrangéncia de aplicagoes praticas e solidez passou a chamar-se
de difusdo normal.

Ao contrario do claro entendimento em que se encontra a teoria da difusao normal, a
teoria da difusio andémala estéd dando os seus primeiros passos. Somente a poucos anos tem
se dado importancia a essa area de pesquisa, com o crescente aumento de pesquisadores
tedricos e experimentais em verificar as leis que regem seus eventos (82, 121].

Uma das diividas sobre esse tema é quais os mecanismos fisicos que invalidam a difusao
normal. Entretanto, pele nio entendimento da dinamica dos processos envolvidos, sao

frequentes hipéteses “ad doc” para explica-los.
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A fim de discutir esta questao, apresentaremos primeiro uma introducao sobre a difusao
normal, reproduzindo uma das mais elegantes maneiras de obtée-la, derivando-a através

da mecanica estatistica de BG.

5.1.1 Difusao Normal

Trataremos aqui ¢ modelo de caminhada aleatéria de uma particula num movimento
uni-dimensional. O caso geral em d-dimensoes tem tratamento semelhante.

Seja uma particula que, por consequéncia de suas interacoes e seu meio, dé N saltos
sucessivos (N=1, 2, 3, ...) ao longo de uma reta. Estes saltos sdo randdmicos e igualmente
distribuidos ao longo das duas direcoes, direita e esquerda, com lei de distribuigao igual
a p(z). Todos os saltos tém a mesma distribuigdo p(z), entretanto, a posi¢io de partida
de cada salto é igual a posi¢cao de chegada do salto anterior. Ou seja, o primeiro salto
tem distribuicao p(z) e parte do ponto x = 0, o segundo salto tem a mesma distribuigéo
p(z) mas relocaliza a posicao £ = 0 para o ponto atingido apés o primeiro salto, e
assim sucessivamente. Em outras palavras, o processo ¢ Marcoviano, tem curta memdria
microscopica, neste caso de apenas um salto.

Para ilustrar a obtenciao da difusio normal via mecanica estatistica, derivaremos a

distribuicao de um salto p(z) através da maximizacio da entropia de BG

S=—kn [ de p(z) inp(z) (5.1)
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impondo os vinculos

fdx p(z) =1 (5.2)

<z =< z? = foo dr 2% p(z) = o, (5.3)

onde ¢ & o comprimento caracteristico do problema. Sistemas onde o ¢ finito, sao ditos
de curta correlacao.
Aplicando o método de multiplicadores de Lagrange, onde introduziremos os parametros

o e 3, encontramos a seguinte equagao
0= Inp(z)+1+a+ 8z (5.4)
Segue imediatamente que a distribuigao otimizada é

1 2
— ——exp P®
p(x) = 7= exp (5.5)

COorn

Zy = fm exp 7% = \/;r_/ﬁ, (5.6)

-0

onde j4 eliminamos o parimetro o usando 5.5 na Eq. 5.2. Esta distribui¢io é conhecida
como Gaussiana ou normal e é reconhecidamente a mais importante das distribuigoes para

variaveis continuas.
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Substituindo p(z) da Eq. 5.5 na Eq. 5.3 encontramos de modo direto que

I ;
kT =b= 202 (5:7)

o/

Seguindo este formalismo, podemos encontrar uma funcao distribuicdo p(z) genérica

que otimiza a entropia a partir da Eq. 5.1 sob o vinculo da Eq. 5.2 e condigoes auxiliares

/Fi(x)p(z)dz e =1, (5.8)

Da mesma forma que o caso anterior, ao aplicar os multiplicadoes de lagrange ALy A,

teremos

Fp)= - / p(@)[In(p(z)) + As + XoFy + ... + NE]dz (5.9)

e portanto

p(z) = ezp[—(1 + A + Fo + ... + MF)] (5.10)

A distribuigdo dada pela Eq. 5.5 & restituida para o caso particular em que Fa=1x%e

F; =0se1#2.
Apé6s N saltos a distribuigdo serd dada pelo produto de convolugao das distribuigoes
de um salto, em virtude da posicao final ser a soma dos deslocamentos de cada salto.

Mais precisamente,

pi(z, N) = p(z) * p(z) = p(z) * ... xp(z) (N fatores) (5-11)
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onde * denota o produto de convolugao. A solugdo deste problema consiste da aplicagdo
do teorema do limite centrai[119]. £ ficil provar que a distribuicao Gaussiana (Eq. 5.5)

tem sua forma invariante sob convolugdo, e r escala com v N. Assim,

1 g 2
T, N) = —=p(z/VN) = | —exp = /N, 5.12
pi(z, N) \/Np( [VN) = exp (5.12)
Como consequéncia, < z? > (N) = N_gT. para N=1, 2, 3,.... Desde que NV = Dt, onde t é o
tempo e D! é o tempo caracteristico do problema, reobtivemos o resultado de Einstein
_ DkTt
Ressaltamos que se por alguma razao os saltos nao sao precisamente Gaussianos, mas

2 > finito,

de forma a pertencer a classe de distribui¢des de curto alcance, isto é, < z
entao, de acordo com o teorema do limite central, a Gaussiana corresponde a distribuigio

atratora no espaco das distribuicdes no limite N — oo. Portanto, no caso de sistemas

com curta memoria e com interacao de curto alcance, teremos

p(z, N) ~ VLI_VG(z/leZ; A%), N >>1, (5.13)

onde G(y; A%) é a distribuicio Gaussiana com segundo momento A® (preservado sob a
convolugao)[119].

Esta idéia simples apresenta o motivo da abrangéncia das aplicac¢Ses da difusao normal,
pois ela é garantida pelo teorema do limite central para sistemas microscépicos que tenham

meméria e interagao de curto alcance, uma vez que a distribuigao Normal (Gaussiana) é
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a atratora do espaco das distribuigoes.

5.1.2 Limites da Difusao Normal

E facil ver da Eq. 5.8 que a condigdo para encontrar uma distribui¢io p(x) como sendo
uma exponencial de um polinomio de grau ! é escolher F; = risei<le Fy=0sei>l

Entretanto, nao necessariamente < r > e < r? > de p(r) sdo finitos. Por exemplo,
podemos supor que p(x) decresce para largos valores de z com z~¢H# (4 > 0). Assim,
na situagao em que & > 2, < x? > é finito e de acordo com o teorema do limite central
terernos uma difusao normal. Mas, no caso de 1 < pu < 2, temos < 2 > infinito! (Nao
teremos uma difusao normal).

Esta consideracao é uma questao classica da teoria de probabilidades e foi respondida
por Lévy e Khintchine[119], que baseados na estabilidade das distribui¢oes sob convolugdes
apresentaram um teorema do limite central generalizado que engloba as chamadas dis-
tribui¢des “largas”[119] onde < z? > diverge.

As novas distribuigoes limites sao chamadas de distribuigoes de Lévy e sao caracteri-

zadas pelas suas fungoes caracteristicas {(transformada de Fourier de p(x)) dadas por

F(K,t) — e F" (5.14)

com p(z) = z~U+#) para largos valores de =, onde 7 = pse p < 2ouy = 2 se pu > 2.

Vamos mencionar alguns exemplos da distribuicao de Lévy na fisica, além dos muitos
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discutidos na ref. [82, 121]. Estas distribuicdes téem sido usadas para difusdo em bilhares,
mapas cadticos e difusio de sistemas turbulentos[122, 123]. observagoes experimentalis
das distribuicoes de Lévy na difusdo de certas moléculas anfifilicas dissolvidas em agua
salgada[120], na analise de medidas de batidas do coragdo [124] e transporte cadtico em
fuxo de um fuido laminal de uma mistura de agua-glicerol [123].

Além dos sistemnas fisicos citados, temos um enorme nimero de exemplos que levam
a distribuicdes estatisticas com leis de poténcias. Entretanto, as diversas ferramentas
tedricas que tém sido usadas, aplicadas a tais sistemas, nao resolveram muitos dos pro-
blemas encontrados.

Distribuicdes com leis de poténcia para largos valores de x tal que p(r) = Ar™X nao
podem ser encontradas via maximizacao da entropia de BG a menos que tenhamos, por
exemplo, um mimero infinito de condi¢des sob 08 momentos. Contudo isso nao é possivel
pois essas distribui¢oes nao convergem para altos momentos(82].

Neste ponto podemos fazer dois tipos de andlises para que possamos encontrar dis-
tribuigdes tipo leis de poténcia (Iévy) dentro do formalismo de maximizagao da entropia.
Uma primeira possibilidade é encontrar vinculos Fi(z) nao triviais. Este ponto de vista
foi bastante explorado por um grupo de fisicos (por exemplo E. Montroll, M. Shlessinger
[82]}. Mas, mesmo entre eles ndo ha consenso sobre como explicar, a néo ser “ad hoc”, os
fatores de escolha.

Outro ponto de vista, que serd abordado neste trabalho, ¢ utilizar o formalismo de
otimizacao da entropia com vinculos nos primeiros momentos utilizando a entropia gene-

ralizada de Tsallis.
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5.2 Superdifusao Andémala de Lévy Uni-Dimensional

Counsistentemente com a Eq. 4.3 podemos definir

1~ [T dlz/o)[op(a)]?
qg—1

S,lpl = & (geR) (5.15)

obedecendo o vinculo dado pela E¢. 5.2 e pelo vinculo suplementar
<a?>,= / d(z/o) 2% [op(z)]? = o (5.16)

onde ¢ é um comprimento caracteristico de valor finito. Agora. introduzindo os parametzos

de Lagrange, obteremos a solugao otimizada para p,(x) como sendo

81 — g)z? |-
pa(z) = L= Zf) ] (5.17)

onde

Z, = /_w dz[1 — B(1 — )29, (5.18)

Observamos que lim,_,,:q pg(2) reproduz Eq. 5.5, e que o vinculo da normalizacao de
Py(x) s6 é satisfeito para o intervalo ¢ € [—o0,3). Fazendo o caleulo explicito para Z;, no

intervalo 1 < ¢ < 3, obtemos

s

~ [Ba-1n TGH) 1 .
Pa(x) = (- — O [1+ B(g — 1)x?]H/ @1 (5.19)

q—
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e para o intervalo —oo < g < 1,

B - (g +3) , 211/(1-g)
YRR 21 - B(1 = g)2? ]V x| <
pa(z) = H VR (5.20)

0 otherwise.

Na Fig. 5.1 ilustramos essas distribuigées. Como ja observamos no capitulo anterior, elas
sio equivalentes as distribuiges t-Student para 1 < ¢ < 3, e r-Student para —oo < ¢ < L.

Substituindo p,(z) na Fq. 5.16 encontramos que 1/kT = 8= A,/ o?, onde

L P/ se 1< a <3

se q=1; (5.21)

% ,/ F(l ]2(q D/3-0) ga —o0o<q<l.

(&L

Célculos diretos mostram que
A, =kTA, (5.22)

COIIL

H .
5-3q se #OOSQSS/:L

Ag= (5.23)
oo se 5/3<q<3

comme também

<x? >, (1) = [ dlz/o) 7 lop(a)}t = -}),-Aq — kTA,. (5.24)
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1.0 I l

p,(x)/8"?

0.0 ]
—4 -2 04592 4
g x

Figura 5.1: Distribuicdes com d=1 (p,(x)/B"/?) versus (3'/% 1) para valores tipicos de
q (q=1: Gauss; q=2: Lorentz; ¢ = --oo: distribuicao delta de Dirac). Figura interna:
Valores de p,(0)/5'/? como fungio de q.

E importante comentar que esta definicdo difere da Eq. (16) da referéncia {18], na
qual < 12 >,= [dzr 1% [py(z)]? = ¢> % Em {18] ¢ ndo estd definido em unidades de
comprimento (x), o que acarreta em resultados diferentes quanto a relagio de < z? >q €
T.

Verificamos facilmente que A; = A; = 1/2 (mostrados na Fig. 5.2). Podemos ver que
< z% >, é finito apenas para —oo < ¢ < 5/3, e diverge nos outros casos, enquanto que
< z? >, é finito no intervalo 5/3 < ¢ < 3.

Observemos que o caso ¢ = 2 correspondente a distribui¢do de Lorentz (ou Cauchy)
p2(z) = (VB/7)(1 + Bz*)~!; onde,< £? >1x f5° dz z? (1 + Bz®)~! diverge, enquanto que
< 1% > [{Pdr 2% (1 + Bx?)"2 é finito. Em outras palavras, acabamos de mostrar que

a termoestatistica de BG (¢ = 1) ndo pode derivar a distribuicao de Lorentz com base no

95



1
1
]
1
i
1
1
]
1
1
1
1
1
t
1
1
b
1
'
t
1
]
1
1
]
]
1
1
1
1
1
'
1
1
1
b
b
[}
t
1
L)
1
1
]
1
1
1
1
L]
1
i
1
1

[

1:8 2 2:2 2:1. 2:6 z:s i q
Figura 5.2: Dependéncia em q para A, com 5/3 < ¢ < 3. A, tem valor minimo para
q==2.3199 correspondente a A,=0.88954.

formalismo variacional da entropia usando a priori vinculos simples (tal como < z* >,

finito), enquanto que para o uso do formalismo apresentado acima para ¢ # 1 pode!
Para finalizar o problema de apenas um salto[126], apresentamos a transformada de

Fourier F,(x) da distribuicao p,(z). Através do “software” MATHEMATICA [127] encon-

tramos uma expressao analitica para F,(x) em termos da funcio modificada de Bessel[119].

Aglxl?

Seu comportamento no limite k = 0 é F (k) ~ exp , COm

2 se —o0<q<5b/3;
v = (5.25)

%’f-‘f se 5/3<q<3

e se —oo < q< 5/3;
A _ 6(3 q)
q

C((g=3)/2(g—1)) —(3— -
_r((a_q)/z(q—1))[4(q — 1) (8-0)/2(q-1) seb/3 < q<3

(5.26)

com A =1 (ver figura 5.2 [128]).
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Figura 5.3: Dependéncia de q com d = 1 para vérios valores de z2. Af =A, =0<
z? >; (N) (linha cheia; G representa Gauss); B, = < z? >, (1) (B1 = 1/2, By = 1/2x
e By atinge seu valor maximo 0.6713 para ¢ =~ —0.21); C7 = limy oo B/(NEF <
22 >, (N); AL = Dy = limyooo B/(N)*! < 2% >4 (N) (linha tracejada; L representa
Lévy). Ambos AT e Al divergem em ¢ = 5/3. Alguns pontos tipicos também sio
indicados: B/(2)¥? < z? > (2) para ¢ = 0; B/(2)°* < 2? >y (2) para g = 1/2
BI(20/10 < 2% >¢5 (2) para ¢ = 6/5; B/(2)** < 22 >33 (2), B/(3)Y* < 22 >33 (3) e
BI(4)¥* < x? >3y (4) para g = 3/2; B/(2)*/* < 22 >3 (2) e B/(3)2% < 22 >3 (3) para
g = 5/3; B/(2)*° < 52 >q/5 (2) para g = 9/5; 5/(2)%/%) < z2 >,y/5 (2) para ¢ = 11/5.
Observemos que (B/N) < 22 >, (N) = 1/2e (B/N) < % >, (N) = 1/2r para todos
valores de N, e também que (8/N) < z? >, (N) diverge para ¢ > 5/3 para todos valores
de N e que limy_,o B/(N)%" < 2? >, (N) diverge para g < 0.
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Discutiremos agora o problema de N-saltos. A distribuicao é dada por
Py(x, N) = py(z) * py(z) * ... ¥ pg(z) (N fatores) (5.27)

Para os casos ¢ = 1 (distribuicao Gaussiana) e ¢ = 2 (distribui¢do Lorentziana) o
resultado é trivial, pois as distribui¢ées sao invariantes na forma sob convolucao. Para
¢ =1, py(z, N) é dado pela Eq. 5.13. Para g = 2, temos

B_N

p?(x: N) = _Tr"HNg T fz2 (528)

e z escala com V.

Se ¢ # 1, 2, o resultado para p,(x, N) é nao trivial para um N arbitrario. Contudo, o
regime assintético N >> 1 pode ser analisado através dos teoremas do limite.

Para q < 5/3, < % >, é finito e portanto aplicamos teorema do limite central Este
caso ja fol discutido acima e encontramos que a distribuicdao assintética é a Gaussiana,
dada pela Eq. 5.13.

Veé-se diretamente que

<z’> (N) = _[_o:o d(z/c) ©° [opy(z, N} (5.29)

~ & [ dy i (G = DETN

onde DS =1/(5 — 3q).

Agora, no intervalo 5/3 < ¢ < 3, < z2 >, diverge, entao deveremos aplicar o teore-
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ma geral do limite central [119]. Como jd apresentamos na se¢do anterior, neste caso a
distribuigdo atratora é a distribuicdo de Lévy L,(y) ao invés da Gaussiana.
Como o comportamento a longas-distancias de p,(z) é dado por 1/|z|¥(9" 1) segue que

no limite N — oo

e V) ~ L (BN ) (313 < < 3) (5.3)

onde identificamos os expoentes 2/(¢ — 1) = 1 4+, e assim y = %:—%, como visto na Eq.
5.25.
Na Fig. 5.2(a) mostramos um diagrama esquemdtico das regides encontradas.

Vamos nos ater ao estudo de < z* >, (N) para que possamos entender melhor o

problema de difusio anomala. Da Fig 5.2 e pelas Egs. 5.25 e 5.30 podemos ver no caso

de N >> 1 que:
(I) g < 5/3
<e > (V) = [ dwfo) & lopla N)I | (5.31)
NB-0/2 " poo
Bz f_ _dy " [Go(v)]! = CFRT N

com (ver Fig. 5.2)
3—

8(q) =5+ (~o0<g<5/3) (5.32)
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Figura 5.4: Dependéncia em q para d = 1 de: (a) v (z escala como N9 para N >> 1);
(b) 6 (< 22 >, x TN para N >> 1; 5(q) é igual a (3-q)/2 se ¢ < 5/3 e igual a
(g — 1) para g > 5/3; ¢* representa o atrator que é igual a 1 se ¢ <5/3 e g se ¢ > 5/3).
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e com (ver Fig. 5.1)

oo if —oo<g<;
CS — (5.33)

1 -
2m)9-1g3(5—3¢)3—1
o if 0<q<5/3

Para o caso particular de ¢ = 0, provamos facilmente que a resposta exata é dada por

93N-2

2 .

(N=1,2,..) (5.34)

(II) g > 5/3
Esta é uma situa¢do mais complexa pois o atrator das distribuigoes nao é mais uma

(Gaussiana, e sim uma distribuigao de Lévy. Da Eq. 5.30 encontramos:

<a?>, ) = [* dlefo) s fopfe M)

NG=a}/d@} oo
e f_ _dy g’ [y W)l
= DLErN'@ (5.35)
com (ver Fig. 5.2(b))
@)= —g 1 (5/3<q<3) (5.36)
~ () 7= ’

onde a expressao analitica de D{’;“ nao foi possivel calcular. Fizemos um estudo numérico

do intervalo ¢ € [5/3, 3] e nossos resultados estdo apresentados na Fig. 5.2; para os casos
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-4 -2 2 & pry -1 2 ry
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q=1.8 q=2
P b
A \
- =) 0  —
1
: q=2.2
»
- -2 o 2 4

Figura 5.5: p,(z, N} para casos tipicos. Linhas cheias representdo o caso N=1, e linhas
tracejadas representam o caso N — 00.

particulares ¢ = 5/3 encontramos D,‘f'/3 = oo, ¢ = 2 encontramos Dy = 1/2 e parag =3
encontramos D = 0. O caso ¢ = 3 apresenta uma natureza “balistica” em decorréncia
de 6(3) = 2 (isto &, < 2 >3 (N) x N?).

Nas figuras 5.2 e 5.6 mostramos um exemplo da evolugdo para o seu atrator de uma

distribuigio p,(z, V).
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Figura 5.6: Reescala de N para p,(z, N) com q=3/2: pas2(B*z, 1)/6Y? = ﬂ?}ﬁmﬁlﬁ'ﬁ,

2 . _
21215 (Y2, 2) / B' 2= %(-f%i—ﬁf%s, limy—ooNY? papa(B22, N)[B? = Hp e b (para
todos os valores de g < 5/3, a reescala da largura < z° >, é preservada com o aumento
de N; os pontos foram obtidos através de simulacao computacional para N=100}.
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5.3 Superdifusao Andémala de Lévy d-Dimensional

A extensdo do estudo para o caso d-dimensional seguird essencialmente o casod = 1
tratado na secao anterior. Observamos que analisaremos aqui apenas o problema iso-

trépico. Consideremos o entropia generalizada

_1- Qa J5° d(r/o)(r/o)* Mo 'p(r)]! (geR) {5.37)

Sylp] 7—1

onde Qy é a hipersuperficie esférica unitdria em d dimensées (; = 2,82 = 2m, {23 = 47).
O primeiro vinculo é:

4 '/Ooo dr 41 p(r) = (5.38)

e 0 segundo

<1? >=y /000 d{r/e) (r/a)* ! 2 [o%(r)]? = o (5.39)
Fazendo a otimizacao temos

— B(1 — g\ 2V (-
pylr) = LB zj) ] (5.40)

onde

Zo= Q[ dr et (L= B(L— r? 00, (5.41)

O comportamento a longas distancias para p,(r) é dado por 1/7%/(1=1 (g > 1). Portanto,

podemos concluir que o vinculo da Eq. 5.38 é satisfeito na seguinte condicao : ¢ < gnez =
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(2 + d)/d. Também, temos que < r? > é finito no intervalo ¢ < ¢. = (4 +d)/(2 +d)
e diverge para ¢ > ¢.. Semelhante ao caso d = 1, para ¢ > ¢., identificamos 1 /T‘J_E—l
com 1/7%+7, que é o comportamento a longas-distancias da distribuicao de Lévy, portanto
2/(g — 1) = d + ~. Finalizando, se considerarmos N-saltos com N >> 1, o atrator
¢ uma Gaussiana se —co0 < ¢ < g. e uma distribuigdo de Lévy se ¢ < ¢ < Gmas;
consequentemente, a Eq. 5.25 é generalizada para

2 se — 00X q< (e = 5igs

y= (5.42)

2 — 2
F—d ose o < q< Gma = 55

[«

como podemos ver representada na Fig. 5.3.
O caso particular correspondente a distribuido de Lorentz é encontrado para v = 1,

deste modo g, = (3 + d)/(1 + d)-

5.4 Uma Proposta Experimental

Como j4 nos referimos anteriormente, a proposta de uma nova mecanica estatistica deve
poder ser testada experimentalmente, e neste caso, a mecanica estatistica generalizada por
Tsallis, onde nos baseamos para analisar a difusdo anoémala, e onde a mecanica estatistica
de BG nao se aplica, deve ser checada experimentalmente. A partir das consideragoes
tedricas apresentadas, apresentareimnos a seguir uma proposta de experimento.

Seja um parametro externo s de um dado sistema fisico que regulara o regime de

difusio entre a normal e a superdifusdo de Lévy. Por exemplo, na referéncia [120], os
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Flgura 5.7: (q,d

}-Dependéncia de : (a) y versus q para valores tipicos de d; (b) v versus

Q= —ﬁﬂl + ——Qﬁlq (observar que no limite d — oo temos y = 3 —Q para Q > 1);
Q=2 1mphca que v = d/(1 + d); (¢) d-dependéncia de gmaz, gz € Gc
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autores apresentam um experimento com miscelas onde podemos ver estes regimes. Neste
caso s poderia ser a concentracao de CTBA (ver Ref. [120]). Vamos considerar que
para § abaixo (acima) de um valor critico s. o regime é uma distribuicao Gaussiana
(Lévy). Consideraremos a possibilidade de fazermos medidas experimentais do movimento
das miscelas durante um longo periodo de tempo ( esta situacao esta descrita na ref.
[120]). Apos este periodo, faz-se-a um histograma para obter a lei de probabilidades para
ps(z, N). Entao, representando os dados através de um grafico, obtem-se uma relagio
NV S)p (x, N) versus /N'76). Finalmente, a fungao v(s) pode ser obtida através de
um ajuste dos dados.

Assim, espera-se que ¥ = 2 para todos os valores de s < s, e que 7y deva decrescer
abaixo de 2 com o crescimento de s acima s.. A relagdo ¢* = (3+~(s)) /(1 +v(s)), ou sua
analoga para d > 1, ir4 mostrar ¢*(s). Esperamos que a constante de difusdo DY associada
com < z? > (N) seja divergente no limite s — s, — 0, e que a constante de difusao D}
associada com < z? >, (N) seja divergente no limite s — s, + 0. Se nao existir nenhuma
correlacao entre sucessivos saltos, os expoentes criticos associados as divergéncias devem
ser 1 e 2/3, respectivamente. Naturalmente, a existéncia de correlagées podera modificar

os valores destes expoentes.

5.5 Conclusoes

Demostramos neste capitulo que a aplicagao da mecanica estatistica generalizada ao
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estudo da difusdo, possibilita-nos unificar, dentro de um mesmo quadro, as difusdes normal
e anomala tipo Lévy.

Ao otimizar a entropia generalizada com a distribuicao de saltos de uma particula
(mantendo vinculada a mormalizagao da distribui¢do e o seu momento), encontramos
para o caso uni-dimensional: (i) —oo < ¢ < 5/3 implica em saltos de curto alcance (assim
¥(g) = 2 e < 2% >y T é finito); (ii) 5/3 < ¢ < 3 implica em saltos de longo alcance
(assim, Y(g) = (3 ~ ¢)/(q — 1), < z* >y diverge, mas < z* >, T' é finito).

O problema de muitos saltos, em outras palavras, a difusdo macroscépica (N — oo,
portanto ¢ — oc), é robusta e determinada pelo teorema do limite central generalizado.
(i) para —oo < ¢ < 5/3, o atrator no espago das distribuigbes é a Gaussiana, z escala
como VN ,elimy o 5"'2%&)- o T & finito e aumenta monotonamente entre zero ¢ infinito
quando q cresce de —oo até 5/3; (ii) para 5/3 < ¢ < 3, o atrator é a distribuicao de Lévy
L.(y), x escala como N 149 e limy—oo %{r(g—) o< T ¢é finito e decresce monotonamente
de infinito & zero quando g cresce de 5/3 até 3 (ver figura 5.5).

Este fato mostra uma analogia com as transi¢des de fases onde, por exemplo, a sus-
ceptibilidade diverge num certo ponto critico (em ambos os lados).

Aqui, a quantidade limy_, 5—;%5(%51 (¢* refere-se ao atrator, ie., ¢* = 1 quando é
uma distribuicio Gaussiana, e ¢ = q* quando é uma distribui¢io de Lévy ) apresenta exata-
mente 0 mesmo comportamento como fungio de g € [—oc, 3}, ocorrendo uma divergéncia
no “ponto critico” ¢ = 5/3 (onde a média < z2 >; de um salto simples diverge).

Concluimos observando que a aplicacdo da estatistica generalizada 4 processos difusi-

vos anémalos tem sido bastante explorada, onde podemos citar os tabalhos realizados por
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ceercecemmneeaemee==bo s

Figura 5.8: Coeficientes de difusao Df e D‘f‘ para —1 < g < 3. Para g — % + 0 temos
Dé’ ~ 0.1211(q — %)“2/3. Para ¢ — g — 0 temos Dg" ~ %(% —q) L

Alemany e Zanette[126, 129] sobre a difusdo andmala com distribuicGes de Lévy e o tra-
balho de Tsallis e Bukman[130] que resolvem exatamente uma equagao de Fokker-Plank

nao-linear baseados na forma da entropia generalizada.
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Conclusao

Em resumo, concluimos no nosso trabalho que:

A aplicagdo do modelo de Hubbard ao fulereno sugere a tendéncia de encontrarmos
ferromagnetismo em fulerenos dopados com agentes que produzem forte interacao efetiva
elétron-elétron. A presentamos nossa conjectura sobre o comportamento magnético do
fulereno como funcao da concentragao de elétrons para o limite de forte acoplamento
eletrémico.

No modelo aplicado 4 biologia exploramos as propriedades estatisticas encontradas
nas diferentes regioes dos acidos nucléicos e mostramos que a formacao de lagos nas
sequéncias de nucleotideos favorecem a interagao entre nucleotideos distantes, promovendo
a correlagao de longo-alcance.

No modelo aplicado & economia apresentamos resultados quantitativos que demons-
tram o efeito estabilizante da variedade de opinides no mercado de agoes.

Com a aplicacao da mecénica estatistica generalizada ao estudo da difuséo, unificamos
dentro de um mesmo quadro, as difusoes normal e tipo Lévy. Apresentamos uma proposta

experimental a partir das consideragdes tedricas apresentadas, fazendo uma analogia com
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as transigoes de fases.

Como comentario final. possiveis extensoes do nosso trabalho seriam:

i) Noestudo da estrutura eletronica do fulereno através do modelo de Hubbard estender
os resultados numeéricos via diagonalizagao direta para diferentes ntimeros de elétros. tanto
quanto possivel, e utilizar métodos pertubativos, verificando nossa conjectura sobre o
magnetismo deste sistema

i1} Para sequéncias de nucleotideos explorar no modelo outros fatores responsaveis
possivelmente pela correlagdo de longo-alcance, como, por exemplo, as mutagdes, e suas
consequéncias em termos de evolugao biologica.

i) Para o mercado de acoes mencionamos que o presente modelo simplificado pode
ser naturalmente estendido a modelos mais realistas ao longo das seguintes linhas: a) O
termo do tipo @ﬁ E?;ipj; pode ser generalizado para ;\71_—1 Ef;i Bijpii (analogamente
para o termo v }; b) Possibilitar a cada corretor, comprar agoes, vender agoes. € nao vender
nem comprar agoes; ¢) A populagao de cada tipo de corretor formados por, digamos, dois
constituintes, por exemplo, corretores “informatas” e “humanos”.

iv) Na difusao generalizada sera interessante estudar a sua conecgao com generalizagoes

da equacao de Fokker-Plank com derivadas fracionarias, e relacionar os saltos com a

possive] estrutura fractal do espaco-tempo destes sistemas.
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Apéndice A

Distribuicoes t de Student e r

Ao optimizar Sy[p] com os vinculos dados pelas Eq. 5.2 € 5.16, concluimos diretamente

que
=80 - g
P = Tl B e

Analisemos separadamente os casos g > 1 e g < 1.

g > 1

A Eq. Al torna-se

14 Blg- e
P = 5 g+ Bl - e

- [Blg—1) T() 1
B \/TF( L —3) [1 + B(g — 1)x2]t/e-D (1<g<3)

q—

(relembramos que p(z) nao é normalizada se ¢ > 3).
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Introduzindo a relacao:

obtemos

_ 28 (i) 1
(=) =\ T 0(Z) 1+ 225 (A-4)

T, (A.5)

Agora, definindo

obtemos

1 (A6
TV T (14 £ ©)

que é precisamente a distribuicio ¢ de Student com m graus de liberdade (ver Ref. [131]).

No limite ¢ — 1 (i.e., m — 00), encontramos a distribuicao Gaussiana.

g <1:

A Eq. A.l torna-se

[1— B(1 - g)a?)H/ti9

p(:ﬂ) o =
f—l/l/j;(;%dx[l - B(1 — q)z? /(-9
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3
f; [t =B =z (—o0<g <), (A7)

Esta distribuicdo é nula para valores de |z] > [3(L — ¢)] 7Y/

Se introduzirmos

e — (4 < n < oo) (A.8)
temos
plz) = ,{W(f‘j_ n EE;;“ R (A9)
Agora, definindo
;= n2f4x , (A.10)

obtemos

- 5

1 I(*3)

= = (- A (< 1), (A.11)

que é precisamente a distribui¢do r com n-2 graus de liberdade (ver Ref. [131]). No
limite ¢ — 1 (i.e., n — 00}, encontramos novamente a distribuicio Gaussiana. No limite

q ~ —o0 (i.e., n — 4), obtemos a distribuigdo delta-de-Dirac.

114



Referéncias

(1] L.D.Landau and E.M.Lifshitz. “Statistical Physics”. Addison-Wesley, Reading

Mass., 1969.
[2] C. Tsallis. J. Stat. Phys. 52. 479(1988).

[3] D. C. Mattis. The theory of magnetism I: statics and dynamics (Spring-Verlag.

Berlin. 1981).

] A. M. C. de Souza, C. Tsallis and A. M. Mariz, Phys. Rev. B 47, 11940(1993).
5] A. M. C. de Souza, Phys. Rev. B 48, 3744(1993).

6] A. M. Mariz, A. M. C. de Souza and C. Tsallis, J. Phys. A 26, L1007(1993).

[7] J. Hubbard, Proc. R. Soc London Ser. A 276, 238(1963): algumas generalizagées
podem ser encontradas em: S. A .Cannas, F. A. Tamarit and C. Tsallis, Solid State
Commun. 78, 685(1991); Phys. Rev. B 45, 10496(1992); S. Cannas and C. Tsallis,

7. Phys. 89, 195(1992).

[8] A. M. C. de Souza, Study of the electronic structure in fullerenes, preprint (1996).



@] A. M. C. de Souza. Phys. Rev. B 51. 1315(1995).

{10] L. C. Q. Vilar and A. M. C. de Souza. Physica A 84. 211(1994): A, M. C. de Souza

and C. Tsallis. Dynamics of files. em redagao.
[11] C. Tsallis, F. Tamarit and A. M. C. de Souza, Phys. Rev. E 48. 1554(1993).
{12] C. Anteneodo and A. M. C. de Souza. J. Phys. A. 29 6151(1996).
(13] A. M C. de Souza and C. Anteneodo, Biophys. J. 69, 1708(1995).

[14] C. K. Peng, S. V. Buldyrev, A. L. Goldberg. S. Havlin. F. Sciortino. M. Simons and

H. E. Stanley, Nature 356. 168(1992).

[15] C. Tsallis. A. M. C. de Souza and E. M. F. Curado, Chaos. Solitons and Fractals.

6. 561(1995).

{16] A. Einstein, Ann. Phvs. 17, 549(1905), 33, 1275(1910). and “Investigations on the

Theory of Brownian Movement™ (Methuen and Co. London, 1926).

[17) C. Tsallis, S. V. F. Levy, A. M. C. de Souza. and R. Maynard, Phys. Rev. Lett. 75,

3589(1995); errata, a ser publicada.

[18] C. Tsallis, A. M. C. de Souza and R. Maynard, Derivation of Lévy-type anomalous
superdiffusion from generalized Statistical mechanics, in Lévy flights and related
topics in Physics, eds. M. F. Shlesinger. G. M. Zaslavsky and U. Frisch (Springer,

Berlin, 1995), p. 269.

116



[19] T. Moriva. Flectron correlation and magnetism in narrow-band systems (Spring-

Verlag. Berlin, 1981).

[20] C. P. Enz. A course on many-body theory applied to solid-state physics (World Sci-

entific. 1992).
[21] P. Langevin, J. Phys. (France) 4. 678 (1905).
22] P. Weiss, J. Phys. (France) 6, 661(1907).
23] W. Heisenberg, Z. Phys. 49, 619(1928).
[24] E. Ising. Z. Phys. 31. 253(1925).
125] L. Onsager. Phys. Rev. 65. 117(1944).
[26] E. C. Stoner. Proc. Roy. Soc. A154. 656(1936): A165. 372(1938).
[27] J. C. Slater, Phys. Rev. 49, 537, 931(1936).
28] F. Bloch, Z. Phys. 57. 545(1929).
[201 J. H. Van Vleck, Rev. Modern Phys. 25, 220{1953).
[30] P. W. Anderson, Phys. Rev. 124. 41(1961).
31] Y. Nagaoka, Phys. Rev. 147, 392(1966).
[32] B. S. Shastry, H. R. Krishnamurthy and P. W. Anderson. Phys. Rev. B 41,

2375(1990).

117



[33] M. Takahashi. J. Phys. Soc. Jpn 51. 3475(1982).

[34] P. W. Anderson. Science 235. 1196(1987): F. C. Zhang and T. M. Rice. Phys. Rev.

B 37. 3759(1988).

[35} C. 1. Ivanov, G. Olbrich, H. Barentzen and O. E. Polansky, Phvs. Rev. B 36.

8712(1987).

[36] H. W. Kroto, J. R, Heath. S. C. O'Brien, R. F. Curl and R. E. Smalley. Nature

318, 162(1985).

[37] H. W. Kratschmer, L. D. Lamb, K. Fostiropoulos and D. R. Huffman, Nature 347.

354(1990).

[38] Para obter os ultimos artigos sobre fulerenos mande um e-mail com a mensagem

‘subscribe’ para bucky@soll.Irsm.upenn.edu.

[39] A. F. Hebard et al., Nature 350, 600(1990); M. J. Rosseinsky et al.. Phys. Rev.

Lett. 66, 2830(1991).
[40] R. C. Haddon. Nature 367, 214(1994).
[41] S. Chakravarty, M. P. Gelfand and 5. Kivelson, Science 254, 970(1991).

[42] A.J. Stone and D. J. Wales, Chemical Phys. Lett. 128, 501 (1986); E. Manousakis.

Physical Review B 44, 10991(1991): S. Samuel, Int. J. Mod. Phys. B 7, 3877(1993).

[43] R. T. Scalettar. A. Moreo. E. Dagotto. L. Bergomi, T. Jolicoeur and H. Monien,
Phys. Rev B 47, 12316(1993).

118



[44] N. Kurita. K. Kobavashi. H. Kumahora. K. Tago. and K. Ozawa. Chem. Phys.
Lett. 188, 181 (1992); Y. Lin. and F. Nori, Electronic structure of single- and

multiple-shell carbon fullerenes’. preprint 1993.

[45] D. Coffey and S. A. Trugman. Phys. Rev. Lett. 69, 176 {1992).

[46] M. W. Long, and R. Fehrenbaihr. J. Phys..Cond. Mat. 2, 10343 (1990).
[47) C. Mei, and L. Chen, Z. Phys. B 72. 429 (1988).

[48] N. F. Mott, Proc. Phys. Soc. {London) A62, 416(1949); Metal-isolator transitions

(Tavlor and Francis, London, 1974).
[49] F. C. Zhang. M. Ogata. and T. M. Rice, Phys. Rev. Lett. 67, 3452 (1991).

[50] U.Bernstein and P.Pincus. Phys. Rev. B 10, 3626(1974). R. A. T. de Lima and C.

Tsallis, Solid State Commun. 40, 155(1981).
[51] P.-M. Allemand et al., Science 253, 301(1991).

[32] B. John and K. R. Lewis, Hierarquia Cromossémica. tradugao de A. M. V. Morgante

e L. C. G. Simoes, Editora da USP, 1979,

[33] S. V. Buldyrev, A. L. Goldberger, S. Havlin, C. -K. Peng, M. Simons and H. E.

Stanley, Phys. Rev. E 47, 4514-4523 (1993).

[54] E. C. Uberbacher and R. J. Mural, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 88, 11261-11265

(1991).



[35] W. Li and K. Kaneko, Europhys. Lett. 17. 635-660 (1992).

(56] R. F. Voss. Phys. Rev. Lett. 68, 3805-3808 (1992).

[37] C. L. Berthelsen, J. A. Glazier and M. H. Skolnick. Phys. Rev. A 45. 8902(1992).
[58] S. Nee, Nature 357, 450 (1992).

[39] V. V. Prabhu and J. -M. Claverle, Nature 359, 782 (1992).

[60}] C. A. Chatzidimitrion-Dreismann and D. Larhammar, Nature 361, 212 (1993).

[61) C. -K. Peng. S. V. Buldsrev, A. L. Goldberger, S. Havlin. M. Simons and H. E.

Stanley, Phys. Rev. E 47, 3730-3733 (1993).

162] S. M. Ossadnik. S. V. Buldyrev. A L. Goldberger, S. Havlin. R. N. Mantegna. C.

-K. Peng, M. Simons and H. E. Stanley. Biophys. J. 67. 64-70 (1994).

63} S. V. Buldyrev, A. L. Goldberger, S. Havlin, R. N. Mantegna, M. E. Matsa, C. -K.

Peng, M. Simons and H. E. Stanley, Phys. Rev. E 51, 5084-5091 (1995).

164] A. Arneodo, E. Bacry, P. V. Graves and J. ¥. Muzy, Phys. Rev. Lett. 74, 3293-3296

(1995).
[65] S. Karlin and V. Brendel. Science 259, 677-680 (1993).

166] S. Tavaré and B. W. Giddings, Some statistical aspects ofthe primaty structure of
nucleotide sequences. In: Mathematical Methods for DNA Sequences (Waterman

M.S. ed.) pp. 117-132 (1989). CRC Press, Boca Raton.

120



[67) M. Aida and C. Nagata. Int. J. Quantum Chem. 29. 1253-1261 (1986).
{68] P. K. Pounuswamy and M. \. Gromiha, J. Theor. Biol. 169. 419-432 (1994).

{69] F. Sanger. A. R. Coulson. G. F'. Hong. D. I. Hill and G. B. Petersen. J. Mol. Biol.

162, 729-773 (1982).
[70] A. Grosberg, Y. Rabin, S. Havlin and A. Neer, Europhys. Lett. 23, 373-378 (1993).

[71] M. Boldrin, The Impact of Chaos on Economic Theory. Mimeo. Northwestern Uni-

versity, Evanston. 1L(1992).

[72] J. A. Scheinkman and B. LeBaron. Nonlinear Dynamics and Stock Returns. The
Journal of Business 62, 311(1989); J. A. Scheinkman, Nonlinearities in Economic
Dynamics, The Economic Journal 100. 3 3(Conference 1990); P. Bak. K. Chen.
J. A, Scheinkman and M. Woodford, Aggregate Fluctuations from Independent
Sectoral Shocks: Self-organized Criticality in a Model of Production and Inventory

Dynamics, National Bureau of Economic Research, Working Paper 4241(1992).

[73] P. W. Anderson, K. J. Arrow and D. Pines, “The economy as an Fvolving Complez

System”, Addison-Wesley(1988).

[74] B. B. Mandelbrot, the Fractal Geometry of Nature. W. H. Freeman an Company.

New York(1983).

[75] M. J. Feigenbaum, Quantitative Universality for a Class of Nonlinear Transforma-

tions, J. Stat. Phys. 19, 25(1978).

121



[76]

[77]

(78]

[79]

(80]

[81]

[82]

C, Tsallis. A. M. C. de Souza, J. F. de Moraes and E. M. F. Curado. em redacao.
G. Gennotte and H. Leland. American Economic Rev. 80, 999 (1990).

J. Al Kevnes. “The General Theory of Employment Interest and Money”. NMacMil-

lan and Co., London, pp. 172 (1949).
P. T. Landsberg, J. Stat. Phys. 35. 159(1984).

L. G. Taff, “Celestial Mechanics” (John Wiley and Sons, New York, 1985) pages 437
and 438, W. C. Saslaw, “ Gravitational Physics of Stellar and Galactic Systems”
(Cambridge University Press, Cambridge, 1985), pages 217 and 218; R. Balian,
“From Microphysics to Macrophysics™, Vol. 1. (Springer-Verlag. Berlin, 1991). page
134: A M\ Salzberg. J. Math. Phys. 6, 158(1965): H. E. Kandrup. Phys. Rev. A 40,
7265(1989); J. Binney and S. Tremaine. “Galactic Dvnamics™ (Princeton University

Press, Princeton, 1987), page 268; : D. Pavon. Gen. Rel. and Grav. 19. 375(1987).
B. J. Hiley and G. S. Joyce, Proc. Phys. Soc. 85, 493(1965).

sobre esta discussao podemos citar as palavras de E. W. Montroll and M. F.
Shlesinger, J. Stat. Phys. 32, 209(1983): “the wonderful world of clusters and in-
termittencies and bursts that is associated with Lévy distributions would be hidden
from us if we depended on a maximum entropy formalism that employed simple
traditional auxiliary conditions”; ver também: B. D. Hughes. M. F. Shlesinger and
E. W. Montroll, Proc. Natl. Acad. Sci. USA 78, 3287(1981); M. F. Shlesinger and

B. D. Hughes, Physica A 109, 597(1981); E. W. Montroll and M. F. Shlesinger,

122



in Nonequilibrium Phenomena II: From Stochastic to Hydrodynamics, Eds. J. L.

Lebowitz and E. W. Montroll (North-Holland, Amsterdam, 1984).

183] E. M. F. Curado and C. Tsallis. J. Phys. A 24, L69(1991): Corrigenda: J. Phys. A

24. 3187(1991) and 25, 1019(1992).

[84] A. M. C. de Souza and C. Tsallis, Student’s t- and r-Distributions: Unified Deriva-
tion From an Entropic Variational Principle, Physica A, aceito para publicacéo

(1996).
[85] A. R. Plastino and A. Plastino, Phys. Lett. A 177, 177{1993).
[86] A. R. Plastino and A. Plastino, Physica A 202, 438(1994).
[87] D. A. Stariolo. Phys. Lett. A 185, 262(1994).
[88] E. F. Sarmento, Physica A 218, 482(1995).

[89] A. M. Mariz, Phys. Lett. A 165, 409(1992); J. D. Ramshaw, Phys. Lett. A 175,

169 and 171(1993).
[90] A. Chame and E. V. L. de Mello, J. Phys. A 27, 3663(1994).

[91] A. Chame and E. V. L. de Mello, The Onsager reciprocity relations within Tsallis

statistics, preprint (1995); M. O. Caceres, Physica A 218, 471 (1995).
[92] A. K. Rajagopal, Physica B 212, 309(1995).
[93] C. Tsallis, Phys. Lett. A 195, 329 (1994).

123



[94] A. R. Plastino and A. Plastino and C. Tsallis. J. Phyvs. A 27. 5707(1994).
(5] A. K. Rajagopal, Phvs. Rev. Lett. 76. 3469(1996).

[96] E. P. da Silva. C. Tsallis and E. M. F. Curado. Physica A 199, 137(1993): Erratum:

Physica A 203, 160(1994).
[97] R. F. S. Andrade, Physica A 175, 285(1991) and 203, 486(1994),
(98] S. Curilef and C. Tsallis, Physica A 215, 542(1995).
[99] L. S. Lucena, L. R. da Silva and C. Tsallis, Phys. Rev E 51, 6247(1995).
[100] N. Ito and C. Tsallis, N. Cimento D 11 907(1989).
[101] D. Prato, Phys. Lett. A 203. 165(1995): S. Curilef, Z. Physik B 100. 433 (1996).
(102] S. Curilef, Phys. Lett. A 218, 11(1996).

[103}] A. R. Plastino and A. Plastino, Phys. Lett. A 174, 384(1993): J. J. Aly, in *N-body
Problems and Gravitational Dynamics”, Proceedings of the Meeting held at Aussois-
France {21-25 March 1993). Eds. F. Combes and E. Athanassoula {Publications de

I’'Observatoire de Paris, 1993), page 19.

[104] S. Chandrasekhar, Rev. Mod. Phys. 15, 1(1943), see also P. H. Coleman and L.

Pietronero, Phys. Rep. 213, 311(1992).

[105] K. C. Freeman, Mon. Notes Astron. Soc. 134, 15(1966); S. Sridhar and R.
Nityananda, Moun. Notes Astrn. Soc. 245, 713(1990): A. J. Kalnajs, Astrophys.
J. 180, 1023(1973).

124



[106] A. R. Plastino. comunicagao privada.

[107| A. Lavagno.G. Kaniadakis. M. Rego-Monteiro. P. Quarati and C. Tsallis. Nonezten-
sive thermaostatistical approach of the peculiar velocily function of galaxy clusters,

preprint (1996) {astro-phy/9607147].

{108} V. H. Hamity and D. E. Barraco, Phys. Rev. Lett. 76, 4664 (1996).

[109] B. M. Boghosian. Phys. Rev. E 53, 4754 (1996).

[110] G. Kaniadakis, A. Lavagno, P. Quarati, Phys. Lett. B 369. 308 (1996).

[111] J. M. Liu, J. S. De Groot, J. P. Matte. T. W. Johnston. and R. P. Drake. Phys.

Rev. Lett.72, 2717 (1994).

[112} C. Tsallis and A. M. C. de Souza. Nonlinear inverse bremsstrahlung absorption and

nonextensive thermostatistics, submetido para publicacao (1996).

[113] D. A. Stariolo and C. Tsallis, Ann. Rev. Comp. Phys. Vol. 1L, ed. D. Stauffer (World
Scientific, Singapore, 1995) p. 343; T. J. P. Penna, Phys. Rev. E 51 1(1995); Com-

put. in Phys. 9, 341(1995).

[114] K. C. Mundim and C. Tsallis, Int. J. Quantum Chem. 58, 373 (1996).

(113] P. T. Landsberg, in “On Self-Organization”, Springer Series on Symnergetics 61,

157(1994).

[116] S. A. Cannas, D. Stariolo and F. Tamarit, Network: Computation in neural sciences
7. 141 (1996).

125



[117] C. Tsallis, Chaos. Solitons and Fractals. 6. 539(1993).

[118] C. Tsallis. G. Deutcher and R. Maynard. REBRAPE/Brazilian Journal of Proba-

bilities and Statistics 10. 103 (1996).

[119] A. Araijo and E. Giné. The Central Limit Theorem for Real and Banach lalued

Random Variables(J. Wiley, New York. 1980), chapter 2.

[120] A. Ott. J. P. Bouchaud. D. Langevin and W. Urbach, Phys. Rev. Lett. 65,
2201(1990). J. P. Bouchaud, A. Ott, D. Langevin and W. Urbach. J. Phys. II

France 1, 1465(1991),
[121] B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature (Freeman, San Francisco, 1982),
[122] J. P. Bouchaud and A. Georges. Phys. Rep. 195, 127(1990).
[123] M. F. Shlesinger, B. J. West and J. Klafter, Phys. Rev. Lett. 58, 1100(1987).

[124] C. -K. Peng, J. Mietus, J. M. Hausdorff, S. Havlin, H. E. Stanley and A. L. Gold-

berger, Phys. Rev. Lett. 70. 1343(1993).
[125] T. H. Solomon, E. R. Weeks and H. L. Swinney, Phys. Rev. Lett. 71. 3975(1993).
[126] P. A. Alemany and D. H. Zanette, Phys. Rev. E 49. 956(1994).

[127) S. Wolfram, MATHEMATICA: A System for doing Mathematics by Compuler.

(Adisson-Wesley, Reading, MA, 1992).

[128] C. Tsallis and S. V. F. Levy, comunicagao privada.

126



[129] D. H. Zanette and P. A. Alemany. Phys. Rev. Lett. 75. 366(1993): M. O. Carceres
and C. E. Budde. Phvs. Rev. Lett 77, 2589(1996): D. H. Zanette and P. A. Alemany.

Phyvs. Rev. Lett. 77. 2580(1696).
[130] C. Tsallis and D. J. Bukman, Phys. Rev. E 54, R2197(1996).

[131] G. A. Korn and T. M. Korn. Mathematical Handbook for Scientists and Engineers.

2™ ed., (McGraw-Hill, N. York, 1968). p. 683 e 700.

127



“SISTEMAS ESTATISTICOS COMPLEXO0S E MECANICA ESTATISTICA
NAO EXTENSIVA”

ANDRE MAURICIO CONCEIGAO DE SOUZA

Rio de Janeirg, 30 de janeiro de 1997

Tese de Doutorado apresentada no Centro
Brasileiro de Pesquisas Fisicas do Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e

Tecnologico, fazendo  parte
Examinadora os  seguintes

Constantino Tsallis - Presidente

Mario José de (liveira

Paulo Murilo Castro de Oliveira

Nami Fux Svaiter

Alfredo Miguel Ozorio de Almeida

da Banca
professores:



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140
	Page 141
	Page 142
	Page 143

