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Resumo

Nesta tese, discutimos problemas relacionados com a existéncia de ambigilidades na
eletrodinamica quantica em duas dimensdes. Do nosso ponto de vista, tais ambigiiidades,
provenientes da utilizacao de wma determinada classe de procedimentos de regularizagao,
devem ser eliminadas ou, ac menos, entendidas e controladas para que tenhamos uma
teoria consistente e com poder de previsao. Deste modo, o calculo de contribuigoes de se-
tores topologicos ndo triviais a determinadas fungdes de correlagio nos da numa prescrigao
que permite fixar um valor para o parametro de Jackiw. No caso de topologias trivials,
vimos que, apesar de poder assumir valores arbitrarios, este parametro é limitado por

condicoes fisicas.
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Abstract

In this thesis, we discuss problems related with the existence of ambiguities in two dimen-
sional quantum eletrodynamics. From our point of view, those ambiguities, generated by
the use of some class of regularization procedures, must be fixed or, at least, understood
and controlled so that we can have a consistent and predictable theory. In this way, the
computation of non trivial contribution to some correlation functions gives us a mech-
anism to fix the Jackiw parameter. In the case of trivial topologies, we see that, even

being able to assume arbitrary values, that parameter is limited by physical conditions.
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Introducao

A teoria quéntica de campos relativistica [1], complementada com o procedimento da
renormalizacio [2][3][4][5], é a candidata natural na descrigao da fisica de particulas ele-
mentares desde que se descobriram os primeiros indicios de que estas podiam ser criadas
ou aniquiladas. Apesar de, a0 mesmo tempo, ser considerada problemaética, devido ao
aparecimento constante de quantidades que divergem, ela nos tem presenteado com re-
sultados notdveis e de grande precisiio como o calculo do momento magnético andmalo do
elétron, Com ela, consegnimos ainda a unificagao das interacdes eletromagnética e fraca
e pode-se propor a Cromodinamica Quantica, para a descrigio das interagoes fortes.

A busca de uma teoria que unificasse as quatro interagdes nos apresentou varios mod-
elos que ainda nao tiveram verificacio experimental, como por exemplo, as teorias super-
simétricas ou as teorias de cordas. Tais teorias, frequentemente baseadas em dimensces
qile nio as quatro em que aparentemente vivemos, tornaram corriqueiro o estudo de
modelos em um mimero arbitrario de dimensoes.

Paralelamente, desenvolveu-se. desde a década de 60, o estudo de modelos nac neces-
sariamente fisicos [6] em duas dimensoes. O estudo destes modelos pode ser justificado
como uma tentativa de esclarecer alguns pontos obscuros das teorias de campos em qua-
tro dimensoes. Muitas vezes, o fato de estarmos em um espaco diferente torna a teoria
exatamente soliivel. Em duas dimensdes, por exemplo, o carater abeliano do grupo de
Lorentz nos permite estabelecer um mapeamento entre campos bosonicos e fermidnicos
[7]. Este fenémeno, conhecido como bosonizagdo, did uma expressao gaussiana para a

integral funcivnal o que, por sua vez, nos permite obter, para muitos modelos [6]8], uma



soluciu exata sem que haja a necessidade de se utilizar técnicas perturbativas. Estes
laboratérios tedricos sdo muito bem vindos no sentido de se poder verificar a amplitude
de validade do método perturbativo, ou de qualquer outro dispositivo matematico, nos
dando maior seguranca quanto a sua utilizagdo. Além disso, fendmenos ansiosamente
aguardados em quatro dimensdes, como o confinamento ou a geragao dindmica de massa,
sao rigorosamente provados em duas dimensoes. Deste modo, esperamos poder extrair
insights para os fendmenos analogos em quatro dimensoes.

Em teoria de campos, sabe-se que, devido a um problema de definigao das expansoes
perturbativas, somos inevitavelmente levados a empregar a teoria de renormalizagao.
Esta técnica supde que os parametros externos de uma determinada teoria, como massas
e constantes de acoplamento, possam ser dotados de uma parte infinita, usada para can-
celar snas divergéncias, sem que isto altere seus valores observaveis, Este cancelamento,
caracterfstico apenas das teorias renormalizdveis, é ambiguo, uma vez que deixa uma
parte finita arbitréria que, portanto, deve ser fixada. Isto € feito através da imposigao
de certas condigbes de renormalizacio, onde usamos as massas e constantes de acopla-
mento fisicamente mensuraveis relativas ao problema. Apesar da escolha de como estas
condicbes devern ser impostas também ndo ser iinica, isto nao representa um problema
uma vez que elas estio relacionadas entre si por intermédio de um grupo de equagoes
conhecidas como equacdes do grupo de renormalizacdo. Com estas equagoes pode-se
mostrar [9] que o cdleulo de quantidades fisicas ¢ independente do tipo de condigao uti-
lizada, bastando apenas que se conhega os valores experimentais de todos os parametros
fisicos do modelo. Assim, existem diversas possibilidades para definir os parametros que
comparecern na lagrangeana do modelo, mas todos conduzem ao mesmo resultado.

Neste ponto, podemos comegar a apresentar o contetido desta tese. Sabemos que o
riimero de condicdes de renormalizagio a serem impostas é, em geral, igual ao nimero de
parametros externos da teoria, os quais podem ser facilmente identificados na lagrangeana
inicial. No entanto, ao estiudarmos o modelo de Schwinger [10}, que descreve a interagao

de férmions nio massivos com o campo eletromagnético, acontece algo curivso. Este mod-



elo, proposto como um protétipo de estudo para o problema de confinamento de quarks
[11], é especialmente interessante pois, durante sua renormalizagao, a regularizagac de
produtos de campos mal definidos causa o aparecimento de uma nova constante arbitraria
explicitamente no seu espectro. A idéia de que, para cada valor desta constante, ten-
hamos espectros diferentes caracterizando diferentes teorias, ndo nos parece confortavel.
Ela nio estd presente na definicao do modelo original e, portanto, nao tem interpretacao
fisica que permita fixd-la ou medi-la experimentalmente.

Com isto em mente, principiamos um estudo desta ambigiidade. A motivagao deste
estudo fol a verificacao da sua real possibilidade de eliminacau no modelo de Schwinger
Quiral [12] em topologias nao triviais. Assim, no primeiro capitulo desta tese fazemos
uma breve apresentagao do modelo de Schwinger apontando alguns aspectos que con-
sideramos importantes para os capitulos subseqlientes. No segundo capitulo, descreve-
mos o método da bosonizagao para o calculo de determinantes funcionais de operadores
diferenciais quando estes possuem ou nao autovalores nulos. Ja no terceiro capitulo,
apds uma breve introdugao ao problema de topologia e modos zero, passamos ao cileulo
explicito das contribuigbes de setores com topologia nao trivial as fungoes de correlagao
fermionicas, com a intencao de obter uma prescrigdo que nos permita fixar um valor para
a ambigiiidade neste caso. Finalmente, fazemos, no quarto e iltimo capitulo, os calculos
correspondentes d topologia trivial e analisamos as divergéncias da teoria a partir de
regularizactes nao invariantes de gauge. Esta andlise, levando em consideragao aspectos

fisicos, nos conduz a algumas conclusoes sobre a ambigliidade.



Capitulo 1
A Eletrodinamica Bidimensional

O estudo das teorias de gauge bi-dimensionais den um passo muito importante, por volta
do inicio da década de 60, com a apresentacio de uma solugio para a eletrodinamica
quéntica de férmions nio massivos por J. Schwinger [10]. Neste capitulo, iremos abordar
alguns aspectos gerais deste modelo, caracterizar o aparecimento da ambigilidade de reg-
nlarizacio durante o cdleulo da anomalia e discutir o conceito de determinante funcional

de operadores diferenciais para o cdlculo do funcional gerador.

1.1 O Modelo de Schwinger

Classicamente, o estudo da eletrodinamica de férmions nao massivos num espago-tempo

bi-dimensional com métrica euclideana é caracterizado pela densidade de lagrangeana
. 1 _—_—
£(A ) = Tl + G DY, (1.1)

onde

Fo=0,A,— 0, A,



¥ () e (2) 530 08 campos grassmannianos que descrevem o férmion, D é o operador de
Dirac definido por

D = " (id, + eA,) (1.2)
e ¢ é a carga elétrica. A aplicagio das equagdes de Euler-Lagrange & densidade de

lagrangeana £ nos fornece uma equacio de movimento para o campo de gauge
B = J¥, (1.3)

onde a corrente

JY =yt (1.4)

¢ claramente conservada. O teorema de Noether nos garante que & conservagdo desta
corrente estd necessariamente relacionada uma simetria classica.

Ao mesmo tempo, a densidade de lagrangeana £ permanece invariante sob a acio
do grupo de gauge U (1) local, visto que o setor de interacao estd escrito em termos da
derivada covariante D). Sob a agao deste grupo, os campos de nossa teoria se transformam

segundo

1

1
A, = A+ =0, (1.5)

oy = texp (iaA),
P = exp(—icA)y,

onde o = cle e A = A (x).
Esta nao é, entretanto, a tinica transformacio de simetria que deixa (1.1) invariante.
Nao é dificil ver que a densidade de lagrangeana £ também permanece invariante por

transformacdes globais quirais, isto é, sob a acdo do grupo U7 (1)



A = A,
P = Jekiﬁ(a’m) , (1.6)
Y = exp(ay),

onde & é uma constante. A estas transformacgdes estd associada, como sabemos, a corrvente
de Noether
Mo A
P (1.7)

que também se conserva classicamente e recebe o nome de corrente azrial Devido ao fato

de estarmos num espaco-tempo bidimensional, as matrizes y* satisfazem a relagao

T = ", (1.8)

onde £# é o tensor completamente anti-simétrico (£%' = —£' = 1) . Deste modo, pode-se

verificar que as duas correntes, de gauge e axial, sdo duais, isto €
[N T = *
Ji =¥, = J).

Nosso préximo passo nesta introdugio ao estudo do eletromagnetismo de Schwinger
seria averiguar se estas simetrias cldssicas podem ser ou nao unitariamente implemen-
tadas. a nivel quantico, no espago de Hilbert. Antes de prosseguirmos, no entanto, vamos
fazer wma pequena anélise sobre a dimensionalidade dos campos e parametros da teoria.
Isto nos permitird antecipar algumas caracteristicas relacionadas a renormalizabilidade
da teoria quantica associada, a QED,.

A integral da densidade de lagrangeana £ sobre todo o espago-tempo,
S = jd%: c, (1.9)

é um escalar de Lorentz que chamamos de agio. Em unidades de dimensao de massa,

([1n] = 1) S deve ser adimensional. O requerimento desta adimensionalidade nos permite,



por sua vez, determinar as dimensoes dos campos e parametros. Lembrando ainda que

[d*z] = —2 e [0,] = 1, conclulmos que

7 = W= 4
[A.u] = 0, h
[e] = 1.

Podemos notar a existéncia de uma dimensao de massa para a carga elétrica. Esta é a
primeira caracteristica interessante do modelo. Ela nos indica a possibilidade de geracao
de massa na teoria e, no que diz respeito a divergéncia dos diagramas de Feynman da
anélise perturbativa, que se trata de uma teoria super-renormalizavel.

Passando ao estudo dos aspectos quanticos da QFDs, vamos nos concentrar em dois

objetivos:
e a obtencao das simetrias preservadas a nivel quantico;

e o cilculo do funcional gerador das funcoes de correlagao.

Quanticamente, o objeto principal de interesse é este funcional gerador. ¥ em termos
das funcées de correlagio que ele fornece, que todos os observiveis fisicos podem ser

obtidos. Para o modelo de Schwinger, este funcional é dado por
APERTRNES /dA“d@d't/)exp (—S + (JFA) + () + <E?}>) , (1.10)

onde {) representa 1uma integragao em todo o espago, J¥, 7] e 7 sao as fontes externas
associadas aos campos A,, ¥ e v, respectivamente, e S dada por (1.9). A medida na
integral funcional acima tem um papel fundamental. Ela indica que a integragao ¢ {eita
sobre todas as confignracdes possiveis dos campos do modelo. Na verdade, ¢ a medida
funcional que dé o cardter quantico de uma teoria de campos. Isto ficard ainda mais

evidente no capitulo 2.



1.2 Anomalias e Ambigiiidades de Regularizagao

Anomalias aparecem quando algumas simetrias, presentes na lagrangeana cléssica, nao
podem ser mantidas simultaneamente a nivel quantico. Originalmente, as anomalias
foram descobertas no contexto da teoria de perturbagtes como a impossiblidade de se
adicionar contratermos adequados que mantivessem, apds a quantizagao do modelo, todas
as simetrias classicas[13][14]. Sob este ponto de vista, sé hd anomalias se existirem, a
nivel classico, pelo menos duas simetrias que, a nivel quintico, ndo possam ser preservadas
simultaneamente por uma escolha adequada destes contratermos. Em geral, esta quebra
da simetria se traduz na nao conserva¢ao de uma corrente de Noether. Um exemplo claro
da existéncia de anomalias em teorias de gauge sera mostrado, a seguir, considerando o
modelo de Schwinger.

Seguindo as idéias do paragrafo anterior, vamos estudar a conservagao das correntes

de gauge e axial da QFDs para ver se é possivel obter

013,740y = o, (1.11)
(08,2 0) = 0

simultaneamente. Antes de mais nada, devemos verificar que, como operadores num
sitbespaco do espaco de Hilbert, J* e J sao compostos por um produto de duas dis-
tribuicoes temperadas, o que, em geral, ndo é bem definido. Portanto, para que qualquer
calenlo que as envolva faga sentido, devemos regularizar suas expressoes. Seguindo o
método usade por S. Adler [13], em (1969), onde a regularizacao utilizada preserva a

invariancia de gauge, chega-se, apds alguns célculos [15], a

018,J40) = 0, (1.12)

010 10) = —g-eu ™.

Nao ha o cancelamento simultineo desejado, o que causa o aparecimento de uma



anomalia conhecida como anomalia de Adler-Bell-Jackiw. Surge a pergunta: que resul-
tado, no cileulo destes valores esperados, teria sido obtido se, ao invés de nsarmos wna
regularizacio invariante de gauge, tivéssemos usado uma regularizagao qualquer? Se este
céloulo comprovar a impossibilidade da obtengéo de (1.11}, poderemos finalmente afirmar
que este modelo é anomalo.

A resposta & pergunta anterior serd obtida considerando-se um método de regular-
izacio conhecido por separacio de pontos (poinl-splitting) {10]. Este método de regu-
larizacao consiste em separar os pontos do espago-tempo nas expressoes que contenham
produtos de distribuigdes. Isto d4 sentido a expressoes divergentes e indefinidas. Este
método torna uma divergéncia vinda do produto de duas fungdes 6 no mesmo ponto
do espago em uma singularidade do tipol/e que, posteriormente, serd fundamental para
isolar a contribuicao regular ao cdlculo da anomalia.

Tomando a corrente axial como exemplo, faz-se

p (1.13)

i (z20) = P (x) v (2)
= 2_1_1}3{/7 (L + %) Pyt (.‘L‘ - ) exp (iea /:Jj dz"Ag (z)) + (g e —2).

[SBINL

E facil ver que sob a transformagao de gauge (1.5), J& € levada em

s = o (3 (e ) (o= ) (3 o+ 5) =4 (- 2)).

onde a simetria de gauge é explicitamente quebrada, exceto para o valor a = 1. Con-

| RN

siderando, entao, esta regularizagio e a possibilidade de valores genéricos para a, pas-
samos ao caleulo explicito da anomalia.

A divergéncia de .JI', neste caso, é

O = i (3,@ (:L‘ + ;:)) Y st (Js — g) exp (?ﬁca /HE dz"A, (z)) +
i (:1; + %) ™ ((9“1,/) (.L - ;)) exp ( )



x4

i (:1; + g) yysif (.L - g) ead, (ieaf d“z A, (z)) X
T

T+ 5
exp (icaf "z Ag (z)) +

£
2

oim

(g == —=)

Podemos escrever as derivadas em relacao a x*, de 1 e 1, em funcao do campo de gauge

A,.. Para isto, ntilizamos as equagdes de Heisenberg para os campos fermidnicos

iy = —eytAup, (1.14)

— — j—
wWy'o, = ePy"A,.

Deste modo.

) - £\ £ £
Ay = dew (;L‘ + 5) Vs 1hs (.L - 5) [Au (93 + 5) - A, (.L‘ —
TG
ad, f P dA, (,:)]

iel: (:1; + %) vyl (.L — %) ["0, Ay — a0, Ape™] + (g ¥ —2},

)_

NN

lie

onde foram considerados apenas os termos lineares em ¢ das expansdes em Taylor do

campo A,. Da expressiao acima, concluimos que: devido a sua direta proporcionalidade
a £. os termos regulares de J¥ nao contribuirdo para o calculo da anomalia, j& que
tomaremos o limite = — 0. No entanto, se J& possuir termos singulares do tipo 1/, estes
contribuirao.

O valor esperado da divergéncia da corrente axial é

(Za,u]"i‘) =€ (Ig} e {aaAa - G.B“Aa] + (5 A —E) y

10



onde

£

(J8y = <@ (.L + %) Vst (:1: — %) > exp (z’ea ]::5 dz" A, (z))

2

z+ £
= =Tr(ywy'Gy(z,2))exp (iea/ “dz A (;:)) .
T £

2
Esta é uma expressao geral para o valor esperado do operador J{ em termos do propa-
gador de Feynman (G, [16]. A necessidade do uso da teoria de perturbagdes para a
obtencao de nma expressido para G, dificultaria bastante a continuagao deste cilculo.
No entanto, o fato da nossa teoria ser a eletrodinamica quantica em (1 4 1) nos permite
fazer uso de uma expressac exata para (7, obtida através da bosonizagao dos férmions
(ver apéndice A). Esta é dada por

Gy (x,e) =exp (—z’e [qb (:L‘+ —;) — ¢ (.L - E)D Gr(g), (1.13)

onde
) = 17
2w £2

é a funciio de Green de férmions livres e ¢ um campo escalar. Para que (74 seja realmente

a funcio de Green dos férmions interagentes precisamos ter a seguinte equagav satisfeita:
DG, (x,2) = 8P (e),

onde D é definido por 1.2. Esta é, na verdade, uma equagio para os campus nao locals
@,

VOt = —7" Ay,
ou (ver apéndice A)

1

D(Wﬂﬁéwﬁﬂﬁa. (1.16)

b =

Assim, campuos escalares nio locals como acima, nos dao fungoes de Green interagentes.

11



De pusse de {1.15) e considerando apenas termos lineares em ¢ da sua expansac em

série de Taylor escrevemus

N 1
0,0 = —eTr {7"7“ exp (—ie (-D-gua#a,,Aﬂ)) Gr (&) x

T+
exp (z’eafm dz" A, (z)) e [0 A — aB#AQJ} +

+ (g +— —&).

Podemos obter nma simplificacdo desta equagéo lembrando que, em (1 + 1) dimensdes,

as matrizes -y satisfazem as relagoes (1.8). Dai concluimos que
Ty (757#,.)/3) — 25#5}

e, como sO estamos interessados em termos lineares em g pois sao eles que darao a
anomalia, expandimos as exponenciais em série de Taylor e chegamos & equagao

(B ) = et (1 + iésﬁaaapm) (14 ieade®) e [Bad, — ad,Aal,

[

onde efetnamos uma simetrizagio pela troca £ por —¢ seguida da soma e divisao por dois
entre os termos simetrizados o que nos dé a contribuigao simétrica e regular desejada.
Lembrando ainda que, no limite & — 0 [16],

(e7e) = 5%,

obtemos, finalmente,

(8,78 = _zl%g““ﬂm (1+a). (1.17)

Comparando (1.17) com (1.12), verificamos que os resultados coincidem via imposigao
a = 1, o que estd de pleno acordo com os resultados de Adler. Na verdade, este valor para
a ambigiiidade garante a invaridncia de gauge pela regularizagio escolhida. Portanto, é

de se esperar que a repeticio de todo este cdlculo para a corrente de gauge nos dé um

12



resultado do tipo
(@, %) x (1 —a).

E realmente é o que encontramos! Para a corrente de gauge, a repeticao destes calculos

nos da

(01" = 5‘%3“,4;* (1-a). (1.18)

Podemos concluir, a partir destes resultados, que a Q£ Dy é realmente andmala. De fato.
A a tal que (1.17) e (1.18) se anulem simultaneamente. Através de escolhas adequadas
para o valor que o parametro arbitravio a deve assumir podemos obter comportamentos

completamente distintos como:
e a conservacao da corrente axial e presenga da anomalia de gauge;
e a conservacao da corrente de gauge e presenca da anomalia axial;
e a presenca de ambas as anomalias: de gauge e axial.

A possibilidade da introducao de tais parametros, ndo é exclusividade da regularizagao
por separaciao de pontos. Ela existe em vdrios outros métodos de regularizagao. Para
outros modelos bi-dimensionais, como ¢ modelo de Thirring, o modelo Axial e 0 modelo
de Schwinger Quiral, o problema é ainda mais sério. Nao sé hd o aparecimento desta
arbitrariedade como nio hd a possibilidade da escolha de um valor para a que cancele
qualquer anomalia. Na verdade, é comum dizer que estes modelos classicos correspondem
a uma infinidade de modelos quanticos, um para cada valor do parametro arbitrario. O
contetido fisico de cada um destes modelos dependeria, nessa visao, de qual simetria se
queira preservar.

Na nossa opiniao, o aparecimento de um parametro regulando a preservagao oil nao
de uma dada simetria estd refletindo a possibilidade de renormalizar a teoria usando
contratermos que a preservem ol nao. E nossa esperanga obter ligagbes mais concretas
entre este parametro e os diferentes esquemas de renormalizacio. Se esta ligagao exi-

stir, poderemos tentar ligar as teorias obtidas para vs diversus valores de a através do
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grupo de renvimalizacio, o que eliminaria este tipo de ambigiiidade do procedimento de

quantizagao.

1.3 O Funcional Gerador

A idéia de que a partir de uma integral funcional se pudesse obter as fun¢oes de correlagao
de mma teoria de campos € uma extensao do conceito de integrais de caminho em mecéanica
quéantica [17]. Por exemplo, uma representagdo integral funcional para o operador de
evolucao temporal U (tg, 11} entre dois estados |¢ (21)) e |¢ (z2)) de uma teoria de campos

escalares, € dada por

(a1 (12, 0] 1) = [ [dd]exp (=5 (9)),

com condicdes de contorno ¢ (2,4) = ¢, (x) e ¢ (r,t2) = ¢2 (z). A quantidade S () é a
acao euclideana cldssica do modelo, obtida através da continuagao analitica, para tempos
imaginarios, da aciu no espago de Minkowski. O integrando desta integral funcional
define uma medida positiva, a partir da qual pode-se calcular, por exemplo, as fungoes

de correlacao do campo ¢,
(T (¢ (51:1) coegp (mn))) = /dCb & (~Ul) coegp (I"n) exp (—5 (ﬁb)) )

(T representando o produto temporalmente ordenado) como uma seqiiéncia de derivadas

funcionais, em relacao as fontes J, de uma quantidade definida por
Z(J) = [dg]exp[~$ (@) + (T4},

a qual chamamos funcional gerador. Isto é,

@)oo () =270 =0) g7 g7y 2 0
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Em geral, deve-se dar uma prescrigao para a defini¢do desta medida funcional. Isto
pode ser feito se considerarmos os campos escritos em termos de um conjunto completo
de antofuncdes {¢,} de num determinado operador. No caso dos férmions em teorias de

gauge fazemos

w(z) = 3 onpn (),
@ (z) = D dwph(2),

onde n rotula o conjinto completo infinito mas enumerdvel {¢,} e os coeficientes a,,, @,

sao varidveis de Grassmann definindo

/da = 0, (1.19)

/ada = 1.

Como este conjunto de autofuncdes é fixo, a integragdo sobre todas as configuragoes de
campo possiveis para os férmions se resume a integragao sobre todos os valores possivels

destes coeficientes anticomutantes
dipdapy = Hdﬁndan.
T

Antes de prosseguirmos, no entanto, devemos justificar a utilizagao desta prescrigao.
Este conjunto de antofungdes, em termos das quais os campos fermidnicos foram escritos
como combinacao linear, foi, na verdade, convenientemente escothido come conjunto com-
pleto ortonormal das antofungdes do operador de Dirac (1.2). O fato destas antofungoes
serem discretamente rotuladas vem da imposigao de o sistema existir sobre uma var-
iedade compacta. Esta imposiao se faz necessdria devido a dificuldade de manipulagao
de operadores diferenciais em volume infinito no espago de Hilbert. Fisicamente, ja nus
deparamos diversas vezes com restricoes deste tipo. Em mecanica quantica, por exem-

plo, éramos fregilentemente levados a considerar sistemas confinados a volumes finitos e

15



suas funcoes de onda caindo a zero nas extremidades deste volume. Esta imposigao nos
dava um espectro discreto dos autovalores para o observavel. O equivalente em teoria de
campos seria. por exemplo, a compactificagiio do espago euclideano. No nosso caso, isto
pode ser feito através da projecao estereografica sobre a esfera S? [18], onde o infinito
é mapeado em um de seus pdlos e a origem no outro. Pode-se mostrar, ainda, que os
autovalores do operador de Dirac nao dependem do raio de compactificagdo [19]. Uma
outra maneira de obter a discretizacao dos autovalores é impor condicoes de contorno
periddicas. Por exemplo, vincalar o sistema a superficie de um toro. De gualquer modo,
o resultado obtido é que a variedade em que o sistema fisico existe é compacta e o espago
de Hilbert, unde as autofungdes sao definidas, é restrito ao espaco das fungées que caem
a zero mais rapido que 1/z, fun¢des de quadrado integrivel. Podemos construir agora
um espago de Fock cujas excitagoes sao rotuladas por indices discretos.

A atuacio do operador de Dirac (1.2) nas autofungdes ¢, e ], é dada por

D (AH-) n () = Aion (-B) . (1.20)

Dt (Ay) ‘PIz (z) = )‘n‘P; (x),

o que é obtidu com o uso das relagdes 1.14. O termo de interagdo da densidade de

lagrangeana L. fica

VD (A)Y = ZE,EWLD(A#)amcpm

n,m
— - 1
= Z Aoy, AmAm DOm,s

n,mMm

e a acao fermidnica se reduz a

Sp = fdzwz (Ena,nAmgoILgom)
n,m

= Z @y /\n y
n
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onde fzemos usu da ortonormalidade das autufungdes. Portanto, a parte fermionica de

(1.10) pode ser escrita como

Zr (0] = / Hdandan exp (—@nanAn) -

Expandindo a exponencial du integrando em Taylor e considerando {1.19) percebemos
que apenas os dois primeiros termos da expansao serao nao nulos. Zp pode entao ser

escrito como

Zp = fHdandan(l — Tt n) (1.21)
n
= —[[An f da,da,t,an

= HATl/dalbaﬂ/danall
= T

= detD{A).

A integracio sobre os [érmions no funcivnal gerador, considerando momentaneamente
o campo de gauge como um campo externo, é equivalente ao cilculo do determinante
funcional do operador diferencial de Dirac. Este calculo serd o objeto principal de estudo
do proximo capitulo, onde serd considerada a questdo da existéncia on nav de modos
zero degenerados deste operador. A possibilidade de se obter uma expressau exata para
o determinante fermidmnico nas teorias de gauge bi-dimensionais ¢ um dos aspectos que
tornam este tipo de teoria bastante interessante. Isto possibilita, por exemplo, uma

comparacao com os resultadus da teoria de perturbagoes.
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Capitulo 2
Determinantes Funcionais em 1-+1

Determinante funcional é, em geral, o termo associado ao determinante de um oper-
ador diferencial D definido no espago euclideano cujo valor depende da escolha de uma
configuragio de campo A, (x). Estes aparecerio, em teoria de campos, sempre que es-
tivermos trabalhando com integragoes funcionais gaussianas. Isto pode ser tanto uma
caracteristica exata da lagrangeana (acao fermidnica da QFED, QCD) como pode ser o
resultado de uma aproximagao (semi-classica, potencial efetivo na expansio %, etc.). Por
outro lado, pode-se representar o determinante de um operador em termos de wma inte-
gral gaussiana sobre campos grassinannienos. Esta é uma técnica muito dtil no calculo
do determinante de Faddeev-Popov, que surge durante o processo de fixacao de gauge.
Neste capitulo, mostraremos como o determinante fermidnico estd relacionado a ex-
istencia de anomalias em uma teoria de gauge (isto serd feito através do célculo das iden-
tidades de Ward-Takahashi) e apresentaremos wm método para o seu calculo explicito na

presenca e na auséncia de modos zero do operador diferencial.

2.1 Identidades de Ward-Takahashi anomalas

A obtencao das identidades de Ward-Takahashi andmalas através de métodos funcionais

é consideravelmente recente. Foi somente 14 anos apds a descoberta destas anomalias
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[13][14] no cdlenlo tedrico das amplitudes de decaimentu da aniquilagao de pions 7l —

vy, que Fujikawa [20] demonstrou a impossibilidade da definicao da medida funcional
fermionica respeitanto todas as simetrias classicas. Esta seria, nesta formulacao, a origem
das anomalias.

Este atraso foi devido, basicamente, ao fato de muitas pesscas assumirem incorre-
tamente que a medida fermidnica era invariante sob as transformagoes de quiralidade.
Apds a observacio de Fujikawa, a utilizagao de métodos funcionais revelou-se muito 1itil
na analise das identidades de Ward anémalas. Estes nao somente possibilitam a obtengao
das anomalias de uma maneira nao perturbativa, como se mostram ferramentas muito
podervsas na solugdo completa de modelos muito interessantes, como a QFD,, modelo
de Thirring, etc.

Seja a lagrangeana euclideana fermidnica
L =) D

Consideremos uma transformacao global infinitesimal dependente de um parametro «

constante dada por
o Y = b, (2 .
oo P = b+, R
que seja, classicamente, 1ima simetria interna da agio fermidnica correspondente. Passe-
mos agora a considerar esta simetria global de forma local. Isto é feito fazendo o©

parametro o ter dependéncia explicita nas coordenadas du espago-tempo. Neste casu, as

transformacoes locals

Y o= ¥ = P+ Samy,

o S (2.2)
Py = 71b+71[}6c‘:(:c)
nos levam a uma acao fermionica, em geral, nao invariante
Sp — Sk = Sp+ f Ay (). (2.3)
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Agora, como a transformacao (2.1) é uma simetria do modelo, poderemaos escrever A (x)
como a divergéncia de alguma corrente. Por exemplo: se estivermos considerando as

transformacoes de guiralidade (3.10), teremos [21]
A () =~ (2) 0 (V7" 169) (2.4)

Para estudar sua pussivel conservagio quantica, basta considerarmos (2.2) como uma
mudanca de varidveis a ser feita na parte fermibnica do funcional gerador. Desta forma,
segnindo a idéia de Fujikawa, esperamos que uma mudanga deste tipo em (1.10) nos de
um jacobiano nao trivial

det D = ¥ (6,) det Dy, (2.5)
com D, definido a partir de (2.3) como
S = f i Dol
Apds esta transformagao, obtém-se o funcivnal gerador fermidnico
7 =% (8:) fdadwexp {—S’ (4.7 - fa’n:Aa (:1:)} .

Esta expressao é, a principio, dependente do parametro . No entanto, sabemos que, por
defini¢ao, Z é funcio apenas das fontes dos campos, ndo podendo, portanto, depender
de c. Portanto. impondo uma condigao para eliminar esta dependéncia, chegamos a uma

equacao envolvendo S (6,)

o <E% [ duhe (y)>

Novamente, no caso da simetria quiral, esta equacao, com A, (x) dado por (2.4), nos

1 67

Z bax (x)

B d1In S (6,)
dev (z)

(2.6)

a=0 =0

fornece

€ v
= — e . (2.7)

SInF (8.)
box

a=0
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Este resultado confirma a observacio de Fujikawa de que a existencia de anomalias esta
diretamente relacionada ao surgimento de um jacobiano para a medida fermionica fun-
cional. Deve-se ressaltar aqui que para obter 2.7 a partir de 2.6 foi necessaria a utilizacao
de um método de regularizagio. Esplicitamente, utilizon-se o point-splitting mnvariante

de gauge.

Na secio seguinte, introduziremos um método para o caleulo explicito do det D, que
nos permitira, posteriormente, caleular ¥ (6,). Uma vez que os determinantes que apare-
cem em ambos os lados de {2.5) devem ser regularizados, podemos prever o aparecimento
de ambigilidades nesta regularizagao, em face do que obtivernos no calculo das anoma-
lias. Neste calculo consideraremos, separadamente, os casos onde o operador de Dirac

contenha ou nao antovalores nulos.

2.2 O determinante fermionico na auséncia de modos
ZETO

No caso de o operador de Dirac (1.2) ter um espectro discreto de autovalores nao nulos.

o cdlenlo funcional de sen determinante sera feito com a utilizacao da relacio formal
det ) = expTrin D, (2.8)
Vamos calenlar a derivada em relagéo a constante de acoplamento da expressio acima

dp} | 2.9

d
— Indet D=Tr [D]—
de d

€

(T'r representando um traco, tanto funcional como sobre os indices de Lorentz) e, uma
vez obtido um resultado exato, integrar novamente em e. O primeiro termo dentro do
traco da expressao acima é a funcao de Green interagente dada por

D41 :G-i- (:E’y)}
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devido a defiicao de 1)) € simplesmente o campo de gauge
evidu ! .

e 0 segundﬂ,

dD(A,)
e S A

Portanto, a expressao que devemos calcular é
d
g Indet D = /da:Tr Gy ()AL (2.10)
¢

Novamente temos o problema do cdleulo de nma quantidade singular; o trago de
Gy Devemos entao, exatamente como foi feito para o calculo das anomalias, regularizar
esta quantidade. Ja conhecemos um método de regularizacao eficiente, a separagav de

pontos introduzide em (1.13). A utilizagdo deste método nos dd, para o célculo de (2.10),

a eKP]_‘QSSaO

-

= %m det D = lim [ duTr [exp (—ie (qb (3; - %) — (3, + %))) Grle) (211)

re - ‘.]3+£
exp (——'éea/ T d:* A (z)) 'y“/-l,uJ +
£

£

2

(g & —g),

O simbolo (g & —2) tem o papel de simetrizar a expressao regularizada. O cdlculo desta
quantidade € bastante simples e jd sabemos como fazer. Apds uma expansao em Taylor

s ext - o . )
das exponenciais, toma-se vs tracos funcianais e de Lorentz, lembrando que, no espaco

euclideano bi-dimensional, as matrizes v satisfazem a

Tr (v} = ~2§"

Triwyy) = ~2ie™.

Usando ainda a expressio (1.16) obtemos

d e (a+1) 3,0
_— — e — 2' v
PR Indet D = p" faf zA, { 3 S — E }Au, (2.12)
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onde ja percebemos o aparecimento da ambigiiidade de regularizagao como um termo
massivo para o campo de gauge. Porém, a conta ainda nao estd terminada. Devemos
efetuar uma 1iltima integracao na constante de acoplamento de modo a obter det DD, que

é a quantidade principal de interesse. Apds esta integragao chega-se a

det D _ fedlndetD (2.13)
0

. det. ?:’)’"(9“
2
. _6 2. (G+1)6 _ ayau A
= —"'—‘27r /d .LA‘U{ 9 v v

2 . 3,0
- _f 2, — Yuty
= QW/d rA, {aséw 5 }Ay,

onde definimos

conhecido na literatura [12] como pardmeiro de Jackiw-Rejaraman.

A expressdo (2.13) nos estimula, apds uma comparacio com (2.5), a interpretd-la
como o jacobiano de uma transformagao onde uma medida fermiénica nio permanecen
invariante. Mais ainda, esta transformacio levaria o operador de Dirac, associado a uma
dada configuragio de campo de gauge, nim operador livre. Haveria o desacoplamento
dos férmiuns, Isto pode ser facilmente verificado se lembrarmos que, em duas dimensdes,
qualquer vetor pode ser escrito em termos de suas componentes longitudinal e transversal,

de uma maneira simples. Assim, o campo de gauge seria dado por

BA'[L = 8;1.[) - 8j,z¢:

onde @, = £,,0, e com p e ¢ sendo campos escalares. A presenca da constante de
acoplamento nesta definicao cumpre o papel de garantir a adimensionalidade de A

Com esta definicao, uma transformagao do tipo (2.2) com

bo = ip (3) + ¢ () 5,
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leva o operador 12 em iy#3, e nos dd um jacobiano idéntico ao que acabamos de obter.
Esta simples ubservacao serd de grande utilidade na interpretagao do resultado que iremos

obter na proxima. segao.

2.3 O determinante fermi6énico na presenca de mo-
dos zero

Vamos considerar agora, operadores de Dirac que contenham, em seu espectro, um
niimero N, diferente de zero, de autovalores nulos. Isto quer dizer que existern con-

figuracies do campo de gauge onde a equagao
Dgg; () =0,2=1...N, (2.14)

é satisfeita. Nesta equacdo, as fungdes @p; sao as autofungoes associadas aos modos
zero do operador de Dirac. A existéncia destes autovalores nulos tem implicagoes muito
importantes. De fato, a conseqgiiente anulagao do determinante fermionico para estes
operadores impossibilitaria um célculo anélogo ao efetuado na secdo anterior. O artificio
utilizado na obtencdo de det [J, o calculo de ﬁln det [ e uma posterior integragio em
e, introduziria novas singularidades no calculo, uma vez que terfamos a interpolagao
entre determinantes mulos associados a niimeros diferentes de modos zero [22]. Qual a
soluciiv para este problema? Por uma questio de continuidade, vamos fazer algumas
consideraches para que a conta introduzida na se¢éo anterior esteja bem definida, Vamos
considerar que, 8.0 invés de flituar em torno da sua configuragao nula, o campo de gauge

flutue em torno de confignragoes fixas ALN ) em funcio das quais o operador de Dirac com

modos zero é escrito. Isto é, um A, genérico deve ser escrito na forma

Ay = AE:N) + aay,
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onde o é uma constante arbitraria. Fazendo uma analogia com o que fol feito anterior-
mente, vamos sigerir que o parametro ¢ desempenhe o mesmo papel (somente para fins

de calculo) que a carga elétrica. Agora, o determinante fermionico do novo operador
D, =+* (fé@u +e (ALN) + cmﬂ)) ,

serd obtidu a partir da derivagao em relagiv a ¢ da relagio formal (2.8), onde, no lugar

de det D, usaremos
det’D, = lim w

-0t E|N|
E imediato ver que, para matrizes de dimenséo finita, a defini¢do acima coincide com
o produto dos antovalores nao nulos de D. Pode-se mostrar [23] que esta é uma boa
definicao para a quantidade correspondente em espagos de dimensao infinita. Deste

modo,

(2.15)

d . det (D, +¢1), 1dD,
Eadet D = 51_1%1+ ME,[TT? [(DQ +t1) dex ]

sera o nosso principal objeto de estudo nesta secao.
O operador (D, +<1) é nio singular. Sua inversa existe e possui decomposigao

espectral em termos das autofungoes e dos modos zero de D,

C\C,E (a3 ,I ‘NE
(Dotl) zy) ~ 3 LA 0) 1 DO JURNCU

24 I
g0 A TE

1
= S5%(x,y)+ EPS (x,y).

Nesta expressao, I (z,y) é o projetor dos modos zero de D%, definido como

|V
Pg (:’E: y ngﬂz (1001 ) - (217)
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No limite £ — 0, S% é regular e tende para a "quase inversa” de Dy, 5%, dada por 124]
S (2, ) = G (2, ) — / d2:G (2, 2) PS (2,y) — f d22PS (2, 2) G (2y),  (2.18)

onde (G (x,y) é a fungao de Green fermidnica para o operador de Dirac D,,. Além disso,

é imediato ver que S” satisfaz a
D S™(x,y) =6(x—y) — P§ (z,y) = 5% (2,y) D,. (2.19)

Deste modo,

—d- Indet'D, =T7 [SadDa} .
dex

doy
Definindo 1 = D,y e DN} = D,_g, podemos, enfim, efetuar a integracio em « para

obter

det'D 1o [o.d
nmifo dOiF? l:b

Da

o } ) (2.20)
Reconhecemos aqui a constante de integracao como sendo det’DY). O lado esquerdo da
equacao acima esta definido para qualquer configuragao de campo de gauge flutnando
em torno da confignracao fixa ALN ). Fazendo, novamente, uma analogia entre a relagio
que acabamos de obter com a expressdo (2.5) somos levados a interpretar o resultado
acima como o jacobiano de uma transformagio quiral nas coordenadas fermidnicas cujo
efeito na dinamica da teoria é levar o operador diferencial funcional das configuragoes

flutnantes A, no operador diferencial funcional das configuragoes fixas AE‘N ). De fato,

uma vez quie, em geral, podemos escrever

eAN) = —d,.f, (2.21)

ea, = up— Oud,

onde ('5# = £,,4, identificamos (2.20) come o jacobiano de uma transformagao do tipo
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(2.2) onde
b, =1p(z) + ¢ (z) ¥5.

Passemos finalmente ao cilculo explicito de (2.20). A quantidade que se deseja cal-

cular é

A0,
do

db,,
} - Tr [PS‘G“
doy

(2.22)

db,
da |

—d—in det'Dy =T [(} ] -Tr [G’“PS‘
da

O primeiro termo do lado direito coincide algebricamente com o que seria obtido na
auseéncia de modos zero. A 1inica diferenca é que, para a regularizacao de G, usamos o
método da separagao de pontos envolvendo a configuragao de campo de gauge completa,
enquanto que dentro do trago aparece apenas a sua flutnagao em torno da configuragao
fixa. Isto é proposital e € devido ao fato de estarmos tomando a derivada em relagao
& constante «, em vez de em relagao a carga elétrica e. Assim, a expressac regular
encontrada no calculo deste primeiro termo, andloga a que foi obtida para o calculo do

determinante fermionico na auséncia de modos zero (2.12), é dada por

2
_E a2, _ 90, _ %D am
o fa' T {aa“ (aéw, = ) a, + a, (aép,, = Al

= —2alla,]-T (ALN),%] ,

an
Ty [G“ QJ

dev

onde, para uma melhor visnalizagao, definimos

=

riod = & [ataa (a5, — PO 2.23
[a’.ll] - dr Ta, | a0y, O a,, ( . )

- 2 . 7,
T [A(N),a,,} = ;—W-/dz;l;a# (aéﬁw — T:]( )A,(,N).

o5}

Deste modo, apds a integracao sobre a chegamos a

! D -
. ¥ 43 o _ (N)
/0 T [G da]da— Ila,] - T[4, a,] .
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Vamos considerar agora os termos envolvendo Fy' em (2.22). Para isso, observaremos

que
V]
PH ("L" y) = Z (1007, (1‘901,
|1
= Pi Z (pcu (locn )

onde

1+

P, = 5 5 ’

e com p; = gom( ) para N > 0, ey = o, (O), para N < 0, sendo o conjunto ortonormal

de modos zerov de ). Dai, obtemos

dD,
do

Tr {(I”P“ ] = e/dgmdzy tr [G* (z,y) P+v,] a, () Z o= (z) el (v),

onde {7 é o trago tomado, apenas, sobre os indices de Lorentz. Usando as decomposicoes

(2.21) podemos escrever, como sabemos, a fungao de Green interagente na forma
G (i, g} = {exp (b (2) — by (1)) Py + exp (= (- (@) = b (4))) P_} G (2.9)
onde

ha () = (@) + o (¢ (@) & ip ()

também deve satisfazer a uma equacio semelhante a (1.16) para que G seja realmente

uma funcio de Green. Assim, apds uma integragao por partes, obtemos 122
e ndD ot 7. v
rr G tRe| = (il o - o) )
Qbservando ainda a propriedade

Ty G“P“dD P“G“dD“ :
dce dov
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podemos escrever

1

M_deth : ! T N} ! al o
n det’D(N) - ./t; d(ln det Dn) = —T [G’u] - I [Afl ,CL#] + z;j(; do <99(h 2(f)’y5990i>,

e, expressando os modus zero de D, em termos dos de DW)

N
. N
i = exp (o (ip+ ¢w)) D Digiely -
i=1
onde os Dy; sdo introduzidos para garantir a ortogonalidade dos g, quando expressos

em termos dos LPE;,:-V ), chegamos, finalmente, a

det'D

= — —T [ A"}
n = = ~Tla] = T[40, a,] + Indet

Myt
(o exp 2m) )| (220

Nas duas tiltimas seches, nds estivemos ocupados com a obtengao de uma maneira
consistente de calcular determinantes funcionais para operadores diferenciais que con-
tenham ou nao autovalores nulos degenerados. Estivemos apresentando as ferramentas
que serio necessarias para o trabalho que foi proposto na introdugao desta tese. O que
veremos nos proximos dois capitilos, é como somos naturalmente levados a considerar o
problema do céleulo do determinante fermiénico no estudo das teorias de gauge em se-
tores com topologia trivial e ndo trivial. Veremos como caracteristicas topoldgicas podem

estar relacionadas a propriedades analiticas e algébricas de uma teoria.
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Capitulo 3
A QED; em Topologias nao Triviais

Neste capitulo, daremos inicio ao estudo da ambigilidade de regularizagao introduzida
pelo método de separagao de pontos durante o cdleulo dos determinantes funcionais. Isto
serd feito, primeiramente, na presenca de configuragdes de campos de gauge topologi-
camente carregadas, isto é, classificadas segundo um invariante topoldgico, o indice de
Pontryagin. Apds definiv estes conceitos, veremos como carga topolégica e mimero de
modos zero se relacionam. Esta relacio nos permitird fazer uso dos resultados obtidos

no capftulo anterior durante o cdleulo do funcional gerador.

3.1 Instantons

De acordo com o que estivemos estudando nos capitulos anteriores podemos lembrar
que, para o cilenlo de determinantes funcionais, exigimos que o operador diferencial
estivesse definido sobre uma variedade compacta. Esta exigéncia impode, por sua vez,
uma condiciio necessaria sobre as confignragdes de campos de gauge. Estes também
devem estar definidos sobre a esfera estereogrifica, por exemplo. Além disso, faz-se o
requerimento de seu bom comportamento assintédtico, tendendo a um gauge puro no
infinitu

fm Ay (2) = lim ——U"',U = ,A. (3.1)

|| —ne lxf—oo €
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Aqui, 7 = exp (ieA (x)) é um elemento do grupo de gauge U (1) parametrizado por
A = A(#), onde 8, por sua vez, parametriza o c{reulo S', considerado como a fron-
teira do espaco-tempo euclideano bidimensional. Esta condigao, suficiente, nos fornece,

naturalmente, numa acio euclideana finita
N . 1 iy .
s = /d z (3 Fu F* +3D0), (3.2)

j4 que, neste caso, F,, vai a zero no infinito, assim como os campos de matéria ¥ e 1. No
entanto, um campo A, genérico pode possuir, em coordenadas polares, uma componente
radial ndao nula, o que tornaria invidvel a associagio de um elemento do grupo a cada
configuracao de agdo finita. Para resolver este problema devemos lembrar que a agao
¢ invariante de gauge. Deste modo, através de uma transformagio com o elemento do
grupo [25]

U () = exp (—'rﬁe [0 WAL 9)) ,

chegamos 4 configuracio de gange puro desejada.

Podemos pensar este elemento U/ como um mapeamento continuo entre duas circun-
feréncias: S!, parametrizada por 8, e S parametrizada por A. A classificagio destes
mapeamentos em termos das suas classes de equivaléncia é o que conhecemos como gri-
pos de homotopia (ver apéndice B). Um tipo anilogo de classificagdo pode ser feito para
os mapeamentos entre duas variedades quaisquer M e N,

As classes de homotopia dos mapeamentos de S! em S! sdo caracterizadas por um
nimero inteiro

2
= [Tan,

2 Jo
conhecido como tndice de Pontryagin. Este niimero é, simplesmente, o niimero N de
voltas que da, sobre S', o mapeamento A, sendo, portanto, um inteiro. E fdcil ver que
() é invariante por variagoes locais A (6) = A (0) + A (0), o que explicita seu carater

topolégico. Tomando A como parametro angular caracteristico de S e fazendo uso de
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(3.1) podemos calenlar () explicitamente em termos de A, :

2w e df mJo T Jst

2 2
= ———/d x0, (g, A /d BE o F

- /dZL*F.

2

1 o 1 1
- U § ol Yhadly 5 _ . i
Q [ ( -1 [ ) 2 A3d9 2 A.dz

O resultado acima estd escrito em termos de uma quantidade com a qual ja nos de-
paramos. E exatamente a integral da anomalia de Adler-Bell-Jackiw (1.12). Estamos
diante de uma situaciao onde uma propriedade fisica do modelo (a anomalia) esta rela-
cionada a propriedades topoldgicas dos campos.

A impossiblilidade de deformar um elemento [/ pertencente a uma determinada classe
de homotopia em outro elemento {7 pertencente a uma outra classe, reflete o fato de nao
podermos deformar os campos de gauge associados a estes elementos sem passar por
configuracdes que produzam uma agio euclideana infinita. Como a expressao para @
estd inteiramente escrita em termos de A,, diremos que este possui carga tupoldgica
N, se = N. As configuragées especificas para setores topoldgicos de carga IV [26].

usualmente chamadas de instanlons, podem ser dadas por
eAM = -3, T, (3.3)
onde f é um campo escalar [27] com comportamento assintdtico
"Il:iinoO flzy~—=NlInj|z|. (3.4)

E facil ver que, neste caso, o instanion ALN ) é um gauge puro no contorno S' do espago
euclideano e que A (#) = NO. Deste modo, o céleulo do indice de Pontryagin para esta
configuracac nos da
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o que nos leva a concluir que esta configuragao € um representativo da classe de homo-
topia. De fato, isso estd de acordo com o fato de m (S') = Z, Z sendu o conjunto dos
inteiros, ser o grmpo de homotopia que caracteriza os mapeamentos de 51 em S! (ver
apéndice B).

A partir desta verificagao, diremos que configuragdes homotopicamente equivalentes
pertencem a nm mesmo setor topolégico de carga N. Tomando os representativos de
cada um destes setores como configuragdes fixas escreveremos todo e qualquer elemento
pertencente 4 mesma classe de homotopia como flutuagies em torno destas. Um A,
genérico sera esclito como

N
A, = Aﬁ ) 4 ay,,

onde a, tem carga topoldgica nula. Isto somente é possivel em duas dimensoes, onde

temos

Q (AL + AM) = @ (41) +Q (41"),

O que permitird, como veremos posteriormente, escrever uma integragao funcional sobre
as configuracdes dos campos de gauge como uma soma de integragoes funcivnals apenas
sobre flntnacoes de carga topoldgica nula.

Antes disso, porém, vamos investigar como um niimero NN, que caracteriza estes setores
topoldgicos, pode estar ligado ao niimero de modos zero de um operador de Dirac. Esta
relacio direta, a principio nao intuitiva, serd fundamental nos caleulos que se seguem,
uma vez que, como visto no capitulo 2, determinantes fermidnicos para operadores com
modus zero 56 sdo obtidos a partir de uma transformacao quiral que leva configuracoes

flutnantes em configuracdes fixas. Este € exatamente o caso que acabamos de descrever.

3.2 Topologia e modos zero

Estamos interessados em obter as antofungdes do operador de Dirac que contém N mo-

dos zero quando as configuragdes dos campos de gauge sao dadas por (3.3). Queremvos
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encontrar as solucdes da equagao (2.14), gue com o nso da representagao das matrizes 7,

onde

Yo = M= . » ¥5 3

pode ser escrita como

ou em forma matricial, como

N
0 - -af ) [20\ .
e
O — of 0 0
(N) _ (%hy .
onde nsamos ®y = (q‘( ﬁ)) e as coordenadas holomdrficas
Op
z =z i,
z = @] — Lo

A solugao é, entao,

c])(()‘:) (2,Z) = Cg (z)exp (f(2,%)),

o (z,7) = C(@exp(~f (7)),

sendo Cr (2) e Cy (Z) fungdes arbitrarias de z e Z.

A condicdo de agao euclideana finita, no entanto, impde, por sua vez, a estas solugoes

‘/.d2z

Considerando o comportamento assintético de f, a imposi¢io acima sobre as solugoes

0 seguinte comportamento
2
(I)(N )

R < 0.
OL
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<I>({;:) para N > 0,

1
C(Z)T < 20

b)

fd::df IC (z)exp f (z,7)] = [dzdﬂ(](z)exp (=Nn|z))] = fdzd'f

v
A

nos diz que estas devem decrescer mais rdpido que qualquer poteéncia de 1/z. Deste
modo C (z) serd um polindmio de gran miximo N — 1! Pode-se ver por uma anélise
semelhante que, para N > 0, somente as solugoes @Sﬁ) tem este comportamento, assim
como, para N < 0, somente as solugoes @gf) nos interessam. Portanto, as solugoes de

(3.5) linearmente independentes, sao

, 1
(I>§,‘;V):;‘lexpf(o),izl,...,N, (3.6)
para N >0, e
: 0
N =7 exp (—f) (1)2 =1,...,—N, (3.7)
para N < 0.

Mostramos a existéncia de |N| modos zero independentes nao ortonormais, porém
normalizdvels, para o operador de Dirac correspondente as configuragies do campo ALN )
representativas dos setores topolégicos com carga N. Este ¢ o chamado vanishing theorem
[24]. A escolha de outras confignragbes equivalentes como representativas dentro de um
mesmo setor topoldgico nao altera o resultado obtido. Iste pode ser facilmente verificado
pela repeticao dos caleulos anteriores no caso de uma configuragao A, + da,, em que
ba, possui carga topolégica nula. Esta observagao €, na verdade, uma conseqiiencia do
teorema do indice de Atiyah-Singer [28], que relaciona o indice topolégico (Pontryagin)
a0 chamado indice analitico. Vale a pena reafirmar que este teorema preve uma conexao
entre aspectos topologicos e analiticos da teoria. Ele garante que a um mimero fixo
de modos zero esta necessariamente associado um setor com carga topoldgica definida
(quando a teoria permite esta classificagio homotdpica). Deste modo, ao abordar os

setores com topologia nio trivial (com carga topoldgica nao nula) devemos levar em
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consideracio os modos zero do operador de Dirac correspondente.

3.3 O Funcional Gerador

O funcional gerador para o modelo de Schwinger é
Z(7 a0 = [ dAdidy exp (=S + (A + @) + () (3.8)

Nesta expressao, S, dada por (3.2), é definida em fungio do operador diferencial D que
contém um mimero N, diferente de zero, de antovatores nulos. Uma vez que estamos con-
siderando configuractes A, que flutuam em torno de ASLN ), podemos escrever a integragao

funcional sobre os campos de gauge como

/ dA, = %: / da,,,

onde 37 leva em conta os diferentes setores topolégicos. Devemos lembrar a necessidade
de se considerar a presenca das fontes dos campos fermionicos antes de se iniciar qualquer
calenlo. Sem estas, numa integracio sobre os férmions nao seria capaz de nos fornecer
informacdes consistentes, ja que o determinante a ser obtido se anularia [29]. A funcdo
dos termos de fonte é a de separar, no determinante do operador D, o produtério dos
seus autovalores nao nulos. Esta sim, serd uma quantidade passivel de manipulagoes

funciunais.

Uma vez introduzidas as fontes externas, somos naturalmente levados a considerar
uma translacio nos campos 1 e ¥ a fim de gue o célenlo de Z seja simplesmente uma

integral gaussiana. A mudanga

Blx) - wle)— [dS (@)1 W),
Fla) - D) - [ S,
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onde S (,y) é a inversa do operador £, j4 definida em (2.18) e satisfazendo a (2.19), nos

leva a
ZLJ* 7, n] = exp 7Sn) ] d A, dvdyy exp (—S + (JHAp) + TR + <$ "07)>) .

Apesar desta expressao ndo estar na sua forma diagonal, o aparecimento dos projetores
dos modos zero do operador de Dirac, Fp, nao introduz quaisquer dificuldades adicionais.
E conveniente escrever 3’ e 1 como combinagao linear de autofungoes ortonormais e

linearmente independentes do operador D). Portanto, vamos considerar as expansoes

i

2 Z Anion + Z Q0itP0: ;
Y= ) @] + Zaoﬁpgia

COIm

DSDn = /\7L‘~Pn1 (39)

Do = 0.
Agora, a medida funcional fermicnica fica
d@d’t‘[) = Hd&ndan Hdamdagi,

Deste modo, a expressav da parte fermidnica Zp do funcional gerador Z passa a ser
escrita em termos do determinante funcional de D. Com o auxilio das equagdes (3.9)
eSCIeveInos

Zelhnl = exp (T}S?])fndﬁndanndamdam exp (—— Z(@LD%ﬁnam) X

n,m

exp {Z {Mpo:) <(P$ilpoj> ag; + Z <LP63 tPoi> oy <<P3i?i>}
2,3

o%}
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= exp (T]S-;/)/Hdandan exp («—Z/\nanan) X
f Hdﬁmdam exp (Z (Tpoi) ao: + Zam' <‘Pgh'7{' >)

2

= exp (7S} Hfdandan (14 Apanin) X
H/.dﬁm (1 + ao: <‘P3ﬂl>) H/ dao (1 — ao; (1poi))
= exp (790) [T An [T 0100s) (iden)

= exp (5n) det'D H (Tpoi) <‘P(T)i?l> ;

onde det’ [J é o produto dos antovalores nao nulos de D.

O estudo de determinantes funcionais na presenga de modos zero nos fornece uma
maneira pratica de calcular a razio entre dois determinantes de operadores diferenciais,
definidus a partir de duas configuragbes de campos de gauge distintas. A tinica condigao
imposta sobre estas confignragoes é a de que possam ser escritas como flutuacoes de
configuracdes fixas. Sabendo que a razao entre estes dois determinantes associa-se o ja-
cobiano de uma transformagao quiral, percebemos a importancia do estudo desenvolvido
no capitulo 2 sobre determinantes funcionais. De fato, vimos nas duas primeiras seqoes
do capitulo atual que as configuracées de campos de gauge homotopicamente equivalentes
ac representativo de uma determinada classe de homotopia, poderiam ser escritas como
flutuacoes deste. Vimos, ainda, que a um setor topoldgico com carga N estd associado
um operador de Dirac com N modos zero. Portanto, uma escolha conveniente para o

representativo deste setor nos permite fazer uma transformagao quiral

t — exp(—ip(x) + (2} )P,

® (3.10)
v o= Pexp (ip(x) + ¢ (x) ),

que leve as configuracdes flutuantes A, nas fixas A&N }, e conseqiientemente D — DW),

Este procedimento é bastante conveniente para o cdlculo do funcional gerador e, feito
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antes da integragao sobre os férmions, nos da

1
‘d []'1“ T‘ 7 Z/da[“C‘” ,u; 1 )) exp (<ZE1UF;“/> + (JHA[J} + <7_?I15‘(N)7,?I>)
det’ D) H Mok’ <<pf)§v)'?r’> ,

onde
det’' D
{N)
( ""A ) det’ [D{N)

é o jacobiano desta transformacao. Agora det’/DW ) é o produtério de autovalores nao

v . N ~ .
nulos do operador DY) §(V) gy inversa e (p({)i ) suas autofungdes ortonormalizadas. O

adorno ' que aparece nas fontes 7,9 serve para indicar que uma transformacgao lhes foi
induzida por (3.10).

E conveniente expressar o funcional gerador diretamente em termos do conjunto orig-
inal (ndo-ortonormal) de autofuncdes do operador DY) ubtido em (3.6) e (3.7). Para

isto, introduzimos uma matriz de rotagao entre os dois conjuntos de autofungoes
(M) _ (V)
Py Zbqu)r); ?

que nos da

ﬁ(ﬁ’@&N)><wéf > |det b|* H(“"I’(N)><I)ff’) }>

=1

ryt
A condicao de ortonormalidade para as antofungoes ‘Pg)a . <<,08?) goéi,v > = 6,5, implica

s -1
|det b2 = [det ((@g)*@gg”))} .

Para chegarmos & forma final do funcional gerador, a partir da qual as fungoes de cor-
relacio poderio ser obtidas, devemos, ainda, dar uma prescrigio para calcular det’ D).

Usando o método apresentado em [22], podemos encontrar nma expressao para a derivada
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funcional de det’ D)

§
57 ( . ———det ' D) = det’ DN)[ Of (z) + 2tr (P((]N) (z,x) 75)}.

Sabendo ainda que

6 (V)
df(i_)detA:QdetAxtv (P (z,2) %) ,

com A = <<I>§)?)t(ll(()?’)> obtemos, apds a integragio funcional em f (x), que
det' DY) = exp (~T") x det (<<I>[()2N)r¢’(()iv)>) : (3.11)
onde. por nma questao de praticidade, definimos
I (A0 / duf (2)0Of (z).

O jacobiano da transformacgao quiral nos fornece um termo efetivo que pode ser so-
mado a acao S pela exponenciagiao da expressdo (2.24). O mesmo acontece para o termo
exponencial em (3.11). Portanto, a forma final do funcional gerador para o modelo de

Schwinger é

Zaa = /Aa'faJu exp (—F—F (JH Ap) + <?_]’S(N)n'>) e ﬁ <n CI)(N)> < (N)tn’> ,
.

(3.12)
onde

5 (L) Do)+ T fa A 4 T [0

com I', T dados por (2.23).
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3.4 Contribuigoes nao triviais as fungoes de correlagao

Dando seqiiéncia ao que fol proposto no infcio do capitulo vamos considerar as con-
tribuicoes dos setores topoldgicos nao triviais no calculo das fungdes de correlagao em
processos envolvendo us férmions. Estas serao importantes na medida em que através de
consideracdes acerca de sel comportamento assintético poderemos obter uma prescrigao
que nos permitira estudar a ambigiidade a,.

Como o funcional gerador € diretamente proporcional as fontes fermidnicas, € imediato
ver qute nao havera contribuicao as fungdes de correlacao puramente bosonicas. As fungoes
de correlacao puramente fermidnicas serac obtidas, como dissemos no capitulo 1, por
intermédio de derivacdes funcionais em relagao as fontes 77 e 1 do funcional gerador.

Considerando J# = 0, teremos

1 ) )
*'\'t ! i I ) vty == _— Tt T 3.].3
SC to.mBin (Ll T, 1 Iyl) Z [0] 5”&1 (fb‘]) 6?)ﬂm (:L'm) ( )
o ) _
. Z 10,7, gm0 -

S, (11) M (W)

com m e n inteiros positivos e podendo assumir valores arbitrarios iguais ou diferentes.

O que parece ser um cdlculo longo e cansativo pode ser substancialmente reduzido
através de consideracdes e observacdes a respeito da sua dependéncia funcional nas fontes
fermidnicas externas. De fato, nao é dificil notar que todas as fungdes de correlagao do
tipo m # 0,1 = 0 ou n # 0,1 = 0 se anulam ao tomarmos o limite de fontes nulas.
Por outro lado, se m # 0 e n # 0, simultaneamente, devemos analisar duas situagoes

diferentes: 1 # n e m = n = k. Analisemos estes casos separadamente.
o No caso 1 # 1,

s nicos setores que poderiam ser considerados no célculo de (3.13) seriam os setores

com carga topoldgica N tals que

N < min{m,n}. (3.14)
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Esta imposicao se faz necessdria pois, caso contririo, as amplitudes se anulariam devido a
presenca de fontes fermionicas remanescentes no produtério com as autofungoes (I)E,?}). No
entantanto, o ndo pareamento das derivadas em 7 e i faz com que, mesmo tendo (3.14)
satisfeita, ontras fontes, oriundas da derivagio da exponencial quadritica em (3.12),

provoqguem sen anulamento.
e Nocaso m=mn =k,

temos, finalmente, que a fungao de correlagao

1 ) 6
Z {0] 65701 (1) 67—1&:@ ()

& é
&g, (1) g, (ux)

(3.15)

Sﬁ}...kr'jl...k (il?l PR ) v S R 'UI»)

Z0,7,7]

T=1=0

é nao nula para quaisquer valores de NV < k.

Podemos observar que, analogamente a (2.18), pode-se escrever
S™ (w,y) = G (a,y) ~ f d*2GMN (2,2) PEY (2,y) - f d22P{" (x,2) G (z,y),
onde
G (e, y) = {exp (J (2) = f @) Py +exp (-~ (S (@) = S () P-} Gr(2,9),

e, devido & natureza anticomutante das varidveis 77 e T temos como resultado a simpli-

ficagav

exp <ﬁ’S(N)n’> X A; = exp <5‘}'G(N)n’> exp (— <ﬁ’G(N)P(()N)7]'>) exp (—— <ﬁ’P(()N)G(N)?)'>) A

= exp (7GO) ﬁ (1~ (00} (120G ™)) %

=1
N
11 (1 - <7_ffG(N)<Po> (‘PU"I)) A
i=1
= exp (TG™) As,
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onde A; = H‘N‘ < (N)> <(I>((,iV ’> e

T o= qexp(ip+drs),

1 = exp(ip+ )

Deste modo, o cdleulo de (3.15) se resume a uma seqiéncia de derivagbes funcionais
grassmanianas da expressac acima.

Pode-se facilmente mostrar, por indugao, que

4 6 1 (N, T il —r 5 (N) (N) q).'(N)f 0
e exp (7GMy 7 Dy, <<I> > = det
Oy (1) O, () ( < >,1:[1< o) o0 G'™M V)
(3.16)

onde ™' ¢ uma matriz N x k dada por

t
‘I’f(N) ()28 ()
(I);(N)* _ .

! )
Doy’ (y1) - Pon ()
&'N) ¢ uma matriz k x N dada por

Ty (1) - By ()
W) = :
B o0) - B ()

G'™) ¢ uma matriz k X k dada por

G () - G (2, )
Q) :

G (g, 1) -+ - G (g )
e () é uma matriz N X N identicamente nula. Temos ainda, para as entradas destas
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matrizes, as redefiniqoes

G (a55,5)

(I);J(iN) ()

exp (—ip + ¢vs) G (@i, ;) (ip + ¢ys)

exp (—ip + &) (I)(()]iV) (z;),

¥ t t .
oM (y;) = 08 (y;) exp (ip + drys) -

Usando, a partir de (3.6) e (3.7), a notagao simbdlica

N >0
N<0O

nio é dificil ver que

det (‘I"(N)) =

iN| IV
exp (Z ip (?/i)) exp (ﬂ: Zf (i) + ¢(yi)) det (x),

=1

V| N
exp (A )P (wi)) exp (iZf (:) + ¢ (-’L‘i)) det (x)

det; ((I)’(N)T) =

N
det {GM) = exp ( > ilew) - p(wi))) X
i={Ni+1
K
exp (i” Yo S - flw)+oly) —¢ (iﬂi)) det (Gr),

=N+

Y 1
det (x) = ][ lz—zl® (0),1’\’ >0
i,i=1
V|
det(xT) - H |z,;—fj1@)( 10 ) N >0

i
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det (x)
det (XT)

Reunindo estes resultados,

N
Sy oo o B Ty Wy - W) = Z ]da“ exp (w."fml,_es) det
=—N

unde

chegamos a uma forma fechada para (3.15) dada por

XT
Gr Xx

(3.17)

Spomtes =S = (i (5o + 5p) ) T {(Ga + 25) (f + )

e definimos

|V}

j,ﬂ = Zé(y‘" - Z) — (5(;11‘1' - Z),
=1

!

k
o= Y Sm—a)-sm—2),

i=|NI+1
N

Je o= . 6(—z)+ 6w —2),
i=1

k
Jeo= > 6 —6(wi-2),

i=|N |41

com {) representando uma integragao sobre a varidvel 2.

H4, ainda, uma iltima integracio a ser feita, mais especificamente, uma integragio

sobre as configuragdes com carga topoldgica nula a, do campo de gauge. Isto significa

fazer uma integracio funcional sobre os campos escalares p e ¢p. Deste modo, vamos escr-

ever a acio efetiva S também em termos destes e completar os quadrados com os termos

de fonte envolvendo j,, 7, 74, J;, Para que, ao final, tenhamos uma integral gaussiana.

O primeiro termo qile aparece em S é {1 F#)  BEm termos dos campos pe ¢, F,
p p 45 ny P 1 H.



€ escrito como
P = aﬁlAU - (’),,Ap = (9# (AS/N) + a,,) — 9 (ALN) + a,t) - Fﬁ(&f) + f#"’
onde definimos

VY = BPA(N)W-BA(N)
24 L 1) H

f,uv = apav _auap—

Usando as definigdes (2.21) chegamos a

FN) =

.[.LU

f,ur/

(OF) e,
(D(f}) ey

Gl |-

donde concluimos que

1
(o)

{ FE + f ) () f”“)}>
+ (0¢) 2) ((Tf) £ (D(p)a‘wn)
5 et +2(01)(O¢) £we™ -+ (O¢) (09) }>

W [

X
- (b
i

- inw)um(fw»

[T B o T
()

O segundo e terceiro termos de S, I'[a,] e I [a#, ALN )] , podem ser escritos como

2

Pl A7) = 7 [ {o (8- BE) a2 )

7T

#‘-nm

2

- 5 foe{boem10 e8] s ar-

= 4%/‘1%{(1 +a(N))(f+¢)D(f+4,)w@prDp}

o
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1

_ —;<as(N)(f+¢)D(.f‘+¢)+ki§‘wpmp>’

enquanto que o quarto e iltimo termo, I' [AELN )] , J4 esta escrito em termos de f () . Desta
forma, a agdo efetiva S, composta pela soma dos resultados acima, pode finalmente ser

escrita como

5= 5 (V=00 (a- 220 () oo,

Queremos obter uma expressao quadratica nos campos p e (f + ¢) para a integragao.

Isto é feito através das mudangas de varidveis em p
7 =p=5{r (it 1), (3.18)
onde A= (1 —a,(N))/2me
Ap(z—y)=0"(z—y) =——l~ln|;z:—y|
27 ’

eem (f + ¢)
p=l+oFe{(Az—y) (s +7})), (3.19)

com p? = e*as(N) [me

Ape-y)=[0(0-w)] (@-y)=- 1#2 {Kolplz ~ yll +Infz —y|}.

27

Aqui, Ky é a fungao de Bessel modificada de ordem zero. Com estas mudangas teremos

as diagonalizacoes

(1 —ay)
27

(1 —a,)

2w

(0T} + (i (p + 3,) o) — (o000 + 55 (5= 35) B (i 4 53))
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i

—% <(f + )0 (D - 62“3) (f + ¢)> = ((Js+733) S +9)

nos dando, para o integrando (3.17}, uma expressio ql,ladrz;,tica que esta pronta para ser
integrada.

A prescrigio para a fixagao do valor da ambigiidade a, pode ser, finalmente, in-
troduzida pela segninte consideracao. Como o campo de gauge a, tem carga nula, os
campos escalares, em fungao dos quais € escrito, devem cair a zerv no limite © — oo,
condicac necessdria para que nao carregnem carga topolégica. Deste modo, os novos
campos introduzidos pelas mudancas (3.18) e (3.19) devem ter o mesmo comportamento
assintético que os anteriores. De outra forma, estarfamos mudando de setor topoldgico.

Assim, para o campo 7 temos

1 1 1 M . -
[zl[linmﬁ () = ;:cl\]inm p () — 3 |:,1\1£nm <AF (x —z) (jp + L}))
1 [N
- Eﬁlxl\iinm dzlnle — 2] ;5(3“113:;)*5(2—%) +

( IZA: 5(;—:1:,;)—(5(;—9@)}
=N+

k

27\ \-‘Eliiinooz (Infr — 2] = In2 - wl),

=1

nma vez que lim ;.o p () = 0. Portanto,

lim (In|z — ;] — Inje — ) =0,

far| e
o que nos da o resultado

i llim a(x) =0,

18



de acordo com a condicao gie imprsemos.

Para o campo ¢, temos

lim ¢(z) = lm f(2)+ lim ¢(2)F lm e (A (- 2) (Jo+4))

|| — o0 jz

= —Nln|z|F e’ yzl\iToo <~— 5 (Kole|lz—z]] +Injz — z]) (j(ﬁ —i—jfh)>

2y

£
= —Nln(:r:[:i: 1(N),I1m -/d/,]nh:—‘,]{(z‘:s (z —z)+6(z y,-)) +

( Z 5(5“%)“5(3““%))}
i N1

T L
20, (N) |31“an {; (Inlz — 2| +1nle — %)) +

Z (Injz— 2] - Injz - yzl)}

=|N}+1

= —Nln|eg| £

= —Nlnjz| &

2|N|In |z|

1
2a; (V)
- (N¢aANJl|L

uma vez que K tem comportamento regular no limite considerado e limig) o ¢ () = 0.

Aqui, o sinal F corresponde aos setores com carga topolégica N e —N| respectivamente,

fazendo com que a expressao acima se divida em duas outras compondo o sistema

~ (N = 25) In 2], N >0,
lim ¢ (z) =
el o0 - (N = z%5) njel N < 0.

Em ambos 0s casos pode-se notar que o comportamento assintotico de ¢ seria singular a

menos que

as (N) =1,¥VN # 0.

Como o campo @ deve ter o mesmo comportamento assintético que @, precisamos, nec-
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essariamente, impor a condicao acima, que implica
a(N)=2a,(N)—1=1,

fixando, de uma vez por todas, o valor da ambigiiidade em setores com carga topoldgica
diferente de zero.

Para o setor de carga nula, a andlise deste capitulo nao nos permite tirar quaisquer
conclusces. Isto serd feito no préximo Capl’tllllo onde teremos que computar novamente
essas funcoes de carrelagao, bem como outras que forem necessdrias, e observar o seu
comportamento objetivando a obtengao de dados adicionais que nos permitam estudar a

ambigiiidade neste setor.



Capitulo 4
A QED, em Topologias Triviais

As funcdes de correlagao sio os objetos em fungdo dos quais podemnos exprimir grandezas
fisicamente mensurdveis. 1 perfeitamente razodvel supor que as expressoes finais destas
grandezas néo tenham dependéncia explicita de quantidades artificialmente introduzidas
na teoria para quaisquer fins. Este é o caso, por exemplo, do termo de fixagao de gauge
qite, introduzido na expressao do propagador do féton a fim de garantir-lhe um gran de
liberdade longitudinal, nio aparece nos elementos da matriz S ou pélos dos propagadores.
A utilizacdo de uma regularizagao nao invariante de gauge, no entanto, causa, como
veremos, o aparecimento de uma ambigiidade exatamente no pdlo do propagador do
féton. Este é, do nosso ponto de vista, um problema adicional que, na tentativa de
resolvé-lo, pode nos indicar uma maneira de como fixar um valor para a ambigilidade.
Do mesmo modo que no caso das topologias nao triviais, estaremos, portanto, inter-
essados no caleulo do funcional gerador e fungdes de correlagio do modelo de Schwinger
quando as configuracies de gauge possuirem carga topolégica nula. Calcularemos nao
somente as funcdes priramente fermidnicas mas também as puramente bosdnicas e mistas,
esperando obter informagdes sobre a ambigiiidade a partir da analise do comportamento

das mesmas.



4.1 O funcional gerador

Voltemos ao ponto onde o funcional gerador do modelo de Schwinger era simplesmente

escrito como
A= f d Aydipelsh exp (—S + (J*Au) + () + () -

Como agora o campo de gauge tem carga topoldgica nula, isto €, pode ser escrito sim-

plesmente como

eA, =d,p— éﬂgb,

um procedimento analogo ao utilizado no inicio do capitulo anterior, rotagao quiral

E = E eXp (3-!’ + 1),

¥ exp (—ip + 75¢) ¥,

!

seguido de translagao nos férmions

p(x) — () - f d*yS (z,y) 1 (y),
Fl@) = B~ [dme)S e,

onde S é a inversa do operador D, nos dd, apds uma integragao destes, a expressao
o % 1 “U‘ 11 st M -1
ZU 7] = [ A4S (A exp (= ([ FuF™ )+ (744,) + (i @ya,) ")), (@)
onde

7= Texp(ip+ wo),

n = exp(—ip+ ).
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0 jacobiano nao trivial de Fijikawa que surge em (4.1) é, novamente, a razao de dois
determinantes funcionais relaclonados a operadores diferenciais

det [

S(A,) = — T
\5‘( ,u) det’i’yﬂaﬂ

e, de acordo com o que fizemos no capitule 2, pode ser escrito como 1m termo expo-
]

nencial efetivo nu funcional gerador. Neste sentido, a acio euclideana pode ser escrita

como

. 1
§ = (Gl )+ TIA.

onde I' é dado por
e? 3.0,
A= -2 [da, {aS(S“V - “?} A,

A expressao (4.1), apesar de nav ser exatamente calculdvel, estd pronta para sofrer
derivagoes funcionals e nos dar todas as fungdes de correlacio, estas sim exatamente

calculdveis, de gque precisaremos durante os caleulos subseqiientes.

4.2 A auto-energia do féton

Perturbativamente, o cdleulo da auto-energia do féton [30] se resume i soma explicita
da série perturbativa completa de grificos de Feynmam vista como uma progressao
geométrica cuja razao é a funcao de dois pontos bosénica a 1 loop. Este caleulo pode,
no entanto, ser feito diretamente a partir de derivacoes funcionais atuantes no funcional
gerador, ji devidamente calculado. Assim, considerando ausentes as fontes fermionicas

71 =1 = 0. pudemos escrever o termo de fonte bosonico como

(JuAf) = (J, (0 + 5*9))
= — (0.7 p + (DuT*) )
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= - <JL,0 + J’I'¢> )

onde .J; e Jr representam as fontes para os termos longitudinal e transverso, respectiva-

mente. Agora. o termo a ser integrado em (4.1) € composto da exponencial de
< : 2 1 2 A
S — (J A"y = /d 2 5500 (O—m?) ¢ SP0p 4 Jup+ gy (4.2)

onde m? = e%a,/me A = (a; — 1) /7. Esta expresso precisa ser diagonalizada para
que a integral resultante seja uma gaussiana. Isto pode ser feito através da mudanca de

variaveis

¢ = gb+62fd22 [EJ (D —-'m,z)}_l Jr,

1
o= p— X/dzzD"]‘]L,
Neste caso, (4.2) é levada em

S = (J AN = /d2113 {@q‘)’D (D — -m?) ¢ — Ep’ljp’ —
2

%JT {D (D — ?712)]71 Jr+ %,],JDL]L} ;

nos dando para o funcional gerador a forma
- e? 1! 1 .
Zi1] = exp EJT [D (D — M )} Jr exp<—ﬁJLD JL> X
/ic,/’df lq’)D(D 2 ¢+’\ Op
Xp (| —— — T — .
ddfdp’exp ( =5 ) 5 PO

Vamos escrever as exponencials fora da integracdo em p' e ¢/ em termos das fontes

originais .J,, isto €

(oot ) = [t {ra (o) o)

(4.3)



_ 8—22/'052::052::’ (ﬁmyﬁ _ 5#135%) O Sy [D (D — mz)]il aj']..t}

= f;]dzzdzz' Ju (2) {8118:/ [D (D - 7”2)]4] Ju (7)) —

Jo (2) {(9”3:1 [D (D - mg)] -I] Jy (z')} :

onde 3L nos diz que a derivada esta sendo tomada em relagio & coordenada z’. Do mesmo

modo

_ _ 2420 ) 1 " -1 vt } y
< _QA]LD JL> = ] afgal,,{ ST (2) 870,07 () (4.4)
1 i/ ] —_ ia /
=~ ] dzdz' J* (2) [0,0,07"] JY ().

Vamos ainda escrever estes resultados acima no espago dos momentos usando as

decomposigdes de Fourter

Ju(z) = f (j;; exp (ipz) T (p)

P [ d’p exp(ip(z —y))
2 (2m)?  pitie

A1 d?p exp (ip(x —1
[D (D—m )] (:r—y) = —f(%:))g plg((pz(_l_m;;)),

Com isto, o expoente de (4.3) pode ser escrito como

fd”;dgz' {_]“ (2) [r"),,(r):l [D (D — m?)]—l} (= } /d2 ;(Qﬂp dzl; (c;;;);’

expipzexpik (z — y)expip' =’

= k.k” :
{Ju (p) (m) Ju (P )} -

Usando ainda gue

fdzzexp(i(p—l-k)z) ~ (2m)? 8 (p+ k),
[@zew i@ —k)2) = (@086 k),
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concluimos que

fd%d?z’{,fu(;) [afx, E (u—m?)]'] Ju(z’)} - /(s;iz.it(mk)m%.ﬁ‘ (k)

_ / d*k J, (—k) J* (k)
(27)"  k*+4m?

Analogamente,

[z { T, () [aq [o(o- mz)]”} 7, (2 )} -/ (—;"3:{;—2.}“ (—k) F%TZ)I (k).

Para o expoente de (4.4) temos, por sua vez, a eXpressio

1 [ d% - -
d%_; ks ;

1
—— (A () 1800 T () = —= .
o [ £ @ [PADT ) = (27)?

De posse de todos estes resnltados, podemos finalmente escrever a expressao final para o

funciunal gerador

- d2k PR k1 kuk] -
A [Iﬂ] - exp{/ (Q—WTZ'J# (—}") {E k2 (Az +‘ITL2) - ﬁ 2 ] Sy (‘l")}a

onde estamos considerando ansentes os termos de fonte para os férmions e jogamos a
integral sobre os campuos p’' e ¢’ no fator de normalizagao.

Nosso objetivo nesta seqio é o cdlculo da auto-energia do féton. Portanto, temos ainda
que tomar as derivadas funcionais da expressdao acima em relagao as fontes J,. Como
os nossos resultados estio convenientemente escritos em termos das fontes no espago dos

momentos. s .J,, devermus usar a regra da cadeia na diferenciagao. Assim,

p T 1
6 ()6, (p)

6 _ /dz' 8.1, (p) &



onde

6jy(p) _ 6 2.1 ! Y 2 ro ] -
5T () 6, () / g, (o) exp (—ipr') = / d*z'é (v — a') exp (—ipr’)
= exp(—ipz).

Agora podemos tomar as duas derivadas em relacdo as fontes bosénicas do funcional

gerador
A / : 8%Z
—_— = [ d*pd?p exp (—ipz)exp (—ip'y) — -
8J, () 8.0 (W), ) 8J. (p) 64, (¥) j_p

dgpdzp' . . g !
- IW exp (—ipx)exp (—ip'y) 6 (p + p') [

dzp . 32 pQ&W - pppu 1 p,upv
h / (27)* exp (=ip(z =) l? p?(p? + m?) ©9x pe

= G"iz—-y),

epe —p'p” 1 pp
22 (p*+m?)  2) p?

0 que nos da a auto-energia do féton.

De acordo com o que foi salientado no inicio do capitulo, 0 método de regularizagao
que utilizamos para efetuar o calenlo de determinantes funcionais, usados para a obtencao
do funcional gerador, fez surgit uma quantidade fisica mal definida. De fato, podemos
perceber que, sendo n? = %, o pélo do propagador que acabamos de calcular contém
a ambigiiidade de maneira explicita, o que significa que ela se manifestaria no calculo de

qualquer quantidade fisica.

Pondo a expressao para (G em outra forma, vemos que

d“!p 62 p26g1u _ p,upu 1 PPy
Ty fL — i (—ip (2 — R Y S s ot
& (‘L y) / (271_)2 ew(p( p ("l’ y)) [ 9 pg (pg + ?TL2) 93 pg

— 7(12 pr _ grgy dzp exp(—?’p(d’_y))
= (08 satid [/ (27?)2 P (p? + m?) j[

Lous | [ 4% exp (=ip (@ ~v))
N U @7 P ]

‘ 1
= - (08" — ") 27Ky (m ]z — y|)] + XB“BV [—-ziﬂ In{ml|x — y|)

57



nao tem singularidades ultravioleta.

4.3 Funcao de dois pontos fermiénica

De maneira semelhante 2o que foi feito para a auto-energia do féton, vamos considerar
ausentes, a priori, as fontes bosonicas, J, = 0, e tomar as derivadas em relagao a 7j e )
da quantidade {4.1). Portanto, a fungao de dois pontos fermionica é simplesmente

S"’ o = 522
Sap(r—y) = 6T () 613 {y)

n=n=0
o 6
_ _ el 7‘v P — VT U PP L -1,
[ e (-5) P ()1 y o (T 078" )

/dA“ exp (. )67 {fa’z 7exp (ip + 7)), *

(i7" 3,)55 (exp (—ip + wnw ()}
jdAp exp (- 5) (exp (ip + 156)) oy (@) ((7*0,) 15 (exp (—ip + 15)) 55 (¥) -

Podemos novamente simplificar este caleulo se fizermos uso da relagao, muito 1til no
capitulo 3,
exp (f ()7s) = Prexp (f (2)) + P-exp (—F (w)).

Com esta ajuda escrevemos

exp (rah (2)) (17"0,)  exp (10 (y)) = (Pyexp (¢ (2) + P exp{=¢ (x))) (1v'9,) "
(P exp (¢ (2)) + P_exp (—¢ (x)))

= (i7"3)7 (P-exp (¢ (2)) + Prexp (¢ (2))) x
(Pyexp{¢(2)) + P_exp (—¢(2)))

(iv8,) ™" (Pyexp (= () + ¢ (v)) +

P_exp (¢ () — ¢ (),



de modo que

Sep(w—y) =5 (@—y)+ S, —vy),

onde
Sta (o —y) = ((190.)7' Pu) , [ dduexp (=S)exp (i (o () = p (W) F (¢ (2) ~ 6 @),
Escrevendo o argumento da segunda exponencial no integrando como

(o () = p ) T (B(5) = 6 ) = [ &2 (i (2) + 6()) 5 (2).

onde

teremos entao
Sty (z—y) = ((i’y“(‘)‘u)_l Pj:)mj ]dA# exp (———S + ((ipF gb)j)) .

Temos que diagonalizar este integrando de modo a obter uma expressio gaussiana. O

trabalho é idéntico ao que foi feito para a auto-energia do féton e nos leva de
o : : 2 L 2 A - .
S~ (lipT o)) = [d2= 05500 (D= wi) g~ SpBp -+ ijp L 5o .

com a ajuda da mudanga

H

g L G I

)1
LN e
P p /\/ (1),
a expressao diagonal
- . P 2., L 2% 1t i\_ e
—S+{lipFd i = [du —@d)D(D—?n)@ + 2pr +
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%g(ij) [0(0—m?)]" (&) - % (¢j)0! (z'j)}

1 A
— 2, / 2 ’ ’ ’
= /d£{—_262¢D(D_?rl)¢ +—2~pr +
2

S i )

Agora podemous escrever
2

S (0= 9) = (679) 7' P, exp <%f o (e-w?) " 2—1);JDIJ> ,

onde, novamente, consideramos as quantidades provenientes das integracoes em ¢ e p’

incluidas no fator de normalizacao. Sabendo ainda que P, + P_ = 1, concluimos que

Sea(@=y) = Siplw—y)+ S, -y)
2
s i L..2 gl‘- 1 1 - < 1
- eXP<2J[D(D—nL)] j+ﬁjl:] j>((27‘8“) ){,,d

] 62_ ]! . 1._]. “F
= exp<—2—j {D(D—m )] j+§JD J>ba5($_y)v

onde Sfﬁ (x —y) é a fungao de dois pontos de férmions livres.
A andlise de divergeéncias do resultado acima se resume, uma vez que S(‘:"ﬁ é finita, ao
estudo do comportamento dos dois termos exponenciais que nele aparecem. O primeiro

termo

32‘_ A k1 —exp (ik (z —y)) .
<—§-J [D (E] —m )] j> =g j (2ﬂ)2 K (k2 4 2 (4.5)
= e (2mA (1 0)) — e? (27A (2 — 7)),

¢ livre de singularidades, enquanto que o segundo
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L 1 5, exp (tka) —exp (ik (x — y))
=5, [ & x

1
= cllil%_m [In (me) — In (m ]z — y|)]

lim — = In | 2
= — n
a0 oA |z —y| ]’

é divergente no ultravioleta. A divergencia, no entanto, depende explicitamente da am-

bigliidade, nos dando a primeira oportunidade para tentar encontrar um meio de fixa-la.

De fato, vemos que

. 1 o —o0, se A >0
lim — In = '
a=0  2rA |z~ +o0, se A <0

o que implica em

. 0
Sus (& = y) =
o

Este resultado restringe o dominio de valores possiveis para a ambiglidade a uma bem
determinada faixa, uma vez que a solugio S,y (2 — y) = 0 nfo é uma solugao consistente
da teoria. Esta inconsisténcia se torna evidente ao percebermos que com ela estariamos
dizendo que vs férmions nao poderiam se propagar, o que é fisicamente sem sentido. E
precisu dizermos aqui que para A = 0, regularizacao invariante de gauge, a teoria nao
apresenta nenhuma divergencia ou inconsisténcia.

A outra solugao precisa ser renormalizada para que seja considerada consistente. A

busca de uma teoria finita nous levou a propor uma renormalizagao de fungao de onda

W o= 2y, (4.7)
Vo= 7k,
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que deixa o jacobiano das rotagbes quirais inalterado. De fato, usando a prescrigao

d .dD
EEdetD—TT (D de)

é facil ver que, na substituigao ) — AD, teremos

d Ly d (AD) _dD\  d
_ = 7" D !m = = — R
2, det AD =T (,\ o ) T (D dc) - det D

1
Isto mostra que a agao efetiva nao dependerd de Zﬂ, ou Z2 e que a renormalizacao

P
(4.7) nio afetard o resultado obtido para as fungdes de correlagao bosdnicas. O efeito
desta renormalizacio, no entanto, é sentido nas funcoes envolvendo derivadas das fontes

fermidnicas, pois agora

& 14
—Zp=12—-27
& R v

e
(5 (5
57; Z*" 6“

a0 tomarmos o limite .J, =7 = 5 = 0. Deste mudo, o propagador obtido a partir destes
férmions renormalizados ira se relacionar com o anteriormente obtido através da relagao
conhecida

11
Sc?ﬁ (x—y) = Z; Z%Saﬁ (x~y).

Podemos agora fazer a seguinte escolha: vamos considerar Z,j, = = 7Z3. Isto vai
requerer uma condigao de renvimalizagdo apenas para fixar 73. Por exemplo, usando
mesmo método de regularizacao que ntilizamos para o cdlculo de (4.5) e (4.6) chegamos

A expressau

VA :exp{u—lnairﬁ}, (4.8)

onde 3 é uma ambigiidade adicional sobre a parte finita de Z% a ser fixada atraves
da imposicao de determinadas condigoes de renormalizacao. Portanto, vemos que a

expressao regilarizadora (4.8) nos fornece a teoria finita e consistente que procuravamos,
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o que nos leva a conclusao de que nossa ambigiiidade deve satisfazer

s — 1
N 0= BT 0,
T
ou methor

as < 1.

Por outro lado, ao admitirmos que a; possa ser menor que 0, estaremos considerando a
possibilidade de aparecimento de taquions no modelo. Deste modo, impondo também esta
restrigao consegnimos diminuir ainda mais a possibilidade de valores para a ambigiiidade.
Agora temos

0<a, <1,

o, em funcao do parametro original que foi introduzido durante a regularizagao,
-i1<a<1.

Podemos perceber. na expressio acima, que a restrigao para a arbitrariedade em a
estd limitada pelus valores que fazem a teoria preservar as simetria quiral e de gouge,
respectivamente. Fora deste intervalo ficam proibidos os valores para a. Dentro, no

entanto, permanece a ambigiidade.

4.4 Funcgao de quatro pontos mista

Na secdo precedente obtivemos nao um valor fixo mas uma restrigao para a ambighidade.
Esta poderd assumir valores sumente na faixa 0 < a, < 1. Vejamos se, a partir da andlise
de divergéncia de outros processos, podemos restringir ainda mais esta faixa ou, melhor
ainda, eliminar quaisquer valores para a; diferentes de 1.

A auséncia de fungdes de correlagio com nm mimero impar de campos externos

fermidnicos ou busdnicos, nos leva imediatamente ao cileulo da fungao de quatro pontos
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mista G (x,y, 2, w) definida por

54

1y ~ —
p (E: Y bj’w) 6']# (113) 6.]1/ (y) 6;’—.’& ( ) 5"]13 (TU) [ " g ”]J =0

De acordo com o resultado obtido para a fungio de dois pontos fermiénica podemos

escrever, para a quantidade acima, a expressao

54
1 ~ — * o -1 ~
p(tﬁ (an: ~ TU) - (5.]11 (.’E) (5],, (y) {((?'f}’ a.lt) P+)a[3 (/.,,’UJ) x

[anuexp (<5 + (LAY +{(ip - #)3)) +
((i'y“(’)#)fl P,)wj (z,w) /dAﬂ exp (*F + (J.A*) + ((ip + &) J))} :

o que reduz seu cdlculo ao problema da diagonalizagao das agoes efetivas, isto €, trans-

formar

St = 8= (. AY) = ((ip ¥ &) 5)
= S+ {(Jup+ Jrp—ijp* jd)
= S+ {(J—if)p+ (Jrt31)¢)
= S+ {Jp+ TEd)

numa expressao quadritica que nos dé uma integral gaussiana. Este tipo de cdleulo ja

foi feito para as fontes Jp, Jr na se¢ao anterior. Deste modo, é facil ver que a mudanca

o = v [exfa-)] " 5

1
;o = dgzmil.]’
P P /\/ )

nos leva a
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4:%2 <j {D (D — m,?)]‘1 JT> - élx <j[]*1j> _ ;_/\ <,]L[]flj> ~ 5% <ijle>_

Nos resta ainda calcular duas derivadas funcionais, em relacio a .J,, da expressio acima

que é do tipu exp (— {(JKJ) — {JL}). Deste modo,

57 @b (= (JKJ) = (JL)) = (=2{K L), = L) exp (= (JICT) = (JL))

5

exp (- (JKJ) —(JL})) = —2Kuyexp(—{(JKJ)— (JL))+
656,

(~2(KJ), = Le) (=2 (KJ), — Ly ) exp (— (JKJ) — (JL)).

Ao tomarmos o limite JJ = 0, a expressao se reduz a

5160, F (= {(TKT) = (L)) s, ym0 = —2Kay + La Ly,

onde K, representa a funcao de dois pontos bosonica, previamente calculada. Para

identificarmous L basta notarmos que

(el (E-m)] ) = (il (s )] )

= - / d*zd?s T, (2) & [D (E] — mz)J (z,2) (")
e que

<JLD“'j> = <jD_1va>
- M/d%dzz’.]“ () o (z,2) 5 ().



Isto nos da para L a expressao

2

Li(z) = /dgz' (ig—s‘”’ai [D (D — -171,2)]_1 (,2)7() + 5%85'3_1 (z,2)7(

2

,)) |

Finalmente temos como resultado final para a funcao de quatro pontos mista a expressao

Gl (o, zw) = ((i9"9,)7 P+)w

exp (62—2 <j [o(5-m?)]” j> + %\ <jl2|1j>) +

(+H")=

ou

(z,w) [G* (2,9) + T (2) L% (3)] x

GRY (w2, w) = Sap (2,w) GH (2,y)+53, (2, w) L () LY () +55 (2,w) LE (2) LY (y)

onde S, e G*™ s5d0 as funcdes de dois pontos fermionica e bosonica e LY (x) = LY (x, 2, w).

Do mesmo modo qie para o cdleulo da fungao de dois pontos fermidnica, estaremos

interessados na analise de divergéncia desta quantidade. Assim, visto que Sfﬁ tem o

mesmo problema de divergéncias que S, passemos & analise de Lf.

Escrito no espago dos momenta, lembrando que

d?k exp (tk(z — z))
(2m)? k? ’

(78 e -9)= [

Lﬁ assume a forma

2

€ (P

Lff (x,z,w) = /% (exp (ik (z — 2)) + exp (ik (z — w))) {i;m +

27)
2 d*k exp (ik (z - 2)) + exp (ik (z — w))
R Zowd) [/ (27)° k2 (k2 4+ m?) ] *
%a*’ [/ (621::;2 exp (ik (z — 2)) ;r?exp (ik (& — w))]
= Frele,,d Ko (mlz - 2]) + Ko (m |z — w|)] —
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ﬁia“ [In (|2 — z[) + In (i |z — wl)],

que nao contém singularidades. Isso mostra que a funcao de quatro pontos sera finita
e diferente de zero, se a fungao de dois pontos fermidnica o for. O procedimento acima
deixa claro que o inico problema de divergéncia é com a fungéo de dois pontos fermionica.
Se ela for tratada, todas as fungoes de correlagio da teoria serdo finitas para qualquer

valor do parametro de Jackiw a; entre O e 1.
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Conclusao

De acordo com o que haviamos delineado na introdugao, comegamos o estudo da am-
bigiiidade de regularizacao no modelo de Schwinger, atraves do calculo das contribuigoes
dos setores com topologia nao trivial as funcdes de correlagdo fermidnicas. Vimos como
a exigéncia de que setores com cargas topoldgicas diferentes nao possam contribuir entre
s1 no caleulo destas funcoes nos levou naturalmente a uma equagio que permitiu fixar o
valor da ambigiiidade. Este resultado, valido para qualquer setor com carga topoldgica
diferente de zero, nos motivon na diregdo de uma solugao mais geral.

O segundo passo dado fol o estudo do modelo de Schwinger em topologias triviais.
Vimos, logo no primeiro calculo, o aparecimento explicito da ambigiiidade no pdlo do
propagador do féton. Ja o caleulo da fungio de dois pontos fermidnica forneceu resul-
tados que dependem explicitamente da ambigiiidade. Verificamos quie valores de ag > 1
implicariam na impossibilidade dos férmions de se propagar, enquanto que a, < 0 faria
com que o bdson vetorial fosse taquidnice. Com estas consideragoes obtivemos a restricao
0 < a, <1 (de origem fisica) av parametro de Jackiw-Rajaraman. Para a, < 1, a funcao
de dois pontos fermidnica € divergente, mas ainda pode ser considerada desde que se faga
uma renormalizacao de fungao de onda. O caleulo de outras fungdes de correlagao, como
a funcao de quatro pontos mista, nos informou que o tipo de divergéncia que aparece €
do mesmo tipo que a da fungao de dois pontos fermionica. O calculo de outras fungdes de
correlagao tampouco alteraria o resultado que ja alcangamos pois, novamente, as possiveis
divergéncias se resumiriam & da anto-energia do férmion.

Uma maneira com a qual poderiamos abordar o problema daqui em diante seria
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através de 1um estudo sobre a renormalizacio da teoria no espago de configuragao. De
fato, observamos que a solugdo da teoria no espaco dos momentos € bastante compli-
cada, envolvendo mudangas de varidveis nio locais e jacobianos consequentemente mais
elaborados. A tentativa mais vilida seria a de fazer tudo o que fizemos no setor trivial
diretamente no espaco de configuragdes. Deparamo-nos, no entanto, com a existeéncia de
poucos resultados na literatura que nos indiguem como fazer, diretamente, a renormal-
izagao neste espago.

Uma vez feito isto, seria necessario um estudo do grupo de renormalizacao para o
modelo de Schwinger. Sabemos que o aparecimento de ambigliidades de renormalizagao
nao é exatamente numa novidade. Lembramos, no entanto, que quantidades fisicamente
mensuraveis, os observdvels, nao podem depender dessas ambigilidades. Isto é, nao
podem depender de como as condigoes de renormalizagdo s3o impostas sobre as fungoes
de correlagio. Como ja foi dito antes, € responsabilidade do grupo de renormalizacao
relacionar estas condigoes. Matematicamente falando, observaveis fisicos devem satisfazer

a uma equacao, chamada equacao do grupo de renormalizagao, da forma
d
- fl = (),
dp

onde R representa algum observavel e p1 é o parametro massivo arbitrario introduzido pelo
procedimento de renovrmalizacac. Portanto, podemos conjecturar que, mesmo podendo
assumir valores arbitrdrios, apesar de limitados, a ambigiiidade, juntamente com a carga

elétrica, satisfaz a4 equacav
d [e2a,

dp\ =

=0,

uma vez que esta quantidade entre parénteses (o pélo do propagador) é um observavel.
Se pudermos comprovar a suposico acima teremos encontrado um significado para a
existéncia desta ambigiidade. Ela representaria uma interpolagao entre os diversos tipos
de regnlarizacao possivels num processo de renormalizagio e seria, portanto, expressa em

termos da constante de acoplamento renoimalizada eg e de p. A anilise deste ponto e o
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estudo do problema para as teorias quirais é a continuagao natural deste trabalho.
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Apéndice A

Calculo da Funcao de Green para o

Modelo de Schwinger

Queremos encontrar uma solugdo para a equagao diferencial
(iy' O + ey AL) Gy {zyy) = 6 (2 — ¥)
que possa ser escrita na forma
Gy (2 —y) =exp (i (a(x) — a (y)) Gr (2= v).
onde « (z) é um campo escalar e G (x — y) é a solugao da equagao livre
iv0,Gr(e—y) =6(x—v).
Esta imposicao sobre (G, nos da, por sua vez, para « (z) a seguinte equagio

VOuc () = ey A, (2)
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on ainda

Jr

Oc () = —ey*y"d, A,

O problema de encontrar uma solugdo para a{z) se resume, entdo, ao problema
de encontrar a inversa Ap do operador diferencial d. De fato, podemos verificar que

escrevendo

i’Yﬂa,ltAF (‘L‘:y) = GF ("E: y) H

somos levados, via (A.1), a

OAp (2,y) =6 (x—y). (A.2)
Deste modo, podemos escrever, como solu¢ao para e (), a expressio
ar) = —efdzzAp (z,2) v+ 8, A,

1 1
= e/dZ:Ap (x,2) {"5 A [’Y“ﬁ"]} Oy

= ——e/dzzAF (,2) (16" + iy} 3,4,
que, se usarmos

1
(A — AL = s Pt = 7,

-,tu/r.)LAu —
£ 2

1
2
pode finalmente ser escrita como

alz)=c /dzzﬂp (z,2) {10, A" + iy [}

Para finalizar, precisamos encontrar uma expressao para o propagador livre G (z,y).

A solugéo da equagdo (A.2) é obtida por

AF(J’y):_ :

1 /‘dgkexp (ik (x — y))
(2m) k? 4 ie
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No entanto, podemos escrever

A—%z—g = —i/omdt exp (z! (!{:2 +i€)) ,

donde
i
(2m)

Ap(z,y) = — /Um dt exp (—tz) /ko exp (z’th + z'l.",:r) .

Para que a expressao acima seja uma integral gaussiana precisamos completar quadrados

no expoente da entegragio em d%k. Assim,

kx kr x? x?
o+ th? = (B =t (B = - ) -
i + 1 f(L + t) (k -t 4t2) -

onde k' =k + % Sabendo ainda que

Y

/_O:C dkjexp (ikf;t) = % —

concluimos que

A — 1/‘°ﬂ*dt " it lfOOdt i’
PP TP\ T )T T T T )

logo,
Gr=—-iv"0,Ar

é nao singular. De fato,

b =~ [ ey () [ by (22)
dr Jo ¢t 4t A Joo 82 4
_ 1 < g ) ix?s
= T ?EXP("—)’
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0 que nos da

iyl poe Z, ix?s
i/}t.“f}#AF = mzzirfo ds (—"L—‘;ﬁ) exp (“‘“T

Portanto, existe
G (2,y) = exp (i (o () — & (1)) G (2 = ).,

tal que
e (x) = efdzzAF (z,2) {10, A" + iy F™}

.i,u , ~— Yu
Gp =2 (z, J{Z)_
27 (x — y)
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Apéndice B
Grupos de Homotopia

A idéia dos grupos de homotopia € associar uma estrutura de grupo a deformagoes
continuas entre mapeamentos. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos € F o conjunto
de mapeamentos de X em Y. Introduz-se uma relagao de equivaléncia, chamada "ho-
motdpico a 7, em F tal que dois mapeamentos f,g € F sao identificados se a imagem de

f(X) puder ser continuamente deformada na de g {X) em Y.

B.1 1Idéias basicas

e Definicao 1 Seja X wm espago topoldgico ¢ seja I = [0,1]. Um mapearnento
continuo o : I — X € chamado caminho com um ponto inicial xg € um ponto final
2y se «(0) = xo ¢ (1) = xy. Se ainda « (0) = (1) este caminho é chamado de

loop.

Dizemos que um loop c € homotdpico a outro loop § se o puder ser obtido a partir

de J por uma deformagio continua.
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e Definicao 2 Seja oo, 7 : 1 — X caminhos lais que (1) = g(0). O produto entre

a e 3, denotado como ax 3, € wm caminho definido por

Como (1) = 3(0),a* 3 € um mapeamento continuo de [ em X.

e Definigao 3 Se¢ja o« : [ — X wm caminho de £y a 11. O caminho inverso o~ ! de
« 6 definido por

a'(s)=a(l—s).

e Definicao 4 Seja v, 3: 1 — X loops em xy. Estes sao ditos homolépicos, o ~ f3,

se extstir um mapeamento continuo ¥ I x [ — X lal que

F(s,0)=a(s) F(s,1)=p08(s),Vse [

F(0,6)=F(1,t) =a2p,Vt € .

O mapeamento F € entdo chamado de homotopta entre o e 3. A relagdo de homo-

topia € wina relogao de equivaléncia.

B.2 Grupos fundamentais

A classe de equivaléncia de loops é denotada por {@] e é chamada de classe de homo-

topia. O produto entre os loops define naturalmente o produto no conjunto das classes

de homotopia.

e Definicao 5 Seja X um espago topoldgico. O conjunto de classes de homotopia de
loops em zo € X ¢ denotado por m (X, zo) € é chamado de grupo fundamental. O

produto de classes de homotopia é definido por|a] * [8] = [a * 5]
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e Teorema 1 O grupo fundamental é wmn grupo. Isto é, se «, [ e v sao loops em

x € X, valem as sequintes propriedades

(fa = [81) * [v] = [a] * ([8] * [1])
[0] * [ea] = [o],

[ # [ = [ed],

onde ¢; é o mapeamento constante definido como ¢; : I — X tal que ¢, (s) = =.
A demostragio deste teorema € simples e direta, de modo que vamos assumi-lo como
verdade.

A equivaléncia homotdpica entre caminhos e loops é facilmente generalizada para
mapeamentos arbitrarios. Sejam f,g : X — Y mapeamentos continuos. Se existir
um mapeamento continno F @ X x [ — Y tal que F(2,0) = f(2) e F(z,1) = g(x),
| é dito ser homotdpico a g, denotando-se f ~ g. O mapeamento ¥ é chamado a
homotopia entre [ e g. Assim como para caminhos e loops mostra-se que esta € uma
relacdo de equivaléncia. Mostra-se ainda que o conjunto das classes de equivaléncia tem

propriedades de grupo sob a operacao de composicao destes mapeamentos.

B.3 Exemplos de grupos fundamentais
o Teorema 2 O grupo fundumentel de S' € isomorfo o 2.

Apesar da prova deste teorema nao ser dbvia, pode ser intuitivamente entendida.
Suponhamos que envolvemos um cilindro com um elastico. Um eldstico que da m voltas
no cilindro nao pode obviamente ser deformado em um que da n voltas. Além disto, wumn
elastico que da in voltas no cilindro e depois mais n voltas envolve-o num total de n +m

voltas.

o Teorema 3 Sejam X e Y espacos topoldgices conexos por arcos. Entdo my (X x Y, (%o, vo))

¢ isornorfo a my (X, xo) ® 71 (Yiy0) .

77



Por exemplo: seja o toro T? = §! x 81, Entdo
2 —~ ~] v] ~ -
m (T)_m (.S )6B7r1 (b ) =Z ¢ Z
De maneira similar para o toro n-dimensional

T = §'x 8" x... x 8,

L VEeZEs

temos

m(I") =2 Z6Zs...OZ.

L veEZES
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