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Resumo

No presente trabalho, aplicamos o método de quantizagdo dual de excitagoes topoldgicas,
para cordas magnéticas do Modelo de Higgs Abeiiano em (3 + 1)-dimensdes. Na apro-
ximacéo onde o valor absoluto do campo de Higgs € constante, calculamos a funcao de
correlacao de nma corda magnética fechada e circular, tanto a temperatura finita como no
limite de temperatura zero. Mostramos que a temperatura zero, somente cor das infinitas
existern como excitacoes genuinas. Contudo, a introducao de temperatura desestabiliza

o sistema, e, mesmo as cordas infinitas, desaparecem do espectro fisico.



Abstract

In this work we apply the method of dual quantization of topological excitations to ma-
gnetic strings in the Abelian Higgs Model in (3 + 1)-dimensions. In the approximation
of constant absolute value of the Higgs field, we evaluate the correlation function of a
closed and circular magnetic string, both at finite and in the zero temperature limit. We
show that in zero temperature, only infinite strings exist as genuine excitations. Howe-
ver, the introduction of temperature makes the system unstable and even infinite strings

disappear from physical spectrum.
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Introducao

Solitons sao solucdes classicas estdveis de equagdes de campo nao-lineares, as quais cot-
responde uma densidade de energia localizada e sem dispersao, movendo-se a veloci-
dade constante. Particulas elementares sao também pacotes de energia estdveis e podem
ser descritos por teorias de campo relativisticas. Tamanha semelhanga nos sugere que
possa existir realmente uma conexao entre sélitons e particulas elementares. Entretanto,
particulas sao descritas por uma teoria de campos quantica, ao passo que 0s solitons
sa0 solucbes de equagdes de campos cldssicos. Para estabelecer alguma correspondencia
entre eles é necessario, antes de tudo, o desenvolvimento de um formalismo sistematico
de quantizacéo destes objetos classicos, o que ndo é um problema trivial, e a posterior
andlise dos estados oriundos desta quantizagao.

Os mais conhecidos exemplos de sdlitons sac os kinks dos modelos de campos esca-
lares Mgt [1]{2][3] e sine-Gordon [4], em duas dimensdes; os vértices do Modelo de Higgs
Abeliano (MHA) com simetria axial [3][6] e os skyrmions do modelo o néo-linear O (3)
[7][8], em trés dimensdes; e 0 monopolo magnético de t’Hooft-Polyakov [3][9], em teorias
de Yang-Mills a quatro dimensoes.

O interesse fisico nos sdlitons em modelos em (2 + 1)-dimensdes, encontra-se relacio-
nado, sobretudo, & aplicacio da teoria de campos & matéria condensada. De fato, algu-
mas propriedades da supercondutividade no planoc sao descritas pelo modelo de Landau-
Ginzburg [10], que nada mais é do que o limite nac-relativistico do MHA. O modelo o
nao linear descreve o antiferromagneto de Heisenberg, no limite continuo [11].

Contudo, é em quatro dimensdes que os modelos de sdlitons encontram maiol rea-
lizagiao, cobrindo uma vasta gama de fendémenos em diversas dreas da fisica. Em matena

condensada temos as bem conhecidas linhas de vértices em supercondutores tipo II [12]



e, mais recentemente, a formagao de defeitos, tipo corda, em transigoes de fase de cristais
liquidos [13][14]. Em fisica de particulas elementares, nos modelos de grande unificagao,
descobriu-se que a presenca de monopolos pode catalizar o processo de decaimento do
préton (efeito Callan-Rubakov) [15][16][17]. Em cosmologia ¢ astrofisica as chamadas cor-
das césmicas poderiam ter sido formadas em transicGes de fase eletrofracas, no cenario
da bariogénese [18][19][20](21][22], onde desempenhariam wn papel central na explicagao
da assimetria do numero barionico.

Em 1976, Fréhlich [23] mostrou rigorosamente que em modelos de sélitons bidimen-
sionais podem existir excitagdes no espago de Hilbert que nao sao criadas pela aplicacao
de polinémios dos campos sobre o vacuo. Os estados quénticos associados aos solitons se
apresentariam como novos setores do espaco de Hilbert, selecionados pelo valor da sua
carga topolégica. Isto quer dizer que s sélitons quéanticos sao particulas novas, diferentes
daquelas obtidas através da expansao perturbativ# dos termos de interagao envolvendo
os campos fundamentais da Lagrangeana.

Durante a década de 70, foram desenvolvidas vérias técnicas de quantizagao de
sélitons, que em sua maijoria residiam em generalizagdes do método de aproximacao
semi-cldssico WKB [24]. Através delas, obtiveram-se resultados importantes em duas
dimensdes. No entanto, para uma parcela aprecidvel dos modelos em trés ou mais di-
mensdes, 0s calculos tornaram-se extremamente complicados.

Diferentemente dos procedimentos acima mencipnados, usaremos o método de quan-
tizacdo dual, que é uma generalizagio dos conceitos de dualidade ordem-desordem da
Mecanica Estatistica. De forma sucinta, o método consiste em caracterizar os operado-
res de criacio de sélitons (ou operadores de desordem, ou duais) através de uma algebra,
dita dual, entre eles e os campos fundamentais da teoria. Esta dlgebra, leva em conta
as propriedades topolégicas dos sélitons. Entéo, a partir de uma prescrigao que pre-
serva a localidade da funcao de correlagao destes operadores de desordem, constrdi-se,
via integral funcional, uma representagao explicita dos mesmos.

Tais idéias foram introduzidas com éxito, inicialmente, em teorias de campos bidi-
mensionais para o modelo de Thirring, dentro do contexto da bosonizagao [26]. Como

o modelo de Thirring massivo permite um mapeamento no modelo de sine-Gordon 25],



mostrou-se [26] que o campo fermidnico do primeiro pode ser escrito como um produto
dos operadores de ordem e desordem do segundo. O método foi aplicado, ainda em
duas dimensdes, a modelos de campos escalares complexos com simetria Z (n) [27]{28]
e Z(4) x O(n) [29] e depois estendido para sistemas bem conhecidos em dimensoes su-
periores, como os vértices do MHA em (2 + 1)-dimensdes [30][31][32] e o monopolo de
t"Hooft-Polyakov em (3 + 1)-dimensdes [33].

Como na grande maioria das abordagens as cordas consideradas eram classicas, busca-
se explorar os possiveis resultados provenientes da sua quantizagao. Em [34], foi cons-
truida a primeira expressao para um operador de criagao de cordas, em termos dos campos
do Lagrangeano da teoria. Um estudo subseqiiente destes operadores foi feito em (35].
Trabalhos relacionados apareceram formmiados na rede [36][37] e no continuo [38][39].

Visando a descricio de transicoes de fase é necessirio introduzir temperatura. Em
mecanica quantica, Feynman [40] se encarregou de apresentar uma maneira de levar em
conta a temperatura em seu formalismo de quantizagio por integral de caminho, para
uma particula nao-relativistica em uma dimensao, desencadeando uma série de trabalhos
posteriores. Somente mais tarde, a técnica foi aplicada no contexto de teoria quantica
de campos relativistica para modelos de campos escalares e teorias de gauge [41].

O objetivo central desta dissertacdo é determinar a influencia da temperatura no
comportamento de cordas quanticas. Para tal fim, juntamos estas duas técnicas indepen-
dentes, a saber, a quantizacio dual de sdlitons e a introdugao de temperatura em teoria
de campos, no tratamento do Modelo de Higgs Abeliano em (3 + 1)-dimensoces. Este
modelo foi escolhido porque é o mais simples daqueles que admitem cordas magnéticas
como solucdes cldssicas estaveis, além de estar relacionado a varias situagoes fisicas.

Especificamente, o trabalho resume-se na construgdo de um operador de criagao de
cordas fechadas e circulares que carregam fluxo magnético e o céleulo da fungao de
correlacio destes operadores & temperatura finita, na aproximagao onde o valor absoluto
do campo de Higgs é constante. Em seguida, efetuamos o limite a longas distancias da
funcéo de correlacio e obtemos a densidade de energia por unidade de comprimento da
corda. Comparando este resultado com aquele obtido tomando-se o limite de temperatura

zero, verificamos que a introdugao de temperatura altera o sistema de forma fundamental,



impedindo a formagao de cordas magnéticas.

A tese é organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 fazemos uma revisao dos sdlitons cldssicos, comegando pelo kink em duas
dimensoes. Discutimos as propriedades topolégicas que sio responséveis pela estabilidade
classica dos solitons. Introduzimos os vértices em trés dimensdes e ampliamos a definigao
de sélitons para englobar as cordas, que sao objetos estendidos em quatro dimensces. Por
fim, expomos as idéias de dualidade em fisica estatistica e depois as generalizamos para
teoria quantica de campos em duas dimensoes.

No capitulo 2 aplicamos o mélodo de quantizag¢do dual na teoria de Maxwell livre em
trés e quatro dimensdes. Entdo, extraimos um procedimento que pode ser generalizado
para o MHA, obtendo-se os operadores de criagio de vértices e cordas. Caracterizamos o
operador de desordem para cada caso, obtendo as suas regras de comutagao com o fluxo
magnético e o campo de gauge.

No capitulo 3 descrevemos a técnica de introdugao de temperatura em teoria quantica
de campos e discutimos os efeitos da temperatura sobre os sistemas fisicos. Calculamos
a funcdo de correlacio dos operadores de criagdo de cordas magnéticas circulares, a
temperatura finita e no limite de temperatura zero.

O trabalho contém um apéndice onde abrimos diversos cdlculos do capitulo 3.



Capitulo 1

Sdélitons Classicos e o método de

quantizacao dual

Na primeira secio deste capitulo, definimos sélitons cléssicos e discutimos a sua relagao
com topologia. Em subsegoes distintas, apresentamos os tipos e as caracteristicas dos
sélitons aos quais aplicaremos o método de quantizagio dual. Na segunda segao faremos
inicialmente uma exposicao sobre a origem do conceito de varidveis duais na Mecanica
Estatistica, a sua interpretacdo como varidveis de desordem e a sua associacao com
operadores de criagio de sdlitons. Na terceira se¢do, iremos generalizar este formalismo

para Teoria Quantica de Campos em (1 + 1)-dimensoes.

1.1 Sélitons classicos

Equagdes diferenciais nao lineares aparecem em quase todos modelos em Teoria Quantica
de Campos (TQC) relativistica. Embora, de um modo geral, elas sejam tratadas por
teoria de perturbacio, podem existir estados quanticos que nao sao obtidos por esses
métodos. Neste sentido, nos tltimos anos, procurou-se desenvolver técnicas para en-
contrar solucdes cldssicas nao perturbativas destas equacoes. Para que as estas solugoes
estejam relacionadas com estados de particula é necessario que tenham uma energia finita.
Assim, as suas densidades de energia também devem ser finitas e cair a zero suficiente-

mente rapido para serem integraveis. As solugdes de equagdes de campo nao-lineares que



satisfazem esta condicao sao denominadas de solugoes localizadas ou sélitons.

Decorre imediatamente da definicio que, quando z — %00 (infinito espago-temporal)
os campos devem assumir os valores de minimo do potencial, para que as solugoes sejam
localizadas. Tste fato se traduz em termos de condigdes de contorno impostas as equagoes
de movimento. I bvio que, se existe um dnico minimo, o campo sé pode convergir
para ele. Caso contririo, ele poderd tender para rminimos diferentes e deve permanecer
estaciondrio, isto é, nao pode passar de um minimo para o outro, pois para isto, precisaria
de uma quantidade infinita de energia.

Entao, dividimos o espaco de solugdes em setores topologicamente isolados. Os cam-
pos de um setor sio estiveis e ndo podem ser distorcidos continuamente nos campos de
outro setor, sem violar o requerimento de energia finita. Ressaltamos que a divisao do
espago de solugdes em setores topoldgicos desconectados, € em virtude destas solugoes
obedecerem a condicdes de contorno diferentes.

Naturalmente, a existéncia de solugdes topologicamente estévels estd condicionada a
degenerescéncia do vicuo, sendo comum relacionar sélitons com quebra espontanea de
simetria.

A conseqiiéncia mais importante dos modelos de sdlitons é a conservagao de uma
carga, devido & topologia do espago. Veremos nas segoes seguintes, que pode-se construir
4 mao uma corrente, da qual origina-se uma carga topologicamente conservada. Cada
setor distinto de solucdes sera caracterizado por um valor especifico de carga topoldgica.

Diferentemente da carga topologica, as quantidades conservadas, tanto em Mecanica
Classica quanto em Teoria de Campos, sao provenientes de simetrias do Lagrangeano sob

a agao de grupos continuos.

1.1.1 Kinks

Um dos sélitons mais conhecidos aparece no modelo de campos escalares reais A¢? em

(1 + 1)-dimensdes. O seu Lagrangeano é:

L= Louve v (9),



sendo \
_ 1 9 m?

onde X e m sao constantes com dimensao de massa.
O sistema é invariante frente a mudanca ¢ — —¢ e o potencial tem dois minimos

degenerados em:

m
=%

Pode-se mostrar [24] que este modelo possui sohugdes clissicas localizadas, chamadas
de kinks.
Podemos construir a seguinte corrente, identicamente conservada:

j'u - (""\/5) E}ﬂ/ay(’b,

2m

onde p, v = 0,1 e ¢* é o tensor de Levi-Civita. Logo, a sua carga topoldgica é:

2m

Q=" s = (ﬂ) [ (= +o00) — ¢ = —c0)].

Se o campo tender para o mesmo minimo, a solugao é dita trivial, ou seja, a sua carga
topoldgica é nula. Por outro lado, se os minimos forem diferentes, o modelo tera dois
setores de solucdes com condicdes de contorno distintas, cujos valores da carga topoldgica

sao Q@ =1le @ =—1.

1.1.2 Estabilidade Topolégica

Matematicamente, a existéncia dos sélitons deve-se &s condigdes de contorno. Estas

condigoes sao mapeamentos definidos como:

A - Sfisico — "vinterno
* 1

onde 80 & a fronteira do espaco fisico e Sterne

é o espaco interno dos campos do
teaoria.

Os mapeamentos se dividem em setores ou classes que 1o sao continuamente de-

7



formaveis nas outras, mas mapeamentos de uma mesma classe sao deformaveis entre si.
Logo, as solucdes que pertencem a classes distintas sdo topologicamente estaveis, visto
que nao podem evoluir umas nas outras. Estas classes sao ditas classes de homotopia e
formam o chamado grupo de homotopia. Para mapeamentos de S, — Sp, o grupo de
homotopia é representado por I, (Sm)-

O mapeamento entre duas circunferéncias € do tipo §; — 5). Neste caso, se uma curva
d4 uma volta completa em Si, ela ndo é continuamente deformavel em uma curva que faz
uma volta incompleta e estas duas curvas, por sua vez, também nao sao continuamente
deformaveis em uma. terceira que dé duas voltas, e assim por diante,

O namero de voltas que cada curva realiza corresponde ao nimero inteiro que carac-
teriza a sua classe. Por causa deste fato, o grupo IL; (81) é isomorfo ao conjunto dos
inteiros. De um modo geral, todos os grupos da forma I, (Sr) sao isomorfos aos inteiros.
Quando o grupo de homotopia for nulo, sé havera uma classe de homotopia e nenhuma
solucao serd estdavel, do ponto de vista da topologia.

Aparentemente, o conceito de rlasse de homotopia em Fisica pode significar apenas
um capricho matemético. No entanto, ele permite determinar a prior: se um dado sistema

em (D + 1)-dimensoes possuira solugdes estaveis. De fato, sabe-se que:

I, (S.) = %,
I1,(S,) = 0 paran<m,
[1.(S1)) = 0 paran>1 (1.1)

onde Z =conjunto dos inteiros.
Entéo, através da verificacao do grupo de homotopia, podemos determinar se um

modelo possuird solitons, antes de calcular as suas solugoes.

1.1.3 Voértices

O Modelo de Higgs Abeliano (MHA) em D dimensOes espaciais e 1 temporal, € ob-

tido efetuando-se o acoplamento minimo do campo de gauge em um modelo de campos



escalares complexos. O seu Lagrangeans é:

1
L= FYEy+ (D) (D'9)" + V (¢",0),

com .
A 21?
V(d’*,éb):*g {(f)Qb*—T] 3

onde A e 1 580 pardmetros do modelo. Note que o potencial ¢ infinitamente degenerado.
Para terem energia finita, as solucoes do tipo sélitons devem satisfazer no infinito as

condigoes de contorno:

Fu — 0, (1.3)
D = O,p+icAud — 0. (1.4)

A fase do campo complexo nao é fixada por estas condigdes. A fase do campo ¢ =
|¢] €28 forma pontos sobre uma circunferéncia no infinito espacial 5;. Num espago
de D dimensdes espacials, a sua fronteira serd uma esfera de dimensao (D —1). Assim,
as condicdes de contorno acima mapeiam essa esfera (1) — 1) em S;. Da relagao (1.1)
da secdo anterior, concluimos que para o MHA o grupo de homotopia sé sera nac nulo
quando 1) = 2,

De (1.2}, (1.3) e (1.4), temos:

2m? .
b oo [ e a5
100
Inserindo (1.5) em (1.6), achamos:
Ag, A, — 0 e ﬁidig(lj—) para 7 — 00,
er df

Isto é, A, — 8,x (gauge puro), no infinito.



O MHA é o anélogo relativistico do modelo de Landau-Ginzburg, que descreve o com-
portamento de um supercondutor do tipo II, colocado sob agao de um campo magnético
[5][10]. Ao contrério do supercondutor normal, sdo formadas no interior do material,
linhas de fluxo magnético conhecidas como linhas de Abrikosov [12].

Assim, o MHA poderia simular uma configuragio do tipo cordas em fisica de particulas.
Motivados por esta idéia, em 1973, Nielsen e Olesen [6] estudaram o MHA em (3+1)-
dimensdes, com simetria axial, reduzindo o problema essencialmente, a um em duas
dimensdes espaciais. Experimentalmente, isto é equivalente a colocar o supercondutor
entre os pélos de um ima, cujo campo magnético esteja orientado ao longo do eixo z. As
solugoes cldssicas encontradas por eles ficaram conhecidas como virtices, e a sua corrente

conservada topologicamente é facilmente construida:
o= oy,
= .
2 #

A carga topolédgica é:

‘ oo +oo | ..
Q c / d*xj® = %f d*xe™ 9, A;.

:g -

Pelo teorema de Green,

f—y  —> 2w - -
(I)zf—jéA.dl=e/ darg(z)
2w 0

@ o 46

onde ® significa o fluxo magnético através do plano xy.
A fase arg () representa o mapeamento do espago fisico 57 no espago interno tambeém
S,. O nimero de voltas que a fase di em volta da circunferéncia no infinito espacial,

divide as solugdes em setores de fluxo magnético quantizado com valores:

2.
P = 20
(4

10



1.1.4 Cordas magnéticas

Existem sistemas [42] que apresentam como solugoes classicas objetos estendidos, seme-
lhantes a cordas. Estas cordas sao defeitos provenientes de transi¢oes de fase, onde o
parametro de ordem nao assume o valor de equilibrio em todos os locals [43]. Em muitos
casos tais defeitos sao estaveis por alguma razao topoldgica ou ainda outros motivos.

A formacao de defeitos ocorre nas mais variadas dreas da fisica. Em matéria conden-
sada, eles aparecem como linhas de fluxo magnético em materiais supercondutores do
tipo IT e como filamentos de vdrtices em transices de fase no hélio liquido. Em cosmo-
logia, uma série de fendmenos pode estar relacionada as denominadas cordas cosmicas.
De acordo com a teoria do Big Bang, na primeira fragio de segundo depois do seu nas-
cimento, o universo sofreu vérias transicoes de fase. As cordas césmicas podem ter sido
formadas nestas transicoes e sobrevivido até os dias de hoje, constituindo a tinica conexao
direta com os eventos altamente energéticos do universo primitivo. Recentemente, apos
a descoberta de solugdes de corda na teoria das interagdes eletrofracas [18][19], as cordas
césmicas tém ajudado na descricdo da assimetria do nilmero bariénico, no cenario da
transicio de fase eletrofraca [20][21][22].

Um modelo simples que apresenta cordas é o MHA em (3 + 1)-dimensoes. Muito
embora tenhamos visto, na secao anterior, que nesta dimensio o seu grupo de homotopia
é trivial, aquele tratamento nao se aplica aqui; jd que a corda nao precisa satisfazer as

exigéncias de localidade e energia finita.

1.2 Dualidade no Modelo de Ising Bidimensional

O conceito estatistico de variaveis de ordem e desordem teve origem no modelo de Ising
[44]. Foi também com base nas propriedades deste modelo, que foi desenvolvido o método
de quantizagao dual.

O modelo de Ising em duas dimensdes é um sistema de spins classicos o (), que po-
dem assumir os valores +1, colocados nos sitios (vértices) de uma rede quadrada (1-1).
Os espacamentos entre as malhas da rede sdo @) e ag, nas diregoes 1 e 2, respectiva-

mente. Supomos que o sistema encontra-se em equilibrio térmico e consideramos apenas
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a interagao entre os primeiros vizinhos.

rede direta

®
&

T

§ sitio direto

—&

Figura 1-1:

A Acido ! do sistema é [45]:

— e aa s o
onde 7 denota os sitios, 71, e 7y sao vetores unitarios nas duas direcoes da rede e e
B, s8o suas respectivas constantes de acoplamento O modelo é anisotrépico, pois Bie o
nao sao necessariamente iguais,

A funcao particao do sistema € [45]:

7 — Z e~ Sle(n)],

con fig.

Este modelo apresenta uma transigio de fase magnética. No espago dos parametros

B, O existe uma curva critica que separa a fase ordenada (ferromagnética) da fase

desordenada (paramagnética), dada por:

sinh 2(3; sinh 23, = 1. (1.7)

10 que chamamos de Acao é na verdade a fungio energia da Mecénica Estatistica Cldssica
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Graficamente (1-2),

Fervomagnético

B2

Curva -

] Faramagndtico critica

Figura 1-2:

Em 1941, Kramers e Wannier [44] construiram a hoje denominada transformagao de
dualidade, que consiste em reescrever um novo modelo de Ising, onde as novas variaveis
estio ligadas a uma rede dual. A rede dual ¢ definida como uma rede cujos sitios estao
localizados nos centros dos quadrados da rede original (1-3).

A transformacao de dualidade nao se restringe ao modelo de Ising, podendo ser ge-
neralizada para praticamente qualquer sistema com simetrias Abelianas em dimensao
arbitraria [46].

Identificando a direcao do vetor unitario 7i; com o eixo z e de fiy com o eixo do
tempo Euclideano, vamos tomar o limite no qual a ¥iltima diregao é considerada continua,
enquanto a primeira permanece discreta. Neste limite, o modelo de Tsing torna-se for-
malmente equivalente a um sistema quéntico com um Hamiltoniano bem definido, que
descreve a evolucéo temporal de uma cadeia unidimensional de spins interagindo. Esta
passagem é mais facilmente efetuada usando o formalismo da matriz de transferéencia,
que é definida como um operador no qual, atuando sobre os estados localizados a0 longo

de uma das linhas puramente espacial, produz estados ao longo de outra linha adjacente,
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rede dual

@ sitio direto
O sitio dual

Figura 1-3:

ambas ortogonais ao eixo do tempo [45].

No entanto, para realizarmos este limite deve-se tomar cuidado para nao alterar as
propriedades do sistema. Vamos considerar o caso em que 3 = B2 e a1 = ay. Tornar o
eixo do tempo continuo, significa fazer ay < a; progressivamente. Porém, se for mantida
a igualdade das constantes de acoplamento, a isotropia da rede serd perdida. Assim,
para obter um modelo invariante frente a contragdes do eixo do tempo (invariancia de
escala), é preciso compensar az < a1, simultaneamente, com B2 > 1, de modo a restituir
a simetria.

Em [45] mostra-se que, para tomar o tempo continuo, mantendo-se a invariancia de

escala, a escolha adequada dos parametros é:

ag = 6_2'62,
/82 - 0,
A= e 2= oy, (1.8)

onde A ird desempenhar o papel de constante de acoplamento na diregao z.

Colocando-se a matriz de transferéncia na forma infinitesimal, o Hamiltoniano obtido
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é [45]:

H =——)\Zo‘3 n) oz (n+1) Zol 1) (1.9)

onde 7, (n) e 03 () 530 as matrizes de Pauli. Este Hamiltoniano tem simetria 03 — —03,
para qualquer n.
As varidveis o tornam-se agora operadores que satisfazem as relagdes de comutagao

das matrizes de Pauli:

[O—i (’”:) ,G‘j (?FL)] f— D_, pal‘a T % 97
? = Teai=l,
T3 ('n,) (8] ('H) 03 ('H) = —0 (n’) .
A fungdo particao é:
Z = lim Tr TV,
N—oo

onde N é o total de sitios na diregao temporal.

O espaco de Hilbert deste modelo serd tal que, em cada sitio n, possam existir dois
autoestados de spin (up e down) do operador a3 (n). oy (n) funciona como um operador
que troca o spin no sitio n.

Por argumentos de universalidade, tanto o modelo classico quanto o quantico, tém os
mesmos comportamento critico e diagrama de fases. Entao, fazendo fp — oo em (1.7), a
curva critica torna-se 3 = ¢~ 2. Comparando com (1.8), vemos que o comportamento
critico da versio quantica é obtido para A = 1. Temos, para A > 1, a fase ordenada
(ferromagnética) e A < 1 a fase desordenada (paramagnética). Este fato, justifica a
identificacdo da constante de acoplamento A com o inverso da temperatura.

A transformacao de dualidade é um isomorfismo das varidveis originais nas variavels

duais que, em sua versio de operadores, correspondem a [45]:

pr(n*)y = az(n)ay(n+1),
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IT o1 (n).

m<n

onde representamos por n* o sitic dual que fica entre os sitios n e n + 1.

O operador p; (n*) mede se os spins de dois vizinhos estdo ou nao alinhados e ps (n*)
troca todos os spins a esquerda do sitio n. Naturalmente, os operadores u satisfazem as
mesmas relagdes de comutagao acima.

Em termos dos p's, (3.5) torna-se:

H = ~Z,u; n) g (n* + 1) ,\Z,ul n’

2= Z”l n* Z,ug, n*) ps (n® +1)]

A forma funcional do Hamiltoniano, tanto em termos dos o’s quanto dos p's, € ignal.

A \Unica diferenca é a substituicao de A — 1/ dentro dos colchetes, isto é:
H (a,3) = AH (p, A1),

Esta propriedade, chamada de aulo-dualidede, € um resultado muito importante pois

permite, entre os respectivos autovalores dos Hamiltonianos, o seguinte mapeamento:
E(N) =8 (A1),

1.2.1 Variaveis de ordem-desordem

Através do estudo das duas fases do modelo de Ising, obtém-se uma interpretacao fisica

interessante de suas variaveis diretas e duais.

Fase com A > 1 (baixa temperatura)

No caso particular de A > 1, o Hamiltoniano reduz-se a:

H = ~/\Zag (n)oz (n+1).

imilbye
[IER W
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O vécuo corresponde a um estado com todos spins up ou down, sendo portanto,
duplamente degenerado. O sistema possui uma magnetizagao espontanea e esta total-
mente ordenado. Vamos escolher como condigio de contorno as extremidades com spin
up. Automaticamente selecionamos um dos vicuos, provocando quebra espontanea de
simetria.

Definimos a magnetizacio como o valor esperado no vacuo do operador o3 (n):

(o3 (n)), = (0]oy (n)]0), ,

onde |0), é o estado fundamental para um determinado A.
Ja que |O)DO é um autvestado de a3 (n}), entéo (a3 (’n))oo = 1. Usando teorla de

perturbacéo, podemos calcular a magnetizagdo para um A > 1 genérico, obtendo [45]:
0 < {m3(n)), <1

Coonsideremos, agora, o valor esperado no vacuo do operador dual 3 (n*):

(s (n* <H"1 ”>

m<T

O operador j3 (n*) gira todos os spins i esquerda do sitio n, logo aplicando-o sobre
qualquer estado magnetizado, ele cria um estado nao magnetizado, pois a rede é infinita.

Este estado é, obviamente, ortogonal ao anterior, de modo que a baixas temperaturas

(s (n*)}, = 0.

Fase com ) < 1 (alta temperatura)

No caso particular de A < 1, o Hamiltoniano torna-se:

— ;01 (n}.
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O vicuo é, agora, o estado onde todos os autovalores de o (n) sao iguais a 1, ou seja:

ay (n){0)g = [0}y ,

onde |0), ¢ o autoestado de oy (n).

Devido a dlgebra das matrizes de Pauli, {3 (n)) = 0. Como nesta fase o vicuo nao
é degenerado, para qualquer A < 1, a magnetizagao é nula, isto é, {03 (n)), = 0. Ao
contrério, como |0), é autoestado de oy (n), (0us (n*)|0), = 1.

Finalmente, para A < 1, consegue-se, através de teoria de perturbacao, que [45]:

0 < {uz(n*)), <L

Na situacio especifica de A = 0 (temperatura infinita), mostra-se que o sistema fica

completamente desordenado.

Sintetizando os resultados descritos acima, encontramos que:

Altas temperaturas (A < 1)
(s () = O
(pa(n)) = L.

Baixas temperaturas (A > 1)
{oz(n)) = 1,

(s (n")) = 0.

Observe que, quando A — oo (temperatura zero), situago na qual o sistema esta
completamente ordenado, (o (n)) é um e {(u(n*)) é nulo. A partir dai, ao aumentarmos
progressivamente a. temperatura (o que significa que o sistema val se desorganizando cada
vez mais) a magnetizacio (o (n)) vai diminuindo até se anular. Simultaneamente o valor
de {u{n*)) vai aumentando até chegar ao seu valor méximo igual a um. Este compor-

tamento nos induz a interpretar o’s como varidveis de ordem e os y's como variaveis de
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desordem do sistema.

1.2.2 Operadores de criagao de kinks

Uma reinterpretagio muito interessante pode ser dada para a variavel de desordem: Con-
sideremos o estado fundamental do modelo na fase de baixa temperatura (A > 1), com
as condicdes de contorno j& apresentadas. O operador u (n”) agindo sobre o estado de
vécuo, cria uma configuracio com um nimero (semi)-infinito de spins invertidos a es-
querda do sitio n + 1, da rede direta (1-4). Chamemos esta confignragao de kink. O kink
é estavel, isto é, nao decai no estado de vacuo, pols para trocar o spin de uma cadeia
(semi)-infinita é preciso uma quantidade de energia também (semi)-infinita. Matemati-
camente, a estabilidade é oriunda do fato de as condi¢bes de contorno espaciais do kink
e do vicuo serem diferentes, por este motivo o kink constitui uma excitagao topoldgica.
Assim, p (n*) pode ser interpretado como um operador de criagdo de sélitons no modelo

de Ising.

[2]

-
-

Figura 1-4:

{b)

Comao estes solitons se comportarao ao variarmos a temperatura? Quando A — oo
(temperatura zero), o sistema encontra-se totalmente ordenado e nao existe nenhum
Eink Se diminnirmos o valor de A (awmentarmos a temperatura), mas ainda mantendo A
grande, um pequeno mimero de spins serao invertidos. Contudo, wm tnico spn invertido
é equivalente a um par de kink-antikink em dois sitios duais vizinhos (1-5). Entao,

podemos dizer, que dentro da fase ordenada, av aumentarmos a temperatura, criamos
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pares kink-antikink. Observe que kinks isolados nio podem existir na fase ordenada pois

violariam as condicoes de contorno de termos nos extremos spins up.

(a) (9]
%
5
Kink no sitic dual 2. Anti-Kink no sitic dual 7.
(c)
oK

Par Kink-Anti-Kink no sitio dualnpe +1

Figura 1-5:

Para valores de A baixos, mas ainda maiores que 1, existiréio blocos de spins invertidos
que sio equivalentes a pares kink-antikink com um determinado tamanho. Note que ao
dimimuiirmos A, a distdncia entre os pares serd cade vez menor do que o tamanho do par,
de modo que quando A aproxima-se do valor citico 1, a distancia intra-pares torna-se
comparével ao tamanho do par (1-6) e (1-7). Assim, a transigio de uma fase ordenada
para outra desordenada pode ser entendida como um processo de condensacao de kinks.

Em 1971 Kadanoff e Ceva [47] criaram uma prescricdo para obter a fungao de cor-
relacio ou fungio de Green de dois pontos dos operadores de desordem e identificaram a
dlgebra entre os operadores de ordem e de desordem.

No modelo de Ising bidimensional cldssico, eles definiram a agao da varidvel de desor-
dem, no ponto n* da rede dual, como o tendo o efeito de trocar o sinal da constante de
acoplamento na direcio transversa ao caminho que liga dois sitios duais. Na situacao es-
pecifica do caminho ser uma linha reta indo do ponto n* ao infinito, no sentido contrario
ao do vetor unitirio i, troca-se o sinal da constante de acoplamento 3. Na versao

quantica do modelo, este procedimento é andlogo a inversao dos spins a esquerda de n*.

20



"ty
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Figura 1-6:

R TUR VT YRy
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A=1+z Comega a condensagio.
(d)

DA o
M o by

h=1-z Ospares sao condensados

Figura 1-7:
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A funcéo de correlagiio entre as varidveis de desordem foi definida pela razao [47]:

e () () =

onde Z~ é a funcao particao modificada, trocando o sinal da constante de acoplamento
B9 a0 longo das curvas ' e T'y, que vao, respectivamente, dos sitios n] e nj até infinito

negativo (1-8).

Figura 1-8:

Agora, ligamos n} e n3 por um caminho C e efetuamos a operagao de simetria 0 — —¢
dentro da regiao R delimitada por I'y, T e C. Visto que as constantes de acoplamento apa-
recem no somatério na forma fo (n) o (n+ 1), o efeito da troca de sinal destas variaveis
dentro do somatério é trocar o sinal das constantes de acoplamento dos sitios que conec-
tam a regiao contornada com o restante da rede. Portanto, nos sitios ao longo de T’y e
Ty, tudo volta ao normal e o resultado total é que as constantes de acoplamento tem o

sinal trocado ao Jongo da curva C. Logo,

1
(o) p(3))e = 5 X e, (1.10)

con fig

onde S¢ é a agao modificada, trocando os sinais das constantes de acoplamento nas
direcdes transversais ao longo da curva C (1-9). Se ligarmos os sitios n} e nj por uma outra

curva ' e aplicarmos a simetria dentro da regiao S fechada por C e ', concluiremos pelo
P ’ P
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mesmo raciocinio, que a funcao de correlagao serd independente do caminho escolhido.

Figura 1-9:

No caso particular de uma rede isotidpica = 3 = (9, podemos escrever (1.10) de

outra forma:

pwny)p(ng)y, = l ¢ Slam)l 25 lo(n)] 1.11
1 2))c

“ config
Traduzindo em palavras, numa rede isotrépica, a fungio de correlagao das varidveis
de desordem sao calculadas multiplicando a funcio partigdo por um termo exponencial,
cujo argumento é a agao deformada ao longo do caminho C.
Do mesmo modo podemos escrever uma expressdo para a fungao de correlagao mista,

envolvendo produtos das varidveis de ordem e de desordem [47]:

{o (m) p (m}) 0 (n2) p(m3)) = % > e % ®lg (ny) o (ng)

com fig

onde C é uma curva conectando os pontos m} e 1) da rede dual.

A funcéo de correlagao mista é independente do caminho, a menos de um sinal. Cada
vez quie a curva passa sobre os pontos 1y e 7y, esta fungao de correlagao troca de sinal,
pois & (n,) e ¢ (ng) nao sao varidveis mudas.

Enquanto operadores, as varidveis de ordem e desordem devem obedecer uma algebra,
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dita dual. No caso do modelo de Ising, temos que [47]:

—o3 (m) uz (n*) paran* >m

ps ('Y oz (m) = ( () : (1.12)
as (m) pg (27) paran® <m

Esta algebra se manifesta na fungio de correlagao mista fazendo com que a invariancia

de caminho $6 exista a menos de um sinal.

1.3 Generalizacao do método para TQC em (1 + 1)-d

Deve-se a Swieca e Marino [27], a extensao do método para TQC bidimensional. A sua
posterior generalizagio para teorias em dimensdes superiores, foi realizada por Marino
em imimeros trabalhos, cujas referéncias serdo encontradas, dentro de seus contextos, no
decorrer de toda tese.

Uma técnica usada em teorias de campo consiste na discretizagao do espago-tempo.
Isto apresenta a vantagem de transformar o problema em um com graus de liberdade
enumersveis, além de dispensar a necessidade de renormalizagio dos parametros fisicos,
pois a rede fornece um corte natural que elimina as divergencias.

A formulagiio na rede de um modelo de campos escalares complexos com simetria Z (2)
em dias dimensdes é equivalente ao modelo de Ising cldssico. Logo, seguindo o raciocinio
inverso, é natural especular que as propriedades e resultados obtidos no modelo de Ising
possam ser reproduzidos a nivel de teoria de campos. Sabemos que ambos os modelos
possuem solucdes clissicas estdveis e, para o modelo de Ising, conhecemos a e€Xpressao
do operador de criagio de kinks, mas como obter um operador de criagao dos kinks do
outro modelo?

Dos resultados de Kadanoff € Ceva [47] obtemos a resposta para esta pergunta. De
acordo com (1.12), a 4lgebra dual depende apenas da simetria do sistema. A identificacao
desta algebra é fundamental para caracterizar os operadores de desordem, pois atraves
dela tiramos as snas relacdes de comutagio a tempos iguais. Se supusermos, além disso,
que a estrutura e a invariancia de caminho da funcao de correlagao das vari aveis de desor-

dem sdo propriedades gerais, generalizamos o formalismo de ordem-desordem para teoria
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de campos impondo que os operadores de criagio de excitagbes topoldgicas obede¢am a

segiinte prescri¢ao:
1. Satisfazer a dlgebra dual, ditada pela simetria do sistema.
2. A fungao de correlacao manter a mesma estrutura.
3. A funcao de correlagdo ser independente de caminho.

Através da exigéncia deste trés itens, ao final, conseguimos a expressao de um ope-
rador que verificamos post hoc tratar-se do operador de criagao de kinks. Fste novo
procedimento de quantizagio de sélitons em teoria de campos ¢ denominado método da

quantizacao dual [48].

1.3.1 Modelo genérico de campos escalares com simetria Z (n)

Vamos comegar aplicando o formalismo de ordem-desordem na deserigao de kinks quanticos,
ern um espaco-tempo bidimensional com métrica de Minkowski, para teorias de campos

escalares complexos, com Langrangeanos do tipo:
L=38,90"p" — M*¢"p+V (¢,¢"),

onde V (¢, ¢*) é um potencial genérico de interacao com mais de um minimo (vicuo
degenerado).

Assumiremos que este modelo temn simetria discreta global Z (n): ¢ (2) — €“¢ (x),
com ¢ = z’ﬂ—“ e que possui sdlitons como solugoes cldssicas.

Primeiramente introduziremos uma generalizagao da algebra dual dos operadores de
desordem do modelo de Ising [27]:

e¢ (y) p(w) paray’ >’ 2
p(z)d(y) = . (x—y)° <0,
¢ (y)p (@) paray’ <=z

onde p () é o operador de criagio de kinks no ponto espago-temporal & e o campo ¢ (y)

é interpretado como o operador de ordem, andlogo ao ¢ (n).
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Observe que, assim como no modelo de Ising, o operador de desordem aplica a
operacio de simetria na regra de comutagao a todos os pontos y a direita de € mantém
os pontos & sita esquerda inalterados.

Por sia vez, pelo item 2, a expressio para a fungéo de correlagao para os operadores

de criacio de kinks deve ser uma generalizagao da 1.11. Entao [27]:

(p(2) ' (1), = 2_1[0,] [pepsew- [dx{ore [ 86— aude Le}.
(1.13)
onde €, € 0 simbolo de Levi-Civita.

Nesta expressio, Z é o funcional gerador Euclideano, que é o anilogo em teoria de
campos da fungio particio. A integral no argumento da exponencial, se anula para os
pontos fora da curva C e é unitdric nos pontos sobre ela, representando uma extensao
da delta de Dirac. Multiplicando esta integral, ¥* é um funcional dos campos que
corresponde a deformagio ao longo da curva C e L¢ é um contra-termo de renormalizagao.

O dltimo passo é exigir a invariancia de caminho. Para isto, escolhemos uma outra

curva C' ligando os pontos & e y (1-10).

GI
=)

3 a

Figura 1-10:

Sabemos gue:

[ & @& euds = [ 8 (= e’ + 8" (0= ) cuds”,

K&

onde ' =C -0

Aplicando sobre fungao de correlagio a operagio de simetria dentro da regiao S
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delimitada pelas curvas C e C' | isto é:
(=) — =g (2), (1.14)

onde 0 (S) é a generalizacio da fun¢éo degrau em duas dimensdes, os termos se transfor-

maim COo:

Db —> D +7,2—(¢aﬂ(p 5P F0(S)+ (23) 5 69,0(S) 90 (), (1.15)

o LJC 62 (2 ~ ) €pupdE” — U U{ + ﬂ 8 (2 = ) i’ + 60" [ 8 (2~ &) cuude”,
(1.16)
onde §U* é a variacio funcional de ¥* em relacao a transformagéo (1.14). Assumimos
que V (¢, $*) e L sao invariantes frente a esta tiansformagao.

O gradiente desta fungao degrau é:
_ 2. . v
9,0 (5) = ){F (e - e (1.17)
Substituindo (1.15), (1.16) e (1.17) em (1.13) obtemos:
(@0 W), = 5 [ DoDg e = [ @2 400" + 06+ V (9,47)
A1) # ’
v p v
w18 (=€) cude” + 9" §.8 (2= &) e
I Y 2 o v ( ) 2 2 u
460 Lca (2 &) ewde” 1 ' fj{(s £)6% (z — n) de™dn,

‘I‘E?{—:’T (¢af‘¢* _ ql)*af—‘(ﬁ) f}\(jf’! (Z _ f) E#Udgv + Lo (Qb,qb*):} } ‘ (118)

Eliminando os termos que envolvem uma integral fechada, temos:

o = Aii—f (3" — ¢ 0"4) . (1.19)
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Substituindo (1.14), (1.17) em (1.19), encontramos:
27 : * . 2 L
5m“:—zkg)¢¢f5(z—ad%@} (1.20)
i r

Temos que:

}qgjtgég £)8% (z —n) detdn, = f f 82 (2~ £)8° (2 — n) dEhdn,

¥y i
+ / c'/ . & (2 — £)8 (z — ) d&id,, (1.21)

POIS

fc 052 €) 62 (2 — 1) de*dn,, = 0. (1.22)

Colocando (1.19), (1.20), (1.21) e (1.22) em (1.18), conclufmos que para a fungéo de

correlacao ser independente de caminho, devemos escolher:

2 v
Lo = (Y g [ [ -8 - deran,

C

Portanto, a fungio de correlagao Euclideana dos operadores de desordem é:

(b @) ), = 5 [ Do08 oo { [z [ (6047~ 970°9) [ 6 (=€) et

27\ 2 ¥ o[y
(5 o [ [0 08 - wderan . (1.23)

A expressao acima pode ser escrita de forma mais elegante se introduzirmos um campo

vetorial externo do tipo Bohm-Aharonov, com suporte sobre a curva C

y
2. . v
Aﬂ@p):f 8 (7 — €) edE
z,0
e realizarmos uma espécie de acoplamento minimo definindo a derivada covariante:

D, =8, —iad,.
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Em termos de A, a funcao de correlacao torna-se:

(1 @) W), =575 | P#0" e~ { [ €2 (D) (0°9)" — 07 -V (0,97}

Deste modo, a independéncia de caminho é uma conseqiiéncia imediata da invariancia

de gauge sobre as transformacoes:

o = =N,
Au(2,0) = A (5,0) = A (2.0) + 8.8 (9).

Podemos conseguir uma representagao explicita do operador de criagao de kinks no

espaco Buclideano. De (1.23):
2
(e () it (), Z[O ;[ Doy oxp (= [ &z [Ln =i (0" 9" — 909) %

[ 8= 9|} (120

onde L = Lagrangeano renormalizado.

Isto quer dizer que o valor esperado no vdcuo da multiplicagao de dois operadores de
desordem é obtido acrescentando-se ao Lagrangeano, j4 com o contra-termo de renorma-
lizagso, uma deformagao. A anilise da forma da deformagao sugere-nos para o operador

de desordem:

2T

p(2:C:) = exp 12 / Z € (60" — 5" ¢) d{"] . (1.25)

De fato, utilizando a expressio acima, a fungao de correlagdo com a aciao deformada

fica:

27

<u (z;C) ! (:U;Cy)> = <eXp [ ﬁjn— f: € (GO"Q" — " O"P) dE¥

2
exp H [ e (905" —¢0"9) de:”]> .

Wiy

Escolhemos as curvas C, de maneira que comece no ponto z, passe pelo ponto y e

29



a partir dai coincida com C, e chamamos de C o segmento de C; que une os pontos
e y. Como os vperadores tém sinais opostos, nos pontos onde C, e C, se superpoe, a
deformacio ird se anular e a finica contribuigao vird dos pontos que pertencem a curva

C. Assim obtemos:

() ), = (o0 [~ [ ew (606" = 90 g)ac’] )

que é exatamente a expressao (1.24).

A funcao de correlagao mista é dada por:

1 * * 2 AL
(1 2) 6 (w0 ! (22} (), = 7757 | DODE" 9 ) 6" (o) {xp = [ @2 (Ds) (070

~ M2+ V (47|}

Novamente, a independéncia de caminho existe, exceto por uma ambiguidade exp Fic,

que é reflexo da manifestacao da algebra.

Modelo de campo escalar com simetria Z (4)

A titulo de ilustracio, vamos comentar a aplicacao do método de quantizagao dual no
caso particular de um modelo de N campos escalares complexos com termos de auto-
interacio quérticos, possuindo simetria Z (4) [29]. Este sistema é uma generalizagao
do modelo A\¢* e as equacbes de campo possuem kinks como solugbes classicas estaveis.
Mostra-se que este sistema a;presenta trés fases, cada uma delas associadas com diferentes

comportamentos das fungdes de correlagao dos operadores de criagao de kinks:

o Fase simétiica: Os pardmetros sao escolhidos de modo que o sistema tenha um

finico minimo e portanto nao exista quebra espontinea de simetria. Nesta fase,

(@ =

U@ @) - const.
() # 0 :

|az—y|—>00
O que significa que x ndo é um verdadeiro operador de criagao de kink.
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o Fase parcialmente quebrada: Os parametros séo tais que a simetria Z (4) é quebrada

em uma simetria Z (2), mas o sistema continila com um minimo apenas. Entao,

—_.
[iE—y|— o0 I.L — y|

O P
0

Nesta fase p cria Ainks sem massa.

e Fase totalmente quebrada: Os parametros sao relacionados de modo que existam
infinitos minimos degenerados discretos e a simetria Z (4) é espontaneamente que-

brada. Neste caso,

@@l o T

{¢y #0 e” eyl
() =0

Isto quer dizer que p cria kinks massivos.

Para este modelo, posteriormente foram calculadas as corregoes 4 temperatura finita
do operador de desordem na fase quebrada [49].

A possibilidade de existéncia das trés fases acima, apesar delas terem sido obtidas
para um modelo particular, constitui um resultado mais geral. No caso de modelos
bidimensionais com Lagrangeano de campos escalares do tipo £ (¢, 8,¢), pode-se mostrar,

baseado somente na dlgebra dual, o seguinte resultado [60]:

Teorema 1 Seja ¢ a varidvel de ordem ey a de desordem, entdo (¢) () =0 e (¢p) = 0.

Se {¢) = 0 e (i) = 0 simullanecamente, enido o gap de massa € nulo.

Este teorema estabelece uma. relacao direta entre quebra espontanea de simetria e
excitacdes topoldgicas. Realmente, se (¢} # 0, o que significa quebra espontanea de
simetria, logo (u) = 0, implicando que s agindo sobre o estado de vacuo cria um estado
ortogonal ao mesmo, isto é, u é um verdadeiro operador de criagao de estados topoldgicos.
Por outro lado, se (i) £ 0, isto quer dizer que w|0) o |0), ou seja, p agindo sobre o

vécuo nao cria nm estado de particula, entao {¢) = 0 e a simetria nao pode ser quebrada.
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Observe que, mesmo nao existindo quebra esponténea de simetria ({¢) nulo), ainda assim

podem existir sélitons {{) = 0), mas eles terfo massa nula.
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Capitulo 2

Quantizacao Dual de vortices e

cordas

Com o intuito de generalizar do método de quantiza¢ao dual para sistemas de dimensoes
superiores escolhemos o Modelo de Higgs Abeliano (MHA), pois, como sabemos, este
mesmo modelo apresenta vortices e cordas como solugbes classicas estaveis em tres e
quatro dimensdes, respectivamente. Na primeira se¢ao deste capitulo, discutiremos mu-
dancas que devem ser introduzidas na defini¢ao da dlgebra dual quando aumentamos a
dimensdo do espaco. Na segunda segao, obteremos a funcao de correlagao dos operado-
res de desordem para o modelo de Maxwell puro em trés e quatro dimensoes. Através
das relaces de comutagio do fluxo magnético e o campo de gauge com o operador de
desordem, iremos caracteriza-lo como um operador de criagao de excitagoes topologicas.
E claro que o eletromagnetismo livre ndo apresenta solugoes topolégicas, mas veremos
que o procedimento empregado neste caso pode ser generalizado para o MHA. Na tltima
secdo, obteremos as expressoes para as fungdes de correlagao e mostraremos os resultados

dos seus cdleulos, para os casos de vértices [32] e de cordas [35].

2.1 A modificacao da algebra

Nosso objetivo é constriir os possivels operadores de criagao e aniquilagac de vortices e

cordas quanticos, através da prescrigao dos trés itens citados no capitulo anterior. No
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entanto, quando aumentamos o niimero de dimensdes aparece, j de inicio, uma diferenga
fundamental em relacio ao que acontece em duas dimensdes: a dlgebra dual é baseada na
idéia de direita e esquerda de um ponto, o que em mais dimensoes nao tem sentido. Para
contornar este problema, construimos uma algebra independente das posigoes espacials
dos operadores.

Tendo em mente esta alteracio, definimos a algebra dual para o MHA:

p(T )¢ (7, 8) = =g (3 1) (F,1) para (@ —y)* <0,

BT 0 A (T.0) = [A (T~ 200 g (7 = T)| (T 1) para (5=9)* <0.
(2.1)
O ponto @ é o ponto em relagio ao qual o angulo arg (v — ') é definido. Ele
determina o centro do vértice no plano xy ou a posigae em que a corda corta um plano
transversal & ela. Este angulo é medido com respeito a uma diregdo arbitraria 7y (2-1),
que podemos escolher como a diregio x', sem perda de generalidade. Como a distancia
entre os pontos (77 ,t) e (Z,t) e entre (7, 1) sdo tipo espago, as relagdes de comutagao
acima podem ser estendidas para tempos diferentes do seguinte modo: para t' > ¢,
simplesmente mudamos (%, 1) por (?, t’) e para t' < t, impomos que os operadores,

por motivos de causalidade, devem comutar, isto &,

L{J,(T,f),gb(?,f’)] = O:
[e (% 8), A (9, 0)] = 0.

O campo magnético (91-(1’) arg (1 — ) é o potencial da corda de Dirac e a escolha
destas regras de comutagio implica que a corda de Dirac vai do ponto (?, x® =1t) até
(@, +c0), ao longo do eixo temporal, o que expressa o fato de que a corda de Dirac nao

pode existir antes do virtice ser criado.
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Figura 2-1:

2.2 O modelo de Maxwell

Nesta se¢ao, aplicamos o método de quantiza¢do dual ao modelo de Maxwell livre em
trés e quatro dimensdes. Primeiramente iremos obter a expressao para a funcao de
correlacao dos operadores de desordem para estes modelos e depois apresentaremos o
caleulo dos comutadores que serve para caracterizar o operador de desordem como criador
de estados topoldgicos. Naturalmente, ao final iremos verificar que os estados criados
a partir do operador de desordem sio proporcionais ao vécuo, logo nao representam
excitaches topoldgicas genuinas. A validade deste procedimento reside no fato de que

podemos estendé-lo para outras teorias de gauge, dentre as quais o MHA.

2.2.1 O modelo de Maxwel] em trés dimensoes

A generalizagao da funcao de correlagao dos operadores de desordem é:

(b (@) i () j DA { [ 1R+, [ 66— g e+ L]},

(2.2)
onde Z [0] é o funcional gerador no vacuo e C é uma curva arbitraria conectando x e y.
A deformagao ¥, é um funcional do campo e L € o contra termo de renormalizagao,
ambos a serem determinados.

A iltima etapa da prescrigio é obter ¥, e £y impondo a invariancia de caminho em
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(2.2). Novamente escolhemos uma outra curva C', conectando os pontos x e y, tal que:

f: & (2 — £) € dg” = f]c 8 (2 — &) €, dE" + ﬁ 8% (z — &) €udg”.

C T,

ondeT' =C —C".
Entdo, vamos efetuar sobre a fungao de correlagao a seguinte mudanca de variavel na

regido S (C,C') delimitada pela curva I' [32]:

A—,{t — A,u + Q,Lt) (2.3)
cOom
27 .
Q“ = — o (53 (Z b 5) dzf',t.
e Jseen

onde € é a constante de acoplamento do eletromagnetismo.

Sob esta mudanca de variavel,
F,Lw — F}m + 3;1911 - auﬂyz

(0118
2

l?u_—) F""V 7‘/ 9163 Z— d2 [ 9,_,63 —_ d2 o - 2.4
g o e Jseon {(‘ (: =8)d°¢, — ¢ (z—¢&) f;] (2.4)

o, [ 5 e-gder = [[ +f]6 e rou, [ @29)

onde §¥, é a variagao funcional de ¥, com respeito a mudanca de variaveis (2.3). Assu-
mimos que Lg € invariante frente a esta mudanca.

Usando o teorema de Gauss em (2.4):

h Y 27{ o (]
Fio = Pt = [ (2 = ©) uuade”]. (26)
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Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.2), obtemos:

(160 W), = 5 | PAwese{= [z gRur v [ 8- ) ag”

U, j{ & (z — £) de* + 67, / ”C & (z — €)de*

x,C

—I—(’2 j£ %(5 (2 — ) €upat Wﬁd§“d'q
T f 8 (2~ €) F™ € ad€® + ﬁc]} (2.7)
Eliminando os termos que envolvem uma integral fechada, temos:
B, = ap (2.8)
e
Introduzindo (2.6) em (2.8), encontramos:

22 ,
60, = = ﬁé & (2 — &) €nppeappdt”. (2.9)

Temos que:

ff j{ § (2 — )8 (2 — 1) deidn, = / f’ 8 (= — £) 6 (= — ) dedn,

¥y ool
+ [ [ 8 =08 (- n)derdn,, (2.10)
z, 0 Jx,
pois
L A 3
f [ 53 (= — £) 6% (= — 1) de¥dn,, = 0. (2.11)
x,C Jx,Cf

Colocando (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11) em (2.7), concluimos que para a fungao de

correlacio ser independente de caminho, devemos escolher:

7wt v gy o
Le= € /T(' .[r,c 5’ (z—¢) 5° (z — 1) €uraupd dy?.
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Portanto, a fungao de correlacao Euclideana dos operadores de desordem é:

(n@)u @), = Zl[o] [DAwexe—{ [ @'z e+ T [1 6z &) st e

? y
+§ /:C’ -/:mf-’ & (z - 6) & (z - 7]) E;tuaﬁﬁwﬁdgadnﬁ} } ) (2.12)

Sejam duas eurvas C, e Cy de orientagdes contririas, indo, respectivamente, do ponto
z ao infinito e de infinito ao ponto y. Elas sao escolhidas de modo a coincidirem, entre

os pontos x e y, na curva C. Assim,

1
Z 0]

<p, () 1 (y)>c = /DA“exp — {fd%z [ER + _g ./::T 52 (z — &) E#nﬁpﬂﬁdfu

-z /:, 5 (= =€) emﬁaﬁdg#] } :

e July
onde L; = Lagrangeano renormalizado.
Identificamos a primeira integral com o operador de criagao de vdértice no ponto z e
a segunda integral com o operador de criagao do anti-vértice em y. Logo, no espago de
Minkowski,
L t nlate}
f(x) =exp ———/ d&he s F : {2.13)
e Jrx,l;

Da mesma maneira que em duas dimensdes, a fungao de correlagao pode ser escrita
de forma mals compacta, se a deformagao e o contra-termo de renormalizagio forem

absorvidos definindo o campo externo:

Bpw (C) = é;w (Cﬂ:) - B.W (Cy) 1

com

EKW (C,\) = 21 /Hoo 63 (Z - f) €,uun:d£a; (214)

e ALCa

onde A == x,y. O sinal de B3 (C,) é trocado pois a orientacao das curvas é contraria.
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Assim, (2.12) torna-se-ia:
(b @i ), = 775 | DAwew {= [ 2[5 (Fuw + B ©)) (Fuw + B (@)}

A equagéo (2.6) é equivalente a:

]ﬂw - bgw + B,uu (C ) - B}W (C) .

Logo, em termos do campo externo EPV (C), a independéncia de caminho de <,u,uT> é
uma conseqiiéncia trivial da invaridncia sob a transformagao (2.3).

Em [32] foi calculada explicitamente a fungao de correlagao (2.15), obtendo-se:

Lo
(p(@)p (y)) = exp {W T } -

No limite a grandes distancias,

() = Ol ) o

|z —yl—o0

A relacao acima mostra claramente que (0|p) = 1, logo os estados quanticos criados
pelo operador de desordem séo estados de vacuo, indicando que nao existem excitagoes

topolégicas verdadeiras na teoria de Maxwell pura, como era de se esperar.

Regras de comutagao

Observe que podemos escrever o operador de criagao de vértices (2.13) como:

sendo

me dete, U (€,2°), (2.16)

onde II* é o momentum conjugado ao campo de gauge A;.

Primeiramente, iremos calcular o comutador a tempos iguais do operador p () com
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a carga topologicamente conservada.
Como sabemos no MHA em (2 + 1) dimensdes (simetria axial) a carga topoldgica

conservada, corresponde ao fluxo magnético ao longo do plano 2y, sendo dada por:
D=0 = /szJD = [dQZEijaiAj.

Assim,
@ ()] L)/dz (2),€90,4,]

Em [32], mostra-se que:
27r - 2
@, (@) = p@) [ =8 (T = F) = —p (o). (2.17)

Logo, vemos que p cria estados carregando %’f unidades de fluxo magnético (carga
topologica).
A outra relacao de comutacio é aquela entre i e o campo de gauge. O seu resultado

é [32]:

1 (1), A (F,0)] = 2 ()8 arg (T~ 7). (2.18)

Comparando (2.18) com (2.1), verificamos que sao idénticas.
As relages (2.17) e (2.18) caracterizam p como um operador que cria configurages

de vdrtices.

2.2.2 O modelo de Maxwell em quatro dimensoes

Quando partimos para o modelo de Maxwell em quatro dimensdes, procuramos por
sélitons do tipo cordas magnéticas. Ao contrario dos vértices quanticos que sao pontuais,
as cordas sao objetos estendidos. Por conseguinte, na prescri¢io para a sua funcao de
correlacio, a deformagao sé tem sentido se a supusermos sobre uma superficie arbitraria
conectando as cordas.

Pela nossa experiéncia com o modelo de Maxwell em tres dimensoes, para obter a
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expressao da fungio de correlagao dos operadores de desordem, devemos simplesmente
acoplar ao tensor F, wm campo externo com a deformagao apropriada. Entdo, genera-

lizando (2.12) e (2.14), temos [35]:

<,u(:z,) m (y))s = ZLD] / DA, exp {— fd‘l/:' E (FW + B, (9)) (FW + B, (S))] } :
(2.19)

tal que

~ 2
B () = = [ 68" (2~ 9), (2.20)

~ . . 7 L : . - =
onde S é uma superficie genérica cujos contornos sao as cordas Ly e Ly, que cortam os

pontos « e y, de um plano perpendicular ao seu caminho (2-2).

Lx g L,

e — = - - -

- — 4 - =

Figura 2-2:

Observe de (2.19), que os termos cruzados FWB o (9) correspondem a deformagao da
agio causada pelo operador de criagao de cordas e o termo B w (S) B v () representa o
contratermo de renormalizagao.

Para mostrar que a funcdo de correlagio nao depende da superficie S (L), vamos

considerar uma outra superficie genérica S’ (L), também ligando as cordas [y e L.
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Entao, vamos efetuar a seguinte transforma¢ao no campo de gauge:
A, — A+,

com
2

n d3€ﬂ64 (z — £),

e Jv(s,8)

2

onde V' (S, 5") é o volume limitado pelas superficies S e §'. Sob esta mudanga de varidvel,
F;w - FI;W + a,u.er. - aVQ,u;

ol
2

- s f 3 A7, gy _ a3 aq,
P = Bt [ (06008 (2= ) = d°6.0,68" (2 = )]

Pelo teorema de Gauss,

2 .
F,uu _ pr + TTF’ %S“' gdzg,(wéfl’ (Z - 5) 3

isto é

le - F:Lt.!l =+ B;_w (Sﬂ) o B,uu (S’) : (221)

Colocando (2.21) em (2.19), estabelecemos a invariancia de superficie de <,U,,U,T>.
Considere agora, duas superficies S, e 5, com orientagoes opostas e presas nas res-
pectivas cordas L, e L,, como bandeiras em um mastro. Escolhendo-as, de modo a se

superporem, entre as cordas L, e L, formando a superficie S, temos:

(@)’ @), = Z—l[-(ﬂ / DA, exp {— fd“z [ﬁn + g[; 8 (2 — &) M d?¢,,

A Y (z—&) F“"dsz] } . (2.22)

e Js,
onde Lz = Lagrangeano renormalizado.
Em (2.22), podemos identificar a primeira deformagao como referente ao operador p

de criagio da corda no ponto z e a segunda deformagio como o operador p! de criacio
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da anti-corda no ponto y. Assim, no espaco de Minkowski, temos:

g

p () = exp s ]S‘ Fde,,. (2.23)

A expressao (2.22) é equivalente a (2.19), com um campo externo definido sobre a
superficie § = S; U S, onde S, possui orlentacao contraria a S;.
Calculando-se a funcio de correlagio, mostra-se que o operador g nao gera estados

topolégicos reals [35].

Regras de comutagao

Do mesmo modo que os vértices, o operador de criagio de cordas (2.23) pode ser escrito
por:

pn=e’,

sendo

A= 27”] delTT (£,2%) | (2.24)

onde T é o momentum conjugado ao campo A;.
Agora, em (3 + 1) dimensoes a carga topolégica conservada do MHA, ¢ interpretada
como o fluxo magnético ao longo de um plano transversal & corda.

O comutador entre o operador p e o fluxo magnético, obtido em [35] é

Do) = ) [ #2208 (3 F) = Tu), (2.25)

demonstrando que p gera cordas formadas por %" unidades de fluxo magnético.

Em [35] calcula-se o resultado da relagao de comutagao do g com o campo de gauge:

(2,0, A (T, 0) = 0 (2) 0P arg (7 = 7). (2.26)

Mais uma vez, verificamos que (2.18) e (2.1), sdo ignais.

Estas relacoes caracterizam p como um operador que cria cordas magnéticas quanticas.
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2.3 O Modelo de Higgs Abeliano

De acordo com o capitulo 1, o MHA é definido por:
1
EHA=**ZEWFW”+IL¢D“V-+V(Q¢”, (2.27)

Antes de construirmos o operador de criagac de vértices, serd mais conveniente tra-

balharmos com a representagao polar do campo de Higgs:

1,
= —=pc”. 2.28
o= 75 (2.28)
Substituindo (2.28) em (2.27),
1
Lya= ——FWF Wy Bﬁpaf P+ ée P (Ap +29 9) (A“ + eaﬂa) LV ($.0%). (2.29)

Nesta forma é simples verificar que a teoria tem invariancia sob as transformagoes de

gauge:

A, — A+ O, (2.30)

8 — §—eA.

Seguindo o procedimento adotado em [32] 135], definimos um campo escalar invariante

de gauge:

x = 0—e (2.31)

Dy = D0,
Inserindo (2.31) em (2.29), obtemos a seguinte agao Euclideana:

Do b
(—D)

2
1
SHA — /dD { 'lw]_‘ﬁw + 28,11,0(‘)#‘0+ 28 p Ea“x} -} V(f))} . (232)

Agora todos os campos na agao sao invariantes de gauge e 0 campo eletromagnético
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aparece contido no tensor de Maxwell. Em [35] mostra-se que a agao pode ser reescrita

como:

e 1 1.
Spa = fd { ey [ f—_])] R+ 5(‘3“[)8"[) + 5:023#)(6#)( +V (p)

b

De acordo com o que vimos na secao anterior, as fungdes de correlagao dos operadores

62

aﬁ Ir;ta
- Opp”

(—0)

o~ Fm Fre
(—0) (-0)

—edy p2 l

de criacao de excitagdes topoldgicas, no modelo de Maxwell livre sio obtidas adicionando-
se um campo externo ao tensor . Podemos generalizar este procedimento para o
MHA, pois escrevemos todo setor de gauge do Lagrangeano em termos deste tensor.
Entao [32][35],

2.2

(p (@)t (v)) = Z[O] [ DoDXDA,, exp{ [ l (Fuw+ B [1 + (e_g)] (# + B)

1, , 1 .
S AXPXHV (p) + 5800

9 (F* + B, 0 (F., + B.) (F* + By,
el | ((;) ) x50 (f—;) -l (—+u)“) } (2:53)

A (2.33) é uma expressdo geral para o MHA. Portanto, se quisermos a fungac de
correlagao dos operadores de criagao de vértices ou cordas, basta escolhermos o campo
externo B;w do modelo de Maxwell em trés ou quatro dimensoes, respectivamente.

Se trabatharmos na aproximacao onde o campo de Higgs p € constante, os tres ultimos
termos em (2.33) se annlariam e a fungéo de correlagao geral para o MHA assumiria a

forma mais simples:

2. 2

(p(@)p! (1)) = Z[O] j DpDxDA, eXP{ f dPz l (P + Buv) ll + (e_pm)] (F* + Bu)
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1.
5P X+ V ()]} (2.34)

Nesta aproximacio, constatamos que a estrutura do operador de desordem para o
MHA é a mesma do modelo de Maxwell, isto é, a relagio g = exp A permanece valida,
sendo A dado por (2.16), para operador de criagao de vortices e (2.24), para o operador
de criacio de cordas. Note que, a tinica diferenga em relagdo ao modelo de Maxcwell, é
forma do operador de momentum, que fica modificada.

Portanto, as relacdes de comntacao descritas na segao anterior e que caracterizam
enquanto operador de construgao de sélitons quanticos, sao mantidas tanto para o vértice

quanto para a corda.

2.3.1 Voértices quanticos

Na fase com quebra espontanea de simetria,
4w 2
(P} = po = By 91",

e 0 campo de gauge adquire uma massa M = ¢po, depois que a translagao p — p 4 po é
executada.

A funcio de correlagio dos operadores de criagao de vdrtices € obtida colocando
(2.14) em (2.33). Na aproximagbo onde o campo de Higgs é constante, foi feito o caleulo
explicito da fungéo de correlagio, até primeira ordem da expansao em loops, obtendo-se

[32]:

11
o T ) P o ‘
(@) (y)>exp{ Mol P (2.35)
onde
_ M
T 8re? 87’

é a massa do vértice quantico na ordem de expansao trabalhada.

De (2.35), extraimos o limite assintético:



Assim, concluimos que o operador i realmente cria estados de vortices ortogonais ao
VACUO.

Na fase simétrica, pp — 0 e a massa M do vdrtice se anula, restando sumente o
iltimo termo em (2.35). Conseqilentemente, a fung¢io de coirelagao tem o mesmo com-
portamento & longas distancias, do modelo de Maxwell livre. Isto indica que nao ocorrem

excitacbes topoldgicas legitimas nesta fase, o que ja era esperado.

2.3.2 Cordas quanticas

Analogamente, a funcio de correlagio dos operadores de criacao de vértices é obtida
substituindo (2.20) em (2.33). Vamos considerar, inicialmente, a fase quebrada. Os
parametros envolvidos serdo os mesmos da segao anterior.

Em [35] realizou-se o caleulo da funcio de correlagao de duas cordas retas de compri-

mento L, na aproximacao p = go. O resultado encontrado foi:

i ,
ML L 1 } (2.36)

oy gyt e P el
(i () p (y)>exp{ el Ry ]
Do comportamento assintético da fungao de correlagao, inferimos que o operador

produz estados quénticos de corda verdadeiros e obtemos a densidade de energia da

corda por unidade de comprimento:

Na fase simétrica, po = 0 implicando que M = 0. Apenas o segundo termo contribui

em (2.19) e novamente nao se formam excitagbes gemiinas.
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Capitulo 3

Quantizacao dual de cordas a

temperatura finita

Neste capitulo, encontra-se o trabalho de tese propriamente dito. Comegamos na primeira
secéio, com uma sucinta descrico da téenica de intruducao de temperatura em Teoria
Quéntica de Campos. Na segnnda seciio, aplicamos o mélodo de quantizagao dual no
cileulo da funcdo de correlagio dos operadores de criagio de cordas magnéticas circulares
.
3 temperatura finita. De posse deste resultado, estudamos o limite de temperatura zero,
bem como diversos limites relacionados com o tamanho da corda. Discutimos a influencia
dos parametros envolvidos no resultado, a saber, o raio da corda e a temperatura, na

formagao de estados de corda genuinos.

3.1 Introducao de Temperatura em Teoria Quéantica
de Campos

A dedngéo do formalismo funcional de temperatura finita ¢ apresentado aqui de forma
heuristica, com énfase apenas nos aspectos fundamentais. Apesar de nao entrarmos em
detalhes ou dificuldades das teorias com campo de gauge, cumpre-se a finalidade de

jlustrar o método.

Sabemos da Mecanica Estatistica, que o comportamento de um sistema de particulas
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em equilibrio térmico é descrito pela sua fungdo particao, que é obtida através do Ha-
miltoniano do sistema. A introducio de temperatura em TQC consiste em efetuar uma
mudanca de varidvel na coordenada temporal da agfio e substituir a densidade de Hamil-
toniano dos campos na férmula da fungio partigdo. Por fim, identifica-se a tiltima com
o funcional gerador das fungdes de Green de n-pontos.

Vamos exemplificar este procedimento para um sistema bosonico. Considere uma
teoria quantica de campos descrita por uma densidade de Hamiltoniano H (7, ), onde
@ (@ ,t) é o operador de campo escalar na representagao de Heisenberg e 7w (Z',t) é o
seu momentum canonicamente conjugado. Logo, ¢ (Z,0) é o operador de campo na re-
presentacio de Schroedinger. Sejam lyo) e |10} autoestados de ¢ (77, 0) com autovalores

0o (T) e (7). Entao,

¢ (7,0 w0) = @o(T) o),

e(7,0)|e) = @ (F) o).

Entdo, a amplitude de transicio de jpo) em ¢ = 0 para |¢) em ¢ = {), no formalismo

de integral funcional, é:

<<,01 ‘eAth‘ <p0> = N./. [d] [dn] exp {7, /:l d‘i:]dsa: [ﬂ’ @ —H(m, go)]} ) (3.1)

onde N é um fator de normalizagao e @= %‘f A integral sobre campos clissicos varre
todas configuracdes possiveis com condigoes de contorno fixas em o (') para t =0 e
1 (Z') para t = {1, a0 passo que a integral sobre os momenta nao tem restricao.

Neste estigio, podemos inserir a temperatura em (3.1), fazendo uma simples trans-

formagao [41]:

(3.2)

onde 3 é o inverso da temperatura.

Substituindo (3.2) em (3.1), temos a seguinte expressao para a amplitude, no espago
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EFuclideano:

<gpl ‘e*“‘”" . c,oo> =N [ [do} |dn] exp {foﬁ dT/d3:E [ii'r © —H (m, tp)}} , (3.3)

A funcao particio para bdsons é:

Z = FFT'EXP —6}] = fdgo(; <(,0a CiﬁH‘ (P(L>>

onde T'r representa o trago da matriz.
Podemos expressar 7 como uma integral sobre campos e seus momenta conjugados.
Se aplicarmos a operagao de traco em (3.3), isto significa integrar sobre todas as confi-

guracoes periddicas de campo. Entao, chegamos & férmula fundamental [51]:

Z=N / ld7] /p o Jdlexp { A * dr / d' [im & ~H (m, go)]} . (3.4)

VR ' - ~ s - ~ 4
O termo periédico quer dizer que a integragao sobre os campuos € vinculada a ¢ (%,0)

(T ,B). Isto é conseqiléncia de tomarmos o trago, escolhendo i, (Z) = ¢(7,0) =

(7, 8).

O mais simples modelo de bésons é aquele composto por um campo escalar real:

1. .1
L= 50pd0—5mie" = V(p),

sendo

V() = X',

com A > 0. O Hamiltoniano é&:
Ly, 1 2, 1 4 o ,
H(m,p) = 37 +5 (V)" + ome + V(@) (3.5)
Colocando (3.5) e (?7) em (3.4) e realizando a integral dos momenta, encontramos:
Iy ! s 3 1 L 1 2 .2 4
Z =N / [dip]exp / dr /d‘ x [faﬂgo(’)‘cp ——m P’ — Ap } ,
periddices 0 . 2 2

50



ro, . ~ , e
onde N é uma nova constante de normalizacao que é irrelevante.

Tomemos somente a parte livre da agao:
- 1y 3 2 2 :
So = wi]o d'r/d x [(r')ogo) (Oop) + (i) (Bip) + % J . (3.6)

Visto que agora ¢ (7,t) é periddico no intervalo 0 < 7 < 3, nds expandimos a sua

parte temporal em série de Fourier:

1 dsk S e
o (7.0 =52 [ et T (K)),

onde wy, = i}%

Usando a identidade:
3 .
./ d'rez(“"”_“’,,f )T = /667; n's
0 :

com & sendo o delta de Kronecker, obtemos:

Sy = _3(1//3)Zf il (w? + K2 +m?) ¢ (K (- %) (3.7)
A T A U H " o ' '
Se tivéssemos escrito (3.6) como:

1
S0 = _§ ((70: DQO):

onde os parénteses denotam o prodito escalar no espaco de fungdes, entao de (3.7),
D =w? +E 4 m?,
no espago de momentum.

O propagador de Feynman é justamente D71, Assim, no espago de momentum:

1

A}?:———“T
w2 + k% + m?’



e no espago de posigao:

ik (E T Y hiwn (7T

—? d% ( )

Ap (7 — = Z c . (3.8)
‘ w? + k% -+ m?

Pode-se calcular a funcao partigao efetuando uma expansao diagramética do potencial
de interagdo em série de poténcias, como se faz com temperatura zero. Verifica-se [41]
que as regras de Feynman no espago Euclideano sao as mesmas que a temperatura zero,

com as seguintes substitui¢oes:

d4k 1 &3k
[ (2'}?)‘l - ﬁ;/(?}r)g’
2
ﬁ H
@) 6 (ky + ko +..) — — (27)° B0y g X 6° (A L+ ko +o),s

(3.9)

‘ICO — W =

Através de (3.8) e das relagdes (3.9), pode-se refazer todos os caleulos nsuais de TQC,

considerando-se a temperatura diferente de zero.

3.1.1 A funcao de correlagao da corda quantica a temperatura
finita
Do capitulo 2, a expressio para a fungéo de coirelagio dos operadores de criagio de

cordas quanticas no MHA em (3 + 1)-dimensdes, considerando o médulo do campo de

Higgs constante, é:

(WWT@))S: ]DpD»«UAue*{p{ faz [ (Fw + B (9)) [1+(6_ L )]x

_N 1 ‘ ,
(" 4 B (8)) + 5200 x +V (9)] }, C(3.10)

sendo

#W S) - '—"] dl&;wé[l LZ g) (3.11)
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onde S = S, U S,. As superficies genéricas S, e 9y estao presas, como bandeiras em um
mastro, as cordas que cortam um plano transverso nos pontos & e y. 9y possi orientacao
contraria a S,. No caso de cordas fechadas, as superficies assumem a configuragao de
membranas ligadas a um aro.

As integrais em p e y ddo origem a um fator que apenas modifica a constante de
normalizacao Z [0], no denominador.

O propagador, agora massivo, do campo de gauge é [35]:

&*e
-0+ M?

1
(—0+ M%)

DY = +(1-¢N) e - (3.12)

Utilizando (3.12), a integracao funcional quadritica em (3.10) pode ser facilmente

realizada, dando o resultado:

1 - P M2 M2
<[J, (.’U) ruT (y)> = exp {g / d4zd4z B,u:/ (Z, JS) Ba[j (Z ; S) [1 + 5] ll + —D‘| X

_p/{wP;aﬂDj; (z — gl) — So (éﬁw)} (3.13)
com
P = 918y — 6L
e
. 2
0 (Bu) ~ 1 [a'2B |14 25| B

Devido aos fatores F'*, somente o primeiro termo em (3.12) contribui para (3.13).
Toda parte dependente de gauge se anula, o que ¢ uma manifestagac da invariancia de
gauge do operador de criagao de cordas.

Reparando que [35]:
: M? M? 1
f);iu})fﬁ ll + _ﬁ] ll 4 ——

—0 4 M2

—0 4 M2
-0 !

(-0)°

— {;11)(‘:,6 [

sendo

[_(pl/(r,d — a,u&cr&ﬁu o apaﬂéau . 81)8[36(”1 _ 81/806,’3;1’
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podemos escrever (3.13) como:

(w(o)w () = oxp{ — [ dsa's B (1) [-084 4 s Hg ' _”‘;)] Bas (z’;s)} |

COIm

Apvaﬁ' _ 6#&5:},@ - 5;4361/&.

Observe que o termo em A € o termo Sp de (3.13).

Integrando sobre z e z e nsando a identidade:
_DA}.LU(Y,B + [(;maﬁ — _hvpe 601:’1,9)\306’\,

conseguimos [35]:

(b 04! ), = 0 { I R R
i,5=1 ' ]
(3.14)
ondexy =z, 1=y, Ay =1e iy =—1. O termo
1 M?
Fy=F" |i_ + - % ‘| (3.15)

representa a inversa da transformada de Fourier do operador entre colchetes.

Aplicando o teorema de Stokes em (3.14), chegamos a:

<p(w)m(y)>c=exp{ Zx\/\f de 75 dn' Fyg (€ —rn} (3.16)

,7=1

onde C,, é o contorno da superficie S (Cy,).

A (3.16) constitui-se a [érmula bésica para a fiungdo de correlagdo de cordas magnéticas
a0 longo de curvas arbitrarias, na aproximagao de p constante. Ela foi obtida em [35],
onde também fol feito o sen caleulo para cordas retas infinitas a temperatura zero.

Agora itemos calcular (3.16) a temperatura finita. Primeiramente temos de inverter
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os dois operadores em (3.15), isto €&

—oAV (@ —y) = & (z-y), (3.17)

AD(w—y) = 8 z—-v), (3.18)

onde x,y € R (Euclideano).

Porém, a transformada de Fourier deve ser calculada & temperatura finita, o que
significa substituir por um somatério, a integral no tempo. Assim, de acordo com a

equagio (3.9) da secao anterior:

]. +oo Foo dq T . ~ —
/ :k {x -y )—I-wn(m—fy:;)AF ( k ) ] (3_19)

onde w,, = ——275".

Colocando (3.19) em (3.17) e (3.18), e usando a representagao em transformada de

Fourier da delta, encontramos:

Amy - L .
AP (k) = Tt (3.20)
)~ M?

(2) . ‘
AP (k) = 4 A (3.21)

Introduzindo (3.20) e (3.21) em (3.19), temos:

4-00 o0 37 N
AEEI') — l Z /+ a k ; 1 etk .(?77_}’)+iu}n(m4—y4)’
Bzt (27) k% 4wl
oo o 2 —
A(Z) l 3 fl c 'I" M ik (T =T ) iwn(Ta—va)
F > 33 € :
B -0 (2m)° (k2 +w})
ueremos calcular a funcdo de correlagado a tempos iguais. Fazendo @y = y4 nas
: P

expressoes acima:

w  [redk iE(T-T) L =1 .
Ar = [m (27r)3t J)BZ k? 4+ w2’ (3:22)
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+oo dg—k_) o= ——» MZ Py ]_
A(z) — / Czk {T-7) .

-

( '2 2 4o ds"k_) RN
<#(717,t);ﬂ (—’fjmt»p :e‘{}){ Z f d€'dn’ [/ (o) P x
. ~, .

} , (3.24)
onde —5 = ? — 7_;)

O produto escalar no argumento da exponencial em ambas integrais, nos sugere que

1 +oco 1 Fox d:i k N M2 +oo
+/ (i FD
ﬁzk2+wg o @r) B¢ Z

(k2 +u),ﬁ)

usemos coordenadas esféricas. Logo,

&K = k?sinfdkd0dep,
— —>
kD = kDcost,

ondeyw:0—2m, 0:0—wek:0— oo Assim,

e Primeira integral

/2’17/ /"0 dekdOd(ﬁ . 0 szcU‘:ﬁl f 1
Bkl

e Sepgunda integral

/Zﬂ/ / I»%i.dﬂd(p e oo M? Z“’ 1
8 (k2 +wl)’

A integracio em @ ¢ trivial e, por sibstituicéo, a integral em ¢ da:

2sin (kD)

[ dosin gt = T8

Entao,
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¢ Primeira integral

]oo dk Asm(wmf 1
o (2r)) D pBLk+w?

e Segunda integral

/-oo dk ksin (kD)2M?2 X 1
o (2r)’ D B (K +el)

As séries acima podem ser escritas de forma mais adequada:

R | e 1 1
- 92 —
Zk‘z—l—w? ,§k2+wﬁ+k2’
= 2 ——— 4 .
SEap T L way e
Logo,
e Primeira integral
ksm (kD) ~ sin(kD)
+ dk——————. 3.2
T2ﬁD Z/ E? +w? o 2w?pD /0 (3.29)
e Segunda integral
k (kD M? e sin(kD
Z/ sin (kD) |1 Sin (kD) (3.26)
QﬂD (k2 4+w2)®  21%BD Jo k3

As quatro integrais em (3.25) e (3.26), bem como as séries resultantes estao calculadas

no apéndice. Substitnindo os seus resultados em (3.24), obtemos:

<u(?,w(7,ﬂ>c:exp{ Z“f A, df“"”[ ﬁ;’

4,j=1

1 1 1’\/[2 MQ _2r
- D - In{l—e 2 . 3.27
s DR ) (320

onde ) = |? — 7_))‘



Fsta expressido para a fungao de correlagao é valida para qualquer configuragao de
cordas fechadas a temperatura finita, na aproximacio de p constante. Podemos utiliza-la
também para cordas retas e infinitas. Neste caso, efetuamos o seu cilculo, no limite de

temperatura zero, e reproduzimos o resultado encontrado em [35].

3.1.2 Calculo da funcao de correlagao de duas cordas circulares
com simetria cilindrica

A configuracio geométrica mais simples de duas cordas fechadas é aquela de cordas

circulares com simetria cilindrica (3-1).

Figura 3-1:

s . —_— —F r . ~ .
Na figura, R é o raio das cordas, H = |7 — 3| é a distancla entre os seus centros,

D é a distancia entre dois pontos quaisquer das cordas. Pela lei dos cossenos:

§7 = R4 R?—2Rcos (0;— 0}),
5% = 2R’ [1 — cos (95 — 9;)] .

Mas,
D? = H? 4+ 5%,
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Logo,
D® = H? 4 2R* [1 - cos (0: - 0,)] (3.28)

Colocando (3.28) em (3.27), obtemos:

. 27?2RZ , ,
<,u(:v!) (ya’)>:exp Z/\)\f d@f d? cos Qj)x
7,5=1
1 M?
— H} 212 [1 — cos (H.i — 0’-)]
1% N
47Tﬁ \/H2 1282 [1—cos (0, 05)] 5P
1
2”5 JHE 2R [1 = cos (0. 6;)] | - S +2H2[1 cos(0.-4;)]
B A/[Z ml1— e%’ I-I,?j+2}i‘,‘2[1-—cos(()i79;)] , (329)
B2
onde
I, — H parai# j .
0 parati=7
Fazendo,
a=0;-0, ¢ y=0, (3.30)
entao,
bi=a+y e 0;=1.
Assim,

=1 = dihdf: = dad~. (3.31)

2

76u5)|=|

Inserindo (3.30) e (3.31) em (3.29), fazendo a integral elementar em ~ e reparando

que as integrais em ¢ s@o pares, achamos:

47r31?2 docos o

<‘u(-:1_:},t),£ﬂ (T}i,)>:exp{ ZJPZ}/\/\ I: Zﬂ'ﬁf \/ﬁﬁ 1-2R? ]_*COS(I)
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M?
B dn

" de HE 4 2R (1 -
/0 acusa\/ + (1 - cos )

do cos a 1

] \/H2 +2R*(1 - cosar) g (1 — e*%\/fffj*l*?m(l—mm))

42

M /ﬂ deecos e In (1 VR mb“))] } . (3.32)
Esta é a expressao final para a fungao de corr.ela(;.ﬁ,o A temperatura finita para uma
corda circular. A seguir, estudaremos o comportamento de (3.32) naos seguintes limites:
o Temperatura zero ( — oc).
e Baixas temperaturas (/3 grande).

e Altas temperaturas (3 pequeno).

Limite de temperatura zero

O limite de temperatura zero corresponde a tomar 0 — oo em {3.32), fazendo com que

as duas primeiras integrais se anulem. Entao:

2

(0 (0 0! (F,8)) = exp { POV

=1

47T2R2' /’” cos ada y
\/H2 +2R? (1 — cos &)

1
lim

#—oo ,6 (1 _ C—%,f}[3j+2fi2(l—cos a))

M‘Z R‘Z \/__—__
+—7T—- deecos v im [].I’l (1 —e ﬁ H? 4+2R2(1—cos a))

e? 0 oo

I}

A principio, farfamos uma expanséo do termo exponencial até a ordem zero em %ﬂ,

mas em virtude do A j4 existente no denominador do primeiro limite e ao logaritmo, no

segundo limite; temos de efetuar os limites até uma ordem acima.

e Primeiro limite

1 1 1
lim

F—ico )6 (1 - cw%,/H%-FZR?(I—cosa)) - 2w \/}—[22:’. + 2R? (1 — cos a).
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e Segundo limite

: VHZ A2 ws ) 1 :
lim [m( _ g V(1w )” = 51n {Hfj +2R* (1 — cosa)] :

PB—oa

Portanto,

2w [? cos adar
x 1 =
{n (@ 1)t (T ,1)) = e‘w{Z“[ / H: T 2R2(1 — coscr)

3,7=1

M? RZ M?*xR2 . .
+ il ln—f]wdo:rusae—f— il docosaln [HfjJrQRz (lycosa)ﬂ}. (3.33)

2¢?  Jo
Nesta expressao, a segunda integral da resultado nulo, eliminando a singularidade

logaritmica em (3. As outras duas integrais estiao calculadas no apeéndice, de modo que:

2 HI42R M2iR? Hyy - JHE +4R?
. + W2 - - :
* 1, 1/H2 + 4R? 2 M+ JHE+4R?

(3.34)

} |

1,j=1

(u(?,t)w(i’f%exp{z Aidj

Os termos com % = j representam auto-interages das cordas, sendo portanto nao
fisicos. Eles podem ser eliminados por uma renurmalizacao multiplicativa do operador
de desordem:

™R
r = Mex) .
e = R T2

para |?| — ().

Substituindo H;; == H e realizando o somatdrio em A, entdo:

(2 HP42R? MMCRUH - AT L AR
ST Ry @ HivHZ-iR ||

(1 (T 0 (7,0) =ex

r

Vemos que a funcao de correlagao para duas cordas circulares a temperatura zero
depende de dois parametros: o raio da corda R e a distancia entre seus centros H =
— —_— . Ll - s . 3 o~ . ~
'z — |, Varlando a relagao entre estes parametros, extraimos informagoes importantes
acerca das propriedades das cordas. Entdo, consideremos dois casos (novamente, os

calculos estao feltos no apéndice):
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e H>» R

872 R* M’ 1{4”

= Nt (T - —_—— =
<u(-v,i)#(y:t)>r*exl){[ 2 Hi T 2 P

Depois, tomando o limite de longas distancias (H — o0) 0s termos se anulam, forne-

cendo:
(@ Hut(v,0) =1 (3.35)

T

Logo, o operador . cria estados de vicuo, que ndo representam excitagoes genuinas.

e R>» H

Finalmente obtemos,

2r? R M?x? — o
=wﬁ§TF;j Rm—yﬂ (3.36)

(w(Z.0 0 (T,1)

r (22

Y
Mais uma vez estamos interessados no comportamento assintético H — oo, cujo

resultado &

({70! (v,1) =0 (3.37)

T

Observe qie como R > H, ao fazermos o limite assintético H - o0, automatica-
mente estamos considerando cordas infinitas. Portanto, somente estas constituem estados
legitimos, ortogonais ao vacuo.

A densidade de energia da corda é obtida dividindo o coeficiente do termo linear em

(3.36), pelo comprimento da corda. Isto da:

M?2*n

2e?

M="—C"H. (3.38)

Comparando a densidade de energia da corda circular infinita em (3.38) com aquela

da corda reta infinita, vista no capitilo anterior, vemos que as duas sao idénticas.
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Limite de baixas temperaturas

No limite de baixas temperatura fazemos 5 grande em (3.32). As integrais de primeira

ordem em 3, ao contrario do limite anterior, a principio, devem contribuir. Nas duas
4

tltimas integrais, expandimos a exponencial até a ordem O (%3) .

As expansdes estao feitas no apéndice, obtendo-se:

1 1 1 1
+

- __
A (1 B VT cosa) g1 2w \/Hfj F2R?(1—cosa) 2B

nales

(3.39)

\/Hz-{—ZRQ (1 —cosaqr) + [[12+2R2(1—cusa)]

6,63 18[7‘4

[ln (1 — c;\/@m)}

[3>>11n 5 +21 [H +2R* (1 cosac)]

5t
3631

(17 + 2R (1 cosa)| .
(3.40)

6\/;12 +2R2(1 — COSQH-G—ﬂ—Z [HZ +2R* (1 — cos cr)]

Enfim, substituindo (3.39) e (3.40) em (3.32),

47T3 R? dovcos v

<#(?:t)“1(?’t)>iexp{ Z Aiks [ Zﬂﬂf \/H2 + 2R2 1—cusﬂc)

7,7=1

M*E :
47rﬁjo dacosaﬁ%%—QRﬂl—cosa)

dacos

/’ doy cos o /
27T HZ 4+ 2R*(1 — coscy) 27Tﬂ TH +2R2 (1 — cos )

6ﬁ2fdacosa+1864/ dacosa[Hé-{-QRz(lfcosa)]

2
P /mdo:cusocln_ﬂ - @/wdacosaln Hfj +2R”(1— cosoz)]
/ﬂdacus a\/H2 +2R? (1 — cos ) ik fdozcusa H.?. +2R* (1 - cosa)]
Y s up if
1’\42 2 em ¥ .
+5144;4 ]0 doveos a [HE + 21{2 (1 cosar)] } } (3.41)
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As integrais com termos de ordem zero em [ sdo as mesmas de (3.33) e ji estdo
feitas no apéndice. Verificamos que as integrais com termos de ordem O (é) se cancelam
mutuamente. As integrais dos termos de ordem O (ﬁ) sao nulas, de forma que a primeira
contribuicio diferente de zero, aparece na ordem O (ﬁ—ﬂ) Este é o motivo pelo qual
contimiamos a expansao para ordens mais elevadas. As outras integracdes sao triviais.

A expressao resultante, ja renormalizada, é:

4 ot H?® -+ 2R? M2r? H— VH? +4R?
(u(w,t),u(y,m =exp | —5 - R
r ¢ HH? v4AR®  4de?  H +/H? +4R?

5M2 70
20T page| L |
et HH (3.42)

O Wltimo termo em (3.42) fornece a primeira correcio de temperatura ao resultado
(3.34), de temperatura zero.
Faremos & mesma analise dos parametros H e [2. Os calculos sao iguais aos da corda

a temperatura zero.

e H>» R

i R' M R 5MPr° RAH?
- INET ) _ e T
(@0 (y”‘)>f‘”{p{{ & HU 4t [ 182 B ]}

s R>» H

02 R M 5M 27 RAH?
- Y (57 — ; - -
e (y”')>r‘eXP{[ez TR T T H

Nas expressdes acima, se tomarmos o limite a longas distancias, o termo de COLTEGAO
devido a temperatura serd nulo, pois trabathamos inicialmente com a condigao de 8> H.

Assim, se fizermos H — oo, necessariamente, [ ird, para infinito antes.

Limite de altas temperaturas

No limite de altas temperatura é preciso fazer  pequeno em (3.32). As integrais de

primeira ordem em f permanecem. Diferentemente dos limites anteriores, agora vamos
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expandir o termo 1 — Y, onde Y é a exponencial, até a ordem O (%) Estes limites

encontram-se no apéndice. Levando-os em conta, a (3.32) torna-se:

N N 4’rqfﬂz de cos o
p(w ) pt (V1)) = exp Aidj f
< ) )> e Z ~2np \/HQ + 2R? (1 — cos )

i,5=1

M2

_47r/3/ daCOS(\e\/HQ +2R?%(1 — cosar)

f dacos o o~ /AT F2R (1= cos )
ﬁ'” \/H2 +2R? (1 —cosa)

M2 oy 2 AR —cos o)
=y dov cos e 8V HHERA “M)H. (3.43)

Claramente, o seu comportamento assintético é:

e H>» R

Logo, o operador i ndo gera estados de corda legitimos.

O limite de R > H nio pode ser tomado na expressao (3.43), em virtude do cosseno
que se anula em « = §. Isto invalida a expansao, para este valor de c.

A finalidade de tomarmos os limites de baixas e altas temperaturas em (3.32), foi
extrair a correcao de temperatura para a fungio de comrelagio. Contudo, o nosso principal
resultado é obtido realizando-se uma andlise qualitativa e preliminar desta equagao.

Nesta expressio, se assumirmos de inicio que H — 00, a primeira integral claramente
ird se anular e a segunda integral terda um termo dominante f/; no entanto o integrando
estd multiplicado por cosc e a integral, neste intervalo, serd zero. Finalmente, as duas
integrais restantes, s6 poderao dar uma contribui¢do nao nula quando J, no argumento
da exponencial, for também infinito. Logo, concluimos que a funcao de correlagao a
longas distancias serd 1, e portanto trivial, a menos que J seja infinito.

Fisicamente, isto quer dizer que existem estados quanticos de cordas magnéticas, ape-

nas para temperatura zero. Se temperatura for nao nula, nenhuma excitagao topoldgica
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seréd genufna. Portanto, constatamos que a introdugio da temperatura desestabiliza o
sistema, pois as cordas infinitas que antes existiam a temperatura zero, nao se formam a

temperatura finita.
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Conclusao

E um resultado conhecido que o Modelo de Higgs Abeliano em (3 + 1)-dimensoes apre-
senta cordas magnéticas, como solugdes classicas de energia infinita. Em [35], desenvolven-
se um método de quantizacio de cordas a temperatura zero e aplicou-se ao caso de cordas
retas e infinitas, na aproximacio do campo de Higgs constante. Na presente dissertagao
damos prosseguimento a este trabalho: estudamos os efeitos oriundos da introdugao de
temperatura na formagio de estados quéanticos de cordas magnéticas. Para efeito de
célenlo, consideramos uma. configuragao de cordas fechadas e com simetria cilindrica. Os

resultados dos caleulos, obtidos no capitulo 3 podem ser sumarizados como se segue:
e Temperatura zero

A temperatura zero, a existéncia de estados quanticos genuinos esta condicionada ao
tamanho da corda. No caso de cordas de tamanho finito, verificamos que nao existem
estados quanticos associados. Somente para cordas infinitas existem tais estados fisicos.
Obtemos a densidade de energia da corda infinita e circular e verificamos que é igual a

densidade de energia da corda, também infinita, porém reta.
e Temperatura finita

Ao levarmos em conta a temperatura, duas diferengas surgem em relagao a situagao
anterior. Do ponto de vista da Fisica, a temperatura altera o sistema de modo funda-

mental.

Para cordas finitas, a temperatura néo acrescenta nada de novo e o mesmo compor-

tamento a temperatura zero é mantido.
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No entanto, para cordas infinitas, ac contrdrio da situagao quando a temperatura
era zero, o limite assint6tico da fungdo de correlagdo é 1, o que indica que os estados
quanticos de corda sdo proporcionals ao vacuo e portanto nao se constituem em estados
fisicos genuinos.

Nosso resultado mostra claramente que a inclusao de temperatura desestabiliza os
estados quanticos de cordas fechadas e infinitas, que estavam presentes a temperatura
zero. Eiste é o principal resultado deste trabalho.

Tecnicamente, o caleulo da funcéo de correlagio torna-se bem mais complicado, difi-
cultando a obtencio de uma expressao analitica para algumas integrais. Esta dificuldade
pode ser contornada fazendo-se um estudo dos limites entre os parametros da expressao,
4 saber o raio da corda e a distancia entre seus centros. Nestes limites, conseguimos

calcular o termo de correcao de temperatura na fungao de correlagao.
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Apéndice A
Calculos diversos

Neste apéndice, encontram-se as demonstragbes de varios resultados apresentados no
capitulo 3.
A.1 Calculo das integrais em k

As integrais em (3.25) e (3.26) estao tabeladas em [52], formulas 3.723 — 3 e 3.729 — 2.

Os seus resultados sao:

o ksin(kz) w __,
/[) dkm = 56 (JS > 0,Rea > O) (Al)
o ksin (kx
/ dk—‘Sl—n(‘—l)Q = Lo (x > 0,Rea > V). (A.2)
0 (k2 +a”)® da

onde a = w,.

Expandindo o lado direito de (A.1) e depois tomando o limite quando a — 0, obtemos:

oo sin(kx)
/Odk =z (A.3)

Realizando o mesmo procedimento, agora em (A.2), encontramos:

oo sin(ke) o 1w
th = Talim - (A4)
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A.2 Caélculo das séries
Inserindo (A.1) e (A.3) em (3.25) e (A.2) e (A4) em (3.26), chegamus a:

e Primeira integral

1 X —wr D 1
E R
2rB 0 4w D

n=1

e Segunda integral

fV[Q +00 efwnD MQ r 1 MZ
B = w, s B S0 w, B

onde w, = 2. As séries também sio encontradas em [52], fornecendo:

+ o0
1
Zef“’"p = ——=p 1.
n=l 1—e¢ 7
‘oo —wyD
e~ wn 4 T
=——In(l—e *
nz=:1 Wy 2 n( )
Entao:
e Primeira integral
1 1 1 1
(A.5)

e Segunda integral

M ey M2 1 M
f#ln(l—e A )_}_éﬂ_[)’_wlrlﬁ?o;;_%l)‘ (Aﬁ)

O segundo termo, apesar de ser singnlar, é constante. Sendo assim, ele € eliminado

pelo somatério em A, ao ser substituido em (3.24).
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A.3 Cilculo das integrais em «

As integrais em (3.33) podem ser rearranjadas da seguinte maneira:

f" cos zdx / cos xzdx (A 7)
HE +2R? (1 — cos ) HE + 2R — 2R?2 cos ’

[ dzcos zln [Hfj + 2R* (1 — cos JI)] = / dxcoszxin (Hfj + 4R%sin? g) : (A.8)
0 0

Fazendo ainda y = 2z, a (A.8) torna-se:

[ d coswin (I + 4R sin’ ) = 2 / * dycos 2yIn (HZ + 4R siny) (A.9)
0 J0

- 2/0 dicos 2y In [Hij (1 + — 11’2 sin“ y

= 41nHz-j/: dy cos 2y
T 4R2
+2/02 dy (200521/— 1)111 (1 + Fsmzy) :

Na expressao acima, a primeira integral é zero, logo:

2

sin®y

. 4
/_ﬂd;ncos;vln[Hfj—kQRZ(l—cova -—2/ dJ 2cos” y-ml)ln (1—!— )

0
(A.10)

23"

A integral (A.7) estd em [52], férmulas 2.554 — 2 e 2.554 — 3, e as outras (A.10)

aparecem em [53], férmulas 2.638 — 1 e 2.638 — 2. Os seus resultados sao:

A+ Bceoszx B Ab—aB ¢ dr
——dr = —x+
a-+bcosz b i) a+bcosa
B Ab—aB 2 va? — b2 tan 3
= —x+ ——— | —F=z=~== arctan ,
b b a — b2 a+b

3 14+ 4+/1
/2 dzln (1+Csin2:ﬂ) =7T11’1—Li,
0 2
T \ 1+\/1+c+11—\/1+c
n et
9 2 214+ +V1+c¢

Oi’ldeAxU,B:]_,a":]‘[%—FQI{Q’b:_QRze(_-:%g?

i

f dzcos® xln (1+('sm .L)
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A.4 Calculo dos limites de H e R

Vamos calcular os termos da funcio de correlacao para f - oo (3.34) nos seguintes
lirnites:

e H>» R

Primeiro termo:

H? 4 2R? H? (1 + %%) 1+ 2R B 44

2

HVH? T 4R Hz( /—_1+f‘;fé) Ty T HY

O termo independente de /1 é constante e pode ser eliminado.

Segundo termo:

el - VI VAR RZH—H\/H%? R:ZH“H(H?;%Q)

H 1 VH? +AR? HiH1+  H+H(1+ %)

2 (1442 17 H H*

e R» H

Primeiro termo:

e W) R0 )
HVIPHARE o1+ H(1+ &)
2

_ R HEN( N _E
T H 2.R? s8R} H'

Segundo termo:

i ) )
H+ VH? | 412 Htoryt+4  Hi12R(1+ )
2R -1 ) (o) (1_£)

2R (H+1+45) 20

, H H?

2
= —"1 T T an
& ( "R 4R2)
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A.5 Calculo do limite de baixas temperaturas

Vamos expandir dois integrandos da expressao geral para a fungio de correlagao de cordas
i i
circulares (3.32), até a ordem () (.[I_a) . Os integrandos restantes, de ordem O (%), S2.0

mantidos. Entao:
e Primeiro limite

1

[)j (1 . (2—2?"\1H2+2R2(1“cn5(t))

para (3> 1).

e Segundo limite

In (1 o Hg'i'ng(lmm)) para (8> 1).

Para simplificar a notagao, vamos definir:
K =H*+2R*(1 - cosa). (A.11)

Cada limite sera efetuado separadamente. Assim:
e Primeiro limite

1 1
-.—) ' I's
B1-ep-% K) w21 g (1- 1+ 5VE -3 K+ MIKE - %K?)
B 1
27V K [1 - (gﬁ? K+ g’g‘%]{%ﬂ

o Segundo limite

L BVE 2ol (FvR - ey o
In (1 ¢ B )ﬁ—;_lln{ﬂ\/_f?]il (ﬂ\/}\_ 3[)’21(—!—3()’3](2 .

Definindo

T 272 s a

X=—-vK-— K4+ -——K2 Al2
EAGI VoA T (8-12)
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e expandindo em X, os limites tornam-se:

e Primeiro limite

1

1 Vs y ) ]
TR ECX) " iR (1+ X+ X2+ X5 4+ x1). (A.13)
e Segundo limite
27 27 X2 xr Xt
In|—vK(l—X In — —l K—-X—+ — - —— . 14
nlﬁv (1 )] nﬁﬁ—zn 5 3 i (A.14)
Porém,
w? 4 1071
x?=" Dt K* Al5
7 3 K%+ TR (A.15)
s 2t 9
X* —EK _“ﬁTK (A.16)
-4 at -9
Xt = @A (A.17)

onde desprezamos todos os termos de ordem maiores do que O (é)tl
Substituindo (A.12), (A.15), (A.16) e (A.17) em (A.13) e (A.14), os termos de ordem

3
0 (%) se cancelam e obtemos as expressoes (3.39) e (3.40).

A.6 Cdalculo do limite de altas temperaturas

Mais uma vez, consideramos a expressio (3.32). As integrais, com termos de ordem

O (é), continuam. Nas outras, efetuamos os mesmos limites da segao anterior, sé que

para 3 pequeno, isto é:

para {8 <« 1)

In (1 - 82_;5\/?) para (0 <« 1),

onde K é definido por (A.11).
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Definimos

Logo:

=~

(S
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