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RESUMO

Neste trabalho, desenvolvemos a aproximacio do campo médio estendido, que € uma
forma direta de generalizar a aproximagéo do campo médio, baseando-se nas propriedades
dos orbitais naturais. A aproximacao que estamos propondo tem como idéia bdsica
a suposicio de que um conjunto relativamente pequeno de orbitais possa descrever a
dinamica de um subsistema, sendo possivel obter de forma autoconsistente equages de
movimento para este conjunto de vetores e também para as respectivas probabilidades
associadas.

Para o sistema composto de dois osciladores anarménicos, mostramos que é possivel
calcular o desenvolvimento temporal da matriz densidade reduzida. Neste cileulo, é
visto que a aproximacgio proposta é bastante eficiente para superar as limitagbes da
aproximacio do campo médio. Em um outro exemplo, analisamos 0 modelo de Jaynes-
Cummings. No estudo deste modelo procuramos apresentar algumas alternativas para o
tratamento da dindmica das correlagoes.

Também é visto como o conceito da aproximagio do campo médio estendido poderia

~ ser aplicado para sistemas de muitos corpos.
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Capitulo 1

Introducao

A resolucio formal e exata do problema de muitos corpos, exceto em situagGes muito
particulares, é sempre invidvel. Em uma abordagem numérica, existird uma dificul-
dade prética na descri¢io do sistema, que exige umn nimero muito grande (infinito) de
varidveis. Seria desejavel obter equagoes apenas para os subsisternas de interesse, mas
isto ndo é possivel devido ao efeito das correlagdes, cujo tratamento €, em geral, mais
complexo que o dos subsistemas. Neste trabalho, concentrar-nos-emos no estudo de
sistemas compostos, abordando a questao da dindmica dos subsistemas acoplados.

Bastante conhecidas s8o as aproximacSes de campo médio {1] e de Hartree-Fock[2].
Em ambas a evolugao temporal das correlagoes é desprezada, sendo que na apro-
ximag¢do de Hartree-Fock a indistinguibilidade é levada em conta. Muitos trabalhos,
entre os quais os de Kiibler e Zeh [3], R. Balian {4] e Nemes e Toledo Piza [5], tém
sido feitos com o objetivo de incorporar o efeito das correlagtes ( termo de coliséo )
A dinAmica dos subsistemas.

O objetivo do presente trabalho é apresentar uma forma alternativa para tratar
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o problema da dinamica de subsistemas, dentro do contexto da mecdnica quéntica
nao relativistica. Nossa contribuicao consiste em propor uma aproximagao que, sobre
muitos aspectos, é uma extensdo da aproximacdo de campo médio. Por este mo-
tivo, neste trabalho, ela serd referida como aproximacao do campo médio estendido
(ACME).

De um modo geral, o estado quéantico de um subsistema corresponde a um estado
misto, de modo que precisamos usar a matriz densidade reduzida para a descrevé-lo.
Tal matriz sempre poderd ser diagonalizada, em cada instanfe, e assim ser repre-
sentada por um conjunto de estados ortogonais com o0s respectivos autovalores asso-
ciados. Os autovetores desta matriz, que formam uma base dependente do tempo,
sao chamados de orbitais naturais. Tais vetores e os autovalores da matriz (proba-
bilidades) desempenham importante papel, pots otimizam a descri¢éo do estado e sim-
plificam a dindmica das matrizes reduzidas(3, 6]. Recentemente, os orbitais naturais
foram utilizados em algumas questdes da teoria de observagio da Mecanica (Quintica
em relacao ao processo de decoeréneial7, 8].

Por desprezarem os efeitos das correlagbes, na aproximacao de campo médio, e
conseqiientemente na aproximacio de Hartree-Fock, as probabilidades permanecem
constantes. Nestas aproximagées, obtém-se uma dindmica efetiva apenas para os
orbitais. A aproximagio que estamos propondo tem como idéia bésica a suposicao
de que um conjunto relativamente pequeno de orbitais possa descrever a dindmica de
um subsistema, sendo possivel obter de forma autoconsistente equacdes de movimento
para este conjunto de vetores e também para as respectivas probabilidades associadas.

Esta suposigio serd vélida quando a dindmica do sistema for tal que o namero de
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probabilidades com valor diferente de zero tenda a saturar. Isto, de fato, deve ocorrer
para varios sistemas, uma vez que a aproximacao de campo médio é bastante usada,
onde apenas um orbital representa o subestado. Deste modo a ACME atinge dois
objetivos: simplifica a representa¢do do estado, na medida que a matriz reduzida é
truncada erm poucos orbitais; e incorpora os efeitos das correlagoes. No entanto, as
correlacGes nao sdo abordadas através do tratamento dos termos de colisio, mas seus
efeitos estao incorporados nas equagoes de movimento para o sistema.

Apés o capitulo introdutdrio, este trabalho estd estruturado da seguinte forma:

No segundo capitulo, apresentaremos sumariamente uma introdugio ao forma-
lismo que serd adotado nos capitulos subseqiientes. Analisaremos a aproximacao do
campo médio, as propriedades basicas dos orbitais naturais, e a técnica do operador
projetor.

No terceiro capitulo, desenvolveremos de forma detalhada os procedimentos ado-
tados na aproximagio de campo médio estendjdé. Veremos €oio se processa O es-
quema que trunca a matriz reduzida num némero finito de orbitais e como se obtém
as equagtes de movimento. Neste capitulo restringir-nos-emos a sistemas compostos
de apenas dois subsistemas acoplados.

No quarto capitulo, iremos generalizar os resultados obtidos no capitulo 2 para
sistemas compostos de varios subsistemas. Abordaremos tanto o caso de subsistemas
distinguiveis, como o de subsistemas indintingufveis, para bésons e férmios. Interes—
santes resultados sio obtidos quando analisamos o principio da indistinguibilidade na
base dependente do tempo formada pelos orbitais.

No quinto capitulo, verificaremos a validade da aproximagao e discutireinos a sua
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aplicabilidade. Para o problema dindmico de dois osciladores anarmonicos acoplados,
compararemos os nossos resultados com a aproximacio de campo médio e a solugao
exata. Através deste cdleulo poderemos exemplificar todos os procedimentos descritos
no terceiro capitulo. Mostramos que a aproximagdio proposta é bem mais acurado
que a aproximacio do campo médio, sem encarecer muito a tarefa computacional.
Também analisaremos o modelo de Jaynes-Cummings, que descreve a interagdo de
um sistema de dois niveis com um oscilador harménico. A aproximagio quando
aplicada a este modelo reproduz o resultado exato. Na realidade, no estudo deste
modelo procuramos apresentar algumas alternativas para o tratamento da dinamica
das correlacbes que advém das equagdes de movimento obtidas na aproximacao do
campo médio estendido. O modelo de Jaynes-Cummings, portanto, servird de base
para discutir algumas idéias que poderiio ser aplicadas on desenvolvidas em trabalhos
futuros.

Finalmente, no sexto capitulo, apresentaremos nossas conclusbes e perspectivas

de aplicacao da ACME.



Capitulo 2

Dinamica de Subsistemas

Como mencionamos na introducio, é desejdvel desenvolver um método que tenha
por objetivo obter, mesmo que de forma aproximada, informacées sobre a evolugao
temporal dos subsistemas sem a necessidade de resolver o problema dinémico para o

sisterna completo.

Neste capftulo, restringir-nos-emos a uimn sistema constituido de apenas dois sub-
sistemas. Veremos como & possivel obter uma formulagfo exata para a dinamica de
subsisternas. Embora esta abordagem seja bastante complexa, o formalismo demons—
trars a estrutura fisica das correlagdes, o que serd 1til para as aproximagoes que devem
ser feitas. Também iremos apresentar a aproximagio do campo médio, possivelmente
o método mais simples e conhecido na abordagem deste problema.

8



2.1 Correlagio de Subsistemas

Para facilitar a discussdo, consideraremos apenas o caso em que O sistema se encontre
no estado puro. No préximo capitulo veremos o caso mais geral.

Para um sistema composto de dois subsistemas, o espago de Hilbert (2, ao qual
pertence o vetor de estado | ¥ >, é o produto tensorial de dois subespagos, ou seja,
Q= 00 0 onde QY é o espago de Hilbert para o subsistema 1 e Q) para o
subsistema 2.

Para um operador que atua em apenas um subespago, associamos o operador do
sistema composto de maneira que este atue trivialmente no outro subespago. Por
exernplo, para O que atua em Q), associamos O = O ® I em 2.

Observa-se que a notacio Q@ = QM @ Q@ nio significa que sempre seja possivel
escrever | W(t) >=| ¢'(t) > ® | ¢(t) >, com | ¥(t) >€ Q, | ¢'(t) >€ QM e
| @2(£) > € 0@, De um modo geral, na representacio de Schrédinger, o ket | ¥(2) >

pode ser expresso como

| O(t) >= chk () | ik >, (2.1)

onde { | j >} representa uma base em QO { | k >} uma base em O e | jk > =
| 7 > & | k >, de forma que ficard fatorado se, e somente se, c;i (t) = cgl)(t) (1)
para todo j e k. Neste caso, diremos que néo hé correlagio entre os subsistemas,
ficando o estado de cada um completamente descrito pelos vetores | ¢'(t) >= Ecg-l)
15> e|?(t) >= 2 |k >.

Quando hé correlagiio, o vetor do sistema ndo pode ser expresso como produto

de dois vetores. Assim, o estado de um subsistema, de um modo geral, ndo pode
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ser descrito por um vetor. Neste caso, é necessirio usar a matriz densidade para a
descricao do estado de um subsistema.

Representando o estado do sistema pela matriz
F(t) =] ¥(t) >< (1), (2:2)

podemos introduzir a matriz densidade reduzida, calculando o valor esperado de um

operador que atue em apenas um dos subsistemas, O =0V @ T,
< O>=Tr(F@t)0O)
=Tr0Tr® (F(t) (0M & 1))
= Tr® ( /() OP), (2.3)
onde
PV =Tr@(F(r) . (2.4)
o é a matriz densidade reduzida para o subsistema 1. Analogamente, temos a matriz
densidade para o subsistema 2,
D = TrO(F(D)) . (2.5)

Uma vez que o valor esperado de qualquer observével de subsistema € calculado com
a matriz reduzida, pode-se dizer que a dinidmica de subsistema é descrita por estas
quantidades.

A notacio Tr® e T'r® refere-se ao trago parcial, cujas principais propriedades
estao descritas no apéndice A.

Podemos sempre escrever

F(t) = p" () ® pP2(t) +F (1) , (2.6)
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Os operadores p e p® sdo hermitianos, com traco igual a um, conforme estd demons-

trado no apéndice A. Para um estado néo correlacionado, teremos

F(t)= (1 ¢'(t) >< ') N® (1 £) ><¢*B) 1) (2.7)

o que nos leva a F'(t) = 0. Portanto, o estado dos subsistemas fica descrito pelas
matrizes reduzidas p(e p@ | e a matriz F'(t) contém apenas a informagao das cor-
relagoes.

A dinamica do sistema é determinada pelo hamiltoniano H, através da equagao

de Liouville-von Neumann,
—i F () ={F(), H]. (2.8)
De urn modo geral, o hamiltoniano pode ser escrito como
H=HY+H® + g™, (2.9)

onde estamos denotando H® no lugar de HW @ I e H® no lugar de I @ H® . Por
simplicidade, vamos supor que a interacdo é fatoravel, ou seja, H™ = v Ve,
Usando as propriedades do trago parcial, é um exercicio simples demostrar que
TrO[F(t), H®] =0,
TrO[EQ), 7O) = [p0), 7]

Tr®[F(), H™] = Tr(p® () V®) [p®(2), VO] +TrO[F(8), H™].

Como j& vimos, se o interesse se restringe a observdveis que atuem somente em

um subsistema, bastaria conhecer as matrizes reduzidas p(t) e p3(t). A dinadmica
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para os subsistemas ficard estabelecida pelas equacoes:

i V@0 = TR, H) = [pVE), HY+ < VO > ) v 4

Tr@[F (t), H™ , (2.10)

~i i (1) = TrOFE,H) = PO, B+ <vO > () VO] +

TrOF (), H™ . (2.11)

Verifica-se que elas nio sio fechadas, pois temos que obter a evolugao temporal de
F"(t). Das equacdes (2.6) e (2.8) a evolugdo da matriz das correlagoes fica determinada
por

!

G F @) = [P0, H - <V > (V- <V > () VI +

[F' (1), H] - TrO[F'(2), B ® o - p & TrO[F (1), H9.12)

As equagdes (2.10), (2.11) e (2.12) constituem um conjunto fechado e de-
monstram a estrutura da dindmica dos subsistemas. Tais equagdes tornam os efeifos
da correlacio mais explicitos, permitindo-nos verificar que sua influéncia € causada,
exclusivamente, pela presenca do termo H* no hamiltoniano. Portanto a presenga
da interacdo e de correlagbes impede de se obter equagdes de movimento fechadas
para p)(t) e p(t) apenas. Outro aspecto importante da dindmica dos subsistemas,
também causada pelo efeito das correlagles, € a nfo unitariedade de suas equagoes
de movimento, (2.10) e (2.11); isto é, nao é possivel encontrar um operador unitdrio
UL(t,t + dt) tal que p0 (4 dt) = UD(E, ¢ +dt)~ pD () UD (8,1 +dt).

Do ponto de vista pratico, a abordagem acima ndo representa nenhuma simpli-

ficagio em relagio & solugdo completa. Pelo contrario, a equagao para F (¢) ocorre
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no €spago composto ¢ nio é menos complexa que (2.8). No entanto, é possivel con-
tornar tais dificuldades. Na se¢ao a seguir, veremos uma forma aproximada de fazé-lo,
através da teoria do campo médio. Nas segoes 2.2 e 2.3, como € possivel obter equagoes

fechadas para os operadores pM () e p!B(¢).

2.1.1 Aproximacao do Campo Médio

Talvez a aproximacao mais sitnples que podemos considerar seja a do campo médio.

Nesta aproximacdo simplesmente consideramos F(t) = 0 para todo ¢. Deste modo

obtemos
PV (1) =iV, B , (2.13)
P 1) =i [pD@), HA(1), (2.14)
onde
HY@)= HY+ < v > )y (2.15)
e
HA®) = HI+ <vD > 1) v®, (2.16)

E facil perceber que a interagio estd tratada no segundo termo de H,n,(t) através da
média com o vizinho.

Na aproximacao do campo médio temos equagdes fechadas para as matrizes re-
duzidas p()(t) e p®(t). Na realidade, a dinimica dos subsistemas torna-se unitaria,
obtendo—se um hamiltoniano efetivo, dependente do tempo, para cada subespago.
Como consequéncia da evolugio unitdria, os autovalores de p)(t) e p®(t) per-

manecerdo constantes no tempo.



14

Quando F'(0) = 0, o uso da aproximagao de campo médio sera vélido, ao contririo

do que ocorrerd na situagdo em que F'(0) # 0, pois a hipStese bdsica estard sendo
contrariada ja no instante inicial. No caso de F'(0) = 0, a aproximagio deverd
estar bastante correta num instante préximo ao inicial e ird piorando com o tempo,
4 medida em que F'(t) se vai tornando diferente de zero. Considerar F'(t) = 0é o
mesmo que considerar o estado fatorado, | ¥(t) >=| ¢'(¢) > ® | ¢*(£) > . Neste caso,
as matrizes reduzidas p{!)(#) e p®)(t) correspondem a estados puros, ou seja, poderdo
ser escritas da forma pM () = | @'(f) >< ()] e pP@ (&) = | L2 () >< ¢?(t)]; no
entanto, quando houver correlagdo, a matriz reduzida p1) corresponder4 a um estado

misto.

2.2 Equacgoes Pré—Cinéticas

Analisando as equagdes (2.10) e (2.11), fica claro que a esséncia da dificuldade de
obter-se uma dindmica efetiva para os subsistemas estd no tratamento da evolugéo
ternporal da matriz das correlagdes F'(t). Esta dificuldade pode ser contornada
através da técnica desenvolvida por Willis e Picard [9], na qual a matriz das cor-
relacoes é obtida, em qualquer tempo, somente a partir das correlagoes iniciais e
das densidades reduzidas p') e p@). Assim, exceto pela condigdo inicial, teremos

expressoes fechadas para tais matrizes.

A questdo fundamental é que informagbes concernentes as correlagbes podem ser

obtidas a partir das densidades reduzidas. Com este objetivo define-se o superope-
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rador

Q(t) =1—-pV @TrM — ;D @ Tr® 4+ pM g p@ Ty, (2.17)

a fim de se ter

() = Q) F(t) . (2.18)

Denominamos Q(t) superoperador porque este atua no espago formado por todos os
operadores que atuam erm (2. A matriz densidade F(t) é um clemento deste espago.
A partir da defini¢io (2.17), constatamos que @ é tanto um operador linear quanto
um projetor, Q(t)? = Q(t).

Derivando a equagéo (2.18) teremos

PO =221+ % (2.19)

Por eslculo direto, no entanto, pode-se verificar que o primeiro termo € igual a zero,

obtendo-se, assim

Fi(t)= Q(t) F(t). (2.20)

A evolugdo temporal de F(f) é governada pelo Liouvilliano L = [H, |,
i F(t)= LF(t). (2.21)

Aplicando o operador Q(t) aos dois lados desta Gltima equagio e utilizando a equacao
(2.20), teremos

iF'(t)= Q) LF(t), (2.22)

o que equivale a

PP )= QUL (/8D + (1)) (2.23)
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Rearranjando os termos, teremos

(5~ QOL) PO = Q1L (4 5 pP(0). 224

A equacdo (2.24) pode ser resolvida formalmente através do propagador

G(t,t') ﬁexpT( fer ) (2.25)

onde expr denota a exponencial temporalmente ordenada, resultando em
i
iF(1) =GO FO) ~i [ d'GEt) QYL (pVE) 2 ,OF)) .  (226)

A expressdo (2.26) permite exprimir F’(¢) em termos de p()(1) e p® (1), que é o
objetivo bésico do célculo desenvolvido. O primeiro termo contém a contribuicao da
condi¢do inicial, o segundo termo, através de uma integral sobre o passado das densi-
dades reduzidas permite a reconstrucao das correlagoes. E possivel, agora, substituir

(2.26) nas equagbes para as densidades reduzidas (2.10) e (2.11}, obtendo

s 8o = T (L (p00) P (8)) + LG(,0) F(0)

LTI /0 “at G Y QW)L (pOE) 2 p2()),  (2.27)

i%p@) = TrD (L (sN(@) ® p?(2) +TrD LG(2,0) F(0))

—i Ty L fo “dr G, ) QUYL (pV () @ pP(t").  (228)

Temos, portanto, expresstes exatas, formalmente fechadas ( exceto pela presenga

de F'(0) ), para a dinidmica dos subsistemas. Entretanto, dificilmente poderiamos



17

aplicé-las diretamente a um problema de interesse real. Se expandirmos o propa-
gador G(t,t') em uma série de poténcias, poderemos obter os termos de colisdo medi-
ante um tratamento perturbativo. Particularmente, a aproximacdo de campo médio
corresponde a considerar somente o primeiro termo das expressées (2.27) e (2.28).
Nas demais aproximacdes, se quisermos incorporar a dindmica das correlacdes, serd
preciso extrair alguma informacdo do propagador de Green, como, por exemplo, na

referéncia [10], onde se considera G(¢,t') = 1.

2.3 Orbitais Naturais

Os resultados obtidos até agora nfo pressupunham nenhuma base em particular.
Contudo, como p{1(t) e pt¥ (t) sdo operadores hermitianos, sempre é possivel escother
uma base que os diagonalize. Denotando por {| ¢;(t) >} a base que diagonaliza

pA(t) , pode—se escrever
P = Y1 wi) > pi(t) < @5 0) | - (2:29)
J

Os autovetores | ¢}(t) > sdo chamados de orbitais naturais, e os autovalores pi(t)
s30 nimeros reais, positivos, interpretados como a probabilidade de o subsistema
encontrar-se no subestado correspondente.

A partir desta base podemos expressar o estado do sisterna como

| @) >=3"1w5(t) >< (1) D () >

=X et >8 | BjiM) >, (2.30)
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com

| R}(t) > =< ;(t) : V() > . (2.31)

Usamos a notagio < ¢j(t) : W(t) > para distinguir do produto escalar usual, cujo
resultado é sempre um escalar. Na equacdo (2.31) o produto escalar ocorre apenas
no subespaco QW obtendo como resultado um vetor no subespago Q). Usando esta

notagdo, o trago parcial fica expresso da forma concisa,
PV =TrP(F#)) =3 <kiF{t)i k>, (2.32)
k

sendo {|k >} uma base qualquer em Q).

Os vetores | R;(t) > ndo sdo ortonormais, pois

(< B;(t) | Re(t) >) = Tr® (< A1) T U(t) >< W(E) pk(t) >)
= <) ITrP (F@) )| j@t) >
— <d® 1018 > . (2:33)
Como, por definigiio, a base {| @}(t) >} diagonaliza p") ( equagio (2.29) ), c.on-
cluimos que
< Bu(t) | By(t) >= 6u; py(8) - (2:34)

Definindo | %(t) >=| R;(t) > //F; , para p; # 0, teremos finalmente:

W) >= 3 Vai0) [ 6l)>® | @) > (2.35)

A expressio (2.35) constitui a chamada decomposi¢io de Schmidt, um resultado
absolutamente geral [11]. O estado pode ser escrito como uma soma simples de estados

fatorados e nio como a soma bilinear da definicio geral, equacdo (2.1). Isto significa
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que para um determinado instante, quando um subsistema estd no estado | ¢} >0
outro estard obrigatoriamente no estado | (,o? >, e p; ¢ a probabilidade de isto ocorrer.
Deste modo, vemos que as probabilidades p;(f) trazem a informacéo da correlagio.

Também verifica-se que

W) = 31 @it > 5(0) < GO (2.36)

pP(t) = ; | e2(t) > pilt) <G5 H) ], (2.37)
o que mostra que pM(t) e p@(¢) possuem os mesmos autovalores.

De um modo geral, a partir do vetor de estado | ¥(t) >, facilmente obtemos as
matrizes reduzidas p((t) e p@(t). A reciproca, porém, néo é verdadeira, devido a
impossibilidade de se obter £7{t) somente a partir da informagao dos subsistemas.
Neste sentido, a base dos orbitais naturais também é especial, porque a partir das

expressbes (2.36) e (2.37) podemos determinar o estado do sistema composto como

| B(t) >= 3% \/pi(t) | 9D &5 () > - (238)

Isto significa que | (t) >, exceto por um fator de fase para cada orbital natural, fica
determinado por pV(t) ¢ p@(t). No entanto, as fases sempre podem ser absorvidas
pelos orbitais, de modo que a expressio (2.35) € geral.

A partir da decomposigio de Schmidt, é possfvel deduzir [3] as equagfes de movi-

mento para os orbitais | ¢! > e | ¢? >, e para as probabilidades p;:

d 1
iz o) > =3 (VP <wief |H{¥>-

k25 Pi Pk
Vor < UIH|¢er>] len>, (2-39)
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o d
z&;“a? > Z

k#JpJ P
VoE < lI!|H|<pk<pj>+\/;TjRe{<go}gof|H|lI!>]|goﬁ> (2.40)

(VP <eojei | H| ® >~

TP =2V Im{< g | H™| ¥ >}, (2.41)
A assimetria entre as equagbes (2.39) e (2.40) é devido ao fato de que o fator de
fase ¢'% foi encorporado no estado |} >. Estas equagdes sdo deduzidas a partir
do presuposto de que o espectro de M) ndo apresente degenerescéncia. De fato, a
presenca do fator 1/ (p; — px ) impede que elas sejam aplicadas ao caso degenerado. A
partir da equagdo (2.41), conclui-se que as probabilidades permaneceriam constantes
se nio houvesse o termo de interagao.

A evolugo temporal das bases { |©}(t) >} e { |¢7(t) >} € unitdria, portanto,

apartir de (2.39) e (2.40), facilmente obtemos os hamiltonianos efetivos H},, e HZ;,

tal que

d
E“D; > = (1)|¢P,

d 2
ol > = —i HP |l > . (2.42)
Deste modo, é possive] expressar

_; p(l) (t) — [p(l)(t),Hg?(t)] + Z | ‘Pj(t) >pj (t) < (p}(t) | (243)

~i 19 (1) = [P0, BRO1 + L | 40 > ) < 4B 1, (249
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ficando explicita a parte unitaria (nos orbitais) e a parte nio unitdria (nas probabi-
lidades) da dinamica dos subsistemas.

As equagdes (2.41), (2.43) e (2.44) formam um conjunto fechado, que descreve a
dindmica dos subsistemas. Entretanto, falham completamente para o caso degene—
rado ou semi-degenerado. Fsta restrigdo é bastante significativa, pois, para sis-
temas de dimensao infinita, sendo o tra¢o de p normalizado, sempre se terd uma
degenerescéncia para p; = 0. Deste modo, nio poderemos determinar a evolugdo dos
orbitais naturais com probabilidade nula, no entanto, para aplicar as equagdes (2.39)
e (2.40), é necessario conhecer todos os orbitais (inclusive os associados a p_0). No
préximo capitulo, veremos como contornar esta restricio atravez da ACME.

Se tivermos um estado sem correlagio como condigdo inicial, a decomposicao de

Schmidt ficara strnplesmente
| 9(0) >=|¢'(0) > & | ¢(0) > . (2.45)

A medida que o sistemna evolui, novos termos iro surgir na expressao (2.45). Uma
questio importante é o tempo aproximado em que o sistema poderd ser considerado
como um estado fatorado. Este tempo é chamado de temmpo caracteristico do sistema

(1), e prova-se [12] que
T = (Z[ vri(0) ]2) : (2.46)

O tempo caracteristico pode ser interpretado como o tempo em que a aproximagao

de campo médio estard aproximadamente correta.



Capitulo 3

Campo Médio Estendido

No capitulo anterior, mostramos como € possivel obter equagoes de movimento para
oS orbitais naturais e para as probabilidades da matriz densidade reduzida. Estas
equacdes podem ser aproximadas, como na aproximacio do campo médio oﬁde as
probabilidades permanecem constantes, ou exatas, onde se encomtra uma equacio
bastante complexa envolvendo um grande niimero de varidveis (2.27) e (2.28). Neste
capitulo, desenvolveremos a aproximacdo de campo médio estendido[13] (ACME) ,
onde, embora as probabilidades ndo permanegam constantes, verifica-se um conjunto

de equacdes acopladas bem menor do que o necessdrio na solugio exata.

3.1 Truncando a Matriz Densidade Reduzida

Como a sorna das probabilidades na matriz reduzida é igual a um, para sistemas
infinitos teremos um grande nimero de probabilidades p; com valor muito préximo
de zero ou igual a zero. Na realidade, o zero sempre sera um ponto de acumulagéo,

22
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resultando num autoespago degenerado de dimensao infinita. Ao se resolver o sistema
de forma exata, estard sendo determinada a evolugido de todo este autoespago que,
na prédtica, tem pouca relevincia. A idéia bdsica do método da ACME é procurar
subtrair da dindmica o autoespaco associado ao autovalor zero, restringindo—se a de-
terminar a evolugdo temporal do conjunto de probabilidades diferentes de zero com
seus respectivos autovetores. Este procedimento resulta numa significativa simpli-
ficacdo, pois para muitos subsistemas a matriz reduzida pode ser representada por
um pequeno ndmero M de p; # 0. Deste modo, M probabilidades e M subestados
descrevem de uma forma otimizada tanto a matriz reduzida como as correlagoes do
sistema.

No capitulo anterior, mostramos que é possivel obter equagdes de movimento para
| p}{t) >, | ¢}(t) > e p;(t), (2.41) e (2.42). Veremos, agora, outro modo de fazé-lo,
levando em consideragdo o parametro M ( ndmero de probabilidades ( p; ) diferentes
de zero ).

Usando a base, dependente do tempo, formada pelos orbitais naturais, podemos

espressar
Ft) = f; | OG) > O m) < o) ) | 3.1)

0 que substituindo na equagio (2.10) resulta em

—i 1 (1) = D), H<1>1+fk; PO P@)V2 ) [| Gh(t) >< @) |, V] . (3.2)

onde V,ff)(t) =< @{t) | V@ | ¢2(t) > . Desta forma, conhecendo A" (1), serd

possivel caleular pUNt +dt) = pV(¢) + dt pM (t). Sem a necessidade de informagio

adicional, uma vez obtida a matriz p(¢ +dt), podemos diagonalizé-la para determi-
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nar os novos autovetores, | ¢ (t + dt) >, e autovalores, p;(t + dt).

Mais adiante, mostraremos que o subespaco gerado por {| 90(1) (t+dt) >, j =
1,.., M} manterd a dimensio M. Assim deveriamos necessitar de uma matriz com
dimensio M x M para diagonalizar p(t + dt). Entretanto, se usarmos uma base
independente do tempo para expressar a matriz reduzida, este ndo serd o caso, pois
o subespago gerado por {| t,agl)(t +dt) >, j = 1,..,M} néo serd o mesmo que o
gerado por {] (1)( t) >, j = 1,.,M}. Com uma base independente do tempo,
as matrizes reduzidas possuiriam todos os elementos, requerendo uma matriz com
dimensdo infinita para diagonalizd-la.

Com o propdsito de obter os orbitais naturais {it,ag-l)(t +dt) >} no instante ¢ +dt,

usando apenas um espaco de dimensio M X M, iremos definir os vetores

> = 711)_; < Q) (L= idtH) () > . (3.3)

No caso em que H™ = V1) @ V@, teremos
oy > = gl > —ie (B 140> + Z By@uve [¢o)>). (64

Os vetores | ;' > ndo séo normalizados nem ortogonais, 0 que facilmente se

constata por cdleulo direto:

(t) t)
<o) ¢l >= ‘5Jt+@dt2( ”"t A OIARC «p’“( ViR v ) (3.5)

Entretanto, desempenham um importante papel na resolugio da equagio (3.2), con-
forme passaremos a demonstrar. Temos que
pD(E+dt) = 3 <) F(t+dt) g >
g

= St (| Ut tdt) >< Wt +dE)]) igi> . (3:6)
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No entanto, < 9032- : U(t) >= 0 para § > M. Assim, desprezando o termo de ordem

dt?,
PV(t +dt) = Z<<pj. (1—idt H )| ¥(t) >< ()| (1+1dtH)) 1) >. (3.7)

Comparando a expressdo acima com a defini¢do (3.3), pode-se concluir que

M
PO +dt) =3 1) > pit) <o) | . (3.8)

Este resultado também pode ser comprovado substituindo (3.4) na igualdade acima,
e constatando que corresponde & solugBo da equagio (3.2).

O resultado (3.8) mostra a conveniéncia da defini¢do de | ¢’ > dada por (3.3).
Estes vetores permitem expressar a matriz reduzida p*V(t 4+ dt) num subespaco de
dimensio M. Obviamente, os autovalores procurados estardo contidos no subespaco
gerado pela combinacgo linear do conjunto de vetores {| ¢} >, j = 1,..., M }. Estes
vetores, se fossem ortonormais, seriam a solugao procurada, 0 que nao ocorre devido
aos aspectos ndo unitdrios da dindmica do subsistema. Se tivéssemos uma evolugao
unitéria para pM(t), terfamos as probahilidades p;(t) constantes e o conjunto
{1 j >} ortonormal. Analisando as equagdes (2.36) e (3.8), vemos que os coeficientes
p;(t) permaneceram constantes, o que leva & conclusio de que a nao unitariedade
da dinamica do subsistema refletiu-se numa evolucdo nao hermitiana para estados
| @3(t) >, conforme equagdo (3.4).

’ > é apenas um passo intermedidrio na busca da

solugdo da equagdo (3.2). A partir destes estados, devemos obter um conjunto
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ortonormal { | ¢;(t + dt) >} tal que
y _
S| @)t +dt) > pi(t+dt) < @(t+dt) | = pP(E+dt). (39)
J

Inicialmente, para o subespago formado pela combinagio linear dos vetores | (p}" >,
deveremos escolher uma base ortonormal {[cp-n> }, por exemplo, pelo processo de
ortogonalizacio de Gram-Schmidt. Diagonalizando a matriz M x M, <<p-m|
AV (¢t + dt) lpn>, serdo obtidos os autovalores e autovetores de p®)(t + dt), que
corresponder@o respectivamente s probabilidades p;(t + dt) e aos orbitais naturais
| ¢} (t + dt) > procurados. Assim fica claro, conforme mencionamos anteriormente,
que o nimero M de probabilidades diferentes de zero (desprezando-se ordem dt? )

permanece constante.

Denotando por S a matriz M x M, tal que
M
| @; >= EljSz,- | ¢t >, (3.10)
podemos expressar pt1(t + dt) nesta base, calculando
p= 87 P(t) (ST, (3.11)
onde P(t) é uma matriz diagonal
P(t) = diag(p:(t), p2(t), -, pm(t)) - (3.12)
Seja U uma matriz unitdria M x M que diagonaliza g,
UtpU = P(t +dt) (3.13)

com

P(t +dt) = diag(p:(t + dt), pa(t + dt), ., pu (t + dt)) . (3.14)
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Os elementos diagonais serdo as novas probabilidades para o instante ¢ - dt, e os

orbitais para o tempo t 4 dt serdo dados por

&0 (¢ + dt) >= Z(SU);J! OIS (3.15)
l_

De modo andlogo, obteremos {| ¢; )(t +dt) >, j = 1,.., M} para o subsistema

Q| de modo a ter

M
S @it ) > pilt+ dt) < Pt +dt) [=pO4dt),  (3.16)
i
e
M
o1t +dt) > pit+dE) < P+ db) [=pP (e +dt) . (3.17)
i
Das expressdes (3.16) e (3.17) podemos reconstruir o estado do sistema descrito
por

| O(t+dt) > Ze‘é Vpi(t+dt) | @} (t+dt) @3t 4 dt) > . (3.18)

Conforme mencionamos no capitulo anterior, a determinacdo de | ¥(t +dt) >, e
conseqiientemente F(t+dt), a partir de | p*(t) >, | ¢*(t) > e p;(t) néo é univaca, pois
hé wma arbitrariedade na escolha da fase de cada orbital. A determinagéo destas fases
nfo é irrelevante, pois, apesar de nio alterar o valor médio de qualquer observével
de um corpo, ela altera o valor dos elementos de matriz < ¢f | V& | ¢ > e
<@ | V® | ¢? > o que tem influéncia na evolugdo dinamica.

As fases podem ser determinadas a partir de

e [pi(t+dt) = < j(t+dt) it +dt) | U(t+dt) >

= < @(t+dt)gl(t+dt) | (1 () > —idt H | ¥(t) >) (3.19)
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Substituindo as equagdes (3.15) e (3.4) nos orbitais, a equagio (2.35) em

| ¥(t) >, e (2.9) em H, podemos desenvolver (3.19), o que resulta em
e\ pi(t+dt) = 3 pi {AY) AD +idt [(VO AW, (v 4D,
k
_Agj) (V@ BM A, — Agj) (VO B® A0, 11(3.20)

onde estamos denotando por V“) = [Va)] Mxm, A=SUe B = [MV() Iafscns-
Nota-se que as matrizes A, B, V(l) e V(Q) sao todas constituidas de elementos
previmente calculados no desenvolvimento da dindmica para os orbitais. Também
notamos, como seria esperado, que sé o termo de interacdo no hamiltoniano tem
influéncia na determinacgéo da fase.
Uma vez determinadas, as fases podem ser absorvidas pelos vetores de estado

(@3t +dt) > &% | p3(t +dt) > ), de modo que

| U(t +dt) > Z)h5t+¢ ) | i (t +dt} G5t +dt) > (3.21)

A partir da expressao (3.21) repete-se o processo para o tempo seguinte. Deste
modo obtém-se um sisterna autoconsistente para a evolugdo dindmica de | @*(t) >,
Lo (t) > e pj(2).

No procedimento descrito acima, nao esta claro até que ponto o céiculo é exato
ou onde foi feita alguma aproximacao. Uma andlise cuidadosa mostra que somente
ao se reconstruir o estado do sistema para o tempo seguinte — equacdo (3.21) -
estd implicita uma aproximacao, porque ao se desprezarem termos de ordem dt? em
pV(t+dt) , narealidade, estardo sendo desprezados termos de ordem dt na expansio

de{ ¥(t +dt) >, significando um erro de ordem dt na matriz de correlagao F'(t +dt).
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Fisicamente, podemos dizer que para um estado inicial da forma

| B(0) >=3_ /7;(0) | ¢3(0) #5(0) >, (3.22)

tratamos, de forma autoconsistente, a evolugao temporal de | p}(t) >, | ¢}(t) > e
/Pi(t), levando em conta a correlagéo entre eles. Na aproximagio, cousideramos que
pi{t) = O para j > M ( o que, teoricamente, s6 seria exato em ¢ = 0 ). Con-
seqiientemente, a correlacao associada a estas probabilidades também é desprezada.
De qualquer forma, a din&mica da correlagdes — ainda que de forma aproximada -—
est4 sendo considerada, o que ja representa um avango em relagio & aproximagio do
campo meédio.

Na aproximacio do campo médio, a dindmica para o subsistema é unitaria, de-
terminando que as probabilidades p; sejam constantes no tempo. J& na aproximagao
que estamos propondo, apenas p;(0) = 0 séo congeladas no tempo. Particularmente,
para M = 1 ambos os métodos coincidem; teremos p,(t) = const = 1 e a equagdo

(3.4) da forma simplificada,
Lol >=] pi(t) > —idt (H(” loi(t) > + < VO > () VY | pi(d) >), (3.23)

que é exatamente a equagao do campo médio.

3.1.1 Hamiltoniano Efetivo

Sendo que o conjunto {| (p_gl)(t + dt) >} forma uma base ortonormal, deve existir um

operador hermitiano Hé}) tal que

| @0 (t + dt) >= (1 —idt HY) | o{"(t) > . (3.24)
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Nesta sec¢do, iremos obter a espressao explicita dos hamiltonianos efetivos Hg}) e
H (f para o caso em que nio haja degenerescéncia em p; (p; # 0). O caso degene-
rado estd tratado no apéndice B.

Essencialmente é necessdrio diagonalizar a matriz

pl(t+dt) —leo, > pi(t) <y’ |- (3.25)

Esta é uma questdo bastante técnica, onde o fato da nio ortonormalidade de | cpjl-’ >
ser de ordem df ( < ¢’ | p}' >= 6;; + O(dt) ) serd sempre considerado.

Primeiramente definiremos a matriz .S ( 3.10) que fixa uma base para o subespaco
gerado pelo conjunto {| 4,0;- >1}. Como a escolha da base ndo é tnica, a escolha de S
também nao serd tinica. Particularmente podemos construir S como

S=8"=1- %dtD , (3.26)
onde D é definido como

(<@ | @™ > &)/t

- Z( Pi ) ) YD (g) \f vaOvO®).  (320)

Dy

i

Notamos que S satisfaz a relacao
St(1+dtD)S =1 (3.28)
para a primeira ordem em dt. No mesmo limite,

1
S =1+5dD, (3.29)

p=SPH)S = PH)+ %dt(DP(t) + P(t)D) (3.30)
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Néo havendo degenerescéncia em p, podemos aplicar a técnica usual de per-

turbacdo, obtendo

pt+dt) = m(t) + 3a(DP() + P()D)s

= milt) - 2t 3 Im (VP OV ()} v/Pie (3.31)
k
e
1
U=1+ 3 dtW, (3.32)
com
it 0
1
Wi = —————— (DP{#)+P({t)D);, i#7. 3.33
7 Pi(t)_Pj(t)( () () )J ( )
Substituindo (3.26), (3.32) e (3.4) em (3.15), e comparando com a equagio (3.24),
teremaos

M
4
HY | 0 >= 10150 >+ ) || EAVR0 VD el >
k J

i M
+3 g, | () > (Whj — Dij ) - (3:34)

Expressao equivalente seria obtida para H S,) .

A equagio (3.31) pode ser expressa de forma mais compacta, como
by 2 Im{ < glig} | H™ | W >} /75, (3.35)

o que corresponde a prépria equagio (2.41) para as probabilidades.
Por fim, deve-se observar que para se determinar a evolugdo de cada subsistema

nao precisamos conhecer completamente o outro estado, mas apenas os fatores
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<@p |V | ot >e < @ | V@B | ¢ > . Na aproximagio do campo médio, para
determinarmos a evolugao de um subsistema, a informacéo do outro é dada através

de <V > e <cV® 5 |

3.2 Principio Variacional

A equagdes bdsicas de nosso procedimento sdo as equagdes (3.4) e (3.13). Serd visto

a seguir, que estas equagoes podem ser obtidas a partir do principio variacional,

5 [ <)o~ H) 1B >=0 (3.36)
| 2@) >=D_ypilt) | ¢} (t) >® | 5(t) > (3.37)

A variagio deve ser feita sobre p;, | ¢3(t) > e | ¢3(t) >, com os vinculos

<@j(t) | pplt) >= 6 (3.38)

< (1) | hlt) >=5 . (3.39)
Deste modo a agao S torna-se
M .
?
S= fdt [;{53&:‘
+  pi(< o (®) 30, | @}(t) > + < LE(E) | B, |(2) >
— < GO HD|p}t) > — <G ®IHP | £}(t) >)}

=Y. {vEiBe < i) VP L i) >< 3O IV | £}(e) >}] . (3.40)
1.k



Da variagio com respeito a < j(t) | teremos

i, | ;1) > = HY|gi(t) >

M
Px
XVl leo >

v 229 s, )

ou

lpj(t+dt) > =|g;(t) >

M
] y
—idt {HOlpl(t) > +3. 5’?1@53’(@ VO | pl(e) >}
k

2

Hidtﬁij—;—(t-) | wh(t) > . (3.42)

Esta ltima expressédo é idéntica & equaco (3.4), exceto pelo dltimo termo, que
contém os multiplicadores de Lagrange Ajx (t) que devem ser determinados pelo vinculo
(3.38). Entretanto, estes vinculos, junto com o vetor de estado — equagéo (3.37) —
sdo equivalentes a requerer que a matriz densidade reduzida p(t + dt) seja diagonal
numa base ortonormal {| (¢ +dt) >}. De fato, fazendo

1.
)\jk = 3 T P (W:;k - Djk) : (3-43)

a equacio (3.41) se reduz a (3.34) para a primeira ordem em di. Em outras palavras,
nosso esquema de truncamento gera um conjunto de orbitais otimizado para a evolugo
temporal do sistema dentro de uma familia de "fungdes teste” da forma dada em

(3.37). Neste sentido, ele é uma natural extensao da aproximacgio do campo médio.
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3.3 Autovalores Nulos

Na ACME, que vimos até o momento, ndo é possivel incorporar a evoluggo das pro—
babilidades com valor inicial zero & dinamica do sistema.

A equagao (3.4) diverge quando p; tende a zero. Esta restricdo faz com que o
método seja muito dependente da condi¢ao inicial, pois o pardmetro M ¢ determinado
no instante ¢t = 0. Em muitas situacoes, esta imposi¢io pode se tornar bastante forte,
como ocorre, para um estado fatorado no instante inicial. Neste caso, a ACME coin-
cide com a do campo médio ndo sendo possivel melhorar esta iiltima. Mostraremos
agora como esta restricio pode ser contornada, fazendo com o método da ACME se
torne mais apurado.

Primeiramente, vamos supor que tenhamos um coeficiente com valor bem préximo
de zero ap(t) = € , onde € pode ser considerado tdo pequeno quanto se queira. Para
este coeficiente, teremos associado os subestados | i (£) > e | p3,(t) > . E possivel
definir os vetores | ¢}” >= \/p; | ¢} > de modo a remover a divergéncia que ocorreria
em ! @y > .

| )" > terd médulo de ordem dt mesmo que € seja de ordem inferior.

Substituindo a igualdade acima na equagdo (3.38), teremos
M
S le) ><" |= pO(t + dt) . (3.44)
J

A partir desta expressio, podemos repetir o processo anteriormente descrito. Como
resultado, encontraremos um autovetor pp(t + dt) de ordem dt?.

Assim, podemos tratar a evolugéio temporal de autovalores associados a autove-

tores arbitrariamente pequenos, inclusive quando py = 0. No caso em que pp(t) =0
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a dificuldade estd em determinar os subestados | ¢l (t) > e | ¢%(t) >, uma vez que
o autoespaco é degenerado.

Para contornar tal dificuldade, serd preciso trabalhar com as matrizes pl) e p(?)
na sua forma completa. Inicialmente, determinaremos uma base arbitrdria para o au-
toespago degenerado, sem restringir o indice apenas ao parimetro M . Considerando

o0 espago completo de dimensdo N, obteremos

N
Mo le" >< g |= p Nt +dt) (3.45)
J

a partir do qual se dard continuidade pelo procedimento descrito na se¢ao 1. Uma
vez determinadas as novas probabilidades de ordem d¢2, ou menor, poderemos eleger
agquela de maior valor e incorporéd-la 3 dindmica do sistema que agora passard a ter
M + 1 probabilidades diferentes de zero.

Evidentemente este processo é muito trabalhoso, equivalente a determinar a solugao
exata. Contudo, ele s6 seria executado no instante em que fosse desejavel aumentar
o valor de M . Na prética, este procedimento deverd ser repetido até se atingir win
Mumse , previamente estipulado.

Por 1iltimo, devemos determinar em que instante se deverd expandir o valor de
M . Nio é possivel, porém, determinar o instante em que a introdugao de um novo
orbital natural se torna relevante. Uma possibilidade é expandir o valor de M toda
vez que a menor probabilidade -~ diferente de zero — ultrapasse um valor médximo.
Deste modo evita-se o cdlculo com probabilidades semidegeneradas préximas de zero,

0 que ndo seria muito conveniente dentro do contexto desta aproximacao.



Capitulo 4

Varios Subsistemas

O célculo desenvolvido no capftulo anterior tinha trés restrigoes:

a) o sisterna é composto de apenas dois subsistemas;

b) o estado do sistema é puro;

¢) o termo de interagéio no hamiltoniano tem a forma fatordvel H™ = V() ®
V@,

Neste capitulo iremos estudar o problema sem as restrigoes acima. Na se¢éo 4.1,

consideraremos os subsistemas distingufveis de modo a ter o resultado mais geral
possivel. Na secio 4.2, adaptaremos os resultados para um sistema de particulas

indistinguiveis.

4.1 Particulas Distinguiveis

Suponhamos que o espago de Hilbert do sistema é dado como um produto direto de
subespacos correspondentes a N, subsistemas, 0 = QY @ Q@ ® ... ® QW¥). Consi-

36
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deraremos um hamiltoniano com interagao de dois corpos:
N,—1 N,
H = Z He+ 3 3 v, (41)
a=} B>a
onde, como anteriormente, H* é o hamiltoniano do subsistema a e o termo V°? repre-
senta a interagao entres os subsistemas a e 3. Neste caso, as equagbes de movimento

para as matrizes de densidade reduzida serdo dadas pelas equages de hierarquia

BBGKYR ([14], demostradas no apéndice A.

Ny
~i p%= [p* Ho+ Y Tr® [p8 vor] (4.2)
B#a
. af8 Ns
—i p= [pP H*P|+ Y TrM[p*P1, ver 4 vAT] (4.3)
V#ap

onde

H* = H* + HP +V°#

H® = H* + HF Y 4+ VP VA L v (4.4)

Evidentemen:té, para resolver as equagbes para a densidade reduzida de um sub-
sistema, precisamos conhecer o operador de dois corpos p*?, que contém informacdes
sobre as correlagbes entre os subsistemas a e 3. Este, por sua vez, tem sua evolugio
determinada pelos operadores de trés corpos p**7, e assim sucessivamente. Qual-
quer método de resolugdo aproximada destas equagdes contém hipéteses que levam

a um truncamento nas equacoes de hierarquia. Particularmente, na aproximagao
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do campo médio supde-se que a matriz F(t) que descreve o sistema seja da forma
F(t) = p(1) @ pA(t) ® .0 " (2) .

No capitulo anterior, vimos que a hipétese fundamental da aproximagao da ACME
é considerar que a matriz densidade reduzida tenha um mimero finito M de proba-
bilidades diferentes de zero, e que as demais permanecerao iguais a zero. Quando
temos mais de dois subsistemas, a matrizes reduzidas podem ter probabilidades dife—
rentes e o estado ndo ficard expresso pela forma simplificada (2.35). Portanto, a
generalizacao para muitos corpos seré feita de modo andlogo, com a diferenga de que
o valor das probabilidades p? e, conseqilentemente, M, serao diferentes para cada
subespaco.

Expandindo o vetor de estado na base dos orbitais naturais, teremos

190 >= 353 5 0) | 4020 > - (4.5)

A matriz densidade serd, como sempre, expressa por F(t) = | ¥{t) >< ¥(t) |. A
condicao de que as matrizes reduzidas sejam diagonais leva a uma série de vinculos
nos coeficientes. No momento, porém, esses vinculos ndo séo relevantes. Pela hipdtese
inicial, cada somatério contém apenas M, termos. Se F(t) ndo for um projetor, isto

&, um estado misto, a condigio implicita na equagio {4.5) deve ser substituida pela
<@L ()l (B) | F(t) | ¢, (2)-3,(8) >= 10, (4.6)

para qualquer j, > M,. A equagio {4.6) é vilida se F(t) corresponder a um estado
puro, com | ¥(t) > dado por (4.5). Podemos verificar facilmente que todas as demais
matrizes reduzidas {de um ou mais subsistemas ) terdo a mesma propriedade, isto

é, o elemento de matriz para o estado | ¢§ > comj > M, ¢ nulo. Na realidade, ao
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truncarmos a densidade reduzida p®, estaremos truncando todas as demais matrizes
de ordem superior.

Nosso objetivo serd obter tanto um hamiltoniano efetivo para os orbitais
{left) > a=1,..,N, }, quanto as equages de movimento para os elementos das
matrizes densidades nesta base. Para tal, teremos que expandir o ultimo termo da
Eq. (4.2),

ZTTﬁ[Paﬁ Vaﬁ]—Z“‘Pk >< o |, Gl s (4.7)

b#a

onde { ¢ } siio operadores no espago 1(®), definidos por

N, Mp

Ce1 = Z Z pk.m.ln Va'a ‘Pﬁ >, (4.8)

’3 mn
paral < k, 1 < M,. Devemos lembrar que < ¢ff 1V ¢? > ndo é um namero

complexo, mas um operador no subespago (@), particularmente, se V¥ = Ve @ V?,

ﬁmn

N, Mp
=AD" Pomin Vi | V- (4.9)
pode—se verificar que (¢& ) = (& , devido a hermiticidade de V. Substituindo (4.7)

em (4.2), teremos
-a Ma
—i p%= [p% HO + D 1 vk >< o |5 Gl - (4.10)
kl
Analogamente ao cdlculo feito para dois subsistemas, definimos os vetores
1 M
> =10 > — e (B 150> + s 3 @010 >) - @
J k
Podemos verificar que a equagio (3.8) é vilida;

Ma
po(t+dt) = [ >pf(t) <¢f | - (4.12)
J
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Assim, o procedimento descrito no capitulo anterior para a obtencéo dos auto-
valores e autovetores de p)(t + dt), pode ser igualmente desenvolvido para cada
p*(t +dt) (e = 1,...,N,). Fazendo este célculo, teremos os orbitais naturais,
{l gt +dt) > a=1,.,N, ;7 = 1,.,M,}, e as respectivas probabilidades,
{p5(t+dt) }.

Conhecendo os novos autovalores e autovetores para todas as matrizes reduzidas
de um corpo, poderemos, entdo, calcular a derivada temporal do operador de dois

corpos nesta nova base. Temos

d . . . af
Pt =<F5 A | 0 Lol > bt <A 1P el > (4.13)

O procedimento desenvolvido para cada subespago permitird obter um hamiltoni-
ano efetivo HZy, tal que

d (44 T o o
CEI‘P;‘ >=— il [ef> . (4.14)

Substituindo as equacdes (4.3) e (4.14) em (4.13) é possivel reescrevé-la como

. d

i = <l |7 H — Hy ~ HE et >
N
o< et | Y T [ VT L VAT el > . (4.15)
y#Fafd

O 1ltimo termo da equagdo acima contém a matriz densidade de trés corpos,
portanto esta equagao ndo é fechada para a correlagio de dois corpos. Precisariamos
conhecer os operadores de trés corpos. Fazendo calculos andlogos, podermos obter os
resultados para as demais equagdes de hierarquia de ordem superior.

O uso dos orbitajs naturais significa uma enorme simplificagdo, pois os cdlculos

mais trabalhosos ficam restritos aos subespagos { p“, a = 1, ..., N, }, onde é deter-
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minada a base. Para os operadores de maior dimensfio, a matriz fica expressa de
uma forma bastante reduzida. Por exemplo: a matriz p*? fica determinada pelo
conhecimento de todos os M2 x M} elementos. Esta ¢ uma enorme simplificagao,

especialmente se compararmos com os N* elementos que teria p°” se expresso numa

base fixa qualquer.

Na realidade, apesar da enorme redugdo de pardmetros, teremos um crescimento
proporcional a M?!, onde { é a ordem da matriz. Portanto, para problemas de muitos
corpos, serd necessario truncar as equagdes de hierarquia em algum ponto. Para
problemas de poucos corpos, torna-se vidvel seguir pelas equacdes de hierarquia até
F(t). Deste modo, a ACME seria uma alternativa para a resolucdo do problema
dinAmico em sistemas de poucos corpos. Do ponto de vista pratico, se o espago de
Hilbert em questio for grande, néo ser tarefa trivial determinar quais 830 0s orbitais
naturais mais relevantes. Porém, se podermos calcular o desenvolvimento temporal
do sistema nos primeiros instantes de forma exata, entdo poderemos aplicar a ACME,

truncando os orbitais que tenham a probabilidade insignificante.

Para sistemas de muitos corpos, este problema se agrava, pois a dimenséo do
espaco de Hilbert fica enorme. Além desta dificuldade, temos que analisar se a aprox-
imag3o proposta é compativel com a indistinguibilidade das particulas, quando apli-

cada a sistema de bosons ou férmions. Analisaremos este ponto nas préximas segoes.

Para um sistema composto de apenas dois subsistemas, p®?(t) corresponderd ao

préprio F(t),

F(t)mm’nn’ — 6mm’6nﬂ’vpmpﬂ - (416)
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No capitulo anterior, consideramos apenas niimeros reais para os elementos de F(t),
porque a fase estava sendo absorvida pelos orbitais. Se atribuirmos ntimeros com-
plexos para os elementos nio diagonais de F(t), ndo serd necessirio calcular a fase
separadamente, para incorpora-la aos vetores. Portanto, a arbitrariedade na deter-
minagio das fases dos autovetores durante o processo de diagonaliza¢io de p ( Eq.
(3.13) ) , é compensada quando se determinam os elementos de F(t) a partir da
equacio (4.15).

Como exemplo, podemos aplicar a equagio (4.15) ao problema de dois subsistemas
com V¥ = V*®VP. Fagendo p*?(t) = F(t) e substituindo (4.16) em (4.15), teremos

para o elemento Fj;;;
—i py=< @} | [F H - Hyp - HP | 5¢] >, (4.17)
que com o auxilio da equacdo (3.34) se transformard em
py= 2% m (VP (&) V(OB s » (4.18)

o que corresponde 4 prépria equacao (3.31) para p;(t + dt).

4.2 Particulas Idénticas

Como mencionamos na secao anterior, analisaremos o esquema da ACME para sis-
temas de particulas indistinguiveis. Neste caso, torna-se mais conveniente usar a
notacio p{1) para o operador densidade de um corpo, p? para o de dois corpos, e

assim sucessivamente. Estes operadores sao definidos por

PV = 3 ot = Nt
a=1
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N, N,
p? = 3 3 p*P =N, (N, - 1) 0" (4.19)

a:lﬁ:l

E imediato que tais operadores ndo sdo normalizados. Para um observavel de um

corpo teremos
OV =oVgI®.I+IQ0P®.QI+... (4.20)

A expressdo acima facilmente pode ser generalizada para observaveis de dois corpos,

trés corpos, etc. Também é facil verificar que
< 09 5= Lrp (o @) (4.21)
- S! p b]

o que justifica a defini¢io dada em (4.19).
Equagdes de hierarquia andlogas as equagoes (4.2) e (4.3) podem ser obtidas, por
exemplo, multiplicando a equagio (4.2) por N,. Levando em conta que as particulas

sao idénticas, obteremos
..
—i pU= [0, 0] 4 [p@, 1) . (4.22)

A partir de {4.22) pode-se seguir o procedimento descrito na se¢do anterior. A
diferenca basica é que nfo serd necessdrio determinar a evolucao de um p® para cada
subespaco, mas p(!) que contém informagSes de todos os subsistemas. O mesmo vale
para p@, p®. Fica claro, por conseguinte, que hi uma imensa redugéo no nimero
de varidveis dindmicas que descrevem o sistema.

Contudo, na abordagem de sistemas com particulas idénticas, € conveniente se

usar o formalismo da segunda quantizagdo. Neste formalismo, o vetor de estado
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pertence ao espago de Fock, e os elementos dos operadores densidade sio dados por

. 1
(e) ETT(a}l...aL a; ..a; F), (4.23)

Piydadtends = iy G,

onde os operadores cria¢io e aniquilacio se referem a uma base arbitraria. A equagfo

de movimento para o operador densidade de um corpo é dada por

—i piy=Tr[H, dla;], (4.24)
com
1
A= Z h‘(? ala; + 9 ,Zkl hg)m ala} ar ay . (4.25)
ij ig

Desenvolvendo a equagiio (4.24) sera obtida exatamente (4.22). Portanto, ndo ha
nenhuma dificuldade tedrica em conciliar a abordagem que estd sendo feita, em que
o sistema ¢é descrito por orbitais dependentes do tempo, com formalismo de segunda

quantizagio.

4.2.1 Férmions

Para particulas indistinguiveis, todos os espagos de particula 1inica sao iguais, sendo
possivel utilizar uma base comum a todos. Seja { |¢ >} tal base. Pelo teorema de

Thouless, uma base para o sistema de férmions como um todo serd formada pelos
vetores

{41, iz, ying} > = % Y ()P iz dgin, > (4.26)

Perm

onde a permutacio é feita sobre o conjunto de indices {4, 4;...in, }. Assim, qualquer

estado pode ser escrito como

M .
| T >=> ey | {2} >, (4.27)
{i}
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onde {1} representa o conjunto de indices {1, %5...iy, }.

No céleulo do trago parcial, Tr(% %)  teremos

T (i) >< () 1=y 85 ()15 Bt
i} {#}
(4.28)

de onde pode—se concluir que:
TriZ-N) 1 {4} >< {¢'} | =0, (4.29)
se mais que um indice nio coincidir entre {i; i5...7n, } € { z; ity };
TrltNa) | L3} s {1} =:€I—a|z’,. >< g, (4.30)
quando ¢, € {¢140...9N, } €14 € { i1 %...¢% } sdo os tnicos que néo coincidem;

TrZ-N) il s< ('} = Y lii><d], (4.31)
i;e{i}

s - - i
se {iyi...in, | = {4190y, }-
Desta forma, a matriz densidade de um corpo fica

p(l) _ Tr(z’""N")l Vs W [

1 _ . .
= Zc{i}é{i} Z lk><k|+mZZC{i}C{j}|zo ><]0|, (4.32)
{i} ke{i} {i} {4}

onde, no segundo termo, a soma sobre { j } deve ser feita s6 quando apenas um dos
indices de {j } ¢ distinto de um dos indices de {i} ( jo € 4o respectivamente). As
equacdes (4.27) e (4.32) valem para qualquer base de uma particula {| 1> }.

Agora, vamos supor que {| ¢; >} é a base dos orbitais naturais. Neste caso, o

segundo termo da equacio (4.27) deve se anular,

docgirery Y, ler ><exl
3} Refi)
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= > px Lo >< ] (4.33)
k

Neste ponto, torna-se conveniente introduzir a notagdo c(;} = /P:} €1, A pro-

babilidade do estado { g > serd, entdo, dada por

pk:§P{i}6kE{i}a (4.34)

onde o simbolo ;¢ ¢;) significa

bkegiy = 1 seke {44..4n, }

6;56{,'} = 0 56k¢ {IIIZZN_,} . (435)

Podemos agora introduzir a ACME. Para os férmions, a natural extensao da de-

composigio de Schinidt é feita expressando o estado do sistema por

| w(t) >= ; VPor® Leia® >, (4.36)

onde, em analogia com a equacio (4.27), | @(:}(£) > = Y perm (=) | €0 (&) i (B)- iy, (&) >

Neste caso, a equagdo (4.33) torna-se

Np N,
P = Y Pyt 2o eslt) ><ox(®)]
W kETi)
M
= Y om lelt) ><@lt) ] (4.37)
k

Isto significa que M nédo pode assumir valor qualquer, ao contrario do que ocorria para

sistemas distinguiveis. Para um sistema indistiguivel antissimetrizado, deveremos ter

N,+2(Np—1) <M< N,Np, (4.38)
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pois, sendo | > um orbital natural, teremos pelo menos dois estados distintos
em cada conjunto {i}. Particularmente, se Np = 1, o espectro de o1 possui de-
generescéncia igual ao nimero de particulas ( chamada de degenerescéncia de tro-
ca ). No caso mais geral, pode-se ter formas mais diversificadas para o espectro de
15 no entanto, sempre haverd vinculos de modo a termos apenas Np — 1 graus de
liberdade, pois todos os M autovalores p; séo determinados pelos Np valores de Py,

que satisfazem a relagao

Y Puy=1. (4.39)

Como anteriormente, a hipétese bdsica da ACME sera considerar M constante
em toda a evolucdo temporal. Por conseguinte, Np também permaneceré constante.
Fazendo a decomposicio de Schmidt entre o subespago Q) e o restante do espago

composto, teremos

20 >= 22 ln 090>, (4.40

onde | ®i(t) > € Q@ ® ... ® Q"9 e pode ser obtido da equagio (4.36). A partir da
equacio acima, podemos seguir o procedimento descrito no capitulo anterior.

Analogamente, é possivel obter a equa¢iio de movimento para os autovalores

-:pj: 2 Im{< ¥ (I’J | H | ¥ >}\/P;, Ns . (441)

E possivel, também, obter uma equagdo direta para os valores P;. Derivando a
equacio (4.36) em relagdo ao tempo, teremos

Np
. Py d
SiH | W) >=Y A [y > 4Py 3 ey > (4.42)

(it 24/ Py
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O fato de cada estado | (i} > apresentar, no minimo, dois orbitais diferentes, nos

garante que
d
<yl 5 ey >=0, (4.43)

para { ¢ } # {i}. Assim, multiplicando (4.22) por < ¢y;} | e considerando a equagio

conjugada, obteremos
Puy=2Im{< ¢ | HI ¥ >}/Puy - (4.44)

A pergunta natural que se formula, é se na ACME esta estrutura sera preservada,
on seja, se o sistema conservara sua caracteristica antissimétrica. Naturalmente, para
o espaco de Hilbert completo (M — o00), a antissimetria do estado serd mantida
no desenvolvimento temporal; pois a operagdo de troca de particulas eomuta com o
hamiltoniano. Quando introduzimos o truncamento no espago, devemos verificar se
antissimetrizacio ndo mtroduz alguma correlagio que inviabilize o uso da ACME. A
partir das equacgdes (4.41) e (4.44), é possivel provar que

pr(t+dt) =) Pyt +dt) bpepay - (4.45)
{i}
Conhecendo o valor de pe(t +dt), Ppiy(t+dt) e | pi(t+dt) >, reconstroi-se o estado

para o instante seguinte ¢ + df,

Np
| Bt +dt) >= Pyt +dt) | eyt +dt) > . (4.46)
{i}

Verifica—se, entdo, que a estrutura do estado é preservada com todos os vinculos, ou

seja, o sisterna conservard sua caracteristica antissimétrica.
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4.2.2 Aproximacao de Hartree-Fock Dependente do Tempo

Na aproximacio de Hartree-Fock dependente do tempo (AHFDT) o estado de um

sisterna de muitos férmios é descrito por um estado fatorado, antissimetrizado,

VO >= g O ) al)som(®) > (447)

Perm

o que corresponde a considerar Np = 1 na expressdo (4.36). Como conseqiiéncia,
verifica-se que p(") nio s6 terd autovalores iguais a zero ou um, como também é um
projetor. O operador densidade de dois corpos também terd uma estrutura bastante

simples. Para uma base arbitraria, sera representado como

2 N [ n
ng)kz = chi) Pz(j) - Pi; Pz(i) . (4.48)

Isto representa que ele pode ser expresso completamente em termos de densidade de
um corpo. Esta expansio é normalmente referida como a fatorizacéo de Hartree-Fock.
Como visto, ela, a rigor, ndo é uma fatorizacdo no sentido estrito (como ocorre na
aproximacio de campo médio ), mas uma fatorizacao antissimetrizada que leva em
conta as correlagdes causadas pelo principio da exclusdo de Pauli.

Baseado na relagio (4.48) Dirac propos em 1930 [1] um truncamento particular-
mente simples e imediato da equagfo de hierarquia (4.22), que consiste simplesmente

emn usar a relagio (4.48) para exprimir a densidade de dois corpos, de modo que

. d
it P = (o, hyp] . (4.49)

0O hamiltoniano efetivo de Hartree-Fock Agp é um operador de umn corpo, e é dado

como funcio da densidade p®. A equagio (4.49) ndo é linear, mas o operador hyp é
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hermitiano, o que caracteriza uma evolugio unitdria. Isso garante a conservagio dos
autovalores e, conseqilentemente, a relagio (4.47).

Comparando as equagbes (4.36) e (4.47), fica facil perceber que a ACME é uma
natural generalizagdo da AHFDT. Semelhante ao que ocorria com campo médio,
quando Np =1, ambas as aproximagoes coincidem.

(1)

Para o problema estdtico teremos £ Ve 0, neste caso a equacgdo (4.49) da apro-

ximagio de Hartree-Fock torna-se
0=[pW, hyp] . (4.50)

A partir da expressio (4.36) poderiam ser obtidas equagOes estiticas para a ACME,
mas tais equagBes tornam-se muito complexas. Portanto, estamos propondo, basica-
mente, uma aproximagao para um problema dependente do tempo.

Infelizmente, implementar a ACME no problema de muitos corpos encontra uma
dificuldade pratica, porque o espago de Hilbert é usualmente muito grande nao sendo
possivel tratar os autovalores nulos, conforme técnica descrita na segdo 3.3. Por
conseguinte, nio seria possivel expandir o niimero M durante a evolugdo temporal.
Assim, somente poderfamos aplicar a ACME a partir de uma condi¢8o inicial da forma
(4.36) com Np > 1. Porém, em problemas de muitos corpos, determinar o estado
inicial da forma (4.36) ¢é praticamente invidvel. Uma possibilidade seria introduzir
algumas aproximagoes adicionais, ou ansatz para a parametrizac¢ao da funcao de onda,
reduzindo a dimensao do espaco de Hilbert. Aproximagoes do tipo Tamm-Dancoff ou
random phase approximation (RPA) [15] poderiam ser incorporadas neste contexto.

No capitulo 5, mostramos como a introducac de um ansatz para a fungao de
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onda reduz enormemente os graus de liberdade, sem prejudicar muito a precisio dos

resultados.

4.2.3 Bodsons

E interessante analisar no contexto dos orbitais naturais um sistema de particulas
idénticas que obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Como exemplo, conside-

raremos urmn sistema composto de apenas duas particulas, com M = 2. Neste caso,
para py # pa,

| >= /b1 | prn > +/P2 | o202 >, (4.51)

porque, pelo principio da indistinguibilidade, obrigatoriamente teremos os mesmos

orbitais para as duas particulas. Jd no caso degenerado (p; = po) haverd duas

possibilidades:
1 1
| ¥ >= 2 | P11 > +ﬁ | 202 >, (4.52)
ou
1 1
| T >= E l Wwipe > +E I war > - (453)

Para os férmions nfio é possivel ter o estado da forma (4.51) ou (4.52). No entanto,
com raciocinio andlogo ao apresentado no problema dos férmios, verifica-se que a
degenerescéncia de (4.53) é conservada na evolucao temporal.

Para um caso mais geral, denotaremos por | ¢g;} > um estado simétrico e normal-
izado associado a um conjunto de orbitais {¢}...¢0y, }, néo necessariamente diferentes
entre si (para cada subconjunto de orbitais repetidos, haverd um grupo de particulas

no mesmo estado). Analogamente aos férmios, o estado poderd ser expresso sempre
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por

Np
¥ >= Y VP e > - (154

{i}
Deste modo, em (4.51) e (4.52) temos Np = 2, em (4.53) Np = 1.

A partir da equagio (4.54), posemos seguir com um procedimento essencialmente
igual ao caso fermiénico. Também podemos associar vinculos as probabilidades, e
constata-se que tais vinculos sdo conservados na evolugao temporal. A dinamica das
probabi-lidades serd dada pela equagio (4.44).

Concluimos, portanto, que, para um sistema de particulas idénticas, tanto no
caso fermionico como no bosdnico, ao aplicarmos a ACME, a partir de uma condicao
inicial da forma (4.54), é possivel obter equagOes de movimento para os orbitais
naturais e para as probabilidades. Assim, nfio é necessirio resolver as equagdes de
hierarquia para as densidades de ordem superior a p1). Apesar deste fato, ao obtermos
a evolugio temporal das probabilidades Pj;y, estaremos tratando da dindmica das
correlagoes. Neste caso, fica explicita a enorme redugdo no numero de varidveis que
descrevem o sistema: ao invés das matrizes p(?, p®®... teremos um reduzido mimero

de probabilidades Pp;}(t).



Capitulo 5

Exemplos

Neste capitulo iremos aplicar a aproximacgao do campo médio estendido a dois pro-
blemas distintos: na secao 4.1, para um sisterna constituido de dois osciladores

anarmémicos acoplados: e na segao 1.2. para o modelo de Jaynes-Cununings [16].
Como 0 objetivo é testar a validade da aproximagao, propositadamente. foram es-
colhidos dois exemplos onde seja possivel obter a solugio c¢xata. No primeiro (os
osciladores anarmémnicos acoplados) temos um sistema composto de dois subsistenas
de dimensocs infinitas. onde a solugao exata $6 pode ser obtida numericamente. Ja
no modelo de Jaynes-Cumimings, gue é perfeitamente solivel, teremos unt subsistema
de dimensao finita interagindo com ontro de dimensao infinita. o que levard a wma

abordagem diferente.
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5.1 Osciladores Anarmonicos

Neste exemplo aplicamos todos os procedimentos descritos no capitulo 2 a um sistema
composto de dois osciladores anarmoénicos.
Consideraremos um hamiltoniano da forma
2

2 ps
H=Y L1 a@Q) +5(@- @) (5.1)
i=1

com
Q) =1 Pm Q) s Q) teaQ) s (5.2)

Os operadores P e ) representam 0 momento e a posicdo respectivamente, e sa-
tisfazem a relagio [Q,P] = i (¢ = h = 1). Para os pardmetros atribuimos os
seguintes valores: m =20 L], w=20[L]™!, =40 [L]3,c5=—-72[L]™, e
cs = 3.4 [L]™®, onde [L] é a dimensdo da varidvel Q. Daqui por diante, omitiremos
a dimensao destas quantidades.

Os operadores criagao e aniquila¢io sio definidos através da relagao

1

2wm

Qj = (a; + al) + Qo (5.3)

Py= [ (o — ). (5.4

Teremos &g = < 0 | ¢(Q;) | 0 >= w?m Q3/2+ 3@} + ¢4 Q§. Na figura 5.1
mostramos a curva do potencial ®4 em fun¢io §Jy , vemos que este potencial apresenta
dois minimos relativos: um para y = 0 e outro para {Jo = 1.0.

Para efetivar o cdlculo, ¢ necessdrio truncar o espa¢o de Hilbert. Com este
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Figura 5.1: Potencial efetivo

propésito, utilizamos os autoestados do oscilador harrdnico,
ala; | n; >=n; | n; >, (5.5)

como uma base de dimensdo N {| n; >, n; = 0, ..., N }. Nos exemplos deste capitulo,
foi verificado que o valor N = 30 é suficiente para reproduzir os resultados exatos.

Escolheremos como condigdo inicial um estado fatorado
| W(0) >=| ¢'(0) > ® | ¢*(0) >, (5.6)

onde | ' (0) >=| 0>, e | ¢*0) >= exp{—i P} |0 >, este dltimo corresponde
ao estado | 0 > transladado, de modo que < ¢?(0) | Q2 | ¥*(0) >= 1,0.

Para o estado escolhido no instante inicial, a matriz reduzida de ambos o0s subsis-
temas s6 tem dois autovalores: um com valor igual a um ( p; = 1) associado a um

orbital natural, e outro, degenerado, de valor igual a zero associado ao restante do
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€spago.

Com as especificagbes acima, podemos resolver, numericamente, a equagao de
Schrédinger, que constitui um sistema de equagdes diferenciais acopladas com N2
varidveis. Com esta solugéo { que referiremos como a solugao exata ) podemos obter as
matrizes densidades reduzidas em cada instante. Na figura 5.2, mostramos a evolugao
temporal dos trés maiores autovalores da matriz reduzida, p(t), po(t), ps(t). A
aproximacao do campo médio corresponderia a py(t) = 1, pa(t) = pa(t) =0, o que
certamente seria pobre neste exemplo.

Mesmo partindo de um estado nfo correlacionado, novas probabilidades irdo sur-
gir, causando a correlagao. Entretanto, verificamos que o nimero M de autoestados
com autovalor nao-nulo nfo cresce indefinidamente. Para célculos até ¢ = 100 os

resultados mostraram

N
3 pi <1072,
=4

Este resultado nos leva a crer que a ACME seja bastante acurada e resulte numa
significativa melhoria em relagio ao campo médio, pois a hipétese fundamental de
que M = const. é bastante razodvel. Baseado na figura 5.2 escolheremos o parametro
M,.s: = 3. Para poder confrontar as aproximagdes com o resultado exato iremos

comparar o valor de dois observdveis: a média do operador posigdo, < €5 > ;e

S; = \/ < @} > — < Q; >?. Tais resultados encontram-se descritos nas figuras 5.3
e 5.4 ( mostramos os resultados para apenas um dos osciladores, j = 1. O resultado

para j = 2 é essencialmente equivalente ).
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Figura 5.2: Evolugio das probabilidades, resultado exato,

Em todas as figuras usamos a seguinte convencao: linha cheia para a solugao exata;
linha pontilhada para a aproximagio da campo médio estendido; e linha tracejada
para a aproximagao do campo médio.

A ACME apresenta resultados muito melhores, sem muito custo para o tempo
computacional: neste exemplo, com M = 3 e N = 30 na ACME foram gastos s0 2%
do tempo necessério ao cdlculo exato. J4 na aproximacdo do campo médio levou-se
0.4% do tempo.

Nas figuras 5.5 e 5.6 tem-se a evolugo temporal das probabilidades com diferentes
valores de M comparadas com a solugao exata. Nota-se que a aproximagao ajusta—se
muito & solugio exata. Também nota-se, como seria esperado, que a aproximagao
methora quando M cresce, mas esta melhora vai se tornando cada vez menor, indi-

cando uma tendéncia a saturar rapidamente com M. Na realidade, para uma situagio
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em que nao fosse possivel obter a solugdo exata, este seria o inico meio de determinar
o valor apropriado de M., ou pelo menos poder avaliar a validade do resultado
obtido pela aproximagao.

Diversos cdlculos foram feitos para diferentes parametros e condigdes iniciais. A
analise de todos estes resultados leva-nos, basicamente, as mesmas conclusdes. Em
particular, na figura 5.7, mostramos o resultado exato para a evolugdo temporal das
probabilidades no caso degenerado, p;1(0) = p2(0) = pa(0) = ps(0) = ps(0) = 0.2.
Vemos que a descrigdo do estado continuard a se restringir a um nimero pequeno de

orhitais.
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Figura 5.3: Evolugdo temporal do valor esperado do operador posicao.
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Figura 5.4: Evolugdo temporal do valor esperado de S;.
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Figura 5.6: Evolugdo temporal das probabilidades (M=3).
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Figura 5.7: Evolugio temporal das probabilidades, caso degenerado.
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5.2 Modelo de Jaynes-Cummings

Na aproximagao de campo médio, a vnica informagao externa que um subsistema
necessita para determinar sua evolugao temporal é o valor médio do hamiltoniano
de interacéo; deste modo, quando as equacoes de Heinsenberg para o subsistema de
interesse secunddrio forem lineares, serd possivel obter uma equacao cléssica para esta
grandeza, resultando numa significativa simplificagao.

A questao natural que surge é se neste caso também haveria alguma simplificacao
na aproximagao do campo médio estendido. Para estudar esta questao, iremos ana-

lisar o modelo de Jaynes-Cummings, descrito pelo hamiltoniano de Dicke.

H:%Ug—l—waTaJr,\(aToJraoT), (5.7)

onde a e afcorrespondem aos operadores criagdo e aniquilagdo bosonicos e o; 530 as
matrizes de Pauli,
g, — t 0y

=5, - (5.8)

ol = EQ_LOE . (5.9)

Este hamiltoniano descreve a interacio entre um sistema de dois nivels com um 0s-
cilador harménico de freqiiéncia w.

O modelo pode ser usado na descrigdo de um &tomo com dois niveis { um estado
fundamental e o outro estado excitado) interagindo com o campo eletromagnético.

Por isto, chamaremos o subsistema de dois niveis como "atomo ”, e o sistema do os-
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cilador como "campo ”. De modo geral, na interagao de uma particula com a radiagao
teriamos que considerar todas as frequiéncias de vibraciao do campo. Entretanto, para
o propdsito de analisar a ACME, estudaremos o modelo de Jaynes-Cummings. Os
resultados, aqui, podem ser formalmente generalizados para a interacao com varios
osciladores. Denotaremos por p* e p¢ as matrizes reduzidas para o subsistema do
aAtomo e campo respectivamente. Os autovalores e autovetores de H s3o conhecidos,
0 que torna este modelo totalmente solivel.

Existe uma vasta literatura sobre o modelo de Jaynes-Cummings que tem aplicacoes
na Otica quintica e, que por sua simplicidade, serve de laboratdrio para formulacio
de idéias que posteriormente podem ser aplicadas a problemas mais complexos [6],
[16] e [17].

O modelo de Jaynes-Cummings coerente, é o mesmo modelo. acrescido da condi¢ao
inicial

P(0)>=la>&|+>, (5.10)
sendo que | a > denota um estado coerente, ¢ | a >=a | a > e | + > a
projecao positiva do spin, o3 | + > =] + >. Neste modelo é interessante analisar o
comportamento do valor esperado do operador < g3 >, cujo resultado exato pode ser

obtido [18] por:

< a3(t) >=exp(— | a lgi:j%i) X
(1-8 v—(?l;—FJQ sin®(Q,t/2)), (5.11)

onde

Q,= (e —wP+4Xn+1). (5.12)
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Na figura 5.8 mostramos a evolugdo temporal de < o3 >, para @ = 3.0, € = 1.0,
w = 10 e A = 0.4. Observamos, inicialmente, um comportamento oscilatério
(chamadas de oscilagbes de Rabbi), que colapsa para zero a partir de um tempo
da ordem de A~!, permanecendo neste valor por um longo periodo de tempo. Fisica-
mente, podemos analisar o comportamento de < o3(¢) >, como a combinacio de dois
efeitos: as oscilagbes de Rabbi, devido a absorgéo ou emissao de f6tons pela particula;
e a diminuicdo na amplitude destas oscilagdes, que se deve a formacao de correlagoes
entre os subsistemas. Conforme vimos na sec¢do 2.3, todo sistema apresenta um tempo
caracteristico, que corresponde ao tempo de formacdo das correlacoes; facilmente se

verifica que para o hamiltoniano (5.7) este tempo é dado por t = A~%.

TS 45 T

B : |
G.00 16.00 26.00 30.00 40.00

Figura 5.8: < a3(t) >, solugdo exata.

Aplicando as equagdes da aproximagéo de campo médio para este sistema ( (2.13)

e (2.14) ), teremos o desenvolvimento temporal descrito por apenas duas equagdes



67

acopladas
viip‘d‘ = [p? to + A(a*oc+ach)]
dt g
d ) .
i —fwa—1iA <a> . (5.13)

Assim a tnica informacéo do campo necessédria para determinar a dindmica de p?
é < a >= «, o que corresponde a nm minimo de informagao sobre o campo. A
aproximacio de campo médio descreve as oscila¢des de Rabbi, mas nao descreve a
variagdo da amplitude, pois, como nesta aproximagao a correlagao € sempre zero, a
amplitude das oscilagbes permanecerd constante.

Se aplicarmos a ACME de forma semelhante & secao anterior, teremos a solugao
exata, pois, para um subsistema finito interagindo com outro infinito, teremos a
solugdo exata se M coincidir com a dimensiao do subespa¢o finito. Analisando o
hamiltoniano efetivo da ACME ( Eq. (3.34) ), veremos que a evolugao temporal
do subsistema da particula pode ser determinada de forma exata se conhecermos os
elementos da matriz a na base dos orbitais naturais {a;r; j,k= 1,2}. Como o
subsistema ” 4tomo ” tem dois niveis, apenas quatro nimeros complexos contém toda
a informacdo do campo necessiria para a evolugio temporal de p*. De um modo
geral, se um dos subsistemas tem mimero finito de estados, a ACME com M igual a
este miimero é a solucao exata.

Usando a decomposi¢ao de Schmidt para este sistema teremos

| T(t) >= /() | wat) xa(t) > +/p2(?) | wat) x2(2) >, (5.14)

onde | u;(t) > estd no subespago do campo e | x;{t) > no subespago do dtomo.

Sabemos como obter | U(t + dt) > , mas 0 nosso objetivo serd obter uma dindmica
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efetiva para as quatro varidveis a;,(t), isto é, basta determinar < w;(t +dt) | a |
Supondo que os orbitais | xi(f + dt) > e as probabilidades p(t + dt) sejam

determinadas pela ACME s6 no espago do atomo, podemos obter | uj{t + dt) > a

partir de
1
Lyt dt) > = ——=———= < x;{t+dt)| Pt +dt) >, (5.15)
p;(t +dt) :
de modo que
1
a-k(t +dt) = TT‘( IX-(t +dt) > Xk(t+dt)] G,F(t-l-dt) ) )
’ i (¢ + dt) pi (2 + dt) ’
(5.16)
0 que resulta em
. d
tVDi Pk Ok = Tr(|x; ><xx!la,H] F)+
1 p; P
Tr{llx, > <xul, H=HelaF }~5( 2 +=). (5.17)
- P Dk

O primeiro termo corresponde 4 equagao de Heinsenberg, o que garante que o
valor médio de < a >, determinado apenas a partir deste termo. Desenvolvendo a

equacio (5.17), apds algum trabalho algébrico, teremos

d
zgajk = wajr+{a,c);r+ A (aQ,UT)jqu,\ (aia,cr)jk
B (b

A — , 5.18
Pr 2PiPk P Pk (5.18)

+)\Ujk

onde (A, B);« representa
(AfB)jk:ZAszkzME*AszzH/Ei ; (5.19)
! Px Pj

c= %03 — Hy . (5.20)
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Vemos que, mesmo para sistemas lineares, ndo é possivel obter equacdes fechadas
para as varidveis relevantes, pois, para resolver (5.18), precisamos conhecer as quan-
tidades @, =< u; | @® | wp > e (ala);x =< u; | ala | ux > . Podemos obter
analogamente as equagoes de desenvolvimento temporal destas guantidades, o que
envolveria as quantidades af, , (a'a*);x, etc; levando-nos a um conjunto de equagdes
de "hierarquia ” para estas variaveis.

E muito comuwm termos a interacao processando-se num periodo de tempo muito
curto, ou uma constante de acoplamento muito pequena. Neste caso, seria possivel
desprezar termos de ordem A% ou maior, obtendo-se equagoes fechados para as varidveis
relevantes. Como exemplo de onde esta aproximacao poderia ser aplicada, citamos o
trabalho de Jaynes-Cummings [19], onde A /w ~ 10719,

Notamos que desprezar termos de ordem A? nas equagoes de "hierarquia ” nio é
equivalente a desprezar termos de ordem A? na expansdo perturbativa dependente do
tempo. A diferenca entre os dois métodos é que na ACME tem-se um tratamento
assimétrico para os subsistemas, ou seja o truncamento em A? refere-se apenas ao
subespaco do campo.

Na figura 5.9, apresentamos um resultado comparativo entre os dois métodos.
(Nesta figura, a linha cheia corresponde a solugdo exata, a linha tracejada & apro-
ximagdo perturbativa; a linha pontilhada & ACME truncada em A.} Vemos que o
tratamento através das equagoes da ACME é bern mais acurado que a expansio per-
turbativa dependente do tempo. Este resultado foi obtido para os mesmo parimetros

e condicOes iniciais que os da figura 5.8. Obtivemos diversos resultados variando

significativamente em fun¢do das condi¢Ges iniciais, mas a aproximagio baseada na
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ACME foi melhor que a perturbacao dependente do tempo em todos os casos.
Um outro modo de evitar uma série infinita de equagoes de hierarquia é supor que

o orbital | u; (t) > se mantenha como estado coerente,
|ur () > = laft) >, (5.21)
e |us(t) > seja expresso em termos do estado coerente | 3(t) >, da forma

(@—a'}|8(t) > . (5.22)

| Uy (t) > ==

s~

E imediato que substituindo (5.21) e (5.22) em (5.18) nas equacBes para ;e oo,
teremos um conjunto fechado de equagtes de movimento para a, 3.

Na figura 5.10,através do grafico < g3 > X { , mostramos uma comparagao entre
este ansatz, a aproximagao de campo médio e a solucdo exata. Como é usual neste
trabalho, a linha cheia refere-se & solugao exata, a linha tracejada a aproximacgao do
campo médio, e a pontilhada ao campo médio estendido. Na figura 5.11 mostramos
o desenvolvimento temporal das probabilidades.

Vemos que a ACME associada ao ansatz acima mencionado reproduz bem os
resultados até o instante A~ == 2.5, que corresponde ao tempo caracteristico do

sistema.
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Figura 5.9: < o3(t) >, resultado da ACME e da expansao perturbativa.
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Figura 5.11: Evolugdo temporal das probabilidades.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabatho. apresentamos umm estudo que explora o uso explicito dos orbitais
naturais nos problemas de sistemas compostos. Vimos como o8 orbitais otinnzam a
descricio do sistema e como a aproximagdo do campo médio pode ser vista como
o mais trivial esquema de truncamento na base destes orbitais, pois a aproximagao
de campo médio utiliza apenas um dnico orbital natural. Entretanto. ir além desta
aproximacao ndo € tarefa trivial. Existem vérios esquemas de aproximacao para tratar
o problema de sistemas de muitos corpos. Neste trabalho. desenvolvenios a ACME.
que é uma forma direta de estender a aproximagéio do campo médio, baseando-se nas
propriedades dos orbitais naturais. Essencialmente, a idéia ¢ truncar, nesta base. a
matriz de densidade reduzida em conjunto de M orbitais.

Para o sisteria composto de dois osciladores anarménicos. mostramos que ¢ possivel
caleular o desenvolvirnento ternporal das matrizes de densidade reduzida. Neste
exemplo. vimes que tal aproximagio ¢ bastante eficiente para superar as hnntacoes
da aproximagio do campo médio.

74
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Em um outro exemplo, a ACME foi aplicada ao modelo de Jaynes-Cummings.
Neste caso, como era esperado, a ACME se reduz a solugio exata, o que, além de
testar a validade e correcio do método, serviu para explicitar os efeitos da correlagao
na base dos orbitajs naturais. Vimos que as equagoes da ACME evidenciaram certos
conceitos que ficam encobertos no tratamento direto feito através da equagao de
Schridinger.

Neste modelo simples, foi possivel desenvolver um esquema de expansao pertur-
bativa para a correlagio do oscilador harmonico. Mostramos que a série obtida pela
ACME nio é equivalente & expansiio obtida na teoria de perturbagao dependente do
tempo, sendo esta iltima menos precisa que o esquema baseado na ACME. Uma outra
forma de tratar esta série de equagdes € introduzir um ansatz, usando dois estados
coerentes para parametrizar a fungdo de onda do oscilador. Desta forma, as equagoes
de movimento para o oscilador se reduzem a um conjunto de equagdes diferenciais or-
dindrias para quatro varidveis. Mostramos que esta aproximacao é bastante superior
4 aproximac¢io de campo médio.

A extensdo deste esquema de aproximagido para um sistema cornposto de N niveis
acoplado com um oscilador harménico € imediata. De modo andlogo, podemos tratar
um sistema composto de um subsistema infinito e outro linear, pois através do es-
quema que trunca a matriz densidade reduzida, todo o subsistema passa a ser descrito
por uma base finita dependente do tempo.

Vimos como o conceito da ACME poderia ser estendido para sistemas de muitos
corpos. De fato, mostramos que o esquema de truncamento da matriz de densidade na

base de orbitais naturais ndo é incompativel com a indistinguibilidade das particulas.
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Contudo, apesar de formalmente a ACME ser bastante geral, ela apresenta dificul-
dades de ordem pratica ou tedrica, que linitam as possiveis areas de aplicacdao. Uma
restricdo estd na impossibilidade de expandir o niimero M, determinado no instante
inicial. Na se¢ao 3.3 apresentamos um meio de contornar tal dificuldade, mas que nao
pode ser considerado geral. Na técnica apresentada estéd implicita a possibilidade de
se determinar a evolugdo da matriz densidade reduzida para, pelo menos, o instante
inicial. Para sisternas mwito complexos, como no problema de muitos corpos, este
tratarmento ndo seria possivel.

Extensoes da AHFDT tém sido propostas de forma a incluir o termo de colisdo
através do formalismo da funcdo de Green [20], mas tais extensdes néo sdo suficientes
para descrever o sistema, pois hd observaveis de dois corpos que simplesmente nio
podem ser descritos apenas pela matriz densidade de wma particula. Neste caso
poderia se pensar em usar a ACME que contém informagtes da correlacao entre os
subsistemas. Porém, aplicar a ACME a problemas de muitos corpos, sem a introducao
de alguma aproximagio adicional tal como Tamm-Dancoff ou RPA, ficaria invidvel.

No exemplo do modelo de Jaynes-Cummings, mostramos que, dentro do esquema
da ACME, uma parametrizacio do estado funciona bem para um instante préximo
ao inicial, mas nio reproduz o resultado exato para um tempo longo. Lembramos que
a ACME sem aproximacao adicional é exata neste exemplo. Talvez fosse interessante
aplicar a ACME na anélise de modelos mais realisticos de dtica quantica que tenham
analogia com o modelo de Jaynes-Cummings ou sua generaliza¢io.

Uma outra alternativa, seria usar a ACME em problemas de poucos corpos, onde

os cdlculos sdo ainda viaveis. De qualquer forma, ndo devemos esperar obter um
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céleulo simples, pois em qualquer problema de interesse real teremos que resolver um

laborioso problema numérico.



Apéndice A

Propriedades do Traco Parcial

Ao longo de toda nossa dissertagao fizemos constante uso de relagGes envolvendo o
traco parcial, por isto, neste apéndice, colocamos a defini¢ao e principais propriedades
relativas a esta opera¢do matemética. Também iremos deduzir as duas primeiras
equacoes de hierarquia.

Suponha o espaco de Hilbert fatorado, @ = Q¥ & 0@ Sendo {| j >} uma base

para Q) e {| k >} uma base para ((*). Seja A um operador que atue no espago 1,

A= Z |j'k'>aj:k:jk<jk| . (Al)

ik Gk

0O traco parcial no subespago Q22 é definido como
TrA (A =3 |7 > by, <3| (A.2)
i

com
bj"j == Zd’,jr nin - (A3)

Assim, o traco parcial no espago Q@ define um operador no espago Q). De modo
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analogo define-se o trago parcial no espago Q.

TrA) =YY 1K > apenk < ki . (A.4)

Kk n
Para wm operador A qualquer e um operador B fatoravel, B = B % B a5

principais propriedades do trago parcial podem ser resumidas como:
(a) Tr(A) = Tr(Trd(A4)) = Tr{TrV(A4)) ;

() TrD(B) = Tr(BP) B,
()Tr@(B A) = BOTrA (I g B®) A);
(¢)Tr®(AB) = Tr®( A(I ® B®)) BY);

(d)Trd((I g B A) = TrD(A (] & B)).

As relacdes acima podem ser obtidas diretamente das defini¢des (A.2) e (A.4).
Evidentemente equacdes andlogas poderiam ser escritas permutando-se os indices,
1 «=> 2. Deve-se observar que o traco parcial ndo possui a propriedade ciclica do
traco total, exceto nas condig¢des do item (d).

Representando o estado do sistema pela matriz densidade F, o trago parcial nos
permitird desenvolver uma maneira bastante conveniente de representar o estado de

cada subsistema; pois tal matriz sempre podera ser expressa como:
Fit)=pW g p® + F" | (A5)

onde pV) = Tr@(F)e p@® =Tr(F).
Da definicio de p) e p®?), da propriedade (a), e lembrando que Tr( F') =1, facil-

mente demonstramos que Tr{p®) = Tr(p") = 1. Também, a partir da defini¢ao
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de F', é imediato que
Tr(F) =TrO(F) = TrOF) =0, (A.6)

Para um observdvel que se relaciona apenas a um subsistema, O = O g T
teremos:

<O0>=Tr(OF), (A7)

o que. usando as relages (a) e (c). resulta em
< O >=Tr(OVTrO(F(t)) = Tr(0WpM)y (A.8)

verificando que a matriz reduzida p!) descreve completamente o subsisterna.

Consideraremos, agora, um espago de Hilbert mais geral, onde o espaco ¢ dado
como um produto direto de N, subespagos, Q = Q1 2 0@ g .2 Q™). Vamos supor
um hamiltoniano da forma

Ny—1 N,

H= Z B+ 5 S ved, (A.9)

a=1l 3>a

Do mesmo modo que se define os operadores p(" e p(#, pode-se definir os operadores

p* = Tra(F)

p = Tros(F) (A.10)

onde a notacio Tr, significa o traco parcial em todos os subespagos, exceto no sube-
spaco Qle) s ouseja, Try = Trldv) com § #£ . Analogamente, T'r,g = Tplenndan)

com j#£aef.
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Nosso objetivo serd obter as equacoes de movimento para cada subespago. Temos

que

d ¥
—i S =Tr, [F(1),H] ,
1P ro [F(1), H]
A partir da propriedade (d) é imediato que

Tro [F(1), HP]=0 (8 )

Tro [F(t), VP =0 (Bey #a),

de modo que

N,
i L = oy [F(), HO)+ S Tra [F(), V).
di fZa
No entanto,
Tro [F(t),H®) = [Tro (F),H| = [p, H"]
e
Tro [F(),V % = Tr7(Trag[F, V%))
= T ({Traﬁ(F) ,V“’g])
= Trf[p*?,ver].
Logo,

‘d (34 [0 ] N’ (44 ro
P =[p, HO -+ 3 Tro [p*, Vf]
B#a

Para o operador p®? teremos

d B
G T
% = Trop [F(8), H],

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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0 que resulta

d : ot |
—i &Epﬂfﬁ =[p* He + H? + V¥ + Y Tr[p™”,ver+ VP (A19)
REL NG

As equacbes (A.17) e (A.19) sfo as duas primeiras do conjunto que formam as

equacoes de hierarquia.



Apéndice B

Caso Degenerado

No hamiltoniano cfetivo da ACME obtido na pelo método perturbativo na segao 3.2,

Eq. (3.34), aparecem os fatores 1/, /75 € 1/(p; — px), que podem dar origem o dois
diferentes problemas numéricos. Neste apéndice verenios como ¢ possivel desenvolver
um procedimento que contorne tais erupecilhos, podendo ser aplicado até no caso
extremo. quando p; =0 ¢ p; = pg .
Iuicialmente, definimos os vetores | ¢}” > = /pj | ¢ >. de modo que
Y
: 1 1 (
S i< = POt +dt) . (B.1)
g

Para encontrar os antovetores ¢ antovalores de autovetores de plt (¢ 4 dt), temos que
obter uma matriz S tal que
. -1 "
= (ST b > (B.2)
%
Pelo método de ortogonalizacao de Gram-Schiidt. tercmos

;_,‘>:?(i\;]”>#2<f|¢pj”>il>). (B.3)
12

I<j

83
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A partir de 3.2 temos que S;x =< j|wc” >, 0 que combinodo com B.3 resulta em
Sj ] 1<j

Sjk:i (Djk—zslkgl]) (J S k): (B4)

onde D;x =< ;" | @” > . Assim calculando D;x podemos obter os elementos de S

recursivamente pela equacao B.4, sendo

=1
Sjj = JDM - 555 (B.5)

i=1

Sik=0 (j > k). (B.6)

Determinada a matriz triangular S é um algoritimo simples encontrar a inversa 5™,
Uma vez determinada as matrizes S e S™! segue—se o procedimento descrito no texto
principal. Entretanto, no caso degenerado, apesar de ser operacionalmente tratdvel,

néo é possivel obter uma expressio analftica para o hamiltoniano efetivo.
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