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Resumo

Nesta tese os métodos funcionais sao utilizados em diversos contextos.
No capitulo 1 desenvolvemos métodos de grupo de renormalizagao utilizando
métodos funcionais. Deduzimos uma equag:=.0 de evolugao exata para a acio
efetiva. Obtemos as equactes de evolugao para os acoplamentos de teorias
critica e tricritica com simetria O(/V). No caso da teoria tricritica estabelece-
mos nao-perturbativamente a existéncia de um ponto fixo ultravioleta estavel
nao-trivial para N > 4. No capitulo 2 discutimos a eletrodinamica quantica
escalar. No caso d = 3 com um termo de Chern-Simons e um acoplamento
(¢! ¢)® discutimos a estabilidade do vacuo e encontramos uma regio de ins-
tabilidade para certos valores do auto-acoplamento quartico escalar. Estuda-
mos a eletrodindmica quintica escalar de Maxwell-Chern-Simons como um
modelo de Ginzburg-Landau topolégico para a supercondutividade. Nesse
contexto discutimos o efeito da massa topolégica sobre as flutuagoes criticas
do parametro de ordem e concluimos que o termo de Chern-Simons estabiliza
as mesmas. Concluimos que a contribuicao topolégica aumenta a ordem do
sistema. No capitulo 3 os métodos funcionais também sdo aplicados a um
modelo exatamente solavel para elétrons fortemente correlacionados. Este

modelo possui 0s mesmos limites exatos que o modelo de Hubbard e exibe
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uma transicdo metal-isolante em funcao da interagao. Mostramos que no
limite de tunelamento de alcance infinito o modelo é equivalente ao modelo

de Hubbard na mesma situacao.
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Abstract

In this thesis functional methods are used in several contexts. In chapter
1 we develop renormalization group methods through functional methods.
We derive an exact evolution equation for the effective actiol.. We obtain
the evolutiom equations for the coupling constants of the critical and tricri-
tical theories with O(N) symmetry. In the case of the tricritical theory it is
established non-perturbatively the existence of a non-trivial ultraviolet stable
fixed point for N > 4. In chapter 2 we discuss scalar quantum electrodyna-
mics. In the case d = 3 with Chern-Simons term and a (¢'¢)?, we discuss on
the vacuum stability and it is obtained an instability region for certain va-
lues of the quartic scalar self-coupling. We study the Maxwell-Chern-Simons
scalar quantum electrodynamics as a topological Ginzburg-Landau model for
the superconductivity. In this context we discuss the effect of the topologi-
cal mass on the critical fluctuations of the order parameter and we conclude
that the Chern-Simons term stabilizes the fluctuations. It is concluded that
the topological contribution increases the order of the system. In chapter
3 functional methods are also applied to an exacly soluble model for stron-
gly correlated electrons. This model shares the same exact limits with the

Hubbard model e exhibits a metal-insulator transition as a function of the



interaction. It is shown that in the infinite range hopping limit the model is

equivalent to the Hubbard model in the same situation.
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Introducao

Os livros texto mais recentes de teoria de campos demonstram claramente
a tendéncia cada vez maior do uso de um formalismo comum com a fisica
de matéria condensada. Basta citarmos como exemplo os livros de Itzykson
e Drouffe [1], Parisi {2] e Zinn-Justin [3], onde a relacdo entre a teoria de
campos € a teoria dos fenémenos criticos é explorada amplamente. Estes
livros texto exibem basicamente os resultados dos esforgos de Kadanoff, Wil-
son, Fisher, ¢ muitos outros no estudo da fisica estatistica {veja por exemplo
as referéncias [5], [4] e os artigos em Domb e Green (1974) [7]). A técnica
principal utilizada é o grupo de renormalizagiao na versao desenvolvida por
Wilson [4]. Esta versdo do grupo de renormalizacao é mais geral que a verséo
original de Gellmann e Low [8] que é basicamente a de Callan-Symanzik {9].
O grupo de renormalizacdo na versao Wilson mostra claramente que a fisica

estatistica e a teoria de campos estdo intimamente relacionadas. Além do



mais, introduz um novo conceito de teorias efetivas. Estas idéias sao, por
sua vez, emprestadas & fisica de particulas e fornecem um signficado fisico a
idéia de renormalizabilidade [13, 14, 11, 17, 26].

Apesar da teoria moderna dos fendmenos criticos ter se popularizado
muito, principalmente devido a essa visdo da conexao intima com a teo-
ria de campos, é importante ressaltar que existem muitos outros ramos da
fisica da matéria condensada que estao intimamente relacionados com a teo-
ria de campos. Na verdade, o intercambio entre as duas areas é bastante
vasto e ocorre ha muito tempo, desde a década de cinquenta. Nos anos cin-
quenta todo o formalismo de operadores de campos (formalismo canénico)
que mostrou-se bem sucedido na eletrodinamica quantica (QED), mostrou-se
igualmente util na fisica do estado sélido. De fato, todo o formalismo de teo-
ria de perturbagao em termos de diagramas de Feynman foi aplicado a fisica
do estado sélido. Por exemplo, existe uma correspondéncia completa entre
os diagramas de Feynman usados em QED e aqueles usados para estudar a
interacio eletron-fonon. A diferenca existe apenas nas expressoes analiticas
dos propagadores e nas cobstantes associadas aos vértices.

Uma, teoria muito importante para a fisica dos sélidos também foi desen-

volvida nessa época: a teoria dos liquidos quanticos, notavelmente a teoria



do liquido de Fermi de Landau [18, 19, 20]. Tudo isto culminou na teoria
da supercondutividade de Bardeen, Cooper e Schrieffer, a teoria BCS [21].
Nascia nos anos cinquenta, como resultado de um intercambio com a fisica
de particulas da época, a teoria de muitos corpos. Por exemplo, todo o for-
malismo de teoria de perturbagoes em termos de diagramas de Feynman, a
teoria dos liquidos quanticos e a teoria da supercondutividade, podem ser
encontrados em detalhe no excelente livro de Abrikosov et al. [35].

E bom enfatizar que a palavra intercimbio utilizada aqui é realmente
apropriada, isto é, o processo nao foi unilateral. Da mesma forma que a
fisica de matéria condensada tomou emprestado muitas das idéias da teoria
quantica de campos, a situagao inversa também ocorreu muitas vezes. Ja
citamos ¢ exemplo da versdo do grupo de renormalizacao usada na teoria dos
fendémenos criticos. Hoje em dia a versao Wilson do grupo de renormalzacao
é amplamente utilizada na fisica de particulas. Outro exemplo de grande
importancia é a quebra de simetria de calibre local. O mecanismo de Higgs,
tao importante na fisica do modelo padrao, surgiu inicialmente associado
ao fenomeno da supercondutividade. De fato, podemos ver o embridao do
mecanismo de Higgs no artigo de Anderson em 1958 [67] que trata sobre a

supercondutividade e a invariancia de calibre. O mesmo tema é abordado,



também no contexto da supercondutividade, em um artigo de Nambu em
1960 [69]. Estas idéias foram generalizadas para a fisica de particulas por
Higgs e outros [30, 31, 32, 33]. Curicsamente, o Higgs como particula ele-
mentar ainda nao foi encontrado experimentalmente enquanto que o Higgs
como quasi-particula é medido experimentalmente. Na supercondutividade
o Higgs corresponde ao plasmon, quasi-particula associada aos quanta das
oscilagoes coletivas do gis de elétrons.

O exemplo da supercondutividade e seu intercAmbio com a fisica de
particulas tem muitas ramifcacdes. Isto porque existem dois tipos de teorias
para a supercondutividade: a teoria BCS [21] que é uma teoria microscopica e
a teoria de Ginzburg-Landau [52], que é uma teoria fenomenoldgica. A teoria
microscopica é baseada em um Hamiltoniano quintico que descreve a inte-
racao de um liquido de Fermi com fonons. Os fonons podem ser eliminados
do Hamiltoniano de maneira a gerar uma interagao efetiva entre os elétrons
mediadas por fonons [35], . Abaixo de uma certa temperatura critica, 7,
esta interacao efetiva torna-se atrativa e os elétrons passam a formar pares
(pares de Cooper). Estes pares se comportam como bésons e condensam. A
superfluidez desses bosons efetivos é a origem da supercondutividade.

A teoria de Ginzburg-Landau pode ser deduzida a partir da teoria mi-



croscopica [22]. Trata-se de uma teoria onde campos escalares carregados
interagem via um acoplamento minimo com um campo de calibre abelia-
no. Isto nao é outra coisa senao a eletrodindmica quantica escalar! Nos
anos setenta a teoria moderna dos fenémenos criticos foi aplicada a teoria de
Ginzburg-Landau [58, 59]. Uma transi¢do de fase de primeira ordem indu-
zida por flutuagoes é obtida. Pouco tempo antes, 0 mesmo comportamento,
isto é, uma quebra de simetria induzida por flutuagdes tinha sido encontra-
da por fisicos de particulas no contexto da eletrodinamica quéntica escalar
[57]. Este é o mecanismo de Coleman-Weinberg que tem inimeras aplicagoes,
tanto no contexto da fisica de particulas bem como no da fisica de matéria
condensada. Pelo lado da fisica de particulas este mecanismo esta associado
a modelos de grande unificagao [70, 71]. Pelo lado da fisica de matéria con-
densada esta associado a teoria da supercondutividade e aos cristais liquidos
[59, 61].

A presente tese discutira velhos e novos resultados sobre os tépicos bre-
vemente comentados acima. E claro que existem muitas outras ramificacdes
e conexoes entre teoria de campos e fisica da matéria condensada. Por exem-
plo, nao seri discutido nessa tese nenhum tépico de teoria conforme que é

uma area gae se desenvolveu muito nos Gltimos quinze anos e é de grande



importancia tanto na teoria de campos como na fisica de matéria condensada.

O capitulo 1 discute o grupo de renormalizacao na versao Wilson dentro
do contexto dos métodos funcionais. Parte do material apresentado neste
capitulo constitui um artigo que foi submetido para publicacao.

O capitulo 2 se ocupa com o usc dos métodos funcionais na eletrodinamica
quantica escalar, incluindo situagoes onde um termo de Chern-Simons pode
ser introduzido na agdc. Também discutimos neste capitulo uma teoria de
Ginzburg-Landau topoldgica para a supercondutividade. Este capitulo cor-
responde a trés artigos escrito pelo autor desta tese, dois dos quais encontram-
se publicados enquanto o terceiro estd no momento submetido para a publi-
cacdo [53, 54, 55|

O capitulo 3 aborda a utilizacao dos métodos funcionais em certos sis-
temas em fisica da matéria condensada. Este capitulo corresponde a um
trabalho publicado pelo autor desta tese [63].

No capitulo 4 apresentamos uma concliusio e discussao de perspectivas

futuras.



Capitulo 1

Métodos Funcionais e o Grupo
de Renormalizacao em Teorias

Escalares

1.1 Introducao

Neste capitulo discutiremos o grupo de renormaliza¢io na versao Wilson
no contexto dos métodos funcionais. Omitiremos certos detalhes técnicos,
incluindo algumas dedugoes elementares, uma vez que os mesmos podem

ser encontrados em muitos livros texto (veja por exemplo o livro do Zinn-



Justin [3] e as referéncias ali citadas). A prioriadade neste capitulo serd a
de discutir justamente aqueles resultados que nio sao encontrados facilmente
em livros texto. Em particular, a versao Wiisun do grupo de renormalizagao
[4, 5] sera discutida aqui em conexd@o com as equagOes de evolugao para o
potencial efetivo. Em particular, obteremos uma equacio de evolugao exata
para a acdo efetiva quintica ou, na linguagem da mecanica estatistica, para
a energia livre de Gibbs {6, 5, 11, 26]. O aspecto interessante deste tipo de
abordagem é que o formalismo é adequado e capaz de fornecer resultados
precisos tanto na teoria quantica de campos como na mecanica estatistica.
O uso de métodos funcionais no contexto do grupo de renormalizagao nao
é recente. De fato, podemos citar aqui o artigo de Coleman e Weinberg [57]
onde, a partir da equacao de evolugao para a acao efetiva quantica, obtém-se
as equacoes de Callan-Symanzik do grupe de renormalizagao [9]. Podemos
adotar um procedimento semelhante no que diz respeito a versao Wilson do
grupo de renormaliza¢do e obter uma equacao de evolugdo exata para uma
acio efetiva quantica em uma certa escala k dos momenta [26]. Este método
é baseado na idéia de formagio de blocos (blocking) de Kadanoff [12] no
espaco dos momenta [5]. Essencialmente, decompde-se 0s campos em duas

partes, uma correspondendo aos chamados imodos lentos (slow modes) e a



outra aos modos rapidos (fast modes) e integra-se os modos rapidos de modo
a definir uma, teoria efetiva dependendo dos modos lentos somente. Os mo-
dos lentos séo definidos como sendo o campo reswiito a escalas de momenta
abaixo de uma certa escala ~ &k enquanto que os modos riapidos correspon-
dem aqueles que sdo restritos a escalas de momenta superior a esta mesma
escala ~ k. Integrando os modos répidos determinamos uma teoria efetiva
em uma, escala de momentum ~ k. Usualmente este procedimento introduz
novos acoplamentos que correspondem a interacao entre os modos rapidos e
os lentos e a agao resultante é consideravelmente complexa porque em geral
temos um numero infinito de acoplamentos. Assim, este procedimento s6
torna-se realmente Util no contexto de alguma aproximagao, nao necessaria-
mente perturbativa. Por exemplo, para simplificar os calculos, muitas vezes
considera-se apenas os chamados acoplamentos relevantes, onde a palavra
relevante aqui nio estd sendo usada no seu sentido coloquial [5].

A grande vantagem da versao Wilson do grupo de renormalizacao € a
possibilidade de se obter resultados nao-perturbativos. Por exemplo, no con-
texto das equagOes exatas de grupo de renormalizacdo, obtemos em geral
um niamero infinito de equacgoes diferenciais que descrevem o fluxo do cam-

po vetorial determinado pelas mesmas (renormalization group flow). Estas



equacoes estao todas acopladas e uma solucao exata é obviamente impossivel.
Normalmente usa-se algum tipo de argumento para reduzir estas equagoes
a um nimero finito. E importante enfatizar que este ponto de vista é com-
pletamente nao-perturbativo em esséncia uma vez que nao envolve necessa-
riamente nenhum parametro de expansao. A situacao é muito semelthante
a0 que ocorre com as equacoes de Schwinger-Dyson [16] para as fungoes de
Green. Nesse caso resulta também um nimero infinito de equagdes de movi-
mento acopladas, cada equagio envolvendo fung¢des de Green de ordem cada

vez majs alta.

1.2 Grupo de Renormalizagdao com Corte Agu-

do (Sharp Cutoff) para Teorias Escalares

Nesta secio desenvolveremos um exemplo pedagégico do grupo de renorma-
lizacao na versido Wilson para uma teoria de um campo escalar com apenas
uma componente. Faremos um tratamento na aproximacao de um loop.

A apresentacao dada aqui é completamente original e apresentagtes simi-
lares sé sao encontradas em alguns artigos que, muitas vezes, sao demasiado

técnicos tornando a informacéao dificil de ser apreendida.
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Consideremos a seguinte agdo cldssica Fuclideana:

A
S = fdd ( O x0ux + 2x +4!x4)- {1.1)

Para obter a acio efetiva em um loop integramos as flutuagde. Gaussianas
em torno de uma solucdo classica uniforme, isto é, uma solucdo uniforme
que minimiza a acdo (1.1). Para este fim separaremos o campo x em uma
contribuicao estatica xp que minimiza (1.1) mais uma corregdo dx que cor-
responde a uma flutuagao do campo x em torno da configuragao cléssica.
Manteremos na acao acima somente contribuigbes quadraticas em d, ou se-
ja, assumiremos que as flutuacdes sao pequenas o suficiente de modo que
termos nao-Gaussianos nao contribuem muito no cilculo do funcional ge-
rador e podem, por este motivo, serem legitimamente desprezados. Assim,

podemos escrever a seguinte expressdo aproximada para a agao:

2 A
S = (—2')(3 + EX%)

1
+ fdd$§5X (—A +m? 4 %xﬁ) 8X, (1.2)

onde §2 é o volume do sistema e A dencta o Damlabertiano Fuclideano em

11



d dimensoes.

Evidentemente podermos fazer a integral Gaussiana imediatamente e, apos
uma transformada de Legendre, obter a acdo efetiva quintica em um loop.
No entanto, tal procedimento nos levaria a um potencial efetivo onde todos os
modos de Fourier do campo &x foram integrados e nés estamos interessados
em obter uma teoria efetiva em uma certa escala de momentum arbitraria
k e estudar a evolugao do potencial efetivo em fungao dessa escala. Assim,

vamos decompor o campo dx na forma

dx = 0xc +dx> (1.3)

onde §x< e dx> sdo respectivamente os modos lentos e os rapidos da flutuacao

dx. Estes sao definidos por

d%q

x<(o) = [, e ONE) (L4)

ey (z). (1.5)

ox>(z) = / i

k<lgj<A (2m)¢

Note que a decomposicdo acima usa um corte agudo (sharp cutoff). Este
procedimento costuma ser mais simples do ponto de vista computacional.

Porém, uma andlise tecnicamente correta deve usar um corte suave (smooth

12



cutoff). Discutiremos a implementagao de tal recurso na se¢ao seguinte.
Consideremos a contribuicao Gaussiana contendo somente modos lentos,
isto é,

1 A
85, = dg_ 2 2+ 252 8y (—q). 1.6
< fo<|q|<kd qzéxdq) (q +m +2xo) X<{—q) (1.6)

Vamos fazer um reescalonamento na contribuigao acima de modo a restaurar
o setor Gaussiano original com todas as escalas de momenta. Este sera o
“nivel de drvore” (tree level) com respeito aos modos rédpidos. O reescalona-
mento consiste em fazer uma mudanga de varidveis no momentum ¢ e no

campo 6x<. A mudanca de varidvel ¢ = Ag/k transforma 4S< em

d
_ k d ;1 ! k2 2 2 A 2 y
§S< = (K) fo ctgen LU 50X (kA /) (Fq +m” + 5xo | Sx<(—kd'/A)-

(L7)

Devemos agora fazer uma mudanca de varidveis no campo da forma dx'(¢') =

¢'0x(kq'/A) onde o fator ¢ serd ajustado de modo a obtermos a contribuicao

Gaussiana original com todas as escalas de momenta. Isto serd feito através
_dyz

de uma redefinicdo dos acoplamentos. Pondo { = (k/A)~ 2 e definindo os

novos acoplamentos
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restauramos a forma original da contribui¢do Gaussiana em (1.2) com todas
as escalas de momenta. As equagles acima determinam as equagtes de grupo
de renormalizacio a nivel de arvore. De fato, como consequéncia direta das

equacdes acima obtemos

2
ka; = —2m?,
k%)‘k- = (d— 4N, (1.9)
o 2
-b’%ﬁ = —(d+2)x2.

Note que as equagdes de fluxo a nivel de arvore sao lineares. Perceba que,
pelas equacdes (1.8), os acoplamentos néo renormalizam quando k — A. Isto

corresponde ao limite cldssico (nivel de drvore cldssico). Note também que
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podemos reescrever as equacoes de fluxo em termos de acoplamentos adimen-
sionais. Estes sio definidos como m? = A2, X = A+ 9\ e 2 = A" x2.
Os acoplamentos adimensionais sao definidos nesse caso usando-se poténcias
apropriadas do corte ultravioleta. Quando obtivermos as equagoes de fluxo
incluindo as correges (nao-lineares) devido A integracdo dos modos rapidos
definiremos os acoplamentos adimensionais de maneira diferente, usando uma
poténcia apropriada do corte infravermelho.

Consideremos agora a contribui¢io devida aos modos rapidos. Integrando
as flutuacoes Gaussianas relativas aos modos rapidos e fazendo a transforma-
da de Legendre a fim de obter a agao efetiva, obtemos a seguinte expressao

para o potencial efetivo numa escala k:

U(9) =V (¢) + —E;—d fk i dgg* '[In (tf +m? + %aﬁz) —In(¢® + m?)], (1.10)

onde V(@) corresponde ao potencial a nivel de drvore e Sy = 2! 4x%/2/T'(d/2).
Da equacao acima é trivial obter a equagdo de evolugdo para o potencial

efetivo em um loop [15]:
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R _ _Spay [1+

= (1.11)

A
2(k2+m?)|"

Escrevendo U, exatamente com a mesma forma do potencial classico, com
a diferenca de que os acoplamentos agora dependem de k e expandindo o
logaritmo na Eq.(1.11) e comparando as respectivas poténcias de ¢ obtemos

as equagbes de evolugao para os acoplamentos adimensionals:

am? ., Sa)
k S —2m* — Tl (1.12)
ar L 38,0
ka—k = (d—4)/\+m. (1.13)

Os acoplamentos adimensionais sio definidos como m? = k*m? e A = k2.

Note que o resultado de um loop para as funcoes beta foi obtido sem
o uso explicito de graficos de Feynman. Uma outra observagao importante
diz respeito a renormalizabilidade. Apesar de termos usado como ponto de
partida a agao de uma teoria escalar renormalizdvel, em nenhum momento
fizermos uso de contratermos para cancelar divergéncias. As fung¢des beta fo-
ram oblidas sem fazer mencao explicita aos contratermos. Isto sugere que
uma generalizagio apropriada do procedimento acima pode tornar factivel o

estudo do ponto de vista do grupo de renormalizacio de interagoes nio re-
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normalizaveis. A generalizagiao do processo acima corresponde a formulagao
de uma equacao de evolugdo exata para a agao efetiva e, consequentemente,

para o potencial efetivo.

1.3 Uma Equacao de Evolugao Exata para a

Acao Efetiva

Nesta se¢ao desenvolveremos uma equagao de evolugao exata para a acao
efetiva. Este tipo de equagao de evolugao surgiu inicialmente no contexto
da fisica estatistica [6, 5]. Porém, em tempos recentes foi introduzida na
teoria, de campos por Polchinski [11] como uma ferramenta para fornecer
demonstragoes simplificadas da renormalizabilidade de teorias de campos.

Vamos obter aqui a equagao de evolugao exata para uma teoria de campos
escalar arbitraria com N componentes. O ponto de vista adotado aqui é
devido a Wetterich [26]. No entanto, a apresentagao que faremos é nova e é
mais precisa que a deducio original de Wetterich.

O objeto basico que estudaremos é a ac¢ao efetiva em uma escala k, de-

notada por I'y. O funcional 'y devera possuir as seguintes propriedades:
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lim I'4[4] = 9 (114)

Jizy I'{¢] = (o), (1.15)

onde I'[¢] é a acdo efetiva quantica usual, envolvendo todas as escalas dos

momenta de 0 até um corte nltravioleta A e S{¢@] é a acdo cldssica. Assim, a

acgao efetiva ['; interpola entre a acao cldssica e a agao efetiva quantica.
Para obter I'y devemos introduzir uma funcao de corte snave Ri(g) com

a seguinte propriedade:

lim Rx(g) = O. (1.16)

k-0

A func3o corte Ry (q) serve para separar os modos lentos dos modos rdpidos e
a sua defini¢ao nao é Gnica. Existem muitas fungbes que desempenham bem
o papel de separar snavemente os modos lentos dos rapidos. O importante
aqui é o efeito de tal fungao corte sobre os propagadores. A mesma introduz
um corte infravermelho suave nos propagadores.

Considere o funcional gerador das fungoes de Green definido por
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Zu[J, Fie) = /Dxe—s(x ~4 [ &z [ diyRy(e—yix(mx )+ [ dzd(@)x(z) (1.17)

O funcional gerador das func¢des de Green conexas é dado por

Wk[J, Rk] =In Zk[J, Rk] (118)
Temos obviamente que
oWk
§2W;
Também
OWy 1
SR -—EG;G. (1.21)

Para se obter a acdo efetiva fazemos a transformada de Legendre:
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WilJ, Lo, + C[pe] = f iz J(z)di(x), (1.22)

0%

a0 = (1.23)

Definiremos também uma outra “ac¢do efetiva” ' como um funcional do pro-

pagador exato Gy, através da seguinte transformada de Legendre:

- 1
Wild, By + Dx[Ge] = —3 f d'z / diyRy(z — y)Gi(z — y), (1.24)
6Ty 1

Elucidemos o significado fisico da agéo efetiva I'x. No limite k -+ 0,
Ry —» 0 e [4[G4] = ['[G] onde G é o propagador exato com todas as escalas
de momenta. De acordo com (1.24) ['[G] satisfaz

= =0 (1.26)

Considere agora o funcional ®[G] do propagador exato G(g) definido como a

soma, de todos os diagram:.s conexos de vicuo, irredutiveis a duas particulas,
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onde as linhas correspondem ao propagador exato. Este funcional é usado
em algumas aplicacOes em teoria de muitos corpos onde é usnalmente deno-
minado funcional de Luttinger- ward [20]. A autoenergia ( self-energy) exata,
¥[G], é entdo um funcional de G e é obtida através da derivada funcional

com respeito a G do funcional &:

5
== =[al. (1.27)

Derivadas funcionais de ordem superior de ¢ geram todas as fungoes de n
pontos exatas irredutiveis a uma particula. Por exemplo, diferenciando-se
funcionalmente L[G] com respeito a G obtemos a funcao de quatro pontos
exata I'® como funcional do propagador exato. A funcdo de dois pontos é

definida através da autoenergia como

I@(q) = D~ (g) + TG, (1.28)

onde D é o propagador livre. Lembrando que G = ]!, obtemos que a
Eq.(1.28) nos da uma equagio autoconsistente exata para G. Assim, se co-
nhecemos a expressao de ¥ como fungao de G podemos, em principio, obter

a expressao de G. Em geral ta! solugdo exata é impossivel e devemos usar
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algum tipo de aproximagao !. Podemos, por exemplo, obter Y[G) através de
um truncamento do funcional ®. Se consideramos ¢ como sendo dado ape-
nas pelo “diagrama oito”, obtemos a aproxiaagio Hartree-Fock (conhecida
na literatura de teoria de campos em temperatura finita como aproximagao
superdaisy), que sabemos ser exata no limite de N grande [2].

A expressao explicita de " como funcional do propagador exato é dada

por

= 1
I'G| = ET'rlnl’)G‘*1 + %T’rD—’G + —;—*I) + const. (1.29)

O trago deve ser compreendido como QY | [ dlgq/(2m)%. A expressao acima
estd, estreitamente relacionada a agio efetiva para operadores compostos de-
duzida por Cornwall, Jackiw e Tomboulis [42]. Note que a relagao 6T /6G =0
d4 a equacao do movimento para o propagador exato G, isto é, a equacao de
Dyson.

Das Egs.(1.22) e (1.24) obtemos

1Vale a pena mencionar que é possivel determinar X[G] exatamente para alguns mode-
los. Por exemplo, o modelo de Falikov-Kimball em dimenséo infinita foi resolvido exata-
mente através de uma determinagio exata da autoenergia em fungio do propagador exato
28]
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Luls] = [ dad(@)on(o) s [ds [ dyRule—Cula—y)+TelGi]. (130)

Note que

or, _ oL o, Oy oL
kT R ¢k+/dxkak S on
e d Oy,
= k 3% , —I—/d zJ (z)k 5% (1.31)
]
De (1.30) obtemos
oy 1 ORe 1 OGy . O
Usando que
ol i 6T , OGk 1 OGy
De _ o Nl R —% .
"ok fd xfddyac;kk ok = gl ik (1-33)
obtemos
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8Fk 1 6Rk

Notando que pela transformada de Legendre (1.22) G;* = I‘f) + Ry, obtemos
finalmente
al'y 1 (2) 0Ky,

[Ee——— - =1 —
bap = 377 |00 + R k=2 (1.35)

Subentende-se que a derivada parcial com respeito a & é tomada para valores
fixos de ¢r. A equagdo acima é exata. Desta equacio podemos obter uma
equagao de evolugio exata para o potencial efetivo numa escala k, Ui(p)
onde p = ¢o¢, /2 (indices repetidos implicam uma soma a menos que alguma
mengao contrdria seja feita. Note que estamos supondo uma simetria O(N)).

Vamos supor uma acéo efetiva da forma

1
D = [ % |5 2400, ~8,0,)0u8u8u0 + Uil)] (1.36)

onde Z; é uma renormalizacdo de funcio de onda apropriada. A equacio de
evolugao para o potencial efetivo Uy é obtida expandindo-se os campos ¢,

em torno de uma configuracio classica constante ¢:
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¢a = ¢6a1 + 6¢a: (1'37)

onde 8¢, corresponde as flutuacdes em torno da configuragdo cldssica. Como
na secio 1.2, manteremos apenas as flutuagdes Gaussianas. _ontudo, na
situacdo presente as flutuagbes Gaussianas correspondem aos termos mais

gerais devido & forma da equagao de evolugdo (1.35). A expansao de 'y é

dada por
d
Fe = 00(0)+ | 4 [ oot | Tt STl D304
(1.38)
onde
(TP wla, ') = M2 + Zi(p, ¢*)*0u]6%(q — ), (1.39)

com a matriz de massa M2, sendo dada por

1 62U

2 _— —————
Ma = 350582500)
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= Ug(0)bar + 20U¢ (p)8a1 661 (1.40)

Os primos denotam derivadas com respeito a p. Assim, a equagao de evolugao

exata para o potencial efetivo é dada por

U, 1 [ dg (N—1 1\, 0R(q)
ok T2 (21r)d( My E)k ok (141)
onde
Mo = Zi(p.q*)a" + Ri(q) + U(p) (1.42)
My = Z(p,¢*)a* + Re(q) + Up(p) + 2003 (). (1.43)

Antes de passarmos a um exemplo de cdlculo com as equacoes de evolugao
acima, vamos definir a dimensdo andmala 7. A mesma é dada por
dln Z;

n=—k—p. (1.44)

A renormalizacdo de funcio de onda é em geral uma funcio de p e de ¢°.
Z, é obtida a partir de I’,(cz) como sendo o coeficiente de ¢2. Uma equacao
de evolugao exata para Z; pode ser obtida a partir da equagdo de evolugdo
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da fungéo de dois pontos [‘f). Esta tltima, por sua vez, é obtida através da
derivada funcional segunda com respeito aos campos da equagao (1.35). Con-
tudo, usaremos aqui uma aproximacgio em que a renormalizacao de funcao
de onda é considerada uniforme.

Daremos mais uma vez um exemplo com uma teoria escalar com uma
interacio quartica. No contexto das equagbes de evolucdo exatas utilizadas
nesta secao vale a pena distinguir entre os casos simétrico (sem quebra de
simetria) e com quebra de simetria. No caso simétrico vamos assumir que
Ug(p) admite uma expansao em série de poténcias de p em torno de p = 0. J&
no caso com quebra de simetria assumiremos que U (p) admite uma expansao
em torno de po{k) = wg. Esta tltima situagao € mais interessante no que
concerne a aplicacdo das equagoes de evolugado acima.

Consideremos primeiro o caso simétrico. Podemos entzo expandir Uy
como

Ug(0) -

Ur(p) = Ur(0) + UL(0)p + g Pt (1.45)

Vamos definir
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ur, = Ug(0), (1.46)
mi = UL0), (1.47)

Ae = 3UL(0), (1.48)

e truncar a expansao de Uy em p?. Em geral a simetria O(N) faz com que
a expansao de Uy admita todas as poténcias de p até o infinito. Nesse caso
a equagao de evolugdo (1.41) nos fornece um ndmero infinito de equagdes
diferenciais acopladas para os diferentes acoplamentos U,E") (0). Uma solugéo
exata ¢ obviamente impossivel. Por este motivo é util computacionalmente
fazer algum tipo de truncamento em U}, de modo que ficamos com um nimero
finito de equagoes de evolugazo. Um critério de truncamento muitas vezes
empregado é o de manter no potencial apenas os termos que correspondem a
acoplamentos relevantes. Porém, em muitas aplicacoes é conveniente utilizar
também os acoplamentos irrelevantes pois estes podem ter implicacoes fisicas
importantes em algum regime especifico. O critério que utilizamos acima
corresponde a tomar os acoplamentos relevantes para d < 4.

Precisamos agora de uma escolha da funcao de corte K. Usaremos aqui
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uma escolha frequentemente empregada na literatura {27, 36]:

Ri(q) = Ziq” fel9), (1.49)

onde

1
exp(q?/k?) - 1

filg) = (1.50)

E conveniente definir as integrais

y o x4 H (z)
Hw)= [ o Gl T P + o) (1.51)
d Y A - .’B%F(;’E)
Ja(w) = fo a {z[l + F(z)] + w}*’ (1.52)
onde
F(z) = ezl_ T (1.53)
H(z) = ze*[F(z)] (1.54)
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Definindo os acoplamentos adimensionais iy, 72 e A, através das formulas

up = k% (1.55)
mi = Zyk*mj (1.56)
M = ZER, (1.57)

obtemos que as equagbes de evolugao para os acoplamentos relevantes sao

.
’“5% = —diix + NS (75) — nJ7 (7)), (1.58)
O SN+ g i
W20 _ (- oy — SN DN pany gy, (1)
ok 12
o) < SaN+8)N. i
kgp = (d—4+mh + —’][(—3—*)—'“[15("1%) — (). (160)

Os pontos fixos sao determinados completamente a partir das equacgoes acima.
Isto implica que nao precisamos calcular a dimensao anomala em geral a
partir da funcao de dois pontos, o que é uma tarefa bastante ardua. Basta
calcularmos 7 no ponto fixo, isto é, o expoente critico da fungao de correlagio.
As trés funcoes betas acima igualadas a zero determinam os pontos fixos %,

% e X*. No limite sem massa temos o ponto fixo 7* = 0 e dai temos, para
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O _ (N+8)X

k ok 4872

(1.61)

que corresponde ao resultado perturbativo usual em um loop [3].

Observe que as equagoes de evolugao que obtivemos sao equagoes integro-
diferenciais, em contraste com as equacoes de evolucao encontradas usual-
mente na literatura, que correspondem a equagoes diferenciais.

Voltemos agora a nossa atencdo para o caso com quebra de simetria.
Nessa situacao devemos expandir o potencial efetivo em torno de um minimo
wg. Obviamente temos U} (wy) = 0 para uma teoria com um comportamento
denominado critico. Esta teoria ja foi muito estudada no contexto do presente
formalismo por Wetterich e colaboradores [27, 36], incluindo a transicdo de
Kosterlitz-Thouless. Contudo, praticamente nenhuma importancia é dada a
evolucdo do acoplamento Ug(wg) = ug, acoplamento este que pode levar a
pontos fixos interessantes onde wuy = 0.

Antes de obtermos as equacoes de evolugao vamos definir os acoplamentos

adimensionais:

31



up = ki (1.62)

wy = Z k" iy (1.63)
Ul = N = ZH4,. (1.64)

Assim, o potencial é definido aproximadamente pelo truncamento:

U(p) = e + 2 (p— ). (1.65)

2

As equagdes de evolugio para os acoplamentos relevantes préximo a d = 4

sao dadas por

k%iﬁ = i~ S 1) (0) 4 3

+ Sd;‘f"”[(]\f — 1)J(0) + 3JE(2M k)]

_ Sd)‘k“’k 2aX%k (N — 1)12(0) + 9TE(2 )]

+ ﬂf%“’ﬂ[w _ 1)JH(0) + 9J4(2 k)] (1.66)
E22 = (2 d-m)ae+ SN - D) + 32
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San

— =PIV = 1IF(0) + 352004 (1.67)
kaa—;\,: = (d—4+2n)h + S"j‘z“[(N — 1)IE(0) + OTL(2X k)]
- @2&[(1\? — 1)JE(0) + 9T(2ei)]. (1.68)

Nao discutiremos aqui a estrutura de pontos fixos e solugoes numéricas das
equagoes acima pois estes resultados encontram-se disponiveis na literatura
[27, 36]. No entanto, gostariamos chamar a atencido para o fato de que nas
equagdes acima a posi¢do do minimo do potencial evolui, em contraste com

o caso simétrico onde é a massa que evolui.

1.4 Equacgoes de Evolugao para a Teoria Tri-
critica

As equagoes que exibimos na secao anterior descrevem a dindmica dos acopla-
mentos consistente com o tipo de truncamento que utilizamos para o poten-
cial efetivo. A teoria descrita acima se refere a um fenémeno critico, ou seja,
temos que Ujf{w;) = 0. No entanto, podemos considerar a evolugao de uma
teoria tricritica, que no presemte contexto pode ser definida através da con-

digao UL (wi) = Uf (we) = 0 ¢ obter as equagdes de evolugdo correspondentes.
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Definindo o acoplamento Ul (wy) = gx = Z3k% %G onde g, é 0 acoplamento
adimensional correspondente, obtemos que as equagoes de evolugao para a

teoria tricritica sao dadas por

O . SuN SaN _ .
X g4 28— 1 p(JY — I+ 22 @2 (IE — Y
ok 4 4
+ Seigills — If — n(J5 - ), (1.69)
Bd'zk ~ SdN
k—a_k— = (Z—d—ﬂ)wk-l- ) (Ig_n‘];)
—  284Gk(I§ — nJ3), (1.70)
gy ~ ~ =20rd d
kor = (2d-6+3n)5 + 158403 (I3 — nd3)
~ 128,851} — nJd), (1.71)

onde por simplicidade denotamos I2(0) = I% e J2(0) = J2. Vale observar
que Ig,, = Ji
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O resultado que obtido acima difere consideravelmente daquele encon-
trado usando a teoria de perturbagac usual ou mesmo de expansées nao-
perturbativas como a expansio 1/N {37, 38]. Em geral existem muitos pon-
tos fixos para as equagoes de evolugao (1.69,1.70,1.71). No entanto, sé alguns
possuem significado fisico, a maior parte é inacessivel. Por exemplo, existe

um ponto fixo infravermelho da forma

g = G=0, (1.72)
6 o= DU K- (- ) (1.73)
. K

" = -J% (1.74)

O ponto fixo 7* corresponde ao expoente da fun¢io de correlagao. Parad = 3
temos que 7* & 1.71 enquanto que para d = 2 obtemos #* = 1/In 2.

E um fato bem conhecido que a expansio 1/N d4 um ponto fixo ultravio-
leta estdvel fora da origem para a fun¢éo beta do acoplamento gx em d = 3.
Este resultado corresponde a um caso particular das nossas equag0es nao-
perturbativas acima. De fato, em um regime em que = 0 e &y = const,

obtemos que para d = 3 a Eq.(1.71) possui um ponto fixo ultravioleta estavel.
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Portanto, o que temos aqui corresponde a uma situa¢io muito mais geral do

que a que é usualmente considerada na literatura porque em geral os coefi-

cientes de 7} e 3 sdo varidveis e proporcionais wy e &}, respectivamente, cuja

evolugio ¢ governada pela Eq.(1.70).

Precisamente, em d = 3 temos o seguinte ponto fixo:

et J

Yk = 2dm?

1 N N g~k ~ okl
{Z‘“[Ila ~ I3+ Z'Iggkwf + OIS - Ig]} )

~% 1 3 5(Ig)2
W = W [Nfz - Ig 3

207413
(13)*

Cn[ve- S

=~k

g

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

As integrais que aparecem nas expressdes acima podem ser calculadas exata-

mente. Especialmente importante sdo as integrais I3, I3 e I]. Obtemos que

I3 = a/2, B = ya(1—/7/2) e I} = 2y/7(2v/2—1—+/3). O ponto fixo aci-
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ma corresponde a um ponto fixo ultravioleta estavel acessivel fisicamente so-
mente quando N > 4, ou seja, estamos estabelecendo nao-perturbativamente
para valores finitos de N a existéncia de um poutw fixo ultravioleta estavel
na teoria tricritica. Este resultado é suposto verdadeiro no limite de V gran-
de [37, 38]. De fato, Pisarski argumenta que este resultado ¢ possivelmente
verdadeiro para N > 1000. Estamos estabelecendo o mesmo resultado para
N > 4! Para N < 4 o ponto fixo acima nao ¢ acessivel fisicamente porque
@} < 0 nesse caso (lembre-se que w; é o quadrado do campo na posigao do
minimo e, como tal, deve ser positivo).

Os resultados obtidos nessa secao podem ser generalizados para teorias
multicriticas. Por exemplo, uma teoria p-critica pode ser obtida considerando-
se U,E"’ (we) = 0 para n = 1,...,p ~ 1. Desse modo podemos obter siste-
maticamente equagoes de evolugio nao-perturbativas para diferentes teorias

multicriticas.
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Capitulo 2

Eletrodindamica Quantica
Escalar e Flutuagoes Criticas
em Supercondutores

Topologicamente Massivos

2.1 Introducao

A eletrodinamica quéntica escalar (EDQE} constitui o chamado modelo de

Higgs abelianoc [30]e também pode ser pensada como uma teoria de Ginzburg-
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Landau para a supercondutividade [52}. O mecanismo de Higgs (nesse caso,
Abeliano) é uma forma de introduzir a quebra espontanea de simetria. Este
mecanismo apareceu inicialmente no contexto da teoria da superconduiivida-
de onde o conceito de quebra espontinea de uma simetria de calibre local foi
introduzido inicialmente [67, 68, 69]. J4 na fisica de particulas este fenémeno
est4 associado ao modelo padrao. De acordo com o modelo padrdo, o meca-
nismo de Higgs é responsdvel pelas massas dos bosons vetoriais da interacao
fraca [16], 0 W* e o Z°

No modelo de Higgs um parimetro de massa imaginario é introduzido no
setor escalar, o qual também possui uma auto-interagdo e estd minimamente
acoplado a um campo de calibre. Nesse caso, a quebra de simetria se manifes-
ta j4 a nivel de arvore. Por outro lado, mesmo com massa nula podemos ter
quebra espontanea de simetria. Nesse caso a quebra de simetria ¢ induzida
pelas corregoes radiativas. Este é o mecanismo de Coleman-Weinberg [57].
Este procedimento é mais natural no sentido que nao precisamos introduzir a
mio uma massa imaginaria para o campo escalar. No caso Abeliano este me-
canismo estd associado 3 transicoes de fase de primeira ordem induzida por
flutuacoes em supercondutores e em cristais liquidos na fase esméctica-A [59}.

No caso nio-Abeliano o mesmo foi exaustivamente estudado no contex.o das
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teorias de grande unificagao e cosmologia inflacionéria [70, 72, 73, 74, 75).

Neste capitulo discutiremos a EDQE no contexto do mecanismo de Coleman-
Weinberg e mostraremos que o potencial de Coleman-Weinberg pode ser ob-
tido naturalmente fazendo-se uma aproximagao tipo campo médio que, no
contexto dos métodos funcionais, corresponde ao calculo de ponto de se-
la na integral funcional [53]. Desenvolveremos estes calculos para a EDQE
em d = 4 na segao seguinte. Contrariamente ao procedimento usualmente
empregado na literatura, acharemos mais conveniente trabalhar no calibre
unitario nas proximas duas segoes.

Na secao 2.3 utilizaremos a ligdo da se¢do 2.2 para estudar a EDQE em
d = 3 com um termo de Chern-Simons. Nesta situagao demonstraremos que
existe uma instabilidade para certos valores dos acoplamentos escalares [54].

Finalmente, na secdo 2.4 estudaremos a EDQE de Maxwell-Chern-Simons
associada & teoria fenomenolégica da supercondutividade, a teoria de Ginzburg-
Landau. Nessa se¢ao usaremos técnicas de grupo de renormalizagao na versao
Wilson perturbativa, método este discutido brevemente na ltima se¢ao do
capitulo anterior no caso de teorias escalares. Obteremos o resultado inte-
ressante que o termo de Chern-Simons estabiliza as flutuagoes do parametro

de ordem, tornando os pontos fixos supercondutores acessiveis para certos
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valores da massa topolégica [55}.

2.2 EDQE emd=1

Considere a acéo Euclideana para a EDQE em d = 4:

S = [ d*z [%F,,,,F,,,, + (D) (Dyo) + m?¢ie + -:%(aﬁ*qﬁ)z , (2.1)

onde Fy, =8,A, — 0,A, e D, =0, —ied,.

A amplitude vacuo-vacuo é dada pela integral funcional:

Z= f T1[de' (2)de(x)dAu(x)}6[8, Au] det(—A)e™S. (2.2)

Note na medida funcional acima o funcional delta 6[8,4,] impondo a con-
digao de calibre de Lorentz. O fator det(—A) na medida funcional é o deter-
minante de Faddeev-Popov.

Serd conveniente para os nossos propésitos parametrizar a teoria no cali-

bre unitirio, isto é, redefiniremos os campos como
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B,=A,+ %aﬂe. (2.4)

Nesse caso a acdo torna-se

1 1 1 1 A
5= fd4$ [EF#ZVF:W + Eaupaup + '2-82,023”3“ -+ Emzpz + Eﬁl 3 (25)

onde definimos ¥}, = 8,8, — 0,B,.

Em termos dessa nova parametrizagao, a integral funcional é escrita como

Z = fH[dp(:l:)p(m)dB#(m)d@(a:)]é[aﬂBp - %AB] det(—A)e™5. (2.6}

Como a a¢ao é independente do campo #(z), podemos integrar imediatamente

a arbitrariedade de calibre:

1 det(e) Iz e
f [40(2))019, B — 2 A0) = det(—A) ~ det(—A)

42



Vemos facilmente que o determinante de Faddeev-Popov é cancelado da me-

dida funcional.
Podemos integrar exatamente o campo vetorial B,, uma vez que a inte-

gracido é simplesmente Gaussiana nesses campos. Assim,

z = []ldp(z)le 512 (2.8)

onde a acao efetiva S.s¢[p] (ndo confundir com a agao efetiva quéntica utili-

zada no capitulo 1) é dada por

1 1
Serrlel = 5 ndetd (=D + €% +8,9,] - 5540) f dizlne?p?

+fd41: [%p(—A +m?)p + %p’*] . (2.9)

E importante enfatizar que a expressio acima é exata. O fator —(1/2)6*(0)fd*zIne?p?
surge devido a exponenciacio de JI;ep(z) da medida funcional. A equagao

do movimento ¢ dada por

65,3”[,%] _
mﬁp(:}:) = 0. (2.10)

Considerando-se uma solucio p.(z) =< p >= const., a diferenciagao fun-
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cional acima torna-se uma diferenciacao ordindria e dai obtemos a seguinte

equacao:

4
/d"‘ (m <p>+§<p : —g%)+e2<p>TrD,w(x—x’):0,

(2.11)

onde D, {x — z') é o propagador do campo vetorial massivo com massa

e? < p>2
Temos que
TrD,(z — ') f &z |3 f + 5O (2.12)
"” p+ez<p>2 e2 < p>2|’ '

Substituindo (2.12) em (2.11) obtemos

A d*p 1
242 2 32f =0. (2
fd4x<p>(m +5 <p>" 43¢ ) 2+e2<p>2) 0. (2.13)

Note que o fator divergente §*(0) foi cancelado. A Eq. (2.13) nos dd duas

solucoes possiveis:
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<p>=0, (2.14)

6m? 182 d'p 1
A AJd Crpptet<p>?

<p>i=— (2.15)

Estamos interessados na solugdo com < p ># 0 que corresponde a uma
guebra de simetria.
Considerando-se uma configuragdo de campo constante 7 obtemos a se-

guinte expressao para o potencial efetivo:

_3r.dp 22y L 29 Ay
V(ﬁ)mzf(zﬂ)41n(p2+ep)+2mp + 557 (2.16)

Note novamente o cancelamento do fator divergente 6%(0).

Calculando a integral em (2.15) usando um corte ultravicleta A cbtemos

0e?  u? 9e?
2 - Ll - _ 2 Y- a2
<p> (A+8ﬂ2 lnAz) 70} Ssz
—— <p>1 uf . (217)

onde p é uma escala de renormalizagio arbitraria. Da Eq. (2.17) definimos
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as quantidades renormalizadas:

m = m? 4 2 g2 (2.18)
E 1672’ )
964 u2
A Eq.(2.17) torna-se
9et e? < p>*
Ar < p>i=—6m3 — 53 <P >? In ———. (2.20)
De maneira andloga obtemos
m? A 3et e?p? 3et
V(p) = 252 4+ 225t i -~ 7. 2.21
(P) =57+ 547 + 5ama? "~ Togae? (221)

Resolvendo a Eq.(2.20) para Ap e substituindo o resultado na Eq.(2.21),

obtemos

=2

- _ Mg_2 my 4y 3¢t 1z 1
Ve =577 T i<pozf T’ (ln<p>2—§ ' (2.22)

Quando m% = 0 obtemos justamente o potencial de Coleman-Weinberg [57].
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Note que esta condigdo de massa zero aplicada na equacdo de gap, Eq.(2.20),

implica a seguinte equagao para Ag:

4 2 2
9e 0 € <p>" (2.23)

Uma equacao muito semelhante para Agr foi também obtida na referéncia
[76]. Observe que obtemos a Eq.(2.22) sem calcular gréficos de Feynman.
Na expansao em loops usual assume-se que Ap é da mesma ordem que e*
e dai termos proporcionais a A% s@o desprezados. Esta hipétese nio é ne-
cessdria aqui. O potencial de Coleman-Weinberg é obtido naturaimente. A
aproximacao feita aqui é similar a apraximacoes de campo médio utilizadas
em fisica estatistica e na fisica da matéria condensada. Observe que os efei-
tos das flutuacoes do campo escalar ndo foram considerados, 0 que é uma
caracteristica tipica das teorias de campo médio. O tipo de campo médio
que empregamos aqui é exatamente da mesma forma daquele empregado por
Halperin, Lubensky e Ma [568], no contexto da teoria da supercondutividade,
isto é, EDQE em d = 3.

Podemos calcular a funcdo beta a nivel de campo médio. A partir da

Eq.(2.23) podemnos calcular imediatamente a funcio beta:
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dA R 984

—_— = — 2.24

ou seja, a funcao beta é, nessa aproximacéo, independente de Ag. A funcao
beta acima é difere aa funcao beta em um loop devido & auséncia de dois
termos. Isto é devido ao fato de que o potencial de Coleman-Weinberg nao
corresponde ao resultado de um loop completo. Alguns termos sao despreza-
dos frente & hipétese plausivel de que Ay ~ €. No artigo original de Coleman
e Weinberg eles nao utilizam este argumento no cilculo da funcao beta e dai,
a funcao beta obtida por eles corresponde ao resultado de um loop completo,
incluindo as futuacdes do campo escalar. A fungao beta, Eq.(2.24), é consis-
tente com o potencial de Coleman-Weinberg. O resultado completo em um

loop é dado por

dAR_ 1 (5

‘ud,u T 42 \6

A% —3e’Ap + 9e4) : (2.25)
com uma dependéncia explicita em Ag.
Analizemos as consequéncias da Eq.(2.22) com respeito & ordem da tran-

sicao de fase. Claramente, a transicido é de primeira ordem. Quando varia-

mos o0 parametro de massa ~btemos uma sequéncia de eventos caracteristicos
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de uma transicdo de primeira ordem como, por exemplo, o surgimento de
minimos locais fora da origem sem que a origem seja um maximo local, isto
é, a origem continua sendo um ninimo local. Porém, para m% = 0 a origem
torna-se um maximo local. O valor critico do parametro de massa para que

a transicdo de primeira ordem ocorra é dado por

64

3272

2

m2, = < p>? (2.26)

Para m%, < m%,, V (0) torna-se um minimo local mas ndo um minimo absolu-
to, isto é, nao corresponde ao verdadeiro estado fundamental. O verdadeiro
vécuo é dado por V(< p >). E importante observar que o valor critico do
pardmetro de massa depende dos pardmetros disponiveis da teoria, isto é,
e? e < p >. Note que continuamos com trés pardmetros como antes, isto
é, antes tinhamos como parametros m%, Ag e e?, dois dos quais adimensio-
nais. Contudo, Ag foi eliminado das nossas expressdes em favor do parametro
< p >, que é dimensional. Este é o fenémeno da transmutagio dimensional,

que foi introduzido por Coleman e Weinberg [57].
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2.3 EDQE de Maxwell-Chern-Simons

Na secéo anterior vimos como os resultados de Coleman e Weinberg para a
EDQE em d = 4 podem ser obtidos naturalmente no contexto de uma teoria
de campo médio. Aqui faremos exatam. te a mesma coisa em d = 3. Além
disso, acrescentaremos & acao um termo de Chern-Simons [77].

Na secao anterior vimos que uma das consequéncias da nossa teoria de
campo médio foi a transmutagio dimensional. Contudo, para que tal efei-
to possa ocorrer é necessario a presenga de pelo menos um parimetro adi-
mensional. Isto implica que devemos trabalhar com a acao mais geral re-
normalizavel. Assim, no caso presente devemos incluir mais um termo de
auto-interacdo para o campo escalar a saber, o termo (¢¢)®. Escolberemos
trabalhar no calibre unitdrio, a exemplo do que foi feito na secao anterior.

Assim, ap6s uma integracio imediata do campo vetorial obtemos a se-

guinte acao efetiva:

Il

1
STl = 5 Indetffu (~A + €5 + 8,0, + ey ]

-—53(0)fd3$ In(ep)
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1 A 7
+/d3$ [—Z—p(—A +m?%)p + Zp‘* + EST,o6 : (2.27)

Na equacao acima, # é a massa de Chern-Simons e 7 é o acoplamento adi-
mensional !.
Como antes, escolheremos uma solucao de ponto de sela constante. Isto

nos leva a seguinte equacao de gap:

2 Ll
€ (1 + \/32+482<p>2) f (27r)3 P+ M (<p>2)

2(y 16| 1
te (1 \/52+462<p>2)f(2“’)3 PP+ ME (<p>7)

+m?+ 2 < p>? +{ < p>*=0, (2.28)

onde M? é definido por

&2 |6
Mi(<p>=e*<p>? + =+ |—2—|\/92 +4e2 < p >2. (2.29)

Usando um corte ultravioleta A, é imediato calcular as integrais em (2.28).

Como estamos interessados na quebra de simetria induzida pelas flutuacoes

INote que a massa topoldgica aqui possui dimenss@o de nassa em consequéncia da
presenca do termo cinético para o campo de calibre na agac.

ol



do campo de calibre, vamos assumir que a massa renormalizada é nula desde
o principio, em oposigao ao que foi feito na segao anterior onde mantivemos a
massa o tempo todo. Na secao seguinte, no contexto da teoria de winzburg-
Landau topoldgica estudaremos a mesma teoria com a massa, porém, sem o

acoplamento adimensional. A equagao de gap torna-se

_ilM (< >2)| 1_|__..._._....ﬂ.—.._
4T p VI +4eT < p >?
0] )

0

82
—|M (< 2 ] — e ——
M- p>)l( JET R < p>?

A 2, 7 4_
tg <P> Ay <p>=0 (2.30)
O potencial efetivo é obtido a partir da Eq.(2.27) e é dado por
V() = —— 1Mo @) + IM_@F) + 27+ 27°. (2.31)
127 4! 6!

Observe que, em contraste aos calculos executados na secao anterior, ne-
nhuma escala de renormaliza¢ao arbitraria aparece aqui. Isto é uma carac-
teristica especial de d = 3.

Consideremos a solugao da equagio de gap associada ao minimo d= quebra

de simetria < p >min= 0. Resolvendo a Eq.(2.30) para 7 e substituindo o
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resultado em (2.31) obtemos

V) = —p ML + M (B + 57

b {2—7% [|M+(02)| (1 + %—2_'{—’4_@)
HM_(o?)] (1 _ #)] - g-}p‘i. (2.32)

Note a ocorréncia da transmutacao dimensional. Tinhamos antes quatro
parametros, #, €2, X e 5, com o parametro 7 sendo adimensional. Agora
continuamos com ¢ mesmo nimero de parametros. Porém, o parametro n
desapareceu dando lugar ao parametro dimensional o?.

O potencial efetivo acima, corresponde a uma fase com simetria quebrada,
com um méaximo local na origem com dois minimos absolutos degenerados em
+0. Se A > 0, a condicao de estabilidade do vacuo A < A, deve se verificar,

onde o parametro critico A, é dado por

3¢? 2 ld
= 1 _—
e = g 0 (14

+|M_(co%)] (1 — ﬁ)] : <,.33)
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Se A > A, o potencial é ilimitado inferiormente e ¢ vacuo é instavel. Contudo,
se A < 0, nenhuma condicao de estabilidade & necessaria uma vez que o
potencial sera sempre limitado inferiormente. Uma instabilidade semelhante
foi considerada ndo-perturbativamente na referéncia [78] no contexto de uma
teoria ¢ com simetria O(N). O limite A = A, corresponde a uma EDQE
de Maxwell-Chern-Simons sem o termo (¢'¢)>. Esta situagao com 8 = 0 ja
foi estudada na referéncia [79] onde argumenta-se que a quebra de simetria
obtida pelo resultado de um loop é espirio. Os calculos nesta referéncia
foram também executados no ponto critico m% = 0. Neste caso as correcdes
radiativas falharam em induzir a quebra de s_imetria por causa da auséncia
do termo (¢!¢)° e, portanto, de um acoplamento adimensional.

Uma outra caracteristica do potencial efetivo dado pela Eq.(2.32) é que
V(0) = 0 somente se @ = 0. Se 80 temos que V{0) < 0. O campo escalar p
possui 0 mesmo valor esperado de vacuo para todos os valores de . Contudo,
a energia do vacuo é menor se 87#0. Isto significa que o termo topoldgico causa
uma maior estabilidade para a teoria.

Comparemos nossos resultados com o calculo em um loop tradicional. O

potencial efetivo em um loop é dado por
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VE) = oM )+ M)

/2
I Ay 14 ° Ay Mg
—— L+ L 2ot g g 2.34
121 (2” TP ) Tuf TP (2:34)

Nesse caso, 7 é um parametro independente, isto é, nao é funcac dos outros
pardmetros da teoria. Quando n = # = 0, a Eq.(2.34) concorda com a
referéncia [79]. A situagio na qual n = 0 mas 60 corresponde, no caso da
Eq.(2.32) a A = .. Porém, quando n = 0 o resultado de um loop possui um

termo que esté ausente na £q.(2.32), um termo proporcional a A¥?|p|%.

2.4 Flutuagoes Criticas em Supercondutores

Topologicamente Massivos

Nesta se¢ao desenvolveremos a EDQE de Maxwell-Chern-Simons no con-
texto da teoria fenomenolégica da supercondutividade, isto é, o modelo de
Ginzburg-Landau (GL). A teoria GL da supercondutividade [52] descreve
muito bem a fenoemenologia dos supercondutores convencionais. No entanto,

acredita-se que uma, teoria fenomenologica similar se aplica aos supercondu-
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tores a alta temperatura [49]. Esta crenca se apoia na evidéncia experimental
de que o parametro de ordem é o mesmo em qualquer situagdo [56]. Outro
fato importante é que a teoria GL é, em principio, mais facilmente testdvel
para os supercondutores de alta temperatura. De fato, a regiao critica dos
mesmos é consideravelemente maior do que a dos supercondutores conven-
cionais. Contudo, a teoria GL despreza as flutuacdes do parimetro de ordem
(o campo escalar), que é muito importante para os supercondutores de al-
ta temperatura. Consequentemente, os expoentes criticos diferirao daqueles
dados pela teoria GL [60]. Teoricamente, as flufuacGes podem ser levadas
em conta através da utilizacao das técnicas de grupo de renormalizagao para
estudar a teoria na vizinhanca do ponto critico [58, 59, 80, 81, 82]. Outro
caminho possivel para atingir esse objetivo consiste em se calcular corregoes
para o funcional de energia livre em uma forma sistematica executando-se
uma expansao em loops [83].

Na secio presente utilizaremos uma notacio diferente das segoes prece-
dentes com o objetivo de entrar em conformidade com a notacao empregada
usualmente na literatura que lida com teorias fenomenolégicas da supercon-
dutividade. Assim, ao invés de acgdo, falaremos “funcional energia livre”.

Nosso ponto de partida é o seguinte funcional de energia livre:
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. 1 .
Fl A = [d |59 —igA)pi + Tl + Jlut
1

+

(V x A)? + z'gff (V% A, (2.35)

2
onde ry = ag(T — Tp)/Tp e # > 0 é a massa topoldgica. Note que nesta se¢ao
nao estamos considerando acoplamentos de ordem maior que quatro, contras-
tando com o que fizemos na segdo anterior. A razao para isto é simplesmente
para seguir o padrao usual dos modelos GL.

A fungio partigio é dada por

—,

Z = / DADY D exp(—F, A). (2.36)

Como nas se¢bes precedentes, integraremos exatamente os campos vetoriais.
Para um valor uniforme do parimetro de ordem, isto define o seguinte fun-

cional densidade de energia livre:

fegslo) = — R + MO (] + S + ool (230)
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com as funcdes M, definidas como na se¢io anterior. O parametro rq foi
renormalizado para 7 = (T — T;)/T.. Quando 8 = 0, a Eq.(2.37) se reduz
ao funcional efetivo obtido no artigo cléssico de Halperin, Lubensky e Ma (a
ser referido de agora em diante como HLM) [58]. A temperatura critica T,
ndo depende de # e é a mesma que a do artigo de HLM.

O inverso da suscetibilidade é dada para temperaturas acima da tempe-

ratura critica por

1 _ azfeff i
YR =0

(2.38)

A temperatura critica é definida como sendo a temperatura pela qual a susce-

tibilidade diverge e, portanto, obtemos uma temperatura critica dependente

de &:

2
5 %0
T.=T|1+=—]. .
‘ (1 27ra) (2:39)

A suscetibilidade possui um comportamento critico com expoente v = 1 que
é o valor de campo médio.
Minimizando funcional de energia livre efetivo com respeito a |1|* e de-

notando por ¢ o valor correspondente de |¢/| que minimiza f.sr, obtemos a
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expressao para o parametro de ordem em campo médio:

~ 1/2
o= |28 (1 _ f-) , (2.40)
Uy ¢
onde
24
G=a+o— (2.41)

Portanto, os expoentes criticos a nivel de campo médio sao 0s mesmos que
no artigo HLM como era de se esperar. Em particular, os resultados acima
implicam que # = v = 1/2. Contudo, a temperatura critica foi aumentada
por um fator 14+¢%6/272%a com respeito a temperatura critica de campo médio
de HLM. A teoria de campo médio de HLM renormaliza desprezivelmente a
temperatura critica enquanto na situagao presente isto nao é necessariamente
verdadeiro porque podemos ter, em principio, valores arbitrarios de # os quais
podem aumentar consideravelmente a temperatura critica da transicao de
fase supercondutora.

Até agora nao levamos em conta as flutuagoes do parimetro de ordem e o
cariter de campo médio do modelo foi preservado. Assim, vamos investigar

os efeitos das flutuacoes criticas. Estas sdo obtidas em ordem mais baixa
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calculando-se a correcio de um loop origindrias do parametro de ordem. A

densidade de energia livre incluindo essas corregoes ¢ dada por

1 A
2% = 2P+l i [ o lin? + M) (242)

+ In(p® + M2(J9|?)) + In(p? + 1o - uo|¥[*/2) - 3In(p*)]},

através da qual obtemos a corregdo correspodente para o inverso da susceti-

bilidade para T' > T/, T: sendo a nova temperatura critica:

= up A p’
=—=(T -1, [ . 2.43
X1~ ( )+ 42 Jo dpp2 +7 (2.43)

Na equacio acima trocamos 7o porr’ = (T —T!) = X7 1.0r- O erro envolvido
c 1—loop

nessa substituicio estd além de um loop. A temperatura critica &

_ UOTCA.

T!(0) = T.(9) P

(2.44)

Assim, como é usual, as flutuagdes criticas produzem o efeito de diminuir a
temperatura critica. Contudo, T7(0) < T}(#) e portanto, o termo fopoldgico

aumenta ¢ grau de ordem com respeito ao modelo GL usual. Este efeito é
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melhor elucidado se usamos a Eq.(?) para reescrever (?) como

AT,
2ma

T0) =T+ 5= (T~ ), (2.45)

2

onde escolhemos medir # em unidades de A, isto é, # = A@. Da Eq.(2.45)
vemos que o efeito das flutuagGes criticas pode ser suprimido pela massa
topologica. De fato, se uy = 2¢°0, temos T = T,. Assim, o termo to-
poldgico age como um fator que compensa a disordem introduzida pelas flu-
tuacoes criticas. Se atribuirmos valores BCS tipicos a ¢* e u,, obtemos que
0 = up/2¢*°~10~? de maneira a suprimir os efeitos das flutuagoes criticas do
parametro de ordem sobre a temperatura critica. Como para uma situagao
tipica BOS uo/2¢%~10~2, podemos escolher @ tal que & >> uy/2¢% e T, =~ T..
Portanto, em um modelo GL topologicamente massivo a temperatura critica
pode ser consideravelmente aumentada mesmo quando as utuagoes criticas
do pardmetro de ordem sao levadas em conta. As flutuagdes originarias do
potencial vetor A dominam sobre as flutuagdes do parametro de ordem.

O comportamento critico ¢ melhor analisado através dos métodos de gru-
po de renormalizacao. O caso com & = 0 ja foi analisado por muitos autores
[68, 59, 80, 81 82]. Um estudo usando grapo de renormalizacao no limite

ultravioleta foi feito no caso da EDQE de Maxwell-Chern-Simons sem o aco-
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plamento quartico do campo escalar e exibe um comporatmento trivial do
acoplamento de Chern-Simons, pelo menos no contexto da teoria de pertur-
bagao [84]. Estamos interessados no comportamento infravermelho e, portan-
to, o corte ultravioleta é mantido fixo (mecénica estatistica). Usaremos aqui
a versio Wilson do grupo de renormalizagao em sua forma perturbativa (veja
por exemplo [5, 40]). Apesar da presenga de um corte infravermelho destruir
a invaridncia de calibre, pode se mostrar que a mesma é recuperada tao logo
o corte em questio é removido [23, 85, 24]. Na ordem de um loop, a parte
antisimétrica do propagador nao contribui, o que simplifica consideravelmen-
te os calculos. As equacoes de evolugdo sdo mais bem expressas em termos
dos acoplamentos adimensionais r = A%, u = S;'A%, f = ¢ = S; AT e

g = AB. O resultado é dado por *

. . 37

@ = CTTr ST (240
di - 52 187"

x = UM s T ey (247)
Yo~ -t (2.48)

dt

2Note o sinal contrario no ludo esquerdo das equagdes de evolugdo. Isto é oriundo da
versio Wilson perturbativa. Se g é um dado acoplamento dg/dt = —f(g).
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onde as dimensdes anémalas para os campos escalar e vetorial sao dadas

respectivamente por

(2.49)

(2.50)

Note que o parametro @ nio evolui. Das equagdes de evolugao acima vemos
imediatamente que todos os expoentes criticos dependerao de #. Portanto, o
parimetro @ faz com que o sistema varie entre diferentes classes de universa-
lidade.

A estrutura de pontos fixos é bem conhecida para @ = 0. Obtém-se nesse
caso que o ponto fixo supercondutor (7, %", T) possui um valor complexo pa-
ra T se o niimero de componentes do parametro de ordem é menor que 365.9
[69]. Este comportamento é interpretado usualmente como um indicativo de
uma transicao de primeira ordem induzida por flutuacoes.

Por outro lado, este comportamento muda para # > 0. Nesta situacao,

achamos pontos fixos supercondutores reais. Tipicamente, encontramos dois

pontos fixos supercondutores ccrrespondendo a uma situagao fisica, um com
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duas diregdes atrativas no infravermelho e uma repulsiva e o outro corres-
pondendo a uma situagio inversa. Por exemplo, para ¥ =5¢f =10 encon-
tramos os seguintes pontos fixos com duas diregdes atrativas no infraverme-
lho, (—0.28,2.16,0.44) e (—0.21,0.43,2.37), respectivamente. Este tipo de
comportamento confirma o fato jé mencionado de que a massa topoldgica
amortece as flutuacoes criticas do parametro de ordem. De fato, para valo-
res muito altos de 8, os expoentes criticos tendem a seus valores de campo
médio. Por exemplo, @ = 100 obtemos para o expoente da funcdo de cor-
relacdo 7 = —0.0006. Com base nesses resultados podemos concluir que os
expoentes criticos de campo médio tornam-se exatos para valores muito altos

da massa topoldgica.
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Capitulo 3

Métodos Funcionais em um
Modelo Exatamente Soluvel
para Elétrons Fortemente

Correlacionados

3.1 Introducao

Este capitulo usa os mesmos métodos dos capitulos anteriores em modelos

bem diferentes daqueles que abordamos. A nossa preocupagac bésica aqui
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sera o estudo de modelos fermionicos de muitas particulas no limite em que
a correlacao entre as mesmas é muito forte. O interesse nesse tipo de assunto
é bastante antigo. Porém, um grande esfor¢o vem sendo feito nos altimos
anos no sentido de melhorar a compreensiao desses sisternas. Este interesse
maior pelo assunto nos altimos anos se deve basicamente & descoberta dos
supercondutores a alta temperatura [49)].

Neste capitulo discutiremos basicamente questoes relacionadas com o mo-
delo de Hubbard [86] e suas variantes. Assim, na secdo 3.2 consideraremos
um modelo simples, exatmente soliivel, o qual partilha propriedades seme-
lhantes com o modelo de Hubbard. Além de possuir os mesmos limites exatos
do modelo, o modelo considerado na sec¢do 3.2 exibe uma transicao metal-

isolante.

3.2 Um Modelo Exatamente Soluvel para a

Transicao Metal-Isolante

Existe um modelo simples que foi proposto originalmente por Hatsugai e
Kohmoto [88] (a ser referido de agora em diante como modelo HK). Este mo-

delo é exatamente soliivel de uma forma muito simples e possui 3 mesmos
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limites, atomico e de banda, que o modelo de Hubbard. Além do mais, co-
mo foi mostrado por Hatsugai e Kohmoto, o modelo descreve uma transigao
metal-isolante. Esta transiciao no modelo HK foi estudada pelo ponto ue vista
de teorias escalonamento em modelos de muitos corpos [66] por Continentino
e Coutinho-Filho [65], que também propuseram uma generalizagao bosonica
para o modelo. Um modelo estreitamente relacionado foi também discutido
por Baskaran [89]. Existe também uma versdo atrativa do modelo HK que foi
proposta por Mattis e Bedersky [90]. O modelo HK relaciona-se a um modelo
mais antigo proposto por Kamimura e Yamaguchi [91] que foi desenvolvido
parasimular o comportamento de sistemas desordenados com estados locali-
zados de Anderson. O ponto de vista que adotaremos serd aquele proposto
por Nogueira e Anda [63].

O modelo HK é descrito pelo Hamiltoniano:

H = Z > le(k) — plng, +U Z Mg TR (3.1)

—.t A d . . . . .
onde ng,=c} cg, e e(k) = —2t Y7, cosk;. p é o potencial quimico. A dis-
persao €(k) corresponde a um tunelamento (hopping) entre primeiros vizinhos
em uma rede hipercibica em d dimensodes. Observe que, em contraste com o

que ocorre no modelo d Hubbard, a repulsdo Coulombiana é local no espago
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k ao invés de no espaco real. Como o Hamiltoniano é local no espago k e a
parte interagente comuta com a nao-interagente, é imediato resolvé-lo. Por

exemplo, a densidade de energia livre é dada por

fe _Liﬁ " In{1 + 28— 4. (Sou-2R)-01} (3.2)
E

onde 4 = 1/T, T sendo a temperatura, e L é o nimero de sitios da rede.
Note que no limite de largura da banda zero obtemos a densidade de energia
livre do limite atémico do modelo de Hubbard. Também, no limite U/ = 0,
obtemos o limite de banda.
A fungio de Green de Matsubara é definida por G, (k,7) = — < T¢, ('r)c;%a (0) >.

Na representacio de modos de Fourier a mesma ¢é dada facilmente por

G, (F,w,) = - 1= : A , (3.3)
iwn +p—€(k) twnt+p—ek)-U

onde w, = (2n+ L)aT, n€Z, e

eBlu—c(B)] | oB(2n—2e(k)-U]
Ny = = — (3.4)
1 + 2eBlu—e(k)] 4 efl2n—2e(k)-U]

Note que estamos assumindo uma fase paramagnética, isto é, ng, = ng.

Quando T" = 0 Eq.(3.4) assume a forma de uma funcao degrau:
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(T = 0) = 0yt — (RNI50(U — 1e(F) — pal) +8(1<(B) ~ ol = U], (3.5)

onde po é o potencial quimico em T = 0. #(z) é a fungio de Heaviside usual.
Este nimero de ocupagao possui dois saltos descontinuos. Uma consequéencia
imediata deste fato é que o teorema de Luttinger nao se verifica. Observe que
a funcao de Green exata para o modelo HK possui 0 mesmo limite atomico
que o modelo de Hubbard, bem como o limite de banda.

Como no modelo de Hubbard, uma condic¢ao de ocupacao metade é obtida
pondo p = U/2. Para ocupagio metade e T = 0 temos que a funcio de Green
torna-se

= iw — e(k)
Golk,w) = [iw — e(lic')]2 — UTT

(3.6)

Na equacdo acima, w hio é mais uma frequéncia de Matsubara e sim uma
frequéncia Euclideana.

A partir dos polos da Eq.(3.6) obtemos duas bandas em estreita analo-
gia com 0 modelo de Hubbard onde temos as chamadas banda inferior de

Hubbard e banda superior de Hubbard:
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Observe que o gap possui um tamanho que depende de U. Se as duas bandas
estao separadas por um gap diferente de zero temos um isolante. O valor de
U o qual d4 um valor nulo para o gap é determinado considerando-se o topo
da banda inferior coincida com a parte mais baixa da banda superior. Assim,
obtemos que o valor critico de U que marca a transicao metal-isolante é dado
por U, = 4td = W, onde W é a largura da banda. Assim, para U < U,
o sistema é metdlico. Note que no modelo HK temos uma transicio metal-
isolante em gualquer dimensao, em contraste comt o modelo de Hubbard onde
ndo hé tal transicao para d = 1 [87].

Estudemos o comportamento da suscetibilidade de spin. A mesma é dada

pela fun¢ao resposta:

x(E, vn) = — (B I1(E, 1) (3.9)
onde pp é o magneton de Bohr e H(E, vr) € a polarizacdo, a qual é dada por

70



-

(k) = LiﬂZZG(E+<f,un+wn)G(qj W), (3.10)
g Yn

onde v, = 2nn1T, n€Z, é uma frequéncia de Matsubara bosonica. Estamos
omitindo indice de spin por simplicidade. A soma de Matsubara é sobre uma,
frequéncia fremionica. No cdlculo usaremos fungoes de Green com preen-
chimento metade da banda. Vamos calcular a suscetibilidade no limite de
temperatura zero e no limite estatico, no vetor de nesting @ = (my ..., ).

Fazendo a soma de Matsubara e tomando o limite de temperatura zero, ob-

temos
= . e diqg (0(U/2+4 (@) — 0(U/2 — e(@))
x(Q,0) = T2 sz @) ( )
+ OU/2+e(@) — 0(—e(q) —U/2)  0(e(q) —U/2) — 6(U/2 — €(q))
2¢(q) +U 2¢(q) — U
8(e(9) — U/2) — 0(=(@) — U/2)
+ 24) ) : (3.11)

Quando U = U, a integral do segundo termo na Eq.(3.11) é divergente para
¢ = 0 (“divergficia infravermelho”) enqunato que a integral do terceiro termo
é divergente para ¢ = ¢ ( “divergéncia ultravioleta”).

Calculemos a suscetibilidade explicitamente. Se usarmos uma densidade
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de estados quadrada, p{w) = (1/W)0(W/2 — w)B(w + W/2), e consideramos

U > U,, obtemos

= ; U+ U,
x(@,0) =~ 1w (7). (3.12)

Assim, temos que de fato a suscetibilidade diverge quando U se aproxima de
U.. Note que nio temos um comportamento seguindo uma lei de poténcias
para a suscetibilidade. E interessante comparar este comportamento com
outras descrigdes da transicdo metal-isolante. Por exemplo, a transicao de
Brinkman e Rice [93] d4 um comportamento tipo lei de poténcias para a
suscetibilidade estdtica, a qual é calculada para um valor nulo do vetor da
rede reciproca ao invés do vetor de nesting.

0 modelo HK pode ser relacionado com outro modelo simples e exatamen-
te solivel que é o modelo de Hubbard com tunelamento de alcance infinito
[92]. De fato, podemos mostrar que o mesmo é equivalente ao modelo HK
com tunelamento de alcance infinito. Ambas as solugbes sao obtidas no li-
mite termodonamico. No caso onde o tunelamento é de alcance infinito nao
importa se a interacao é local no espaco real ou no espago k. Em ambas as
situacOes a solugao é a mesma.

Quando o tunelamento é de alcance infinito a dispersao é dada por e(k) =

72



—Ltd; , [92]. A densidade de energia livre exata para o modelo HK é obtida
substituindo-se esta dispersio na expressao exata Eq.(3.2) e tomando-se o

limite termodindmico. Obtemos imediatamente que

frrg = =2t - % ln[1 + 2eP# + #3107, (3.13)

a qual é a mesma expressao obtida na referéncia [92] para o modelo de Hub-
bard com tunelamento de alcance infinito.
Também, obtemos a seguinte expressao para a funcio de Green exata

nesse limite:

(3.14)

N (1 — 6’-5- 0) 1 + eﬁﬂ- eﬁﬂ _I.. eﬁ(zﬂ—U)
G k n! — : P . y
e (k) wn) Zy zwn+,u+ w, +p—U

Zy sendo a fungdo partigdo atdomica por sitio. Note que o modo k=0
nao se propaga enquanto todos os outros modos k possuem propagadores
independentes de k. Este comportamento se manifesta também na expressio
para a energia livre, Eq.(3.13), onde temos um termo dado pela solugio
atomica correspondendo aos modos E#O e um termo —2f correspondendo ao

modo k& = 0. Isto significa que no regime em que o tunelamento é de alcance
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infinito os modos k = 0 e k30 se separam.

A partir da Eq.(3.14) obtemos a densidade eletronica:

2 . -
n = L_ﬂ Z E eﬂwﬂo-i_GIp_H(k, Wy)
D

2efr 4 ef2n-U))
T 1+ 2Bk + PET) (3.15)

A relagdo acima pode também ser obtida diretamente da expressac para
a energia livre como n = —(8frpi/0u)s. Resolvendo a Eq.(3.15) para p,

obtemos

v/ (L= n)2 +n(2 — n)e=fU — (1 —n)
2—n

que concorda com a referéncia [92].

Da Eq.(3.14) obtemos a densidade de sitios duplamente ocupados d:

815(2”*U)

1+ 2eft 4 -0} (3.17)

d(B,U, p) =
A expressao acima como fungao de 4 é muito mais compacta do que a obtida
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na referéncia [92] que é escrita como fun¢ae de n. Quando p = U/2, que

corresponde a n = 1, temos

- 1
d=—sr—! 3.18
2(6% +1}) (3.18)

que mais uma vez concorda com a referéncia [92].

Até o presente momento resolvemos o modelo HK com N = 25+ 1 = 2
componentes. E instrutivo resolvermos o mesmo com um ntimero arbitririo
de componentes.

Vamos definir os espinores de N componentes:

(3.19)

<.
Lol
I

En

%E( Lo ) (3.20)

Cada componente da expressido acima é uma varidvel de Grassmann. Calcu-

laremos a fun¢do particao exata escrevendo-a como uma integral funcional
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sobre os campos definidos acima. A funcao partigao é dada por

Z = f [ D% Dipe SPeds] (3.21)
P

onde a agao S é dada por

S te) = [ dr S50, — 1~ U/2+ cB)g + 5 Bbe), (322

onde subentende-se que os campos satisfazem condicoes de contorno anti-
periddicas no tempo de Matsubara.
Eliminaremos o termo quértico por intermédio de uma transformacao de

Hubbard-Stratonovich, obtendo a nova agao:

= /Dﬂ dr Z[Eg(&, —p—U/2+ e(F) — iUd)w + (U/2)¢Y]  (3.23)
k

onde ¢; é um campo auxiliar bosonico. Como a nova agao é quadratica nos
campos fermidnicos, é imediato integrar os mesmos e obter a seguinte acao

efetiva;
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. 8
Seps = —N Indet[d, — p—T7/2+ (k) — iUdyg] + %[D dry_¢f (3.24)
i

Podemos calcular exatamente o determinante que aparece na equacao acima

resolvendo-se a seguinte equacao diferencial:

8, — i — U/2 + €(R) — iUe(7)] ful K, 7) = 0n (k) fu (K, 7) (3.25)

com f, satisfazendo a condicao de contorno anti-periédica fn(E, 0) = —fa (E, B).

E facil resolver a Eq.(3.25). A solugio é dada por

falk,T) = cexp (./DT dr'lp+ U/2 - e(B) + iUdp(+)) + an(E)]) . (3.26)

¢ sendo uma constante arbitraria. Aplicando a condigdo de contorno anti-

periddica a esta solugao obtemos

() =~y — U2+ c(F) —~i(U/B) [ drgy  (3.27)
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onde w, é uma frequéncia de Matsubara fermionica. Assim, o determinante

que aparece na acao efetiva é dado pelo produto dos a,’s. Portanto,

Seps = —N Jio > Inf—dw, — p ~ U/2 + e(k) — {(U/B) [Dﬂ drdg(T)]

-

n=-o0 [

- L fasan 5

A soma de Matsubara na Eq.(3.28) é facilmente feita através de métodos

bem conhecidos [94]. Entao, a funcao partigao torna-se

- N
z=11/ Dqﬁ,;{l+eﬂ[“+U/2—f<’=ﬂeiUff dfq’s(f’} eER D (3.9)
K

Expandindo-se o termo entre chaves e fazendo as integrais Gaussianas obte-
mos a expressio exata para a funcio particao do modelo HK com N compo-

nentes:

N N! n —e e _arla—1U
Z =112 e ™" (3.30)

k n—=(0)

Da Eq.(3.30) obtemos a densidade de energia Lvre:
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1 N N' r n(n—1)
BRI P £ S LY O R S
f==152 ln{ (N — )l ¢ } (3:31)
E n=

Note que quando N = 2 o resultado dado na Eq.(3.2) é recuperado. Além
do mais, no limite de largura da banda zero o".semos o limite atémico de um
modelo de Hubbard com N componentes.

B importante enfatizar que o resultado acima é exato para qualquer V
finito. Podemos também estudar a solugio para N grande. O limite N — 00
da Eq.(3.31) ndo é imediato por causa da combinatéria envolvida. Contudo,
podemos obter a solugdo para N grande através de um célculo de ponto
de sela na integral funcional com agio efetiva (3.28). De forma a executar
este calculo, é Wtil fazer o reescalonamento U — -E,—, ¢p-—+N¢g. Deste modo
obtemos que Se;; = NS.;; onde Sess € independente de N. Assim, a solugao
ponto de sela corresponde & solugdo exata quando N — oc. A solugao com
N grande é obtida como sendo a aproximagao Hartree-Fock para o modelo
HK.

A partir da expressio exata (3.31) é possivel obter a energia livre exa-
ta para o modelo de Hubbard com tunelamento de alcance infinito com N

componentes:
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N ' nln—
fIRH(N) =—Nt— l In z N! enﬂ,ue—ﬂ_ﬁ_zl)ﬁ ]

ﬂ n=0 m-:n_)' (332)

Deve ser observado que, a exemplo do caso com duas componentes, a ex-
pressao acima é exata no limite termodindmico.
Consideremos agora a interagao no modelo HK no espaco real. Isto é

conseguido através da decomposicao de Fourier:

1 - o
Cpy = —\/f z exp (—tk - R;)cip. (3.33)

Obtemos imediatamente que a interacao é dada por

U
H = I > 6i+k,j+lc;[chTCI:J,cu‘ (3.34)
ikt

A interagdo acima é obviamente de alcance infinito. Note que nao precisamos
considerar somenie interacdo entre spins opostos. Generalizar a expressao
acima de modo a incluir interacao entre spins iguais corresponde a modificar
o potencial quimico. Nesta situacdo podemos considerar o seguinte caso

particular do modelo HK que consiste de um Hamiltoniano dado pcr
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H=-t), chcw—l-hc -—,(LZan 2L2nm,, f2.35)

<> 7

onde n; = ¥, ni,. Como a interagio ¢ a mesma para todo par de sitios na
rede podemos escrever }; ;n;n; = (35 m)?. E imediato escrever o Hamilto-

niano acima no espaco k:

H="SY\e(k) — plng, + an : (3.36)

E [+
Como antes, escreveremos a fungao partigao como uma integral funcional
em termos de variaveis de Grassmann. Q termo qudrtico serd eliminado por
intermédio de uma transformacao de Hubbard-Stratonovich. Obtemos desse

modo a seguinte acio envolvendo um campo auxiliar ¢:

5= [dr{zz%[a — e+ eB) - U, + 5 #) (337)

Apés a integracio dos fermions obtemos uma agio efetiva Sepf = LS.y,

onde Scs; é dado por
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S = -2f depol e)Zln iy — e — z—/ dre(r)] + / dré?(7),
(3.38)

onde py(e) é a densidade de estados nao-renormalizada. Portanto, podemos

escrever a funcéo partigdo na seguinte forma:

7 == N/D¢€—L—§eff{¢], (3.39)

onde N é um fator de normalizacgao apropriado. Da Eq.(3.39) vemos que no
limite termodinidmico a solucdo de ponto de sela da agdo corresponde a so-
Jugéo exata do problema. O ponto de sela é dado por um nimero imaginario
no caso repulsivo: ¢y = #ng, ng sendo um ndmero real no intervalo [0, 2]. No
caso atrativo o ponto de sela é um ntmero real porque a transformagao de
Hubbard-Stratonovich resultante nao envolve a unidade imagindria z multi-
plicando o termo linear em ¢ como nas equacoes precedentes. A equagao de

ponto de sela é dada por

_2 pole)
=53 /_ i} : (3.40)

zwn+,u—e—Un0
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A Eq.(3.40) é justamente a aproximagdo Hartree-Fock para o problema. Is-
to significa que no caso de interagdo de alcance infinito na forma descrita
na Eq.(3.35), a aproximagao Hartree-Fock corresponde & solugao exata do
problema. Observe que em contraste com o caso do modelo HK, temos um

liquido de Fermi na situacao presente.
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Conclusao

Nos capitulos precedentes vimos como os métodos funcionais sao uteis em
diversos tipos de problemas, tanto em teoria de campos bem como na fisica
da matéria condensada. O interessante na abordagem seguida na presente
tese é que o formalismo funcional pode muitas vezes dispensar o uso dos
grificos de Feynman, o que pode significar uma grande simplificacdo em
alguns casos. Assim, no capitulo 1 discutimos o grupo de renormalizacgao,
na versao formulada por Wilson, utilizando técnicas funcionais e sem fazer
uso explicito de diagramas de Feynman. Em certas situacdes abordadas no
mesmo capitulo o uso de graflcos de Feynman nem mesmo era possivel, uma
vez que alguns resultados eram nao-perturbativos. Um caso particularmente
importante foi o da teoria tricritica, onde estabelecemos a existéncia de um
ponto fixe ultravioleta estavel nao trivial para N > 4. Este resultado s6

era conhecido através da expansao 1/N. De fato, estabelece-se como sendo
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verdadeiro para N > 1000 pelo menos [37]. E realmente notdvel termos
estabelecido a existéncia de um ponto fixo desta natureza para valores nao
muito grandes de N. Este resultado s6 foi possivel de ser obtido devido ao fato
de termos utilizado uma equacio de evolugao exata para a agédo efetiva que
deduzimos com o uso de métodos funcionais. Vale enfatizar que as fungoes
beta da teoria tricritica obtidas no capitulo 1 ndo podem ser obtidas através
da teoria de perturbagoes.

(Os métodos funcionais utilizados no capitulo 2 permitiu rededuzir o po-
tencial de Coleman-Weinberg [57] na EDQE em d = 4 de uma forma muito
mais transparente e sem as hipéteses adicionais de Coleman e Weinberg, ne-
cessarias quando se tenta obter o resultado deles no contexto dos graficos
de Feynman. Usando a mesma abordagem da secao 2.2, fomos capazes de
estudar a EDQE de Maxwell-Chern-Simons, tanto no contexto da teoria de
campos como também no ambito de teorias fenomenclégicas da supercondu-
tividade, isto é, discutimos um modelo de Ginzburg-Landau topolégico. Isto
foi feito nas secoes 2.3 e 2.4. Um resultado interessante diz respeito a esta-
bilidade do vacuo para a EDQE de Maxwell-Chern-Simons. Deduzimos uma
condicdo que o acoplamento quartico escalar A deve satisfazer para termos

um vacuo bem definido. Qutro resultado interessante foi obtido quando estu-
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damos um funcional de energia livre para o supercondutor topologicamente
massivo. Nesse caso a massa topoldgica corrige a temperatura critica da tran-
sicao supercondutora. Um efeito importante da massa topolégica nesse con-
texto concerne a estabilizacio das flutuacGes criticas oriundas do parametro
de ordem. A contribuicdo de Chern-Simons para o funcional energia livre
pode dominar as flutuacdes do pardmetro de ordem e eventualmente pode-
mos ter um comportamento tipo campo médio (campo médio em um sentido
mais amplo que usamos no capitulo 2, ou seja, um campo médio HLM [58]).
Podemos afirmar entdo que o termo topoldgico aumenta o grau de ordem
do sistema. Isto é percebido imediatamente observando-se os valores que a
temperatura critica assume em fun¢ao da massa topolégica. Mesmo quando
as flutuacoes criticas sao consideradas podemos elevar a temperatura critica.
O usual em modelos de Ginzburg-Landau é justamente o contririo. Normal-
mente as flutuagoes criticas tendem a aumentar a desordem do sistema e,
portanto, a diminuir a temperatura critica. O efeito estabilizador da mas-
sa topolégica também se reflete nas equacgdes de evolugao dos acoplamentos
da teoria. Em modelos de Ginzburg-L.andau convencionais para a supercon-
dutividade as equacoes de grupo de renormalizagao revelam uma estrutura

de pontos fixos bastante peculiar. Por exemplo, nio existem pontos fixos
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supercondutores acessiveis fisicamente para o caso de uma componente com-
plexa {58, 59]. No entanto, quando introduzimos o termo de Chern-Simons na,
energia livre descobrimos que este comportamento muda em funcio da massa
topolégica. Para certos valores de 8 os pontos fixos supercondutores passam
a ser acessiveis, isto é, nao sao complexos como no caso com § = 0. Este
resultado é interessante porque passamos a obter pontos fixos infravermelhos
estidveis em pelo menos duas diregoes de fluxos e, portanto, a transigao de
fase pode ser interpretada como sendo de segunda ordem. Isto nio ocorre no
caso 0 = 0 onde os pontos fixos supercondutores sao inacessiveis. Nesse caso,
este fato foi interpretado como um indicador de uma transicdo fracamente
de primeira ordem {58, 59].

Uma outra aplicacio interessante dos métodos funcionais foi feita no
capitulo 3 onde consideramos um modelo exatamente solivel, aparentado
com ¢ modelo de Hubbard [86], 0 qual denominamos modelo HK [63]. Nesse
caso a integracao funcional foi feita em termos de varidveis de Grassmann
uma vez que se tratava de um modelo fermiénico. O interessante aqui é
que apesar de termos um modelo com fermions interagentes, podemos fazer
a integracio funcional exatamente. Este modelo fornece um exemplo onde

a introducio de um campo auxiliar via uma transformagao de Hubbard-
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Stratonovich permite que integremos o mesmo exatamente a seguir. Normal-
mente, elimina-se o campo auxiliar usando alguma condigao de estacionari-
dade na agdo efetiva, o que implica em fazer uma teoria de campo médio, que
em geral sé se torna exata em algum limite particular. Isto é assim porque
usualmente ndo se pode integrar exatamente o campo auxiliar e dai algum
tipo de aproximagao deve ser feita.

Uma critica que pode eventualmente ser feita a esta tese e a muitos ar-
tigos e livros texto que utilizam os métodos funcionais diz respeito ao rigor
matematico das técnicas utilizadas. De fato, todas as manipulagoes sao um
tanto quanto formais e carecem muitas vezesrde rigor matematico. Uma di-
ficuldade que surge muitas vezes concerne o significado preciso da medida
funcional. Em geral admite-se que podemos definir de forma mais ou me-
nos precisa as medidas funcionais quando estamos trabalhando com agoes
Fuclideanas. Isto parece ser verdadeiro pelo menos para algumas teorias.
No caso mais simples de uma teoria escalar Gaussiana este fato pode ser
vislumbrado de imediato. De fato, no espago de Minkowski o propagador
de Klein-Gordon, essencial para definirmos a medida funcional Gaussiana,
possui ambiguidades de carater analitico e necessitamos, por este motivo,

introduzi. uma prescrigio ie (fungdes retardadas, avangadas, etc.). J4 no es-
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paco Euclideano, o propagador resultante pode ser definido de forma precisa
e livie de ambiguidades analiticas. Dito de maneira mais técnica: a teo-
ria satisfaz a propriedade de positividade de Nelson-Symanzik [95]. Grosso
modo, esta propriedade nos garante em que situagoes podemos tratar uma
teoria Euclideana de campos como uma teoria em mecénica estatistica. Ba-
sicamente, s6 podemos usar rigorosamente os métodos funcionais em teorias
que satisfazem esta propriedade. Felizmente, em muitos casos de interesse

temos que a propriedade de positividade de Nelson-Symanzik ¢ satisfeita.

Perspectivas

No capitulo 1 discutimos o grupo de renormalizagdo em um contexto nao-
perturbativo. Fizemos uma nova dedugiio para a equagio exata de grupo
de renormalizagdo [5, 6, 11, 26]. Nesta deduggo utilizamos uma agao efetiva
auxiliar que corresponde a um caso particular da agao efetiva para operadores
compostos [42]. A dedugio que foi feita aqui sugere que talvez se possa
deduzir uma equacgio de evolugdo exata para a acgao efetiva de operadores
compostos. De fato, isto pode ser feito sem maiores problemas e corresponde

a um trabalhs ainda ndo terminado do autor da presente tese. A dificuldade
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que aparece nesse caso nao ¢ a dedugio da equacao de evolugao propriamente
dita e sim em como aplicar a mesma. Apesar de fornecer novas possibilidades
para tratamentos nao-perturbativos, este formalismo é muito complicado em
termos computacionais. Por exemplo, enquanto o potencial efetivo usual
é uma fungido do campo uniforme de fundo {uniform background field), a
generalizacdo correspondente para operadores compostos, o potencial efetivo
para operadores compostos, é uma funcao do campo uniforme e um funcional
de um certo propagador generalizado. Este fato introduz alguns problemas
com respeito a um tratamento analitico eficaz.

Ainda com respeito as equagOes exatas de grupo de renormalizagao, se-
ria desejvel ter equacgdes correspondentes para teorias de muitos corpos, em
particular os sistemas envolvendo muitos fermions. Atualmente existe uma
literatura extensa a respeito do uso do grupo de renormaliza¢ao em teoria
de muitos corpos, principalmente em questtes relativas a teoria do liquido
de Fermi de Landau [39, 40, 41]. No entanto, as construcoes usualmente em-
pregadas se apoiam muito em métodos perturbativos, ainda que no contexto
da versao Wilson do grupo de renormalizagao. Em compensagio existem
muitos resultados rigorosos a respeito (10, 46, 47, 48, 51]. A tarefa de de-

duzir uma equagio de evolugio exata para teorias de muitos fermions nao é
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trivial. Boa parte do problema esta por tras do corte infravermelho natural
da teoria, ou seja, a superficie de Fermi. Em 7' = 0 a teoria & singular na
superficie de Fermi e devemos aproximar a mesma através de uma fungao
de corte suave para obter uma andlise tecnicamente correta. Esta fungio de
corte deve conter um fator de escala através do qual a agdo efetiva devera
depender. E importante observar que em 7' # 0 nio existem singularidades
infravermelhas em um sistema de muitos fermions nao-relativistico como um
liquido de Fermi. Assim, podemos usar em principio a propria temperatu-
ra como fator de escala. Para uma funcio de corte suave podemos utilizar
uma generaliza¢do apropriada da distribuigao de Fermi-Dirac. No caso mais
simples de fermions nao-interagentes a funcao de Fermi-Dirac tende a uma
funcio degrau cujo corte agudo reflete a existéncia de uma superficie de Fer-
mi. Este tipo de abordagem nesses sistemas pode fornecer caminhos melhores
para tratar os chamados sistemas eletronicos fortemente correlacionados, que
tem como arauto o modelo de Hubbard [86]. Por exemplo, pode-se tentar
justificar eventuais relagGes de escalonamento na transicao metal-isolante no

modelo de Hubbard a partir de técnicas de grupo de renormalizagao [66).
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