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RESUMO

Na tese é tratada a questdo da obtengio de infinitos para a distribuicio de proba-
bilidades de transi¢do entre estados iniciais e finais de um dado sistema de particulas
em interacao. Sdo procuradas relagoes entre as constantes caracteristicas do sistema, de
maneira que as probabilidades de transicao sejam finitas.

O modelo estudado envolve um campo escalar, um pseudo-escalar, um campo vetorial
(todos estes reais), e um campo spinorial complexo. Séo considerados todos os termos de
interagao renormalizdveis possiveis que nao violam paridade. Todas as massas e constantes

de acoplamento foram inicialmente consideradas diferentes.



Introducgao

A Teoria Quantica de Campos pode ser vista como uma extensac da Teoria Classica
de Campos e da Mecanica Quantica, basicamente para descrever processos de interagao
envolvendo “objetos quanticos”, que se movem a velocidades comparaveis com a da luz.
Notoriamente, em tais processos o nimero de particulas nio necessariamente € conservado
podendo haver transformagoes muituas entre elas.

Um dos objetivos principais da Teoria Quantica de Campos é a determinacao da
distribui¢ao de probabilidades de tramsicao entre estados iniciais e finais de um dado
sistema de particulas em interagao. Como na majoria dos sistemas fisicos ndo é possivel
dar um tratamento “exato” a essa questao, usa-se entao o método perturbativo, segundo
o qual consideramos a interagio como uma (pequena) perturbagao ao sistema livre, Por
sistema livre entende-se aquele onde nao hi interagao entre as partes.

Entretanto, o método perturbativo apresenta certos problemas de ordem matematica.
O ponto é o aparecimento de divergéncias no cilculo da distribui¢do de probabilidades

de transicio entre estados, em geral mesmo nas primeiras corregoes perturbativas. Uma



das maneiras usuais de tesolver este tipo de problema, aplicivel com certas restrigoes
(modelos renormalizdveis), consiste em redefinir a Lagrangiana do sistema, mantendo sua
forma inicial, porém considerando novos valores para massas, constantes de acoplamento
e norma dos campos. Tal procedimento é conhecido como processe de renormalizacdo, e
as novas constantes caracteristicas, ditas renormalizadas, se obtém somando-se os valor
“simbolicos” originais com os termos divergentes. Faz-se a suposicdo de que os valores
originais nao tem significado fisico (ndo podem ser medidos), e os valores renormalizados
resultantes sao ajustados para reproduzir os resultados experimentais (finitos).

Neste trabalho tratamos do problema da obtengao de infinitos para as probabilidades
de transicdo, mas em vez de renormalizar o modelo, buscamos condigoes sobre as con-
stantes caracteristicas do sistema tais que as probabilidades de transicio sejam finitas
desde o comego (C.G. Bollini e E.S. Cheb-Terrab, [1]).

O modelo estudado envolve particulas de spin 0, 1/2 e 1 (um campo escalar ¢, um
campo pseudo-escalar 7, um campo spinorial complexo 1, e um campo vetorial real A%), e
inclui todos os termos de interagio renornalizaveis possiveis (ver cap. 1) que nao violam
paridade. Mais especificamente, todas as massas e constantes de acoplamento foram
inicialmente consideradas diferentes, e o trabalho consistiu em determinar guais seriam
as relagoes entre estas constantes caracteristicas de modo a nao haver divergéncias nos
calculos a 1 loop. Se compararmos o modelo estudado nesta tese com o do trabalho 1]
mencionado acima, a novidade esta na introdugao do campo vetorial.

Quanto a maneira de incorporar o campo vetorial, a invaridncia de gauge nio foi

imposta a priori, de modo a néao restringirmos os termos de interaciao do modelo, e com a



intencio de checar, nos resultados finais, a possivel obten¢ao de um modelo “sem infinitos”
e com tal invariancia.

E importante mencionar também que o conjunto de campos do modelo ndo pode ser
visto como multiplete supersimétrico de modo algum. Efetivamente, mesmo na auséncia
de campo vetorial, a existéncia de um campo de Dirac (spinor complexo) requereria a
duplicacio do nimero de campos escalares e pseudo-escalares do nosso modelo de modo
a fechar a dlgebra supersimétrica. Este aspecto é relevante visto serem os modelos super-
simétricos os que, por exceléncia, possuem as atrativas propriedades de renormalizagao
aqui buscadas. A vantagem de um modelo nao supersimétrico estaria na liberdade para a
escolha do contetido fisico (campos integrantes), podendo-se com ela aproximar o modelo
da realidade observével, em principio’, tanto quanto desejado.

Por ultimo, devido ao grande volume dos calculos necessarios, e para viabilizar tra-
balhos posteriores, nesta mesma linba ou parecida, foi também objetivo desta tese a
claboragdo de rotinas de computacdo simbdlica em Maple, apropriadas para o problema.

A exposi¢ao do trabalho estd organizada como segue. No Capitulo 1, é feita uma re-
visdo simples do método de quantizagio dos campos escalares?, focalizando a construgao
da matriz de espalhamento (mairiz “S”) e o processo de renormalizacao. Este capitulo
contém de maneira sucinta as bases tedricas do trabalho. O capitulo 2 inclui a apresen-

tagdao do modelo estudado, a reformulagdo do problema através da introdugao de campos

T¥std claro que ndo é para todo modelo que esta solucio para o problema dos infinitos ird funcionar.

2A exposi¢io no capitulo 1 e nos seguintes supde gue o leitor esteja familiarizado com os aspectos

basicos da teoria de campos, assim como com os resultados gerais do formalismo lagrangeano.



auxiliares e o calculo dos propagadores. O capitulo 3 inclui o caleulo efetivo dos primeiros
termos da série perturbativa e das partes infinitas para as func¢bes de Green de duas
e trés pernas do modelo, contendo os resultados principais desta tese. Por dltimo, nas

conclusoes, é feito um balanco geral do trabalho, assim como das suas possiveis extensoes.



Capitulo 1

Bases Teodricas

1.1 Teoria dos campos escalares

1.1.1 Introducao - Campos escalares

Na Teoria Quantica de Campos, um sistema fisico é descrito por uma densidade de
Lagrangiana, que depende apenas das fun¢oes de campo e de suas derivadas. Tal densidade
deve ainda ter um caraier local, ser hermitiana e invariante relativistica.

No caso de particulas sem carga e de spin nulo, o campo serd uma funcao real dos

parametros espago-temporais, ®(z), que satisfaz a equacao de Klein-Gordon,

(O+m?) B(2) =0 (1.1)



sendo O = 9,0% o d’Alembertiano. Quando o sistema é constituido de particulas livres
m serd a massa destas particulas. A eq. (1.1) pode ser obtida aplicando-se o principio da
minima agio [2] 4 densidade de Lagrangiana

1

= 5 (0,2) ("®) - -(x)’ (1.2)

L

1.1.2 Solugao das equagoes classicas do campo livre

Para resolver a eq. (1.1), é util reescrevé-la em representagio de momenta utilizando

a expansao de P:
B(z) = - f P H(p) d'p (1.3)
A equacio de Klein-Gordon ficara:
(p2 - mz) ®(p) =0,
cuja solugiio pode ser escrita como ®(p) = v/276(p? — m?)®(p). Usando esta expressio e

a eq. (1.3) podemos chegar, apos uma integracio em pg, a seguinte expressao para ®(z):

%)= G [ (7 + )

onde definimos

N (p) = ‘i’(‘—P)
¢ (P) - \/2793 (p) - ﬁ‘p; (14)

sendo considerada apenas a 1aiz positiva para a energia pg = /p2 + m=.




Usando a Lagrangiana eq. (1.2), é possivel obter o quadri-vetor momemtum P#{z)

para o campo escalar real de sua definigao:
PH(z) = ]T”O(x) d*x, (1.5)

onde T(z) é tensor de energia-momemtum dado por

AL
#z) = e — g"'L 1.6
Apbs alguns cdleulos diretos teremos:
=< [F (0 @+ @) ) ) (1.7

e, lembrando que
Mp) (@)~ () ¢ @) = [ ), (p) | =0
o resultado 1.7 pode ser reescriio como:
pr= [ ) o (p) d'x (1.8)

No contexto de uma teoria classica, a quantidade ¢ (p) ¢ (p) pode ser interpretada como

densidade de particulas sem carga, de spin nulo, massa m, momentum p e energia po > 0.



1.1.3 Quantizacido do campo escalar

Podemos dizer que o processo de quantizagiao em Teoria de Campos se d4 de maneira
andloga ao que ocorre em Mecanica Quéntica. A diferenca fundamental estd no fato de
que Teoria de Campos lida com sistemas de infinitos graus de liberdade.

No contexto da mecanica quantica, a quantizacio de um sistema é feita mapeando-se
coordenadas e momenta generalizados em operadores lineares e utilizando o Principio da
Correspondéncia. Este afirma que ao paréntese cldssico de Poisson entre duas varidveis
corresponde o comutador quintico entre os operadores correspondentes, dividido pela

unidade imagindria 7. Podemos resumir o esquema de quantizacio como o que leva:

{qi’ pj}cla.ss - 6"'5 = [QZ(t): pj(t)] = 1 61’.j

¢ ¢ JUE e (p), ¢t —

{c7(p), " (P)}a 1 = [ (), ") o)
{¢i, Gi}etass = 0 = la:(t), ¢;(8)] = O

{pi, Ditctass = 0 = [pi(t), p; @) = O
onde i € § variam de 1 a N (ndunero de graus de liberdade do sistemna), e ¢ e p & direita
dos sinais de implicacao representam operadores.
Este esquema de quantizacio pode ser estendido ao caso de sistemas com infinitos
graus de liberdade se as fungbes de campo em cada ponto do espago-tempo sdo0 vistas
como coordenadas generalizadas independentes; isto é, se considerarmos a dependéncia

funcional como um indice (continuo). Neste caso, as relacbes de comutacdo entre as



vanriaveis @, I, ¢t e ¢, onde I é 0 momentumn candnico associado a

oL
0668 = 586, 0

podein ser obtidas através de generalizagdes das equagdes (1.9), basicamente substituindo-
se os indices discretos por indices continuos. Estas relagbes de comutagio também podem
ser obtidas diretamente dos parénteses classicos de Poisson, substituindo-se derivadas
comuns por derivadas funcionais [3]. Qualquer que seja o caminho, no caso de um sistema

descrito por varios campos independentes ®.(x, t), obteremos:

[®,(x, 1), Duoly. 1)] = 0

[M(x, t), We(y, )] = O

[®,(x, t), My, )] == 6. 8 (x—~y)

7 (p), ei{a)] = 6 (P~ )

Os operadores ¢™ e ¢~ sio chamados respectivamente de operadores de criagéo e de
aniquilacio, e quando aplicados a um estado de 4-momentum definido K, geram um
outro estado de 4-momentum K + p, onde p? = m2. Podemos entdo considerar ¢* como o
operador de criagdo de uma particula de 4-momentum p e massa m (p? = m?), enquanto

que ¢~ representara o operador de aniquilacao da mesma particula.



1.2 Sistemas de particulas em interacao

1.2.1 Teoria perturbativa - Matriz S

Os processos de interacao entre particulas quanticas relativisticas podem ser estudados
através do método perturbativo, desde que a intera¢io possa ser considerada como uma
pequena perturbagao ao estado livie do sistema. Nestes casos, estados iniciais e finais
poderam ser relacionados entre si por meio de wm operador S, expresso como uma série
de poténcias nas constantes de acoplamento (série perturbativa). Nos modelos fisicos reais
nem sempre se verificam esses pressupostos. Por exemplo, na Cromodindmica Quantica
hé o problema da inexisténcia de estados livres para os quarks e gluons[2].

O modelo que consideraremos neste trabalho sera tratado no contexto da teoria per-
turbativa usual. Estaremos supondo portanto que nao havera problemas com o compor-
tamento assintdtico da série S e nem com a defini¢io do estado livre do sitema.

Para construir o operador S, consideramos inicialmente um sistema de particulas
livres, cujo estado é descrito por um vetor de estado | (t) ), em representaciio de mimeros

de ocupagio. A equaciio de Schrodinger para este sistema é dada por:
.0
i Le(t) )= Hol o(t) ) (1.10)
onde Hy é o hamiltoniano. A solugdo formal desta equagiio pode ser escrita como
| @(t) ) = [ @) (1.11)

10



sendo | ® ) constante. Ao introduzirmos interagdes entre as particulas, o hamiltoniano
mudaré, assim como os vetores de estado a ele associados. Sejam entdo H e | o(t) )
respectivamente o hamiltoniano total e o vetor de estado para o sistema com interagdes,
que serdo consideras pequenas perturbagbes ao estado livre. Podemos entdo escrever
H = Hy+ V, sendo Hy o hamiltoniano do sistema livre e V o operador que contem
informagées sobre as interagbes. Nos casos de interesse fisico, este operador coincide, a
menos do sinal, com a Lagrangiana de interagdo L. A equacio de Schrodinger para | ¢(t) )
ficara entao:
a8
izg | )= (Ho+H) | ¢(t) ) (1.12)
A solucgdo da eq. (1.12) pode ser escrita como uma generalizagdo de (1.11) com | )

dependendo do tempo, ou seja
| ¢(t) ) = e | B(t) ) (1.13)
Substituindo a eq. (1.13) em 1.12 teremos
X
L) = v [#0) (1.14)

onde
é o operador V em representagio dita de interagao.
Consideremos agora os vetores | ®(¢) } e | ®(t + 8t) ), definidos em dois instantes

infinitesimalmente préximos. Usando a eq. (1.14) é simples verificar que

| ®(t+6t) ) = (1 —iV(£)t) | (1) )= eV} B(¢) )

11



do que pode concluir-se que, se tomarmos dois instantes arbitrarios t; ety (ty > t:), ento,

P o(ty) ) = (ﬂ 8‘""%“"”“) | ®(t:) ) (1.15)

t
onde JJ indica o limite do produto das exponenciais, tomadas entre todos os intervalos

jnfinitesimais entre os instantes ¢; ety. Se V(t) comutasse com V(") (t et sendo dois

instantes gquaisquer), poderiamos substituir o produtério por

exp (4 ff V(t)dt)

no entanto nio é este o caso, e devemnos entdo manter a ordem temporal do produtério.

Escreveremos entdo a eq. {1.15) na forma simbdlica

| (ts) ) =T exp (—if: V(t)dt) | ®(¢:) ) (1.16)

onde T é o operador de ordenacio cronolégica, isto é, representa a manutengio da or-

dem cronolégica no caleulo da exponencial acima através de série de poténcias. Mais

concretamente, definimos a atuagio do operador T' como
T (V(ty) ... V{E) )=V {t:) V{I;) ... VI(t) V(L), >t > >

e chamaremos a expressao T { V (¢1)...V (t,) ) de T-produto dos operadores V(t1)...V (tn).
Considerando t; = —oo, ¢ = oo e escrevendo o potencial de interago V (¢) em fungio

da Lagrangiana de interacio L(t), podemos obter a partir da eq. (1.16):

| #(o0) } =5 | $(—00)) (1.17)

onde definimos a matriz de espalhamento:

S=T exp (i /°° L(t) dt) (1.18)

12



Assim, se antes de ocorrer as inferagdes o sistema encontrava-se num estado inicial
| ®(—o0) ) caracteristico de particulas livres, entdo a amplitude de probabilidade de
transigio para o estado final | ®(co) ) {outro conjunto de particulas livres) sera dada pelo

elemento de matriz

Sp={ ¥(o0) | S| ®(~00) )

Expandindo a exponencial da eq. (1.18) em série de poténcias obteremos:

o g [ [ [t ()

que é justamente a série da qual falamos no inicio desta segao.

1.2.2 Funcoes de Green, propagadores e integrais divergentes

Ao caleular os elementos da matriz S surgem certas expressoes de fundamental im-
portancia fisica e matematica, chamadas de fungbes de Green de n pernas. Tais fungdes
sio representadas genericamente por 7(z1, %2, ..., Z,) €, no caso de um sistema de particu-
las livres (campo &) sdo dadas pelo valor esperado no vicuo do T-produto de n operadores

de campo:
(21,22, @n) = { 0] T ( B{x1)...0(zn) )1 0 ) = ( T®(zy)...9(z,) Yo

Define-se o funcional gerador das funcdes de Green de um sistema de particulas livres
comio {4]:

710 = N/exp{ i/(Lo—i— 1®) d'z } D®

13



onde J é uma funciio arbitréria, N ¢ um mimero cujo valor é irrelevante (possivelmente
infinito) e Lo representa a densidade de Lagrangiana dos campos. O caso de interesse

ocorre quando Ly € uma forma quadratica:
1
L(] == -"i (P.A‘I),

onde em geral A é um operador diferencial. Neste caso, é possivel realizar a integracao

em ¢, obtendo-se:
Z[J] = N exp{ —% / J(@)D (s — y)J (y) dzd'y } (1.20)
onde a funcio D(x — y) acima é o propagador procurado, o qual por sua vez satisfaz:
A(z) D(z —y) = §'(z —y)

Visto A ser um operador diferencial, costuma-se escrever o propagador em representagao

de Fourier:
d4p .
Diz — y) = ~ip(z—y) A—1
(x —y) @) (p)
No caso do campo escalar, por exemplo, A = — (0 + m?) e o propagador é dado por:
44 ~ip(z-y)
Dz —y) = £ :

@m}t p?—m?
Utilizando o resultado (1.20), é possivel definir também o funcional gerador para as ditas

funcées de Green conezas' como [4]:

WiJ] = / J(@)A Y 2)d (z) d'z

1As funcdes de Green conexas sdo aquelas que surgem ao calcularmos os elementos nao-diagonais da
matris § e sio relacionadas diretamente ao processo de interagao. JA as desconexas estdo relacionadas

ao movimento independente de particulas e nio sfo de interesse pratico.

14



Esta expressao para W [J]| pode ser reescrita como segue:
WiJ]= /J(m)D(x — ) J{y) dizdy (1.21)

Do ponto de vista mateméatico, os propagadores pertencem & classe das fungoes im-
préprias, ou distribuigbes. Estas ndo sao definidas por relagbes entre seus valores e os
valores de seus argumentos, mas através das regras de integracao de seus produtos com
funcoes regulares. Por outro lado, as regras de integragio para os produtos de distribuigoes
entre si nao sio definidas a principio, e produtos deste tipo aparecem de maneira cres-
cente na medida que avancamos na série perturbativa. De um modo geral, podemos dizer
que esta é a origem das divergéncias que aparecem na série perturbativa. Como exemplo

simples disto, consideremos o modelo A¢*:
1 2 3
L=-g¢(0+mi)e+re
No termo de segunda ordem da série perturbativa da matriz S surge a expressao

]fqﬁ(a:)qﬁ(y) : (( Te(z)e(y) Yo 2) d*zdy

O quadrado do T-produto acima pode ser desenvolvido como:

(Te(z)g(y) Yo® = ~(D(z—y) )" (1.22)

1 — i g _ 1] '
= G [T AG) A dpd'y

4
_ (2711-)4 ]e—ik(m—y) (/A(p) A(p — k) (;;;4) ik

onde



A integral entre chaves,

1 d*p
(P2 —mE)[(p — k)* ~-m?] (2m)*

é divergente, j4 que o integrando nao vai a zero suficientemente rapido na regizo de grandes
valores do médulo de p, resultando num valor infinito para { To(z)d(y) Yo 2

O método que sers utilizado para tratarmos destes tipos de produtos é o da regu-
larizacio dimensional. Basicamente, este método (assim como outros semelhantes [2])
é uma prescricio para dividir em duas partes, uma finita e outra infinta, as integrais
divergentes obtidas como resultado de produtos de propagadores. A parte infinita nao
apresenta a principio significado fisico concreto. De fato, a construgio axiomética da
matriz S mostra que os requisitos de causalidade, unitariedade, invaridncia relativistica e
principio da correspondéncia nio sao suficientes para determinar a forma do integrando
nas integrais 4-espaciais da matriz S$[2}. Mais concretamente, é possivel somar & densidade
de Lagrangiana de interacio operadores “quasilocais” A=z, g,...2n), diferentes de zero
somente quando todos os seus argumentos coincidem, os quais podem ser usados para

eliminar as partes divergentes da série perturbativa.

1.2.3 O processo de renormalizacao

Uma vez que é possivel somar operadores quasilocais & densidade de Lagrangiana de
interacio, pode-se pensar em uma densidade de Lagrangiana renormalizada, dada pela

soma da densidade inicial (Lg) com uma série de operadores quasilocais. A forma mais

16



geral desta série é dada por [2]:

=1
qu = Z -?;? /Aﬂ(ml,xg, ...xn)dxld.rg...dxn (123)

n—=2

De um modo geral, a idéia da renormaliza¢io tem como pressuposto o fato de que a se-
giiéneia Iy tem a mesma estrutura da densidade inicial Ly. Neste casos dizemos que o
modelo é renormalizdvel. A densidade renormalizada I r = Lo+ Lg corresponderao novas
expressdes (“renormalizadas”) para as massas, constantes de acoplamento e norma dos
campos. Estas expressdes renormalizadas dependerdo obviamente dos termos considera-
dos em Ly. A escolha correta dos operadores quasilocais pode entdo tornar finita a série
perturbativa, e com isso a expressio da matriz de espalhamento.

E interessante notar que o fato dos operadores A serem diferentes de zero somente
quando todos os seus argumentos coincidem faz com que Ly seja um operador local, pois
as integrais na eq. (1.23) desaparecem.

Devemos ainda assinalar que a identidade entre a estrutura de Ly e a densidade de
Lagrangiana inicial Ly ndo ocorre para qualquer modelo tedrico, em cujo caso o processo
de renormalizacio nio se mostra suficiente para eliminar as divergéncias da série pertur-
bativa. Nesses casos, néio é possivel obter uma expressao fechada para a densidade de
Lagrangiana efetiva Lo+ Ly. Sem entrar nos detalhes formais da questdo, podemos dizer
que uma das caracteristicas facilmente identificiveis dos modelos renormaliziveis mais
comuns em guatro dimensées, é que os termos de intera¢do nao contém poténcias supe-

riores a quatro nos campos escalares e vetoriais (como é o caso do modelo a ser tratado

nesta tese).
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Como exemplo, introduzindo a densidade de Lagrangiana renormalizada L = Lo+ Lg

na expressao da matriz S - eq. (1.19) - teremos, até o terceiro termo, mun caso geral:

S = 1+1’/L(:c1) dx, +E§[{ T ( L{z)L(zy) ) ~ iAo(zy, 29) } daiday
+§! JET (E@0) L) L(ws) = 3iL(a1)Aa(ws, 30) )
—Aa(zy, 29, 23) } dzydaadzs + ... (1.24)
Na expressio acima, Ag serd utilizado para remover as divergéncias nas corregoes de um

loop as fungdes de Green de duas pernas (os propagadores), enquanto que Az fard o mesmo

papel em relagio s corregies de um loop s fungdes de Green de 3 pernas (os vértices).

1.3 Campos auxiliares

A introducio de campos auxiliares numa Lagrangiana pode ser itil na medida em
que resulte em termos de interagio mais simples do que os originais. Uma caracteris-
tica geral destes campos é o fato deles ndo terem dinamica: a Lagrangiana nao contem
suas derivadas. Pode-se dizer entfio que os campos auxiliares ndo tém significado fisico
conereto, ou seja, nio representam particula alguma.

A titulo de exemplo, consideremos o modelo Ag™:
1
L=——§¢(D+m%)¢ﬂ~,\¢4 (1.25)

Nio é dificil ver que esta Lagrangiana pode ser reescrita com o auxilio do campo auxiliar

F, em interacio com ¢, conforme:
1 1
Lz__2¢(m+m§)¢+—21r2+\/2/\ F¢? (1.26)
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Efetivamente, é possivel reobter a Lagrangiana original se removermos F na expressao

acima utilizando sua equagio de movimento:

Z—i;mo::\/zmMF =  F=-vV2\¢? (1.27)

do que se conclui que os conteidos fisicos das densidade de Lagrangianas (1.26) e (1.25),
a0 menos classicos, sao idénticos.

Esta equivaléncia também ocorre no dmbito da Teoria Quintica de Campos devido
ao fato destes campos gerarem integrais gaussianas na fun¢io de particado do sistema,
podendo portanto ser eliminados através de integracdes simples [5] reobtendo-se a La-

grangiana, original.
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Capitulo 2

O modelo

2.1 A Lagrangiana, seu conteddo e caracteristicas

0O modelo estudado nesta tese contem trés campos bosdnicos: um campo vetorial, 4,
um escalar ¢ e um pseudo-escalar 7 - estes trés campos sem carga; e um campo de spin
1/2 carregado ¥.

A densidade de Lagrangiana considerada é constituida basicamente de termos cinéticos

¢ de massa para os campos, ¢ de todos os termos de interagiio renormalizdveis possiveis!,

1 Renormaliziveis deacordo com a prescri¢éio dada no capitulo anterior, e excluindo termos de interagado

que contenham derivadas dos campos ou violem paridade.
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sendo dada por:

1 , 1 1 1 .
L= — Fub™ - _2¢(D+mf)¢_ —zn(D+mg)n+—§m§A“A”+\P(z b—M)¥
+g160C + gonUys¥ + g36° 4 9460 + 9507,V A* + gsp A" A, — ed*AYA,

A Ay — Mgt — Nt~ N'p?¢? — aA,AMA, A" (2.1)

onde = YO e Fyy, = 0,4, — 8L A,.

A interagéio entre o campo espinorial e o escalar (g ¢¥ ¥) representa o acoplamento de
Yukawa [5], enquanto que entre ¥ e 7 temos um acoplamento semelhante ao que descreve
a interacdio entre pions e nucleons no modele de Yukawa [2]. J4 a interacio entre os
campos vetorial e espinorial é semelhante & que ocorre no caso da QED. Entre o campo
vetorial e o escalar temos um acoplamento analogo ao que ocorre quando considera-se A,
como campo de gauge no modelo A®% O acoplamento gg$A”A4,, no entanto, ndo possui
andlogo em modelos nos quais o campo vetorial é tomado como campo de calibre. O termo
cinético relacionado ao campo vetorial é dado por —(1/4) Fj,,, F'*”. Este termo é conhecido
como a Lagrangiana de Maxwell, sendo invariante por transformacdes de Lorentz e de
calibre.

Todas as 12 constantes de acoplamento do sistema sdo consideradas arbitrarias, as-
sim como as massas associadas aos campos. O modelo possui portanto um total de 16
constantes caracteristicas, todas independentes entre si.

Nosso objetivo foi buscar relagoes entre estas constantes, de modo a eliminar a renor-
malizacfio infinita s massas ¢ constantes de acoplamento. Isto poderia ser feito tomando-

se diretamente a Lagrangiana dada naeq. (2.1), mas o fato de haver poténcias quartas dos
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campos nos obrigaria a trabalhar com divergéncias superpostas, “o maior problema para
se provar a renormalizabilidade” [4], o que tornaria o problema extremamente complicado.
Para evitar tais problemas, optamos por introduzir campos auxiliares, que eliminam as
poténcias quartas dos campos. O uso dos campos auxiliares também permite associar um

ntimero tnico de loops a cada termo da série perturbativa, como veremos adiante.

2.2 Os campos auxiliares do modelo

A parcela —eg?APA, — g APA, — Mgt — Xt — 2 247 — a A AP A LAY da Lagrangiana
inicial - eq. (2.1) - serd reescrita introduzindo campos auxiliares ', G, H, K, S, e V..

Basicamente, trata-se de fazer as seguintes substituicoes:

~agt o o Fef+ SF?
Xt e G+ 6
—)\anrﬁwz — ¢3 Hng + %Hz
—aA AP ALAY = ey KAGAT + K2
—eg?AYA, — o5 pA,SH -+ L5,5F
—qPATA, - cg nALVE + —%VpV“
Os valores das constantes c;, ..., cg 520 determinados como feito no capitulo anterior para
o modelo A¢?, de modo a poder-se reobter a Lagrangiana original através das equagOes

de movimento para os campos auxiliares, resultando em:

cy = VZ)., Ca = 2)\’, Cg =

QA"
ey = V2a, s = V2, e = V4

b

(2.2)

22



Sk = QepAH, G = 2\'%? H = 2\"n¢,
(2.3)
VE = 2qnA*, F = 2x¢2%, K = 20A,A°

Escrita em termos dos campos auxiliares, a Lagrangiana inicial ficara:

1 1 1 1 1 1 1
L = ——FL 4 =FP4 =G>+ —H*+ ZK*+ 8,8 + —

1
VY — g (O 2) &
it Ty 2 7 2 2 5" 2"5( +mi) g

1 1 — o _ .
—5m (O +m)n+ -5miA,AL 4+ T (16 — M) ¥+ 91T + gynT75¥ + ga¢”
+-g4dn® + 9507, UAP + ged A Ay + ¢ F* + ¢y Gn? + ¢s Hnd + ca K ALA

+c5 ¢AMS'U' -+ cg ’.F]Aﬂvﬂ' (2.4)

2.3 Calculo dos propagadores

Como foi visto na se¢io 1.2.2 do primeiro capitulo, dado um sistema de particulas
livres representadas pelo campo ¥, cuja Lagrangiana possa ser escrita como uma forma

quadratica,

PA®, (2.5)

onde A é um operador diferencial, entdio o propagador do campo livre, representado por

D{(z — y), pode ser escrito como

d.4p

i (2.6)

D(z—y)= /6~t’p(m-y)A—l(p)
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onde A7Y(p) é a transformada de Fourier do operador inverso de A. No nosso modelo, ¢

e A sao dados por:

& —(O+m?) 0 0 0 0 0
n 0 — (0 + mi 0 0 0 0
Ia 0 0 1 0 0 0
b = A =
¢ 0 0 0 1 0 0
H 0 0 0 0 1 0
LK 0 0 0 0 0 1

e portanto, usando a eq. (2.6), teremos:

4
Diz—y)= '/fip(w“y)A(p) (;734

sendo A(p) a matriz dos propagadores em representagac de momenta:

4= 0 0 0 0 0
1
6 o6 1 0 o 0
Ap) = (2.7)
6 © o 1 0 0

0 0 0 0 0 1

4

Consideremos agora o campo vetorial A,. A parte de Lo relacionada a este campo serd

representada por L((,A):
1 1 5

A) _
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reagrupando alguns termos, podemos reescrever esta expressao (a menos de uma derivada,

total) como [5]:

L$h=%Ap@W@f+wﬁ)—&wﬂAy (2.8)

Entretanto, no nosso modelo consideramos que as componentes de A, satisfazem?:

FA4,=0
de modo que a eq. (2.8) ficara:
1
L = 4 [ ¢ (0 + m}) | 4, (2.9)

que nos levara 3 seguinte expressdo para o propagador do campo A,:
AW — 9w (2.10)
p :

Para o campo S, o procedimento é semelhante. A parcela de Zg relacionada a este campo

serd representada por Lés):

1
L@ziam
o que nos dard para o propagador de S,
Aff,)(p) = Guv (2.11)
Analogainente, para V, teremos
A(p) = g (2.12)

2Ao impor esta condigiio, reduzimos o numero de componentes independentes do campo vetorial
de quatro para trés, de modo a descrever cotretamente uma particula de spin 1. As trés componentes
independentes estario relacionadas aos trés valores possiveis da componente do spin sobre um determinado

eixor -1, 0, e 1. Além disso, esta condiciio nos garante que a energia do campo A, seréd definida positivaf2].
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Para o campo fermidnico o raciocinio é analogo (a introdugédo de variaveis anti-comutativas

torna os célculos um pouco menos diretos) resultando em:

_yp+M

)
A™(p) Ry

(2.13)

para o propagador em representacao de momemta.

26



Capitulo 3

Auséncia de renormalizacao infinita
as massas e constantes de

acoplamento

Q contetido deste capitulo é dividido em trés se¢des: na primeira ¢ feito um estudo das
func¢des de Green de duas pernas, sendo determinadas as rela¢oes que deverao ser satis-
feitas pelas constantes do modelo de modo a garantir a auséncia de renormalizagio infinita
s massas. Na segunda secio sao tratadas as funcdes de Green de trés pernas, obtendo-se
condi¢bes que garantam auséncia de renormalizacio infinita as constantes de acoplamento
do modelo. Finalmente, na terceira secio é discutida a questiio da renormalizacio infinita

4s normas dos campos.
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3.1 Correcoes infinitas até 1 loop as funcoes de Green

de duas pernas

De acordo com a eq. {1.24), a expansdo da série perturbativa até o segundo termo é

dada por:

2'2
S5 = 1+ 3[L($1) dIL -+ *é”/{T( L(Q&'l)L(Ig) )— ’iAg(Il,Ig)} dm1d$2
3-3
5 1T (1) L) Las) = 3iL(2) Aaloa, 24) )

*Ag(a’!l, Ty, .T';)} d$1d$2d$3 “+ ... (31)
onde L(z;) representa a densidade de Lagrangiana de interagéo, no nosso caso dada por:

L(z) = g16TT + gon¥ys® + ga¢® + gadn® + g5 Ty, T AP + geg AP A, + ¢ Fo

tep Gt +e3 Hyp + ey KALAP +c5 $A,S" + g ALV (3.2)

A parte infinita das corregbes a 1 loop para as fungGes de Green de duas pernas ¢ obtida
a partir da parte divergente de T { L{z)L(y) ), presente no terceiro termo da série pertur-
bativa. Por sua vez, essa parte pode ser obtida a partir da expanséo de 1" ( L(z)L(y) ) via
teoremas de Wick [2], tomando-se apenas as parcelas proporcionais aos produtos normais
de dois campos.

Por exemplo, o termo T ( [g3¢3(z)][g3¢°(v)] ) produzird um termo proporcional a
. ¢(z)ply) :, dado por 18¢3( Té(x)¢(y) Jo 2. O fator 18 é chamado fator estatistico,

e est4 relacionado ao niumero de maneiras em que ¢ possivel construir : ¢(x)é(y) :
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g3 To(x)é(y) Yo 2 a partiv de T ( [g36*(x)]lga6%(¥)] ). O termo ¢(z) que fard parte
do produto normal pode ser escolhido de 3 maneiras diferentes no produto gzé®(z), o
mesmo correndo com ¢(y) em relagio ao produto gs¢*(y). Escolhidos os termos ¢(z) e
¢(y) que fardo parte produto normal (hd portanto 9 modos de se fazer isto), restardo
os termos g3d(z)d(z) e g3d(y)d(y), que deverdo ser contraidos entre si, de modo a pro-
duzirem g2( Té{z)é(y) o 2. HA duas maneiras de se fazer isto: o “primeiro” ¢{z) do
produto gz¢{z)¢(x) pode ser contraido com o “primeiroc” ou com o “segundo” ¢(y) de
g39(y)d(y). Ficamos entdo com um fator estatistico 9 x 2 = 18.

Havendo campos fermibnicos, este fator estatistico deveré ser multiplicado por {—1)?,
onde p é a paridade das permutagtes a que estes campos ficardo sujeitos no processo de
arrumd-los, a partir da ordem inicial, até a ordem em que aparecem no termo considerado.

Tomemos entdo a soma dos termos de T ( L(z)L(y) ) proporcionais aos produtos nor-

mais de dois campos (fungdes de Green de duas pernas):

: 0(2)dy) (& ( TAL2)A,() Jo ( TS*(2)S"(y) Yo )
+ : @lz) () - ( 1863 { T&(2)e(y) o 2 )
+ 1 ¢(2)e(y) 1 (4 ( TF(2)F(y) Yo { To(2)(y) o)
+ : p(@)ly)  ( 262 ( Tu(z)n(y) o * )
+ 1 @(@)d(y) : (& ( TH(@)H(E) o ( Tn(=)a(y) o)
+ : d(@)dy) : ((0F ( TE(2)r(H) Yo { TU:(2)Te(y) Jo )

+ () ply) 1 { 208 ( TAu(z)AL () Yo { TAM(2)A"(y) Jo )
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cn(zyn(y) - (& (TAL2)AL(¥) Yo ( TVH()V(Y) Jo )

cn(z)n(y) - (46 { TG(2)G(y) Yo { Tnlz)n(y) Yo )

snl@)n(y) (& ( TH(@)H(Y) Yo { Té(2)d(y) Jo )

(@) (o)« (9203s)7 (3s)P TOL(2)To(y) Yo ( TY;(2)Tk(y) Jo )

sn(z)n(y) : (492 { To@)oly) Yo { Tn(z)n(y) Yo )

L Au(e)Au(y) s (B (To(2)o(y) o ( TSH()S*(y) Jo )

L AL(@)Au(y) (@ ( Ta(=)n(y) o { TVE(=)V*(3) Jo )

L Au(2)Au(y) ¢ ( 4ek { TK(2)K(y) Yo { TA*(@)A*(y) do )

: Au(@) A () : (GBI ()R { TR()0iy) Yo { TO5(2)Ty) Do )

: Au(2)Au(y) : (492 ( To(2)6(y) Yo { TAX(@)A*(y) Yo )

L SH(2)S (y) : (& ( To()o(y) Yo { TAu()AL(H) o )

VAV (y) 5 (G { Ta(z)n(y) do { TA()Au() Jo )

L G(2)G(y) - (265 { To(z)n(y) Jo )

L F(x)F(y) < (26 ( To(z)b(y) Jo %)

P K(2)K(y) : (265 ( TAL(2)Au(y) Yo { TA*(2)A”(y) Jo )

L H(2)H(y) : (& { To(2)8(y) Yo { Tn(z)n(y) Jo )

L Ti(2)Uk(y) (GBI (T A 2)Au(w) Yo ( T;(2)¥u(y) Yo )
) (93 { T(@)(y) o { TW:(@)Tu(y) Jo )
)+ ( GBrs) (1) T(ayn(y) Yo { TEH@)Ty) Yo )

LU (@)ily) : (B (TAR)A) do { TE(2)¥uly) Yo )
(ot

g} { To(@)d(y) Yo ( TE5(z)¥w(y) Jo )

:\I’(a: Uiy

c U () Wr(y

R\ (x)\I’k(y
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+ U@ W(y) < ( 95(15)9 (1) T(@)n(y) Yo ( TTL)Wu(y) Yo )
+ 1 F(2)¢(y) : (126195 ( To(x)é{y) Jo * )

+ :¢(@)G(y) : (4eaga ( Tr(2)n(y) Yo )

+ : AM@)y) : ( 9195(0) T TEL2)Wi(y) Jo ( T (@) Tu(y) o )
+ :6(2) A () : (9195(7") I TE()W(y) o ( THi(@)Tu(y) Jo )
+ n(x)H(y) : ( 4eaga { Te()e(y) Yo ( Tn(z)n(y) Jo )

+ K (@)¢(y) : ( 4eages (TAL@) A (1))ofT A(2) A" (y))o)

= A(2)S,(y) : (desgs (TH()d(y))o(T AM(@) A" (y)}o)

+ 2 o(@)n(y) : (91920307 { TH(2)Wuly) o { T¥:(2)Tu(y) )o )

+ 0(2)6() : (9201 (35)7 ( TU2) V() Yo ( T(2)Ti(y) Jo )

@A) (9195007 TEEDE) o { TH()E4(w) Do )

O céleulo dos produtos de propagadores que aparecem acima ¢ feito na primeira parte do
apéndice B. Substituindo entao os resultados desse apéndice nestas expressdes e somando
apenas as partes infinitas dos resultados, teremos a parte divergente de 7T ( L{z)L(y) )
relacionada as funcoes de Green de duas pernas. Nesta parte havera termos que geram
a renormalizacdo das massas associadas aos campos, enguanto que outros termos estarao
relacionados A renormalizac@o das normas dos campos (estes serdo estudados na tiltima
secao deste capitulo). Para os termos que geram renormalizacao das massas temos:

T( U@Ly )0 = {:6(2)é(y) : (120263 — dctm? — cBm3 — 18¢3 + 4ckmf —
203 + 895 )+ : n(x)n(y) - (4ckmd — defm] — chmi — 4g3M* — 497 ) — 16cags : K(2)¢(y) :
£ A @)A(y) (408 — cm? — cBmd + 4ckmd ) + ol ¢ S,(2)S(y) ¢ b 1 V@)V P(y) -
~2¢ : G(x)G(y) : ~6gzcr : Flz)d(y) : —2¢} : F(2)F(y) : ~8c] : K(z)K(y) - —3
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 H(z)H(y) : ~dosga - n(z)H(y) « + 2 Ta(2)Wi(y) : M (493 - o7 ~ g8)" + : T;(2)T(y) :
M (g2 + g2 — 49D)" — 4cpgs ¢ ¢(2)C(y) : —6c1gs : ¢(2)F(y) : +desgs : Afz)S*(y) 1}
sy 5z —y)

(3.3)

onde ¢ é o pdlo das fung¢bes gamma quando a dimensao tende a 4, caracteristico do processo
de regularizacio dimensional utilizado. A soma dos termos relacionados & renormalizagao

de normas dos campos ¢ dada por:

(inf) T i a o fi @ ) i 8 ik
T ( L{z)L(y) )normas: {: Wi(a)Pe(y) - 95")’ 2 6‘ Te— N '2")’55 — 8275 ‘2")’55 s

+ 1 Au(x) AL (y) - l: 3 (Bi# Bi,, — g“"l_—_lx) :l + : o{x)e(y) : (Qg%l:lz)) — 1 p(z)nly) - (Zggﬂm)

, , ki .
+ 1 T(x) Trly) : [g’f (2 88 ) + 9575 (27 88 )75 — gav* (%v-%) ’yu} } szrﬁ §(z-—-y)
(3.4)

sendo que esta parte serd estudada na dltima se¢do deste capitulo.

3.1.1 Condicoes para auséncia de renormalizacao infinita as

massas

De acordo com a eqpritres, a contribuicao divergente do termo T' ( L{z)L(y) )5::;2 s

a matriz de espalhamento S ¢ dada por:

= ‘% [T (L@ LW ., dad'y =i [ ALV (@) d's

S parte relacionada
a T(L(@) L) il

A integracio realizada acima é bastante simples devido & presenga da funcgao delta em

T( L(z)L{y) ymD 0 termo ALY (z) pode ser visto como um contra-termo a ser so-

1ASSaAs”
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mado a L(z), na expressio da matriz de espalhamento. Sabemos no entanto que para
que um modelo seja renormalizdvel é necessario que os contra-termos tenham a mesma
forma dos termos da densidade de Lagrangiana inicial [4]. Deverdo ser nulos, entdo, tam-
bém os coeficientes das fun¢ées de Green de duas pernas nao semelhantes aos termos da

Lagrangiana original; isto é, a seguinte parcela de ALD:
112: F(z)¢(x) : gacr + 4 : ¢{z)G(z) : gaco + 4 : n(x)H () : gacz + 16 : K(:r)q)(m) : g6Cq
—4: A (x)8¥(x) : gscs }(Th%)—g—e resultando em
g3, = gaC2 = g6Cq4 = geCs = 0 (3.5)

Introduzindo os resultados acima na eq. (3.3) e impondo a anulag@o dos coeficientes dos

produtos normais chegamos as seguintes relagdes entre as constantes do sistema:

Cl=62263164xc5:(36=0 (36)
M (495 —gi—93) = 0

4 g2 M?4g2 = 0 (3.7)
993 + g5 — 697 M* — 458 = 0

g6 = 0 (3.8)

As relagBes (3.6) garantem a auséncia de renormalizagdo infinita s massas dos campos
auxiliares. Estas relacdes sdo de interesse pratico para nossos calculos, pois implicam

em que todas as condicdes da eq. (3.5) sio satisfeitas automaticamente. As equagtes
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do sistema (3.7) asseguram que as massas renormalizadas dos campos fisicos (menos o
vetorial) serdo finitas. A eq. (3.8) deve ser satisfeita se quisermos impor a auséncia de
renormalizacio infinita 4 massa do campo vetorial’. As egs. (3.5) a (3.8) serdo utilizadas
apbs caleularmos as corregoes infinitas as funcGes de Green de trés pernas, o que é feito

na secao seguinte.

3.2 Correcoes infinitas até 1 loop as funcoes de Green

de trés pernas

Nesta secao serd calculada a parte divergente do T-produto T'( L(z)L(y)L(z) ), rela-
cionada com a renormalizacao infinita as constantes de acoplamento. Esta parte é obtida
expandindo 7' ( L{z)L(y)L(z) ) (teoremas de Wick), e tomando apenas as parcelas pro-
porcionais aos produtos normais de trés campos.

Os loops cujas linhas internas sfo do tipo ¢¢, nn ou A,A, nao produzem ftermos

divergentes, pois a integral

/ 1 @
r
(m? — p?) [m3 ~ (0 + k)2 [m§ — (p + &k + ¢)%]
que é envolvida em tais loops, é convergente, como é mostrado no apéndice A {(eq. A.26).

De modo que estes termos nio precissain ser tidos em conta ao longo do cdlculo. O mesmo

1Como veremos na segao seguinte, a condigho (3.8) resultaria na auséncia de termos de interagdo

envolvendo o campo vetorial e por isto nao sera imposta.
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acontece com os loops cujas linhas internas resultam em integrais do tipo

Pi(py)
/ (m} — p?) [m3 — (p+ k)?] [m% —~ (p + k + ¢)?] d”p (3.9)

onde P;(p,) ¢ um polindmio de primeiro grau em p,, € m;, my € my representam as
massas dos campos envolvidos. Efetivamente, as integrais do tipo 3.9 sio finitas, como
¢ mostrado no apéndice A usando as egs. A.26 e A.27. Devemos entdo iomar apenas os

seguintes termos da expansdo T[L{z)L(y)L{z)] %

W)U (y) AP (z) o ( 69595(7s)7 (v5)* (7o) { Talz)nly) Yo { TUk{y)T,(2) )o x

(T8 (2)¥;() o )

— 1 p(@)n(y)A(z) © ( 12919205(75)% (10)"™ { TO:{z)Tr(y) Jo { TE{y)T(2) o

(T0(2)i(z) o )

= on{a)n(y)AP(2) © ( 6g3gs(vs) (1) (7,)" { TEi{(2)T{y) Jo { TE(y)T(2) Jo x

( T‘I’s(z)‘i"z(.’ﬂ) )0 )

- s¢(@)n(y)n(z) © ( 69103(75)" (15)" ( TR(2)Te(y) Yo { TE(y)¥:(2) Jo x

( T¥s(2)Ti(2) )o )

+ 1 o(z)Br(y)Walz) o (69195(vs)" (1) ( TE:(2)Tuly) Yo { Toly)n(z) Yo { TT(2)¥i(z) Jo )

ZEstamos considerando validas as relacoes 3.5 e 3.6.
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POIOTOE

: 9(2)Te(y) W (2)

s p(zyn(y)niz) :

 Fi(2)n(y)¥a(z)

:n(z) A" (y)A%(2) :

(@) Wa(y)Ws(2) -

- ¢(z)é(y)n(2) :

s () Wi(y)n(2) -

(267 { TO{()Vi(y) Yo ( TO(y)¥,(2) Yo { TE(2)Ti(z) )o )

(693 { TU{z)Trly) o { Té(y)e(z) Jo x

(TU(2)¥(z) Yo )

(293(75)7 (v5)® (7)™ (T¥5(z)Tily) Yo { TE:(y)Tr(z) )o %

(TO(2)¥i(z) Yo )

(695 (v5)(vs) (7)™ { TU;{x)Wi(y) Yo { TE{y)¥.(2) )o x

( Tn(2)n(z) )o )

( 69202 (75) 9 (1) (7)™ { TW(2) Vi (y) Do { TTi(y)¥,(2) Yo X

( TT(2)Ti(2) Jo )

( 69292 (75)7 ()™ (%)™ { TW:(2)Te(y) Yo { TA”(y)A(2) do x

(T (2)T;(z) Jo )

(89292(vs)™ (TU{x)T(y) Yo { TUL(¥)T(2) Yo { T¥:(2)¥i(2) Yo )

(69392(75)™ ( T(2)d(y) Yo ( TU()¥s(2) do { TU:(2)Wi(z) }o )
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+

: g(2)A"(5)A7(2) -

L2y Wi(y) Ws(2) -

s p(z)d(y) A2(2) -

s {2)Ur(y) AP(2)

F Wi(2) A (y)Ws(2) -

(691951 (7)™ ( TU:(2)Vi(y) Do { T (¥)¥,(2) Jo X

(T (2)W:(2) Jo )

(60195(0)* (7)™ { TWi(2)Ti(y) Jo ( TA"(y) A7(2) o x

(T, (2)¥i(x) }o)

( 69295(vp)® ( TV (@) Wi(y) Yo ( TUR(y) T, (2) Jo ( TU.(2)¥i(z) Jo )

(69395(7)"™ (Td(2)g(y) Yo ( TWi(y)¥alz) Jo ( TT(2)Ti(2) )o )

(695 (7) (3)" (1) (T¥;(2)i(y) Yo ( TLily)Te(2) Yo x

(T AP(2)AM(z) )o )

O método para calcular os produtos de propagadores que aparecem acima é mostrado na

segunda parte do apéndice B. Apos realizar os calculos, a soma dos partes divergentes

resulta em:

T ( L{z)L(y)L{z) )&

aeye | +72M 103 - ¢(2)n(y)n(z) - +24M g} : p(@)p(y)o(2) - —12ig7gs : ¢(2)p(y)Au(2) :

x (252 + 52 ) +12igdgs : n(z)n(v) Au(2) : (25% + 52 ) — 692 : n(2) V(@) T(v) : (9f + 93

+4g2 )+ U(a) 1, (y) A”(z) : 3g5 (9% — gF — 293) + : () ¥(y)e(z) : 691 (9% + 95 — 492) }

8y — z) §(z — x)

Utilizando os resultados da quarta parte do apéndice A, teremos entao:
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i ;
S parte relacionada - ”?;i/T( L(-T)L(U)T(Z) )( nf) dxidzodrsy

a T{ L@ LELz) )
= / ALD(z) d*z

sendo

__ 1
3(4r)%e

+:Wg : 6gy (gf + g7 — 493) + 72M'glgr§ D¢y - +24M913 coog + pALAY X

AL® { =692 : nTys : (g} + g5 +493) +: V1, WA : 3g5 (g3 — g7 — 29)

( 24(512;96 +Gc§g4 + 12652,95 + 180393 ) P+ == o 9195 ¢(z) (0"p(z) ) AL(z) :

( e
+gags 2 n(x) (8"¢(z) ) Au() : } (3.10)

3.2.1 Condigoes para auséncia de renormalizacao infinita as
constanfes de acoplamento

Assim como ocorreu com o termo AL (x), pode-se mostrar que ALP(z) encontrado
na secdo anterior ¢ o contra-termo a ser somado a L{z) na expressio da matriz de es-
palhamento. O termo AL® deve entdo ser anulado, resultando no seguinte sistema de

equacoes (4 levando em conta as egs. (3.5) e (3.6)):
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993 + g5 — 6gfM? — 492 = 0
g2 (g2 +g2+4g2) = 0
g5 (g5 - 97— 2¢3) = 0
M (4g—9gf-g3) = 0
J g1 (g7 +95—4g3) = 0 (3.11)

g3M* +gf = 0

M g1 = 0
gigs = 0
g2 g5 = 0

\

Usando as egs. (3.7) e (3.8), chegaremos 4 conclusio de que o sistema acima possui
duas solugdes possiveis. Uma delas implica em valores nulos para todas as constantes de
acoplamento de nosso modelo, o que nao é de nosso interesse, pois nesse c¢aso teriamos
um sistema sem interagdes. A outra solugdo possivel é {M = 0, go = +4ig;}, sendo
nulas todas as outras constantes de acoplamento, incluindo todas as relacionadas com
termos que envolvem o campo vetorial. Tal solugio também nflo é satisfatéria, visto
que a proposta inicial deste trabalho envolve interagoes do campo vetorial, a menos que
consideremos gg # 0 e nio levemos em conta a eq. {3.8); embora esta nio seja a solucdo
ideal no contexto da proposta deste trabalho, pois implicara numa renormalizagio infinita
4 massa do campo vetorial.

O que faremos ent&o seré reanalizar o sistema (3.11) considerando gg # 0. Nesse caso

o sistema (3.11) possui 8 solugdes possiveis, correspondendo a duas situagdes fisicas:
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SITUACAO1: M = 0.

g = H-3gs
g2 = <igy (3.12)
gs = g5 = 0
sendo gy e g3 arbitrarios.
SITUACAO 22 M # 0.
g6 = *-3gs
(3.13)

sendo g arbitrario.

Nas duas situagdes analizadas acima o sistema (3.11) tem todas as suas equacdes
satisfeitas, e portanto nao havera, nessas situagoes, renormalizagao infinita as constantes
de acoplamento. Entretanto, como foi mencionado acima, a condi¢do gg # 0 implicara
numa renormalizacio infinita 4 massa das particulas vetoriais. Nas duas situagbes con-

sideradas devemos ter ainda:

Vemos entdo que a situagdo 2 ndo é de nosso interesse, pois foram anuladas as interagoes
do campo espinorial e do campo pseudo-escalar com os outros campos do modelo. Usando

entio as relagbes obtidas na situagiio 1, a Lagrangiana inicial ficara:

1 1 1 1 1 1 1 1
L = ——F2 + —F? 4 —G?*4+ —H?+ —K?+ —=8,8"+ =WV - —¢(O0+mi} ¢ —
1F+ S+ G+ SH K+ 28,8+ 2¢( +mi) ¢

1 1 . S 3
57 (D + m%) n-+ —ngAuA“ +i UOV + 9190V T igi ¥y ¥ + g3¢° + 5988474,
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Como j4 foi comentado, os campos auxiliares que aparecem acima podem ser integrados

diretamente na funcio de partigio do sistema, sem alterar o conteido fisico do problema.

3.3 Renormalizacao as normas dos campos

Nesta segio sera tratada a questio da renormalizacio das normas dos campos. Este
assunto é de interesse fisico relativo, uma vez que a norma de um campo ndo é uma
quantidade fisica mensuréavel. Conforme foi dito na se¢io 3.1, a renormalizacio das normas
dos campos é produzida pelo termo T ( L{z)L(y) )ff;_{las, dado na eq. (3.4). Levando em
conta as relagbes obtidas para as constantes na primeira situagao considerada acima, este
termo ficara:

T(L@LW) Yoas = {2 #(@)9(y) 1 (29705) + : n(@)n(y) : (20704) : Vi) Wly) -
[-92 (3v.2) + o315 (37 2) ’ys]ik + 1 U)Wy [of (7.2 ) — obvs (57 2) 75]kj }
sy 6l — )
onde, como ja foi mencionado, ¢ é o polo das fungdes gamma quando a dimensio tende a
4. A anulagdo do termo acima nos levaria i relagio g; = 0, com a consegiiente anulagio
de todas as interac¢bes do campo fermidnico, o que nio se enquadra na proposta inicial do
trabalho. Vemos entdo que deve ser considerada uma renormalizacio infinita 4s normas
dos campos. Esta renormalizaciio pode ser calculada a partir da contribuicdo divergente

do termo T ( L(z)L(y) )(mf ) 3 matriz S. Com essa finalidade usamos os resultados da

TOTITQS
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quarta parte do apéndice A, obtendo:

¥ 1 it A
& parte relacionada ~ "7y /T( L(z)L(y) )7(107:2@3 d*zd'y = %/Aanma.s(x) d'z
a T( L(z)L(y) )nd) .,
sendo
2
4 . . L. c 1 TA -
ALnormﬂ.s = “W { : ¢D¢ S WDTJ‘ S 171 } (314)

o contra-termo a ser somado a Lagrangiana inicial. As normas dos campos ficarao, entéo:

: gt , gt , gt
m 1 = 1 v =w,i1-
i\ (2w)%e mE=ayt (27)2¢ 2(2m)%e
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Conclusoes

Neste trabalho foram calculadas as correcoes de 1 loop as funcoes de Green de 2 e 3
pernas de um modelo onde interagem quatro tipos de campos: um escalar ¢, um pseudo-
escalar 7, um vetorial A,, e um campo de spin 1/2 ¥. Todos os campos, com excecdao do
espinorial, tém carga nula. Foi também estudada a possibilidade de ajustar as constantes
do modelo de modo a obter o cancelamento dos infinitos da série perturbativa. Neste
sentido, podemos dizer que este trabalho consistiu numa tentativa de estender o modelo
finito proposto por C.G. Bollini e E.S. Cheb-Terrab[1], que envolvia um campo escalar,
um pseudo-escalar {ambos reais) e um campo de spin 1/2 complexo.

Dos resultados do capitulo anterior concluimos que é possivel construir um modelo
finito, até um loop, onde particulas escalares e pseudo-escalares interajam com particulas
fermiémcas, desde que seja nula a massa dessas dltimas. Podemos ainda considerar um
termo de interagfio das particulas vetoriais com as escalares, que devera ser acompanhado
de um termo de auto-interagao dessas ultimas. Entretanto, nesse caso ndo se pode evitar

uma renormalizacao infinita & massa das particulas vetoriais (sendo esta a iinica constante
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do modelo a apresentar renormalizagio infinita).

E importante notar que um termo de interacao do tipo gz A” A, nao existe em modelos
com invaridncia de gauge {assim como um termo de massa para as particulas vetoriais).
Além disso ndo fol necessdrio considerar, em nenhum momento, a invaridncia do sistema
por transformacgoes de tipo U(1), ou de outro grupo qualquer. Isto nos possibilitou tra-
balhar com termos de interagdo mais gerais do que os previstos nos casos de sistemas com
invariancia de gauge. Podemos entao pensar numa possivel extensdo deste trabalho, in-
cluindo campos de spin 2, e sem impdr epriori invariancia de calibre. Tal modelo incluiria
termos mais gerais dos gue 0s que surgem quando consideramos, por exemplo, modelos
de interactes baseados em simetrias do tipo SU(2), SU(3) e SU(5) - relacionados as
interagoes fracas, fortes e gravitacionais, respectivamente,

Voltando ao nosso modelo, concluimos entio que a solugio de interesse que relaciona

as constantes caracteristicas leva nossa Lagrangiana original a:

1 1 1 1 1 1 1 1
L = szﬁy++§F2+~§G2+5}12+3K2+—25y5”+—2L;V”“_2-¢(m+m§)¢ -

1 1 . . _ 3
5" (E] + mg) 0+ —2m§A#A“" +i UOF + g,¢ U & ig nP15V + ¢3¢ + —293¢’A”AV

com g e g3 arbitrarios (g; # 0).

No nosso modelo, as particulas bosonicas foram consideradas massivas desde o principio.
Particulas com essas caracteristicas existem também no modelo de Weinberg-Salam 6],
sendo conhecidas como bosons de Higgs.

O fato das particulas espinoriais terem massa nula pode ser associado com a existéncia
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de neutrinos. Isto imp6e a condi¢cdo® ¥¥ = 0, o que no entanto nio gera nenhuma
contradi¢ao aos resultados aqui obtidos.

O cancelamento das divergéncias nas funcgoes de Green que possuem duas pernas
espinoriais € uma escalar (ou pseudo-escalar) se d4 devido & relacfio entre as constantes
de acoplamento nos termos g1¢¥ ¥ e gon¥ysW. Isto nos sugere a possibilidade de, numa
futura extensdo deste trabalho, considerar um modelo com dois campos vetoriais reais,
de modo que se produza um cancelamento semelhante entre as funcoes de vértice destes
campos (que seriam semelhantes as consideradas na QED).

Por outro lado, devemos lembrar também que o fato de termos feito cdlculos até um
loop nao nos permite fazer afirmacoes gerais a respeito do modelo considerado. Seria
portanto interessante, em futuras continuactes deste trabalho, desenvolver os cdlculos até
pelo menos dois loops, para entfo pesquisar a estrutura das divergéncias e assim verificar
se os resujtados aqui obtidos se mantém a medida em que avangamos na série perturbativa.

Por tltimo, merece comentédrio a técnica utilizada para a realizacio dos cdlculos.
Poderiamos pensar, e com razfio, que uma das principais limitacoes praticas para este
trabalho ou suas possiveis extensdes estd no grande ntmero de termos envolvidos nos
célculos {por exemplo, introduzindo um campo de spin 2, e/on estendendo os cilculos

a 2 loops). Nesta tese, nos calculos das fungdes de Green de trés pernas, trabalhamos

3%¥ = 0 ocorre porque o neutrino pode ser visto como a componente de “mao direita”, R, de um
espinor de Dirac ¢. Qualquer componente deste tipo pode ser obtida através da projegiio R = —% {1 +mys)e,
sendo R = —%(1 ~ 45)i. Com isto tem-se que RR == 0, ja que 42 = 1. Fato semelhante ccorre com a

componente de “mao esquerda”.
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com uma soma de 125 termos, sendo cada um deles o produto normal de nove campos
e de constantes de acoplamento. Para tornar possivel tal calculo desenvolvemos rotinas
de computagio simbdlica (basicamente implementando os teoremas de Wick) capazes de
trabalhar com campos bosonicos e fermibnicos. Estas rotinas, quando aplicadas ao nosso
modelo, geraram um total de 3340 produtos de T-produtos dos campos (i.e., integrais de
Feynman; um nimero razodvel destes T-produtos eram nulos), em forma de série pertur-
bativa, ¢ com os fatores estatisticos corretos de maneira antomatica. Os resultados das
integrais correspondentes (partes infinitas) foram calculados a méo, basicamente organi-
zando o calculo de maneira & expressar o resuitado de todas elas em termos do resultado
de algumas poucas. A seguir, estes resultados foram introduzidos no computador, re-
sultando na associagao direta entre as integrais de Feynman mencionadas acima e suas
partes divergentes.

Podemos concluir, entdo, que parte dos resultados desta tese esti também na ex-
periéncia acumulada para desenvolver calculos perturbativos, a nivel simbélico, utilizando
um computador. Efetivamente, em teorias de campos a altas ou mesmo baixas energias o
célculo perturbativo ainda é a via principal para a obtencéo de resultados havendo assim
grande interesse tanto na experimentagao como no desenvolvimento de algoritmos como
os que foram utilizados nesta tese.

Explicagtes mais detalhadas a relativas a estas rotinas e a suas possiveis adaptacoes
para resolver problemas mais complexos deverio ficar prontas, em forma de artigo, em
breve; assim como um outro artigo com os resultados desta tese, o qual esti agora em

fase de redacao.
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Apéndice A

A.1 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac sio definidas a partir de sua propriedade basica de anticomutacdo:

Y Yo+ Y = 2 Guv (Al)
onde g,,, é amétrica do espago-tempo, g, = (4, ~, ~, —). Define-se ainda a quantidade
Y5 = ’75 = Yo Y1 Y2 U8 (A.2)

de modo que a eq. (A.1) pode ser generalizada:

Vit = 2 gy (A.3)
onde, por defini¢io, gs5 = 1 e g5; = g;5 = 0 para i # 5.

A operacao de conjugacio hermitiana para as matrizes v pode ser definida como:
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Apéndice A

A.1 Matrizes de Dirac

As matrizes de Dirac sdo definidas a partir de sua propriedade basica de anticomutacao:

Yo Yot Ve Y = 2 g (Al)
onde g,, € amétrica do espago-tempo, g,, = (+, —, —, ~). Define-se ainda a quantidade
T =Y = W 2B (A2)

de modo que a eq. (A.1) pode ser generalizada:

VYt v = 2 9y (A.3)
onde, por defini¢io, gss = 1 € g5 = gi5 = 0 para i # 5.

A operagio de conjugacio hermitiana para as matrizes y pode ser definida como:
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v o= = g7y (A.4)

de modo que as quantidades v; sfio tidas como unitdrias,
Pode-se mostrar que a propriedade basica dada na eg. (A.3), bem como as outras
propriedades dela derivadas, séio invariantes por transformagdes unitdrias (v, — Ov0™1)
{2]. Assim, varias representactes sdo possiveis para as matrizes 7. A representacio que

serd utilizada nesta tese é a Standard {ou representagio de Dirac-Pauli). Nela temos:

10 0 0 ¢ o0 01 6 00 —1
01 0 0 0 0 10 0 0 i 0
7 = , 9= , 7=
00 -1 0 0 —100 0 i 0 0
00 0 -1 -1 0 00 —i 00 0
) ] : ]
0 01 O 0 0 -1 0
0 0 0 -1 6 ¢ 0 -1
v = , 7P = (A.5)
~100 0 -1 0 0 0
0 10 0O 0 -1 0 0

Vemos entfo que
Tr(v'y") = 4 ¢", Tr(7') = 0

Estas duas propriedades também sdo validas para outras representacgoes e, de um modo
geral, podemos afirmar que sao nulos os tragos dos produtos de niimeros impares de
matrizes v.
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Podemos ainda definir as matrizes v, e suas propriedades, num espaco de dimensio
D arbitraria. A matriz y5, no entanto, s6 € definida para D = 4. Para uma dimensao
qualquer D, a eqlA continuari valida, mas ¢** devera ser considerado como o tensor

meétrico em 1) dimensoes (g} == 6p ¥ = D). Portanto:

vyt o= D Y Te v = (2— D) v (A.6)
Y Yo T 187 = C=D) Y % 8+ 2 (7 8 Ya— Yo 18 V)i (A.7)

Os tragos dos produtos de niimeros impares de matrizes v continuarao sendo nulos em

D dimensdes, e teremos ainda:

Tr(I) = f(D) (A.8)
Tr(vu ) = f(D) g0 (A.9)
Tr(vu Ya 1o 18) = F(D) {Guo 9vp = 9uw 908 + 9y 9w (A.10)

onde f(D) é uma funcio bem comportada que tende a 4 quando D — 4

A.2 Formulario

A integral basica, da qual serfo derivadas as outras integrais necessdrias para os cil-

culos posteriores, é:
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f iPp — in P2 e - D/2)
(m? — p? — 2pk)° (m? + k2)a-D/2 INGY!

(A.11)

A integral acima serd aceita sem demonstragdo {para um calculo explicito, ver por
exemplo a referéncia [7}), e as trés préximas integrais poderdo ser obtidas a partir dela

por derivacao:

. pj2 Lle— D/2) (k)
Dp = D2 12
/ (m? — p? — 2pk)e ar o INGY) (m? + k2)o—D/2 (A.12)
/ b iz D/2 )
(m2 —p? — 2pk) = (m? + k2ya-D/2
T{a — D/2) Mle—-1-D/2) g"“’ 2
—_— L kP kY - k&
T(a) I'ia) (m® -+ &%)
(A.13)
b7 Ie - D/2)
dD 2 _LH LY Lo
/ (m2 e U T G ey CRR R
r(aﬁl#«D/Q) 1 He oo H v ve gt 2 2
e 5 (" K®+g'* K +g"* K* ) (m*+k°) ] (A.14)
Nas equacdes acima, I'(n) é a funcgo Gamma usual: T{n) = (n — 1)! para n inteiro

positivo. Tal func¢fio possui pdlos em zero e em inteiros negativos, satisfazendo:

IM(—n+4¢) = ( nlt)” —+ ¥ (n+ 1)+ Ofe) } (A.15)

para n inteiro positivo e ¢ — (. ¥, satisfaz:

1 1
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sendo C = (), 577 a constante de Euler-Mascheroni. Temos ainda:

r@::%*c+o@, (e—0) (A.17)

As seguintes férmulas também seréo 1iteis:

1 I'(a +48) 1 2ot (1 — g)8-t
a® bP N C{a) T(B) { [az +b(1 — z) ]a+.8 } dx (A.18)

1 Ta+p+0) y* (- y) T (1)t
a9 0 T(a) () F(@f f [awb(a:wy)w(l )1‘*“*""‘9} A1)

o (a:lnA) (z InA)®
—1)z2 —1)...{n — 1)a™
A m!
(A.21)

As seguintes integrais serdo necessarias para o calculo da parte infinita do produto

de propagadores. Como estamos interessados apenas nas partes infinitas, o resultado de

Nos limites do intervalo de convergéncia (isto é, quando z = 1L ou z = ~1) este desenvolvimento se
comporta da seguinte maneira: se m > 0, converge absolutamenteem ambos os extremos; se 0 > m > —1,
diverge quando z = 0 e converge condicionalmente x = 1; se m < —1 diverge em ambos os extremos.
Esta férmula de expansao serd usada para substituir a eq. (A.20) nos casos em que tivermos A = 0, como

por exemplo quando integrarmos A¥ entre limites de integracho que anulem A.
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cada uma delas serd representado pela soma de uma parte finita (/") e de uma parte
infinita, cuja forma explicita dependera da integral em questéo. Os cdlculos que levam

aos resultados mostrados s&o feitos na tima parte deste apéndice.

dD 24 2 in
I = fphfﬁ = S g (A.22)
I, = f ! dPp = E@E—l—l{ﬁn) (A.23)
D (R -mi] T T e T '

Qi ? k.

Pu ) {fin)
I —f dPp = — 2 Bn g A.24
R e N 2 Tl (8-24)
Pu Pv D
fg = d”p
! (p? ~m¥) [ (p+ k)2 - m} |
Q2 1 2 2 2 1 .
= T [—ng[w—%]+—3kﬂk,,]+ll§f’) (A.25)
1 X
Iy = / d?p = 18" (A 26
; =) [mi— G+ k] [mE—(prkrqr] " F = 55 (A2
Pu D (fin)
I =f : FL A27
T o LR o e gy Kk b B
I’T / pppv de
miI-p2)[mi—(p+k)2] [m3—-(p+k+q)?]
2‘2 ¥l in
R T (A.28)
Pu Pv Pa D

Iy = / d-p
P I [mE k2] [mE - (p+k+a)]
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2i‘ﬂ'2 1 q in
= % [Q#u(ka + %) + gpalk, + ’éi) + Yoalky + 'q‘zﬁ) ] T Iéf ) (A.29)

A.3 Caiélculo das integrais do formulario

Consideremos inicialmente a integral

dP
le/z p2
p? —m

Para calculd-la basta usar diretamente a eq. (A.11), tomando k == 0 e & = 1. Teremos:

I = i w2 P (1~ D/2) (A.30)

Fazendo

e = 4-D (A.31)
e usando as egs. A.15 e A.16 poderemos escrever (quando D — 4):
Ml1—-D/2) = T'(-1+¢/2) = »—3 -1+ C+0(¢)
(A.32)

substituindo esta expressdo na eq. (A.30) teremos:

I} = in?m? (——2-1+0)

€
Vemos entao que é possivel escrever /; como a soma de dois termos, um finito (/ 2” m)) e
outro que diverge quando D - 4 (¢ — 0). Obtemos assim o resultado da eq. (A.22).
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Tomemos agora

1
b= /(p2~m%) [(0+Kk)2—m}]

de

Usamos inicialmente a eq. (A.18), fazendo a = mi— (p+k)2eb=m?2—p% coma = § == 1.

Assim teremos:

1 1 o
b= “{[m3~(pw)?]w(m%—pﬁ)(l—x) P p] “

[ 1 S
. /0[/{[(mg_m%~k2)x+m?}—p""_-Zp(k:c)}2 p} v (A5)

ou, usando a eq. (A.11) e fazendo a substitui¢fo indicada na eq. (A.31) teremos:

LML)

1 —
I = mDﬂr(-%)fO [ (m2—m? Kz +m? 4 (ka)? | da

Estamos agora em condigdes de separar as partes finita e infinita da integral acima. Para
isto devemos expandir o integrando em série de poténcias de ¢, lembrando que ¢ — 0

quando D — 4. Usando a eq. (A.20)} teremos:

c

Iy = ifrD/QI‘(é)[l--Q—

Alln[(mg—mfw—kz)x+mf+(km)2] dx]

e usando a eq. {A.17) poderemos reescrever & expressio acima como:

. D2 !
[ o B +iﬁD/2[(92_€M1)/h1[...]dx+C]
0

€

O segundo termo do lado direito da expressfo acima é finito e vamos representé-lo por
Ié‘f ) Assim obteremos o resultado mostrado na eq. (A.23).
A préxima integral que deveremos resolver é:
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Pu D
d~p
(p+k)2—mi]

k:meﬁH

Podemos notar que o denominador do integrando de I5 coincide com o de I3 (eq. (A.23)),

0 que nos permite fazer com I3 o mesmo desenvolvimento inicial feito para Iy {usando a

eq. (A.18)). Teremos entao:

Pu

1
Iy = L {f{[(m%—m%—kz)&""‘m%]—pz—2p(k;x) B dﬂp}d:c

Usamos entdo a eq. (A.12), fazendo ¢ = 4 — D, para obter
1 R
Iy = —i 7P/ F(—;—)kﬂf [ (m2 ~m? - kHz +m? + (ka)? ] *zdz
0

Podemos expandir a expressio acima lembrando que ¢ — 0 (D — 4) e usando as eqgs.

A17 e A.20. Tomando apenas a parte divergente, teremos:

2in? !
il k,u/:cd:c
4]

€

Iy=~

e realizando a integral em = obteremos o resultado mostrado na eq. (A.24).
O desenvolvimento inicial para a integral I, é¢ o mesmo usado para as duas integrais an-

teriores, Iy e I3. Usamos entio a eq. (A.18) e arrumamos o denominador adequadamente

para posteriormente aplicar A.13 (e =4 — D):

Pu Pu de

fy =
(p2—m?}) [ (p + k)2 —m3]
Py Bv dPp | dz

= [f{[(mg—m%—k2>x+m%J—p2—2p<kx> P
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1 iy
= ier/2/dx[(mg#mf—kz)z—km%—k(kx)?] X
0

e

{ P(S)ku by @° = T(=1+¢/2) 22 [ (] — m} = k) +m3 + (ko)? ]]

lembrando que ¢ — 0 poderemos usar as egs. A.20, A.17 e A.32 para desenvolver o termo

acima. Representando a parte convergente por [/ if #n) teremos:

2ix? gl 2 pr 2 2 2 2 2 (fin)
o= 25 [ kb a2 22 [ (= md = i)+t + (ko) ]| d + 1

e realizando a integracao sobre z chegaremos a eq. (A.25).

Consideremos agora

— L D
= /(mi*—p?) (mE— Gt 2] [mi— G+ hra] @

Usaremos a eq. (A.19) para desenvolver o integrando, tomando a = m2 — (p + k + ¢)%,

b=m2—(p+k)? c=m?—-p?ea=p=0=1 Poderemos reescrever I5 como:

Iy = /Oldx/:dy/de X
I'(3)

{[mi~-(p+Ek+q))y+{mi—(p+k)?](@—-y)+(m}~-p)(1~2) )}

ou ainda, rearrumando o denominador,

1 e
I5=/d:c/dy/dpp X
0 0
I'(3)

{ [ (m}—m} —¢? — 2qk)y + (m§ — mi — kz+m? | - p? - 2p(qy + kz) }?

usando agora a eq. (A.11) teremos:
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1 &
Iy = in”2T(3- D/2) / da:/ dy
4] 0

D=6
2

[ (m3 — m3 — ¢® — 2qk)y + (m3 — m? - k%)z +mi + (qy + ka)? |

Para D — 4 a integral acima serd finita, ¢ a funcio I'(n) niio apresenta polo em n =
(3 = D/2). Vemos portanto que /5 néo contém parte divergente (I5 = J §,f m))_

A préxima integral que devemos resolver é I (ver eq. (A.27)). O denominador do
integrando desta integral coincide com o de I5 (considerada acima), e portanto podemos

reescrever lg como:

1 6
Is = /da:/dy/de x
{ 0
T'(3) p,

{ [ (m3 ~ m3 —q? — 2qk)y + (m3 — m? — k%)z +mi ] — p% — 2(qy + kx) }3

usamos entdo diretamente a eq. (A.12) para obter:

1 bl
le = ia?2D0(3 - D/2) /d:z;/ dy (g, y +ky ) X
0 0
D8

| (m3 —m} —¢® — 2qk)y + (m} — m} — 6%z +mi+ (qy+ k)2 | T

No entanto, assim como ocorreu com [, para D — 4 a integral que aparece na eq. acima
é finita, assim como a fun¢éo I'(3 — D/2), e entéo Ig serd finita.

Seja agora

. Pu P D
= /(mrf—pz) [m3—(p+k)?] [mi—(p+k+q)?] T

58



O desenvolvimento inicial é o mesmo das integrais I5 e I, ou scja,

1 =
I7:/dx/dy/d9p X
0 Jo
F(?’) Py Pv

([ (m§—m3 — ¢ 2qk)y + (m§—m? — K)o+ ik | —p? = gy + a) )

e entdo, usando a eq. (A.13) teremos:

1 T
I, = mDﬂF(sAD/z)fdefo dy (qu v+ ky z) (g ¥ + ky ) X

D6

[ (5 —m3 ~ ¢® = 20k)y + (m} — i — k%) +m? + (qu + kx)? |7

A-D e
- iﬂDﬂMF(—) ] dx] dy X
2 2 0 0

D—4
2

[ (3~ m2 — % 2qk)y + (= m? — B2)a + m3 + gy + be)? ]

Seguindo entdo o mesmo raciocinio usado com [5 e fg, vemos que a primeira integral
que aparece no lado direito da eq. acima é finita, enquanto que a segunda pode ser
desenvolvida fazendo-se c =4 — D — 0 ¢ usando as eqs. A.17 e A.20, como foi feito com
mtegrais que resolvemos anteriormente. Chegamos assim ao resultado mostrado na eq.
(A.28).

Consideremos agora a proxima integral:

_ Pu Pv Pa D
Il e e S P SR w3 R ey e rw e L

Analogamente ao que foi feito com as integrais Is, Ig e I7, teremos:

1 T
Iy = /da:/ dy/dpp X
S0 0



I'(3) pu P Po
{ [(m3—m}—q?—2k)y+ (m} —m?—k2z+m?] - p?— 2p(qy + ka) }3

e, usando a eq. {A.14),

1 X
Is = ﬁiwD/QF(3—D/2)/0dm[0 dy (gpy+k,z) (g y+ ko x) (go y+ ko x) X

D—6
2

| (m3 —mj — ¢® = 2qk)y + (m} — m? ~ Kz +m? + (gy + ko)? |

+ HTD/?»F( )fdac[dy X
D—4
[(mé—m%—ﬁ—2qk)y+(m%—m%fﬁ)wmfﬂqu]‘* x

[g;w (QQy+ka x)"’_g,u,cx (qy Y+ ky x)"'gva (Q,uy+kp, .I‘)}

De modo semelhante ao que ocorreu com /5, a primeira integral que do lado direito da eq.
acima é finita. Seu valor dard contribui¢cio apenas para A parte finita de Is. A segunda
integral na eq. acimapode ser desenvolvida do modo usual, com € = 4 — 2 — 0 e usando

as egs. A.17 e A.20. Obtemos assim o resultado dado em A.29.

A.4 Integrais envolvendo derivadas da funcao delta

de Dirac

A equagao geral que utilizaremos nos caleulos seguintes é:

@ gt dx™ dx®2 | dx®n

dn5 .7; — y) _ " dnf(:v)
f da e J(@) e = (=) =y (A.34)
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com n inteiro positivo e o; = 0,1,2 ou 3 [?]. Podemos escrever portanto,

o= [r@ o) Pty — /g(y)[_/d%: ra) 2C_0
= —/g(y) Ouf(y) d'y = ~fg(:v) 8uf (#) d'z

e analogamente,

825(32 0
b " u 4 4 _ v I 4
I —fA(s': {(y) S Do dxdy—fA(x)@,La,,A(:c)d:c

= [{a. (4"()9,47(2) | - (94) } d'z

Podemos ainda escrever:

° = / AMz) Ay) %%% d*zdty = _ / AF(z) 8¥8,A,(z) d*z (A.35)

Através de calculos diretos mostra-se que ¢ possivel reescrever a integral acima como:

1 . .
I = f[—z(lﬂ,ﬂ,)@(aA)ﬂ da (A.36)
Consideremos agora

d8(y — =)

d*zdtydtz {A.37)
oy

= [£6) 9(v) h() 5 - 2)

fazendo inicialmente a integracio em y teremos:

1= = [ 1) 1) 8z — @) p0(0) d'ds = — [ 1(0) h(2) Bug(e) d's (A.38)

61



Apéndice B

B.1 Calculo da parte infinita do produto de dois

propagadores

Sabemos que a relagdo entre um propagador e a funcio de Green de duas pernas

correspondente é:

Dalz —y) = —i (TA(=)A(y) )o
onde A reprenta um operador de campo de spin arbitrario.
Em representaciao de Fourier temos:

d4p

Dalz —y) = [e—zfp(rc—y) Axlp) ® (B.1)

)4

Cousiderando outro campo arbitrario B, com Dg(z—y) = Dg(y-— z), poderemos escrever:
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(TA()AW) o (TBE)B() )0 — - [‘/ D 8 ) ] | [ [ anp) éjf)]

Fazendo p' = p— k, com dlp’ = d%, teremos:

dk
(2r)*

_ 1
BNCAE

(TA()A(y))o { TB(z)B(y))o fe”““(”"”) [[AA(P) Ap(p +k) d4p]

Utlizamos entdo o método de regularizagao dimensional [?] para tratar a integral
do produto de propagadores que aparece acima (integral de loop). A idéia consiste ba-
sicamente em trafar tal integral como sendo realizada num espago de momenta de D
dimensoes, e em seguida tomar o limite ) — 4. Assim usaremos as integrais calculadas
no apéndice A e, como foi mostrado, obteremos singularidades representadas por polos
em [ = 4. Como estamos interessados apenas nas partes divergentes, desprezaremos as

partes finitas das integrais do apéndice A. Teremos entao:

—tk{x— _— d4k
[een [u"‘ 2 [ Aate) Auto+ k) aPs|
(27)

(B.2)

(TA@AW (TBEBW = 5
onde g é um parametro de massa arbitrario cuja finalidade é manter nula a dimenséao da
integral de loop enquanto consideramos D # 4. Como D — 4 desprezaremos este fator
nos cédlculos subsequentes.

Usando as expressées dos propagadores obtidas no capitulo 2 e com o auxilio dos re-
sultados obtidos no apéndice A, podemos calcular todos os produtos dos pares de propa-

gadores que aparecem no capitulo 3. Nos calculos que seguem usaremos a relagao
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. atk
—th(zx—y) = ™ - § _
/ i oy~ ey

Tomemos inicialmente o produto { T¢{z)é(y) Yo 2. Usando a eq. (B.2) teremos:

. 2 _ 1 [ k) 1 1 D d*k
O o g |
usando entdo a eq. (A.23), com my = my, teremos
(T9)00) Jo* = — 5 8= 1) (B.3)
do mesmo modo,
(Tn(x)n(y) Yo = — Xé%z_e 8z —y) (B.4)
O ¢alculo para { TA,(x)Au(y) Yo { TA*(2)A%(y) )o ¢ semelhante e teremos:
(T4 o (TA@AG) Do = = 5505 48 =y)  (B5)
Lembrando agora que { TW{(z)W¥:(y) Yo = — { TUL(X)¥(Y) g

e usando a expressao do propagador fermibnico dada na eq. (2.13) poderemos escrever:

{ TOH(2)Tk(y) S0 { T(2)Tr(y) o —

1 /e%(x_y) F+Mu (F+k+Ma p | d%
(2m)7 . @~ M%) [p+rz-m2] “ F| (@)t

O denominador do integrando na integral /J-dimensional pode ser escrito como
Tr[(f + M)($ + k + M)|. Usamos entdo o fato de que € nulo o trago do produto de
um nimero impar de matrizes v ¢ assim reesCICveremos a CSpressio acima como:
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(TW(x)Wr(y) Yo ( T (z)Ti(y) Yo =

1 / i) Tr(p2 + pk + M?) 2y dk
(2m)*. (P = MY [(p+ k) — M?] (27 )

A integral D-dimensional restante pode ser resolvida com o auxilio das eqs. A.23, A24 ¢

A .25. Apds alguns cdleulos simples teremos:

(TW(2)Te(y) Yo (T:(2)Te(y) o = 2(2—;2— | 1207 — 2 | 6z~ y)
on ainda
(T o (THETW Do = g [1207 420, ) da—y)  (BS)

onde [, representa o Dalambertiano tomado no sistema de coordenadas (zg. 21, 22, z3).

Usando argumentos semelhantes, poderemos escrever:

T TO{2)Cr{y) Yo { TU;(2)Tk(y) Yo = — { TE(X)T(Y) Jov 7 { TE;(2)Wi(y) o

_ 1 —ik{z—y) Tr [ (15 + M)Tv(ﬁ + ié + M) ] dU d4k
= (27!')4 /e (p2 _ MZ) [ (p +k)2 M2 ] (27r)’1

onde consideramos a matriz v¥ para calcular diretamente um termo que aparece no capi-

tulo 3. Teremos apds simplificacoes:

1 dik

BT T () Uk(y) Yo ( T, (2)Tr(y) Yo — iRy
77 TW(z)¥ (y) o (TW (=) Wily) ) 2(2m)%e (2m)*
Af(?py—t—ﬁ ) D
{f(p [{p+k)? Mz}dp

e usando as formulas para integracéio ja obtidas, vemos que
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T TW(2)0(y) Yo ( T (z)Tr(y) do = O (B.7)

analogamente,

(YT Wi(2)Tily) Yo ( TCi(2)T(y) Yo = O (B.8)

de modo semelhante, lembrando que gs.p* = g5,p" = 0 (pois 1 = 0,1,2,3 e g5, = 0 para

p # b)), teremos

Y TO(2)Wh(y) Yo (TH;(2)Ti(y) Jo = O (B.9)

podemos ainda escrever, usando a eq. (A.10):

(7")¥d( T(2)¥i(y) Yo ( T;(z)Ti(y) Yo = O (B.10)
As préximas expressdes podem ser calculadas de modo semelhante:

(VI (P T () W0(y) do (TU(2)Va(y) Jo =

1 4{ 8 8 s
B 2(27)%¢ 3 (3.’,6‘” oz, 5" Dm) 5(z ~y)
T TE(2)Wily) Jo ( T)ily) Jo = m2(271r)25 (4M? + 20,)5(z — )
1 i i dik
(Tol)o(1) do (TEE) Jo = 555 (5- +M) Jemen 2,
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- o (gw.ai% +M6““) 5z — )
(P Do (THEVG do = gz  SOm s+ M8 ) oz
(aa) do  TH ) o = ~gra ( S g + 306" ) om0
(a6 Jo (THEUG Yo = g ( G0 gt 48" ) ala =)
(A4 b (THEW) o = e g ( 500+ M5 ) 82 =)
(PAGEAL) do (THEIGN Do = =iz g 300l e + M) oz 1)

Para os produtos que seguem bastard usarmos as expressoes dos propagadores e as

integrais [y e I, do apéndice A. Teremos entdo:

(7600 Jo (Ta@NG) o = = g 6 =)

(TPEPG) o (To@ol) o = — g ™3 8@ —1)
(TEEEW o A Ta@l) o = = g m} o —y)
(TH@HW o (T6@#H) o = = gz md oz =)
(TH@H o (Ta@n0) ) = = gz ™5 6a =)
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B.2

( T¢(z)d(y) Jo ( TAu(2)AlY) Jo

{ Tn()n(y) Jo ( TAu(z)Au{y) o
(TK(x)K(y) Jo (TA*(2)A"(¥) )o
(TAu(2)Au(y) Jo (TSH(=)S"(y) Jo
(T A=) Au(y) Jo (TVH(@)V*(y) Jo
( Té()d(y) Yo ( TS*(2)S"(y) o

( To(z)nly) Yo (TVH@)VI(Y) o

1

1

1

2(2m)%e

2(27)2¢

G 8(x — y)

Guv 6(z — Y)

m2 g §(z — y)

2(2n )%
= 2—(5%2; 4 mj 6(x —~y)
= 5@;{)2_5 4m3 6z — y)

Parte infinita do produto de trés propagadores

Consideremos agora o produto de trés propagadores D(z —y), Dp(y—2) e Deo(z2—z).

Tomando a eq. (B.1) poderemos escrever:

1

— i [/‘eﬁip(z—y) Aalp)

d4p
(2m )4

( TA(2)Aly) Jo ( TB(y)B(z) Jo (TC(2)C(z) o

| [ oo o

Fazemos entao as seguintes mudangas de varidveis:

l—p+k

= 44— d%

t—p+k+q = d% —dYg

de modo que a integral I ficara:
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i d*k d*q
[ = W/[/AA(P) Ap{p+ &) Ac(p + &k +9) dDP} (or )

Usamos entdo as expressoes dos propagadores obtidas no capitulo 2, juntamente com os
resultados obtidos no apéndice A, para calcular os produtos de propagadores que aparecem
na segunda parte do capitulo 3. Os resultados obtidos nio serio mostrados aqui por uma

questao de espago, porém podem ser solicitados via F-mail:

medeiros@cbpisul.cat.cbpf.br
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