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Resumo

Sdo revistas algumas propriedades de sistemas fisicos a duas dimensoes espaciais, com
énfase na possibilidade de existéncia de excitagdes possuindo spin e estatistica fraciondrios
(anyons), e na relagao destas com o modelo de Chern-Simons abeliano. Procedemos a
quantizagdo candémica do modelo na frente de onda da luz (proposto por Dirac) e es-
clarecemos algumas controvérsias relacionadas a este modelo em artigos recentes. Sao
investigadas propriedades do modelo de Chern-Simons na frente de onda em detalhe,
usando o método de Dirac para sistemas vinculados, para um campo escalar complexo

assim como para um campo espinorial.
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Summary

Some properties of physical systems in two space dimensions are reviewed, with
emphasis on the possibility of the existence of the excitations carrying fractional spin and
statistics (anyons), and on the relation of these with the abelian Chern-Simons model. We
perform the canonical quantization of the model on the light-front (suggested by Dirac)
and clarify some controversies related to this model in the recent papers. Properties of
the Chern-Simons model on the light-front are investigated in detail, following the Dirac
method for constrained dynamical systems, both for a coupled complex scalar field as well

as for a spinor field.
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Notacao e convencoes

Quando nao houver indicagdo em contrério, admite-se que:

1. Coordenadas e métrica em (2+1) dimensdes
gt =7= %(z"+2?)

2
T Emzﬁ(m —mz)

2. Tensor de Levi-Civita

E+—1 = —€f—1 & 1
3. Indices
e gregos do meio do alfabeto u, v, p--- = +,—,1 (de Lorentz);
e gregos do inicio do alfabeto o, 8, v--- = 1,2 (espinoriais);
e latinos s, 7, k--- = —,1;

- com a convencgao de somatério de Finstein

4. Comutadores, Parénteses de Poisson e Dirac
{f, g} representam parénteses de Poisson

{f,g}* representam parénteses de Dirac intermediérios
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{f,9}p representam parénteses de Dirac finais

[f, g] representam comutadores, ¢ f e g sdo operadores

Usaremos duas convengdes quanto a dependéncia nas coordenadas:

¢ Quando aparecerem soltos, assumimos que a primeira funcdo depende de z e

a segunda de y, por exemplo:
{f= g} = {f(:l:), g(y)} = {f(r, 2", ml)} 9(m,y7, yl)}?

onde @ representa (z~,x') e 7 = z* foi omitido no segundo membro por bre-
vidade.

¢ Quando aparecerem na definigdo dos parénteses de Dirac, assumimos que as

variaveis de integracao, por exemplo u e v se referem aos vinculos:

{foto = {9} — [dudy {f,x} O3 {uing} =
{£(2),9()} — [ d*u d® {f(=), xs(w)} O5*(w,) (xi(v), 90}
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Capitulo 1

Introducao

Em trabalho de 1949, P. A. M. Dirac [1] demounstra algumas propriedades bésicas de
toda dindmica que satisfaca os requerimentos da relatividade restrita, ou seja, explicita
propriedades do grupo de Poincaré. Naquele artigo, é discutida a formulagio candnica

(hamiltoniana) da teoria quantica nas formas

1]

e instantlnea: tendo como suporte a superficie z° = constante,

e sobre o hiperboléide dado por z*z, = constante, e
e sobre a frente de onda da luz, dada por z° 4 23 = constante.

Foi notado que, sob certos aspectos, a forma sobre a frente de onda traz vantagens [3] em
relagdo as formas instantanea ou sobre o hiperboldide.

Baseados neste ponto de vista, faremos uma breve revisao destes conceitos e aplicaremo-
los a uma teoria de calibre abeliana de um campo escalar complexo sem massa em
(2+1) dimensdes, com o termo topolégico de Chern-Simons puro (sem termo de Maxwell)
[4, 5, 7, 8, 10, 9, 13, 22], nas coordenadas da frente de onda da luz [2]. Refinaremos
alguns resultados obtidos nestes iltimos trabalhos, onde se utiliza o método introduzido
por Dirac [32] para sistemas vinculados para encontrar a hamiltoniana auto-consistente e
os parénteses modificados (de Dirac) que devem ser usados para a quantizagdo candnica

da teoria. Prosseguiremos, repetindo a analise com um espinor.



Em particular, nosso objetivo sera verificar e esclarecer, ao nivel cldssico, propriedades
do modelo (j4 conhecidas na forma instantdnea [5, 6, 7, 8, 11, 23]) na frente de onda
da luz, para que a partir daf se possa introduzir flutuagdes quinticas. Faremos isto
através do formalismo canémico [31, 32, 33, 35], demonsirado a auto-consisténcia (ou
seja, que as equagoes de Lagrange e as de Hamilton se equivalem). Espera-se que estas
propriedades sejam mais facilmente obtidas nas coordenadas da frente de onda que na
forma instantanea, conforme previsto de maneira genérica por Dirac em [1].

Especial atencio serd dada a tentar esclarecer a presenca de campos com estatistica
fracionaria (anyens) [7, 10, 11}, excitagdes com estatistica ndo-fermionica e nao-bosénica,
e de anomalia rotacional [2, 5, 6, 7, 8, 10] como conseqiiéncia da escolha de um calibre
nao covariante de Lorentz. Estes tépicos tém sido objeto de controvérsia na literatura
(2, 6, 14, 10, 13] e esperamos contribuir para o esclarecimento da questio trabalhando
nas coordenadas da frente de onda, onde a hamiltoniana se torna nao local, mas o vicuo
adquire uma forma mais simples [3].

Alguns de nossos resultados foram parcialmente obtidos e/ou checados com o auxilio
do programa Maple 5 release 3 e das referéncias [42], no Laboratério de Computagdo
Algébrica do Departamento de Relatividade e Particulas do CBPF. Foram de grande
utilidade os pacotes partials e PDEtools de E. S. Cheb-Terrab et al., & disposigio nos
enderecos eletronicos da share library do Maple. O primeiro calcula derivadas parciais
e funcionais como é comum em teoria de campos, € o segundo ¢ uma ferramenta para

auxiliar na solugao de equagdes diferenciais parciais em geral.

1.1 Teoria de campos e coordenadas da frente de
onda da luz

Na ref. [1], cuja leitura é recomendada, Dirac afirma que os 10 geradores do grupo de
Poincaré que ocorrem na pratica (em 3+1 dimensdes nesta segao) usualmente sio tais que

alguns sio especialmente simples e outros ndo (hamiltonianas). O significado de simples



e hamiltonianas aqui é o seguinte: as hamiltonianas séo relacionadas 4 evolugao dinamica
do sistema no espago-tempo; os geradores que sobram (simples, ot cinemdticos) se rela-
cionam com um sub-grupo do grupo de Poincaré: eles mantém invariante a hipersuperficie
escolhida para a quantizagio. Na teoria néo-relativistica, as hamiltonianas correspondem
3 hamiltoniana, € os geradores cineméaticos fornecem as leis de conservagao da Mecanica
Classica.

O argumento sobre o qual se justifica este e outros trabalhos em teorias de campos
sobre a frente de onda da luz é o seguinte: na forma instantanea (de coordenadas ge-
neralizadas ¢° ¢, ¢%,¢°) hé 6 geradores de transformagdes que deixam o plano ¢° = 0

invariante, e portanto obtemos 10 — 6 = 4 hamiltomanas,

Po= (pp +m?? (1.1)

Mo = q(pip +m®)' 4,j=1,23 (1.2)
enquanto que, na frente de onda, de coordenadas generalizadas

quq3

o
M

obtemos 7 geradores que deixam a frente de onda ¢+ = 0 invariante e apenas 3 hamilto-

nianas:

2 2 2
Py +py+m
p, = 7 ff ) (1.3)
2 2 2
; (py +pp+m :
v, = &0 - ) g i=1,2 (1.4)

Uma vantagem é que na frente de onda da luz o problema é matematicamente mais simples
(no caso do modelo de Chern-Simons, por ser em (2+1) dimensdes, ainda mais simples
com menos geradores; vide filtima segio de [2] e a segdo 3.2, onde alguns geradores sdo

calculados e a invariancia relativistica é checada). Além disto, nio ha raizes quadradas



na equagao 1.3, o que evita o problema de energias negativas.

0 = const. tém em geral

Nas coordenadas convencionais, dois pontos do hiperplano z
separagio tipo espago, que se torna tipo luz se e somente se estes pontos sao coincidentes.
Na frente de onda, dois pontos do hiperplano * = const. também tém em geral um inter-
valo tipo espago, mas este intervalo pode se tornar tipo luz, se os dois pontos pertencerem
a reta onde o hiperplano tangencia o cone de luz. Logo, podemos, neste hiperplano, ter
intervalo tipo luz para dois pontos ndo-coincidentes, ao contrario do caso anterior. No mo-

mento em que quantizamos a teoria, o principio de causalidade microscépico faz aparecer

a nao-localidade: requer-se que o comutador

[A(m-'_: T, mL)a B(O)]m"’:o?

onde z* = (2',2?), se anule quando o intervalo (z)%|;+-0 = (2etz™ — zt.zl) g1 =

—azt. z* for tipo espaco. Logo, o comutador é proporcional a §2(z1) (e suas derivadas), e
o fato de termos z~ multiplicando zt na expressio do intervalo fez com que néo houvesse
nenhuma restri¢ao impondo localidade em z~.

Podemos obter mais informacgio sobre a dependéncia em z~. Considerando a repre-

sentacdo espectral de Lehman para o campo escalar,

(Ol[8(=), 4(O))0) = [ do?p(0®) Als; o) (15)

o dik .
.2 _ 0 2 _ 2y ke
Az;0?) = f_m G (KB = o) e, (1.6)
mostra-se [3] que
Ala* @, 04 0)lermo = — 82t )e(a™) (1.7)

e segue-se que, na frente de onda,
0|l¢(zt, 27, 2"), $(0)]at=0|0) = —iéz(ml)e(af). (1.8)

Este resultado serd encontrado novamente no caso particular do Capitulo 2.



Na quantizagao, resulta que o vicuo € mais simples na frente de onda. O quadrivetor
momento é dado por (k*, 57, k%), onde &~ = (k°— &%)/+/2 é a energia, kt = (k°+£%)//2
é a parte longitudinal, e &+ = (!, k?) representa as duas componentes tranversas. Qcorre
que, para uma particula massiva em sua camada de massa, k% sdo positivo-definidos e
portanto a conservagao do momento longitudinal total, (£*); + (k)2 ndo permite que
haja excitagbes de tais quanta no vacuo da frente de onda (um par criado do vicuo nio
poderia ter momentos opostos, se eles tém o mesmo sinal). Isto oferece vantagens para
o calculo de efeitos nao-perturbativos, e pode esclarecer aspectos do vicuo da QCD: no
formalismo convencional este inclui termos de condensados fermidnicos e gludnicos, que
ndo podem comparecer no vacuo da frente de onda.

O formalismo canénico parece, & primeira vista, desnecessariamente complicado face
ao formalismo lagrangeano (por integrais de trajetéria). Mas deve ser dito [31] que ele
tem a vantagem de permitir introduzir a abordagem de Heisenberg (via operadores) sem
recorrer a rotagdo de Wick, e de maneira ndo perturbativa. Portanto, podemos, em
principio, usando o formalismo hamiltoniano, obter resultados que ndo estio acessiveis a

teoria de perturbagdes.

1.2 O modelo de Chern-Simons e o espago-tempo
em (2 + 1) dimensoes

O modelo de Chern-Simons tem uma forte dependéncia da topologia do espago-tempo
dé trés dimensdes [11, 10, 7, 23|. Neste espago, temos que o primeiro grupo de homotopia
é o grupo de trangas, By, enquanto que em dimensdes mais altas o primeiro grupo de
homotopia é trivialmente o grupo de permutagdes Sy. Isto quer dizer: se no espago R
retiramos a origem, ele permanece simplesmente conexo (toda curva fechada pode ser
deformada continuamente em qualquer outra). Mas em R? isto nao acontece: R*\{0} é
multiplamente conexo, isto é, nao podemos deformar continuamente todo arco em gual-

quer outro. As curvas sio classificadas em classes de equivaléncia, que sao conjuntos de



curvas deformaveis umas nas outras.

Nio daremos uma abordagem mais completa da topologia envolvida, mas teremos em
mente um exemplo fisico deste fato que € o seguinte: somente em 2 dimensées espaciais,
uma circulagdo de uma particula ao redor de outra é definida. Isto €, tragando um caminho
fechado de uma particula ao redor de outra, a segunda esta ou dentro ou fora do curva
descrita, se proibirmos as duas de se superporem. E imediato ver que num espago de
dimensdo maior que 2, nio podemos definir dentro ou fora de uma curva: a curva sempre
esta contida numa superficie, e basta sair desta superficie para passar continuamente de
‘dentro’ para ‘fora’ da curva sem toca-la. Isto tem como importante conseqiiéncia uma
mudanga na maneira de se definir, por exemplo, uma interagdo de troca, onde agora faz
diferenca a troca em sentido horario ou anti-horério.

Isto se reflete no fato de podermos construir um termo topolégico na Lagrangeana:
o tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita, €*?, neste caso tem trés indices e

poderemos contruir, nesta dimensao (e em geral, nas dimensdes impares, termos anélogos)
ae"* A8, As,

onde a € uma constante que da a intensidade da interagio. Notemos que este termo néo
envolve a métrica (por isto é chamado de topolégico), e é invariante de calibre a menos
de uma divergéncia total, mas ndo é invariante por paridade. Pode-se mostrar {4, 5, 12]
que numa Lagrangeana com termo de Maxwell este termo acrescenta uma massa para
o campo de gauge, a qual € proporcional a a. Isto define que tipo de problema prético
podemos tratar com o modelo: mesmo mantendo o termo de Maxwell, o resultado seria

bem diferente do eletromagnetismo usual, pois € mudado o alcance da interagéo.

1.3 O aparecimento de anyons e spin fracionario

Lembramos que, em 2 dimensdes espaciais, 0 grupo de rotagdes tem uma estrutura

peculiar: as rotagdes comutam (o grupo SO(2) é abeliano), e ndo hd a priori nenhuma



razdo para que o momento angular seja quantizado. Espera-se entao que a funcio de onda

para um sistema de n particulas satisfaga

(oo @iy s Gy o) = zmﬂ‘p( 3 Gy e G - ) (1.9)

g; denotando o conjunto de ntimeros quanticos da z-ésima particula, e o o parametro de
estatistica, um nimero real qualquer (a menos de um inteiro). Os casos particulares de
bésons e férmions sio dados por ¢ = 0 e ¢ = 1/2, respectivamente. O caso geral € o que
se chama de anyon, do inglés any, qualguer. Como esperado, neste caso o espectro do
operador de momento angular tem valores diferentes de inteiro ou semi-inteiro.

Para obter este efeito a partir de primeiros principios [11], basta notar que no espago
de configuracoes de um sistema de n particulas em d dimensdes temos que assumir que
os vetores de cada uma delas sio diferentes uns dos outros, isto é, ndo podem ocu-
par o mesmo lugar. Do contrario terfamos necessariamente estatistica bosénica. Por-
tanto, ao excluirmos estes pontos, apenas no caso de 2 dimensdes espaciais, o espago de
configuragbes deixa de ser simplesmente conexo, pelo motivo exposto na secao anterior.
Entdo, ao calcularmos amplitudes de transicao, as trajetorias na integral de caminho nao
sdo equivalentes, e tém um peso segundo a classe de equivaléncia a que pertencem (usando

como exmplo Mecénica Quantica ndo-relativistica nesta segdo):

K(g't'; q,t Zx JK*(d,t';q,1), (1.10)

onde o identifica cada classe e g € o conjunto dos ntimeros quanticos do sistema. Usando
diretamente uma representacao do grupo de trangas, é imediato mostrar que o efeito dos

pesos x(c) é criar um termo extra na lagrangeana contida na integral de caminho K*=:

L= Z —mx +22_E@ x;(t) — x;(E)]1 (1.11)



onde ® é uma constante,zej viodel ane
2
O(x) = arctan (—1) . (1.12)
z

Resulta [23] que surge um campo magnético proporcional & densidade de particulas. Por-
tanto, a titulo de ilustragao, podemos interpretar a interacio neste sistema como tubos

de fluxo de raio infinitesimal acompanhando cada particula. Segue-se [11], entdo, que

¢
J=1——n{n—1); [ inteiro, (1.13)
2r
em geral nio inteiro. Pode-se mostrar que a introdugio do termo de Chern-Simons da

secao anterior, com a = 7/® também leva a este resultado.

A hamiltoniana deste sistema é dada por

‘I>
2T

H= Z 2; [ (1) — xj(t))} . (1.14)

i#i

A interacao é umn calibre puro e pode ser eliminada, gerando uma fase na fungdo de onda:

P'(x, .. = JJexp [ z—@(x, — xj)] P(X1, .0y Xn). (1.15)

<3

<)’ satisfaz uma equagio de Schrodinger livre, mas sujeita a condigGes de contorno diferen-
tes: para duas particulas, por exemplo, com angulo polar relativo ¢, temos ¥'{¢ + 27) =

exp(—2i®)y/'($). Além disto, ¢’ satisfaz a relagdo 1.9 com

o
o= ——.
2w
tendo portanto estatistica fraciondria. Temos uma descrigdo dual: 3 com estatistica usual
e interagdo, ou v’ livre com estatistica fracionaria.

Até aqui, citamos resultados de Mecdnica Quantica nao-relativistica. Na passagem

a uma teoria de campos relativistica, encontramos dificuldades e pouco é conhecido no



- g-

momento sobre estatistica e spin nao usuais. Os fatos relevantes para este trabalho estdo

contidos na segio 2.4.

Este modelo tem sido usado para tratar problemas de fisica da matéria condensada
onde o movimento é confinado a um plano, como por exemplo, a supercondutividade a
baixas temperaturas e o efeito Hall quantizado (vide [16, 17, 22, 21, 18, 20, 19], onde sio
usadas fungoes de onda da forma 1.15). Para uma abordagem esclarecedora sobre estes

topicos, vide os trabalhos [11, 7, 10, 23] as e referéncias contidas neles.



Capitulo 2

Formulacao hamiltoniana da teoria

bosonica

Uma parte subtancial deste capitulo seguird de perto {2], no que diz respeito a notagao,
definigoes e alguns resultados. Alguns de nossos resultados serao uma versao alternativa

ou extendida de resultados daquele trabalho.

2.1 Formulagao, notacao e definigoes

O modelo mais sunples que podemos pensar (depois de apenas o termo de Chern-
Simons puro) é um campo escalar carregado sem massa, minimamente acoplado a um
campo de calibre que figura no termo de Chern-Simons, sem termo de Maxwell. A teoria
no espago-tempo em 3 dimensdes (R® X R )considerada agqui é definida pela seguinte

densidade de lagrangeana:

L = (D*)(D,g") + ie“”"Apa,,Ap. (2.1)

10
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Aqui & é uma constante, ¢ é um campo escalar complexo, 4, é um campo de gauge

abeliano e

D, = (8, +1ed,) (2.2)
D, = (8, —ied,). (2.3)

Nossas coordenadas e métrica sdo definidas na segdo Notagdo no inicio deste trabalho. Elas
definem as componentes de um vetor qualquer na frente de onda, dadas as componentes

convencionals:

VE=V, = _}—(V" + V?). (2.4)

V2
Vemos que esta ndo é uma transformacio de Lorentz. Qutra observagio € que o mo-
mento canonicamente conjugado a z¥ é p, = p~; uma conseqiiéncia importante é que a
hamiltoniana vem da componente 9c++ = .7~ do tensor de energia-momento.

Os momentos canonicamente conjugados sio

oL ~

"= g D_¢* (2.5)
. oL

il = —a(a_l_d)*) = D_Qb (26)
H = oL — (o

w = m = CL€+ A,, (27)

onde a = £/4w. A corrente de Noether invariante de calibre
§* = ie($D ¢ — ¢ ") (2.8)
é conservada. As equagdes de movimento de Lagrange sao facilmente obtidas e dadas por

D, D¢ = 0 (2.9)

28,4, = j* (2.10)
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e adiante se stmplificam, pela escolha do calibre A_ = 0, para

0.0_¢ = %’D{qub —iALD_$ g(a_A+)¢ (2.11)

9,.0_¢" = %3511514»* +iA0_¢" + %(6_A+)¢* (2.12)

%G_Al = j*=i(¢°0_¢ — $O_4") (2.13)

(@A, — M) = 5T =i(#"Did - ¢Di4") (2.14)
- %a_m = 1= —i($'D1g — ¢D1g*), (2.15)

onde, de agora em diante, faremos e = 1, por conveniéncia.

Os campos ¢ e ¢* satisfazem condicbes de contorne nulas no infinite ao longe das
duas diregdes espaciais z~ e z'. Os campos de calibre satisfazem condicdes de contorno
no infinito nulas ao longo de z! e anti-periédicas ac longo de ™. Para entender porque
deve ser assim, tomemos como exemplo A;. Ele nao pode satisfazer condi¢oes nulas ou

. _ . fy -
periédicas ao longo de =7, pois isto tornaria nula a carga elétrica conservada do campo

¢: usando a eq. 2.13, vemos que

Q= fdzm it = 2a/dm1 [Ai(z™ = 00,2") — Ay(z7 = —o00,2")]. (2.16)

2.2 Implementacao dos vinculos. Parénteses de Dirac

E imediato, das eqs. 2.5, 2.6 e 2.7, que temos um sistema vinculado, e os vinculos sao

dados por
=~ 0 (2.17)
X = 7 —aetijA; =0 i =—1 (2.18)
x = 7—D_¢* =0 (2.19)
x* = 1t —D_¢=0. (2.20)
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Entdo, a hamiltoniana canénica pode ser obtida da maneira usual [2]:

H = / &' [(Di#)(Drid7) — A9, (2.21)

onde

Q=i(rd—7°¢*) + ae™ A, + G (2.22)

Usamos as eq. 2.5, 2.6 e 2.7, e deixamos de lado termos de superficie proporcionais a
[0-(A1 A1) — 8:1(Ar1A})], de acordo com as condigdes de contorno discutidas acima: estes
termos, depois de integrados, sao proporcionais a um produto de dois campos de gauge
no infinito, por exemplo A4(z” = co,z')As(z™ = 00,z!) - Ay (2™ = —o0,2Y)A4i(z” =
—co,z') = 0.

Notemos que o ultimo e o peniltimo termos de  sido iguais se levarmos em conta
a definicdo de 7*, e poderiam ter sido somados. Escolhemos da forma acima para que,
adiante, ao usar o método de Dirac (Apéndice A), ndo seja necessério fazer combinagoes
lineares entre os vinculos para achar todos os de primeira classe: veremos que {2, assim
escrito, j4 é de primeira classe, e gera transformacbes de calibre, ou seja, usando os

parénteses de Poisson 2.27 e 2.26 definidos abaixo,

If

54; = {Adz), [y o))} = ~dia(c) (2.23)

6 = {4(a), [ &y aly)Ay)} = iale)d(a), (224)

o' que corresponde a uma tranformacao de calibre infinitesimal. (Expressées correspon-
dentes sao encontradas para os momentos, visto que os campos e os momentos aparecem
em {1 de forma simétrica.)

Construimos entao a hamiltoniana preliminar como sendo
H =H, + /dzm [ux + w*x* +uix' +upnt], (2.25)

onde u, u*, u*, uy sdo campos multiplicadores de Lagrange. Postulamos inicialmente parén-
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teses de Poisson a ‘tempos’ + = 7 iguais entre os campos ¢ seus momentos, copiando
o formalismo usado a tempos iguais {como se 7 = z% fosse um tempo, no sentido de

Minkowsky):

{W(T7m_:ml):¢(7—:y_:yl)} =
:{W*(T,m_,ml),gb*('r,y—,yl)} = —52($—y) (2.26)

{m*(r,27,2%), Afr,y 7,9} = —84,8% (= —y), (2.27)

todos os restantes se anulando. Destes, obtemos que os parénteses de Poisson ndo-nulos
entre os vinculos sdo dados por {abreviando a dependéncia nas coordenadas conforme a

convengio)

{x', %’} = —2a"8(z—y) (2.28)
X' x} = —ié_¢" &z —y) (2.29)
{xX,x'} = i _¢8=z-y) (2.30)
fox't = —2D768%(z —y). (2.31)

Notemos que 7~ tem parénteses nulos com todos os outros, ou seja, é de primeira classe.

Exigindo a persisténcia em 7 de 7+ & 0, obtemos que
durt(z) = 7 (2) = {z¥(z,7), H (1)} = Qz, 1), (2.32)
dado pela eq. 2.22, e portanto obtivemos um vinculo secundario,
Q~o. (2.33)
Extendemos a hamiltoniana para englobar este novo vinculo:

H'=H'+ [d200 (2.34)
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e nao obtemos nenhum novo vinculo secundario no processo: {2, H”} ~ 0 com os vinculos
que ja temos. 7t & 0 e = 0 sdo de primeira classe e geram tranformagoes de gauge, e
os outros 4, x*,x,x*, sio de segunda classe.

Poderiamos adicionar mais 2 vinculos para torna-los todos de segunda classe, como

em [2], mas adicionaremos apenas um, j citado:
A 0. (2.35)

§} € promovido a segunda classe, pois {2, A_} # 0. O prego a pagar serd que 7+ ~ 0
permanecera de primeira classe. Com isto, implementaremos todos os outros vinculos,
menos este, como descrito no Apéndice A. E claro que em algum momento, posterior-
mente, iremos implementa-lo.

Comegamos pelo par 2 = 0, A_ =5 0. Definimos os parénteses preliminares cormo

sendo (cf. A. 4)
{£,0Y = {£,0} = [ dud {£,Tm()} Cil(w,) {Tu(v),0}  (236)
onde m,n=1,2, Ty =A4_, I, =Q e Cij = {I},T';}. Aseq. 2.27 e 2.22 fornecem

Clz,y) = 0; |02 8%(z — )] . (2.37)

Esta é uma matriz que tem indices discretos (usuais) e {ndices continuos (a dependéncia

em ¢ e ). A inversa de uma tal matriz é apropriadamente definida como sendo
/ &z Ca(z, 2)CiMz,y) = 6564z — ), (2.38)

o que fornece

CHz,y) = 0 2K(z —y) (2.39)
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onde K(z — y) é a distribuigdo definida no Apéndice B:

Klz—-y) = ﬂie(m_ —y )" —yh) (2.40)
OKE-y) = —58 1) (2.41)

Agora implementaremos os vinculos T} = x~,T2 = x1,73 = x, T4 = x*. A matriz
D.; = {T;,T;}* é, usando 2.28 e seguintes, e o fato de {) ser de primeira classe em relagio

ao conjunto dos T3,

[0 —2a ig*  ip )
% 0 0

Dz,y)=| &(z —y). (2.42)
i 0 —20°

\ ~i¢ 0 —26° 0

[ R e

Verifica-se, com a cq. 2.38, que

([ 0 —dad® 0 0 )
Dot gy | 7 W) AW k) 20i(e) | K(a )
, 0 2034(y) 0 (2a)? (2a)*

\ 0 —2a1¢*(y) (2a)? 0 /

(2.43}
(No Apéndice D é fornecido um método para obter rapidamente esta inversa, através de

um exemplo do Capitulo 3) Os parénteses de Dirac sdo entido dados por

{f,9}p = {£,9F = [ du do {, Tn(@)} Dyh(w,0) {Tu(v),0}  (244)

Para dar uma forma mais util & eq. 2.44, eliminaremos os parénteses preliminares.

Calculamos, usando as egs. 2.36, 2.26 e 2.27, e novamente o fato de {2 ser de primeira
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classe em relagdo aos 1;,

(T} = {£Tn} -2 [ Pudv K(u—v){f,A-HO, Tn} — {f, OHA-, T} =
= {f,Tu} 28, [ du Klu— 9){f(o), %)}, (2:45)

e analogamente

(T, 9} = {Tn 9} — 28", [ d*u K(u—2){u), 9(u)}- (2.46)

Usando isto, e as eqs. 2.36 e 2.39 obtemos, apos algumas manipulacdes,

(hado = (ab- [ u ol {7, T} Dk Turs} -

A g - an 03} 0 - 0]} (24

I ficil ver que a eq. 2.47 é equivalente ac que se obtém implementando todos os vinculos
de uma sé vez, como em [2]. No mosso caso, a obtengio das inversas das matrizes foi
facilitada pelo procedimento em passos, que usou uma matriz 2 x 2 e ouira 4 x 4, em vez
de uma s0 6 x 6, ao prego de uma manipulagao algébrica que se mostrou simples para
obter a eq. 2.47.

Os parénteses de Dirac tém, por construcio, a propriedade de se anularem se f ou
g forem um dos vinculos do conjunto {I';,7;}. Portanto, podemos agora fazer I; = 0 e
T; = 0, como igualdades vélidas fortemente, e as equacdes de Hamilton agora envolvem
os parénteses de Dirac.

Falta ainda implementar o vinculo 7t = 0. Observando que o campo A, que nio
aparece nos vinculos, também desaparece de H, (eq. 2.21), pois = 0, vemos que 7t se

desacopla e podemos escolher

ut =0 (2.48)

para eliminar 7t e A,. Diz-se que tais varidveis formam um par trivial.
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Como A_ =7l =0, 7 =0_¢*, 7" = 0.¢, 7~ = aA; temos que 7', 7,7, 7", A_,
além de 7+ e A, sdo eliminados. Além disto, 2 = 0, ou, alternativamente, a equagao de

Lagrange 2.13, d4 A, em funcao de ¢ e ¢*:
A= 1 /dzyﬁ(f -y )8z —y' )t (y) (2.49)
I . .

N3o por acaso, o peso da integral de j*(y) é precisamente a distribuicdoK(z — y). Ela
aparece porque, dentre todas as solugdes da eq. 2.13, a que satisfaz as condigoes de
contorno anti-periddicas em z~ é esta. Como iremos ver, este fato determina todo o
comportamento da teoria na frente de onda.

A hamiltoniana na frente de onda, obtida substituindo os vinculos de segunda classe

e a condicdo 2.48 em H', é entdo
- = / &Po(Dy $)(Drd"), (2.50)

com A; dado em termos de ¢ e ¢* pela eq. 2.49. Notamos que ela é mais simples que a
hamiltoniana a tempos iguais, por exemplo, a da ref. [8], ou a que serd citada na secao
2.4. Entretanto, agora temos nao localidade devido a 2.49.

Concluimos que sobram apenas os campos ¢ e ¢* como varidveis independentes, em

termos dos quais a dindmica de todos os outros é descrita.

2.3 Alguns parénteses basicos e auto-consisténcia

Das eqgs. 2.47 e 2.43 calcula-se facilmente os parénteses

{¢,9lp = {¢" ¢'}p=0 (2.51)
{6,¢'tp = {¢",¢}p = K(z—vy) (2.52)
{mdh> = {x"¢"h> = — 5= —y), (2.53)
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que reconhecemos como sendo os parénteses de Dirac na frente de onda obtidos por um

argumento geral na eq. 1.8 e na ref. [3|. Qutros parénteses tteis sdo

rAdp = — 4K (e —y) + 48 ) (254
{6 i}p = S-[$(y) - 2(c)|K (2~ y) (2.55)
A diko = Gold@FE)+ ¢ EHIKGE=Y) (2.56)

assim como aqueles obtidos por conjugacdo complexa destes.

Apora, iremos reobter a eq. 2.11 como uma das equagdes de Hamilton, checando assim

a auto-consisténcia da teoria:

83(0-¢) = 04n* = {n*(=), H(7)}p
— {n* H} - / d*udv|{n*, T} (D3} {Tz, H} + D3M{Tw, HY)
K (u - v){rt, QHr, B} =

= S{n" HY = 10 4(a) [ @uK(e — v){r'(v), H} ~ 4@ (z), B}

Usando que

{r, H} = DiDi¢ (2.57)
{r',H} = (¢'Dip—¢D:g") = —5' (2.58)
obtemos
1 2 ) 1 7 4
0,0-¢ = §D1®1¢—;a_¢fd yK(z —y)j (y)+E¢J =
1

= IDIDb A0 §— L40_A,,
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onde definimos a quantidade

Ay = —%fdzy elz” —y7)8(z' —y" )i (y). (2.59)

Observando que a definigao acima é essencialmente a eq. de Lagrange 2.15, com as
condigoes de contorno anti-periddicas implicitamente assumidas, identificamos que A, =

A, e obtivemos entdo a eq. de Lagrange 2.11.

2.4 O campo multivalente (,B e o carater anyonico da

teoria

Olhando a expressdo para A;, 2.49 , vemos que este é um gauge puro, isto é, é uma

derivada de uma fungio em relagio a z*. De fato, definindo

M) = o [dy o™~y )let 1) () (2.60)

é imediato ver que A; = JyA. Fazendo uma transformacio de gauge, entdo, é possivel elim-
inar Ay, que era o tinico campo de gauge a comparecer na hamiltoniana 2.50 (fornecendo
uma auto-interacio complicada para ¢; o potencial é de ordem ¢ e nio-local). O prego,

como é usual, é uma fase no campo de matéria ¢. Deste modo,

$ = et (2.62)
q?)* — e—iA¢$ (263)

o que resulta em
H = [ @2(0:8)(0:"), (2.64)

uma hamiltoniana livre para o campo ¢.
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Na teoria a tempos iguais[4, 8, 5], podemos analogamente definir um ¢**, com

Kt (x) = - [ @y 0x - y)°(), (265)

Ta

onde ©(x — y) é o angulo entre o vetor X —y e o eixo dos z!, no plano (z*, z?), cf. eq.
1.12. Mas notemos que © é multivalente, e por este motivo na integragio temos que
escolher um ramo, fazendo um corte. Este corte se traduz como uma descontinuidade em
©, e para comutar derivadas em rela¢io a « e integrais em y no intuito de provar que
a hamiltoniana é livre, obtemos um termo nao desejado. H4 controvérsia na literatura
sobre este ponto [8, 11, 10].

Obtém-se, usando j° = i(¢*7* — ¢7), que, jd a nivel de operadores,

[$,A] = —7—6(x — y)b(a). (2.66)

Usando a identidade entre operadores (férmula de Baker-Campbell-Hausdorfl)

Bed = ¢t Z (_ilTL . (2.67)
= n!
onde
en = [A,...[A A, B]]..], (2.68)
e e’
n vezes
com A=1A e B = ¢, obtemos da eq. 2.66 que
_ | ©x-y)
Cn = [~ ira ] #z) (2.69)
e portanto
qb(m)em(y) = exp [_%@(f_ﬂ;yl] e M) g(z). (2.70)
Entao

B(2)d(y) = eMg(a)etg(y)
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= e {—ﬁ[@(x ~¥) = 0y — x|} A0 g(y)eNg(z) =

= e {~10(x ) - Oy )]} $)d(2)

T

que pode ser escrito como

$(2)d(y) — em=2d(y)d(z) = 0 (2.71)

onde A = ©(y —x)— ©(x —y) = 7 mod 2nx (n inteiro), e, de maneira andloga se obtém,
() (y) — ewa A (y) (=) = i6(x — y) (2.72)

que sao as conhecidas relacoes de comutacdo graduadas, com o fator de fase multivalente

A [8]. O que temos a tempos iguais é uma descrigio dual da teoria:

¢ campos univalentes, com interagoes complicadas na hamiltoniana e estatistica con-

vencional (aqui, bosonica), ou
¢ campos multivalentes, com hamiltoniana livre (7), mas estatistica fracionéria.

A discussdo que se segue, envolvendo a conexdo entre spin e estatfstica, spin andémalo, e
a segunda quantizagdo, com a construgio do espago de Fock e analise dos estados assim
obtidos € direta e pode ser encontrada nas referéncias [4, 8, 5, 7, 9] e varias outras.
Todo o pardgrafo acima se refere a teoria formulada a tempos iguais. O nosso objetivo
agora ¢ verificar se esta estrutura pode ser reproduzida na versac sobre a frente de
onda. De inicio, notamos que na eq. 2.60 o fator que multiplica 7+ nao gera problemas:

! na eq. 2.61 é corretamente comutada com

ele é monovalente e a derivada em relacic a x
a integral em y, produzindo a eq. 2.64.

" Poder-se-ia pensar que esta distribuigdo produto dos € é uma outra maneira de rep-
resentar o angulo © (obtido na forma instantinea), apenas mudando o nome das coorde-

nadas, ja que as derivadas das duas expressdes sao essencialmente deltas (cf. B. 11 e B.

12). Mas é demonstrado no apéndice de [9] que elas coincidem apenas para uma classe
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restrita de fungoes teste. Elas diferem nas condigbes de contorno no infinito que impormnos
aos campos de calibre: a tempos iguais, nulas, ou seja, usamos a eq. B. 10; na frente de
onda, anti-periddicas, e usamos a eq. B. 12.

Entretanto, ocorre que [¢, ¢*] # 0 e [A, A] # 0, o que torna as relagdes de comutagao
graduadas mais complicadas quando tentamos escrevé-las na frente de onda. Usando a

eq. 2.55, obtemos (j& na versio segundo-quantizada da teoria)

9,4] = (o™~ y)ela* ~ ") [2(z) — 9™, 2] (273)

e usando a identidade que se demonstra da eq. 2.67

[e4,B] = e* i_o: (_i)!nnlcn (2.74)

com ¢, dado pela 2.68, e A e B como antes (exceto que agora A é o da frente de onda,

eq. 2.60), obternos
(oo™ v )lat —3M)} [24(e) - 9y, 2 (2.75)
e portanto

2

($(z), 0] = 2680 forp [ Lz —y (e — o] — 1} [26(2) - 97,0

2
(2.76)
Finalmente,
¢(m)em(y) — AW [ea(x,y)¢(m) - %(ea(w,y) — 1)¢(y—’zl)] , (2.77)
onde
o(2,y) = — ~e(z™ — y")e(x? — ) (2.78)

8a

Reconhecemos o primeiro termo do lado direito como andlogo a 2.70, mas agora temos ou-
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tros termos, devidos, em tltima andlise, as condigoes de contorno e relagoes de comutacao

diferentes que encontramos na frente de onda. Disto obtemos

Ha)ply) = el =wldy)a) 4 =M [eAE), g (2)g(y) +

£ O 2 )1 - ) — (a0 )] (279)

onde o tltimo termo é igual ao peniltimo com z e y permutados. Notemos que o primeiro
termo do lado direito é andlogo a relagdo de comutagao graduada da versao a temipos
1guais, eq. 2.71, mas as fungdes que aparecem nos expoentes tém propriedades de simetria
bastante distintas. Ao contrario daquele caso, que tinha @(x—y) = O(y —x)+ (2n+1)x
(n inteiro), temos a(z,y) = afy,z). Logo, a fase desaparece do primeiro termo, e além
disto, restam os outros termos que nao existiam antes, os quais ainda escondem o carater
anyonico da teoria, se houver. Além disto, ® é multivalente, o que nao acontece com a.
Isto ocorre porque as condigoes de contorno anti-periodicas das egs. 2.13 introduziram as

distribuigdes . Podemos, ainda, reescrever o resultado acima como

e )] = e, Mg g(a) +
S [F @04 2g)(1 - ) — (a o y)] (250)

£ 0

o que, pelo menos, mostra que o campo q@ nao tem estatistica convencional porque tem
comutador ndo-nulo consige mesmo.

A conclusao é que, na frente de onda, ndo se pode obter A multivalente tal que a
hamiltoniana seja livre e <;S obedega uma relagao de comutagdo graduada como a eq. 2.71,

devido as condigoes de contorno.
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2.5 O vacuo classico e o espaco de Fock

Para obtermos o vacuo classico, nao € correto minimizarmos a hamiltoniana na frente
de onda, eq. 2.50. Minimizar a hamiltoniana fornece o vicuo classico para a classe dos
sistemas de referéncia conectados por transformagoes de Lorentz, o que néo é o nosso caso:
o sistema da frente de onda é um referencial com a velocidade da luz, e nada nos garante
que os resultados de nossas experiéncias, todas realizadas em referenciais com velocidades
inferiores & da luz, continuem valendo num tal sistema. Tudo que sabemos é que devemos
minimizar a hamiltoniana a tempos iguais H**. Além disto, as coordenadas da frente
de onda da luz dependem das coordenadas de Lorentz das quais partimos. Por exemplo,
se fizermos um boost de Lorentz com velocidade 8 = v/c em z° e z?, as coordenadas da

frente de onda sofrem uma tranformacio de escala:

o (LE8Y
gt = (lﬂ:ﬁ) x*, (2.81)

Em particular, para obter uma prescrigo para o vdcuo classico, traduziremos a afirmagio
de que minimizamos a hamiltoniana a tempos iguais para minimizamos a componente 0
do quadrivetor energia-momento, a qual se escreve em termos de grandezas definidas na
frente de onda como:

L
V2

1

\/ﬁ(PJ’ + HY, (2.82)

He.t.:PO: (P++P_):

e, portanto, o vicuo na frente de onda da luz tem que ser compativel com

6He.t. 1 . 6

L Lfy —
5 _ﬁ6¢c(P++H y=0 (2.83)

O tensor densidade de energia-momento canénico é calculado da maneira usual e é dado
por [25]
0¥ = (DFG*YB"¢) + (D)D" ¢*) + ae™ P A, 8" A, — ' L, (2.84)



sendo que

g o= f ot (2.85)
Pt = j Pl (2.86)
Resulta que
05 = (D*¢") (87 ¢) + (D*$)(67¢") + ae 4,07 A, — (Dud)(D$") — e " 4,8, 4, =
= (Di¢)(D14") +144($70_¢ — § 8.4") — a(A1D_41 — A18_A4) =
= (Dig)(Di¢") + ad_(A+ A1), (2.87)

que é a densidade de hamiltoniana encontrada anteriormente, eq. 2.50, a menos do termo

de superficie, desprezado em vista das condigoes de contorno discutidas no inicio da segdo

22, e
it = (DT¢")(E74)+ (DT )OS =
= 5.¢4"8.¢+0.408.¢4° = 2rr". (2.88)
Entao
e = L [ &2 () (Drg) + 277 (2.89)
‘\/i 1 1 .

e a derivada funcional em relagiao a ¢* da

6He.t.
o}

644(y)
¢*(=)

- Ly { [@w(y o) ig(a) ] Did(y) + D1 (@)4()

o

+20_¢(y) L8%(y — =) =

_ ___\}5 [DlDlth(:c) +2a f Py (a_A+g‘:j((z)) ) +26_6_¢(m)] -
- L[t [y (a0 200 40a)| =

L

= -5 [DiD1§—2%A,0_¢—igd_ Ay +20_8_¢(x)] =
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= —v2(8,6_ + 8.8. ). = 0. (2.90)

Usando o pacote PDEtools do Maple V release 3, (ou outro método qualquer), obtemos

facilmente a forma da solucao, que € prontamente verificada:

g(zT 27, 2') = (¥, 2') + ozt — 27, 2). (2.91)

Mantendo z* constante e fazendo 2™ —» oo,

¢ = ¢'1($+:$1) + qbz(—oo,ml) =0, ¢ = qbl(ml): (2'92)

o que finalmente resulta em

¢ = qbc(;c"' -z, a:l), (2.93)

que &, justificadamente, uma funcio apenas de z' e 22, ou seja, independente do tempo
z°. No referencial da frente de onda, esta é uma onda plana se movimentando na direcdo
de 2~ positivo. Entao, o vicuo que gostariamos de obter é uma solugdo das equacdes de
movimento que tenha a forma acima.

Agora tentaremnos encontrar o exemplo mais simples possivel de um tal sistema.

Seguindo [7], tentamos um ansatz do tipo particula puntiforme na origern,

it o= 8=t —z7) (2.94)

it =0, (2.95)
mas chegamos a uma contradigdo: ocorre que, para

it = P(a")Q(=z" —z7), (2.96)
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onde P e @ sao fungoes pares de seus argumentos, a eq. 2.13 fornece

Ay = P(z")R(zt —z7) (2.97)
onde K é {mpar, e, devido a 2.14,

Ay = STzt —z7) (2.98)

onde S é impar, mas T é par, o que contradiz as condigdes de contorno. Assim, o problema
de obter o vacuo cldssico € dificultado por nio haver separacio em produto.

Para construir o espago de Fock, usamos 2.51 e 2.52. Com a quantizagfio, os campos
tornam-se operadores, o ordenamento escrito na hamiltonlana acima é assumido, e em
caso de ambigiidade usa-se o ordenamento de Weyl. Com a prescrigao {f,g} — —i[f, g],
onde f e g no comutador representam operadores, as relagoes de comutacgao na frente de

onda se escrevem

[6,6"] = iK(z—y) (2.99)
[4,4] = 0. (2.100)

Para satisfazé-las, usaremos as expanstes no espago dos momentos [3]

b = i [ PR [a(kt, B r)e e R = gt k1 7)ot mR ] (2101)

¢ = & PR [al(hr, kyr)eire TR g gt r)emit R (2.102)
onde d?k = dk*tdk' e 0 é a fungio degrau de Heaviside. Temos a algebra
[a(k), al (k)]s emr = [6(k), BT (B)]s=rr = 82(k — k') = 8(k* — E*)S(K — &),  (2.103)

todos os outros se anulando, ¢ onde a dependéncia em (k*, k') e 7 foi abreviada, por

simplicidade. E fécil verificar que esta expansao satisfaz as relagoes 2.99 e 2.100, bastando
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para isto usar a dlgebra e algumas relagbes entre distribui¢oes fornecidas no Apéndice B.

Nota-se que as relagbes de comutagao entre os operadores de criagao e destruigao
revelam estatistica usual (bosbnica), e que anteriormente, na segio 2.4, mostramos que na
frente de onda nio podemos obter {pelo menos, ndo tio facilmente como a tempos iguais)
um operador multivalente qﬂﬁ que tenha estatistica manifestamente anydnica e hamiltoniana

livre.



Capitulo 3

Formulacao hamiltoniana da teoria

fermionica

Neste capitulo tentaremos repetir a analise do capitulo anterior para o caso de campos

fermiénicos.

3.1 Matrizes gama e espinores de Dirac em (2 + 1)
dimensoes

Em (2 + 1) dimensdes, as matrizes gama da equagio de Dirac podem ser represen-
tadas por matrizes de dimensao 2. Devido a algebra que estas possuem, podemos entdo

representa-las essencialmente pelas matrizes de spin de Pauli:

01

“YO =01 = ( ) (31)
10
1 0

Y =i03 = ( ) (3.2)
0 —2
0 1

72 =10, = ( ) . (3-3)
-1 0

30
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Definimos entao

1 B (01
7:75 \ 0 0

(
T_ELZ(’YO—’YZ) = \/5\(1] 2) (3.5)

Serao 1teis os projetores

(
AT = \/igfyofﬁ = 00 ) , (3.6)

\ 0 1
(1 0
A= 2oy = , (3.7)
2 \ 0 0
e € facil ver que
(A*+A7) =1 (3.8)
(a%)* = A= (3.9)

Também usaremos as relagoes

, 0 —i
VY =yt = ( , ) (3.10)
Py = (3.11)

Notemos estas 3 matrizes juntamente com a identidade formam uma base para as matrizes
2x2. Em (3+1) dimensdes, este espago teria dimensao 16, ao passo que aqui esta dimensao

é 4. Logo, ndo podemos definir um objeto como 75, pois este se reduziria a eq. 3.11
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O campo 1 é um espinor de massa nula de 2 componentes:

b = (’1" (3.12)

"
i o= W), (3.13)

e define-se
b= = (45 ), (3.14)

como usual, mas iremos preferencialmente usar as componentes do espinor e seus conju-

gados, com os ndices espinoriais variando de 1 a 2. Iremos usar 4° na frente de onda
bl i tri ao d dem d denadas: y° é

sem problemas, pois as matrizes gama nao dependem de coordenadas: y° é apenas uma

notagao para a matriz dada pela eq. 3.1.

3.2 Formulagao da teoria e equagoes de Lagrange

Nossa densidade de lagrangeana sera agora dada por

L= 2 [$a(v" 1 )asDutbs — Dutba(1°1 Jagibs| + ac** 4,8, 4, (3.15)

[N

onde D, e D, sio definidos por 2.2 e 2.3 e 0s momentos canonicamente conjugados sio

i *
T = YA )sa (3.16)
) i
w = 0" st (.17
™ = ae™MVA,. (3.18)

As equacdes de movimento sdo facilmente obtidas:

(Dutha)(1*¥*)ag = 0 (3.19)

(F°*1)as(Dutps) = 0 (3.20)
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2ae"?8,A, = ¥ = YY"y )apts. (3.21)

A corrente de Noether j# é conservada e as condicdes de contorno sao as mesmas do campo
escalar: os campos de calibre tém condicoes de contorno no infinito anti-periédicas em

! e os campos de matéria tém condicoes de contorno no infinito nulas em

z” e nulas em T
ambas as direcdes espaciais (vide eq. 2.16).
No calibre A_ = 0, resulta que as equacdes de movimento sao bem mais simples que

no caso anterior. Usando as egs. 3.6, 3.7 e 3.10, obtemos

V28 4y -1 Dy = 0 (3.22)
V20t +iDwpl = 0 (3.23)
V2D +iDipy = 0 (3.24)
V2 Dy —i Dy} = 0 (3.25)
2a(0-A1) = j* =245 (3.26)

2a(1 Ay — 0rAr) = §7 = V24 (3.27)

—2a(0-Ay) = ' =i(gh; — $ita). (3.28)

Notemos que, como antes, as trés iltimas equagdes eliminam os campos de gauge em
termos das correntes de Noether, mas agora as expressGes para as correntes estio mals
simples, conseqiiéncia de termos uma lagrangeana linear em derivadas dos campos.
Além disto, as duas primeiras equagdes nao envolvem derivadas temporais dos campos
P e*, de maneira que devemos esperar que elas surjam no formalismo hamiltoniano como
um par de vinculos, sendo um o conjugado do outro. Estes vinculos acabam por eliminar
o campo ¥; e seu conjugado (cujas derivadas temporais ndo comparecem) em termos de
12, Y5 e Ay que ja fol eliminado em termos dos dois primeiros. As duas equacdes restantes
é que dio efetivamente a dindmica dos campos 4, e 5. A conclusio é que apesar de,
aparentemente, fermos aqui mais graus de liberdade, temos também mais vinculos, que

os reduzem a apenas dois.
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3.3 Implementacao dos vinculos. Parénteses de Dirac

A hamiltoniana canénica € entao
2 L i * H
fe= [ & {2 [(Pab2)r "y hastbs ~ 407 hap(Dits)] — 440} (3.29)

onde

Q =i(Tatpe — mo0r) + a.e+ij3iAj + g (3.30)

como antes, exceto que agora temos somas nos indices espinoriais dos termos entre

parénteses.

Da eq. 3.16 e seguintes, obtemos os vinculos primarios:

Xe = o = 58517 o % 0 (3:31)
Xe =75+ %(’YD’YJr)aﬁ’/’ﬁ ~ 0 (3.32)
™ &~ 0 (3.33)

x'=71—actA4; = 0 (3.34)

Nossa convengao é que os vinculos e momentos referentes ao campo de gauge tém indices
em cima, que vao de — a 1, enquanto que aqueles referentes aos campos de matéria tém
indices embaixo que assumem valores de 1 a 2. A seguir, postulamos os parénteses de

Poisson entre os campos e seus momentos:

{r* A} = -8 52(1: —y) (3.35)

{masps} ={nl95} = —bap 8%(z —y), (3.36)

os outros se anulando. Os parénteses de Poisson nao-nulos entre os vinculos primérios sao

facilmente obtidos:

{x'x'} = —2ae"8%(z—y) (3.37)
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{xar x5} = —i(7%")apb’(z —y). (3.38)

A hamiltoniana preliminar ¢ entao
H = H. + f Pz [Xata + Xotl + Xus +7Hus ] (3.39)

onde ug, ul, u; e Uy sao campos multiplicadores de Lagrange.

Impondo a persisténcia no tempo de %t & 0, encontramos o vinculo secundério
Q=0 (3.40)

da mesma maneira que na se¢ao 2.2. Além disto, porém, impondo a consisténcia de x,
no tempo obtemos mais vinculos secundarios, devido & presenga do projetor A* na eq.
3.38:

{xa, H'} = ~i(Dihp)(7"7 Jga — 1up(7* 1 ) = 0, (341)

que, abrindo as somas e usando as egs. 3.6, 3.7 e 3.10, fornece

T =V2D o +iDi; &~ 0 (3.42)
—iDyp} + V2uy = 0. (3.43)

A segunda equacgao fornece o multiplicador uj, mas a primeira, devido & presenca do
projetor multiplicando u’, na eq. 3.41, nao envolve multiplicadores de Lagrange. Portanto,
este & mais um vinculo secundario, o qual, fixando o calibre com A_ ~ 0 é exatamente a
equagdo de movimento de Lagrange 3.23, conforme foi previsto anteriormente. O mesmo
argumento para a persisténcia no tempo de x% fornece a equagio que determina u; e o

vinculo conjugado, que vem a ser a eq. 3.22:

E=V2D. . —iDidr = 0 (3.44)
iDi + V2uy, =~ 0. (3.45)
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A conservacdo dos vinculos restantes, referentes aos campos de calibre, apenas fornece
equagoes que determinam seus multiplicadores u_ e u;.

Extendemos entao a hamiltoniana para englobar estes novos vinculos:
H' = H'+ j &z [wQ +vE +v* 5], (3.46)

e o requerimento de persisténcia para os vinculos secunddrios ndo gera novos vinculos
secundarios. Temos entdo, que os parénteses de Poisson niao-nulos entre os vinculos, além

de 3.37 e 3.38, séo

{xuZ} ~ V2026%(z—y) (3.47)
{x2,2} = D8z —y) (3.48)
{x", 2} = V298 z —y) (3.49)
{x', I} ~ i (z—y) (3.50)
{2,Q} =~ (—iv2 At +i419)6% (e —y), (3.51)

além de seus conjugados.

Poder-se-ia pensar, devido a ultima equagio acima, que agora {2 nao € mais de primeira
classe, e ndo precisamos mais fixar o calibre para tornd-lo de segunda classe. Mas esta
conclusao ¢é falsa: a matriz dos parénteses de Poisson entre os vinculos de segunda classe
(todos exceto w') ainda é singular. Isto se deve ao fato de ainda termos, entre os de
segunda classe, uma combinagdo linear de primeira classe. A fixacio de calibre A_ ~ 0
usada antes resolve este problema, sem que tenhamos que identificar qual combinagio
linear é de primeira classe. Resulta que & matriz com esta fixacio de calibre incluida é
inversivel.

Entdo temos que implementar os vinculos Ty = %1, T2 = x2, Tz = x5, Ta = x5, Ts =

X, Te=x,Tr=8,Ta=5*To=A_ e Tyg = Q. A maltriz a inverter é
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C(z,y) =
[ o 0 0 0 0 0 VIOF 0 0 0
0 0 0 -2 0 0 iDe 0 0 0
0 0 0 0 0 0 V20 0
0 W2 0 0 0 0 0 —iDF 0 0
0 0 0 0 0 —2a —iv2y W29r -1 0
0 0 0 0 2a 0 it —is 0 0
V205 —iDE 0 0 V21, —ithy 0 0 0 Ay
0 0 V28 iDF —iv2yr 0 0 0 —iAy
0 0 0 0 1 0 0 0 0 &
\ 0 0 0 0 0 0 —iAywhy A -85 0
x 8%z —y)

uma matriz 10 x 10, ou seja, 100 elementos, que, com a simetria da matriz, se reduzem a
55. Para nado sermos forgados a resolver um sistema de equacdes a 55 incdgnitas, usamos o
método exposto no Apéndice D, que se aproveita do fato de que vérios elementos sio nulos.
Notemos, ainda, que ndo sdo necessarios todos os elementos da inversa, mas apenas aqueles
que figurem nos parénteses de Dirac que queremos calcular. Usaremos os elementos de
C ! obtidos no Apéndice D.

Obtida a inversa, definimos entao os parenteses de Dirac,

{f: g}D = {f: g} - /dQU d*v {f, Tm(u)} C’;}l(u,'u) {Tﬂ('u): g}' (3'53)

Os mesmos comentdrios do capitulo anterior se aplicam, e agora os vinculos valem forte-

mente. 77 e A, se desacoplam, e sdo eliminados escolhendo-se u* = 0, como antes.

/

(3.52)
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1T =ah, = —aA_ =0,m =7} =0, m = (5/V2), 75 = (—i/V2)h, 2 =0, 0u a

eq. 3.26, elimina A; em termos dos campos de matéria:

@) = =2 [ PyK(z — sl ile) (359
e X e ¥* eliminam 4, € ¥5:

b = —iv2 [ dPyK(e - y)Dia(y) (3.55)
P = iﬁ/dzyK(w—y)ﬁ’{%(y), (3.56)

com A; dado pela eq. 3.54.
Os tnicos campos independentes que sobram séo 1, e 95 e, novamente, a distribuigio
K(z —y) aparece devido is condigdes de contorno.

A hamiltoniana na frente de onda entio fica sendo

1 ~
HY = = [ & [§3(Dup) + (Duia] (3.57)
que também pode ser escrita como

HY = % f &z (30 ) + (819 2 — 22 4:8_A4], (3.58)

onde agora se reconhece claramente que o dltimo termo é o termo de Chern-Simons, com
a condicdo A_ = 0, a menos de uma integragao por partes. De novo, a hamiltoniana tem
urm aparéncia mais simples que a de tempos iguais, mas é nio-local e tem um potencial de
sexta poténcia (devido ao fato de T eliminar ¥ em termos de uma expressio que contém
Y, trés vezes, eq. 3.55, e isto multiplicar A;, que contém duas, eq. 3.54, e o préprio 1,

na hamiltoniana).
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3.4 Alguns parénteses basicos e auto-consisténcia

Podemos agora calcular os parénteses de Dirac entre os campos:

{¥2,92}p = {43, %3}
{'ﬂbi’:'ﬂbs}ﬂ

{42, m2}p
{¢2,5"}p
{2, Ar}p
{i*,5"}p

{Als Al }D

0

-/dzudzv{qbg,Tz}C{i{TA‘,?!’;} =

—352(33 —y)
%52(:1; — )
_i¢252($ ~¥)

2

——s(2)K(z — y)

a

0

0.

Notemos que a densidade de carga comuta com ela mesma, e que a eq. 3.60 fornece um

comutador local, contrastando com que vimos anteriormente para bésons. O campo 2, é

definido da mesma maneira que ¢ no Capitulo anterior, ou seja

Pa = ey

¥ = ey
Ma) = o [ Eyela —y)e(=" — 35 )

e 7% vem da eq. 3.26. Ento a eq. 3.64 muda a forma da eq. 2.80 para

[1/;2,”952]+ = em(z)[ﬂbz, em]—d’z(y) —(z e y)

(3.66)
(3.67)

(3.68)

(3.69)

onde [f,g]+ denotam comutador ou anti-comutador (estamos quantizando um sistema

de campos fermidnicos, e os parénteses de Dirac devem corresponder a estes tltimos).
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Usando a eq. 3.62 e a férmula de Baker-Campbell-Hausdorf, obtemos que
[, %3]+ = 0, (3.70)

o que se fosse obtido a tempos iguais seria inequivocamente o anticomutador de um
campo fermionico. Aqui, este resultado nado € conclusivo, pois ndo sabemos que estatistica
significa um anti-comutador igual a zero ne frente de onda.

Mostraremos agora a auto-consisténcia calculando a equagao de Hamilton para ),:

Oty = {’ﬁbz;H}D =
= [ @udv [{,m} (Ci (i, HY + O5i{ms, HY)
{2, O} (O {me, HY + Cig{mt, H} + C{n", HY) | .

Usando
{r, H} = %ﬁ1¢;(m):iﬂ Bn(z) (3.71)
{r,H} = ~;Dih(a) (3.72)
{r',H} = %jl(:r:):—a.a_A+(m) (3.73)

e os elementos de C~! do Apéndice D, obtemos

)

Oty = 7

Diopy — i Apiho, (3.74)

que reproduz a eq. 3.24.
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3.5 Algumas relagoes de invaridncia relativistica

O tensor densidade de energia-momento canonico é obtido da densidade de lagrangeana

da maneira usual:

2

B = U a0 — oV )a e+ G A Ay — L, (3T5)

As componentes na frente de onda correspondentes & densidade de momento sao
0 = mad 405 = (U104 — $20-93) (3.76)
1
V2
1 * My ok
01 = S [BDw) + Bugt)] =1, (3.78)

9:_1 = —7['2(91’(,b2 - W;al’(/); = — (’!,b;aﬂbz - ¢23—¢;) (377)

onde na iltima eq. desprezamos um termo de superficie. Os geradores
P = [ dapt (3.79)

sao conservados e € facil mostrar (fazendo integracBes por partes, usando as condigdes de

contorno, os vinculos e os parénteses 4 obtidos) que eles geram as translagdes:

{1/)2: P,u}.D = 3;,11/)2 (380)

A invariancia da Langrangeana por transformagdes de Lorentz resulta na corrente {con-

servada na camada de massa)

: oL
JHET = (zPOR — 2764) — M(ZW);AI\ —
oL oo aL o )
A B,ta) (1% )as s — M(H )aﬁ'ﬂbﬁ (3.82}
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onde o termo envolvendo A* (ou 9 e %*) resulta das propriedades deste vetor {ou espinor)

por transformacées de Lorentz, sendo as matrizes envolvidas dadas por (vide por exemplo

[41])
(Eﬁﬂ')vA = (gplgcrv_gpvgal) (383)
(I )ap = é(v"v"~7"7")aﬁ- (3.84)

Podemos entao calcular os geradores das transformagées de Lorentz na frente de onda:

M* = f Bt =

- / dzm{(m“ﬂj”mm”ﬁj“)m(}l“ — A'n #)"F x

< =7t el [, (389
os quais no calibre do cone de luz se escrevem

1
M7 = [#a [o0] ~ 201 —adl (i + b+ 208)| (386)
MY = 2Pt f Pz 26+ (3.87)

M+~ = &tP- —fdzm z g, (3.88)

Com estes geradores calculados, podemos verificar explicitamente o fechamento da algebra,

dada por (ver por exemplo [33, 34, 35])

{Ps,P}p = 0 (3.89)
{ Ly }D = g_u.pPu - guppy (390)
{Mup, Mpa}p = GuoMos — GupMpus + Guo Mpp — Gpo Mo, (3.91)

O célculo é direto porém longo, sendo a dlgebra finalmente verificada. Como mostramos

que as equagbes de Lagrange estdo contidas no formalismo hamiltoniano, podemos usa-las
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livremente, assim como as condigdes de contorno. Alguns resultados intermediarios uteis

530

7

040500 = 5o -dalaily) — 085 ()inn)] 916 )
+ [ha(2)0193(y) — ¥3(2)012(y)] 92 6*(z — )
+ [0-3 (2 )02 (y) — O pa(z)Oreb3(y)] (= — ¥)
+W3(@Nly) - @B E AT -} (3.92)
0,6 0 = ¢ D)2 )5 — 9] +ec) (3.93)

06 = 5ol 0 i) — O dale )5 (0)] 087 — )
()0 aly) ~ $o(£)0 43008z ~ )
+10-43(2)0-valy) — 0-42(2)0 3(1)] #(z —v)
+ @) ~ Y3020 R (e —1)|  (3.94)

{07+, A3} p = 24,(y)0_Ai(z)K(z - v). (3.95)



Conclusoes

Foram estudados campos relativisticos em (2-1) dimensdes com termo de Chern-
Simons de calibre minimamente acopiado a um campo escalar ou a um campo espinorial,
ambos sem massa, nas coordenadas da frente de onda, onde 4 (e nido 3 como na forma
instantanea) dos 6 geradores do grupo de Poincaré sdo cinemdticos e onde o estado de
vicuo de uma teoria muitas vezes corresponde ao vacuo perturbativo. Resulta que na
frente de onda sempre temos um sistema vinculado, e usamos entio o método de Dirac,
descrito no apéndice A. Além das observagdes sobre o método da segio A.2, hé o problema
pratico de se inverter a matriz dos parénteses de Poisson entre os vinculos, o qual é tratado
no Apfiedice D.

Obtidos os parénteses de Dirac, os campos de calibre sio completamente eliminados
da teoria, restando apenas os campos de matéria. No caso do campo espinorial, sobra
apenas uma de duas componentes e sua conjugada. A Hamiltoniana em termos destes
campos € nao local e o potencial de auto-interagio é de sexta poténcia. Foi mostrada a

auto-consisténcia da teoria, a partir do que podemos usar as eqs. de Lagrange livremente.
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Para o campo escalar, tentamos obter indicios de estatistica nfo usual (any6nica),
a qual é naturalmente proposta em 2 dimensdes espaciais. Nao foi possivel obté-los, o
que nao quer dizer que nao estejam presentes ou que na frente de onda nio possam ser
obtidos de alguma outra maneira. Ha na literatura a tempos iguais uma controvérsia sobre
a validade deste método: a construgio a tempos iguais [8, 12] citada na segio 2.4 nao leva
a uma Hamiltoniana sem interagio para o campo transformado ¢, ao contrério do que é
afirmado, porque hi no integrando uma fungio multivalente. Para integrarmos, devemos
fazer um corte, e deste corte vém termos indesejaveis proporcionais & delta [10, 11]. J&
na frente de onda, a Hamiltoniana é livre, cf. eq. 2.64, mas nio encontramos o fator de
fase multivalente que alegadamente daria origem & estatistica fracionéria.

Ainda para o campo escalar, foi derivada uma equagio para o vécuo classico, 2.90,
cuja forma da solugiao foi facilmente obtida, 2.93. Pelo argumento que se segue, nio
conseguimos encontrar uma solugdo baseada num ansatz simples. Além disto, fornecemos
as expansoes em momentos para os operadores de campo escalar na frente de onda, e as
relagoes de comutagdo existentes entre os operadores de criacdo e destruigio que figuram
nestas expansdes. No Apéndice C, mostramos a abordagem invariante de calibre, que
evita algumas dificuldades vindas da fixag2o de calibre.

Para o campo espinorial persistem os problemas acima. Além disto, é encontrada
na ref. [10] a observagio de que o conceito de helicidade degenera em 2+1 dimensdes
e portanto todas as particulas massivas sdo escalares. De fato, das duas componentes
do espinor encontramos que apenas uma participa da dindmica do sistema. Checamos a
invariancia relativistica para os geradores obtidos na se¢do 3.5, na forma das relagdes de
fechamento do grupo de Poincaré, 3.89 e seguintes.

Faltaria ainda investigar solucdes tipb vortice, que sdo encontradas na literatura, a
tempos iguais, como possuindo estatistica fraciondria. Uma vez obtido o vacuo cléssico,
poder-se-ia quantizar o sistema introduzindo flutuagdes quanticas e checar se j& no vdcuo

cldssico temos embutidos os anyons.
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Nas referéncias encontramos afirmacgdes de que o campo 43 é apenas um artificio
matematico, que a interagdo de longo alcance do tipo Aharonov-Bohm [30] é intrinseca
a Fisica em 2 dimensdes espaciais e ndo possui relagdo com a estaistica quantica a pri-
ori, que a estatistica fracionaria nao aparece de forma natural numa teoria de campos
relativistica porque a exclusio de pontos do espago de configuragdes é artificial [10], que
existe anomalia rotacional independente de anyons [6], e que esta é apenas um artefato
de calibre [2]. Entretanto, é prematuro concluir sobre a existéncia ou nio de anyons, pois

a teoria € ndo-linear e nao-local e ha muito pouco estabelecido sobre o assunto.



Apéndice A

Método de Dirac para sistemas

vinculados

Para tratar sistemas de campos vinculados usando quantizacio candnica, é preciso
usar algum método que evite o problema de se ter uma ou mais relagbes entre os campos
e os momentos canonicamente conjugados, confinando a evolugio dinimica do sistema a
uma dada regiao do espago de fase. Numa abordagem mais ingénua {38, 39, 40|, elimina-
se 0s campos com tais problemas simplesmente substituindo o vinculo na hamiltoniana e
eliminando o campo da teoria, escrevendo-o em fungdo dos outros campos e momentos, ¢
estudando a evolugio do sistema na regifo em que ela ocorre.

O tratamento completo [32, 33, 34, 35] consiste numa extensido do método dos mul-
tiplicadores de Lagrange para o formalismo de parénteses de Poisson. O objetivo do
método é definir novos parénteses que fornecam a dinimica do sistema no espaco de fase
com graus de liberdade suprimidos pelos vinculos, de maneira que estes sejam obedecidos

automaticamente.
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A.1 Descricao do método e definicao dos parénteses

de Dirac

De maneira resumida, o método é o seguinte: escrevemosuma hamiltoniana preliminar

COImo

H =H, + fd3:n Wy (A1)

onde H, é a hamiltoniana candnica obtida pelo procedimento padrao, y; sdo M vinculos
(chamados de vinculos primérios) e u* sdo campos multiplicadores de Lagrange. A seguir,
definimos os parénteses de Poisson sem levar em conta os vinculos (em outras palavras:
os vinculos sdao fracamente nulos, o que se denota por y; & 0; dizer que uma quantidade
é fracamente nula é dizer que somente na presenga dos vinculos ela se anula) e exigimos

que os vinculos primadrios sejam constantes no tempo, isto é, que
xi= P, H'(1)} = 0. (A.2)
Isto pode gerar N novos vinculos (secundérios) §2;. Definimos
H'=H'{ f Pz v (A.3)

e repetimos o procedimento até nao gerarmos mais vinculos. De todos os vinculos
{primarios ou secundéirios), os que tém parénteses de Poisson nulos com todos os ou-
tros sao chamados de primeira classe, enquanto os restantes sdo de segunda classe. A
existéncia de vinculos de primeira classe reflete simetrias da teoria: o sistema linear que
determina os multiplicadores de Lagrange ndo tem solugdo dnica (diz-se que hé liberdade
de calibre, ou ainda, a matriz que determina este sitema linear € singular). Seria desejdvel
que tivesse, para que pudéssemos obter resultados praticos (precisaremos de C~! adiante).
Isto aconteceria se todos os vinculos fossem de segunda classe, o que corresponde escolher

uma solugio do sistema linear, eliminando a liberdade de calibre. Adicionamos um novo
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vinculo para cada um dos P vinculos de primeira classe encontrados (vinculo de fizacdo de
calibre, denotado por I';), de maneira a fazer com que todos se tornem de segunda classe
emn relagao ao novo conjunto de vinculos. Embora a teoria tenha simetrias no espaco
de fase, escolhemos um calibre determinado para obter resultados praticos. Finalmente,

definimos os parénteses de Dirac como sendo
{f,9}0 = (1,9} = [ &u & {£,Zw)} Cj*(u,0) {Z4(v), g} (A4)
onde =; é um vinculo qualquer do conjunto
{i, 7=4...,.M; Y, k=1,. ,N; I}, I=1,..,P} (A.5)

(primario, secundério, ou fixacdo de calibre), e C,-}l é a inversa (a qual sabemos que existe,

por construgdo) da matriz dada por

Ci; = {Ei, 25} (A.6)
Estes parénteses sdo construidos propositadamente para que

{f,E}p =0, (A7)

para qualquer quantidade dinamica f, ou seja, para todos os efeitos praticos, para que
possamos fazer =; = 0 fortemente. As equacdes de Hamilton agora envolvem parénteses
de Dirac em vez dos de Poisson, e devemos, como requerimento de auto-consisténcia,
recuperar as equagdes de movimento de Lagrange. Usa-se os parénteses de Dirac, e nio

os de Poisson, para proceder a quantizagdo candnica, da maneira usual.



— R0 -

A.2 Comentarios sobre o método

Neste trabalho, é relevante o fato de que podemos implementar vinculos em passos.

Podemos definir parénteses intermediarios:
(10 = {f.a} — [ Pudv {£,0) OF'(wv) (@000}, (AS)

e a seguir, definimos novos parénteses baseados nos parénteses intermedidrios:

{f.ato = {f,9) = [ @udo{f, 2w} DG (w,o) (Z(o) gl (A9)

O cédlculo de C ¢ restrito a alguns vinculos (©;) e o de D é restrito aos restantes (%),
e verifica-se diretamente que os parénteses finais sdo idénticos aos que se obtém num
s6 passo. A generalizagao para um nuamero qualquer de passos é imediata. Isto é util
porque, na pratica, freqiientemente os vinculos eliminam pares de campos € momentos
canonicamente conjugados, ou conjuntos destes pares, e, eventualmente, os parénteses
modificados para algum vinculo conincidem com os parénteses de Poisson (vinculo tri-
vial). Desta forma, escolhendo cautelosamente a implementacio dos vinculos obteremos
resultados relacionados a simetrias do espago de fase da teoria, e de maneira menos tra-
balhosa.

Podemos, ainda, fazer um formalismo misto entre o método de Dirac acima e o método
naive citado no inicio deste Apéndice: implementamos alguns vinculos pelo método de
Dirac e quanto aos outros, que permanecem de primeira classe, restringimos o espago
de Fock da versdo quantizada da teoria ao setor em que as componentes de Fourier de
frequencias positivas destes vinculos, aplicados a estados fisicamente aceitaveis, sejam

nulos:

(M) [phys) =0, | (A.10)

onde A; denota os vinculos que foram deixados de lado. Ou seja, em valores esperados,
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obtemos que
(As) =0 (A.11)

respeitando assim o principio de equivaléncia (método de Gupta-Bleuler). Para detalhes

sobre isto, ver por exemplo [37] e também [24]



Apéndice B
Comentarios sobre distribuicoes

Neste trabalho assumimos, semn provar, varios fatos sobre distribuigdes. Iremos neste
apéndice definir de maneira consistente algumas distribuigoes e fornecer uma motivacio
para estes fatos. Nao daremos uma abordagem matemética completa e ndo distinguiremos
os conceitos de fungao e distribuigdo a nao ser que se faga necessario. Estaremos supondo
familiaridade com as propriedades da fungo delta de Dirac, é(z), € com a funcio degrau

de Heaviside, #(z).

B.1 Definigoes e relagoes teis

A delta de Dirac pode ser escrita na forma complexa como

8(z) = % j;: da e =, (B.1)

Usaremos as abreviacoes
&E(x) = §(=1)é(?) (B. 2)
& (z) = 8(z7)é(=). (B. 3)
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A distribuigdo €(z), também chamada de fungdo sinal (signum) é dada por

1 sex >0
€z)=¢ 0 sez=0 (B.4)
-1 sex <0,

e(z) também pode ser escrita na forma complexa

_ip [ (5.5)

onde P denota valor principal da integral. Notemos que a escolha de €(0) é relevante
quando manipulamos certas integrais com integragio por partes e condi¢oes de contorno.
A €(z) assim definida é uma fungio {mpar e se relaciona com a delta, que é par, através

de

28(z) = . (B.6)

e(z) = 8(z) — 6(—xz) (B.-7)
6(z) = 1—"*26—(‘@ (B. 8)

S&o tteis para o formalismo a tempos iguais as relagbes no plano (z?, z?)

O(x) = arctan(zy/z,) (B. 9)

8:0(x) = _ei:i;_?z (B. 10)
€;0:0;0(x) = w6(x) (B. 11)
Bdyfe(zV)e(z?)) = 46%(x) (B. 12)
Vin(|x]?) = 4r8*(x) (B. 13)
Vin(x[?) = 2> (B. 14)

x|
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onde usamos a notagao vetorial convencional e 2,7 = 1,2. Notemos as varias maneiras de
representar a delta, nem todas equivalentes entre si, ‘diferindo por termos que desaparecem
nas derivadas, os quais correspondem a diferentes condiges de contorno para as fungoes
representadas por cada uma delas.

Na frente de onda, encontramos a distribui¢do K(z), no plano z = (¢~,z!), é dada

POI'
K(z)= —ie(m_)ﬁ(zl). (B.15)

Segue das relagoes acima que

8 K(z) = —38(a). (B.16)

B.2 Expansoes no espaco dos momentos

Iremos obter 2.55, j4 na forma de comutador, usando a expans&o da versao quantizada
de $, eq. 2.101. Usando-as e a definigdo de A em termos de integrais de 51, 2.60, obtemos

apds o ordenamento normal

eil(kt —kt )z~ (k' —k )z
S [ v yan] [t - of )] T g

' ' etk +EH e~ (R +k )2t
R )

Alz) =

 1672a

(B. 17)

onde c.c. denota o conjugado hermitiano do termo anterior. Apés longa porém direta ma-
nipulagao, comutando operadores, resolvendo algumas integrais e reconhecendo definicdes

de distribuiges conhecidas, B. 1 € B. 5, chega-se a

[¢,A] = —321m e(z' —y") fd’k [ (k)e v =kab) ¢ gl g)eilkru o)
+92 (a(k)e"“‘“ —k ety +. b-l-(k)ei(k—i-m—_klml))]
= @t - yN)e(em —y7) [bym, ") - 26(2)], (B. 18)

16a
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e, tomando a derivada parcial em relagio a y* da expressiao acima, obtemos o comutador
que resulta de 2.55. Isto confirma a eq. 2.55 e nossas suposigoes sobre o comportamento

das distribuicoes envolvidas no célculo.



Apéndice C

Abordagem invariante de calibre

para bodsons

Seguindo o trabalho de Banerjee [13|, vamos abrir mao da fixacao de calibre, eq. 2.35,
na tentativa de obter efeitos any6nicos numa abordagem invariante de calibre. A tempos
iguals, sabemos que isto tem a vantagem de tornar explicito o que é artefato de calibre e
o que nao &, esclarecendo a questao dos anyons.

Neste caso, os vinculos de segunda classe sdo Ty, T3, T3, T4, apenas. A matriz dos
parénteses de Poisson € a prépria eq. 2.42, com a ressalva de que agora nio podemos usar
A_~0:

[0 —2a ¢t i )
2a 0 0 0

Die,y)=| | #e-w. (c.1)
wp* 0 0 2D

\ —i¢ 0 -—2D% 0
A presenca de derivadas covariantes dificulta a obtencio da inversa, mas nio a impossi-
bilita. Usaremos o mesmo método do Cap. 3, detalhado no Apéndice D, para obté-la com

o miinimo de cilculos possivel.
Iremos nos aproveitar do fato que vérios elementos sio nulos (ou seja, a matriz € es-

parsa). Usando o pacote linalg do Maple b release 3, ou mesmo calculando & méio, podemos

H6
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calcular a inversa da parte discreta da matriz acima. Ou seja, no sentido convencional,
da 4lgebra linear, e ndo segundo a definigao 2.38. Este passo intermediario nos permite,
entao, saber quais elementos da inversa que procuramos sdo nulos: sio 0os mesmos que
sdo nulos na inversa convencional.

Adicionando a esta informagao a simetria da matriz, podemos, portanto, concluir que

a inversa D! tem a forma

( 0 a{z,y) 0 0 )
—a(y,z) b=, oz, d(x,
D(a,y) = (v,2) b(z,y) olz,y) d=,y) (0.2)
0 —c(y, ) 0 e(z,y)
\ 0 —d(y,z) —e(y,z) 0

e conseguimos reduzir de 16 para 5 o nimero de fungdes desconhecidas. O resto segue como
usual: usando a definigdo, multiplicamos a matriz pela inversa, integramos e igualamos
a identidade vezes a delta de Dirac, donde obtemos equagdes para as 5 fungdes. (Este
método é especialmente util no caso de férmions, onde mais graus de liberdade aumentam
a dimensdo da matriz a ser invertida, apesar dela continuar a ser esparsa, o que reduz de
55 para 19 o mimero de elementos a calcular(vide Apéndice D).)

Do célculo acima, resulta que a inversa é dada por

D7 (z,y) =
0 _4adF 0 0 )
400" [¢*(w)¢(y)eﬁ(y’z)+¢($)¢*(y)eﬁ(“’9)] 2aig(z )PV —2aig*(z)e PN | K(g _y)
0 2aid(y)e A=) 0 (2a)2e—B(=v) (2a)* 7
0 —2aig*(y)ePl=v) (2a)2ePl¥) 0 )
(C. 3)

onde

Blz,y) =2 [ P2 [K(y—2) — K(z - 2)] A(2). (C.4)
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Notemos que, na presenca do vinculo A_ = 0, temos que B(z,y) = 0, e a inversa é
exatamente 2.43, o que confirma nossos calculos.

Calculamos entdo os parénteses de Dirac nao-nulos:

8 = KK -y) (c.5)
Wrto = 1) (. 6)
{¢, Ai}p = %qb(y)e"ﬁ(“"’)ff(m—y) (C.7)
Bl = o DK (@ y) (© 5)
ks = ;D28 —y) (C. 9)
Ak = =6z - )4) (C.10)
{A A} = 51;52(m—y) (C. 11)
A = oo [F@HEESD + )8 )E)] Ko -p),  (C.12)

e outros obtidos destes por conjugagao. Notemos que os parénteses C. 6, que sio essen-
cialmente o comutador na frente de onda da ref. [3], os quais d3o a dindmica do sistema,
néo se alteraram (vide eq. 2.53).

A Hamiltoniana, apés a implementagao destes vinculos é
H= f Pz [(D1g)(Drg) — A0 +upn® +00)], (C.13)

e obtemos os multiplicadores v e u; simplesmente calculando as equagoes de Hamilton

para A, e A_, e comparando com a eg. de Lagrange

1.
3+A_ - 6_A+ = ﬂjl (014)

Obtemos que
{Ay, U}p =01 A1 = uy (C.15)
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|+
[AHlp=08,A =0_A, + %jl . (C.16)
e portanto
v = 0, (C.17)
u"' = 6+A+, (C 18)

e agora a Hamiltoniana se escreve
H= f &a [(Dig)(Drg) — ArQ + 10, Ay] . (C.19)

Deste ponto em diante, seguirfamos a discussio a tempos iguais: na ref [13] é cons-
truido o espaco de Fock, onde sdo verificados estados multivalentes com estatistica fra-
ciondria e Hamiltoniana livre. Mas, na frente de onda, incorremos em dificuldades
andlogas as da tentiva com fixacdo de calibre (vide Cap. 2). A abordagem invariante

de calibre ndo melhora este problema.



Apéndice D

Inversao de matrizes esparsas com

indices continuos

Iremos neste Apéndice mostrar os detalhes do método de obtengdo da inversa da
matriz 3.52. O método se aproveita da matriz ser esparsa (ou seja, a maoir parte de
seus elementos sdo zero), da simetria da matriz, e dos métodos de computagao algébrica

disponiveis até o momento.

D.1 Definicao do problema

Usando o Maple 5 release 3, com o pacote linalg, podemos apenas calcular a matriz
‘inversa’ da 3.52. Esta inversa nao é a que queremos, pois ela s6 leva em conta os indices
discretos, aqueles convencionais da dlgebra linear. A inversa que queremos é definida pela
eq. 2.38, e temos que considerar, além das somas, as integra¢des envolvidas, mas ndo
existe, nesta linguagem, comandos prontos para obter a inversa que queremos.

Por outro lado, é possivel, em principio, obter da méquina o que queremos: basta
irﬁplementar rotinas que fagam o trabalho que farfamos 4 mao, ou seja, multiplicar a
inversa pela matriz, fazer as integragdes, igualar & identidade, e resolver o sistema para
os elementos da inversa. Mas o problema aqui é o tamanho da matriz: se, no Capitulo

2, as matrizes podiam ser invertidas & mé&o, agora uma matriz 10 x 10 é virtualmente
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impossivel de inverter, pois iria resultar num sistema de de equagdes a 100 incégnitas. A

propriedade de antissimetria da matfiz,
C7'(z.y) = -C3\(y,2) = 6;6%(z — y), (D.1)

apenas reduz este nimero para 55, mas ainda nao é suficiente. Na pratica, uma tentativa
de obter estes 55 elementos usando a ‘forga bruta’ mostra que um computador rapido nos
padroes atuals levaria varios dias para obté-los, pois isto requer os cdlculos da &lgebra
linear de uma matriz grande, com os calculos funcionais desta mesma matriz aninhados
em cada elemento, envolvendo integrais. Ou seja, na méquina nao é muito melhor que &

mao. Devemos, portanto, dar mais algum tratamento aos nossos dados de entrada.

D.2 O metddo

Baseados na experiéncia do Capitulo 2, ou de qualquer célculo deste tipo feito & mao,
notamos que a inversa tem varios elementos nulos, pois a matriz inicial também tinha. Se
conseguirmos saber quais sdo nulos, reduzimos o nimero de elementos a calcular. Agora
usamos a informagao de que dispunhamos no comego: a ‘inversa’ do inicio do Apéndice
tem os zeros nas mesmas posigoes que os zeros da inversa que queremos, pois a parte
dos indices discretos foi feita corretamente pelo Maple. Apenas as expressdes para os
elementos € que estdo incorretas. Entdo usamos como incégnita uma inversa esparsa, que
o Maple fornece, bastando para isto definir uma matriz com os zeros nas mesmas posigoes

que os da ‘inversa’. Esta matriz é, em expressio gerada pelo Maple (com a notagio
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b=C1),
bl 1 0 bl 3 bl,4 b1,5 bl,ﬁ bl,? 0 61,9 bl,lﬂ

53,1 ba,2 ba,a 0 b3s bsg O bag bsg 53,10

ber b2 0O O O O 0O 0 0 O

(D.2)

bg; 0 bgz O 0 0 0 0 0 0

By 0 b 0 0 0 0 0 0 bo

i bop 0 510,3 0 0 blo,s 0 0 610,9 0

Ainda no Maple, multiplicamos esta matriz pela 3.52, integramos, subtraimos a identi-
dade, e igualamos a zero. O Maple fas este trabalho em minutos, e o resultado é uma
matriz 10 x 10 de equacgdes diferenciais para os b;; ndo nulos, que, descontando os antis-
simétricos, sao 19 independentes. Poderiamos resolvé-las no Maple, mas estas sdo bastante

simples:
e varias sao 0 = 0: sdo aqueles elementos que eliminamos de saida;
e algumas envolvem apenas um dos elementos e tém solugao imediata;

s outras envolvem 2 a 6 elementos, todos menos um saido de uma equacio do caso

acima, ou seja, sao igualmente faceis de resolver;

e umas poucas envolvem varios elementos dos dois casos acima, e a expressio do

elemento da matriz que resulta é um pouco complicada;

e além disto, varias equacdes sdo conjugadas, bastando resolver apenas uma delas e

tomar o conjugado para ter a solugdo da outra. Quiras sdo iguais a menos de fatores
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numéricos. Isto reduz para 10 o niimero de equagdes que iremos efetivamente resolver

Estas equagdes podem ser facilmente identificadas, resolvidas e checadas & mio em poucas

horas, bem menos tempo do que a méquina faria pelo método da ‘forga bruta’.

D.3 Os elementos da inversa

Notemos que nao sdo todos os elementos necessirios para os célculos subsequentes.

Resulta que apenas os mais simples serdo usados. Por completeza, listaremos todos os

elementos obtidos por este método. Como previsto, varios sdo pares de conjugados ou

diferem por um fator numérico. Os elementos restantes sio obtidos destes usando D. 1

by 1(‘3:y)

by 3(33, y)

by 4(z,y)
by s(z,y)
bis(@,y)
bi7(z,y)

by 9(%31)

by 10(13: y)
b, 3(-"3; y)

by 4(% y)

b33(z,y)

% [ @K (@ ~ 2)K(z — 2K (2 — y (< (=) X
x[As(z) + Ay(z")]  (D.3)
‘/; j &z {[iaDi D} K(y — 2)| K(z — 2) +iK (2 — 2)K (y — 2)'(2)+
2 / 7' K(z — 2)K(2' — 2)K (2 — y)pa(2')92(2) x
x[Ax(z) + A()] } (D 4)
~DVK(z —y) (D. 5)
ﬁff(m -y a(y) (D. 6)
K- )+ VE [ @K@ - K@ - ) As(ia(a)}) (D7)
—V2 K(z —y) (D. 8)

%2 / P2K(z — 2)K(y — 2)Ai(2)9a(2) (D. 9)
—%z_fdzzK(m — 2)K(y — z)a(2) (D. 10)
DiK(z —y) (D. 11)
A—Eﬁz(m —y) (D. 12)
%fdzzdzz'ff(m —2)K(z — 2")K(2' — y W3 (2" )5(2) x (D. 13)

x [A1{z) — Ai(2")]  (D. 14)



b3 5(x, y)
bae(,y)
bys(z,y)
bzs(z,y)
b 10(, y)
bs oz, y)

be 10(33:31)

bo 10(z, )
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~;WK(m ) | (D.
= {K(e - ui) + V2 [ #2K(e - )K(y - A WilR)] (D,
—v2 K(z —y) (D
__ji\/i f P 2K (z - 2)K(y — 2)A(2)h3(2) (D
i/ |
1T f 22K (z — 2)K(y — 2)92(z) (D.
5%
20.1 (= - ¥) (D.
“EK(E )

(D.
2K(z —y)

(D.

15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)

22)
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