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...a large solitary elevation, a rounded, smooth and well defined heap of
water, which continued its course along the channel apparently without change
of form or diminution of speed... . Its height gradually diminished, and after
a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such in

the month of August 1834, was my first chance interview with that singular

and beautiful phenomenon.
Russell (1838}

a Pamela Cristina.
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Resumo

Usando o método do espalhamento inverso, sio encontradas as solugdes soliténicas do
modelo sine-Gordon . Vé-se que, para garantir a invariincia dos parénteses de Poisson
sob a acao do grupo de vestimento, além do paréntese de Semenov--Tian-Shansky, deve-
se levar em conta a forma de seus elementos. Para soluc¢bes monosolitdnicas, obtém-se o

paréntese de Semenov-Tian-Shansky, apds uma redugaoc Hamiltoniana.
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Introducao

Em 1965, Zabusky e Kruskal [1] descobriram que as solugdes pulsantes da equagdo de
Korteweg-de-Vries (KdV) apresentam uma interesante propriedade: a interacdo entre
elas é elastica. Isto quer dizer que, apds a colisdo, estas ondas separam-se sem mudar
de velocidade, e o tnico efeito da interacdo resulta em uma mudanca de fases. Por
este motivo, estas solugdes foram chamadas sélitons. Gardner, Green, Kruskal e Miura
[2] desenvolveram um método para resolver a equagio KdV, com o auxilio da teoria de
colisdo direta e inversa.

Ficou claro, gragas aos trabalhos de Lax [3], e de Zakharov e Shabat [4], que 0 mesmo
método pode ser usado para resolver outras equagdes ndo-lineares fisicamente interes-
santes. Usando estas idéias, Ablowitz, Knaup, Newell e Segur [5, 6] formularam o método
de espalhamento inverso e encontraram uma vasta classe de equagées ndo-lineares que
podem ser resolvidas com auxilio do mesmo. A caracterfstica comum das equagoes nao-
lineares integraveis é que possuem uma estrutura surpreendentemente simples e, por causa
disto, podem ser resolvidas através de métodos lineares. Mais precisamente, a evolugao do
sistema corresponde a deformagéo isoespectral de um operador linear diferencial, chamado
operador de Lax. A idéia principal do método do espalhamento inverso é resolver as
equacdes de movimento para os dados de colisio deste operador e apds, através da trans-
formagéo espectral inversa, voltar as quantidades originais. Nesta lingnagem, os solitons
aparecem quando se impde a condigdo de que o coeficiente de reflexdio do problema linear

auxiliar seja igual a zero.

Atualmente, o método de espalhamento inverso constitui-se num procedimento ja



bastante desenvolvido e se mostra poderoso na resolugdo do problema de Cauchy para
equacdes de evolugao nio-lineares [7, 8]. O fato de que as equagdes de movimento para 0s
dados espectrais sao lineares é conseqliéncia da integrabilidade do modelo. Isto quer dizer
que existe um nimero de cargas conservadas em involu¢ao e este é igual ao numero de
graus de liberdade do sistema descrito . Este fato, segundo o teorema de Liouville, garante
a existéncia de variaveis de acdo -angulo . A importancia do método do espalhamento
inverso é que a transformacio espectral direta realiza a passagem para as varidveis de
agao —angulo.

Esta tese é centrada no estudo das solugdes solitoénicas para o modelo sine-Gordon .
Esta equacdo tem vdrias aplicagdes , em problemas mateméticos e fisicos. Por exemplo,
a equagao de sine-Gordon descreve a inclusdo de uma superficie com curvatura constante
negativa no espago tridimensional Euclideano. Esta equa¢io foi usada, também, como
base tedrica no estudo de diferentes problemas da Fisica da Matéria Condensada: o movi-
mento de deslocamentos num cristal, ondas superficiais em membranas, fluxo magnético
em linhas de Josephson, movimento de paredes de Block em cristais magnéticos [9].

Além disso, sine~Gordon é uma teoria de campo integravel em (1 + 1)-dimensdes.
Por causa disto, pode-se interpretar este modelo como uma teoria de particulas ele-
mentares em duas dimensdes. A consisténcia do modelo ¢é ligada ao fato de que o mesmo
permanece integravel também a nivel quintico, como foi demonstrado no trabalho de
Sklyanin, Takhtajan e Faddeev [10] .

A teoria sine-Gordon quantica possui varias propriedades interessantes. Em primeiro
lugar, além das particulas fundamentais, ligadas ao espectro continuo do problema lin-
ear auxiliar, existemn particulas que pertencem ao espectro discreto do problema. Estas
ultimas particulas, chamadas sélitons quénticos, geram contribui¢bes nao—perturbativas
[11]. Uma outra caracteristica da teoria sine-Gordon quéntica, esclarecida por Dashen,
Hasslacher e Neveu [12], é que as particulas ndo-perturbativas sio resultado do acopla-
mento de um séliton a um antiséliton que se movimenta com a mesma velocidade.

Também, o espectro dos estados constrangidos, na aproximacio quase—cldssica, ja é ex-



ato. Posteriormente, foi esclarecido por Coleman [13] que o sine-Gordon é equivalente ao
modelo de Thirring, e existe uma dualidade interesante: as particulas fundamentais de
um dos modelos transformam-se em sélitons do outro, e vice-versa.

A integrabilidade quéntica do sine-Gordon foi usada por Zamolodchikov e Zamolod-
chikov [14] . A integrabilidade quantica implica que a matriz de espalhamento quantica,
3, pode ser expressa como um produto de fatores que levam em conta as interacoes en-
tre duas particulas soliténicas. Mais tarde, ficou claro que o modelo sine-Gordon é uma
deformacio integravel [15] dos modelos conformes minimais em duas dimensdes {16].

Voltando A teoria cldssica dos modelos integriveis, notamos que existe um caminho
alternativo ao método do espalhamento inverso: trata-se da simetria de vestimento. Este
método fol descoberto pelo grupo de Kyoto [17]. Em linhas gerais, a idéia basica é a
seguinte: a partir de uma equagio diferencial ndo-linear, que admite representagao de
Lax, sao efetuadas transformagdes de calibre que ndo mudam a forma da conexao. Isto,
em particular, quer dizer que, através de uma tal transformacdo , gera—se uma outra
solucio da mesma equacio . FEsta simetria das equagdes néo-lineares que admitem a
representacio de Lax é chamada simetria de vestimento (dressing symetry).

F mérito de Bernard e Le Clair {18] a compreensio da importincia da simetria de
vestimento numa teoria quantica de campos. Ficou claro também, gracas aos trabalhos
de Babelon e Bernard [19], que a simetria para o grupo de vestimento nos modelos de
Toda é o limite quase—classico da simetria quantica do modelo integravel. Tendo em conta
este fato, na ref. [19], foi lancada a proposta seguinte: tentar reduzir a teoria clissica,
ou qudntica, a uma teoria de representagies de um grupo. Esta proposta ¢ fruto também
dos trabalhos de Semenov—Tian-Shansky [20], onde foi esclarecido que, para garantir a
covaridncia da estrutura simplética com respeito a agao do grupo de vestimento, é preciso
introduzir um paréntese nao-trivial neste grupo.

A presente tese é dedicada ao estudo dos elementos do grupo de vestimento que geram
solitons a partir do vdcuo mediante a aplicagio de transformacdes de vestimento. O nosso

objetivo & verificar, a partir da estrutura de fase no espago de N sélitons em sine-Gordon



[7, 8, 21}, se a agdo do grupo de vestimento é uma acio de Poisson-Lie, o que quer dizer
verificar a hipotese de Semenov—Tian-Shansky.

Descrevemos a seguir, o conteudo desta tese: o Capitulo 1 é dedicado a uma re-
visdo critica do método do espalhamento inverso. Apesar de quase todo o material deste
capitulo ja existir nos livros classicos, incluimo-lo por dois motivos. Primeiro, na liter-
atura existente da—se preferéncia a equagao KdV e ao modelo ndo-linear de Schrodinger,
o sine—Gordon sendo considerado como um caso particular. Segundo, conseguimos uma
demostracao do fato de que o método de espalhamento inverso produz (no caso sem re-
flexdo) o mesmo conjunto de solugées solitonicas que o procedimento puramente algébrico
proposto por Date [22]. Neste ultimo trabalho, foram usadas as simetrias do sistema difer-
encial linear para obter solugdes soliténicas.

Uma grande parte do Segundo Capitulo é, também, uma revisao sobre os grupos de
Poisson—Lie e o chamado "double” de Drinfeld [23]. A contribuigio original deste capitulo
é que, quando se passa da algebra afim de Kac-Moody a algebra dos lagos, o paréntese
de Semenov-Tian-Shansky torna-se idéntico ao paréntese de Sklyanin [24].

O Capitulo 3 é completamenteoriginal [30] . Primeiramente, conseguimos uma derivagio
altenativa & ref. [25] para a forma explicita do elemento do grupo de vestimento que gera
solugoes soliténicas a partir do vacuo. A diferenga é que partimos do método de espal-
hamento inverso, em vez de usar equagdes diferenciais, como foi feito em [25]. No segundo
capitulo, usando os parénteses no espaco de fases de N solitons |7, 8, 21], conseguimos
uma expressao para o paréntese {g @ g} . A este ponto, notamos que, apesar de nosso re-
sultado parecer bastante grosseiro, as variaveis que adotamos foram aplicadas com sucesso
num recente trabalho [26]. Visto que o paréntese N-soliténico {g ? g} nao resulta ignal
ao paréntese de Semenov-Tian~Shansky,-na secido 3 deste capitulo, aplicamos o formal-
1smo dos sistemas vinculados de Dirac para obter a relacao do grupo de vestimento com

a estrutura simplética de Poisson-Lie.



Capitulo 1

“O método do espalhamento inverso

e as solucoes solitonicas”

O método do espalhamento inverso {” Inverse Scattering Method”-1SM) teve seu inicio
no final da década de 60 [2]. Atualmente, é um método completamente desenvolvido para
resolver o problema de Cauchy para equagdes de evolugdo integrdvers. Estas tdltimas
possuem uma propriedade comum : existe um operador linear, chamado operador de
Lax, cujo espectro ndo depende do tempo. A idéia bdsica do "Inverse Scattering Method”
é considerar a evolucio do sistema como a evolugio dos dados espectrais do operador
de Lax. A ventagem deste procedimento é que a dependéncia temporal destes dados é
simples. Para depois reconstruir o operator de Lax, é necessirio usar a transformacao
espectral inversa, que consiste em resolver as equagdes de Gelfand-Levitan-Marchenko
(GLM), ou em resolver o problema de Riemann. As solugdes soliténicas correspondem ao

caso em que o coeficiente de reflexao ligado ao operador de Lax é igual a zero.



1.1 A equacao de sine-Gordon e a condigao de cur-

vatura zero. Transformacoes espectrais direta e

inversa.

A equacido de sine-Gordon ,

9190 =m*singp Oy = 878i

1{ & &
= —
CEeE "’+3-—1(5;z‘ﬁ)=

pode ser, equivalentemente, escrita como uma condi¢do de curvatura zero,
Fr_=0,U.+0-Uy —[Uy, U] =0,
para a conexao com componentes

Uy = iMT + %aw(E*' +E7),
—im?

4A

U. = (cos @H — isinp(ET — E_)) ;

onde A é um pardmetro complexo chamado parametro espectral, e
1 0 01 00
H= EY = E =
0 -1 0 0 1o
siao os geradores da dlgebra de Lie si(2):

[H,E*|=+2E*, [EY,E7|=H

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)



A equagdo (1.1.2) implica, também, que o sistema diferencial

3+F = U+F
O_F = U_F (1.1.6)

£y

é integravel. Na iltima equacdo, F' = ( ) ¢ um vetor—coluna bidimensional.

1}

Apds multiplicagdo & direta pelo fator matricial iH . a equacdo (1.1.6) transforma-se

num problema de auto-vetores e auto—valores:
LF =AF, (1.1.7)
onde L é um operador diferencial de primeira ordem:
L= —iH8+-%6+<,o(E+ —E7). (1.1.8)

O fato do auto-valor A nido depender de T e z™ significa que o espectro do operador
L (1.1.8) ndo depende de z~ . Isto quer dizer que a evolugdo de L na direcao z~ é
isoespectral. A consisténcia de (1.1.7) com a condicdo de curvatura zero da conexdo
(1.1.3) pode ser verificada diretamente. Para fazer isto, calculamos a derivada d_ de

ambas partes de (1.1.7). Do sistema linear (1.1.6) e de d_A = 0, obtemos que
(O_L+[L,U)F=0. (1.1.9)

Lembrando agora que, gracas a eq. (1.1.8), L = —iHd, +tHU,, o membro esquerdo da

ultima equagdo pode ser escrito como:

O_L+[L,U.] = iHOU, —i[H(@, — Uy),U.]
= (H(Q.U, —0,U- — [U_,Uy]) + [H,U_|H(L — })
= [H': U—]H(L _)‘)7 (1.1.10)



e, com itso, chegamos & conclusio de que (1.1.7) e (1.1.9) concordam com (1.1.3) e (1.1.6).

A 1déia basica do "ISM” ¢é fazer a transformacao espectral direta e estudar as equagoes
de movimento dos dados espectrais (ou dados de colisdo ) deste operador. Para voltar
as varidveis originais, que em nosso caso significa reconstruir o campo de sine-Gordon a
partir dos dados espectrais, precisamos fazer a transformacdo espectral inversa.

Estudaremos a teoria espectral do operador (1.1.8), e obteremos um sistema de equagoes
cuja solucio determina a dependéncia dos coeficientes deste operador como fungéo dos
dados de colisao.

Ao invés de trabalhar com o problema espectral (1.1.7)-(1.1.8), vamos usar as primeiras
equagdes de (1.1.6), onde a matriz U} foi introduzida através de (1.1.3). Em outras

palavras, consideramos o problema auxiliar hinear

IF

P Ulzt, N F(zt, A), U(zt,X) = iAH + Up(a™)
0 zt
Ug(zt) =14 p(a”) , plzt)= %aW. (1.1.11)
pz*) 0

Vamos, também, supor que o campo de sine—Gordon tem o comportamento assintético

seguinte:
e(zt,27) — 0 (mod2x), quando at — foo, (1.1.12)

o que estd de acordo com a equagio de sine-Gordon (1.1.1). Por causa de (1.1.12), o prob-
lema linear auxiliar possui solugdes matriciais, Fy(zt, A), caracterizadas pelas condigoes

de fronteira:

Fielzt, A) — &2 1 o(1), quando 2t — Foo (1.1.13)



Estas duas solugbes sio chamadas solugdes de Jost, e satisfazem as equagbes integrais:

zt
Felzt A) = ghetH A N RN Fy (y, N dy. (1.1.14)

Para cada matriz (2x2) F , usaremos a seguinte notacio : F = (F(, F)  onde F)
e F? s30 os vetores que formam a primeira e segunda coluna de F , respectivamente.

Com o auxilio de (1.1.14), pode-se demonstrar que
Fo Ot N)e ™ e FL@(g Aot (1.1.15)

possuem continuacao analitica no semi-plano complexo superior do parametro espectral

A (ImA > 0) [7, 8], enquanto
f_(l)($+7)\)e—i)\x+ e f+(2)(m+’,\)6+f/\x+ (1.1.16)

tém continuacio analitica no semi-plano complexo inferior (ImA < 0) . Além disto, de

(1.1.14), seguem as expansoes

. i
fil)(ss'*',)\)e_t’\er +0 (-/1\—) , A-—o00, FImA>0 (1.1.17a)

0

: 0
Fa* Ner ™ = +0 (i—) . A—>o00, +Im)<0. (L.1.17b)

1

A matriz U(zT, ), que aparece em (1.1.11), tem trago igual a zero. Por esta razdo, o

determinante de Wronski dos dois vetores f; e f; , que satisfazem & eq. (1.1.11),

W(f1. f2) = det(f1, f), (1.1.18)



nao depende de z* . Em particular, levando em conta (1.1.13), obtemos
W(F O F Y = W(F. W, F @) =1, (1.1.19)

Os vetores F,M e F.® por um lado, e F.(0 e F_® por outro lado (veja (1.1.13)),
formam duas bases de solugdes independentes do problema (1.1.11). Por isto, estas duas

bases sao ligadas através de uma transformacio linear, independente de z¥ :

F_(zt,X) = Fio(at,M)0()) (1.1.20)
det O(A) = 1,

onde a maftriz ©(A) é chamada matriz de transi¢do. A segunda destas equagdes foi

deduzida de (1.1.19). Aproveitando as expressoes (1.1.18) e (1.1.20), obtemos que

On(\) = WF-O (@t ), 70T, )
On(N) = W(F,V (N, F.O@, ). (1.1.21)

Destas expressGes, e das propriedades analiticas com respeito a A dos vetores (1.1.15) e
(1.1.16), chegamos a conclusdo de que ©q;(A) € analitica para Im A > 0 e @y()) é

analitica para Im A < 0. Além disso, gracas as eqs. (1.1.17a) e (1.1.17b), temos que:

On()) = 1+O(L) A — 00, ImA<? (1.1.22)

Al
A matriz de conexdo, U(z,A) (veja 1.1.11), possui a simetria

Ulzt,=A) = 1U(zT, Ny

o =EtY+E™, (1.1.23)

10



e, por esta razao, temos

.7'-:&($+, —/\) = 0'1.7'-:§:($+, A)G’l

O(—A) = :10(N)a. (1.1.24)

A segunda destas identidades é conseqiiéncia da primeira e de (1.1.20). Usando (1.1.24),

obtemos

FO(t, =) = o 7P (2F, )
o) = | N A (1.1.25)
B(=A) «a(A)

Os vetores F@(m*, A) e ff)(x*, A), 1=1,2,sdo autovetores do operador (1.1.8). Por
isto e de (1.1.13), concluimos que o espectro continuo deste operador coincide com o eixo
real R . Cada ponto do espectro continuo tem degenerescéncia dupla: cada par ]—'f _
ok pode ser escolhido como base de auto-vetores independentes. Levando em conta as
propriedades analiticas dos vetores (1.1.15) e (1.1.16), e da primeira das equagdes (1.1.25),
chegamos & conclusio de que o espectro discreto contém os pontos +A;, ..., Ay (Ima; >

0 ¢:=1,..,N), para os quais sio satisfeitas as seguintes identidades:

'7:“(2)($+? )\7’1) = an+(l)(m+1)‘n)a
F_O(at,=An) = BuF Dat, = 2), (1.1.26)

n=1,..,N Imi, > 0.

Com (1.1.21) e (1.1.25), obtemos que o espectro discreto no semi-plano complexo superior
coincide com o conjunto de zeros da fungao «(}) . Dai para frente, vamos supor que
todos os zeros desta fun¢do sejam simples.

Estas propriedades, e ¢ comportamento assintético  «(A) —s 1+ 0 (%) , A —

11



co, ImA >0, determinam «(A) univocamente [7, 8]:

b

FA = L oo In(l 4 B(u)B(—p))
A) = Yexp (== [ B ) 1.1.27

o) H,\—,\jeXp(Qm o p—A—10 *‘) (11.27)
Assim, introduzimos a transformacao espectral direta, & , que consiste em construir os
dados de colisdo: a matriz de transicdio @(A) (1.1.25) para valores reais de A, o espectro

discreto {xA;, t =1,..., N} e os coeficientes f;, f; , que aparecem nas expressoes

(1.1.26). Toda esta construgao provém do operador (1.1.8) ou, o que é mesmo, a partir

do problema linear:
Tioat) = 0up(@*) > §= (B Ae T By (1128)

Nesta expressio, excluimos o coeficiente «(A) (veja (1.1.25)) do conjunto dos dados
espectrais § , ja que esta nao é uma quantidade independente, em raziao de (1.1.27).
Agora, vamos discutir a transformacao espectral inversa. Antes de tudo, observemos

que, para a solugao Fil)(:rf*, A) (eq. (1.1.13)), temos que

. L= 24
F(at ) = e e, % 2 Jz (Ore(y))dy Lo ( 1) ’
- Oyp(a™)

A— oo, ImA>0

€1 = N €9 = . (1129)

Além disto, supondo que @(—o0,z7) = 0, @(oc,z7) = 2rq , onde ¢ ¢é um nimero

inteiro, chamado carga topoldgica, obtemos

isin§ cos%i z‘sin—‘é’- cos £

cos ¥ sin 5% cos% isin¥
Filzt,0) = (—-1)* ,  F_(zF,0) = (1.1.30)
2

12



Esta dltima expressio diz—nos que
a(0) = (-1)7, p0)=0. (1.1.31)

Para obter as equagoes de transformacio espectral inversa, introduzimos a funcao

F Ot e fa(d)  Tmh >0
fla®,A) = (1.1.32)
F @zt Nyest ImA < 0

que é uma funcio analitica no plano complexo fora do eixo real, no qual sofre o salto (veja

(1.1.20) e (1.1.25))

Flzt, A+140) = flzt, A — i0) = p(N)FV (@, Ve (1.1.33)
_ By
(/\) Oi(/\),

e fora dos pontos do espectro discreto A, ..., Axy (que sdo os zeros de a}) ), no

semi-plano complexo supertor, tem pdlos simples com residuos:

resy, f(zt,A) = ¢;FU (27, \5)

7 ' d . ;
¢; = af/\j) N ﬁ(,\) . j=1,..,N (1.1.34)

Para obter a tltima equacgio, além de (1.1.32), a relacdo (1.1.26) foi usada. Além disto
temos que

1

f(x-l-!/\) = 62+O(/\

) A — 00, (1.1.35)

gracas as eqs. (1.1.17a), (1.1.17b) e (1.1.22). A fungao p(A) (para A € R ), que

aparece em (1.1.33), é chamada na teoria da colisdo de coeficiente de reflexdo. Aplicando
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o teorema de Cauchy a fun¢ao {1.1.32), obtemos

A gt

st oo I\.r
f(z*, ) —e2+Z FO (™, x) +—/ PNV )k MYdN (1.1.36)

21

Esta dltima identidade, junto as eqs. (1.1.24), leva-nos ao sistema

1 ot
.7:4(_)(3:*',)\) =M gy x
N o it 1)« fxt

— c;e (1) /C‘Op (U + , 11
X e JZ;)\—I—,\j]‘:r (zt, 27rz Y ———F =z, N)dXN|, (1.1.37)

onde Imh > 0, o qual define a transformacgao espectral inversa. Na verdade, imaginamos
que conhecemos a solugio de (1.1.37). Isto quer dizer que sabemos fil)(:cﬂ )), para
ImA > 0, como fun¢io dos dados espectrais & (1.1.28).

Lembrande agora (1.1.29) e (1.1.30), obtemos

AR 2 [o° :
B, = W4Z(:je”‘”x+fil}l($+,,\j)—|-7-r-z—, f p(X)e¥ et FW (2F, N)dN, (1.1.38a)
1=1 -
ifpimg _ 1 _ al cjei)\_,x (1} + . (1) + X
¢z =1 Z X (F (= A7)+ FY ( a)‘J))+

g=1

o /\r Mgt
me pA)e ( FO (ot X)+ 7O (2 +’x)) dX, (1.1.38b)

XN 40 + 20
f’(l)
onde .75(:) = .
F(l)

Estas dltimas express(")es mostram, também, que as contribugdes dos espectros discre-

tos e continuos separam-se.
No final desta secdo, discutiremos as condi¢Ges sob as quais o campo de sine-Gordon

é real. Introduzindo esta condi¢ao , de (1.1.11), obtemos

Uzt )) = oU(z", X))o
?j:(a:J’,)x) = szi(:c+,X)crg

B()) = 7,0(N)oy (1.1.39)
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onde oy é uma das matrizes de Pauli, o2 = =i(E- - Et).
Destas equagdes, e de (1.1.25), fica claro que

.7'11)(;1:"', A) = icrgfg)(w"',X),
@A
B(X)

N

=a(—A} Imki >0,

B(=A) A€eR (1.1.40)

Combinando estas dltimas identidades com (1.1.26), observamos que o espectro dis-
creto é simétrico em relacao ao eixo imaginario. Isto quer dizer que existe uma permutagao

, o, dos nimeros 1,...,N tal que

B; = —Ba
€ = Cg(j)- (1.1.41)

Aos pontos A (ImA > 0) puramente imagindrios do espectro disereto sdo associadas
particulas relativisticas sem estrutura, chamadas sélitons. Os valores A; = —X;(i # 7)
correspondem is particulas, que além da velocidade e do centro de inércia, possuem graus

de liberdade internos. Este assunto val ser discutido na secao 3
1.2 A evolucao dos dados espectrais

A primeira vista, parece que o formalismo desenvolvido na se¢ao precedente nao sim-
plifica ém nada o problema de Cauchy ligado & equagio de sine-Gordon (1.1.1). Vamos
demonstrar que, na verdade, ndo é assim. Mais precisamente, veremos que a trans-
f(.)rma,géio espectral (1.1.28), J , faz a passagem para as variaveis de ngulo-agao. Nestas

vari4veis, como vamos demonstrar, o fluxo do sistema na diregdo =~ ¢ bastante simples.
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Iniciamos, mais uma vez, com o problema linear

84U (a*,y* ) = Uy (a+, ) ¥(z*,y ™5 N), (1.2.42)

onde T(zt,yt;A) é uma matriz 2 x 2 e a conexao U,(zT,A) foi introduzida em
) + 3

(1.1.3). Alémde (1.2.42), esta matriz satisfaz & condigdo inicial :

Tzt 2t A) =L (1.2.43)

A matriz ¥(zt,y*;A) ¢ fixada univocamente das equagdes (1.2.42) e (1.2.43). Us-
aremos agora o fato de que a curvatura da conexdo com componentes Uy e U. ¢ zero.
Isto da a posibilidade de determinar a dependéncia de ¥{zt+,y™; A) na varidvel z~ .

Calculando a derivada d_ = 52— de ambos os membros de (1.2.42), obtemos que

5.9,% = O.U,T+U,.0 0

il

= (8+U_. -U+U_+U_U+)‘I’+U+.3,.\I‘
= 3+U_‘I‘+U_3+‘11+U+(3_\II—U_\I’)
= 04(U-T) + Up(d- — U-)T,

e, por causa disto, obtemos que além de ¥, (8- — U_)¥ também € solugdo de (1.2.42).

Isto quer dizer que
B-U(zt,yt ) = U_(z¥, )8zt 55 0) — ¥(z™, 575 0).C,
onde ¢ éuma matriz que ndo depende de zt . Com (1.2.43), chega-se a

-T2yt A) = U_ (2T, M)Wz, vy 0) — Uzt y 5 MU (yh, A) (1.2.44)
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Consideremos agora as matrizes :

Filzt,A)= lim @ty 1), (1.2.45)

y—foo

E claro que Fy sio solugdes do problema linear (1.2.42). Da condigio (1.2.43), concluimos
que estas matrizes tém o comportamento assintético {1.1.13). Combinando (1.1.3) e

(1.2.42) com (1.2.44), chegamos as equacoes :

]
B_Fulet,N) = U_(zt, ) Falz*, A) + %fi(aﬁ, MNH.

Usando a equacao acima e (1.1.15), obtemos finalmente

im?

9-6(\) = T+

[©(A), H]. (1.2.47)

Como consequéncia de {1.1.25), a matriz de transicao tem a forma seguinte :

para valores de A reais. Deste resultado e de (1.2.47), concluimos que

J_a(d) = 0,

_B(A) = —-i;—?ﬁ()\). (1.2.49)

Na se¢io precedente foi demonstrado que o espectro discreto no semi-pitano complexo
superior (Im A, > 0) coincide com o conjunto de zeros de «(A) . Deste fato e da primeira

equacdo (1.2.49), decorre que o espectro discreto ndo depende de 2~ :

dhn  OA,

Para obter a dependéncia em z~ dos coeficientes 3, que aparecem em (1.1.24), sub-
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stitufmos esta dltima equagao em (1.2.46). O resultado é

1m?

2An

O_ B = —=Pn. (1.2.51)

Notamos também que este fluxo é compativel com (1.1.25) e (1.1.40). Para completar esta
secio, faremos um comentario importante: as equagdes (1.2.49) e (1.2.51) sio resolvidas

imediatamente :

Bu(z7) =77 B (1.2.52)

Isto quer dizer que é extremamente ficil resolver as equagdes de movimento em termos dos
dados espectrais & = (ﬂ(z\),,\ﬂ,xn, ﬂn,ﬁn) . Para reconstruir o campo de sine-Gordon,

basta efetuar a transformacdo espectral inversa : ou seja, resolver o sistema (1.1.37).
1.3 Solucoes solitonicas e a colisao dos sélitons e

”breathers”

De um ponto-de-vista fisico, os s6litons séo solugdes que correspondem a configuragoes
de campo localizaveis e com energia fimta. O "ISM”, que é uma teoria desenvolvida para
resolver equagdes niao-lineares integraveis, trata as solugbes solitonicas de uma maniera
diferente: parte-se dos dados espectrais (1.1.28) e impde-se que o problema linear (1.1.11)
seja tal que o coeficiente de reflexao deste (veja (1.1.33)) seja igual a zero. Isto quer dizer
que a matriz de tramsicio (1.1.20), (1.1.25) é diagonal para valores reais do pardmetro

espectral

BA) = 0, A€R (1.3.53)
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Voltando atras, observamos, gracas a (1.1.38a) e (1.1.38b), que o campo de sine-Gordon
sé depende dos valores da solugdo de Jost f_(:)(x"',)\) (1.1.13) nos pontos do espec-
tro discreto. Além disto, a equacio (1.1.37) que realiza a transformacdo espectral in-

versa, transforma-se numa equagao algébrica linear. Em suma, para encontrar as solugoes

solitonicas, temos que resolver a equagao :

FOtA) = e =3 o FMEt ). (13.54)

e An 4

Iterando esta tiltima expressio, chegamos a
al Anzt N At
f(l) Z W2 f(l) J) = 6“\"3: €1 — Z ane"\fr' €2,
=1 7=1
ilAntd )t
cje
Wy = 1. 1.3.55

Resolvendo estas ultimas equagoes , obtemos as solugdes

I1FD, (e )] = < [(L+ W)+ (1 = W) [l

IFD, (2, 2] =

L\?lr—-

— (W) (L= W) e (1.3.56)

l\DIP-‘

que manifestam o fato de que o problema de procurar solugbes solitonicas reduz—se a um
problema de inverter uma matriz de N x N de forma especial (veja a segunda equagao

de (1.3.55)). Substituindo as solugdes (1.3.56) em (1.1.38a), chegamos ao resultado

N
(7+99 = —4 Z Cjei'\"x-l-fil)l(m-i_, )\j) (1'3-57)
=1
= -——2 Z C e’(’\J-I"\k [(l + W)Jk ( - I/V);kl]
7,m=1

= 9 f: B Wi [(1+ W) +(1 — W)t

Hk=1

= 2utr [3+(1 + WA+ W) =0, (1 - W)(L — W)—l] ,
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onde o trago é num espaco de N dimensdes . Lembramos, também, que #r(0;U (z1).U (2))
¢ invariante de calibre, o que quer dizer que ndo muda de valor apds a transformacao
U(zt) — g(a")U(zT)g™ ' (z*) . Esta observagio , junto ao fato de que a matriz W
(1.3.55) é diagonalizdvel (porque é conjugada a uma matriz simétrica), leva—nos a con-
clusao de que

det(1 + W)

W) (1.3.58)

3.,.(,9 = 2 3+ln

Esta ultima equagio determina o campo de sine—-Gordon a menos de um fator que depende
so de z7 :

] ozt z7) B _det(1+ W)
e:\p{——z——2 } = f(z )——~—~—det(1_w). (1.3.59)

Para determinar este fator, usaremos a relagao (1.1.38b), que junto a relagio (1.3.55),

conduz a expressao:

N i(AntArg)zt

. [+

SEE 1 Y (L4 W)
n,k=1 L

1 tr[(WA+AW)ATL 1+ W),

i

A - O
A= R . (1.3.60)

0 -+ Aw

Introduzimos os vetores N-dimensionais |[i) , que tém a ¢—ésima componente igual a

um e todas as demais nulas. Usando as formas exatas das matrizes W (1.3.55) e A

(1.3.60), observamos que

WA+ AW = |e)(&],

N N
le) =DM k), (@] = 3 e (. (1.3.61)
k=1

k=1
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Apds a diagonalizacao da matriz W :

W=U"1.QU
Q1 -+ 0

Q=1 ' . (1.3.62)
0 - Qn

obtemos, usando (1.3.61) a expressio seguinte:

tr [(WA+ AW)AL(1+ W) = br [le) (] (1 + W) 7]
= tr [}yl (1+ Q)]
|z) = Ule)  (yl = (€U

L=UAU (1.3.63)

Além disto, a cada vetor |z} = SN ,]¢) , vamos associar uma matriz diagonal, X ,

segundo a relagio

zy - 0
X =
0 TN

As relagdes de comutagio (1.3.61) ajudam-nos a calcular os elementos da matriz [

(1.3.63):
IL=XLY
~ 1
L= ———, 1.3.64
TR+ Q; ( )
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onde X e Y sio diagonais. Substituindo esta expressio em (1.3.63), obtemos

o [lo) L (14 Q)7 = Ztr[ GIZ(1+ Q)]

'L Jw-
N L.—.
= Sl (1.3.65)
;';1 1+ Qi

Para calcular os elementos da matriz 7! , usaremos a identidade (veja por exemplo
?

a eq.(8.49), Capitulo II de [7]):

1 N 1
det (ai + bj) = H(a,- — a;)(b; — b;) Hl ma (1.3.66)

i(3 ii=
de onde, chegamos a expressao

F-1 _ 1 aN:l(Qu + Qz) 111\;1(@0- + QJ) 67
Li = 0T 0 Tl @ = Q) Ty (0 — Qu)’ (1.:8.67)

que, substituida em (1.3.65) e com auxilio das identidades

1 Hu(Qa‘l‘Qi)

-Z 00 (@ —Qa)
e g: =1 —i o Qj'nI}:%f—%Z) ’ (1.3.68)
levam-nos ao resultado:
tr [(W.A+A.W)A“.(I+W)‘1] = “HI,-ILQ{ (1.3.69}
Esta identidade, junto a (1.3.60), conduz a expressdo
et = (—1)N%§%. (1.3.70)
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Para incluir a dependéncia em z~ , temos que levar em conta (1.2.52). Além disto, de
(1.3.55) e (1.3.60) segue que o campo ¢ depende de z~ s6 através dos coeficientes ¢;

(1.1.34), que tém a dependéncia simples a seguir:

2

mt

ci(z™) = c¢e " (1.3.71)

Discutiremos, agora, umn caminho alternativo para a construgao das solugoes solitonicas
que foi desenvolvido no trabalho [22]. Este caminho é baseado na observacdo de que, no
caso sem reflexio, a funcio f(z%,A) com valores vetoriais (1.1.32), considerada como
fungio de A & uma funcio meromérfica sobre a esfera de Riemann CP'. Estd claro que
o numero de pélos desta funcio coincide com o numero de solitons. Introduzimos agora

os vetores

IO+ A)F Mt e ImA >0

IO = 3)F et Ne= Imd <0

N O+ A)F D@t e TmA >0
x@(zt,)) = . (1.3.72)

N (= A)F B )ePst ImA <0

que, gragas ao fato de estarmos no caso sem reflexéo, sio duas fun¢des meromérficas. De

(1.1.17a) e (1.1.17b), obtemos o comportamento assintético

ey = W (ar0(5)), Ao (1.3.73)

Com auxilio de (1.1.25), chegamos a

Pt =2 = (1)o@t A). (1.3.74)
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Usando mais uma vez (1.1.25), concluimos que os vetores (1.3.72) satisfazem as equagdes

X(l)(m+, _/\n)e—iknz'l' - (_1)Nﬁn0’1X(1)($+, /\n)ei)‘“m+
(=1~

3 a1 xP(zt, Ay)e " (1.3.75)

Xt —Ay)ene" =

A segunda destas equagdes é conseqiiéncia da primeira e de (1.3.74). Introduzindo os

vetores:
Wzt X)) = xPzt, A, (1.3.76)

as equacoes (1.3.75) transformam-se em

w(l)(w-i-, _)‘n)e—u"ﬁ _ (—I)NﬁnHw(l)(:c"', /\n)eiA"J:{P
w@ (2t -/\,,,)e”‘“”’"Jr = ﬂHw‘”(m"’, )\n)e_“"”‘"Jr. (1.3.77)
B

As componentes dos vetores w(¥) sao fun¢des meromérficas do pardmetro espectral sobre
a esfera de Riemann. Através de (1.3.72) e (1.3.76), observamos que w') nio tem pélos
para valores finitos do pardmetro espectral, e sé tem pélos de ordem N no ponto A = oo
(veja (1.3.73)). Por isto, as componentes dos W ’s sio polinémios de grau N . Isto,
junto as expressoes (1.3.77) e ao comportamento assintético, determinam univocamente os
vetores w'? . Para especificar a dependéncia do tempo, temos que trocar 3, — e Bn e B
(veja (1.2.52)) em (1.3.77).

Agora, vamos analisar as solugdes solitonicas (1.3.70) com um e dois sélitons. No
caso em que se tem um sé séliton, o unico ponto do espectro discreto (no semi-plano
complexo superior) tem que pertencer ao eixo imaginario. Quande N = 2, existem duas
pbsibilidades para a colocagio dos dois pontos, A1 e Ay, do espectro discreto (ImA; > 0):
primeiro, estos pontos sdo simétricos com respeito ao eixo imagindrio, A = —Az ; segundo,

A e Ay sdo puramente imaginérios, Ax =ipk, k=1,2 . Estas restriges seguem da
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condicdo de que o campo de sine—Gordon , « , é real, que, traduzida na linguagem dos

dados espectrais, impoe as relagdes {1.1.41).

No caso em que o nimero de sélitons é um, de (1.3.55), (1.3.70) e (1.3.71), obtemos

w{z,t) = dearctan exp [

m(z — vt — mg)] |
V1-v?

m? — 4p? ,
VS g T #20
/1_ 2
xgz—vulﬂi, € = sign ¢, (1.3.78)
m 2p

onde as coordenadas (z,t) estio ligadas &s coordenadas do cone de luz através de (1.1.1).
Além disto, notamos que o coeficiente ¢ (1.1.34) tem que ser real (veja (1.1.41}). Esta
solugdo descreve uma particula com massa m , velocidade v e o centro de inércia g .
Além das variaveis continuas: v e g, o séliton possui uma carga discreta, que é a carga

Prosseguindo com as solugdes bisoliténicas, iniciamos com o primeiro caso notado
anteriormente, A; = —Aq .

A solugao assume a forma seguinte:

@ = 4 arctan {# sin [;‘I_TT ﬂ:‘/;% _ a.rg%] }
osh 224 (z — vt — )|

/\1:_)_2:1/’{"2‘:,&, v>0
24N ] V1 —v?
Sl Y U1 4 S i ves] (1.3.79)
m? + 4[| 20 m mesy

que descreve uma particula relativistica com graus de liberdade internos. Esta solucao ,
chamada "breather”, tem carga topologica igual a zero.

Finalmente, consideramos o caso em que

A = i,uk,
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que corresponde a solugao

_2m{z—vyt) _ 2m(z-—vnt)
—Clu.e l—u? +_92...€ 1/1—0%
LA‘O = 4 a;?"Ctg 2 2:::(2—011.‘) 2m{z—vat)
_ 4{:162 ( 1ty )26— \1-+2 B /102
ppo -2
2 2
o = A (1.3.80)

m? 4 4p?

Esta descreve a colisao elastica de duas ondas solitonicas. Para demonstrar este resultado,
Varmos supor que vy > v ( g1 < pz ). De (1.3.80) segue que, para { — Foo, esta solugdo

é a superposicao de duas solugdes monosolitonicas (1.3.78) espacialmente separadas:
o(z,t) — p(z,t) + pf(z,t), quando t-—— oo, (1.3.81)

A + . . ~
com parametros c,(- ) determinados através das relagdes

2
I (#1 - #2)
H1+ pa

2
& = ¢ (#1 “2) P . (1.3.82)
B+ pa

de onde concluimos que, apds a interagio , os dois sdlitons ndo mudam de velocidades e

o tinico efeito da interacao ¢ a mudanga dos centros de inércia:

1 —v? —
Azy = :cgJ{) —I(()I) =2 Ly [£1 7 F2 )
m pa Tt e
) _ (=) Lo i+
A$02 = moz - 3702 = 2 111 - (1.3-83)
m $i — Ha

Para estudar o problema da colisao de N-sélitons escreveremos o problema linear (1.1.3)—
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(1.1.5) em coordenadas (z,¢) :

av av

= = U, | 5 = U, {1.3.84)
: 2
Us = Uy + U- = iXH + 2 (000 + O0) (B + E7) + % (cos oI — isin p(E* — E7))
: 2
Us=U, —U_ = i\H + fI(aﬂ,ap — By ET +E7) — % (cos o H — isin (B — E7)).

Considerando a componente = deste sistema como um novo problema linear (compare
com (1.1.11)), fica claro que, gragas & invaridncia relativistica, as condigdes de contorno

correspondem a

@(z,t) — 0 (mod 27) quando x — oo,

Gz, t) — 0 quando & — %oo0. (1.3.85)

Como na secao 2, usando estes comportamentos assintéticos, o problema linear

U (z, A)

Ee = Ux(x,,\)lp(;c,A) (1386)

possui solucoes de Jost, caracterizadas pelos comportamentos
Uy(z,A) — =Tz quando @ — oo, (1.3.87)
que, em completa analogia com (1.1.20), sdo ligadas através da relagdo :
U_(z,A) = ¥, (z,\)T(A), (1.3.88)

onde T(A) (detT’(X) =1) é a matriz de transicio ligada ao problema linear (1.3.86).

Notemos que, entre as solugdes Fy(xzt,A) (1.1.13) do problema (1.1.11) e as solugoes
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Wy(x,A) (1.3.87) do problema (1.3.86), existe a relagdo [7, 8):

2
Fi(zT,A) = Ui(z, A exp (i)\t + ZT—A:B) H. (1.3.89)

Para demonstrar esta equagio , observamos que, a partir da equacio (1.3.85), resulta
que o membro esquerdo satisfaz a (1.1.11). Além disto, o lado direito de (1.3.89) tem o
comportamento assintético correto (1.1.13), quando zt — oo com 2z~ fixo. Isto

completa a demonstracao de (1.3.89). Combinando (1.3.88) e (1.3.89), obtemos a relagio

mza:

F_(zt,)) = Fylat,A).e "5 «H ), (1.3.90)

Desta expressio e de (1.2.47), segue que as matrizes de transi¢io ©(A) (1.1.20) e T'(A)

(1.3.88) sao iguais
T(A) =6(M). (1.3.91)

A relagio (1.3.89) também demonstra que as colunas das VUi(z,A) tém propriedades
analiticas similares as propriedades analfticas das colunas andlogas das matrizes Fy(z™, ).
Em particular, os espectros discretos dos dois problemas coincidem e, usando (1.1.26),

(1.2.52) e (1.3.89), obtemos

(2, M) = BTV (2, A)
Tz, —An) = B ()0 P (2, —))
: m2
Bu(t) =¥ HaT) g n =1 N (1.3.92)

Também, ¢ facil verificar que
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Uz, —A) = o1U,(z, X)oy. (1.3.93)

Por esta razao, o problema linear (1.3.86) tem as mesmas simetrias discretas que o prob-
lema (1.1.11) (veja (1.1.24) e (1.1.39)). Desta forma, os dados espectrais dos dois p110b~
lemas lineares sdo idénticos. Com (1.3.89) e (1.2.52), podemos escrever (1.1.37) como
equagao da transformagdo espectral inversa para o problema (1.3.86).

Suponhamos, agora, que @(x,t) seja uma solugdo com N-solitons. Isto quer dizer
que, a solucao ¢ , corresponde o conjunto dos dados espectrais (1.1.28) S = (B(A) =
0, An, Ay B, B,) & a parte do espectro discreto que pertence ao semi-plano complexo
superior contém N pontos Aq,..., Ay . Como conseqliiéncia de (1.1.41), podemos dividir
0s pontos {Ai}f\il em classes: a primeira contém pontos que estdo no eixo imaginario
Ak =g (px > 0), e a segunda contém o resto dos pontos: A; = —X; (1 #j).

Para simplificar a nossa analise, vamos supor que |X;| # |A;| cada vez que X; # —J; ,

e introduzimos o ordenamento || < ... < [Ay| . Isto quer dizer que as velocidades

m2—4|A|?

mrrapp Sabisfazem a [vs] = ... > |ow| e vi #v; cada vez que X # —); . Agora,

v =
suponhamos que, para um tempo bastante remoto ou bastante no futuro { — 4o, a
solugio geral com N-sélitons seja a superposigio de monosdlitons (1.3.79) separados no

espago e “"breathers”(1.3.80):

N N
w(mat) — Z%?(mit) + Z (,0?:{+1($,f), (1394)
i=1 i=1,0{i)=i+1
onde usamos a notagio introduzida em (1.1.41): X; = —As(i) para uma certa permutagao

e ordenamento, ja mencionada em precedéncia. Nesta tltima expressao, cpt-i(;r:,t) sa0
monosélitons (1.3.79) ligados aos pontos puramente imaginarios A; = —); do espectro
discreto e ¥, ,(z,) sio os breathers (1.3.80) que correspondem aos pontos A; = —Ai4
do espectro discreto. Denotaremos por 7 os coeficientes de transigao (1.1.26) para o
espectro discreto que corresponde ao problema linear (1.3.86), com ¢ = ¢F para os
monosdlitons e ¢ = @i, (E;_-E_I_l = —f%) para os "bresthers”.

Neste caso, sabe-se {7] [8] que existe a relagdo entre estes coeficientes e os coeficientes
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B; ligados & solugao com N- sélitons (1.3.70) (1.3.71) :

e = AT A= M)

(£} k 1 k %

- 11 I . 1.3.95
P * (Ak + /\i) || > 1A (Ak + /\i) ( )

A <]

Agora, lembramos que fy e ﬂ,(ci) tém a mesma evolug¢io {1.3.92) no tempo. Por isto, as
relagdes (1.3.95) permanecem validas para qualquer valor do tempo. Isto quer dizer que a
solugao geral (1.3.70) descreve a colisdo eldstica de & sélitons e m breathers (o nimero
de sélitons é N = k+2m }. Apds a interagao , os solitons e os breathers movimentam-se
com as mesmas velocidades que tinham antes da interagdo e s6 mudam os centros de
inércia e fases (1.3.79). Estas mudangas podem ser calculadas usando (1.3.95); obtém-se

que

_ A4 A\ A=A
= g9 ] (k ? I (k J (1.3.96)
k y .
* u»mt“_k u«m|“+&

de onde segue

Al-"ok = ,’,l’:‘(;}c-) —_ xg;) = 2_1._—'0!% ( Z o Z ) In ik - ii (1397)
N ST Y
para os solitons (1.3.78), e
Ax — T_I/\kl\/]‘%v?:( Z Z )ln /\k—/\i
ok = = — _
2 [Mil<lrel P> lAxd Ak A

A — A
Agok = 2 arg ( E - E ) arg (/\k /\) (1398)
TP W I kA

para os breathers.
Uma propriedade importante da colisdo dos sélitons é que a interagio é fatorizdvel em

interagoes entre duas particulas (1.3.96). Este fato é conseqiiéncia da integrabilidade do

modelo e permanece valido para a matriz quantica de colisao [14]
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Capitulo 2

Grupos de Lie-Poisson e as

transformacoes de vestimento

Os grupos de transformagoes para equagdes soliténicas foram introduzidas pelo grupo
de Kyoto [17] e, atualmente, sdo conhecidas como transformagbes de vestimento. Estas
transformacdes formam um grupo de simetria do espago de fases do modelo integravel. A
principal caracteristica do grupo de vestimento é que este opera através de transformagGes
de calibre sobre as componentes da conexido de Lax, Uy , e ndo mudam a forma desta.
Isto quer dizer que, assim como as equagoes de movimento sa0 equivalentes a condigao de
curvatura nula, o grupo de vestimento € uma simetria do espago de solugbes da teoria.

Como para toda simetria, esperar—se-ia que as transformagdes de vestimento preser-
vassem a estrutura simplética; Semenov—Tian—Shansky demonstraram que nao € assim.
Para garantir a covaridncia dos parénteses de Poisson com respeito a acao do grupo de
vestimento, é necessario introduzir um paréntese ndo-trivial sobre o grupo de vestimento.
Este tltimo, junto com este paréntese, transforma-se num grupo de Lie-Poisson. O es-
tudo do grupo de vestimento ¢ importante porque a simetria de vestimento é o limite

quasicldssico da simetria quantica do modelo integravel.
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2.1 Grupos de Lie—Poisson e o “double” de Drinfeld

Nesta secdo, discutiremos a sitnagdo em que um grupo de Lie G ¢é dotado de uma
estrutura simplética (ou de um paréntese de Poisson), que se transforma covariantemente
com respeito a multiplicagdo no grupo.

Antes de prosseguir com os detalhes, introduziremos certas notagdes. A cada grupo
de Lie, G, associa—se uma algebra de Lie, que vamos denotar por & . Os elementos

desta algebra sdo as transformacoes infinitesimais do grupo e satisfazem & identidade

de Jacobi:
[X7 [Y> Z]] + [Ya [Z1X]] + (2, [X': Y]] =0.

Como ¢ éum espaco linear, associaremos a algebra de Lie G um espaco dual, ™,
que contém todos os funcionais lineares que operam sobre G . Lembraremos, tambem,

as agoes adjuntas do grupo G e da dlgebra sobre G :

Ad, X = ¢Xg\,
adV.X = [V,X], g€G, X,Y€Q. (2.1.1)

A segunda destas relagdes permite-nos introduzir a agéo coadjunta como segue:
L([X,Y]) =ad" X .£(Y), (2.1.2)

para cada £ € G* e cada par X,Y €@ . Vamos, ainda, precisar dos campos vetoriais

definidos através das segnintes equagoes diferenciais:

d

7 (etx.m) oo = Xz = 0%z

% (x.etx) oo = 2.X = 0%z

Xeg, zedG. (2.1.3)

Notemos que a derivada 8% é invariante com repeito ds multiplicagdes pela direita:
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g — gh com h € G ,ea derivada 0% nao muda quandor multiplicamos & esquerda a
segunda equagao (2.1.3): ¢ — hg . Vamos, também, usar uma abreviagao : Off = 3X ,
df = 8% onde X1,X3,..., Xi; formam uma base da dlgebra G ( dg € a dimensdo do
grupo G ).

Em geral, um paréntese no grupo G é introduzido através da expressao seguinte:

{f(z),9(=)} = Zn (2)0ff(2)8]'g(x)

1,7=1

dg
= 3 df(2)X: ® dg(z) X1 (2)

iJ=1

= df(z) ® dg(z) (n(z))
’?(37) = nij(m)Xi®Xj: (2'1'4)

para cada par de fungbes definidas sobre o grupo @ . Desta tltima expresséo, deduzimos
também que a estrutura simplética no grupo (G depende de um tensor anti-simétrico,

7 (z) = —p%(z) , ou equivalentemente, de um elemento do produto externo GA G :

{f(z),9()} = df(z)®dg(z)n(z). (2.1.5)

Substituindo esta ltima expressdo em (2.1.4), ebtemos

{z1,22} = {z ¢ 2},
T1=z®1l, 7, =1Q@=z. (2.1.6)

As derivadas 0% e 0% ndo sdo independentes:

0% f(z) = jt (we’ )It=o=§t (=% 'a) | = 0K g, x S (®)- (2.1.7)

Se a multiplicacio num grupo, considerada como um mapeamento m : G x G — G,

sendo m(z,y) = 2.y um mapeamento de Poisson, entéo este grupo se chama grupo de

e ﬁ‘?\
P S ’?o,

@’ ‘.
;;g-, RiJa fw; X 1{9 :ﬂ‘% 33




Poisson-Lie. O paréntese de Poisson no produto Cartesiano G x (¢ € introduzido de

maneira natural:

{1y, 222} ane = 171, T2t enye + T1za{ys, va o (2.1.8)

Para cada fungio f sobre (G, f & F((G), através do mapeamento m , definimos uma
funcdo m*f sobre G x G, m*f € F(G x G) através da equacio m*f(z,y) = f(z.y).
Usando esta notacdo, escrevemos a condigdo para que m seja um mapeamento de

Poisson como:

{m* i’ gloxe = m {frgle- (2.1.9)

E claro que F(G xG) ~ F(G)x F(G) e, poristo, f(z.y)=73; f}l)(x)f}z)(y) , glzy) =

3 g}l)(:r)g;z)(y) . Substituindo as ultimas expanses em (2.1.4), e levando em conta

(2.1.7) e (2.1.8), chegamos a expressao seguinte:

(Flay), 9gemtave = 2 {F0@), 0 (@)} £ (w)a(v) +
Ik
+ 3 P 2)ef" () {oP ), 67 ()}
Bk

= df(zy) @ dg(zy) (n(z) + z.7(y))

z.q(y) = Adz® Adzg(y). (2.1.10)
Para o membro direito de (2.1.9), temos

{f(zy), 9(zy) } o = df (zy) @ dg(zy)n(zy); (2.1.11)

desta, e de (2.1.9) e (2.1.10), concluimos que para que um grupo de Lie seja um grupo de

Poisson-Lie, é necessario e suficiente que a equagao
n(zy) = nz) + z.n(y) (2.1.12)
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seja satisfeita. Isto quer dizer que 7n(z) é um cociclo de G com valoresem GAG. O

operador de cobordo foi introduzido por Hochschild e Serre [27]

6g7](.'131, cens .’En) = $1.T](:E2, ey 33n+1) —+

+ Z(—l)‘t?’](.‘l’}l, veny Tiy Titly eney $n+l) + (—1)n+1??(1‘1, 3] mn)
i=1

331.7](.'132, - .’En+1) = Ad.‘L‘l ®...53 Adﬂl‘].‘l](.’ﬂg, ey Jl'n+1)

6% = 0. (2.1.13)
Usando (2.1.13), observamos que (2.1.12) assume a forma seguinte:
den(zy) = 0 (2.1.14)

Lembramos que o dual, G*, da algebra § coincide com o espago cotangente ao grupo
G no ponto ¢, onde e ¢é aidentidade em G . O paréntese de Poisson em (' pode ser

usado para iniroduzir o paréntese de Lie em G* (o duala G ):

[def, deg]* =d.{f.9},
if=df(c) feF(Q) (2.1.15)

Usando (2.1.12), observamos que n(e) =0 e, assim, temos:

[d.f,degl, = dof ® deg(den). (2.1.16)

E, também, claro que [, ]. satisfaz & identidade de Jacobi, gracas ao fato de que o
paréntese (2.1.4) satisfaz a esta identida.de. Introduzindo a base {£'} em G*, dual a
base {X.}:

£(X;) = §;,

o diferencial de qualquer fungio pode ser escrito como d.f = 87 f(e)t' = 8L f(e)f' e, por
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isto, de (2.1.16) obtemos
[.6] = ofni(e)e (2.1.17)

A algebra de Lie ¢ de um grupo de Poisson—Lie é uma bialgebra. Isto quer dizer
que G* é uma algebra de Lie (veja (2.1.15) e (2.1.16)). Além disto, o paréntese [, ].

em G~ , considerado como co—comutador ¢ em &
[Li, La], (X) = L1 ® L. 0(X) Lieg, XeG,¢: G—GAG, (21.18)
é um cociclode § com valoresem GAG :

(X, Y])=X.6(Y)-Y.6(X),
XY@Z=[X1+1@X,Y®Z]. (2.1.19)

De (2.1.16), segue que, para grupos de Poisson-Lie, o co-comutador é o seguinte

$(X) = den(X)= 0 (e)X:® X;. (2-1.20)

Para demonstrar que esta expressio é um cociclo, usaremos (2.1.12) com z = e'¥ |

Y=t
n(eFe) —n () = ¥ (X.dey(Y) — Yiden(X)) + O(%)

de onde (2.1.19) aparece como conseqiiéncia imediata, em vista do fato de que o membro

esquerdo desta expansio é proporcional a t? (den ([X, Y]) + O(t)) .

Do mesmo modo, podemos interpretar o paréntese de Lie em § como co-comutador

em G~ :
L(X,Y]) = ¢(L)XeY
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v Gt — GTAG (2.1.21)
Com auxilio de (2.1.18) e (2.1.21), obtemos :

L@K.(4(X,Y]) = LK. (X,¥]) = ¢ (L, K].) X®Y
LK. (X &L ¢V = k(L) 1K]. (X8Y)=-[(L),Kell,.(Y&X)
LOK.(L®X,4(Y)]) = —[(K),10 L. (XOY) = [$(K), L 1],.(Y ® X)

L, Keg, XY ¢€4g. (2.1.22)

Destas identidades, segue que a co-multiplicagdo % : §* — G* A G* é também um

1-cociclo:
(LK) = L (K)- K (D). (2.1.23)

Denotaremos por G* o grupo de Lie com algebra de Lie G* . Ja foi esclarecido que a
estrutura simplética em (' induz um paréntese de Lie etn G* . Da mesma maneira, o
cociclo 1 que determina o paréntese de Lie na dlgebra § pode ser usado para definir

um paréntese de Poisson no grupe G™:

[de- f, de“g] = des {f7g}G' . (2.1.24)

onde f e g sdo duas funcdes definidas em G* e e* ¢ aidentidade de G* . Esta
expressdo ¢ andloga a (2.1.16).

Suponhamos que o um-—cociclo, n(z), que determina o paréntese (2.1.4) seja um
cobordo. Isto quer dizer, em vista de (2.1.13), que existe um elemento r € G @ ¢

tal que

pey=r—z-r, r=r7X;®X;. (2.1.25)

37



Fste elemento r é chamado de matriz r cldssica. Por meio de (2.1.20) e (2.1.25),

obtemos a expressao para o co-comutador ¢ :
(X)) = [nX®1+1®X]. (2.1.26)
Combinando (2.1.6) e a dltima equagao, reproduzimos o paréntese de Sklyanin [24]:
{zy,z2} = [r,zz9]. (2.1.27)
Da anti-simetria deste paréntese, obtemos a relagio

Adzr [034] Adzr (?"12 + ?"21) = T19 + ra;

ro =719X; ® X;, ra= rX; @ X, (2.1.28)
e, como conseqiiéncia da identidade de Jacobi, temos

Adz ® Adr ® AdzB = B,

B = {ri3,713] + [r12, 723] + [r13, T23],
rp=r9X, ® X;®1,

ra=r"X; 910 Xj,

Taz :Tijl®Xf ®XJ (2129)

No caso em que B = 0 , a equacdo para a matriz r classica chama-se a equacéo de

Yang-Baxter classica.

Se a algebra § possui um produto escalar ( , ) invariante e nao-degenerado,

introduzimos o operador

R(X) =r7X;(X;,X)
(X, [y, 2) = ([X, Y], 2). (2.1.30)
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Com auxilio do produto escalar, podemos identificar G* com ¢ . Em particular, para o

comutador em G* ((2.1.15), (2.1.16)), obtemos:

[Ll, Lg]* = [RGLI, Lg] -|- [Ll,RaLg]

R- R
B = = (2.1.31)

e a transposicio é com respeito ao produto escalar (, ):
(X,RY) = (R'X)Y).

Seguindo Drinfeld [23], introduziremos o chamado ”"double” . A partir de uma algebra de
Lie, G, construimos uma bialgebra de Lie, [}, que sendo um espago vetorial,- implica que
o "double” de Drinfeld é uma soma direta de duas algebras de Lie duais: D =G @ G* .

No "double” de Drinfeld, existe um produto escalar natural:
(X1 1)y(Xoy L)) = Ly (%a) + La (X0). (2.132)

Suponhamos, também, que G e G* sejam duas subélgebras de ) | com os parénieses
de Lie introduzidos antes: em ¢ naturalmente, e em G, através de (2.1.15) e (2.1.16).

Suponhamos, ainda, que o produto escalar (, }, introduzido em (2.1.32), seja uma
forma invariante com respeito a acido adjunta. Estos dados, agora, sao suficientes para
dotar D de uma estrutura de élgebra de Lie. Para demonstrar este fato, basta garantir

que as identidades

(1X,1],Y) = —L([X,Y])

(X, L], K} = (X,{L,K]) =[L,K], (X) (2.1.33)

sejam satisfeitas.

Para demonstrd-las, primeiramente voltaremos & expressido (2.1.32). Usando esta

39



definicdo e a invaridncia do produto (, ) , obtemos

([(X'a 0), (0, L)] (Y, 0)) = —{(0,L),[(X,0),(Y, 0)]) =

—{(0,L),([X,Y],0)) = —L([X,Y])=—ad"X.LY. (2.1.34)

De maneira analoga, chega—se a:

(X, L], &) = {[(X,0),(0,L)],(0,K))
= {(X,0),[(0, L), (0, K)})
= [L, K](X) = L® K.¢(X). (2.1.35)

Levando em conta de (2.1.34) e (2.1.35), obtemos o comutador (na dlgebra "double” de

Drinfeld)

[X,I] = —ad*X.L+L®1X). (2.1.36)

O primeiro termo deste comutador pertence & subalgebra G* , e o segundo a G .

Agora, resta-nos demonstrar as identidades de Jacobi:

(X, [, L)) + [V, [L, X]] + [L. [X. Y]] = O, (2.1.37a)
[L,[K, X]] + K (X, L+ (X (L, K] =0, (2.1.37b)
XYeqG, KL e€g*

Iniciamos com (2.1.37a). Claramente,

X,V L] = —[X,ad"VI]+[X,(L®1).4(Y)]
- ad'Xad'VI-L@1([Y ®14(X)]—[1 & X,4(Y)])
V,[L,X] = adYad'X.I+L@1(X®1,4(Y)] —[1®Y,(X)))

L[X,Y]] = ad'[X,Y].L-L®Ls(X,Y]).
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Agora, usando a identidade ad™[X,Y] = [ad"Y,ad"X] , obtemos

[-Xa Y, L]] + [Ya [LaX]] + [La[Xv Y]] =

Lal(leX+X@L¢Y)-1@Y+Y &l §X)] -4 (X, Y])) =0,

gracas a (2.1.19). Para demonstrar a segunda identidade de Jacobi, basta usar a dualidade
entre as algebras G e G* .

Finalizaremos esta secao notando que, se {X;} é uma basede G e {L'} é uma
base de G* , dual a {X,},

L'(X;) = &

i
entdo o elemento
r= 3. XL (2.1.38)

é solugiao da equagio classica de Yang-Baxter.

Daqui para frente, vamos supor que a dlgebra de Lie G possui um produto escalar
(, ) que é ndo-degenerado e invariante (veja (2.1.30)).

Além disto, suponhamos que, sobre o grupo G , seja definido o paréntese de Sklyanin
(2.1.27), com duas posibilidades para escolher a matriz r € G ® G que aparece no lado

direito de (2.1.27):

rﬁ = riX;®X;

rd = X ® X = ParyPo, (2.1.39)

onde Pi; é o operador de permutagio dos dois fatores tensoriais, PoX QY P2 =Y ®@X .

Lembramos, também, a eq. (2.1.28), de onde segue que os operadores ri,+ri; sio tensores
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de Casimir. Suponhamos que:
3 = —TT2 (2.1.40)

e que C =ri—rj], , considerado como um operador que atua sobre G : X — (C, X ®1)
seja a identidade.

Além disto, suponhamos que as matrizes r¥ (2.1.39) sejam solugdes da equagao

clssica de Yang-Baxter:
i rt] + [ ] + [hrs] = o (2.1.41)

Isto é suficiente para que o paréntese (2.1.27) satisfaca a identidade de Jacobi. Com

auxilio das matrizes r* = r%, , definiremos os operadores R* em analogia a (2.1.30):
REX = riX;(X;,X). (2.1.42)
Gragas a (2.1.40), temos
¢
(rR®)" = -R¥, (2.1.43)

onde a transposicio é com respeito a forma (, ) .

Tem-se ainda que
Rt—-R = 1. (2.1.44)

Voltamos, agora, & equagio de Yang-Baxter. Através do produto escalar invariante, e

levando em conta a defini¢io (2.1.42), podemos escrever {2.1.41) como uma equagao para

os operadores RE . Um simples calculo, que se vale apenas da invariancia da forma (, )
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(2.1.30), mostra que a equagdo de Yang-Baxter ¢ equivalente a:

[R*X,R*Y| = R*[XY],, (2.1.45)
onde [, ]. éoparéntese de Lie (2.1.31). Lembrando (2.1.44), notamos que este paréntese
pode ser escrito como:

(X,Y), = [RX,Y|+[X, B*Y]. (2.1.46)

E facil verificar que a identidade de Jacobi para este paréntese é conseqiiéncia da equagdo
de Yang-Baxter (2.1.45).

Como ja notamos, usando o produto escalar invariante, podemos identificar G* (con-
siderada como um espaco linear) com G . A estrutura de dlgebra de Lieem G~ §G ¢
introduzida através de (2.1.46). Consideremos os operadores R* como dois mapeamen-
tos de G* ~ G em G . O significado das equagdes (2.1.45) é que R* : G* — G sdo
dois homomorfismos da algebra de Lie G* em G . Denotaremos por {1 as imagens

R*G" ~ R*G . Lembrando (2.1.40), observamos que

r € G.® Gs. (2.1.47)

Gragas a (2.1.45), G) sao subdlgebras de G . O grupo dual a G~ e sua subdlgebra
de Lie, G*, sdo associados a um problema de fatorizagdo em G que é especifica dos
operadores Rt e R~ . Para esclarecer isto, consideremos primeiramente G* . Com

(2.1.44), observamos que cada elemento X € G possui uma tnica decomposigao :
X=X,-X_, X.=RXeg,. (2.1.48)

Em termos das componentes X, de X , o comutador [, ]|, (2.1.46) assume a forma
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seguinte:
[Xv Y]* = [X+1 Y+] - [X_,Y_] ) (2149)

o que quer dizer que as componentes do tipo + comutam com as componentes do tipo
—. Denotemos por G* a exponencial desta algebra de Lie. E claro que G* é feito das

cépias (g-,g+), g+ = e** e aregra de multiplicagdo é

(9-,94)-(h=shy) = (g-h—yg1hy)- (2.1.50)

Assim como §* e G sio isomérficos como espagos lineares, G* e (G sao difeomorfos

como variedades:

(g-rg+) — 9= 9 94 ,

(9-,9+) €G", g€G. (2.1.51)

Como j4 notamos anteriormente, o comutador na algebra de Lie G pode ser escrito
através do co-comutador ¥ em G* (veja (2.1.21)). Foi, também, esclarecido que este
co-comutador introduz uma estrutura simplética no grupo G* . Tentaremos escrever
explicitamente esta estrutura. Em analogia com (2.1.6), e levando em conta (2.1.51),

podemos escrever:
{999} = 97" @97 0(9)-9+ @ 9+ (2.1.52)

onde v(g) éum l-cociclo do grupo G* com valores em G* @ G* (veja (2.1.12) e (2.1.14)).
Trocando G com G* em (2.1.15), observamos que este cociclo € ligado & comultiplicagdo

através da relagao

d .
P(X) = ()0
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X = X,—-X_€g" (2.1.53)
De acordo com (2.1.21), decorre que temos que resolver a equagao
(Z,[X,Y]) = (¥(2),X®Y). (2.1.54)
Lembrando da decomposicao (2.1.48) para o lado esquerdo desta equagdo , obtemos:
(Z,[X,Y]) = (Z,[ X4, ¥4]) + (2, [X-, Vo)) = (2, [X4, Yo)) = (2, [ X, YaD) . (2.1.55)
Com auxilio de (2.1.18), (2.1.26), (2.1.43), (2.1.45) e (2.1.46), deduz—se que

(Z (X Ye) = (2B 1XY]) = - (RFZ,[X,Y].) = —(#(%), X 8 Y)

([ 22 @110 2], XQY). (2.1.56)
Além disto, usando (2.1.30) e (2.1.40), conclui-se que

([ 2e®1],X0Y) = (Zs,[X.Ya)),
(1024 . X0Y) = (Z5Xz,Y]). (2.1.57)

Substituindo (2.1.56), (2.1.57) e (2.1.55), e lembrando (2.1.18) e (2.1.43), obtemos que o

cocomutador % , que aparece em (2.1.54), tem a forma seguinte:

¢(Z):—[ri,z+®1+1®z+]—[ri,Z®1+1®Z_]+

[ Zeel 1102+ [ 291418 2] = [ =19 7] ,(2.1.58)

de onde, para o tensor v(g) (2.1.52), que define o paréntese de Poisson sobre o grupo

G* , obtém-se a forma seguinte:

vig) = 9+ Qg rtgl' @9l tg-®g Tl @l +
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—g®1rTIRe-1®gr .¢81, (2.1.59)

onde a decomposicio g = g-'g. foi introduzida através de (2.1.51). De (2.1.52) e

(2.1.59), obtemos os parénteses de Semenov-Tian-Shansky:

{9+ 2g9:)e = — [t 9+ @04,
{o-20)e = —[*9-®4-],
{9+89-)g = — [0+ ®9-],
l9-90)e = —[r79-®s]. (2.1.60)

Como esperavamos, o grupo G , junto a estes parénteses, ¢ um grupo de Poisson—Lie
2.2 O grupo de vestimento. Aplicacao para o modelo
de sine—-Gordon

As transformacoes de vestimento sio simetrias especiais das equagdes solitonicas que
admitem a representacio de Lax [3] . Para introduzir estas transformagoes , consideramos
um sistema de equacdes diferenciais para um conjunto de campos ®(z,7) , que podem

ser escritas como condigdo de curvatura zero:
D,(9),D,(@®)] = 0, mr=z,, (2.2.61)

para uma conexdo D, (®) =8, — A,(®) que depende dos campos @ . A conexdo A, ,
usualmente chamada de conexio de Lax, pertence a uma algebra de Lie G . Como no
Capitulo 1, de (2.2.61) podemos deduzir que esta condigdo de curvatura zero ¢ a condigao

de compatibilidade do sistema linear (compare por exemplo com (1.1.6)):

(8, — A) F(z,t) = 0. (2.2.62)
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onde a "funcao de onda” toma valores no grupo de Lie ( G ¢é a algebra de Lie deste
grupo).

Como foi explicado na secio precedente, as matrizes r* € G ® G (2.1.39), que sio
solucoes da equacao classica de Yang-Baxter, definem, através de (2.1.30) e (2.1.42),
duas subdlgebras, Gy e G_ , de G . Lembramos, também, a decomposicio em G :
X = X, — X_ , e a correspondente fatorizacio em & :g= g-'¢, , g+ = ¢®* . Levando
em conta este resultado, introduzimos uma transformacao de vestimento que, para cada

¢ =g-'gy € G, transforma a solucdo F(z,t) de (2.2.62) em
Fo(z,t) = gela,t).Flz,t).927", gsa(a,t) € Gy, (2.2.63)
de dllde segue que os elementos ¢4(z,t) sdo uma solugio do problema de fatorizacio :
g, )ge(z,t) = Fla, t)gF(e, 1) (2.2.64)

Notemos, também, que as transformacoes de vestimento ndo mudam a condigédo de nor-
malizacao : se F(zo,t0) = 1 , entdo segue que também F¥(zq,t) = 1. Além disto,
de (2.2.63), fica claro que as transformagbes de vestimento induzem transformacdes de

calibre sobre a conex&o de Lax:
A, =8, FF 1 — AY = B, F° . (Foy ™Y
mals explicitamente, temos
Ad(z,t) = 8, (ge(z,1)) .95 (2, 8) + ge (2, 8) Aulz, t)g5 (2, 8). (2.2.65)

M4 mais uma exigéncia [17, 19} sobre o problema da fatorizagio (2.2.63): esta deve ser
construida de maneira tal que a forma da conexdo de Lax, A, , nio muda apés a
transformacao de calibre (2.2.65). Substancialmente, esta é a principal caracteristica das

transformacoes de vestimento. Em particular, isto quer dizer que o grupo de vestimento
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é uma simetria (usualmente chamada simetria escondida) das equagbes soliténicas.
Tentaremos ver qual é a regra de multiplicacdo no grupo de vestimento. Tomemos

dois elementos do grupo G, g =g-'gy e h = hZ'h, , e, aplicando sucessivamente duas

transformacdes de vestimento (2.2.63): F — F¢ — (F?)* como segue de (2.2.63) e

(2.2.64), conclui-se que
(F)" (2,1) = ha(z,t).F(z,8).h5" = ha(z,t).9+(x, ) F (2, 1)g5 b3 (2.2.66)

Isto significa que a multiplicagdo no grupo de vestimento é a mesma que no grupo dual
G* (veja (2.1.50)):
(hoyhy) . (9-,9+) = (hog-, hygy) -

A acao de um grupo de Poisson-Lie,  , sobre uma variedade simplética, M , é uma
acao de Poisson-Lie se os parénteses de Poisson transformam-se covariantemente. Isto é

equivalente a dizer que, para cada duas funcdes f; e f» em M , vale a relacio

{f1(93)5f2(9m)}GxM = {flafz}M (g.??)
teEM , ged, (2.2.67)

onde a estrutura simplética em G x M é a estrutura do produto direto.

Vamos, agora, ver agora como introduzir o grupo de vestimento no modelo de sine-
Gordon (1.1.11). Em vez de trabalhar com a conexdo (1.1.3), fagamos as redefini¢des
m — 2m , @ — 2p , e a transformacdo de calibre constante do sistema linear (1.1.6)

(compare com (1.3.76)):

0 = OF,
11

O = ,
1 -1
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de onde apds a mudanga A — imA , obtemos o sistema

L0 = —V.0,

Vi = 20,0 +mA(EY+E7),

_ ™M _sade -
Vo = e (B*++E7),
1
¢ = SpH. (2.2.68)

Vamos, também, usar um outro sistema linear que se pode obter de (2.2.68) apds a

trasformacio de calibre Q = e¢=®T :

2. T = —-A.T,

Ar = 0.0 +matletade (g4 po). (2.2.69)

Antes de prosseguir, introduziremos certas notagbes da teoria das algebras e grupos de
Lie. A cada algebra de Lie cldssica, § , had associada uma algebra dos lagos G , os
elementos da qual sao os polinémios de Laurent, X(A) , com coeficientes que pertencem
a G . O comutadorem G o mesmo queem G : [X(\),Y(\)]. E claro que § = C®G .
Além disto, para os geradores X, = A" X |, temos as regras de comutagio :

(Xn, Y] = [X,Y]

n+m

n,m € Z. (2.2.70)

A algebra G possui extensio central, chamada dlgebra afim, que, além dos geradores
X, (X € G,n € Z), possul mais dois elementos : a derivada d e acarga central &. O
elemento d = )\% conta o grau de homogeneidade com respeito ao parametro espectral

A

N L dX()
[d,x()] = A=,
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d,X,] = nX,. (2.2.71)

A carga central, ¢, comuta com todos os geradores. Em vez dos comutadores (2.2.70),
na algebra de Lie (j , temos

¢
_I_ —_

N6 smotr(XY). (2.2.72)

Este comutador satisfaz a identidade de Jacobi, j4 que o termo proporcional a carga
central é um l-cociclo da algebra dos lagos G . E claro que as conexdes (1.1.3), (2.2.68)

e (2.2.69) pertencem a algebra dos lagos sl(2) .

Consideremos a equagao de curvatura nula da conexdo (2.2.69) na dlgebra afim sl(2)

coIm
1 L1,
© = oH -fnd+ (2 (2.2.73)

onde n e { sao dois campos auxiliares.
Levando em conta (2.2.71) e {2.2.72), obtemos que a equagdo de curvatura nula da

conexao (2.2.69) € equivalente ao sistema de equagdes :

0,8 _p = mPe*” (ez""——e‘zﬁ"),
8.;_6_7] = 0,

8,0_¢ = mie (62""—1—6_2"0), (2.2.74)

das quals se sabe que possuem invariancia conforme.
Notemos, também, que na dita gradagio principal, a algebra si(2) , excluindo-—se ¢
e d,tem como geradores os elementos Ei ,, = A PE*T | Hy,, =A"H , neZ. E

facil ver que estes elementos, juntos & carga central e a derivada, fecham a dlgebra de Lie.
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Uma, representacio de 55(2) de peso maximal é definida através das equacdes

‘Eékn-{-l'A) = 0 n:(]vla"'v

H2n|A> = 0 ’I’L:].,Q,...,

HIAY = A(H)A) cﬂA) = A(J)IA) clA) = A©)|A), (2.2.75)
onde |A) ¢ o vetor de peso maximal. Lembremos, também, a decomposi¢do de Cartan:
s(2) = =G, 2GaG, (2.2.76)

onde G, ( G. ) é gerada dos elementos Ef ., >0 (E%, ,,>0)e Hy,, n>0
( H_3, , n>0), e a subdlgebra de Cartan, Go , tem trés geradores: H=FH,, ¢ e d.

Introduzimos, ainda, as subalgebras de Borel: B = Go @ é; . Notemos que a de-
composicao de Cartan € valida para a algebra dos lagos s1(2) ; contudo, a subélgebra de
Cartan é gerada a partir do elemento H .

Na slgebra sl(2) existe um produto escalar nio—degenerado e invariante:

(E:3E11_1> = 6n+m,07
<Hn,Hm> = 26n+m,03

@dy = 2. (2.2.77)

e todos os outros produtos sio iguais a zero.
Nos trabalhos [28], foi demonstrado que os parénteses de Poisson canoénicos sao equiv-

alentes ao paréntese da componente espacial da conexao de Lax (2.2.69):

{A(z,0) § Ay(y, ()} = — [?* Aoz, MY @1 +1® Ay(y,c)] 8z —y) (2.2.78a)

i ~ = 1 &
=t (HeH+e@d+det)£5Y Hip ® Hen &

n=1
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+£ 3 (Bhsr © Ezpnsr + Einpas ® By (2.2.78b)
n=0

A$:A++A_

For o

As matrizes = satisfazem a equagio classica de Yang-Baxter (2.1.41) assim como a

relagio (2.1.44) onde os operadores R* (2.1.30) sao introduzidos com a ajuda da forma
invariante (2.2.77).
Suponhamos que 7'(z,A) seja uma solugdo normalizada do problema linear auxiliar

(veja (2.2.69))

8:T(z, ) = —Ag(z, VT(z, )

T0,4) = 1 (2.2.79)
De (2.2.78a), obtemos o paréntese [7, 28] :

{T(z,\) ¢ T(y, O} =
—8(z — y)T(z, ) ® T(y,¢) (r= Ty, V) @ Ty, ).r- Ty, ) @ T(3, ()
By — )T (2, ) ®T(y,¢) (r— T2, ) @ T7(w, ()12, \) ® T3, () ,

(2.2.80)
onde 8 é a fungio de Hevisidee r = 7= (veja (2.2.78b)).
Notamos que, para z = y , o paréntese precedente coincide com o paréntese de
Sklyanin (2.1.27). Para cada solugao T'(z,A) de (2.2.79), definimos os vetores
x(@) = (Ale™®®T(x)
x(z) = T Hz)e ®@|A), (2.2.81)

onde |A} ¢é o vetor de peso maximal (2.2.75). Estes vetores satisfazem as relacdes de
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troca semiclassicas:

x(@) e x(¥)} = —x(z)@xW)(0(z—y)rt +0(y — z)7 ),
K)o xy)} = —(Blz—y)F + 6y —z)r)x(z)® X(y),
x(z)ex(y)} = x()®@LF.10%() (2.2.82)

Como ja foi notado em precedéncia, as matrizes 7+

da dlgebra sl(2): X = Xy — X_, Xi=R*X (veja (2.1.42) e (2.1.44)). De (2.2.78b)

(2.2.78b) definem uma decomposic¢io

e (2.2.77), segue primeiro que Xi € Go® Go , onde Gy e G foram introduzidas
através da decomposi¢io de Cartan (2.2.76). Além disto, da forma explicita (2.2.78b) das
matrizes 7% , fica claro que X. tem componentes inversas na subdlgebra de Cartan.
Passando da algebra de Lie .;3(2) ao grupo §E(2) , que ¢ a extensio central do grupo
dos lagos 3’2(2) , obtemos a fatorizacdo g = g_'g; , onde g4 € e%e9% e os elementos
g- e gy tém fatores inversos no subgrupo de Cartan % . T claro que esta fatorizacio

é uma conseqiiéncia da decomposicao de Gauss:
G = SL[2) = eI- efoebs. (2.2.83)

Levando em conta a forma explicita da conexao (2.2.69), observamos que as trans-
formagoes de vestimento (2.2.63) e (2.2.64) (com F(z,t) = T'(z,1)) ndo mudam a forma
da mesma. Disto decorre que, resolvendo o problema de fatorizagio {ou o problema de

Riemann), efetuamos uma transformacao ® — ®9 em (2.2.69):
‘I)g = ‘I) + (X_)U — ‘I) —_ (X+)0, (2284)

onde (Xi)o designa os componentes dos elementos X na subdlgebra de Cartan.
Notemos que este resultado é védlido para o problema de fatorizagio (2.2.64) em ambos
grupos, SL(2) e SL(2). A tnica diferenga é que, quando se trabalha com SL(2) , é

necessario levar em conta os elementos ¢ e d . As matrizes r¥ tém a mesma forma
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(2.2.78b) na algebra dos lagos gl(2) , Inas os termos proporcionais a ¢ & de d@¢ sio
excluidos.

Quando as transformacoes de vestimento sio ligadas ao problema de fatorizagio (2.2.64)
no grupo ﬁ(?) , podemos, também, estudar a acao do grupo de vestimento sobre os

vetores (2.2.81); lembrando (2.2.75) e (2.2.84), obtemos [19]

@ = (Ale™®T9(z) = (Ale™@HE-Do)g_ ()T (z)g

= (Ale™®T(z,t)g"" = x(z).¢7". (2.2.85)
Da mesma maneira, obtemos
X’ (z) = g4-x(); (2.2.86)
usando estas expressoes e a identidade
e M® = y(z).x(2), (2.2.87)

verificamos, mais uma vez, que a multiplicagao no grupo de vestimento é a multiplicagao
do grupo dual a SL{2). Além disto, observamos que os parénteses (2.2.82) séo covariantes
com tespeito ao grupo de vestimento, quando neste introduzimos o paréntese de Semenov-
Tian-Shansky (2.1.60). Assim, concluimos que a a¢do do grupo de vestimento ¢ uma agao
de Poisson-Lie (2.2.67), desde que as relagfes {2.1.60) sejam satisfeitas.

Ainda, observamos que podemos reduzir o problema de fatorizacdo (2.2.64) no sub-
grupo de ._,C;'—E(2) i dlgebra de Lie que contém todos os geradores de sl (2) sem a derivada
d. Isto significa que consideramos solugdes de {2.2.74) com 5 = 0 . Neste subgrupo, a
solugdo de {2.2.64) coincide com a solugdo do mesmo problema no grupo de lagos, mul-
tiplicada por um fator que pertence ao centro de 374(2) Por causa disto, para estes
elementos do grupo de vestimento, os parénteses de Semenov-Tian-Shansky tém que ser

satisfeitos também no grupo de lagos. Notemos que este é o grupo de vestimento do
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modelo sine-Gordon.

Existe mais uma razao que motiva a importancia do estudo da simetria de vestimento.
Os parénteses (2.2.82) sao o limite quasicldssico das relagdes quinticas de troca. Assim
como demostramos que o grupo de vestimento deixa estas relagoes invariantes, gragas
ao parénteses de Semenov-Tian-Shansky, concluimos que o grupo de vestimento aparece

como wma versio quasiclassica da simetria quantica de um modelo integravel.

5o



Capitulo 3

A estrutura simplética no grupo de

vestimento

Neste capitulo, estudaremos os elementos do grupo de vestimento que geram N-
sélitons a partir do vacuo, @ = 0, no modelo de sine-Gordon.

Assim como as solucdes soliionicas correspondem ao caso em que o coeficienfe de
reflexdo do problema linear auxiliar é igual a zero, as equagdes de transformacao especiral
inversa reduzem-se a um sistema linear algébrico. Isto permite obter expressoes explicitas
para os elementos do grupo de vestimento que criam s6litons a partir do estado de vacuo.

Como foi explicado no Capitulo 1, uma solugio com N-sélitons no modelo sine—
Gordon depende de 2N parametros reais. Isio quer dizer que os N—sdlitons comportam-
se como um sistema da Mecanica Cléssica que possui N graus de liberdade. Este sistema
é uma geralizacao relativistica do modelo de Calogero para N-corpos [25].

O conhecimento do paréntese no espago de fases dos N-sélitons permite calcular o
paréntese de Poisson do elemento do grupo de vestimento que gera esta solucao a partir
do vacuo. Desta maneira, pode-se verificar diretamente o paréntese de Semenov-Tian—
Shansky (2.1.60) ou, equivalentemente, responder 4 seguinte pergunta: é a a¢do do grupo

de vestimento uma acio de Poisson-Lie?.
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3.1 Os elementos do grupo de vestimento que geram
N—solitons a partir do vacuo

Nesta secao, vamos construir explicitamente os elementos que, através de trans-
formacoes de vestimento, criam solugdes soliténicas do vadcuo ¢ = 0 (1.1.1). Este
problema j foi resolvido por Babelon e Bernard na ref. [25]. Aqui, em vez de usar o cam-
inho destes autores, usaremos os resultados obtidos no Capitulo 2. A principal observagio
é que, quando nao hé reflexio (1.3.55), a solugdo do sistema linear (1.1.6) é conhecida
explicitamente, como fungéo dos parametros dos sdlitons.

Neste capitulo, como na secio 2 , do capitulo precedente, vamos trabalhar com a
conexao (2.2.68), em vez da conexdo (1.1.3). Convém, também, lembrar que os elementos
da matriz y(zt, ) = |[xP(z*, A), xP(z+, V|| , onde os vetores xO(z+,X) (1 = 1,2)
que foram introduzidos através de (1.3.72), sdo polindmios de grau N no parametro

espectral. Em particular, segue que:
Oy (X(m+, im}\)e’\$+H) = (—8+(,0(E+ +E7)— mz\H) X(a:"','ém)\)e"m’\ﬁH. (3.1.1}
Além disto, levando em conta o comportamento assintético (1.1.17a), (1.1.17b), obtemos

x(z™, imA)e ™ A | JICE: ,\j)e_mrﬂel H A)e™ eyl (3.1.2)
J

J

Para obter a dependéncia na variavel z~ , voltamos & equacdo (1.2.52), de onde segue a

equagao :

8 x(zt,im)) = _% (cosh 2001 + sinh 2p(E* — E7)) x(z*,imA) +
) m

H. (3.1.3)

+x(zF,imA)
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Combinando (3.1.1) com (3.1.3), concluimos que a matriz

_ 1 R —m (A$++£)H
+ . + X
QzT,z7,A) = (im)NoX(m ,imA)e (3.1.4)
1 1
0= )
T -1
é uma solugdo do sistema (2.2.68). Também de (1.3.77), obtemos que
QW (et 27, -2) = (-DVHQ®D (2T, 27, )), (3.1.5)

onde 1) sido as colunas da matriz ). Para determinar esta matriz, usamos (1.3.74).
Desta equacao e da evolugido em x~ dos coeficientes de transicao do espectro discreto,

obtemos para as colunas da matriz @ (1.3.75):

ﬂ(l)($+: 3:_1 —‘,U.n) = (_I)NﬁnHQ(l)(m-l_a x, Juﬂ)s
Q0¥ 0™, —pn) = (~1)V B HOO (%, 27, 1), (3.1.6)

A =tmp, n=1,.,N,

onde Aj,...,Axy sao os pontos do espectro discreto.
Notemos que estas equagoes sio suficientes para determinar a matriz £ . Na verdade,
levando em conta a definigdo desta matriz (3.1.4), observamos, em vista das expansoes

1.3.73), que, por exemplo, a primeira coluna Q) pode ser escrita da maneira seguinte:
p g

(1) _ ML (A + &) e—m(z\z++§)
H{il(/\ +€)

6?: = Eft(w"', 3&'_).

) , (3.1.7)

Para obter uma expressdo similar para a segunda coluna, pode-se usar a relagéo (3.1.5).
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Combinando (3.1.6) com (3.1.7), chegamos ao sistema

N + -
Hn — 61 —2m (,unz:'l'-kz—-)
= +f.e b 3.1.8
I =+ (318)
n=1,.,N.

Para obter a dependéncia do campo (¢ nas varidveis ¢ | usaremos (1.1.30) e (3.1.4),

obtendo
- N 6? NTT Hi
7 M i G

Observamos, também, que (3.1.8) é equivalente a

et zm) -
Z/ = —mat - 2 ) (3.1.10)

- Mi wa
de onde chegamos as equagoes :
A A\ = —mate+ (- (3.1.11)
g{/ 3 wf) I, 1
e (z) = ¢ ( w,af;), cf(U)—cl(UU) k=0,1,.,N~1,

que apresentam o problema de inversio de J a.cobl na superficie s? =TI, (A% p2)? [29].
Esta superficie é uma superficie de Riemann degenerada com género igual a (2V —1) .
E claro que a matriz (3.1.4), como uma solugio do sistema linear (2.2.68), tem deter-

minante que nido depende de z7 e z~ . Com (3.1.2) e (3.1.4), obtemos

N
det Q(zt,z7,A) = =2 T[ (A2 — 42). (3.1.12)

tay
—

Lembrando (2.2.69), observamos que a matriz

T(et,z2™,A) =®Qzt, 27, )) (3.1.13)
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é solucao deste sistema. E claro que o determinante de 7 ¢ igual ao determinante de

0 (3.1.4).

Denotaremos por )y a matriz (3.1.4) associada ao vacuo ¢ =0 :

—m ()«:n++ %) 6m ()«;c"’ + E;—)

Qo(zt,z7,A) = _m(/\x++£) m(.\z++£;—) (3.1.14)
—e

¥

de onde obtemos a matriz normalizada de transporte que corresponde ao estado funda-

mental:

To(a,27,A) = Qolat,27, ).251(0,0, 4) =
cosh m (Ax+ + %) —sinhm ()\a:"‘ + 5":\:) (Esat e
— & -
—ginh m (/\:c"' + %) coshm (/\CL’+ + 'EA__)

£x =X (EY+E7). (3.1.15)

Da mesma maneira, obtemos a matriz normalizada de transporte, correspondente a

N—-solitons:

T(zt,z”,A) = T(z",2", /\).T_I(O,O,,\) =

T(et, s N @t 27, A). (To(a®,27, M) 7571(0,0, 1)) .

(0,0, A)7 (0,0, A). (3.1.16)

Isto quer dizer que o elemento

flat, 27, A) = T(zt, 27, T Hat, 2™, \) =
1 g [ TG+ ) + T - ) Hf‘;l(/\+er)—nf;(x\—er))
2 MO+ ) = T (A =) T O+ ) + T (A — )

det f = ﬁ(,\é — u3), (3.1.17)

i=1
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gera uma transformacao de calibre que, aplicada a conexdo de Lax associada ao vacuo
Axr = mé&, , produz a conexdo de Lax (2.2.69) correspondente a solugéo (3.1.8)-(3.1.9)
com N-sélitons.

Lembrando (2.2.63), concluimos que (3.1.16) e (3.1.17) apresentam uma transformagio
de vestimento que cria N sdlitons a partir do vacuo.

Notamos, também, que o elemento f(z*,z7,)) ndo é univocamente determinado

pela equacgao
Tz, 2™, A) = flz", 27, \)To(z™, 27, A)F (0,0, ). (3.1.18)

A razdo disto é que as matrizes
S(A) = (3.1.19)

comutam com a matriz Ty . Deste fato, segue que, se f(z%,z7,A) ¢é uma solucio de
(3.1.18), a matriz f(z*,z7,A)S(A), onde S(}) (3.1.19) ndo depende de =z e =, é

também solu¢io da mesma equacdo. Introduzimos o elemento:
gz, 27, A) = flzt, 27, NS(A) (3.1.20)

que, além de (3.1.18), satisfaz &s seguintes condigdes : primeiro, g(z%,z7,)A) pertence

ao grupo de lagos SL(2) , o que quer dizer que, em vista de (3.1.17),

1
I OF - )

det S(A) = a*(X) — b*() (3.1.21)

Segundo, os elementos matriciais de (3.1.20) sdo fungées meromdrficas do parametro A .
Terceiro, devido ao fato de que estamos numa gradagdo principal, os elementos diagonais

de g(z*,z7,)) sao funcdes pares de X , enquanto os elementos fora da diagonal sdo
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lmpares:

a(A)=a(=A) , b(X)==b(=A). (3.1.22)
Escolhemos a solucio
i 1 1
2 = 2 (Hr()\ ) Hl()\+ ﬂr)) ,
i 1 . 1
=3 (Hl(/\ ) Hz()\+#r)) ' (3.1.28)

Destas expressées, e de (3.1.18) e (3.1.20), obtemos o elemento

L g (T2 I 30 1 222,

g($+’m~’ /\) - _eCI)(z) I +#i = Hy +.u_£ . (3124:)
N \+el HN A—EI HN /\+sl +HN A—g
I=1 X2y =1 Xyp =1 ¥y,

Denotaremos por ¢g. e ¢- as expansdes do elemento acima em torno dos pontos A =0
e A=o0. De (3.1.9), obtemos

i

g_(zt,27,2) — €%, quando A — oo

gy(zTz7, A) — e, ~quando A — 0. (3.1.25)

Portanto, concluimos que este elemento est ligado ao problema de fatorizagio (2.2.64).

De (3.1.25), segue que a correspondente decomposicio na algebra de lacos SL(2) &
definida através das matrizes r* (2.2.78b) sem termos proporcionais a ¢® ded®t.
Consideramos o elemento (3.1.24) para o caso particular quando o nimero de sélitons é

N =1 . Lembrando (3.1.9), da expressdo geral (3.1.24), obtemos:

g = XM

Ay -
= 2o #2)H+ e _#2(E+ —E7), (3.1.26)

que coincide com o resultado de Babelon e Bernard [25].

62



3.2 O espago de fases dos N sélitons e o paréntese

{929}

Esta secdo é dedicada ao cdlculo do paréntese de Poisson {g® g} , onde g é uma
transformacgao de calibre que gera um N-soliton a partir do vacuo. Uma solugao N-
soliténica no modelo sine-Gordon depende de 2N varidveis, como se pode ver de {1.3.55)
e (1.3.70). Mais precisamente: os pontos do espectro discreto sdo ligados as velocidades
dos solitons, e as variaveis ¢; (1.1.34) descrevem (veja (1.3.78)) os centros de inercia
dos s6litons. E claro que o sine-Gordon , considerado como um sistema mecanico, possul
um mimero infinito de graus de liberdade; mas, quando sé N-sélitons estdo presentes, o
espago de fases tem dimensao fimita, igual a 2NV.

Iniciamos com uma reparametrizagdo das solugdes soliténicas gerals (1.3.70). De
(1.3.71), obtemos
el

1B Hit+ T ((ue+ﬂj)ﬂ-’++%)
Fit iy 5 — 1

(3.2.27a)

W, =2 (3.2.27b)

bl

onde, para obter a (ltima expressio acima, usamos (1.1.27), com B(p) =0, e (1.1.34):

A+ M . J
622)\ : 1 = Qrmu:3; J
i 313311;_!: A= A #JIBJg f —

Aj=awmp; , J=1,.,N. (3.2.28)

Com auxilio de (1.3.67), podemos inverter a matriz W . O resultado é o seguinte:

1 i m T H zt £
-W:;I — 2 Iuj' I‘LJ + I‘L[e ((Iu' +i ) + "5 )- (3.2.29)
Bilpi + 145) 1 #5 —
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Isto quer dizer que temos a expressio seguinte para o campo de sine-Gordon

_, det(l-W1)
¥ et 3.2.3
det(1 + W) ( 0
Desta equacao, e usando a notagao
1 ;
g = —— MM (3.2.31)
ﬁ'i I#i Hi — Hi
obtemos a férmula ”candnica” {21]
B det(1 4+ V)
Y= 3.2.32
T det(1 = VY’ (3:2.32a)
v, =2 Y fx (3.2.32b)
Hi +
m| pizt 2
X = aie’ (wot45z) (3.2.32¢)

Como foi notado anteriormente, um sistema soliténico possui mimero finito de graus de

liberdade. Isto significa que temos o mapeamento de inclusio
My — M, (3.2.33)

onde My é o espaco de fases dos N-sdlitons e M é o espaco de fases do modelo

sine-Gordon. Denotamos por ! a forma simplética canonica emm M :

Q:[:MMMAww)
Op

()= 20 (3.2.34)

onde & é o differencial no espago de fases, M . E claro que se pode introduzir uma

estrutura simplética, wy , no espaco de fases, My , ligada aos N sélitons através do
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" pullback” da forma candnica (3.2.34) com respeito a inclusio {3.2.33):

wn = 0 = Z /Z ag;) 5;;( ) dzbci A ST (3.2.35)

1,i=1

onde (,...,(*" sdo varidveis que parametrizam os N-sélitons. Por exemplo, a; e u;,
i=1,...,N (3.2.32a)-(3.2.32¢), podem ser escolhidos como parimetros.
No trabalho [21], foi demonstrado que

wN —i&“ O | Sy Pt Ot Ok (3.2.36)
i1 a; Hi i<j 1u'1 ﬁlu_'} Hq Hi ’

o que implica nos parénteses

{l“i::”i} =0,
{as, 15} = aip;byy,
ity
{ai,a;} = —4 ad; . 3.2.37
j a7 — ( )

Usando estes parénteses e a relagdo (3.2.31), obtemos

{1, 8} = pifd;bi,
{8:,8;} = 0. (3.2.38)

Dos parénteses acima, concluimos que os parametros (u;, #;) apresentam um conjunto
de variaveis de tipo acdo-dngulo . Na verdade, F; = Ina; e @; = Inf; sio varidveis
canonicas. Além disto, as varidvels p; sao integrals de movimento e a dependencia do
parametro de evolugao (#™ ou t) é linear, como se pode ver de (1.2.52) e (1.3.92}.

Como o nosso objetivo é calcular o paréntese de Poisson {g @ g} do elemento (3.1.24)

para zt = = = 0, seria util, fazer uma troca de variaveis e trabalhar com (u;,¢f) ,
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onde, daqui para frente, & = ¢7(0,0) (veja (3.1.7)). Gragas a (3.1.8), temos as relagdes

N +
i G
=+f;. 3.2.39
E wi € ( )

Substituindo as equagdes acima no primeiro dos parénteses (3.2.38), chegamos aos sis-

temas

1

N
Z Azjl:c {Ef’ !‘LJ} = §6ija (3240&)
k=1
1
A = ———. 3.2.40b
J #12 _— (c}t)z ( )

Estas equacoes podem ser resolvidas explicitamente, usando a identidade geral (1.3.66),

de onde obtemos

-1 _ 1 Ha(ma + y;‘)(ﬂl’j + ya)
i Ui + 25 [lagi(Ta — 25) [api (Yo — 45)
My = —1 (3.2.41)
i+ Y;

Usando a expressio acima para z; = u? , 3 = —(e&)? , de (3.2.40a) e (3.2.40b), obtemos

o) = 1 IL (12— ()7) ()2 — p3) 32.42)
i3 . W
2 () — p2) Mo ()2 = () TLas (42— 12)
Combinando (3.2.38), (3.2.39) e (3.2.40a), chega—se a
N N
S AF{ef, B} = 8,65 Af e (3.2.43)
=1 =1
Desta equagao, aplicando mais uma vez (3.2.39) e (3.2.40a), conclui-se que
{¢,¢t={a.5}=0 (3.2.44)

Como conseqgiiéneia de (3.2.39), as varidveis ¢ sio dependentes de g e ¢ . Mais
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precisamente, com auxilio de (3.2.39), obtemos as derivadas:

de; Y A==t +
ae;— - kgl(A )ik Azg
B A Cr 9 Gy
adi ()2~ (e7) % #g—(ﬁj)Z)
der (A‘):f)_z( o« )
Ap; #i T\sF ()t wi ()]

A partir de (3.2.44), obtemos a expressdo geral (visto que {¢f,ef} =0):

{gN) &g} (N®g() =
> (ag()‘) ) e 1)

=\ oe Ay

Ocf

Em vista da expressiao acima, é necessario calcular as derivadas:
dg(A -
B = 222 g0,

M) = 222 0y,

(3.2.45a)

(3.2.45b)

()‘) _1( ) (C)g—i(C)) {ej', 'Ltj} (324:6)

(3.2.47)

Usando a forma do elemento do grupo de vestimento (3.1.24), apéds certos calculos, obte-

mos:
age(;)_g()\)ml - %( 1;*+A+e+1:[ H;—u E'_)+()\—>MA))-H+
X —/\(e;*)QI[IA; (6;)2 B+
Bgfj) g = ; (1 . 1#11:1 (A-I-;g“)_(,\#;—ff) +(A o —)\)) H+
* —u?IzI A? (6?2)2 wB
+ (Agi#?+§/\z zg;{)-fl[%%%e_w" (3.2.48b)
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Para escrever na maneira mais compacta os parénteses (3.2.46), usaremos as notagdes :

PPO) = 7= @) TIO = i)+ s () TTOH DI+ 00— =)

! !

PL(A) = JIO® = (1))

©) — 2 _ ()2 2 _ 2 1 Oer.
POO) = T = () (1407 = ) 8 g O

j = 1...N (3.2.49)

que satisfazem as equagoes

P ) = 2w [T (e + &) + ),
{

POy = Ik — () (3.2.50)

i

A primeira destas é uma consequéncia direta da definigio, enquanto para obter a segunda,
foram usadas as identidades (3.2.45a) e (3.2.45b).
Aplicando mais uma vez (3.2.39), (3.2.45a) e (3.2.45b), chegamos i expressao

2} 5 9N = s L

T

X

PLINERAY I : ‘

v (( + #433530 (P'J)H + AP, (p;)e?ET + APEJ)(#j)e-wlpEA—) (3.2.51)
i

Substituindo o resultado acima na expressao geral (3.2.46), e levando em conta (3.2.47) e

(3.2.48D), obtemos a expressao final seguinte:

{g(N&,9(0)}-g( Nt @g(()! = ZQ(/\z — ) = LZ)H#'(#? — u?) x

J

-W@ﬂ(”+ﬁ () )
i__pl ) e —
g \m@o e W e 0 el

P (s (s ) B 0 7
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) (4)
FACPY) ()2 (%515 ~ (Ao o) B~ @k +

e [ [+ )PP (p)Ps(C)  PON)Pe(s) e

e (C( 203 TL(C? — pf) T,(A2 — p?) HRE"—(AoQOFETQH] +
e [ (P ) PYQ) PP (u)) ) )

RE (C( 262 TL(C? — i) TL(AZ — 4i2) HoKE ~(Ae= O @H| +

3\ g ~ .
I — ) TL(A®—u) )E BE +(Ae(E QF )} (3.2.52)

Y ((&(mﬂﬂm P (NP

Uma simples inspe¢do mostra que, em geral, os parénteses de Semenov-Tian-Shansky

(2.1.60) nédo sido satisfeitos no caso geral de N-sélitons.

Daqui em diante, vamos analisar apenas o caso de uma solu¢ido monosolitonica. Neste

caso, introduzimos a base

1 -
m ((Xz +}$2)H + 2)\#(E+ - F )) .

1 )
X*(\) = :tp’\_‘“#? (H+ (2) Et— (§)¢ E‘), (3.2.53)

na qual a agao adjunta do elemento (3.1.24) para N =1

(veja também (3.1.26)) é
diagonal:

gNX N7 ) = X,

JNXENG ) = e XE(N). (3.2.54)

Neste caso, quando se gera uma solugdo monosolitonica através de uma transformacio de

vestimento, temos o paréntese

5N 99O} -9 N ® g7 ()
1 A _ 0
—plne oy (e XA + (ke €)X, () © X0 +

¢ 0 _ -
+§{lné+,y}ﬂ—(£5_—#5)—Xﬂ(A)®((u+f JXF(O e+ )X (). (3.2.55)
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Na préxima se¢do, vamos comentar este resultado monosoliténico sob dois pontos—-de-
vista: primeiro, determinar {e*,u} para satisfazer o paréntese de Semenov-Tian—
Shansky; e segundo, usar a teoria dos sistemas vinculados para ligar (3.2.55) a (2.1.60),
no caso em que ¢{A) é o elemento que gera uma solu¢io monosoliténica do vacuo através

da transformagao de vestimento.
3.3 A relacao entre o paréntese {g ¢ g} do caso
monosoliténico e o paréntese de Semenov—-Tian -

Shansky

No Capitulo 2, argumentamos que o paréntese de Semenov—Tian—Shansky (2.1.60) é
introduzido como uma estrutura simplética no grupo dual G* de um grupo de Poisson—
Lie G . No mesmo capitulo, observamos que, no caso do modelo s{(2) CAT {2.2.74), para
garantir que a agdo do grupo de vestimento seja uma agio de Poisson-Lie (veja (2.2.67)),
é suficiente impor os parénteses de Semenov—Tian-Shansky sobre o grupo de vestimento.
Demonstramos, também, que, se em vez de trabalhar com o modelo definido através de
(2.2.74), passamos ao modelo de sine-Gordon, o paréntese de Semenov-Tian-Shansky
reduz-se ao paréntese de Sklyamin (2.1.27) no grupo dos lagos SL(2) e com a matriz r
cléssica (2.2.78b), sem termos ¢®@d e d®¢.

Apesar de conseguir descrever o paréntese de Poisson no espaco de fases de N-
solitons (3.2.42), (3.2.44), (3.2.45a) e (3.2.45b), o resultado (3.2.52) ndo coincide, como j4
foi notado, com o paréntese de Sklyanin (2.1.27). A primeira vista, isto deveria significar
que a agao do grupo de vestimento ndo € uma a¢do de Poisson—Lie. Nesta se¢io, vamos
demonstrar que, apesar do resultado negétivo obtido antes, podemos usar o fato de que
o elemento (3.1.26) que gera solugdes monosolitonicas do vacuo tem forma especial. Isto
quer dizer que, para obté—lo, temos que impor vinculos sobre o grupo de vestimento.
Usando esta observagéb , tentaremos obter o paréntese {3.2.55}, do paréntese de Sklyanin

com auxilio do formalismo dos sistemas vinculados.
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Como j4 foi notado no final da segdo 2, tentaremos, antes de tudo, conciliar (3.2.55)
com o paréntese de Sklyanin (2.1.27). Como primeiro passo, escreveremos a matriz
classica:

2 4 2
1A+ ¢ HeH— AC

IO e (B* @B~ +E"QE"), (3.3.56)

T =

que é a versio somada de (2.2.78b), apés se eliminar os termos proporcionais a ¢ ®d e
d®z.

Em particular, fazendo uma expansdo na regiao do plano complexo [A| > I(|, obtemos
a matriz v~ [28], enquanto que se expandindo para |A| < |{], chega-se a rt .

Para testar a identidade

{g(M) 8 g(O)} g7 (Vg7 (() = = [r(X gV ®9(ODl-¢7 (M) ® 7<)
= (A0 +dN) g0 - 1N -g7 A ®g7YHE), (3.3.57)

usaremos a base {3.2.53), na qual a acao adjunta do elemento (3.1.26) é diagonal.

Na base (3.2.53), temos as identidades:

o (X0(0) - XIN) = %\—z%trﬂ H+ 4@\2—)‘?:2—)2tr(3+ — E°)ET - E7),
2 2 232 2.2
= (V4 @2 =) =2 (3.3.58a)
i (XGH()- X7 () = —(—A;‘_’”T)? (trH H— (% + %) trE+E“) =1, (3.3.58b)

onde os tragos entre os elementos da algebra s{(2) foram calculados na representacao

fundamental. Todos os outros tragos, com excecio de tr (X; . X:[) =tr (X: : X;) sao
iguals a zero, gracas ao fato de que o trago é um funcional que possui simetria ciclica e

as propriedades (3.2.54).
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Levando em conta (3.3.56), (3.3.58a) e (3.3.58b), obtemos a expressio seguinte:

"0 =~z (X X20)) ® X20) +
+ FEtXI ® (XEO - X2 (O) - (3359)

onde os termos omitidos comutam com g{A) ® g(¢) e, por isto, nio contribuem ao

comutador [r,g ® g] . Neste caso, para o cobordo (2.1.25), temos

(A () —g(A) ®g(C) - r(A¢) - g7 (N ®gH() =

—é)@ i 2 ((e‘ + )X+ (eF + p)X;(,\)) ® X3(0) +
%Cz E a5 ® (€ +mXFHO) + (F + X7 (0)) - (3.3.60)

Apesar do fato desta expressio s6 ser vélida no caso em que g(A} é um elemento que gera
solugbes monosolitonicas, tentamos comparar (3.3.60) com (3.2.55). Mais precisamente,

queremos que seja satisfeita a equacgéo
{gM) g0} g7 NBgHO = —r+g(N)@g(() r-g7" (M) @97 (3.3.61)

no grupo dos lagos. Neste caso, observamos que isto é impossivel. Podemos fazer uma

observacéo : se, no lado direito de (3.3.61), trocamos g()) por h(}),onde A(}A) tem a

mesma estrutura (3.1.24) que g(}) , mas com os sinais dos ¢* trocados ( ¢t — —e* )

, a
equagao acima transforma-se numa equacio para o Unico paréntese nao-trivial {et, u}. .
De (3.3.61), deduzimos

T Wl (3.3.62)
et +p

que, obviamente, é diferente do valor deste paréntese para N =1 (3.2.42):

(,uz - (e+)2) : (3.3.63)

B =

{E+7 f"'} =
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Se, em vez de usar o paréntese acima, postulamos (3.3.62) e lembrando, como segue das
(3.2.32a)(3.2.35) e (3.2.37), que as Hamiltonianas que geram os fluxos nas diregbes zt

e 7 530
Hy = 2mpt?, (3.3.64)

obtemos que este novo paréntese (3.3.62) gera uma dinamica que € diferente da evolugao
no modelo de sine—Gordon. Traduzida em termos do campo ¢ (3.1.9), esta dindmica

implica na equacéo [30]

e
,cosh .

(3.3.65)

040.p = —m*——
sinh 2
2
Esta ndo parece descrever uma teoria de campo integravel, mas, mesmo assim, possul
solu¢des monosoliténicas induzidas das solugbes monosoliténicas de sine-Gordon .
Vamos tentar um outro caminho para obter a ligagio entre o paréntese (3.2.55) e
o paréntese de Semenov—Tian-Shansky. Antes de tudo, observamos que as expressoes

(3.2.53) definem duas inclusGes, ji que se podem fazer expansdes (em torno do ponto

A = 0o ou em torno do ponto A =0 ) da 4lgebra de Lie 5/(2) na dlgebra de lagos si(2) :

H— X)(A)

EY — XE(N) (3.3.66)

Pode-se, também, introduzir uma base na representacao fundamental de sI(2) que,
segundo (3.3.66), depende do parimetro espectral A :
1 —

er(A) = . e =
—t 1

>

(3.3.67)

Na repesentacio transposta, X° = (X°), X* = (X¥F)', onde o indice ¢ acima significa
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a transposicao matricial, temos a base dual a (3.3.67)

AN ( ) = () 3.8
como se poderia esperar:
(€ay €6) = €L - €y = 8y, paraa, b= =+ (3.3.69)
e
Xt(Nepr (V) = XF(N)é(A) =0. (3.3.70)

Observamos, ainda, que gragas a (3.1.9) (para N = 1), (3.2.54) e {3.3.56), podemos

escrever o paréntese (3.2.55), com {e*,u} dado por (3.3.63), na forma seguinte:

{g(V)2g(()} = (Ad‘lg()\)®Ad‘1g(C2) — AN @ ABE) 1 sye g @37

Este paréntese é, obviamente, diferente da expressio de Semenov-Tian—Shansky que,

como ja notamos, no grupo dos lacos reduz—se ao paréntese de Sklyanin:

{g(2) ¢ 9(O)}srs = [r(X,€),9(}) € g({))]. (3.3.72)

Antes de prosseguir com a relagio entre (3.3.71) e (3.3.72), vamos introduzir umna decom-

posicio de tipo Gauss no grupo ﬁ(?) :
FO = et WXT0) ) XER) ges(MXF ), (3.3.73)

Notamos que nos limites A — oo e A — 0, acabamos com duas versées da decomposicio

de Gauss no grupo SL{2) , como é ficil deduzir de (3.2.53).

Se fi;(A), (¢v,7 = 1,2) sdo os elementos matriciais do elemento f()) € §E(2) , de
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(3.3.66), (3.3.67) e (3.3.68), temos

S L #
G0 = g () =500 - )~ S feh)
oy = 1200 = ) = Fa() = (Y
) = £(f12(0) — Fa (V) = 2 far(N)
F1(A) + £(f11(X) = fa2(N) — % fra(A)
a_(X) = . 3.
A = ) = e ) = ) = £ (3.3.74)

O mapeamento inverso € o seguinte:

—t—j+3
fij(/\) = (_)11\2’\_‘“ 2 (_A_)

A\ g

x (mm +

w® >

)4 (a_(A) - (ﬁ)—“*?’)n(f\) +

Usando as componentes f;;(A) da matriz f(A) € SL(2) , observamos que (3.3.72), em

vista de (3.3.59), é equivalente a :

{£i(A), fii(Qlsrs = 0

(s, FsObsrs = ~3 3 A0 + 57 (V50
g ) ,\g

(), S Obsrs = Frrrss N 5(0) = 5z W Ful©)

s, ilOsrs = 52 (N E5(0) = F5(NA(0)

i), £l Obsms = s ((5(0) = £V (0) (3.8.76)

Como foi notado em precedéncia, os fluxos nas direges zt e x~ sao gerados dos
Hamiltonianos (3.3.64) (veja também a ref. [21]). Em vista da expressdo (3.1.24) para

N =1, podemos definir a funcao de Hamilton "candnica”

——

oy — S sa

FaV) — ol (3.3.77)

):
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a qual, quando substituimos N =1 em (3.1.24), assume a forma

h(A) = %(Lr%) (3.3.78)

e, por isto, pode ser chamada de "funcdo geratriz” dos fluxos nas diregées zT e 2z~
Denominaremos por I o subgrupo do grupo dos lagos 5’3(2) caracterizando os

vinculos
ar(Ay=a_(A)=0 (3.3.79)

em (3.3.73). Usando a linguagem de Dirac [31], a superficie T' C SI(2) ¢ determinada

através dos vinculos primarios

al(d) = fu(A) + (3 =0

Xz 2
Cz(z\) = fll()\)—fzz()\)_ 2—:;

(f1202) — faa(A)) = 0. (3.3.80)

Usaremos, também, a notacao de Dirac: identidade fraca ~ que indica que duas quan-
tidades sio idénticas na superficie dos vinculos T' . Com auxilio de (3.3.76), e lembrando

as defini¢des (3.3.77) e (3.3.80), obtemos:

{R(A), A(C}}sTs =~ 0

(RN}, a(C)ysts (A% — u?) )det( £(}) k() )

1
2 ufra(N(N2 = (2 A fa(N) S fa(C)
{A(AN), ea(Q)}sts = 0 (3.3.81)

e os paréntese entre os vinculos:

{e1(A), ea(C)}sTs = 0

(A2 — p2)¢ K(A) £(¢) )
{Cl ()\) 2 62(C)} ~ 4 2 2 det 2,2 2_,2
OO ( Coi () 2 ()

i
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{ea(A), e2(Ysrs = 0O (3.3.82)

Estas equagoes , juntamente com (3.3.80), impoem que {h(A), ¢;(()}sts = {ci(N), ¢;(()}srs =

0 s6 e s6 quando o pardmetro x(\) nédo depende de A :
(3.3.83)

Por estes motivos, seguindo o procedimento de Dirac, introduzimos o vinculo se-

cundério
(M) =250 = o, (3.3.84)

¢ definimos o Hamiltoniano total:
he(A) = B +u (V)a () + ui(Ne(N) (3.3.85)

Daqui até o final desta analise, vamos usar a notacio de identidade fraca = para fungdes
que sao idénticas na superficie F , definida pelos vinculos primarios (3.3.80) e pelo vinculo
secunddrio (3.3.84).

Facilmente, obtemos as identidades fracas (x.rzilidas sobre F )

{r(A), 6(O)}srs = O

{a(X), «(O)}srs = fra(M)x(()

{e2(A), &(Q)}srs ~ 0

{£(A), &(O}sts =~ 0 (3.3.86)

Por causa das relagbes acima, os multiplicadores de Lagrange, u! e u® | (3.3.85) per-

manecem indeterminados pela equagao

{hT(A) 1ci(<)}STS = 07 1= 11233 - (3387)
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Podemos, entdo, usar a liberdade na fixagao dos multiplicadores de Lagrange, u'()) e

u*(A) , para reproduzir o paréntese monosolitonico (3.3.63). Um calculo simples demon-

stra que, da equagéo
{hr(A), 5(Q}srs =~ {h(}), &}, (3.3.88)

onde o paréntese 4 esquerda é o paréntese de Semenov-Tian—Shansky (3.3.76), Ar(A) foi
introduzido através de (3.3.85) e o paréntese na parte direita é o paréntese monosoliténico

(com h(X) =3 (% + %) ), 56 se pode determinar o valor de um dos multiplicadores de

Lagrange, qual seja:

u'(d) = %(’\ };"”) (& +&71). (3.3.89)

Podemos concluir que, gragas ao fato de que todos os multiplicadores de Lagrange
sio de primeiro tipo, o paréntese "estranho” (3.3.71) pode ser obtido do paréntese de

Semenov-Tian-Shansky (3.3.72), apds uma fixagdo de gauge.
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Conclusoes

Esta tese é dedicada ao estudo das solucdes solitonicas no modelo sine—Gordon. Este
modelo, além de ser integravel como uma teoria de campo classica, preserva a sua inte-
grabilidade também a nivel quantico. Como uma evidéncia da integrabilidade, podemos
citar o fato de que a interacio entre os sélitons é fatorizavel na teoria quantica.

Babelon e Bernard fizeram a proposta de usar um caminho alternativo ao ”classico”
método de espalhamento classico ou quantico inverso. Trata-se de uma simetria tipica
para os modelos integraveis: o grupo de vestimento, que opera sobre as componentes da
conexio de Lax, deixando-a invariante, e através de cujos elementos o modelo ¢ definido.

Além disto, a acio deste grupo torna-se uma agio de Poisson-Lie, o que quer dizer
que a estrutura simplética transforma-se de maneira covariante, se for introduzido um
paréntese nao-trivial no grupo de vestimento.

Este paréntese, chamado paréntese de Semenov-Tian-Shansky, induz sobre o grupo
de vestimento uma estrutura de grupo de Poisson-Lie: a multiplicacdo ¢ um mapeamento
de Poisson. A simetria de vestimento, apls quantizacgio, torna—se uma simetria quantica
do modelo integravel.

O principal problema que procuramos resolver nesta tese foi tentar derivar a simetria
de vestimento a partir do método de espalhamento inverso. Neste sentido, o primeiro
capitulo € uma revisao de resultados, j4 bem conhecidos na literatura. Um novo resultado
é que se pode abandonar a exigéncia de que o campo de sine-Gordon seja real, e s6
trabalhar com as simetrias de inversao de sinal do parametro espectral. Um outro novo

resultado é a demostracio explicita do fato de que o método de espalhamento inverso
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produz o mesmo conjunto de solugdes soliténicas que o caminho usado por Date [22].

No Capitulo 2, além de uma descri¢go do grupo de vestimento como um grupo de
Poisson-Lie, argumentamos que para o modelo de sine-Gordon o paréntese de Semenov—
Tian-Shansky, inicialmente postulado para o modelo si/(2) CAT, torna-se o paréntese
de Skiyanin.

Finalmente, o Capitulo 3 é dedicado & resposta do problema seguinte: sera que a
simetria de vestimento permanece uma simetria de Poisson-Lie quando apenas sélitons
estio presentes na teoria?. Apesar do fato de que, em geral, a resposta a esta pergunta
parece ser negativa, foi demonstrado, no caso de solugdes monosolitonicas, que a estrutura
simplética no espaco de fases monosoliténico pode ser obtida de uma reducao Hamiltoni-
ana do paréntese de Semenov-Tian—-Shansky no grupo de vestimento.

Além disto, as dificuldades que encontramos no tratamento do caso geral fazem-nos
pensar que é necessario, desde o inicio, levar em conta o espectro continuo. Este problema,
que é importante para se compreender em que sentido os sélitons se separam do resto dos

graus de liberdade da teoria, esta em fase de estudo.
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