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Resumo

Sao apresentadas as formulagdes N=1 ¢ N=2 de modelos-o supersimétricos em um espago-
tempo de Atiyah-Ward, onde se realiza, também, o gauging das isometrias e estuda-se,
em detalhes, que tipos de variedades complexas podem surgir em conexio com tais classes

de modelos.



Abstract

We present the N=1 and N=2 formulation of a supersymmetric non linear-o-model in
the space-time of Atiyah-Ward and perform the gauging of the isometries. It is shown in

details the type of complex manifolds that arise in these models.
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Introducao

Nos tultimos anos, vem-se tratando com grande interesse o problema da formulacio de
teorias-de-gauge, supersimétricas ou nao, construidas em espacos-tempo de Atiyah-Ward.
Uma das razoes para isto é que se espera que, a partir de teorias de (super) Yang-Mills
auto-duais, possam ser gerados novos exemplos de modelos integraveis {1, 2, 3] em di-
mensoes inferiores a 4. Além disso, sabe-se que os espagos-tempo de Atiyah-Ward surgem
em modelos de cordas com duas supersimetrias na folha-do-mundo [4]. Estes produzem,
também, acdes para modelos de Chern-Simons nao-Abelianos supersimétricos com N=1
e N=2 em D=(2+1), por meio de uma redu¢io dimensional apropriada [5].

Supersimetria em D=(2+2) apresenta particularidades interessantes, muitas das quais
devido as propriedades dos espinores em tais espagos: podem-se definir espinores de
Majorana-Weyl [6] e, contrariamente ao caso da supersimetria em D=(3+41), o vinculo
de quiralidade no superespago nag é afetado pela conjugagio complexa dos supercampos.
Este fato mostra-se crucial na construcio de a¢bes para o setor de matéria: graus de li-
berdade dinamicos aparecem apenas as custas da mistura de supercampos independentes
e de quiralidades opostas [7].

Esta propriedade de misturar setores de diferentes quiralidades, e que nfo estejam
relacionados por conjugacido complexa, tem uma grande influéncia no acoplamento do
setor de matéria aos supercampos de Yang-Mills, bem como na formulacio de modelos-
o supersimétricos. A questao dos modelos-o em supersimetria requer um tratamento
especial, ja que, em funcio da dimensionalidade do espago-tempo de base, a presenca de

uma ou mais supersimetrias pode impor severas restricoes sobre a geometria dos espagos-



alvo associados aos modelos discutidos [8], [9], [10]. Por exemplo, em D=(5+1), modelos-c
supersimétricos s6 podem ser construidos para variedades complexas do tipo hyperKéhler
[11]. J& em D=(3+1), tais modelos existem também para variedades menos restritas, tais
como os espagos de Kahler. Neste caso, as variedades de hyperKahler aparecem apenas
no caso do modelo-o apresentar supersimetria estendida [9], a saber, N=2.

Uma outra razdo de importincia substancial para o estudo de modelos-o no ambito
das teorias supersimétricas é que, ao se acoplar teorias-de-gauge com a supergravidade em
D=(3+1), o setor de matéria resulta descrito por um modelo-o com geometria associada
do tipo Kahler [12]. O acoplamento de modelos-o com campos de gauge através do
gauging de isometria ja fol extensivamente estudado tanto para modelos bosénicos quanto
supersimétricos (incluindo aqui 0s modelos bi-dimensionais com supersimetria do tipo
(p,q) e com termo de Wess-Zumino) [13].

Tendo em mente explorar novas propriedades de teorias supersimétricas definidas nos
espacos de Atiyah-Ward, propde-se, nesta tese, analisar as propriedades geométricas
das variedades que surgem na construcao de modelos-o supersimétricos definidos em
D=:(2+2), reconsiderando para este caso a conexio existente entre variedades comple-
xas e supersimetria, na mesma linha adotada no caso de D=(3-+1} [9, 10, 19, 14, 15].
Contudo, o tratamento no espago-tempo de Atiyah-Ward trar-nos-a novas particularida-
des, até entdo nao discutidas. Por exemplo, na construcio do modelo-o-N=1 em termos
de uma variedade de Kahler, devemos toma-la como sendo uma variedade 4n-dimensional,
e o seu potencial de Kahler deve admitir uma decomposicao holomoérfica especial [21]. Ts-
to restringe nossa variedade a uma subclasse das variedades de Kahler mais gerais. Os
resultados apresentados em nosso estudo dos modelos-o definidos em D=(2--2} revelam
uma série de novidades na conexdo entre supersimetria e geometria complexa via teoria
dos mapeamentos harmdénicos; tais fatos so intrinsicamente ligados as peculiaridades dos
campos de matéria dos modelos supersimétricos definidos no espaco de Atiyah-Ward.

Esta tese é organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, sio apresentadas definicoes e

resultados sobre variedades complexas e mostra-se a conexao existente entre as estruturas



complexas de uma variedade quaterniénica e a extensado N=2,3,4 da 4lgebra de supersi-
metria. O material ai encontrado constitui uma rapida revisao de assuntos ja discutidos
e publicados previamente [15], [16],[17] e [18]. No Capitulo 2, segdo 2.1, constroi-se a agéo
do modelo-o N=1 em D=(2+2). Na se¢do 2.2 sdo analisadas as isometrias do modelo
e sao encontradas condigdes acerca da presenca de obstrugdes ao “gauging” das isome-
trias. Na se¢ao 2.3 realiza-se 0 “gauging” das isometrias, o que resulta no acoplamento do
modelo-¢ ao setor de Yang-Mills-N=1 em D=(2+2). Os resultados ai discutidos e apre-
sentados sao contribuigdes originais ao topico dos modelos-o supersimétricos em D=(2+-2)
[21]. No Capitulo 3, faz-se a extensdo N=2 do modelo. Nessa construcio, utilizam-se as
estruturas complexas para se escrever a forma da supersimetria N=2. O procedimento
adotado nos Capitulos 2 e 3 segue estritamente aquele exposto na ref.[9], [27]. Também,
o contetddo do capitulo 3 constitui-se numa série de resultados novos no que diz respeito
a formulacio de modelos-o supersimétricos no espaco de Atiyah-Ward. No Apéndice A,
sao apresentadas as convencoes e sao coletadas relagoes algébricas dteis para o calculo
espinorial em D=(2-+2). No Apéndice B, é analisada uma condigéo para se ter vetores
de Killings holomérfices. Finalmente, no Apéndice C, sdo expostas as expressoes das

derivadas covariantes, conexdes e “field-strengths” em D=(2+42).



Capitulo 1

Supersimetria e Variedades

Complexas.

1.1 Variedades Complexas.

O material apresentado aqui retne algumas definigdes e resultados das refs. {15] e [17],
e tem por objetivo apenas estabelecer algumas propriedades das variedades complexas.
Nao se pretende, assim, dar demonstracdes dos resultados enunciados, o que pode ser

encontrado nas referéncias matematicas tradicionals.

Def.1:Estrutura Complexa

Seja V um R-espago vetorial de dimensio n. Uma estrutura complexa em V é, por
defini¢do, uma transformacio linear I : ¥V — V tal que se tem I? = —1 (1 denota a
transformacio identidade em V).

Se V admite uma estrutura complexa, entdo V é de dimensdo par e existe uma base,

{es, €51 =1, ..., n}, satisfazendo: Te; = €l e Iel = —e;.

Def.2: Variedade Complexa

Diz-se que (M, U) é uma variedade complexa de dimensio complexa n, se:



(i) M for um espago de Hausdorff;

(11)O atlas U = {(Ua, 1) }aca for um recobrimento aberto de M, isto é M = |, Uy
(ili) 9o s80 homeomorfismos de I, em um conjunto aberto D C C™ satisfazendo: VU, Us
com U, NUs # 0, tem-se as fungdes fos = Yo © Y5 : Yalla NUs) — Pa(la NUs) e
Joe =Yg o ;' 1 o Ua NUs) — (U, NUs) ambas holomérficas.

Numa variedade complexa diz-se que o atlas U = { (U, ¥a) } acs defline um sistema de
vizinhangas de coordenadas holomérficas em M.

Dados U, um conjunto aberto de M, e ¢, um homeomorfismo de If em um aberto D C
C", diz-se que (U, %) é uma vizinhanga de coordenadas holomdérficas de M se satisfizer a
condigho: U N U, #£ B, entdo as fungdes ¥ o Yo 1 o UNU) — Y (UNUL) e g 0™ :
Y(UNU) — Yo NU,) sdo holombrficas.

Se identificarmos C™ com R?™ (fazendo 2* = z* + ix;), podemos parametrizar a va-
riedade complexa com um sistema de coordenadas reais. Assim, dada a vizinhanca de
coordenadas holomérficas (U, 1), um ponto p € U é parametrizado como ¥(p) == (2*(p))
ou, também, $(p) = (2*(p),z°(p)). As funcdes holomérficas f,s, entre abertos de C,
consideradas como funcdes entre abertos de R?® sao, entdo, analiticas, pois as partes real
e imaginaria de uma funcio holomdrfica sdo analiticas. Tern-se, assim, que uma varieda-
de complexa n-dimensional é uma variedade real analitica 2n-dimensional. Seja (2*) um
sistemna local de coordenadas complexas na vizinhanca I de um ponto p € M. Adotando
o sistema local de coordenadas reais (z¢, ), tem-se {(£:)p, (:Z)p} como base de T,,(M)

oxt
e {(dz*),, (dz*),} como base de Ty(M).

Def.3:Estrutura Quase-Complexa

(i)Consideremos M uma variedade 2n-dimensional (ndo necessariamente complexa) e que,
a cada ponto p € M, tenhamos definida uma estrutura complexa 7, em T,(M}, satisfa-
zendo A seguinte condi¢io: sendo (z!, ..., z*") um arbitrério sistema de coordenadas reais
em uma vizinhang¢a aberta U/ de M e, dado p € U, seja a representagio matricial de

T, escrita como T,(2%), = Tit, ZF(p) (3% ), onde as fungdes IF(p) sdo de classe C.



Diz-se, entao, que a correspondéncia p — Z, é uma estrutura quase-complexa em M.
Uma variedade onde se tem definida uma estrutura quase-complexa é dita uma variedade
quase-complexa.

(i1)Se M for uma variedade complexa entao, dado o sistema local de coordenadas comple-
xas (') na vizinhanga de p € U C M, tem-se o sistema de coordenadas reais associado,

(2%, 2%)i=1,.20, €m relagdo ao qual se escreve a transformagdo Z, na forma:

(o)) = ()
L) =~ (L)

onde se pode mostrar que essa definigao independe do sistema de coordenadas utilizado.
No caso de uma variedade complexa, tem-se, portanto, que podemos escolher um sistema
de coordenadas reais (2%);—1,_. 25, tal que as fungdes ZF(p) sejam constantes, o que constitui
um caso particular da definigdo geral dada em (i). Em termos do sistema de coordenadas
complexos (2*), pode-se estender a transformagdo 7, a T¢ (a complexificagdo de T}),

definindo

Ohbs.:

E neste sentido que se diz que, numa variedade complexa, a existéncia de um sistema de
vizinhancas complexas define uma estrutura complexa em M ([16] pag. 49). No item (ii)
acima, vemos como as coordenadas complexas locais (2*) fornecem-nos uma base natural,
(), (%)p) (via 2t — 2 4iz?) para T,(M), relativa & qual escrevemos a transformagéao
I, conforme a eq.(1.1) com Z2 = —1 (essa é a base mencionada na def.1). Além disso, a
independéncia da transformagao, relativa ao sistema de coordenadas complexo adotado,
permite definitivamente caracterizar 7, como uma estrutura complexa.

Obs.:

QOutro ponto que deve ser observado é que, numa variedade quase-complexa 2n-dimensional,

ndo se dispde, necessariamente, de um sistema de coordenadas (z*, 2%);=, ., relativo ao
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qual se possa escrever a eq.(1.1). O que se tem é, por defini¢io, ta0 somente a condicio do
item (i). O resultado a seguir permite caracterizar quando uma variedade 2n-dimensional,

admitindo uma estrutura quase-complexa, é uma variedade complexa.

Resultado 1:

Considere uma variedade 2n-dimensional, M, munida de uma estrutura quase-complexa,
T. Se existir um recobrimento aberto, U = {4, }, de M satisfazendo & seguinte condigio:
existe um sistema de coordenadas locais, (mi,mg), em cada aberto U, de I/ tal que, para
cada p € Uy, tem-se as equagdes (1.1), entdo a variedade M é uma variedade complexa e
T é a estrutura quase-complexa associada a M ([17] pag.115).

Seja M uma variedade quase-complexa e H(M) o espaco dos campos vetorials em
M. A estrutura quase-complexa 7 define uma transformacio linear em H(M), X > TX
definida por (ZX), = T, X, e satisfazendo T?(X) = — X, VX € H(M).

Seja, agora, H°(M) a complexificagio de H(M). Entdo, um elemento genérico 4 €
H(M) é expresso de maneira Unica na forma A = X +4iY com X,Y € H(M) e o valor
de A em cada ponto p € M é dado por 4, = X, +1iY, € T5(M).

Consideremos agora a extensdo de T de H(M) a H(M) dada por Z(X + 1Y) =
IX +4IY.

Assim, um vetor arbitrario A € H¢(M) pode ser escrito, também, como A = AT+ A~
onde At = 4224 ¢ A~ = 4424 Aqui tem-se TAT = iAT e TA™ = —iA~, e diz-se que
AT é do tipo holomérfico e A~ é do tipo anti-holomérfico.

Denotando-se HT (M), H™ (M) C H(M) respectivamente, os conjuntos dos veto-
res do tipo holomérfico e anti-holomérfico de Hé(M), tem-se que H(M) = HT (M) D
H™(M).

Definimos o anti-comutador [ , ] entre dois vetores A = X +4Y, B = X' +4Y”' em

HE(M) como [4, Bl = ([X, X'] - [V, V']) +i([X, Y] + [V, X7]).

Def.4:Integrabilidade da Estrutura Complexa




Seja M uma variedade quase complexa e 7 uma estrutura complexa em AM. Considere
He(M). Diz-se que I é integrivel se VA, B € H(M), tivermos [A, B] € H(M).
Considere a transformagio & : H(M) x H(M) - H(M), definida por S(U,V) =
U, V] + Z[ZU, V] + Z|U,ZV| - [ZU,ZIV]|. 8 é uma forma bilinear anti-simétrica, is-
to é, tem-se que: S(U + U, V) = ST, V) + SU, V), SUV +V") = ST, V) +
SOV, S(fU, V) =S, fV) = fSWU, V) e S(U, V) = -8(U, V), onde f € C®(M).

Resultado 2:
Uma estrutura quase-complexa 7 ¢ dita completamente integravel se e somente se

S(U, V) =0 ([17] pag.118).

Resultado 3:
Seja M uma variedade analitica 2n-dimensional, e seja 7 uma estrutura quase-complexa
C" em M. Se T é integrdvel, entdo M é uma variedade complexa e 7 é uma estrutura

quase-complexa associada a M ([17] pag.169).

Def.5:Métrica Riemmaniana

Sejam p € M e g, : T,(M) x T,{(M) — R um produto interno definido positivamente
sobre T,(M). Dado um sistema de coordenadas locais (z') em uma vizinhanca i C M,
tomam-se as funcées g;; : U — R, definidas por g;;(¢) = gq((%)q, (é%)q)v com g € U.
Se as fungdes g;; forem C7, entdo serdo C" em qualquer sistema de coordenadas de U.
Assim, se todas as funcoes g;; forem de classe C”, em uma vizinhanca de cada ponto de M
diz-se que a transformacao que associa a cada ponto p € M um produto interno definido
positivamente g, em T,(M), g : p — @, é uma métrica Riemanniana de classe C7, e as
funcdes g;; sdo ditas as componentes da métrica relativamente ao sistemna de coordenadas

locais (z°).

Def.6:Métrica Hermitiana




Seja M uma variedade diferencidvel complexa e g uma métrica Riemanniana em M. Da-
do p € M, consideremos, agora, a extensdo de g, a complexificacio T (M) de T,(M):
0o (U -+ iV, U +1V') = (U, U") — 6V, V) + i(gp(U, V) + g, (V,U7), YU, V, U, V' €
T,(M). A métrica Riemanniana g ¢ dita Hermitiana se verificar: g,(Z,U, Z,V) = ¢,(U, V)
Vpe MeVU, V € T,(M).

Consideremos um sistema de coordenadas complexas, (2*), e ponhamos

gaﬁ(p) = gp((?}f_a)p: (‘a%g)p) ) gaﬁ(p) = gp((%)?? (53_?);0) ;
gas(p) = gp((af_a—)p: (%)p) ’ gaﬁ(p) = gp((éi_a)p, (52_5);0) coma, §=1,..,n.

(1.3)

As funcoes g.s, gas, 9.7 € Y7 S80 as componentes da métrica relativamente a (2%) e, em
termos destas componentes, tem-se que a condi¢do da métrica ser Hermitiana é expressa

COMO: Gog = G55 = 0. Além disto, gapg = 9.5

Def.7:Variedade de Kihler

Seja M uma variedade complexa com uma métrica Hermitiana, g. Definamos em M
uma 2-forma fundamental w, p € M — w,, onde se tem w, : T,(M) x T,(M) — R,
definida por w,(U, V) = g,(U, L,V), VU,V € T,(M). Diz-se que a métrica Hermitiana g
é Kihleriana se tivermos a 2-forma w fechada, isto é: dw = 0. Neste caso, diz-se que a
variedade M é uma variedade Kéhleriana.

Nas defini¢des dadas anteriormente, fez-se uso de uma notacao implicita, onde nao se
precisou caracterizar nenhum objeto por meio de suas componentes. Vamos, agora, fazer
o mesmo tratamento mas considerando as componentes dos objetos.

Seja M uma variedade complexa 2n-dimensional, p € M, e (X');_y . 2, um sistema
de coordenadas definido na vizinhanca de M. Aqui, (X!) denota um arbitrério sistema, de
coordenadas ': (X7T) = (z%);-1... on Do caso real e (X7) = (2%,2*);-1___» no caso complexo,

e {0} denota a base de T,(M), onde por T,(M) denota-se tanto T,(AM) (quando se

lQuando nio for necessario fazer referéncia a um sistema de coordenadas especifico, entende-se que

estamos usando a notacio anterior.



utiliza um sistema de coordenadas reais) quanto 77(M)(quando se utiliza um sistema de
coordenadas complexo).

Considere a estrutura complexa T, : T,(M) — T,(M). Ela atua em um vetor V =
VIdr como, Z(V) = T ;VI8; = V' = V'18;. O fato de termos Z? = —1 implica que
(V) = (V18 = (@I xV'E)Vy = T T5 ;VI0 = —1V = —V18; 0 que nos d4 a
relagao Z1 I j = —461.

Adotando (7*,%%) como um sistema de coordenadas complexas numa vizinhanca de
p € M, esendo {&; = 2,0; = 2%} base de T¢, consideremos a definicdo (1.2). Seja

Ve TE(M),V = V0 = Vi§; + Vig,. Entdo, de (1.2), obtem-se,
V= VIO = (V) = (V) + (~iV)o; (1.4)

ou, matricialmente,

de onde se conclui:

[ % ° (15)
= . .
0 —z'c?%

Isto mostra-nos entao que, dada uma estrutura complexa 7, pode-se encontrar um sistema,
de coordenadas relativo ao qual ela assume a forma acima. Quando escrita nessa forma,
diz-se que estd na forma padrao.

Seja a transformagao genérica A : T5(M) — T¢(M), definida por A(V) = ALV 4,
e da qual 7 é um caso particular. Essa transformacio A é dita uma I-forma vetorial.
Dados A e B 1-formas vetoriais, define-se o tensor de Niejenhuis associado, M4p, como

sendo uma transformagdo Nyp : T (M) x THM) — T$(M), definida por

Nap(U, V) = [AU, BV] + [BU, AV] + AB[U, V] + BA[U, V]
—A[U, BV] - A[BU, V] — B[U, AV] — BJAU, V]

(1.6)

A transformacao &, dada na def.(4), obtem-se a partir do tensor de Niejenhuis associado

3 estrutura complexa 7 como: S(U,V) = —%NH(U, V) e a condigao de integrabilidade
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resulta Ny (U, V) = 0. Adotando um sistema de coordenadas local (X7), escreve-se,
Nap = Napuy F0pdX™M A dXV, o qual, de (1.6) permite-nos obter as componentes

Nagun T

Napun T = ANOxkBf — BRog AL, + Bi ok AL — AX9x BY;

—~ALOy BE + ALONBYE — BLOyAS + BEov AL . (1.7)
Também,
Negun® = 2(T% woxI® v — I% NOKIT p — IF xOMI® N + IF xONTX 1) (1.8)

A condigao de integrabilidade é independente da conexao e da métrica. Quando a estru-
tura quase-complexa é integravel, diz-se, comumente, que ela é uma estrutura complexa
na variedade e uma variedade munida de uma estrutura complexa é dita uma variedade
complexa, sendo isso verificado no res.(3).

Seja p € M e g, uma métrica Hermitiana. Dados U = U8y e V = VE3g vetores
em T,(M), tem-se, g,(L,U, L,V) = LILK g U'VE = g,(U, V) = gy, U'VE, isto §,
I' ;I% 1 grx = g1 expressa, em componentes, a condicdo da métrica ser Hermitiana.

A 2-forma fundamental da def.(7) escreve-se, também, como w, = JwprdXT A dX’
que, atuando sobre dois vetores U e V, dé w,r;U'VY. Da sua definicdo, wp(U,V) =
9,(U, Z,V), obtém-se, wprsU'VY = g1k L, UTVY , isto é, wyy = greI¥ ; = I;;. Dal,

_ 1 H J
w= EI”dX AdX7 . (1.9)
Se esta 2-forma € fechada, tem-se: 9;Z;x) = 0.
Em termos das componentes da estrutura complexa e da métrica, caracteriza-se, entio,

uma variedade de Kahler como satisfazendo as trés condigdes:

ITgI® ; = —6f (1.10)
T'kT grs = grp e (1.11)
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A 1ltima destas diz-nos que 7 é paralela. Estas equagdes garantem que 7 tem um tensor
de Niejenhuis nulo e que a métrica é Kahler. Inversamente, se a 2-forma fundamental
for fechada e o tensor de Niejenhuis se anular, entao a estrutura complexa é paralela. A

identidade de Bianchi relacionada & eq. {1.12) & escrita como,

'R w =R sI v =0, (1.13)
onde R é o tensor de curvatura. De (1.13), e da condig¢do de ciclicidade

Risxr + Rigrs + Ripax =0 (1.14)
mostra-se que o tensor de Ricci, Ry; = Rir™ ; pode ser escrito na forma:

1
R = EIK I R Pk (1.15)

o que se verifica qualquer que seja a estrutura complexa.
Em uma variedade Kahleriana é conveniente voltarmos 4 notagdo em termos de coor-

denadas complexas. Neste caso, eq.(1.9) assume a forma,
1=
w = izgﬁdz ANdZ (1.16)

onde g;; € Hermitiana e (') sao as coordenadas holomérficas associadas & estrutura com-
plexa na forma padrio. A condigao de Kéhler (1.12) ¢ dada, entéo, por drg;; — 8ig5 = 0,
de modo que localmente, g;; = 8;0;K, onde K é o potencial de Kiahler. Assim, tem-se

que as lUnicas componentes nao-nulas da conexao de Christoffel séo
k ki
Iy = 9" &gy (1.17)

e seus respectivos conjugados complexos, I“% O tensor de curvatura correspondente é
dado por
k k P k
Ry 1=-0T5 \Rg =0T . (1.18)

O fato das curvaturas nio serem nulas, decorre do fato de T'}; ndo ser holomérfico. A

curvatura tem as seguintes propriedades:

R = Rz = Rigu = Riga = Raxg (1.19)

2
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e o tensor de Ricci Rz = Ry5"; € dado por

7

R;; = —0;0;Indetgy; . (1.20)

Vamos, agora, caracterizar uma, variedade hyperKahleriana.
Uma variedade 4n-dimensional é dita quaternidnica se admite uma segunda estrutura
complexa 7 tal que,

J*=-1¢ IJ+JI=0 . (1.21)

Duas estruturas quase-complexas 7 e J geram uma terceira estrutura complexa X = Z.7.

A variedade é quaternidnica integravel se 7 ¢ 7 forem integriveis:
NII:N_’]_’]:O ) (1.22)

e compativeis:

Nzz=0 . (1.23)

Def.8:Variedade hyperKihler

Uma variedade quaternidnica integravel é dita uma variedade hyperKihler.

De (1.23), tem-se que K também é integrivel porque

Niexom ™ = =Negpo VTP 0T u—TIF T )K" pNzgop T (T9 L TR 3—T° 1T 1)
(1.24)
Se 7 estiver na sua forma padrao diagonal, entao 7 ¢ K assumem uma forma anti-diagonal:
T:X'5 X% = X' |
VED G GEE 5 CN
K:Xiox" = Kisx?
onde K's=iJ'; e X'=(X'X") . (1.25)

Usando a eq.(1.23), com T substituido por K = 7.7, temos que

1
Rim = §}CN PK? R0

13



= —Rum , (1.26)

de modo que, em uma variedade hyperKahler, o tensor de Ricci anula-se. Na obtencio
de (1.26), utilizou-se (1.13) para J. Em uma variedade hyperKahler hé trés equacoes do
tipo (1.13) para Z, J e J e o grupo de holonomia é Sp(n). Em notacio complexa, o fato
de

Rz = _&Pfk (1.27)

K
se anular implica que ', é holomérfico. Inversamente, uma variedade de Kihler 4n-
dimensional com tensor de Ricci nulo é uma variedade hyperKéahler.
Resumindo, uma variedade com duas estruturas complexas linearmente independen-
tes, T e 7, e com K dado por X = I.7 ou, equivalentemente, uma variedade com trés

estruturas complexas T4, A = 1,2, 3, satisfazendo:

{Ia,Ze} = —2a5 | (1.28)
TagZat = g (1.29)
e

DI, = 0 , (1.30)

¢ uma variedade hyperKéhler. Usualmente, existe uma infinidade de estruturas complexas

parametrizadas pela esfera Ss, todas elas admitindo, contudo, uma estrutura comum:
J =l +bJ +c | (1.31)

satisfazendo

J?=-1 (1.32)

quando a® + % + ¢* = 1. Neste caso, pode-se definir trés formas de Kahler do tipo (1.9).

14



Se Z estiver na forma padrio, eq.(1.5), a segunda forma de Kihler é dada por
g_ Yo i g
wY = §jijdz ANdZ (1.33)

onde Ji; = gzJ g ; € holomérfico.

1.2 A Algebra das Supersimetrias N=2,3,4.

A supersimetria usual, N=1, é definida pela sua a¢io linear sobre um supercampo ® de

acordo com:

80 =i(e@ —eQ)® | (1.34)

enquanto as supersimetrias adicionais escrevem-se como
5A¢):iIA(€AD—EAE)(I) ,A:1,2,3 (135)

onde €4 sdo trés pardmetros Grassmannianos, e se sup6e que nio haja soma nos indices
repetidos A. As supersimetrias adicionais comutam com a supersimetria N=1.

Faremos, agora, o calculo do fechamento da dlgebra N=4-supersimétrica usando super-
campos reais N=1. As estruturas complexas, T4, serdo tratadas todas da mesma forma,

sem nenhuma referéncia & forma padrdo. Deseja-se mostrar o resultado,
[5_4, 53](1) = —{IA, IB}(6A€BD2 -+ EAEBﬁz)(I) + [IA,IB](EAEB - EAEB)VIj@ . (136)

Para provar a eq.(1.36), faz-se uso das seguintes equacoes:

(EBD - EBﬁ) (EAD — EAE)@ = —(EBEAD2 +EB€A_I_)2)(I) + (EBEA — EBEA)Dﬁ(I)(].ﬁ?)
0aZy y = (OpIy N)ThgleaD —E4D)B° (1.38)
(egD —esD)IY v = (OpIX )egD —ep D)@' | (1.39)

onde Oy = aq-%' Além disto, usa-se o fato de que as estruturas T, sao paralelas, o que

5€ exXpressa como

BuIy p+ThoTdp — TSI =0 . (1.40)
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O calculo segue como,

[04,05]® = 84053 — 604D
= 104Tp(egD — €gD)®] — idp[La(eaD — 4 D)D)
= §(04Zg)(epD — egD)® — Igl(epD — T D)T4a|(esaD — €4 D) D
— TpIy(epD —egD)(esD —€4D)® — (A < B)
= {T4,Zp}eacpD? + 465D )® + L4, Ig)(catn — Cacp) DD
—(64ZB)(egD — €gD)P + (357 4) (€4 D — €4 D)D (1.41)

-I-IB[(GBD — EBE)IA](GAD — @Aﬁ)q) — IA[(EAD — EAE)IB](EBD — EBB)(I) ,
onde se usou a eq.(1.37). Das egs.(1.38) e (1.39), encontra-se:

[5A55B](I)M = —{IA,IB}MN(EAEBD2 + EAEBﬁQ)(I)N - [IA,IB]MN(EA-EB - @AGB)DE(I)N

+Lapnp M[(eaD — €4D)®N][(eg D — € D)®T| | (1.42)
onde
Lapnp M = Ta% §0gIs™ p—T5% pOoTa™ v+ Ip" Q0pTa% v ~Ta"™ gOnTE% » . (1.43)

De (1.40), temn-se que
Lapnp™ = —T% 24, Ig/M o . (1.44)

Finalmente, inserindo (1.44) na eq.(1.42) e usando I'¥, = I'¥,,, obtém-se (1.36).

Assim, provou-se que a algebra N—4-supersimétrica exibe fechamento, desde que os
supercampos satisfagam as suas equagoes de movimento.

Vistas as propriedades gerais das variedades complexas que se mostram relevantes no
estudo de modelos-o supersimétricos, proceder-se-4, no capitulo sucessivo, & consideracio
explicita de modelos-o N=1-supersimétricos formulados em um espago-tempo do tipo

D=(2+2).
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Capitulo 2

Modelos-0 N=1-Supersimétricos no

Espaco de AW.

Tendo em vista as potencialidades dos modelos-de-gauge construidos sobre o espaco de
AW no que diz respeito & elaboracao de teorias integraveis em 2 e 3 dimensoes, propoe-se,
neste capitulo, construir e discutir as propriedades de modelos-o definidos neste espago-
tempo. Uma série de resultados peculiares emerge da construgao, enriquecendo, assim,
a associagdo, ji conhecida de D=(14+1) e D=(3+41), entre supersimetria e variedades
complexas via modelos-o nao-lineares.

Partindo dos resultados obtidos na referéncia [7] para o estudo da supersimetria sim-
ples no espago-tempo D=(2-2), apresenta-se, nas trés se¢oes deste capitulo, a formulacao
no superespaco de modelos-o nao-lineares acoplados ao setor de Yang-Mills através do
gauging das isometrias das variedades-alvo. Procurar-se-4, em todos os passos da cons-
trucdo, ressaltar as particularidades inerentes ao espaco de AW, como, por exemplo, a
possibilidade de construir modelos-¢ reais com espaco-alvo apresentando estrutura mui-
to semelhante aos espacos de Kahler. Todo o material aqui apresentado constitui uma

contribuigio original ao tépico em questao [21].

17



2.1 O Modelo no Superespaco.

Na construcao do modelo, seguiremos o método usado por Zumino [19] para gerar uma
agao de um modelo-o supersimétrico em D=(3+1) dimensdes. Aqui, os campos escalares
que definem o modelo-o sdo as componentes mais baixas de um conjunto de supercampos
quirais e antiquirais, (®*,5%) (4 = 1...n), que, em D=(2-+2), sfo convenientemente escritos

como (nds adotamos as notagdes e convencoes de [7])

O = A°+ 0y + 0P FF + i0POA* + %92(531&*‘ - %9252&4" , (2.1)
. . - . S .. 1~ . 1 .- .
= = B+ 0% + i0°G + 10908 + S0°09% — 10°P0B (2.2)

onde A, B sao campos escalares complexos, ¥, ¥ sdo espinores de Weil e F, G sho campos
escalares auxiliares complexos. Deve-se observar que, contrariamente ao caso D=(3+1),

a conjugacao complexa nao muda a quiralidade dos supercampos,
qu)i =0 e qu)*i = ,
DE'=0 e D,E*"=0, (2.3)

COII

Dy = 80 — i0060% € Dy = 8 — 105ab” | (2.4)

{Da,Ds} = —2i 04, 8, , {Da, D} ={Ds, D} =0,

[Da:a,u] = [5d:au] =0 y

@*(Z*) sendo o conjugado complexo de ®(ZF). Seguindo Zumino, nés tomamos por acio
supersimétrica, !

S = 2 f Az d?04% K (9, =, 0, 5%) | (2.5)
onde o potencial K ¢ uma fungdo real. 1§ imediato de (2.5) que a variedade gerada pelos

campos escalares deve ser 4n-dimensional uma vez que termos envolvendo apenas uma

Lf dtad?6d?f = & [ d*aD*D*DsD,
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quiralidade, por exemplo funcdes de ®* e * ou =F e Z*, njo produziriam o termo cinético

para 0 modelo-o. Da expansdo em componentes de (2.5), nés obtemos,
K . , 0’ K
— 4 inop RI
5 2 [d'o (8AfaBia“A OB Y aiopa
K , , 0*K
*i g i
U™ BT 4

8,A'0* B

+8—A"W 0, A8 B* + termos de z'nter.) ,(2.6)

onde, nessa ultima expressdo, noés escrevemos apenas o termo cinético da acao, que nos

da a métrica da variedade como sendo,

8K 8K
0 AAIABI 0 A gB*F
82K 2K
_ GBi9AT 0 aBiaA*i 0 97
g7 = 5 o ’ ( . )
0 a .K _ 0 3_ K _
dA**aBI dA*AB*]
K 2K J
AB* A 0 AB*1aA% 0

onde

T=(1=04%43), I=(3); i=i+n, i=i+2n, i=i+3n,
IT=1,..,4n e i=1,...,n . (2.8)
Equagio (2.7) nos mostra que, em um espago-tempo 4-dimensional com assinatura (+, —, —, +)
nao é necessario que o modelo-o supersimétrico esteja associado a uma variedade de
Kahler, contrariamente ao que acontece em D=(3+1). A condi¢io para termos uma

métrica do tipo Kahler é que gz 7 seja hibrido [16] o que s6 sera obtido se K admitir uma

decomposi¢ao do tipo:
K(0', 20", 5%) = H(®,5%) + H'(¢",E) . (2.9)

Consequentemente, nesse caso, a métrica assume a forma

o 0 0
0 g7 0 0o 2 0
917 = = AT _ (2.10)
911 0 0 BA~ZBI 0 0
a’H
OB**8AJ 0 0 0
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Na expressao anterior de gz7, conseguimos exibir explicitamente o carater anti-diagonal,
que caracteriza a métrica de variedades de Kahler [16]. Essa variedade nao é, contudo,
a mais geral devido a auséncia dos termos diagonais em cada bloco g,7. E interessan-
te observar que o fato da variedade ser 4n-dimensional j& nos assinala, neste estdgio, a
possibilidade de termos uma variedade hyperKahler, pois estes espagos tém esta dimen-
sionalidade. Entretanto, tal formulacio requer que tenhamos definidas trés estruturas
complexas na variedade, com as quais se faz a extensio supersimétrica do modelo (ver
secdo (3.2)).

Com essa escolha do potencial K (2.9), e usando as equacbes de movimento para

eliminar os campos auxiliares, nés obtemos de (2.5) a agéo total na forma
1 *7 * *1 j 1 : L 3
= [ds ( 2 hsB, 40U + 2 50, AWM — i haX 5 Dy

1 1
—iz hal ot DR — i bR D™ — i ot D,

1 ~CL~0 T, {7
—g(h’“‘aihkgamh — OnO;h =) X KIop ™
1 e
—g(h*’”%h%;amh* 3—31%)"‘%”%”‘) , (2.11)
onde nés denotamos
& H \ P H*
"5~ paoma i~ aoAT (212

e as derivadas covariantes para os férmions sdo dadas por:

4

Dt = Bt + W 9, A1
D,LLXC — au =t + h'ilaght?jeckaﬂB*j ,
D,Lclpbm — aﬂwcz + h*;fagh;:ikaauA*J ,
D3 = 8,5 + Wt 759, B7 .

.

Nas expressdes anteriores ¢°=io,¥* e X°=io,x* [7|- Usando-as, nés obtemos:

1, . P S : 1. .. ;
—3t hiEXCJU”D#@b — 5t h;;XJU“D#@bC‘ = 2Re{2z hiFXCJU“Dpw }
(Xciicj?’bmwn) — Xixj?’bcm,l'bcn
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das quais se conclui que a agdo é de fato real.

Tem-se uma expressdo muito simplificada para a acio se introduzirmos ?

i B tc:j Az‘ _ A*i
TR I TR 7 IR T (R D7 SN el Rt
Xla )E:—’:: B?, B*’n‘.
e a matriz
.’ 0 Uzﬁ- _ :
YaB — (A = {(_\f, O!}, B= {ﬁa ﬁ}) . (2'14)
-
T4 O

Assim, a agdo (2.11) torna-se

s = [di (2gIj 0u2' 77 — g1, WD - 2 g5 WD,
i

3

Ry rs @H@W@I@J) , (2.15)
onde

DU = 30 4 g Ok g,p ©H40, 27,

Bazw = 8Iaﬂ7f 98 — QKL Or 9% O 9% - (2-16)

Esta expressao tem uma forma similar Aquela obtida em [19].

E interessante observar que em D=(2+2), pode-se formular também um modelo-o
supersimétrico usando supercampos quirais e antiquirais sujeitos a condicdo de realidade
(@ = ¢*, E'=E*). Aqui, nés tomamos o potencial K como uma fungio de (&%, =%) e
a acdo na forma usual

S =2 f d0d?0470 K (9, =) . (2.17)

Nds obtemos entao

T T i .1 P
S = f &z ( 20;0,00 7 — % g, VDU — Lo V0M D, B 4 2 Ry U™ \Iﬁ\I!J) ,
(2.18)

2Usaremos, também, Z! denotando Z? = (!, Z%).
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onde empregou-se uma notacao analoga a (2.13), com o simbolo "denotando “conjugados
quirais”, isto 6, (7%, Z') = (A%, BY) e (¥%, U%) = (4%, %). A métrica tem por componente
nao nula apenas
FPK
i3 = EY): T

e as derivadas covariantes e o tensor de curvatura de Riemann sdo andlogos 4 (2.16)

D,V = 8,0 + g9y g ; UFH, 7"
D,V = 8,0 + g'd; g U0, 27

R;',mffn = @amgjn — gmaf’gkjamgnf

A métrica desse espaco nao é Hermitiana, e, portanto, o espaco nao é Kihler. Entretan-
to, é interessante notar que ele possui algumas propriedades de um espago de Kéhler como,
por exemplo, o cardter hibrido da métrica (em termos das coordenadas quirais/antiquirais)
e, consequentemente, o fato de s6 existirem componentes do tensor de Christoffel com to-
dos os indices do mesmo tipo. Esta classe de modelos-o é uma caracteristica da assinatura
(2+2) do espaco-tempo sobre o qual nés construimos a supersimetria. Embora nfo esteja
associado a uma variedade de Kahler ele tem a interessante propriedade de ser formulado

a partir de um potencial K.

2.2 Isometrias.

Na secio anterior, impos-se a decomposigio (2.9) afim de termos manifesta a estrutura
Kihleriana do espago. De (2.10), nés vemos que as transformagdes para o potencial K,

permitidas pela invaridncia da métrica, sao da forma

K - K = K+ FZ) + F(20) . (2.19)

Estas sao transformagoes holomorficas em uma variedade de Kihler genérica. No entanto,

elas nao deixam a ag@o invariante, o que s6 serd obtido se considerarmos a decomposicio

22



F=n(®)+0(=), o que di
K — K = K+ 5(® + 7°(2") + 0() + 6°(=*) . (2.20)

Isso tem uma consequéncia imediata nas possiveis transformacoes de coordenadas per-
mitidas na variedade. Aqui, as transformacdes holomoérficas sao decompostas em um
sub-grupo mais restrito, nas quais, coordenadas associadas a quiralidades distintas nao se

misturam °

o — PP = — Z%E) e seus conjugados complexos. (2.21)

H

Se tivéssemos permitido que uma coordenada ! fosse em =¢) terfamos gerado termos fora
da anti-diagonal na métrica {(2.10), o que nos levaria a um espago que ndo seria Kahler.

As transformac@es (2.21) sdio geradas por vetores de Killing holomoérficos

k(D - KD
Kl = ‘_‘(h) , KI = ‘(H) : (2.22)
(@) (@)

A possibilidade de tratar com vetores de Killing holomérficos é devido ao fato da métrica
néo conter as componentes g7, 955 95 95 (ver apéndice B). Por uma isometria global,
as coordenadas da variedade de Kihler se transformam como

, ®? = exp (L) P
Z'T = exp (Lag) 2 — pllan)® , (2.23)

7

5t = exp (L) )=

onde Lx é a derivada de Lie ao longo da direcio definida pelo campo vetorial X e A é
um parametro global. Os vetores de Killing geram a dlgebra do grupo de isometria da
variedade, isto é, [KC4, ICp) = f5 K.. As isometrias induzem transformacdes no potencial

K, que se escrevem como

OK OK 7 OH . oH* oH* . oH

Y — a I - I) — @ it [ i @ : *3 a *1

K A (OZTIC“ _aZf]C“ A ——aq)zl‘ia-l-)\ PR T+ A S o + A i a
(2.24)

3Daqui por diante, o termo holomérfico ird se referir a uma separacio nio apenas em termos de
Y

conjugacdo complexa mas também & termos de diferentes quiralidades.
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Comparando eq.(2.24} com eq.(2.20), que é também uma invaridncia da métrica, se obtem

OH (B, =)

@ = O @) 1 @)

) = HEP e v,

n@) = TED) ey | viEen)

(=) = ?——H(g;—:f*)'r:’( ") — Yo (®,27) . (2.25)

A introducgao da fungao complexa Y, se faz necessdria de modo que nenhuma outra res-
tricao é imposta ao potencial H. As funcoes ¥, estao naturalmente relacionadas a es-
trutura dos vetores de Killing em um espago de Kahler. Para mostrar isto, nés devemos

comegar pela derivagio da primeira equacio em (2.25) com relagio a =*:

FH . Y,

4 _—
Saiie (P = oz (2.26)

ou derivando f, com relagao 4 $*:

PH oy O
o o T 5%

(2.27)

Estas equagoes e seus conjugados podem ser escritos em uma forma compacta em termos

de um potencial real Y, = Y (=, &%) — iV, (P, =),

; 9V
82 g

g5 K = — e c.c. . (2.28)

Esta equacao é exatamente a restricio imposta pela equagao de Killing,
Vik; + VK = 0, (2.29)

sobre a forma dos vetores de Killing, os quais sao descritos pelo potencial .
A determinacio deste potencial é crucial para o processo do gauging, como nés devemos
ver adiante. Para determind-lo, nés seguiremos o método exposto em [9]. Contraindo

eq.(2.28) com ]ij e seu conjugado com K, e comparando-os se obtem a identidade

AR A (2.30)

Ko 5z oI
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Agora, por uma isometria, Y, transforma-se como

aya aya 7
Ve = N (azf Ky + S icg) : (2.31)

que, em virtude de (2.30), pode ser escrito como

)\b

E)J)[a I 8:y[a. T
5:)),1 = 5 (5? }Cbl —+ ﬁ }Cb]) (232)
Com a ajuda das equagoes (2.24 - 2.28), se obtem a relagio
8&3 T 86* ¢ *
Kaggr + Klgg = fa (6 + €, (2.33)

onde & = n, + &, e f5 sdo as constantes de estrutura do grupo de isometria. Em

componentes, esta ultima equacao assume a forma

0
H‘fa agﬂ = fgb fle + Cap
. 90
o ;3 = [0 — Cap e cc (2.34)
onde ¢,y = — €y S30 constantes complexas. Finalmente, de (2.32 - 2.34) se obtem
oY, . oY, .
§Y, = X (B(I)“' Ky, + @Tg‘“) = X f YV, — XNey ece . (2.35)

Neste ponto, nds vemos que, para tornar explicita a forma dos potenciais Y, em termos
dos vetores de Killing, nés devemos restringir o grupo de isometria ao caso de um grupo
semi-simples. Isto se torna claro quando combinamos (2.28) em (2.35):

. OPH
Yo = 2 f5 k7!

o W gbd + ffb Cde gbd ec.c. . (2.36)

. ’ . I
Para definir ¥, € preciso que as constantes c,; s possam ser anuladas. No caso de grupos

semi-simples isso pode ser feito redefinindo ¥,: ¥, — YC: =Y, — fcbcdcg”d.

a

2.3 Gauging das Isometrias.

As transformacoes de isometria das coordenadas de uma variedade de Kahler foram dadas

na eq.(2.23). Agora, nés podemos fazer esta simetria local tomando o pardmetro constante
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A como um par de supercampos de quiralidades definidas e opostas. Em termos de

supercampos estas transformacoes se escrevem como,

=)
L=
Il

exp(Ly.g)®

—
—

11
[rl
f

= exp(Lr,)E e cec . (2.37)

Os supercampos A e [" sdo respectivamente quirais e anti-quirais. No entanto, em D=(2+2)
1sto ndo traz nenhuma restrigdo quanto a realidade dos supercampos. Ja em D=(3+1)
eles deveriam ser necessariamente conjugados complexos um dos outros. Vamos entio

tomar A = A*, ' = I'™. Aqui, as isometrias locais assumem a forma

60° = A°E

B = TIr! e ce (2.38)

e o0 potencial de Kahler transforma-se como

J(OH . 8H* N\ /8H* . OH
oK = A (a<pf““+a<p*f“ﬂ)+r (azf TaJ“az*fTa) ' (2:39)

Afim de termos uma transformagio que possa ser comparada com (2.20), todos os su-
percampos devem se transformar com o0s mesmos pardmetros. Isto pode ser obtido se

introduzirmos um supercampo vetorial real V, o qual, em D=(242) assume a forma,

V(,0,8) = Cla) +i00(w) + Bii(z) + L M(z) + BN (2) +

~ N - 1
45100754, (2) ~ SFOA(2) - %9295@) - 3#FDE) (240

onde C, M, N e D sio escalares reais, (, 7, A e p sdo espinores de Majorana-Weyl e A4,

é um campo vetorial. Agora nds substituimos os supercampos =* [24] por

= i i 0
& = exp(Ly.,)Z' e cc. (Ly, = VaTaam') (2.41)
de modo que Z* se transforme como
' = exp(Ly, )= . (2.42)



Isto requer entdo que o supercampo vetorial se transforme como

exp(Ly+,) = exp(La-)exp (Ly.,)exp (—Lr..) . (2.43)

Uma vez que os pardmetros A e I' sdo reais, nds temos de (2.43) que V se transforma
na verdade como um supercampo vetorial real. Infinitesimalmente, as isometrias tem a

forma

5 = A%k’

a

B o= A% e cc (2.44)

e a transformacdo (2.39) apresenta uma forma compardvel & (2.20), com as substituicdes
{Z, 2} — (=, é*} Agora, sendo o pardmetro A um supercampo quiral, nio se tem

mais a acdo invariante por isometrias locais:
s — & = 2[dudedd e (aa(é) + 9;(2*)) £ 0. (245

Contudo, a invariidncia da acdo pode ser reobtida se introduzirmos um supercampo quiral

e 0 seu conjugado complexo, v e v*, se transformando como

Jvr = AFE(=T) . (2.46)
Assim, nds tomamos a ac¢ao na forma
S, = 2 [ dacoch (H(@,E*) + OHY(3E) — v — u*) . (2.47)

Esta acdo ¢ globalmente invariante pela forma infinitesimal das transformacgtes (2.23)
e (2.46), e, uma vez que v e ©* sao anti-quirais, tem-se também S, = S. Estes
supercampos devem ser pensados como coordenadas extras que extendem a variedade [9)].

Desse modo, escrevem-se dois novos vetores de Killing

0
o=t

1a(E) — 1,(5) = 715(E)

a

+ Ha(E)a—i e cc. , (2.48)
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onde 0 novo potencial de Kihler K —= K —v—v* é invariante pela acio deles. Finalmente,

o gauging das isometrias é simplesmente implementado substituindo 5 — =, v — &

and c.c. em (2.47). Agora, usando o resultado

- - L) -1
K(®,8,0°5) = K(@,E,®*,E*)+2Re{% ve(ou® + vi@,2)}
L'Y—-1
b = U+9ﬁ%#vaea(5) , (2.49)
LI = Ly,

nés ficamos com a agao, que acopla 0 modelo-¢ & campos de Yang-Mills através do gauge

das isometrias, dada por:

S = 2 fd‘*xd?ad?'a” (H((I), =) + H'(®',Z) + 2Re {@i—)il 1% Y;(@*,E)})
(2.50)

Pode-se ainda derivar uma expressao mais simplificada para essa agao se adotarmos o

gauge de Wess-Zumino, V* = 0, (ver por exemplo [24]). Aqui, faz-se uso também das

eqs.(2.22) e (2.28). Desta forma, a agio (2.50) é reescrita na forma simplificada

S = 2 / d'rd*0d*0 (H(@,E*) + H*(®%,Z) + VY + V*Y,
. B _
-5 v Ve KL g5 Jc;,’) : (2.51)

Assim, vemos como o potencial Y,, determinado na eq.(2.36) para grupos de isometrias
semi-simples, acoplam-se ao supercampo vetorial V¢ na acdo invariante por isometrias
locais. Conforme se discutiu no fim da secido 3, fatores Abelianos presentes no grupo de
isometria podem levar a ocorréncia de constantes arbitrarias no potencial Y,. Estas irdo
se acoplar ao supercampo vetorial gerando os termos de Fayet-Iliopoulos [9, 20]. No caso
geral de grupos nfo semi-simples, como acontece em D=(3+1) dimensdes, o potencial
Y, pode nao ser determinado, e isto representa uma obstrugio ao gauging do modelo-o.
Seria interessante considerar a possibilidade de se trabalhar com supercampos A and T,
que nao fossem reais. Isto nos levaria a introduzir uma familia de supercampos vetoriais
complexos afim de realizar o gauging. Contudo, a ocorréncia de mais de um multipleto de

Yang-Mills no gauging do grupo de isometria estd além do objetivo do presente trabalho.
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I interessante observar que acao de um modelo de Yang-Mills supersimétrico é obtido
como o caso limite da agfio (2.50), quando se toma o caso de uma variedade plana e o

gauging do grupo de isotropia.
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Capitulo 3

Supersimetria-N=2 no Espaco de

AW.

O propdsito deste capitulo é encontrar os melos para se formular uma segunda supersime-
tria no espaco de AW, em fermos do superespago da supersimetria simples previamente
apresentada. Tal programa envolve algumas complicacoes de carater técnico, tais como a
nao-linearidade da supersimetria extra, as condigbes para o fechamento da algebra estendi-
da e a elaboragio dos chamados hipermultipletes constituidos em termos dos supercampos
associados & supersimetria-N=1. No que concerne a construgao das teorias de Yang-Mills,
serd estudado aqui o hipermultiplete de gauge, e 0 seu acoplamento aos modelos-o com
supersimetria N=2 serd o objetivo final deste estudo, uma vez que a reducdo dimensio-
nal destes modelos conduzird a teorias-de-gauge com supersimetria estendida em (141)
e (24+1). No processo de redugdo, chegar-se-4 a modelos com N=1,2 ou 4, mas, devido &
necessidade de se eliminar modos nao-fisicos inerentes ao espago de AW [7], os modelos
mais interessantes serdo aqueles com N=1,2 em dimensges inferiores. Também, o presen-
te capitulo constitui uma contribuicio original ac problema da formulacio de modelos

supersimétricos no espago-tempo de Atiyah-Ward [27].
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3.1 A Extensao N=2-Supersimétrica do Modelo.

Para construirmos a extensao N=2 do modelo, seguimos o mesmo procedimento desen-

volvido na ref. [9]. Assim, escrevemos a segunda supersimetria na forma,
8B = Ded)
§ZF = D*CYY
S = _52(6* Q)
B = DT (3.1)

onde ¢ ¢ ( sdo, por ora, supercampos escalares, e () e T* sfio fungdes de X* = (Z7, Z7).
O fechamento dessa algebra de supersimetria-N=2 (daqui por diante serd simplesmente

abreviada por 8),

[Sl, gg]@"’ = @@i y

[51, SZ]E“ = P= e suas respectivas conjugadas complexas,
dé-nos as seguintes relagoes,

D?*¢=Dye= e =0 ,

D =Dl =8,(=0 ; (3.2)
D=0 , D=0 ; (3.3)
QZ!J[]} Qj)f] - U: Ti::i[k Tjﬂ‘] =0
Qi,j[g Qj,;] =, Ti,j[g Tj,;] =0 (3.4)
Qi}E’% Q*j’,f‘. = O} Tz’;k T*j,:r. = O
Q'z:}fc\; Q*Jﬂ?-: 0, Tz:gk T*Jﬁ:: 0
QZ:}E Q*J:f = O> Tzagg T*J:r =0
V=0, T T, =0 (3.5)
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Qi?j‘fc Tj,r —I-Qi,j- Tjw; =0, Ti,jk Qj,f +Ti,j Qj,f-k =0

D T+ T =0, T 47005 =0

inﬁg 17, “FQi:j‘ Tj:ri =0, Ti:jE W, +Ti:j Qj?fﬁ =0

Qzuj‘z Tj:F +Q%a§ Tja;? = 07 Ti!jE Qjm? +TEJJ o ko 0 3 (36)

It

Qi :;lnc T*jaf‘ +91 ’_-}_' T*jarf} 0! T1 gk Q*j:'r“ +Tz=5 Q'*j:’ﬁk =0

Qg Ttz =0, T Q75+ 05, = 0

Qiuﬁ T*j w +Q'E :; T*j,rz = 0} Tzaﬁ Q*jﬂ* +Tz:_7_ Q*J?FE =0

Qh}; T - 5 THi i = 0, szﬁ 0 = +T1’JT O =0 : (3.7)

Qi:i‘ Tjﬂ":o Ti:j Qjﬁ:o
QY= =60 T 07, = =6 (3.8)
As relagoes (3.2) implicam em se ter os pardmetros da transformacao como supercampos
de quiralidades definidas e independentes do espago-tempo.

As transformagdes (3.1) devem ser, também, invaridncia da agdo. Isto é obtido se impu-

SEermos.
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BN

Kz Oz + K05 =0
K+ K0 ==0
Kiﬁﬂi,; +K i;ﬂi,ﬁ =0
KT + KT = 0
KT e+ KT = 0
KT+ KT
O = Q(®, =7

T =THP*,E)

b + respectivas conjugadas complezas . (3.9)

0

7/

As duas ultimas equacdes sdo compativeis com (3.5); assim, tomando esta forma para as

funcoes {2 e T temos que as equagdes (3.4), (3.6), (3.7) e (3.8) assumem a forma:

Vg Wa=0 Typls=0

Vi T4 Q5 T, 2= 0, T, 470, =

Tk

QT4 = =0 Tz, = —dl. (3.10)

Nas transformacdes (3.1), foram introduzidas as fungdes (e Y. Estas guardam uma intima
conexdo com as estruturas complexas definidas na variedade. Para verificar isso vamos,
inicialmente, fazer uma andlise das estruturas complexas definidas em uma variedade
hyperKéhleriana. Para uma anélise mais detalhada sobre o assunto, deve-se consultar

[22].

3.2 Variedades de hyperKahler e a Extensao N=2-
Supersimétrica.

Apesar de se ter apresentado uma série de propriedades das variedades de hyperKéhler no
Cap.1, deveremos, na presente se¢io, retomar alguns pontos referentes a estas variedades

complexas, pela simples razdo de que, por estarmos tratando de modelos supersimétricos
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em espagos de AW, a sua formulagio requer um nidmero dobrado de coordenadas com-
plexas quando comparada ao caso da supersimetria em espacgos com assinatura do tipo
(3+1). Por este motivo, cabe, aqui, retomar a discussio das variedades hyperKiahlerianas.

Dada uma variedade complexa M, tem-se que uma estrutura complexa, J, em M
é um mapeamento J @ Ty — Ta (Tm € 0 espago tangente & variedade M) tal que
J? = —I. Uma variedade complexa admite naturalmente tal mapeamento pois isto é uma
consequéncia direta da existéncia de um sistema de vizinhancas cujas funcoes de transicao
sdo holomdrficas [16]. Utilizando-se coordenadas holomérficas, Z% = {Z!, ZT}, em cada

vizinhanca U de M, temos que podemos escrever esta estrutura complexa na forma

w 0 0 0

70 0 i 0 0
JNT | ~ — i ) . (3.11)
0 -6 0 0o i o

0 O 0 —itfg

Em uma variedade hyperKi#hleriana, tem-se definidas, além de (3.11), mais duas outras
estruturas complexas, J&7 e J® | que satisfazem a uma 4lgebra de SU(2): [JM, JV] =
eMNT JT. Assim, em termos das coordenadas holomdrficas {(que deixam J* na forma
diagonal), temos que as outras, devendo satisfazer a uma algebra de SU{(2), assumem

uma forma anti-diagonal

0 Jf

J&7 . U (3.12)
0 iJ/

JOT = . S (3.13)

Uma variedade hyperKéahleriana deve ter, também, uma métrica Hermitiana relativamente

as trés estruturas complexas,
JéM)’CJfffMJﬁg/cc =917 > (3.14)
e cada estrutura complexa, Jl(rM)j, deve ser covariantemente constante:
Ve =0 (3.15)

34



Em geral, uma variedade hyperKéhleriana nao é dotada de uma métrica dada algebrica-
mente pela relagéo gr; = 82K /0XTOXY [23]; entretanto, as variedades hyperKéhlerianas
tratadas aqui seréo consideradas como variedades de Kéahler com certas propriedades adi-
cionais [9]. Assim, da forma da métrica dada em (2.10) e de (3.14) e (3.15), tem-se

que: -
0 0 0 Jf\

0 0o J o
JAT o , (3.16)
0o J 0 o0

2 0 0 0
0o 0 o0 i

ws_| 0 0 o

T

: (3.17)
0 —z'.];%T 0 0

—z'Jg 0 0 0
De JY  formamos os tensores (2,0) e (0,2): Jg}” = g MK = s e JMTT
gFJMT = 4TT De (3.15), temos também que Jg}q e JMTT 530 covariantemente
constantes. Dai, conclui-se que (onde por simplificagio se entende que isso vale para
qualquer valor de M) Ji; = Ji;(®), J; = J5(8), J5 = J3(9Y), I = JE(E*) e JY =
Ji(®), Ji = JU(E), JU = JU(®*), JI(=*). De (3.14), seguese que Jry = —Jyz €,

analogamente, J77 = —J7%. A condicio (3.14) d4 explicitamente as equacbes

K;kﬂé_‘"' + Ki‘kav}-": 0
KxYE+ KgXi=0 (3.18)
que, também, podem ser escritas como
(K—l)jEQiﬁg_i_(K—l)iEQj,E_: 0
(K_I)EETi,E+(K“1)§ETj,g: 0 . (3.19)
Pretende-se, agora, relacionar a extensdo supersimétrica do modelo com as estruturas
complexas nao-candnicas. Definimos
= J'K;
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Tt = JﬁKj e conjugados complexos. (3.20)
Entao, tomando derivagoes dessas expressoes, obtém-se

0= 08, 2Y), Qp= i

T =TYE,9%), Tig=J (3.21)

0 que nos permite identificar as estruturas complexas com as fungdes utilizadas na cons-
trucao da segunda supersimetria. A determinacao das funcées £2 e T corresponde, entéio,
a determinacao da estrutura complexa nao-canénica da variedade. Da definicdo de §2 e
de J¥, tem-se

K =0, KT =0, (3.22)
como se vé rapidamente, usando (3.19):
KO = KJG(K-YRoi

1 —1\jk(yt —1\ik(yd
= iKiKJ((K I)JkQ =E+(K 1) kQJ:E)

= 0
Tem-se, também, de (3.15) que
VA =0, V,T'=0 . (3.23)

As egs. (3.22) e (3.23) permitem determinar facilmente, em alguns casos, a forma das
estruturas complexas [9].

Um vetor de Killing tri-holomérfico deve satisfazer 4 condicao

LiJ] =V KM~ VuK7I =0 . (3.24)

Lembrando a forma, K7 = (X!, K7T), do vetor de Killing holomérfico (eq. (2.22)), obtém-se
de (3.24) as seguintes relagoes:
Vk™TH )~V T =
Vir™ Q4 g~ Vk i Q¥m =0 (3.25)
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Sendo K7 um vetor de Killing, chega-se a
Ks V™ + K=V=r'™ =0 | (3.26)
m i
o que também pode ser escrito como
(KW, k + (KNP =0 (3.27)

Usando (3.27), a definicdo de v*7 e contraindo-se (K~')*7 com o indice T da eq. (3.25),

obtém-se

P — g (3.28)

Usando, agora, a eq. (3.26), a defini¢do de wry e contraindo-se a métrica Ky 7 com o

indice J da eq. (3.25), obtém-se

wm[j'Tmﬁ] = 0 . (3.29)

Novamente, tomando a eq. (3.25) e contraindo os seus dois {ndices com J7, obtém-se

kly—1"5:=0 . (3.30)
Contraindo os dois indices da eq. (3.26) com (K )77, conclui-se que
k' +T*i;§= 0, (3.31)

do que, com o auxilio de (3.29) e (3.30), pode-se deduzir que

Kui=0, 7%=0 . (3.32)

T

Deve-se notar que estas condigdes sdo, exatamente, o que nos garante poder-se tratar com

vetores de Killing holomdérficos (ver Apéndice B).
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Dadas as trés estruturas complexas, J(, J@  JG) de uma variedade hyperKéhleria-

na, consideremos as trés formas simpléticasw, (p = {1,2,3}) (w,) = (—gJM, —gJ@, —gJ0)).

Definimos agora

w®) = w, Fiwg (3.33)
o que nos da
—2w;; 0 00 00 o0 0
S 0 ~2w; 00 e 00 0 0 @34
0 0 00 00 2wz O
0 0 00 0 0 0 — 2w

L

Em coordenadas holomérficas, X7 = (2, ZT) = (&%, 5, & =*%), pode-se escrever que
WM = wfdXT N dXT = Wl (9)dB A dD 4w (2)dE A 4

W = WPdXT A dXT =0 (8)de A dd + wg)(E*)dE*ﬁ' Ad=Y . (3.35)

Aqui, sé foi possivel separar w™) e w{~) em uma dependéncia respectivamente em Z7 e
ZI. Eniretanto, o mais importante é que cada uma das 2-formas se apresenta como uma
soma de dois termos holomérficos. Agora, w(*) é forma fechada, pois wy e ws 0 sdo. Além
disso, tem-se também que Lxw? = 0. Dai, pode-se definir globalmente um potencial P+

tal que [18] (onde a dependéncia de P é, por enquanto, a mais geral possivel)

KIfw$) = —P® ;| (3.36)
e que nos da as equagoes,
kiwg) =P
Tiw-gr) = MP(H,}-
E*io ( ) PHJ‘
T**w;j =Pz (3.37)
i 7
Das egs. (2.22) e (3.34), deduz-se que P™H = P (&), P+ . = pit) (=) P -=
PO (®*), POz = PO (2%). Tomando o conjugado complexo em (3.37) das egs. en-
volvendo wg), obtém-se que P — P(-). Agsim, as egs. (3.37) permitem-nos escrever
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PH) e PO) como
P = F(®) + G(E), PO =pltr (3.38)

Deve-se notar que P(t) é definido a menos de uma constante arbitréria.

Contrariamente ao resultado obtido em [9], temos que as funcdes P e P) nido
sdao completamente holomérficas, pois P = P} (® =), Entretanto, nfio se tem uma
mistura entre a parte dependente de @ e Z, e isto vai permitir entio determinar P}, De

(3.37), e da definicio de w" e w(~) chega-se As relacoes:
PO =9y . = PP =oy.19,
.3 % a,i a,i a, "

P o= 2y

&t

+ * ®f
Pa,% - _ZY@JQ J’i

1

P9, = oy, = PO =ave 1,
(2%} Gyt 0,3 .7
PO =%, P = oy, 00 (3.39)

Para determinarmos os potenciais P(*) e P(~) define-se a fungio complexa U
U=pP — P 9y 4+ 2y (3.40)
tal que de (2.28) e (3.37) obtém-se:
(0 + ZJ—Z; 8;)U =0
(8 +iH9)U =0
(8 — 18, U* = 0
0 (3.41)

Il

(8 — i 9;)U

Seja a primeira das equacgoes de (3.41). Tem-se: (&; + zJEB;)U = (87 +1J)o,U =
9PV, =0, isto 6, PV U, 7= 0, onde P = (1447@). Analogamente, da segunda
equagcao de (3.41) tem-se P%.(+)JU,J = 0. Voltando & primeira equacio, e fatorando o termo
z'J;, reescrevemo-la como (3,—+iJ§8§—_)U = zﬁ(@;—i—zJj@t)U = 0, que nos d4 (ag—l—iJ;f—_@t)U =
2’P§_+)TU,T: 0 — P§+)TU,T= 0. Também, da segunda equacio de (3.41), tem-se que
’P}HTU,T: 0. Assim, podemos escrever que

P U =0 | (3.42)
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Analogamente,

POIUr =0 (3.43)
onde PI7) = (1—iJ@). PH) e P sa0 projetores associados & estrutura complexa J©.
Tem-se, também, que
’PJ(;)JUJJ = Ual'
IP§+)JU*:.7 — U*JI 3 (344)

o que nos diz que U,z e U*,7 sdo vetores holomérficos relativos & estrutura complexa nao-
canénica J? . Este fato serd relevante no desenvolvimento a seguir. Da expressio de U,

chega-se a:

U+U* = 4(—iY +iY*) = W(®,Z, ¢*,=%)

U—U*=2(P)— pt)y | (3.45)

Agora, nosso objetivo é determinar os potenciais P*) e P(=) que aparecem na segunda
equacao de (3.45). Para isto, é necessdrio determinar primeiramente as fungdes U e U*,
o que é feito a partir da primeira equagdo. O procedimento adotado é o seguinte:

(i) O fato de U,z e U*,1 serem autovetores, respectivamente, dos projetores P{) e Pit)
diz-nos que eles ndo se misturam. Assim, ¢ mesmo vale para U e U*. Escrevemos,
entdo, U = U(Z7) e U* = U*(Z7), onde ZT = ZI(Z!, Z7) corresponde, essencialmente,
a uma mudanca de coordenadas nao-holomérficas: (27, 2T} — (27, ZT). Sendo U e U*
holomérficos, tem-se U = U(Z1), U* = U*(Z7), ao invés de U = U(Z?, ZT) que, nesse
caso, poderiam se combinar. Conhecendo como devem ser as varidveis Z, Z* faz-se entio

uma, separacio de W(®,Z, &*, =*) em funcbes de Z, Z*:
W(®,5,9",5) = L(2) + L*(2") |
dai

UZ)+U(Z*) = L(Z)+ L*(Z%)
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0 que nos permite identificar &/ com L e U* com L* a menos de uma constante imaginaria

pura:

U(Z)y = L(Z)+ic
U*(Z%) = L(Z*)—ic . (3.46)

(ii) Tendo as formas de U(Z) e U*(Z*) escreve-se a outra equagio em (3.45) como

2PHZYY - P2 = (Z) — L*(Z7) + 2ic . (3.47)
O fato de P, P(-) serem funcdes de Z e Z* nos leva a fazer uma decomposigao de
L(Z) — L*(Z*) em algo do tipo

L(Z)— LXZ") = M*(Z27) - M(2Z)

e dai

2PN(Z) — PHIZ)) = M*(Z*) — M(Z) + 2ic

que nos permite identificar P{7) com (M* + ic) e P com (M — ic), a menos de uma
constante real, d, isto é:
2PNZY) = M*(Z*) 4+
2P(Z) = M(Z)+v (3.48)
onde v = d — ic é uma constante complexa arhitraria.

(iii) Vamos, agora, obter expressoes para ¢/ e P. Da primeira equagio em (3.45), e

usando (2.35), tem-se:

U, + 66U = =N fe (U, +U3) (3.49)

0 (ue nos permite escrever

§U, = -MfoU, +ig,

U = =XNfoUr —ig, (3.50)
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onde g, ¢ uma constante real. Da segunda equacdo em (3.43), e usando (3.50), conclui-se

que:
2(6P) — 8P = (208 £8P tdg,) — (-2X fS,PY) —dg,) (3.51)
que nos d4
P = _Xfe P g,
§P) = b pe PO g (3.52)
onde v, = %(1&,1 — ig,) é uma constante complexa. Ponhamos, agora, v, = —A’C,. Entéo,
P = —Xb(fe,P*) 4+ &,). No caso de grupos semi-simples, e usando o fato de P()

serem definidos a menos de uma constante arbitriria, pode-se eliminar a constante ¢, (ver
Apéndice C). Agora, PY) = PM(®_Z) e entéio tem-se §P{T) = N (KiP(H , +ri P ) =

~ X f5, BT, Usando eq. (3.37) tem-se f5, Bt = kjkjw (+) + TbTJw(+), que nos dé, entéo,
PO = £ (kikwl) + rirwl) (3.53)
Analogamente, de P(=) = P(H)* tem-se

P =, b"(k**k”w -I-T“T;Jw——) : (3.54)

3.3 O Multipleto Vetorial Kihleriano em D=(242).

Para que possamos realizar o gauging das isometrias na presenca de uma supersimetria
N=2, é preciso introduzir a transformacao N=2 dos campos de gauge. Isso é feito introdu-
zindo o multipleto vetorial Kahleriano, que consiste em (S, T, V) onde S é um supercampo
escalar quiral, 7' é um supercampo escalar antiquiral e V é o supercampo de gauge da
supersimetria simples. Todos estes supercampos sdo tomados como reais e se transfor-
mam na representacdo adjunta. Antes, porém, devemos escrever a forma covariante da
transformagdo N=1. O procedimento adotado é similar ao utilizado em [24]. A expressio

dos “field-strenghts” e os detalhes desta construcdo sdo deixadas para o Apéndice C. A
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forma covariantizada da transformagao NV = 1 é dada por:
1
§S = §v2(vauva5)
1o e =
6T = 5vz(v'*zafvdT)

(VSUIWs . (3.55)

exp (—iV)dexp V) = _é (VOU) exp (—iV )Wy exp (V) — %

A segunda supersimetria assume a forma
88 = iWeDu¢ ;D=0 ,0,(=0
§T = iW%Dse ,Daé =0 ,8,6 =0
exp (—iV)8 exp (iV) = éexp (—iV)Sexp (iV) —(T (3.56)
e o fechamento da algebra fica como
{61,082} = Gy (3.57)

onde U = 2(6162 - échl). Em D=(242) é necessirio que os campos de matéria deste
multipleto sejam reais, para que possamos fechar a dlgebra. I% interessante notar que o
fechamento da algebra N=2 d4-se n&o em uma translagio pura (isto é no espago-tempo),
mas numa translacéo em todo o superspago (ver Apéndice C). Definindo as transformagoes
de gauge para os campos desse multipleto como

8,5 = A, 5]

8, T = [, T]

exp (—iV)dgexp 3V) = i(exp (—iV)Aexp (V) —T)
S W =i[A, W] ; W% =[[,W*

5gf’ =i[A,T] , T =exp(iV)Texp(—iV) . (3.58)
A acao
S = f d3d202F Tr(ST) + — / A0 Tr(WoW,)+ — / dizd?f Tr(WeW,) (3.59)
16 * 16 ¢

é invariante pelas transformacdes (3.56,3.58). E possivel definir também uma forma nio-

minima da agao (3.59).
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3.4 O Modelo-N=2 com o Gauging das Isometrias.

As transformagdes (3.1) constituem-se numa invarincia N=2 da agdo (2.5). Ao realizar-
mos o gauging das isometrias, derivamos a forma (2.50) que, naturalmente, nio mantinha
a invariancia N=2 prévia. Afim de recobréd-la, devemos modificar a transformacio (3.1), e

introduzir termos adicionais na agio afim de manté-la invariante. A transformagiao-N=2

é dada por:

50 = DD, M ET)) (3.60)

5= DYCTHe 9% E)) (3.61)

5% = De(d,e*lE)) (3.62)

627 = DYEYT e D, EY)) (3.63)

65° = 27WeD,( (3.64)

T = 2W%D4e | (3.65)

e VeV = 28 VSl (T . (3.66)

(3.67)

onde L = Ly, = V18 ¢ L = Ly, = V8,. A acio invariante por estas transformacdes

é dada por

S= 2fdzd0d (H((I),E*) + H*®*,Z) + 2Re {Agli ye Y;(@*,E)})
— [ d'zd®0d?0 Tr(ST) — L [ d'zd®0 Tr(WeW,) — L [ daxd®d Tr(WeW,)

+ i [ diad8 Tr((F((I)) + P (3)) S) + gfd‘lxd?'e'((a(z) + GH(EY) T) (3.68)

onde F' e G foram introduzidos em (3.38). A parte da acdo correspondente ao multi-
pleto Kahleriano j& foi vista ser invariante pelas transformacdes de gauge e pelas duas
supersimetrias; por isto é necessario verificar apenas as contribuicoes vindas do setor de
matéria e dos termos adicionais: (F + F*)S e (G + G*)T. Na verificacio da invariincia
N=2, é conveniente considerarmos a agao no gauge de Wess-Zumino; a invaridncia no

caso geral sendo decorréncia da invariancia de gauge. No gauge de Wess-Zumino, tem-se
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a transformacdo N=2 escrita como

5

—
Ht
)

6@*2'
68
oT

1%

além disto, deve-se usar também as relagtes (2.28,2.30,2.35,3.9,3.10,3.37, 3.39).

D?(eQ(®,E") + 28Vr7 0 = 428V VP O (ryF 0 ))
DX(CTH(@*,B)) — VeI T 5 +20VV k0 (k5T ) )
D2 (27, B)) + 28V eri 126V VI8, (rF ) )
DA {Y*(@*,2)) — 2 Vori T ,; 120 VOVPRIO; (5T 1))
2D Dul(—iDV + [V, D°V)))

9D Dse(iD4V + %[V, DvY))

—2%(2S — (T) — [V, &S + (T + é[V, [V,es — (T

A invaridncia de gauge corresponde as equacoes obtidas anteriormente (2.44) e (3.58).

Um passo consecutivo, mas fora de nosso presente propdsito, serd a redugdo dimensional

da acio apresentada acima para 2 e 3 dimensoes, com a peculiaridade de efetud-la em

termos de supercampos, ou seja, realizar uma reducio dimensional de superespaco a

Superespaco.
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Conclusoes Gerais

Considerou-se, nesta tese, alguns aspectos geométricos de modelos-o supersimétricos-
N =1 definidos em D = (2+ 2). Mostrou-se que estes modelos ndo sdo necessartamente
do tipo Kahler, ainda que sejam obtidos através de um potencial K. Como exemplo
explicito, construiu-se um modelo-o supersimétrico e real, que nao corresponde a uma
variedade Hermitiana. Restringimos nossa andlise a um tipo particular de variedades
de Kihler, ¢ estudamos os principais pontos envolvidos no processo do “gauging” das
isometrias. Em particular, escolhemos os parametros de gauge como supercampos reais,
0 que n&o é possivel em D = (3 +1). Concluimos, entdo, com uma agio em superespago
eq.(2.50) que é invariante por isometrias locais.

Os termos cinéticos dos campos componentes dos modelos-o em D = (24-2) sio todos
mistos, o que indica a presencga de estados de 1-particula com norma negativa em um
espago-tempo de Minkowski. Assim, o préximo passo deveria ser a realiza¢do de uma
reducio dimensional de D = (2+2) para D = (2+ 1) e D = (1 + 1), onde a propagagéo
dos campos pode ser melhor controlada em vista de ansatze que sao impostos no processo
de redugdo. Seguindo os resultados de [5] e [7], pode-se ir até dimensdes mais baixas de
modo que possamos truncar os modos ndo-fisicos e os modelos-o, acoplados a campos
de Yang-Mills, possam ser de alguma releviancia em conexdo com teorias conformes e
modelos integraveis. Esta é uma perspectiva de continuacao dos resultados apresentados
no Capitulo 2.

Contemplou-se, também, a possibilidade de se introduzir uma supersimetria extra,

realizada ndo-linearmente, para os modelos-o estudados previamente. Conclui-se que tal
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programa é plausivel, e a geometria correspondente é do tipo hyperKahler. O gauging das
isometrias foi realizado e fica aberta a questao de se verificar se a redugéo dimensional no
modelo completo conduz a algum tipo interessante de modelo integravel.

Finalmente, uma outra perspectiva de aplicacio dos resultados aqui discutidos seria
o estudo de modelos-o em 2 dimensdes, com a particularidade de os formular em termos
de supercampos nao-vinculados, o que, certamente, aumentaria o numero de graus de
liberdade do setor de gauge, ¢ poderia revelar interessantes resultados na conexao entre

supersimetria estendidas e a geometria de modelos-o com campos nao-vinculados.
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Apéndice A

Notacoes gerais e convencgoes para

D =2+42.

Métrica: n,,=diag.(-+,—,—~,+), g, v=(0,1,2,3). O espinor de Dirac, na representacéo de

(1), A1)
X

onde 9 e X tdm as seguintes componentes: %, a=(1,2), e ¥*, &=(1,2). As matrizes-y

Weyl, € lido como:

de Dirac, 4x 4, satisfazem a algebra de Clifford:
"y =21y, (A.2)

onde 14 é a matriz identidade 4x4. Valem as transformagcoes de equivaléncia:

it = Ay AL (A.3)
= BB (8.4
YT = —CyrC (A.5)

onde A=7"7*. A matriz, B, e a matriz conjugacio de carga, (', na representacio para os

espinores acima tomam a forma:

g, 0O e O
B = e C= . (A.6)
0 io, 0 ¢
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onde

e=1i0, e €= —io, . (A.7)

As matrizes-y, na mesma representacao, sao escritas como:

0 o*
A = : (A.8)
5 0
1, 0
7% =y = , (A.9)
0 -1,

1, sendo a matriz identidade 2x2. As matrizes-¢ de (A.8) tém suas componentes dadas

por:
ot = (—i0,,0y,—0,, 1) (A.10)
" = (iog, —0y,0z, 1) (A.11)
onde
01 0 —1 i 0
Oy = , Oy = , Oy = ) (A.12)
1 0 i 0 0 —1

séo as usuais matrizes de Pauli. Os geradores de SO(2,2) para os espinores so escritos

como:
o™ 0

2 =gl = : (A.13)
0 a‘.fc)\
Logo, usando as eqs. (A.8) e (A.13), encontramos que:
v 1 -2 g L et 1154 1 ~ v o~y
o = Z(a”cr —a¥’g") e g = Z(a“o —-5’c*) . (A.14)
A conjugacao complexa das matrizes, o¥, 6#, o e & resulta em

o = g,0%0, ¢ T =o0o,0"%, (A.15)

o = g,00, e " =0o,0"0, . (A.16)
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Outras relagoes tteis envolvendo as matrizes-o sao dadas por:

Tr(o#5") = 29 | (A.17)
(6"8" +o¥a")% = 2" 8% (A.18)
(0" +5v0")% = 6%, (A.19)
e
Te(o" o) — %(n“"n’”‘ A g Ry (A.20)
Te(5"5) — %(ﬂw\nm _ppsph ) (A.21)

O espinor conjugado de carga, ¢, é definido como:
U° = B = CT' | (A.22)
com ¥=%'A. e, na representacao aqui usada, ¢ lido como:

T = i’{) , (A.23)

X
onde Y°=io,90* e X°=io,X*. Pode ser visto, do Capitulo 1, que ¥ e ¥° transformam-se
do mesmo modo que % e ¥, respectivamente; portanto, os espinores de Weyl conjugados
de carga, ¢¥° e ¥¢, devem ter como componentes ¢°* e ¥°*. A imposi¢ao da condicao de

Majorana sobre ¥ resulta nos chamados espinores de Majorana-Weyl, que satisfazem a

Y=t e X=X

Convencoes de indices.

Para todos v, X, o*, 6*, €, € que aparecem no texto, adotamos as seguintes convencdes

ara a estrutura de indices: ¥%, ¥%, 0”%., 6% €44, €., . Adicionalmente, consideramos
) 3 Gt ot 4 &b 3

08 simbolos €*? and €°"ﬁ, tais que, e”‘ﬁegvzﬁ‘ﬁy e, E‘iﬁ'e};,.),:éf‘iy , que atuam sobre os dois
setores SL(2,IR) independentes. Logo os indices espinoriais s30 levantados e abaixados

de acordo com as regras:

Vo = €apth” € YT = Py (A.24)
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Yo =% e X =% . (A.25)
Os espinores de Weyl conjugados de carga sao dados por:
PO = (i, gt , X°F = (i %) ¢ . (A.26)

Adota-se uma notagio compacta para os bilineares fermitnicos:

Py = 71)2 e YAy = WA= | (A.27)
X=X e XPa=XP=PX (A.28)
YrOhX ¢ = Yotk = —XeY (A.29)
FOGE N* = patA = —Aatp . (A.30)

A conjugacio complexa resulta em:
(pA)* = X, (ixp)" =1X"p° (A.31)
(ipot5)* = wp°a*x® , (IpahA)" = ip"GhX° . (A.32)

Algumas relacdes titeis para os espinores de Majorana-Weyl, ¢ e 8, sio dadas a seguir:

ge9° = ﬁ%eaﬁeg : (A.33)
0,05 = %eaﬁeﬂ , (A.34)
a9 = %Edf'*é? , (A.35)
aly = 57l (A.36)
0o d 6”0 = %92521;“" . (A.37)

As derivadas fermionicas sdo definidas como:

Oa (A.38)

9
5o
o (A.39)

Oa .
9(1

i
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Logo, segue que:

0,07 =5 | GubP=s) | (A.40)
8Os = 8% , 0= , (A.41)
Oulp = —€ap » Oaly=—Es5 , (A.42)

8%0° = f | GG = (A.43)

O =20, , 0:0° =28, |, (A.44)

O =08 | 9467 =20% | (A.45)

P =—4 , FPP=-4 . (A.46)

As derivadas bosonicas sio definidas como:

d =ec”0, (A.47)

§ = "9, . (A.48)
As medidas no superespaco adotada para o espaco de Atiyah-Ward sao:
ds = d*zd*0 |, di=d'zd’d e dv=d'zd*0d6 | (A.49)
onde foram tomadas as seguintes condicées de normalizacio

f 4206 =1 and f P =1 . (A.50)

Para um supercampo genérico, ®(z, 6, 0), pode-se, mostrar que:

1 1 . 14 1

[0 =—380= D), 5, , [Pho=—Fo= ~5D%® |, 5y (ASY)
20927 _iz”z 7i 2732 .

e /d9d9®1686®_16DD®[9:9_0 (A.52)
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Apéndice B
Vetores de Killing Holomoérficos.

O espaco de Kihler tratado neste trabalho é do tipo C** x C? com métrica (2.10), onde ca-
da um dos blocos é uma matriz (2n x 2n) cujas componentes respectivas gz, 95 and g, g5
se anulam. Uma vez que que o espaco de K#hler mais geral admitiria estas componentes
tem-se conseqilentemente que o espaco tratado aqui constitui-se numa subclasse dos es-
pacos de Kahler.

De (2.10), se obtem para as conexdes

ng = 97 059x7

1% = 9" 05955

F%-E g gif _'ng'f'

PE = ¢ :r, (B.1)
e para as curvaturas
Ri, =00 com L= {10}, Rig=-0T% com K ={kFkk},
Ri, =0y com L={LLI}, Rig=-0T% com K={k%FE},
Ri, =0T com L={L], I}, Rig=-0xT% com K ={k i k)
TR%L = 8LI‘%C com L={L1,0}, ’R%KE. = —E:?KI‘% com K = {k k k}.

Agora, nés devemos analisar a estrutura dos vetores de Killing mostrada na eq.(2.22).
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Far-se-4 aqui somente um esbogo da prova que é completamente andloga aquela dada
em [26], assim, ela serd apenas uma pequena modificacdo dos teoremas 2.4 e 2.5 daquela
referéncia.

Em um espaco de Kihler compacto, uma condigio necessdria e suficiente para um vetor

contravariante X! ser um vetor de Killing é

g5V VKT + RKT =0

Vil =0 | (B.2)

onde RY é o tensor de Ricel

Vamos supor que o vetor de Killing K7 = (k%, &%, k%, kg) satisfaca
Viki =Vk =0 e cc. . (B.3)

Entdo, de (B.2), tem-se também ¢! = (k%,0,0,0), 77 = (0,5,0,0), M = (0,0,k%,0) e

7' = (0,0,0, kg) como vetores de Killing. Isto nos permite escrever para cada um deles,
Vi€ + V(=0 etc. (B.4)

com ;7 = (0,0,0,k), k= g:,jkj . Lembrando que T% & a dnica componente nio nula
Z i 2, 1)

de T%;, tem-se de (B.4) que ¢; = ((Z¥) ou k; = k:(E7), e, de uma maneira andloga,

ki = ki(®), k: = k(2) e k; = k;(9*). Estas componentes covariantes dos vetores de

z

Killing, K!, sendo holomérficas, sdo também harménicas [26], isto é, satisfazem
ViK;i—V;Kr=0. (B.5)

Uma vez que K é um vetor de Killing nés temos também que VK; + V;K; = 0. Isto,

junto com eq.(B.5), d4 V;K; =0, e entdio V;K7 =0, 0 que também implica

K= B (®), K = K(E), K =k (0, & = k(=) . (B.6)

Nés provamos entdo que vetores de Killing satisfazendo (B.3) sdo holomérficos em todas

as suas coordenadas.
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Inversamente, seja K/ um vetor satisfazendo (B.3) e holomérfico em todas suas coorde-

nadas (B.6). Das identidades de Ricci
ViVeK — Vg VK =R KD, (B.7)
se obtem

x i i gl
ViVikt = Ri=k'

i i ol
ViViki = Ri_K
i Pl 1l

R R
ViVikl = RE K (B.8)

B

Contraindo cada uma delas respectivamente com gf"k, gﬁ, gﬁ, g’%, e usando (B.3), pode-

Se escrever
gj’“V;kai FRIE=0, ViE=0 e cec |
PV +RIE =0 , ViE =0 e cc (B.9)
ou de uma maneira compacta,
g BV VKT +RIKE =0 ¢ VKT =0 .

Esta é exatamente a condigdo (B.2) para um vetor de Killing. Provou-se entfo que um
vetor satisfazendo (B.3) é um vetor de Killing se e somente se suas componentes forem

® Tk

holomérficas em todas as suas coordenadas ®, =, &, =*.
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Apéndice C

Derivadas Covariantes, Conexoes,

“Field-Strengths” etc. em D=(242).

C.1 Derivadas Covariantes, Conexoes e “Field-Strengths”.

Vamos considerar aqui o caso da formulacio de uma teoria de gauge ndo-Abeliana. Sejam

o0s campos de matéria e o campo de gauge transformando como

¢ = exp(iA)¢
X = exp(il)x

exp (iV') = exp (iA)exp (iV)exp (—:iI) (C.1)

o que resulta na agfio invariante S = [ d*zd20d%0 (x*¢ + ¢*x). Os “field-strengths” sio

espinores de Majorana-Weil dados por

W, = iD?(exp (iV)Dgexp (—iV))

Wa iD%(exp (—iV)Dg exp (iV)) (C.2)

il

e se transformam covariantemente

W, = exp(iA)W, exp (—iA)

W = exp(iD)Wsexp(—i) . (C.3)

[23
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Na represantacdo quiral temos a derivadas covariantes dadas por
Va = (Ve Ve, Vas) = (exp (iV) Dyexp (—iV), Da, %{va,vd}) (C.4)
e definimos as conextes 1’4 a partir de V4 = Dy — il'4 0 que nos da
T4 = (T, Ta, Tag) = (iexp (iV) Dy exp (—iV), 0, %b’dra) | (C.5)
Na representaciao antiquiral temos para as derivadas covariantes a forma

VA= (Vay Vay Vas) = (Day exp (=iV) Daexp (iV), {Va, Va}) (C6)

Il

enquanto que as conexoes definidas por I'y = Dy — iI"4 se escrevem como

~ . . T . %
F'p= Ta, Ta, Taa) = (0, iexp (—iV)Dy exp (3V), EDQI‘C-,) . (C.7)

Os “field-strengths” W e W, satisfazem as seguintes identidades de Bianchi:

VoW, + VoW, = 0; Wy =exp(iV)Wsexp (V)

VW, + VoW, = 0; W, =exp(—iV)W,exp(iV) . (C.8)

C.2 Expansao em Componentes do Supercampo V.

O supercampo vetorial V (2.40) temn seus campos componentes escritos como

V|=C(x) (C.9)

DV |=iCa(z), D&V |=ifia(z) (C.10)

D |= =2iM(z), D*V |= —2iN(z) (C.11)

[Dy, Da]V |= —ick, A, (x) (C.12)

DDV |= 20a(2) 4 204aC(x), D?D,V 1= 224(%) + 28567% (2) (C.13)
DED?D,V |= —268D(z) -+ (6#6¥)EE,, — 20748,,C(z), (C.14)
DAD2DLV |= —268D(2) - (6%0)iF,, — 20%98,4C(z) . (C.15)
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C.3 Covariantizacio da Algebra N=1.

Vamos mostrar agora como se realiza a covariantizagdo da dlgebra N=1.0 procedimento
é anilogo ao apresentado em [24]. Consideremos a transformacio de superpoincaré N=1
§ = i(Qq + Q4 + €% Pag)

1

= %(EZD"‘U)DQ — §(D2bdu)f7d — i([D*, DU Bpe (C.16)

onde expressamos os pardmetros da transformacdo em termos das componentes de um
supercampo escalar real 2.

Seja agora ® um supercampo quiral. temos entao de (C.16)
1 - ..
3P = §(D2D°‘L{)Da<1> —i([DY, D) 0pa® . (C.17}
A covariantizaciio dessa transformacio é feita pela adi¢do de uma transformacao de gauge
Sgauge® = iA¢ com parimetro A = —LD?(DOUT,): 08 — P + Sgauge®, isto ¢,
1= 1
P = EDQ(DO‘Z»{VQ(I)) = §\‘.72(\7"fz,1vac1>) : (C.18)
De (C.16) tem-se que o supercampo antiquiral = se transforma como
1 L .
0% = 5(JD?J_)‘*?,{)JDQE —i([D*, D*U)BueE (C.19)
a qual covariantizamos fazendo 6= — 05 + Sgauge = cOM  gauge = = il Z, e T’ =
YD DUT ), isto é,
= 1o ey 1 = oo @ay e =
0= = —§D (DUVE) = ——2—V (VUVLE) . (C.20)
A transformacio covariantizada de exp (iV) é obtida de maneira andloga fazendo ¢ exp (iV) —

§ exp (V) + 6 gauge €xP (1V) com Syauge exp (iV) = (A exp (iV) —exp (1V) T} com A e

' dados anteriormente. Assim, obtem-se

(VW . (C.21)

exp (~iV) 8 exp (V) = —(VU) exp (- iV ) Waexp (iV) = £

Essas sao entfo as formas covariantizadas da transformagao N=1. E interessante observar

que ela constitui uma translagio por todo o superspago.
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