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Resumo

Adotando-se coordenadas projetivas, apresenta-se um método para o cdlculo das fungoes
de onda propostas pela condensagfio anidnica e composigio fermidnica para o Efeito Hall
Quéntico Fracionario sobre uma esfera. Calculamos os overlaps entre as fungoes de onda
dos dois modelos para vérios filling factors. Observa-se que todos os resultados Sa0, apro-

ximadamente, iguais a 1, evidenciando que as duas teorias sio fisicamente equivalentes.
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Introducao

O efeito Hall quantico (EHQ) é um fenémeno que ocorre a baixas temperaturas
(< 4°K) em um gés de elétrons bidimensional, sob a influéncia de um intenso campo
magnético transversal (B ~ 1 a 307). Em 1980, von Klitzing, Dorda e Pepper [1]
observaram que a condutividade Hall é um miltiplo inteiro da condutividade quintica
e?/h = (25812,80752)~%. Dois anos depois, Tsui, Stomer e Gossard [2] descobriram que,
a baixas temperaturas, numa amostra com menor nimero de impurezas, a condutividade
Hall pode ser um multiplo fraciondrio de €?/h.

A descoberta deste fendmeno é um resultado da tecnologia moderna, que proporcionou
a producgéo de sistemas bidimensionais de elétrons submetidos a fortes campos magnéticos.
Existem dois tipos de sistemas experimentais nos quais pode-se gerar sistemas bidimen-
sionais de elétrons ocupando até o nivel de Fermi: “metal-oxide-semiconductor (MOS)
inversion layer” e a heterojungao semicondutora GaAs — Al;Ga;_;As (0 <z < 1).

Em resumo, foi descoberto que, sob certas condi¢des, em um sistema bidimensional
de elétrons sujeito a um campo magnético intenso, o tensor de condutividade, ¢, toma a

forma
0 Sgye’/h

—Sg,€2/h 0
onde Sz, = p/q, com p e g sendo inteiros. Exemplo de valores observados sio s;, =
1,2,3,...;1/3,2/3,2/5.. .,sendo que os mais observados possuem ¢ impar. Ou seja, a

densidade de corrente, j, ¢ precisamente perpendicular ac campo elétrico, E: j; = g;;E;.



A condutividade diagonal anula-se, indicando que o sistema nio dissipa energia, como na
supercondutividade e na superfluidez.

Quando s, é um mimero inteiro, tem-se o Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQL); no
caso de ser um nimero fraciondrio, o sistema apresenta o Efeito Hall Quantico Fracionsrio
(EHQF). Existem diferencas microscopicas importantes entre os dois efeitos. Contudo,
macroscopicamente, estes sao similares. O EHQI é, essencialmente, um fenémeno de

particulas ndo-interagentes, enquanto que no EHQF, a interacio possui um papel signifi-

cante.
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Fig.1: Medidas da resistividade em fun¢io do campo magnético no EHQ



Capitulo 1

O Efeito Hall

1.1 Efeito Hall Classico

No efeito Hall, os elétrons estio confinados a uma superficie bidimensional, submetidos
a um campo magnético uniforme e intenso, aplicado perpendicularmente 3 superficie, e a

uma diferenca de potencial entre os dois bordos paralelos, 4, e 4, (Fig-2)

Ay

Fig.2: Visao esquematica da experiéncia para observacio do efeito Hall
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Os tensores de resistividade (p) e condutividade (o) sdo relacionados por uma inversio

de matriz:
Orz Oy

Pre = —5 G Poy = —————5~.
Oz t+ Ty Oz + Oy

A Fig.l mostra medidas tipicas das resistividades como fungio do campo magnético;
estas sdo fungdes do filling factor, v = 242 (n é a densidade eletrénica).

Existem regioes de filling factor para os quais p,, é quase constante (regido dos platés),
intercaladas por regioes de crescimento; p,, s6 é intenso nas regioes de transigao entre os
platos. Bstudos da evolucao das curvas de pz; e pyy, feitos em funcgio da temperatura,
demonstram que, a4 medida que T' — 0, a largura das regides de transicao tende a zero,
enquanto que, nos platos, pzz — 0 e pgy tende a uma fragio ou miltiplo inteiro de €2/h
[3].

A quantizacdo da condutividade Hall é extraordinariamente precisa. Para o EHQI,
foi mostrado que a medida da constante Rx = vR,, = E’%, onde v é o filling factor
associado a cada plat6 medido, é independente da escolha do platd, do tipo de dispositivo
e de quaisquer outras varidveis, dentro de, no mdximo, 3,5 partes em 10'° [4]. Como
consequéncia desta precisdo, o EHQ é agora usado nos laboratérios para medir resisténcias.
O valor de Rx = h/e?, determinado pelo EHQ, é adotado pelo International Committee
of Weights and Measures desde 1° de janeiro de 1990.

O EHQF foi, primeiramente, observado no sistema bidimensional formado pela he-
teroestrutura GaAds — Al,Ga,_;As. Uma vez que o grau de desordem e impurezas nas
heteroestruturas é bem pequeno, tendo em vista a forma altamente controlada como sao
construidas, pode-se supor que, neste efeito, o papel das impurezas é irrelavante perante
as interagoes entre os elétrons, que passam a ser bastante significantes.

Nesta tese, comparamos dois modelos sugeridos para descrever o estado fundamental
do EHQF, a saber: a composigio fermiénica [5] e a condensagio anidnica [6][7]. Para
evitar os efeitos de fronteira, e analisar principalmente os modelos no interior da amostra
bidimensional, trabalhamos sobre uma superficie esférica, .

Em prol de uma apresentagdo mais diddtica, no Capftulo 1 apresentamos uma rdpida



revisao do Efeito Hall Classico, da teoria quéantica dos niveis de Landau, discutimos o
papel das impurezas e apresentamos uma argumentagio heuristica sobre a alta precisio
da quantizacdo da condutividade Hall.

No Capitulo 2, encontram-se os modelos da condensagio eletronica, seguidos da con-
densacao anidnica e composi¢cao fermionica.

No Capitulo 3, apresentamos os estados fundamentais do EHQF sobre uma esfera,
descritos usando a condensacac anidnica e a composi¢io fermiénica, em coordenadas
estereograficas. Descrevemos o modelo utilizado para execucio dos calculos algébricos.
Neste trabalho, todos os célculos foram feitos algebricamente, isentando-nos, deste modo,
de qualquer erro numérico. Apenas os resultados finais foram aproximados.

Nos Apéndices estdo impressas algumas funcgoes de onda calculadas, bem como as bases
ortogonais no espaco das fung¢des rotacionalmente invariantes, para cada filling factor e
nimero de particulas.

Os programas foram feitos em sua maioria em Maple 5.3. Foram necessarios intimeros
programas com vdrias linhas de programagio. Entre os principais, podem ser citados
aqueles que geram as fungdes de onda com filling factor 1/m, executam a composigio
fermionica, a conjugagio de carga, a projecao sobre o 12 nivel de Landau, criam e geram
a condensacgao anionica dos quasi-buracos e quasi-elétrons nos varios niveis hierdrquicos,
calculam e solucionam as equagdes que vinculam os coeficientes correspondentes aos de-
terminantes de Slater da expangdo das func¢des de onda, testam a invariancia rotacional,

calculam as bases ortogonais, e outros.
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Classicé,mente, elétrons sobre a influéncia de um campo magnético num espaco bidi-
mensional executam movimento circular. Quando um campo elétrico externo E é aplicado,
o elétron experimenta a forga elétrica de Lorentz, que desloca o centro da érbita circular
na dire¢ao perpendicular a Eg, com velocidade v, = £Es. O movimento resultante é

uma ‘“trochoid”, e a velocidade do centro da origem & corrente Hall. Quando existem

3 Y
/
2 =
—
-
*
——
E

Fig3d: Movimento cldssico do elétron na auséncia {a) e na presenca (b) de defeitos (os centros espa-
lhadores)
impurezas (potenciais randémicos no sistema), os elétrons sdo espalhados e geram uma
componente na corrente ao longo da direcao de E,;. Os elétrons acumulam-se nos bordos
perpendiculares a E;, e um campo elétrico E, é criado.

A equagao de movimento genérica é dada por

P ><B)—E

dp _
o moc T

E' —6(E+

onde 7 é o tempo de relaxagdo. No regime estético (a corrente é independente do tempo),

Pz € py satisfazem as equacOes

0=cE; — WPy — P_z’
T
0= _"eEy + wepr — %‘,

onde w, = 22, Multiplicando as equagdes acima por =2, e introduzindo as componentes
me m
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das densidades de corrente (j = 2£p), obtém-se

og nec 1 Oy

jp = —————— I E
Ja 1 + wird z_'_(B +wu'ru 1+w§a§) v
) nec 1 Jo 0o

= — 4+ —F
Jy ( B +w0'ro 1+w§'r02) J"'_'_l-l—cu%'rg v

2
onde gy = *ZT. Portanto

nec g,
Ozx B + ===

B WeT £z

onde o5, = 1—;3%—7—2

1.2 Teoria Quantica, niveis de Landau, gauge simétrico

O EHQI pode ser muito bem entendide em termos das propriedades de elétrons in-
dependentes. Nesta segao, apresentamos um breve resumo do caso ideal de uma amostra
bidimensicnal sem tmpurezas, e com os spins eletrénicos polarizados devido a um intenso
campo magnétrico perpendicular.

A Hamiltoniana de um elétron movendo-se em duas dimensoes espaciais e sobre a
influéncia de um campo magnético, B, perpendicular ao sistema, é dada por

2
H=1l(liv_Lap
2m
onde B =V x A. A energia dos niveis de Landau sio [§] E = (n+ 3)hw,, n=0,1,2..., e
we = 22 ¢ a freqiiéncia de ciclotron.

Em uma superficie bidimensional, é conveniente usar coordenadas complexas: z =

T + 1y, 8 = 8, — iy, d = 9, + i9,. Usando o gauge simétrico, A = -;i(y, —z,0), de modo

que o campo magnético € antiparalelo ao eixo £, a Hamiltoniana torna-se
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—2h? .= oz 1
=10~ 2)0-32) - g

0

H

cujos auto-estados de energia sao

_ ! z 2E, &
, 2,5) = 1/2 mm 4l
(2 2) [27rl[2)(n—|-m)!] (ﬁlo) ”(218)6 >
onde L] séo os polinémios de Laguerre, n identifica os niveis de Landau e m = —n, —n +

1, ~n +2,... é o nimero quantico de momento angular, L = k(20 — 28). Note que, no
nivel n = 0, L = 1, a funcao de onda do nivel de menor energia é holomérfica (nao
contém termos com Z.na sua parte polinomial). O nivel n = 1 contém no mdximo uma
poténcia de Z; e, em geral, a maior poténcia de z na fungao de onda do n-ésimo nivel &
(n—1).

A degenerescéncia de cada nivel de Landau pode ser calculada, desde que
< n,mjzzln,m >=7l}(m+n+1).

O raio do estado Uy, serd rum = loy/2(m+n+1), ondem = —n,—n+1,—n+2.... Se
R é o raio da amostra circular de drea A, a degenerescéncia, D, é determinada tomando

m = —n + D — 1, donde obtém-se
A

T %

D

O niimero de estados por unidade de 4rea para cada nivel de Landau é np = 527 =

[=1%

eB .. B

he %.‘
Se existem v niveis de Landau totalmente preenchidos, nos platos onde o, = oy =0,

a condutividade Hall serd
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1.3 O papel dos defeitos e impurezas no EHQ

Os defeitos e impurezas da rede cristalina nos sistemas bidimensionais onde é obser-
vado o EHQ desempenham um papel muito importante: servem como um reservatorio que
estabiliza os platés. Na presenca de defeitos e impurezas, os niveis de Landau expandem-
se formando bandas. Se o potencial das impurezas é fraco, quando comparado a fiw,, as
bandas de energia permanecem separadas, engnanto que nnm alto grau de desordem, as
bandas formam um continuo. Se o grau de desordem é suficientemente baixo, ainda exis-
tem estados estendidos em cada banda (fig.4). E surgem estados localizados preenchendo
o gap entre as bandas de estados estendidos. Os estados estendidos ocupam as regites

préximas aos niveis de Landau originais.

=EXTENDED
STATES

LOCALIZED
=2 STATES

N(E)

Fig.4: Densidade dos estados quanticos para um elétron na presenca de defeitos

Somente os estados estendidos podem carregar corrente quando 7" — 0. Portanto, se
a ocupacao dos estados estendidos nao varia, a corrente também nio variara. Os platds
da corrente Hall sdo precisamente aquelas regioes onde a ocupacao dos estados estendidos

ndo varia. As impurezas reduzem o nfimero de estados que carregam corrente, confudo
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esta tiltima- permanece a mesma, desde que todos os estados estendidos estejam ocupados.
Demosntragdes de que oy é independente da desordem no EHQI foram apresentadas por
Prange e Joynt [9] e Thouless [10]. Se o nivel de energia de Fermi ndo estd na regidio
dos estados estendidos, ou seja, se estes estdo totalmente preenchidos, eles carregarao
0  i?/h
—ie?/h 0

A medida que a densidade aumenta (ou o campo magnético diminui), os estados

exatamemte a corrente dada por o =

localizados serdo gradualmente preenchidos, sem qualquer variagdo na ocupacdo dos es-
tados estendidos; portanto, sem qualquer mudanca na condutividade Hall. Para estas
densidades, a condutividade Hall est4 sobre os platds da Fig.1, e a condutividade longidu-
dional anuia-se a 0°K. Apenas quando a energia de Fermi passa pela regiao dos estados
estendidos € que a condutividade longitudinal torna-se aprecidvel e a condutividade Hall
estd na regiao de transigao entre os platds. Os estados localizados sdo, portanto, uma
espécie de reservatorio que asseguram a localizacdo da energia de Fermi entre as bandas

de estados estendidos, ou seja, em um gap de mobilidade.

1.4 A alta precisao da quantizacao da condutividade

Hall

A alta precisao da quantizagio da condutividade Hall e a sua independéncia da forma
geométrica da amostra e homogeneidade do campo magnético indicam que deve existir
um principio geral regendo o fenémeno. Laughlin [11] e Halperin [12] demonstraram
que o EHQ é uma conseqtiéncia da invariincia de gauge e da existéncia de um gap de
mobilidade. A visdo de que a condutividade Hall é uma quantidade topolégica, refletindo-
se na precisio da sua quantizagao, foi desenvolvida por Thouless e colaboradores [13] e

[14].
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Executemos a experiéncia hipotética que consiste em inserir adiabaticamente um fluxo
magnético através do buraco de uma amostra com a geometria de Corbino. Um voltimetro
é colocado conectando os cfrculos concéntricos, a fim de medir o potencial elétrico. A
vartagao do fluxo magnético induz uma corrente, 7, ao redor do disco. Desde que o fuxo
magnético, ¢, inserido nao penetre diretamente na amostra, o potencial vetor dentro da
amostra correspondera a umn puro gauge. Os estados localizados nio sdo afetados pela
variacdo de ¢ (a menos de uma transformagio de gauge), contudo, os estados estendidos
sentem-na: estes sao sensiveis a fase Aharonov-Bohm inyariante de gauge, § A.dr =
2n¢/¢po. Se ¢ varia de um mdltiplo inteiro do quantum de fluxo, ¢y = %, apds uma
transformacéo de gauge, a Hamiltoniana retorna & sua forma original. A tnica variacio
induzida pela introdugao adiabética de um nimero inteiro de quanta de fluxo através do
buraco ¢ levar o sistema de um auto-estado da Hamiltoniana original para outro.

Na auséncia de desordem, os auto-estados de um elétron no gauge simétrico sao
também auto-estados do momento angular. A introdugio adiabdtica de um quantum
de fluxo através do buraco leva uma particula com nimero quantico de momento angular
m para m + 1. De modo que um eléiron por nivel de Landau é transportado da fron-
teira interna do anel definido pela circunferéncia de raio menor para a fronteira externa,
definida pela circunferéncia externa. Se existem p niveis de Landau totalmente preechi-
dos, a variagdo da energia do sistema é dada por A = peVg, onde Vy é o potencial Hall
(diferenca de potencial quimico entre as fronteiras). Por outro lado, o trabalho realizado
pela introdugio de um quantum de fluxo é igual a ¢ I¢y, sendo I a corrente ao redor do
loop. Pela conservagio da energia, obtém-se o EHQIL: I/Vy = ;‘.-LS = %";E Na presenca de
impurezas e defeitos, a despeito do cardter complicado dos estados quéanticos, o raciocinio
é andlogo, visto que os estados localizados podem ser ignorados. N&do sdo influenciados
pela variagao do fluxo, e a mudanca da ocupacio dos estados estendidos produz a trans-
feréncia de um nidmero inteiro de elétrons através do sistema, niumero este idéntico ao
numero de bandas de Landau ocupadas.

Existem dois requisitos basicos para que se possa generalizar este argumento para os
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casos em q-ue Ozy = 3% na presenca de desordem e interagio entre os elétrons, a saber:
(1) A energia de Fermi, no interior da amostra, deve estar na regiio dos estados localizados,
de modo que os tinicos estados que podem ser excitados pela insercdo adiabdtica de nm
ntimero de inteiro de quanta de fluxo envolvem apenas o movimento de cargas de uma
fronteira para a outra, nao sendo possivel a criacio de excitagdes no interior da amostra.
(2) Existe um niimero inteiro minimo de quanta de fluxo para que o sistema mova um
niimero inteiro de elétrons de uma fronteira para a outra.

Justifica-se o primeiro critério notando que apenas os estados estendidos sio afetados
pela adigio do fluxo. Se a energia de Fermi no interior da amostra estiver numa regido de
estados localizados, nenhuma excitagdo pode surgir nesta regiso, devido & existéncia de
um gap de estados estendidos. Nas fronteiras da amostra, tem-se tm potencial confinante
que cresce com & posigﬁ-o, de modo que existirio estados estendidos no nivel de Fermi [12].
A variacdo do fluxo influenciard os estados da fronteira, resultando num transporte de
carga de uma fronteira para a outra, enquanto o interior da amostra permanece imutével.

No EHQI, a adi¢io de um quantum de fluxo (¢ = 1) move um elétron por nivel de
Landau de uma fronteira para a outra. No EHQF, as quasi-particulas possuem carga
fraciondria, portanto g > 1 quanta de fluxo sio necessarios para que um nfimero inteiro,
p, de elétrons atravesse a amostra e esta retorne ao seu estado original.

Um sistema em que a carga total, pe, transportada quando g quanta de fluxo sio
inseridos, tem uma variagfio na sua energia dada por A = peVy = ¢ 1TA¢ (A¢ = geo),

e, portanto, apresenta condutividade Hall, o5y = I/Vy = %5, quantizada.
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Capitulo 2

Estados Hierarquicos

Introducgao

O Efeito Hall Quantico Fracionario foi descoberto por Tsui e colaboradores em 1982
[2], para um sistema bidimensional formado pela hetercestrutura GaAs — Al Ga;_,As.
Como as heteroestruturas possuem menor grau de desordem, se comparadas ao sistema
MOS inversion layer, é natural supor que o EHQF resulta da interagdo Coulombiana entre
elétrons, que é considerada dominante sobre o efeito dos defeitos nas heteroestruturas.

O estado fundamental do EHQF nao deve suportar a existéncia de excitagbes sem gap
de energia, caso contrério os platdés de o, nao seriam tao nitidos.

O papel das impurezas e defeitos nesta teoria é o mesmo que no caso do EHQI. As
bandas de energia contém uma banda de estados estendidos e localizados. Pequenas
variagoes da densidade movem o nivel de Fermi dentro dos estados localizados, & medida

que quasi-particulas extras ficam presas aos sitios de impurezas [15].

2.1 Condensacao eletronica

19



O estado eletrénico do EHQF obedece 4 Hamiltoniana com interacio Coulombiana:

2

1
’H=Z{ — iV + = A[}+Vr3+2——-—.
Usando o campo magnético no gauge simétrico, A = —E—(y:‘c—zy), e 0 insight adquirido
estudando estados para um pequeno nimero de particulas [16], Laughlin [15] [17] [18]

propds a seguinte classe de func¢des de onda para descrever o estado fundamental:

V(... zn) = [] flg — z)e W 2 140,

i<k

onde f € uma fungido que tende a zero quando o seu argumento também tende a zero,
afim de minimizar o valor esperado da Halmiltoniana. Além disto, f deve satisfazer a
mais trés exigéncias, a saber:

1- O estado fundamental da Hamiltoniana deve ter os elétrons apenas no primeiro
nivel de Landau, ou seja, f(2) deve ser uma fungéo analitica, e o produto []}% < flzi —z;)
uma funcao holomérfica.

2- Os estados de H devem ser totalmente antissimétricos, de forma que f(z) deve ser
uma fun¢do impar, f(z)} = —f(—=2).

3- HE<J f(2;—z;) deve ser um polindmio homogéneo de grau igual ao nimero quantico
de momento angular, visto que a H é rotacionalmente invariante no gauge simétrico
(implicando na conservagao do momento angular).

A fungao que satisfaz a estes trés requerimentos é f(z) = 2™, onde m é umn nimero
impar, ou seja,

\Pm(ZI . ZN) - H(zj — zk)me_i}_oz;‘v |ZJ"|2.

i<k
Sob uma rotagé.o rigida do sisterna como um todo, por um angule @ ao redor da origem,
a coordenada z; de cada particula é multiplicada pela fase €, e W,, transforma-se em
W, (e85 ) = mE(W-D8 (7 zy), significando que o momento angular total,

L, de ¥, éiguala M = %mN (N —1). Come o valor esperade de r2 para uma particula
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no primeiro nivel de Landau e momento angular ! é dado por < ljr?|l >= 2(I + 1)ly, a
area da amostra restringe os valores possiveis do momento angular em ! < N, — 1, visto
que 7 < r*>< Ae N, = A/(2nly). Por outro lado, o maior expoente em ¥,, para uma

dada coordenada z é m(N —1). Logo, no limite termodindmico (N > 1 e N, >> 1)

ou seja, o pardmetro m é fixado pela densidade eletronica e o filling factor de ¥,,, é 1 /m.

O caminho principal que esta tese propde-se a seguir é estudar o EHQF pelo método
das fung¢des de onda tentativas. Laughlin foi o primeiro a seguir este caminho, propondo
os estados para filling factor fraciondrio do tipo 1/(2m 4 1). A caracteristica peculiar
que torna este método especialmente 1til é o fato das funcoes de onda dos estados in-
compressiveis do EHQI' serem extraordinariamente independentes da interacio. Estudos
numeéricos [18], com pequeno nimero de elétrons, realizados para véarias interacdes repul-
sivas tais como A/7, InAr , ou exp(A?r?) (onde A é o parametro que controla o alcance da
interagdo), mostram que as fungbes de ondas encontradas para os estados fundamentais
possuem overlap fundamentalmente igual a um. Este fato, junto & variedade de filling fac-
tors fraciondrios, indica que, independentemente do aspecto complexo deste problema de
muitos-corpos, pode-se esperar a revelacdo de uma estrutura bem simples para o EHQF.
Guiados por este principio, pode-se solucionar o problema do EHQJ: com base na in-
tui¢do, pode-se propor ansitze para as funcoes de onda que sejam boas aproximacoes

para a solucao exata da Hamiltoniana com interacdo repulsiva Coulombiana.

Analogia com o caso de um plasma

Pode-se escrever o valor absoluto do estado ¥,, na forma

|lIfm[2 = e_'@S,
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1
S =— E mzlnfz,-—zjl—%——mE B
i<j 4 7

e reinterpretar |¥,,|* como a probabilidade de um ensemble candnico com energia potencial
S e temperatura tal que 3 = 2/m. Em duas dimensdes espaciais, a interacio Coulombiana

é dada por ¢(|z|) = In|z{~!. Consegiientemente, a energia potencial do sistema serd

62 N N
V) =3 L6zl —erd [ d4s (e =)

1<

onde p & a densidade de carga do background. Apés integragao,

1

V(N)=—-¢*) In|z — 2|+ Evrpqz [z
. i<k i

Comparando S e V| conclui-se que S descreve um estado de plasma classico bidimensional,

com carga m para cada particula e densidade de carga para o background neutralizante

dada por p = 5#{;

Um estado de plasma é eletricamente neutro em qualquer parte, logo o produto da

densidade dos elétrons, pn,, do estado quantico ¥,, pela a carga m deve ser igual &

1

Zriom- Na verdade, a exigéncia

densidade de carga do background, ou seja, pn, = Lp =
de neutralidade do plasma minimiza a energia total do estado.

A natureza do estado de Laughlin é, no minimo, intrigante. Foi mostrado que o overlap
desta funcao de onda com as funcoes de onda exatas, calculadas numericamente para um

pequeno niimero de elétrons e para diferentes tipos de interacdo repulsiva elétron-elétron,

é aproximadamente igual a 1 [22].

Excitacdes elementares (quasi-particulas)

Laughlin [15] gerou as exitacGes elementares de ¥,,, perfurando o fluido em uma posicao

qualquer, zp, com um solendide infinitesimalmente fino, e fazendo passar adiabaticamente
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através dele um quantum de fluxo ¢y = % Na medida em que o quantum de fluxo

é adicionado, a fungao de onda evolui adiabaticamente a fim de ser sempre um auto-
estado da Hamiltoniana mutante. Contudo, uma vez o quantum de fluxo tenha sido
completamente adicionado, a menos de uma transformacio de gauge, a Hamiltoniana
estard de volta ao seu valor inicial. O solenéide atravessado por ¢y desaparece por uma
transformacao de gauge, deixando para trés um estado excitado da Hamiltoniana original.
Esta excitacao é chamada quasi-particula.

O potencial vetor associado ao quantum de fluxo que atravessa o solenéide pode ser
escrito como A’ (z) = igﬁ%‘} = :1:1%‘}\79, onde o sinal + indica o sentido em que o
campo magnético foi adicionado. De forma que o campo magnético, B (zp) = V x A’ =
Fpod (zo)ﬁ, estara confinado ao interior do solendide e as fungdes de onda para uma tnica
particula, da qual a funcido de onda para muitos corpos é obtida, transformar-se-a de

acordo com ¥ — ¥e**?, Portanto, se o fluxo for adicinado na origem, para os estados

2 2
e e, TR = ka5
rimeiro ni u ento angu R ——=——— Note
no primeiro nivel de Landau, o0 mom angular variara oSl TPy t
L
que o estado com % = 0 evolui, quando o quantum de fluxo é removido, para =, um

estado no préximo nivel de Landau.

As quasi-particulas possuem carga fraciondria. A mudanca do fluxo na posicio z, induz
um campo elétrico, & (R), azimutal. Supondo que g,, = 0 e gy = ;—l, distante do ponto
2y, surgird uma corrente j (R), na diregdo radial j (R) = 04,8 (R) = ;292 A carga e
da quasi-particula é a integral da corrente radial durante o tempo que leva para inserir o
quantum de fluxo ¢, de modo que e* = [ di2nRj (R) = axy%‘l, ou seja, e* = e¢/m. Quando
o fluxo é adicionado, a corrente formar-se-4 no sentido radial, deixando um decréscimo de
carga e/m em z, o quasi-buraco; por outro lado, quando o fluxe é retirado, forma-se um
acimulo de carga e/m em 2j, o quasi-elétron.

Laughlin propds que as funcées de onda aproximadas para o quasi-buraco e o quasi-

elétron, centrados em 2z, teriam, respectivamente, as formas:

L g N N
—= z
Seo Um = €520 4 T] (2 — 20) T] (25 — )™
i

i<k
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EY 2 N ad N
Sl..o lI’m. =g 4 El = H(Z—-— — Zo) H(ZJ — Zk)m.
P Ou i<k
O comportamento da funcido de onda para N elétrons, quando se adiciona o fluxo ¢y, é
independente da interagdo Coulombiana entre os mesmos. Na verdade, pode-se estudar
a evolugdo do estado fundamental como se a for¢ga Coulombiana estivesse desligada, e

intertretar a funcao de onda aproximada da quasi-particula variacionalmente.

Considerando ¥,, como um auto-estado da Hamiltoniana com a interacio Coulom-

k1

. . . En LSV 2 .~
biana desligada, e escrita na forma ¥y, .. g, .n2] Zie 25 lal , com a criacao de

um quasi-buraco na origem, ¥, evoluird exatamente para
Q. y kvl knt -1 N g
z 1 e 124 . No entanto, observando S,, ¥,,,, nota-
Zkl...kz \/2N(k1+1)...(kN+1) 1 N ) zg *my
se que se retirou a contribuicao dos fatores de normalizac¢io, de forma que a ¥, evolui

para Xp k. akl,,_zwzflﬂ e zi,"'“e‘% 0 lal, Isto porque a fungao de onda para as quasi-
particulas é, em primeiro lugar, apenas uma fungio variacional, de modo que os fatores
de normalizagao tém pouco efeito sobre a mesma.

Na criacdao de um quasi-elétron na origem, ¥, evolui para
Zkl___k2[2Nk1 . ..kN]aklmzsz‘_l - .zﬁ”'le‘izrlz‘lz. De forma que a parte da funcio de
onda inicial, ¥,,, com k; = 0, é simplesmente aniquilada. A razac deste fato é que a
funcao de onda verdadeira para o quasi-elétron niao deve apresentar contribuiciio de niveis
de Landau mais elevados, visto que isto poderia aumentar a energia cinética do estado,
descaracterizando-o.

QO operador (26%_ — Zy) € o adjunto Hermitiniano do operador (z; — z) no espago gerado
pelos estados do nivel de Landau de menor energia. Prova-se isto, definindo uma base
de fungées ortogonais neste espaco, f, (z) = (Z—R%me_l‘%i, e u-sando as propriedades (i)
Z2fm = V2™ F L frnt1s (ii);f;fm = ﬁfm_l, de modo que < f,|Zfm >=< Jﬂ,,|2£fm >,
ou seja, Z e Zfz— Jm tém o mesmo elemento de matriz no espaco definido pelo mais baixo
nivel de Landau [23].

Célculos numéricos demonstram que a fun¢do de onda S,, ¥y, apresenta um Gtimo

overlapping com a func¢ao de onda verdadeira (calculada numéricamente para o quasi-
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buraco) [24, 18]. A func¢io de onda proposta para o quasi-elétron, S;fD‘I’m também apre-
senta um bom overlapping; entretanto, existe uma proposta ainda melhor no procedimento
da composicéo fermibnica [25].

A estatistica e a carga das quasi-particulas foram calculadas explicitamente por Arovas
et al [26], através da variagio da fase da funcio de onda quando uma quasi-particula de-
screve adiabaticamente um caminho fechado adibaticamente. Pela fase de Berry, dada
uma Hamiltoniana, H (z0), além da fase usual f* E (¢')d?', onde E(') é a energia adiabstica,
surge um fase extra, v =i [ dt < ¥(t)|£¥(¢) >, que depende da taxa de variagio de z.
Os célculos sao executados tomando duas quasi-particulas nas coordenadas z, € z, ¢
fazendo com que, por exemplo, a quasi-particula z, descreva um caminho fechado ao
redor da outra, fixa em 2, ¢ dos demais elétrons também mantidos fixos. Para quasi-
buracos, & = i < Wizata| L5 n(z; — z,(1))|WE=®+% >, ¢ para quasi-elétrons,
B = < Pabtnd e, (252 — 2,(1)| OO >= § < YFaBdajd s n(z —

Za(t))| U7+ > Usando a expressio para a densidade de um elétron dada por

pre (z) =< Wpe| T, 6 (2;—2) ¥y >, simplifica-se a expressiode &, & = i f dzdy4 In (2
zq(t))p** (z) para quasi-buracos, e uma expressio analoga para quasi-elétrons. Inte-
grando em t, obtém-se v = F [ dedy §* dzasl_p™® (z) = F2r(Nr F L), onde N é o
numero de elétrons dentro da drea definida pelo contorno I, e % ¢ a quantidade de elétrons

necessiria para formar uma quasi-particula. De forma que a troca de duas quasi-particulas

acarreta numa fase %"’- = I, correspondendo a uma estatistica fraciondria.

2.2 Condensacao anibdnica

Para explicar o filling factor fracionério do tipo p/g, onde ¢ é um niimero impar diferente
de 1, foi proposta a condensagio das quasi-particulas anidnicas, seguindo o modelo do
estado de Laughlin para os elétrons [6, 7, 27, 28, 29, 30]. Isto porque, como a presenca de
uma quasi-particula muda a densidade eletrénica localmente, um condensado uniforme

delas ira variar o filling factor.
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A idéia é bem simples. Por exemplo, para dois niveis de condensacio, inicia-se com
o estado fundamental condensado de elétrons, sobre o qual se condensam as suas quasi-
particulas (suas excitagdes), produzindo um novo estado fundamental, com um novo filling
factor e dois niveis de condensagao. A expressao “niveis hierdrquicos” provém dos niveis
de condensacio.

Apenas o término do gap de energia, separando o estado fundamental dos demais,
restringird a continuacdo deste processo de formagao de novos niveis hierdrquicos a partir
da condensac¢do de quasi-particulas de quasi-particulas de quasi-particulas de ... elétrons.

Em resumo: é através da condensacio das quasi-particulas (excitagdes), formando os
niveis hierarquicos, que se materializam os novos estados com os filling factors desejados,
v =p/q.

Tomando por base'a. estatistica fraciondria das quasi-particulas, Halperin [7] propds a
seguinte funcao de onda para o s-ésimo nivel hierdrquico, formado exclusivamente apenas

por quasi-buracos ou por quasi-elétrons:

Noe  galzpz
‘I’s(zia) = H (za — Zﬁ)_aﬂ-Hfma H (Za L Zﬂ)ZpaH H e..lq Lk' &_’
a< 3 a<f et

onde p,,; € um numero inteiro positivo; z, = ZTa F Yo € a posi¢ao da s-particula, isto é,
da (s — 1)—quasi-particula formadora do s-ésimo nivel hierarquico; & = %1, dependendo
se 08 z,'s representam s-particulas do tipo quasi-elétron ou do tipo quasi-buraco; o sinal
de zo = Z4 F Yo também depende da carga da s-particula.

Estas duas iitimas restricoes podem ser facilmente provadas. Basta lembrar das segoes
[1.2] e [2.1]. Na secdo [1.2], observou-se que quando a carga da s-particula é negativa, o
estado fundamental é descrito por uma fun¢ao holomérfica, ¥(z). Enquanto que, quando
a carga é positiva, o estado fundamental é constituido por uma funcio antiholomérfica,
¥(z). Na seclio [2.1], vimos que se o nimero de (s — 1)—particulas do (s — 1)—ésimo nivel
hierdrquico necessdrias para formar uma (s — 1)-quasi-particula for f, a intertroca de
duas (s — 1)—exitagdes do tipo quasi-buraco gerariam uma fase extra a fun¢io de onda,

correspondendo a (2, —2g)7, caso a carga do quasi-buraco, €}_, seja negativa, e (Z, —23)/,
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caso €;_, seja positiva. Da mesma forma, para (s — 1)-excitages do tipo quasi-elétron, a
fungdo de onda se comporta como (z, —z5) ™ se €}_, < 0, ou como (Z, —z5) /T seel_; >0
[31].

Fazendo analogia com o plasma de uma componente, como na secéo [2.1],
[T, = e?°

1
S == Z mf+1 Infzq — z5| + Z|q5[m3+1 Z ,zalzr
a<ff o

onde Mgy = 2psq — @511/ M, desde que a densidade do plasma seja fixada pela condicio
de neutralidade. O nimero de s-particulas na 4rea 22 ¢ dado por n, = |g;|/ms+,. Como
cada s-particula tem carga a,,1¢s, cada s-particula na drea 2wl representara a,yq,

elétrons, e o filling factor deste novo estado sera

Vsp1 = Vg~ Ggy1Qshs

= v+ as+1?s"l‘giL

Mst1

Aplicando-se o operador para formar quasi-elétrons na posigéo n:

N9
H (2_ - T—))s
1 Oz
acumula-se um excesso de 1/mg,; s-particulas ao redor do ponto z = 7. Similarmente,
gerando um quasi-buraco na posigdo w, através do operador [[(z, — w), acha-se uma
deficiéncia de 1 /m,y s-particulas ao redor do ponto z = w. Como as s-excitagdes formam
as (s + 1)-particulas do préximo nivel hierdrquico, determina-se a equagio iterativa para

a carga ¢, e para o parametro #, da estatistica

ds
Qs = (g
Ms+1
93+1 — Xst1
T 2Peyy — b
Ds+1 — Qs+17
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Com as condigoes iniciais 1o = 0, g = mp = @y = 1, as equacdes iterativas para m,
+1
Vsy1 € Gs+1 produzem um filling factor para qualquer seqiiéncia de {«;, ps}. No nivel s = 1,

encontra-se 03 estados de Laughlin com #4 = 1,1,3,.... Do estado »1 = 1/3, chega-se,

acrescentando quasi-elétrons, aos estados v, = % ou ﬁ, e, acrescentando quasi-buracos,
_2
a0s estados 1p = : 5

A expressdao para as fracoes permitidas é da forma

- op - —— 2

2pg—
. _ag
in

tendo todos os filling factors racionais, 0 < v < 1, com denominadores impares.
E possivel provar que o fator de normalizacio, N (wi,...,wn,), do estado no nivel

hierdrquico s,

‘Ils(wl,...,qu;Z]_,...,ZN):N(wl,.. qu HOp wa (Zl,...,ZN),
=1

¢ precisamenta o mddulo da funcdo de onda do préximo nivel hierdrquico, ¥,.; com
Ps+2 =0 [32].

Portanto, o estado eletrénico para n niveis hierarquicos é expresso como

n Ng
RICTEREY / HHdzzsz HeXp ~"_Zlf‘a’s@l
s=2i=1
= — 4 . .
H[H|zsz Zoj| Fma HOP Zai By, )0 [ (B — Zo5) ™).
s=11<j i<;
¥(21,...,2n) descreve N = N elétrons nas posigbes z; = 2 = 2, € as integrais

sao sobre as coordenadas das quasi-partfculas formadoras dos niveis hierdrquicos s =
1,...,n. Este estado quantico contém, em cada nivel s, N, quasi-particulas nas posicdes
Zs;- Zsi = Zsi, 5€ a s-particula tiver carga negativa, enquanto que Z,; = Z,; se tiver carga
positiva. ¢; = 0, se s=1 e se a s-particula for uma (s — 1)-exitagdo do tipo quasi-elétron;

caso contrario, ¢; = 1. p,, «g, g, € m; Seguem as mesmas equagdes iterativas dadas na
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discussao da funcio de onda U,. Op(Z; Z544,;) € 0 operador que produz as excitagdes do
nivel 5, ou seja, as (s + 1)—particulas formadoras do nivel s + 1. Se as s-excitacoes forem

do tipo quasi-elétron, ter-se-a

- - a -
Op(zsz'i zs+1,j) = (28231' - zs+1,j)'

Caso contrario, se forem do tipo quasi-buraco,

Op(Zss; Zs1,5) = (Bsi — Z5215)-
Finalmente, b, ;1 = 0.

Por exemplo, para apenas dois niveis hierdrquicos (n = 2), temos

M M
Uy(z) = f : f 11 (G)a—GJg)zpfﬂwa—wﬁDer_m 2, luy|? [10p(z;; @a)im > dPwn ... dPw,
CI!(,B iva
onde M ¢ o nlimero de quasi-particulas, M = Noj wy = 235, = 1,..., M; F(jws —wg|) =
|Wa — wp|7™; |m >= Tl (2 — 2;) e 1 2150
Na verdade, independentemente da expressdo para F(|w, — ws|), obtém-se o mesmo

filling factor e a mesma estatistica para as quasi-particulas [33].

2.3 Composicao Fermionica

A composi¢ao fermidnica ¢ uma teoria proposta por Jain [5] para explicar o EHQF
através da adicao de um nimero par de quanta de fluxos magnéticos a cada elétron. Esta
teoria relaciona o problema complicado da alta correlacao entre os elétrons no EHQF ao
problema simples de elétrons fracamente interagentes do EHQI.

Como vimos na se¢io 2.1, os estados de Laughlin descrevem muito bem o EHQF para

filling factors do tipo 1/(2m + 1). Contudo, estes filling factors nao diferem experimen-
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talmente dos demais: ndio existe nada de especial neles que a experiéncia mostre. Para
se convencer disto, basta analizar os dados experimentais da Fig.1. Nao existe distin¢do
entre as varias fracoes observadas. Se o eixo das abscissas for coberto, é impossivel dizer
qual fracao pertence a um dado platé. Portanto, todas as fracbes devem ter a mesma
origem fisica.

Qual é a fisica contida nos estados de Laughlin responsavel pelo seu sucesso? Com
a resposta a esta pergunta, pode-se entender as outras fragbes, ou seja, aquelas do tipo
v = 5, q# 1.

A correlagio de Jastrow, dada pelo fator de Jastrow [Li.;(z — )2, é a idéia
fundamental do estado de Laughlin: é a responsavel pelos excelentes resultados numéricos
apresentados. Mas, como néo se pode escrever os estados para as outras fracées de modo
similar, conclui-se que e; correlagdo de Jastrow ndo nos revela toda a histéria, mas apenas
umsa, parte dela.

Por outro lado, deve também existir uma conexéo entre o0 EHQF e o EHQI, visto que,
experimentalmente, os platés do EHQI também sdo similares aos platés do EHQF. A
teoria do EHQ deve descrever este fenémeno de maneira unificada.

A conexao entre o EHQI e o EHQF pode parecer improvavel, a principio, porque: (i)
o EHQF provém da interagao entre os elétrons, enquanto o EHQI nao, e (ii) o gap de
energia no EHQI é determinado pelo espagamento dos niveis de Landau, enquanto no
EHQF o gap é determinado pela interacio elétron-elétron.

Porém, a observacio fundamental é a existéncia de um gap, tanto no EHQI como no
EHQF. Tal gap provém de uma rigidez do estado fundamental que, por sua vez, deve
resultar da presencga de alguma correlacido especial no estado fundamental. A conexio
entre o EHQI e 0 EHQF estd, entdo, na naturaza das correlacges dos estados fundamentais.
Como o EHQI est4d muito bem entendido, pode-se esperar que ele nos ensine alguma coisa

sobre o EHQF.
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O estado de Laughlin obtém a sua incompressibilidade da incompressibilidade de $,,

1 1 1
Zy o Zg ...

@1 = ETPl—— Z rzzl H i — Zk)exp - Z |Z1v|
212 Zg Zg . j<k

visto que, pode-se escrever o estade de Laughlin x; J(2m+1) Da forma

X1/(2m+1) = P2+t

Por outro lado, escrevendo o estado de Laughlin x, J(2m+1) Na forma

X1/@mt1) = D",

onde

D = H -—zk

j<k

obtém-se a “pista” para propor a fun¢do de onda para os demais filling factors fracionérios.

Observe que multiplicar por D tem o mesmo efeito sobre a fase que adicionar dois
quanta de fluxo magnético (2¢y) a cada elétron. Tomando-se, por exemplo, a coordenada
21 do fator D, e fazendo-a descrever uma circunferéncia fechada ao redor de ocutras N
coordenadas z;’s mantidas fixas, a fase produzida serd 4rN. Por outro lado, obtém-se
a mesma fase pelo efeito Aharonov-Bohm, ao se atar um tubo de fluxo magnético de
intensidade 2¢y a cada elétron, e realizando o mesmo caminho fechado descrito acima.
Com efeito, esta tltima afirmacgio merece um esclarecimento.

Ao se atar o quanta de fluxo a uma particula carregada, forma-se um composto.
Fazendo com que este composto descreva um caminho fechado ao redor de outro composto
idéntico, a fase obtida serd 4z, proveniente das seguintes contribuicoes [32}: (i) 27

devido a circula¢do da particula ao redor do tubo de fluxo magnésico a; (i) 2ra devido a
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circulagé,o‘ do tubo de fluxo magnético a ao redor da particula. No entanto, pode-se obter
esta mesma fase, 47a, se suprimirmos do raciocinio a contribuicio da circulacao do tubo
de fluxo ao redor da particula, e se adicionarmos a cada particula 2o quanta de fluxo, ao
invés de a.

Por outro lado, o fluxo do campo magnético efetivo sentido pela particula é deter-
minado pela fase Aharonov-Bohm, quando a particula carregada descreve um caminho
fechado ao redor da 4rea por onde passa o campo magnético. Deste modo, o fluxo
magnético adicional sentido por um elétron, quando se acrescenta o fator D, sera 2N ¢y,
que é justamente o campo magnético obtido quando se ata dois quanta de fluxo, ¢y, a
cada elétron.

Portanto, a maneira de se adicionar 2m quanta de fluxo a cada elétron em um dado
estado quantico é, simblesmente, multiplicando o estado pelo fator de Jastrow, D™. Por

exemplo, cria-se o estado

Xv = Dm@m

onde @, é o estado do EHQI com os n primeiros niveis de Landau preenchidos. Como o
campo magneético total sentido pelo estado x, é dado por B = B* + 2mp¢y, onde p é a
densidade de elétrons e B* é campo magnético orginal sentido por @, (B* = 9?%3), o filling

factor do estado yx, sera
n

V= —
2mn + 1
Obtém-se os estados de Laughlin quando n = 1, e todos os demais filling factors
fraciondrios encontrados na seqiiéncia observada experimentalmente. Por exemplo, para

m=1

para m = 2
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e a seqiiéncia proveniente da conjugacio particula-buraco:

O composto formado por um elétron atado a 2m quanta de fluxo continua sendo um
férmion, é denominado composto fermiénico, CF. Observe que, efetivamente, cria-se um
composto fermidnico, adicionando a cada elétron um niimero par de vértices. Pode-se usar
esta observagdo como uma outra defini¢do para os CE’s, dada a simililaridade topoldgica
entre quanta de fluxo e vortices.

Na realidade, ndo existe nenhuma liga¢io entre os elétrons e os quanta de fluxo no
EHQF; os elétrons estdo sobre a influéncia de um campo magnético constante e uniforme.
Contudo, observando o estado de Laughlin na forma X1/¢2m+1) = D™®,, identifica-se
que uma das correlagdes existentes no EHQF é a formagao dos compostos fermidnicos,
isto é, a adicdo de um ndmero par de fluxos quénticos a cada elétron, que deve ocorrer
dinamicamente, devido & interacdo repulsiva entre os elétrons. Os fluxos (de gauge)
componentes, entao, fundem-se para formar um campo magnético externo uniforme.

A esséncia do EHQF podera estar na composicao fermidnica de estados incompressiveis
de elétrons. O estado de Laughlin obtém parte da incompressibidade da correlacio que
leva & incompreessibilidade de ®,. Outros estados do tipo D™®,,, com v = Ty PTO-
duzidos a partir da composicdo fermidnica do estado ®,, sdo incompressiveis devido a
incompressibilidade de &,. Logo, exitem dois tipos de correla¢des no EHQF: uma é a
formagao dos CEF’s; a outra é a correlagio proveniente da estatistica de Fermi que produz
os ®,’s. Esta dltima demonstra qual é a conexdo entre 0 EHQF e o EHQI. O EHQF
de elétrons é idéntico ao EHQI de compostos fermidmnicos,i.e., uma vez estes tenham sido
gerados, tratamo-los como se interagissem fracamente, preenchendo um ndmero inteiro
de niveis de Landau.

A estrutura basica dos estados Jain do EHQF é do tipo Jastrow-Slater, isto é, um
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fator de Jéstrow multiplicado por um determinante de Slater, ao invés de um simples
fator de Jastrow como nos estados de Laughlin. A correlacio Jastrow-Slater é capaz, na
proposta da composicdo fermidnica, de descrever todo o fendmeno do EHQ, e possui os
estados de Laughlin e do EHQI como casos particulares.

Multiplicar pelo fator D™ é a tnica maneira natural de se atar 2m fluxos a cada
elétron. Por exemplo, a multiplicacdo pelo fator topologicamente equivalente IL<kl(z; —
zk)/12j — z&]]™ ! ndo altera a densidade. O fator D™ expande o tamanho do sistema,
reduzindo a densidade. Isto porque o maior momento angular de cada elétron aumenta
de N{m —1).

Nesta tese, usa-se o estado de Jain projetado no mais baixo nivel de Landau: Xy =
PD™®,. Esta projecio ndo descaracteriza o estado, visto que os elétrons do estado nio-
projetado, D™®,,, estéém predominantemente no menor nivel de Landau [34]. A primeira,
vista, poderia parecer que o estado ndo-projetado teria uma grande fracao de elétrons
nos niveis mais altos, devido & presenga dos estados ®,. Contudo, estudos numéricos
[34] demonstram que a energia cinética ¢ sensivelmente baixa, estabelecendo que Xv estd
predominantemente no menor nivel de Landau. Por exemplo, o estado ®, tem apenas
50% dos estados no menor nivel; no entanto, os estados Xo/s = D@y e xo70 = D?®; tém
96% e 98% dos elétrons neste nivel, respectivamente. A predominincia do menor nive: de
Landau ¢é proveniente do fator de Jastrow [25]. Um estado do tipo 27, onde 7, ; é um
estado do n-ésimo nivel com momento angular s, estard completamente no menor nivel,

para t suficientemente grande. Por exemplo, no 29 nivel,

1
ztnz,s = ztzs[2(3 +1) - 22] exp(—z|z2|)

= N(s+t+ 1) n 5 — tosee]. (2.1)

Para t grande, a amplitude do 29 termo dominard sobre o 12, e este estado estar pre-
dominantemnente no menor nivel. Como o fator de Jastrow, D™ = [Lick(z —~ z1)™™,

multiplica o estado @, com poténcias de z grandes, conclui-se que o estado nio-projetado
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terd predominéncia no menor nivel.

Por outro lado, Rezayi e MacDonald [35] mostraram, por clculos numéricos, que oS es-
tados nao-projetado e projetado sdo adiabaticamente conectados variando o espacamento
entre os niveis, hw,. — oo.

O overlap entre o estado projetado e o estado calculado numericamente é bem proximo
de 100% [25], estabelecendo que o estado projetado é uma Gtima aproximacio para o
verdadeiro estado fundamental da interagio Coulombiana. Isto nio quer dizer que ©
estado projetado seja methor do que o naoc-projetado. Qs dois descrevem muito bem o
fenémeno. Mas, nesta tese, usaremos o estado projetado, pois se pretende comparar o
estados de Jain com os da condensagdo anibnica, que foram propostos estando todos os
elétrons no mais baixo nivel de Landau.

Além do operador D que, ao multiplicar um estado incompressivel x, gera outro estado
incompressivel com filling factor v/(2v + 1), existem dois outros operadores, C ¢ L, que,
por repetidas aplicacdes sobre os estados do EHQI, geram todos os estados do EHQF.

C é o operador de conjugacdo de carga [36]: mapeia o estado x, no estado x;_, (a
conjugacao particula-buraco é uma simetria exata no limite B — oc). L adiciona um
nivel de Landau preenchido, levando v em v + 1.

A pergunta que surge é se o procedimento da condensacio das quasi-particulas é
equivalente ao da composi¢io fermidnica. A primeira vista, nao ha conexio entre os dois
métodos; eles estdo baseados em estruturas fisicas completamente diferentes. Enguanto
um gera novos estados a partir da condensagao de quasi-particulas anidnicas, o outro, pela
teoria dos compostos fermiénicos, gera os estados sem fazer qualquer referéncia as quasi-
partfculas, ndo necessitando, tampouco, das informacdes sobre a sua estatistica ou carga.
No esquema com os CF’s, os estados do EHQI estdo no nivel mais baixo da hierarquia, e
nao existe distin¢do especial entre o estado de Laughlin e os outros demais estados. J4 na
hierarquia por condensagéo de quasi-particulas, os estados hierarquicos evoluem do estado
de Laughlin. As fra¢fes do filling factor aparecem em ordem diferente nos dois métodos

[5, 37]. Um ponto a favor da equivaléncia dos dois procedimentos est4 na igualdade dos
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nudmeros duénticos das quasi-particulas do estado hierdrquico por condensacio e daquele
formado pelos CF’s [38, 39].

Nesta tese, propomos demonstrar a equivaléncia entre os dois procedimentos por com-
paragao numérica. Calculamos o overlap dos estados propostos pelos dois métodos. Os
resultados obtidos comprovam que os estados formados a partir da condensacao de quasi-

particulas e da composigao fermidnica representam a mesma fisica do EHQF.
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Capitulo 3

Equilavéncia

Introducao

Nesta tese, mostramos a equivaléncia entre os procedimentos da condensacio das quasi-
particulas anionicas e da composigdo fermiénica. Calculamos o overlap entre as fungdes
de onda propostas pelos dois procedimentos para vérios filling factors. E, apesar desses
modelos serem baseados em fisicas diferentes, os overlaps sao praticamente iguais a 1.

Um modelo dtil para estudar numericamente o EHQF consiste de N elétrons inte-
ragentes movendo-se sobre uma superficie esférica, sofrendo a influéncia de um canipo
magnético radial produzido por um monopdlo {40, 41] . O fluxo através da superficie
esférica, em unidades de ¢y = hc/e, é ¢, um nimero inteiro. Qs auto-estados para
um tnico elétron sdo os harménicos de monopdlo, Y%,Lm, onde | é o momento angular,

= %, $+1, .-+, €M, a componente-z, m = —,—l+1,...,I. A degenerescécia da {-ésima
camada do momento angular é 21+ 1 (elétrons com spin polarizado). A camada de menor
nivel de energia possui momento angular [ = %

Nas segles que se segem, apresentamos as funcoes de onda para o EHQF pela com-
posigao fermidnica e condensa¢ido anidnica sobre a superficie esférica em coordenadas
estereograficas, e mostramos o método de calculo utilizado para realizar a comparacao

entre as duas teorias.
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3.1 Condensacao anidnica sobre a esfera

A introducao da geometria esférica no estudo do EHQF tem uma grande importéncia,
visto que, sobre esta geometria, os estados fundamentais sio determinados sem am-
bigiiidades, facilitando a comparacao entre os procedimentos da composi¢io fermionica
e da condesacio anionica em que estamos interessados. Historicamente, foi sobre esta
geometria que, originalmente, introduziu-se a idéia da condensag@o anionica [6].

Os elétrons estao confinados sobre a superficie de uma esfera de raio R, na presenga
de um monopdlo magnético no centro da mesma. O fluxo magnético total, 4w R?B, deve
ser um miltiplo inteiro, ¢ = 25, do quantum do fluxo magnético ¢y [40]. Portanto, o raio

da esfera é dado por

R= 5",
Para um elétron de massa m,, a energia cinética é dada por z-—(p+¢A)*. Mas, como

210 ,,0, 1 2
(b +eA) =~ (=) + Sl x (V + A,

e 0 elétron estd confinado sobre a superficie esférica, a energia cinética sera dada por

A? We

_ " < 2
k= 2m, R? QSA k

onde A =r x [—iV +eA], V x A = BQ.

As componentes de A obedecem as relacdes de comutacao
[A,’, Aj] = z'e,;jk(Ak - Sﬂk)

Definindo os operadores

L =A+4 50,
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obtém-se as seguintes relagoes de comutacao:
[Layz] =0, [Lgyy] =42, [Ls 2] = —iy

[Lz:p:c + GA;,,] =0, [Lzspy + eAy] = ?:(pz +eA,), [Lwapz + BAZ] = -i(py + 6Ay)

Delas, chega-se a

[L,', LJ] = 'iEiJ'kLk.

As equacgdes acima mostram que L, Ly, L, sido os operadores de momento angular ( os

geradores de rotagoes). Resumidamente, temos
[Lh XJ] = iﬁiijk, onde X = L, Q, A.

Como A néo tem componente normal & superficie;

QA=A0=0,

LO=0L=5,
tem-s¢ que

A* = |LJ? - 82

Os autovalores de |A?| sio deduzidos apartir da 4lgebra usual do momento angular:
AP=[LP?-S°=1(1+1)-8% I=S+n, n=012.

Com [ = S, obtém-se o nivel de mais baixa energia, %wc. A degenerescéncia deste nivel

serd (25+1). Os seus autoestados sio calculados usando a transformagio de coordenadas:

: 1
u = cos(%f?)e“"’, v = sen (56‘).
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Escolhendo o gauge tal que A = —;%%T%’l, com singularidade no pélo norte, a componente-

z do momento angular pode ser escrita como

d d
Lz = —f— — = U — 0,
g 30 S=y £ S,
do que se obtém:
‘Psgm = eglmei(’"”)"”.

Um célculo explicito do operador [r x (p + eA))? conduz a

(1 +1) — 52Ogim = [-—— D genod 4 L

—_— — 8)? -
senﬂaﬂs o9 senZH(m 5 cos 6)°]Os,

Em particular, O s,, é dado por

¢ ¢
es,s,m = (sen E)S;m(COS _2_)S+m'

Os auto-estados do primeiro nivel de Landau sio, portanto,

Ussm = (sen£)Sm(cos §)5+meilmtS)e

— ,U‘Ser,uS—m'

Conseqiientemente, qualquer polinémio, ¥ (u, 2)), em u e v, homogéneo de grau 25 sa-

tisfard & relagdo |L[*¥(u, v)'®) = S(§ + 1)U(u, v)5).E, nesta base, ter-se-d que

Quando o primeiro nfvel de Landau est4 totalmente preenchido, a funcdo para os 25+1

elétrons é dada por

d, = H(ujvk — UVy ).
i<k
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Para v = L, a funcdo funcdo de onda sers,

Vo = [ (uj0 — ugv;)™;
i<k

isto porque como fungdo de (u;,v;), ¥p deve ser um polindmio de grau 25, e desde que o
grau méximo de qualquer uma das varidveis é m(N — 1), obtém-se que S = tm(N — 1),
N _ 1

que no limite termodindmico resulta em v = 5z = --. ¥,, ¢ invariante sob rotagdes da

esfera; logo, possui densidade uniforme e Ly ¥y, = 3, LW, = 0.

Os operadores das excitac¢bes sao dados por

i

Ala, B) = [[(Bus — avi) (quasi-buraco),

-
Il
o

Y _a 0 o
Ale, B) = H(ﬁau- — a%) (quasi-elétrons),

i=I

onde & e B sdo as coordenadas da excitagdo, a = cosf,e", f = send,. Nos estados
Al(a, B)¥,, e A(a, B)¥rn, a excitacio possui niimero quantico de momento angular J =
SN. Os operadores Al(a, §)¥,, e A(a, 8)¥m descrevem defeitos no fluido localizados ao
redor de a e 3 [42].

Construir um estado coletivo para as excitagoes é um problema andlogo a constiucao
do estado fundamental para os elétrons. O estado coletivo para as excitagdes sera dado
por

New

V2 = 1] (&0 — a;8,)™,

¥<d

onde p é um mimero inteiro para nao modificar a estatistica definida pelos operadores
At e A, @ =aouaef = fouf, dependendo da carga da quasi-particula. Como o

momento angular para uma excitagao vale %N , 0 grau de U7} deve ser NV, ou seja,

N
N = — 4 1.
2p

Por outro lado, a presenga de um quasi-buraco (quasi-elétron) aumenta (diminui) o
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nimero de quanta de fluxo S de % Isto pode ser facilmente visto observando o grau do
polinémio Al(e, 8)¥,, (A(e, 5)¥,) em (u;,v;). Entdo, (e, $3).Lto: aumenta (diminui)
de %N . Um estado com N®* quasi-buracos ou quasi-elétrons terd § = S (N,m) + %N ex

Desta forma, para apenas dois niveis hierrquicos,

S = S(N:m, 2p) = % (N 1)+ %[(% +1)].

No limite termodindmico, chega-se ao o filling factor

N N 1

V= — = ol

285 m(N-1)+(N/2p+1) m+i’

As cargas das excitagdes produzidas pelos operadores At(a, f) e A(e, B) sdo idénticas
as propostas por Laughlin. Acrescentando um quasi-buraco ao sistema, o estado final
terd S = S(N,m)+ 3 = 3m(N + £ ~ 1), ou seja, é como se tivéssemos acrescentado
# de elétron ao sistema; por outro lado, acrescentando um elétron, o sistema terd S =
S(N;m) + gm = 3mN. E facil perceber, entdo, que um quasi-buraco deve ter carga

. e . s , ) .
e’ = ., com sinal oposto a carga do elétron; deste modo, a sua presenca libera, por
conservacao de carga elétrica, ﬁ; elétrons para o sistema. Raciocinio anilogo demonsira

- «_ _ e
que para um quasi-elétron, e* = — £,

Coordenadas projetivas

Uma descrigio conveniente sobre a esfera é feita usando a projecio estereografica [22, 43,
30, 29]. Projetando do pélo norte e reescalando, define-se z = cot %ew. A medida sobre a
esfera, entdo, fica 4R? f %. Para simplificar, escolhe-se R = 1/2. Na, presenca de um

monopdlo magnético, a Hamiltoniana serd [29]

2
Ho = —(L+22)*(P, + eA,)(P; +eds),

42



onde

. ad i
Pz—”zggs Pz 3'6_21
z
A, =i
¢ 321—1—:«:2

Encontra-se as fungdes de onda do estado fundamental solucionando a equacgao (P; +

eA;)¥ = 0. O estado fundamental para um elétron &, entao,

P

v=—"
(14 22)%

onde 0 < k < ¢, a im de que a funcdo seja normalizdvel.

O estado de Laughlin para N elétrons com interacio serd

lI':H( _ZJmH 3

i<j (1+ zz)

5 i s vi - —Z =1
que & equivalente a [](ugv; — u;v)™, visto que u = s €V = e

Sob rotagdes, a coordenada estereografica z se transforma como

o O +b
T ez+d
a b\ ] . . o
onde It = € a matriz geradora das rotagoes. As rotacoes nos trés eixos Carte-
c d

sianos sao representadas por

1 { (I1+cosa)’? il —cosa)l/?
V2 i{1—cosa)/2 (1 + cosa)l/?

1 (L+cosB)2 (1 — cos )2
By = 7
2 —(1 — cos B)/2 (1 + cos B)1/2
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exp(iy/2) 0
0 exp(—iv/2)

R, =

A invaridncia sob rotagdes da Hamiltoniana é expressa pela identidade

OH(Z2'YO™! = H(z),

cz+d
¢z +d

0= (=—3)%.

Em conformidade, sob rotagdes, a funcio de onda transforma-se como

az; +b

V(R = Ou(———

). (3.1)

A presenca do operador O é devida 3 existéncia de umn momento angular adicional além do
orbital, induzido pelo monopélo magnético. Com a equagio acima e a aplicacdo infinites-

imal de Rz, Iy e R,, encontra-se as seguintes expressdes para 0s operadores de momento

angular:
_1 al 2 a _2 8 ¢' _
Jrv—52{:[(1—35)522—(1—Zs)§+§(zi+7-£)],
. N
_: n 9 PN
Jy——2%:[(1“}‘21)82%+(1+Zz)32+2(21 Z,)],
Noa _o ¢
= Dleig, ~Fg; 5

Sobre a esfera e o plano, o estado do EHQF é nao-degenerado, visto que, pela adigao
da interacao Coulombiana, a degenerescéncia dos niveis de Landau desaparece. Por outro
lado, experimentalmente, observa-se que sobre pequenas pertubacoes, o estado de EHQF
¢ estdvel. Como a Hamiltoniana sobre a esfera é invariante rotacionalmente, exigir a uni-
cidade do seu estado fundamental é o mesmo que assegurar a estabilidade deste estado

contra pertubagGes, uma vez que estas podem facilmente induzir transicdes entre estados
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degenerados ou quase-degenerados. Desta forma, qualquer estado proposto para repre-
sentar o EHQ sobre a esfera deve ser rotacionalmente invariante. Em particular, para o

estado de Laughlin
N

V(z;) = H(

CZi‘f—d
cz+d

az; +b
cz; +d

)Hu(

)- (3.2)

Usando as relagbes
A p— A%
Y7 (em +d)(cz +d)

1+ ziii

+an = (cz +d)(Ez +d)’

descobre-se que o estado (3.2) sé é valido se
¢ =m(N —1),

ou seja, ¥ = 1/m.
A transformacio para a coordenada estereografica reescalada, z, do operador A ~(w)

para quasi-buracos é imediata

1 N (2 —w)
AN (w) _I:I\/I—I-z,jz\/l +wu‘)’

onde w = cot &e**. J4 o operador Ay (w) requer alguma dlgebra. Apés alguns calculos,para

N, quasi-elétrons e N elétrons obtém-se

H\/—"l m{(l+zwa) — (N ~1) —a + 1]@,},

onde m' é o expoente do fator [[;cx(z; — z)™ sobre o qual o operador [To An{we) estd

sendo aplicado. Mas, atengdo: note que escrito desta forma, Ay(w,) nao age sobre o fator

1
Hz v (l+z;§i)m(N"1) ’

A aparéncia um pouco complicada do Ay (w), na verdade, esconde uma forma andloga
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a expresséoﬂo ANT(w). Para tanto, define-se o operador

¢r
P(g) =Y [l ><1,
=0

onde
(dr + 1)} 2
2rl! (¢ — DY (1 4 22)F

P ¢é o operador de projegdo sobre o primeiro nivel de Landau quando o fluxo é ¢,.

I >=

E facil provar que

An(w) = ] +zﬂ“"f[1+zjw) — ]
)

o= (¢m+1)P(¢’m_l)H\/1 +j:2:\/ai+w®

onde ¢, = m(N — 1). Para N, quasi-particulas obtém-se

N, N
II Av(wa) = TIO+2e2)=
= k

X ﬁ[(l + zi(DNq)az.- - (¢’m - Nq + l)LDNq]

=1

N
x [TI(1 + z:@N,1)8% — ($m — Ny + 2)n, 1]
=1

X H[(l + ziﬁf)a)az'. - (¢m —a+ ]-)Qa]

............

H[(l + ziwl) ¢mw1]

o)

= ($m+1)...(¢m — Ny +2)P H\/1+z,zz\/1+wawa

Como primeiro passo para construir os estados hierarquicos, observe que a funcdo de

onda normalizada com quasi-particulas sobre o estado eletrénico v = 1/m é dada por
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— s

m
l/m wa |
eqaga(\/l X, e v +z:2n/1 ot 4 (\/1 a5y +z:,zj) |

Note que para quasi-buracos, 2=z, ¥ =w e Neg = 1; enquanto que para quasi-elétrons,
2=Z,0=0eNg=(¢mt1)...(dm—Ng+2)P(¢, — N,). E 0 estado de Laughlin para

as quasi-particulas serd

U = H ( ‘Da_a"ﬁ )a/mH ( (L‘a_wﬁ )211
T et Wt waleTFwgis) o \VIT wabiay/I F 5505 )

o = %1, dependendo se as quasi-particulas sio quasi-buracos ou quasi-elétrons. Portanto,

para apenas dois niveis de hierarquia, o estado eletrénico sers
dw.do
U(z) _/H 1 +:J ec:(zu wo ) ¥q(wa)-
Impondo que ¥(2;) seja rotacionalmente invariante, chega-se as relagOes

(N, —1) = N,.

No limite termodindmico, eliminando-se N, obtém-se que

1
V= T
m =+ 5’;
_ala ] l/m
Observe que para quasi-elétrons o fator Ma<s| T \/1+u,gwﬁ| desaparece do estado

eletronico. Para os demais filling factors, os estados hierdrquicos com maior quantidade

de niveis sdo construidos de forma andloga [30]. Exigindo sempre que o estado eletrénico
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seja rotacionalmente invariante, obtém-se as equacoes

m(N —1)£ Ny = ¢
2ps(Ns — 1) £ Nyyy = N,_,  paras=2,...n-1

Solucionando-as, no limite termodinimico, calcula-se o filling factor

= 1
 m =+ L

T
Fn

Nos nossos cilculos, trabalhamos com dois tipos de estados, a saber: com nficleo duro

(CND) e sem nicleo duro (SND). Por exemplo, para dois niveis hierarquicos de con-

densagao, tem-se:

-sem niicleo duro

2
..._wﬁ m

v1+ wawa\/l + Wag

el

bor
SND H 1+wama e

— g ) (2 — z) "
% H (\/1 +UJ0:WQ\/1 + wﬂwg) ]';‘[AN (wq,)iI;E (\/1 + z; 23/ 1T+ zj;?j)

a<f

-com nucleo duro

( —_ ZJ) " dwad(.ﬁa
W = v 7
CND 2.]';‘5 (\/1 + ziZﬁ/I +Zj2j /1;[ (]- +wafi_Ja)2
Do — B

x T | ¢ | TI¢(
oy V1 +wawa\/1+wgwg oy’ V1 + walne /T + waiog

2p

I

X ];[AN“)(%) 1;[ (\/1 szixﬂj_)%ﬁ)

onde n+m' = m; 0 =0 @ = & se as quasi-particulas forem quasi-elétrons; e =1 @ = w

se as quast-particulas forem quasi-buracos.
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Expandindo Ay(w,), obtém-se

onde

F+i

Cf' representa todas as combinacdes possiveis dos elementos da lista ! com h termos. Os
operadores S, , sao simétricos e, de modo geral, nfio comutam entre si. Em menor escala,
cada operador S, , é constituido por n + 1 operadores simétricos.
Em contrapartida, a expansio do operador AL (we) é direta e bem simples
AT (War)

H v1+Zzz=vl+wawa Z kCZN nzpl v Zpn_nWor

[¥]

Para futura referéncia, escreveremos de forma andloga a expansio de Ay, definindo ope-
radores simétricos, de tal forma que

1 N

\/1+wawaH\/1+z,zz Z

Al (we) = 1S,

onde

A _
Sn - Z Zp v ZpN g

N—n
P=Cny

Evidentemente, os operadores S* comutam entre si.
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3.2 Composicao fermidnica sobre a esfera

Usamos dois tipos diferentes de fungdes de onda propostas por Jain para os estados do
EHQF, a saber:

- sem nicleo duro

XN = P®¥y,.; (3.3)

- com micleo duro [44]

fo D TP x,-, (3.4)

tal que n+m = 2p. x,. é o estado dos CF’s com filling factor v«. &, é a fungdo de onda
com todos os N elétrons no primeiro nivel de Landau. P projeta a funcio de onda a sua
direita sobre a camada de menor nivel energético.

Na superficie esférica, em coordenadas estereograficas, ®, é dada por

Yo ()
¢ = [ —e— 3.5
! };Ik VI+ ziz;/1T + 2% (3:5)

A fungio xS™P possui ao menos um @, fatorado, que assegura a propriedade de
“niicleo duro”, isto é, a probabilidade zero de dois elétrons venham a ocupar o mesmo
ponto. Esta ¢ uma boa correlagdo na presenga da interacio repulsiva de Coulomb.

2p vortices foram atados a cada elétron em xS0 e em x5VP, Pela equivaléncia entre
quanta de fluxo magético e vértices, cada composto fermiénico (CF) nos estados xSNP

e XSND ¢ formado por um elétron e 2p quanta de fluxo, ¢o. Se ¢* é o fluxo magnético

sentido pelos CF no estado X+, o fluxo ¢ gerado pelo monopélo seré dado por
¢ =¢" + 2p(N - 1). (3.6)

Para se determinar x,-, precisamos calcular a expressio das funcdes de onda de um

elétron para os demais niveis de Landau em coordenadas estercograficas [45, 30, 41]. Isto
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é feito aplicando-se o operador J_ = J, — iJ,, sobre o estado do n-ésimo nivel de Landau

ng—l—n.-—l
v [ -
& ﬂ_]_ -1 —1 .
AN T ,2—+—n (1 _).‘g..+.n_1

Dado que a degenerescéncia do 12 nivel é ¢* +1,a do 29, ¢* + 3,2 do 39, ¢* +5 e

assim sucessivamente, o ntimero de elétrons N, o ndmero de niveis n, e o fluxo magnético

¢ estao relacionados por
N =n¢* +n? (3.7)

A expressdo genérica da fungéo de onda ndo-normalizada, ®,, dos CF’s preenchendo

os n primeiros niveis de Landau, é dada pelo determinante

1 1 1

21 <2 N

£ m m

2y Z3 N

2 22 N

212y 2229 ZNZN
N 1
i 1+22 ) +n—1
J=1 ( F#3

21z}” 222:’2" e ZNZK}

A Zy !

Als Blan ... Flay

sn—=1,m sn—-1_m sn—1_m

21 Zl 22 ZZ . e . ZN ZN

onde m =N/n— 1.
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Se o operador P atua sobre uma funcio de onda do tipo ®7"x,, por definigio, P
projetara esta fungao no mais baixo nivel de Landau, tal que fluxo magnético que atravessa
a superficie esférica seja ¢, = m(N — 1) + ¢*, onde ¢* é dado pela equacio 3.7. Os ¢* +1

estados degenarados do nivel fundamental sao dados por

—_ — (¢r +1)‘ z"
. =< zla >= \J 2ral(Gy — ) (15275

talque 0 <a < de <ala>=1.
Pelas equagbes 3.8 e 3.5, percebe-se que o termo genérico para o i-ésimo elétron em

cada mondmio da expansio de @7y, serd

onde 0 <e<n-— 1l

Definindo o ket nido-normalizado |b,e >, tal que < z|b, e >= te, a projecao de iy,

sera
Pr
Pt,. =< z|Phe >= ) < zla ><alb,e>.
a=0
Usando o resultado f dzdzu(—ﬁ% = 27rp!£q(—;f;—)";)!, apds algumas integragtes, nao é diricil
provar que

[ (@etn—a-D). (po—atl) oo
(r+m)(Pr+2) (l+z2)%L )

- g...{ea—et+1)(¢rdn—a—1)..(fr+e—a+l) ro~e 1.
Plae = 9 (¢r+n}..(¢r+2) (122 seeFrlee#n—1

a..{a—e+1) z6¢

[ (8r+n)..(¢r+2} (sz)%; ’

se e = 0;

see#zlee=n—1.

O denominador (¢, + n)(¢, + 2) aparecerd elevado a N apds a projecio de cada
mondmio da expansio de ®Tx,,. Mas, como nem ¥°NP ¢ NP ggti0 normalizadas, este

fator [(¢, + n)(¢- + 2)]™" pode ser esquecido, pois desaparecerd na normalizagao. Dai,
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redefinimos a atuacio do operador P para

+n—a-1)... (¢ —a+1)—E see=0;
(st ) (qbf )(1+z2) r ]
ZE)
1 3 .a
g see#£0ee=n-—1.
L (14en)F ¥ &

Observe que a presenca de z° num mondmio z°z¢, por causa do operador de projegio
P, gera uma e-ésima derivada em z.
Como os z's s6 aparecem em x,, devido & presenca de niveis de Landau acima do
de menor energia, a P®”X, pode ser reescrita na forma —————P,D? onde P, é um
Hj(1+2jfj)2f'

operador antissimétrico nas coordenadas dos elétrons e DP = [],;4(2; — 2)?. Definindo o

operador Log,, tal que

k1 + Log,, ,

)z

: b=k1+a+b6 G-I-b
ka+Log,, "7 ka+a+b

T

P, resulta dado por
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(¢r+n—1ﬁ-Log,,1 N
(¢'1'"L0921 I

(¢r+n—2-Logz, )!
“1 {¢r—1-Logz, )|

2m (¢pr+n—1—m—Laogs, )}
1 (pr—m-—Logz, )}

_i(¢,+n—1~Logzl)!
bz (¢r+1—Log,,1)!

8, (¢r+n—2—Logs )!
821 1 (¢r~Logz, )!

-

_8_,mlgr+n—1-m-Log,,)!
8z "1 (¢r+1-m—Logz )!

ik (¢r+ﬂ—-1—L092:])!
8% (r+k—Logz, )!

gk (¢r+n- 2 Logz J
82F “1 (¢, +k—1—Logs, )!

8¢ m(¢r+n—1-—m-Log,)!

dzF L (¢ +k-m—Logz, )!

aﬂ.-—-l

azf’—t
an-—-l
e |
dz7

a"~l m
az;""'I 21

(pr+n—1—Log:,)!
ie;b,- ~Log., )!
{¢r+n—2—Log, )!
22 (e —T—Logz, !

R (¢r+n—1—m-—Logs, }!
2 {(¢r —m—Logz,)!

8 (¢r+n—1-—Logs,)!
9z2 ($r+1—Logzy)!
8 (prn—2-Logs,)!

8—2222 (¢7_L09z2)!

3 m (¢ +n—1-m—Logz, )}
dz2 2 (¢r+1-—m—Logz,)!

8k (¢r+“_1—[-0922 N
3_225 (dr+k—Logz, )t

a (¢r +n—2—Logs, )!
82 “2 (¢, +k—1-Logz, !

m (¢r+n—1—m—Logz, )!

ikk'zz ]
Bz (¢pr+k—m—Log,, )}

an—-l
dzy " r

an—-l p
8271 2

gn—l =M
B A
a7 2

(pr+n—1—Logsy )t
(¢’1" “LDQZN )!
(p- +n~2ﬁ-Long)!
2N “(r—1-Logzp !

m (Prtn—1-m-— Log,p !
N (¢r—m~—Log.y )!
8 (#r4n-1-Log.\)!
Bzn  (Pr+1-Logay )!
8 (fr+n—2-Logey )

By N (pr—Logp )

8 _m (r+n—1—m—Logz, )!

Bzy N (pr+I-m—Log:p, )

ok (gran-1-Logp )t
azN (¢r+k“L09zN)!
gk (prt+r—2~Logzy )!
BzNJE N (¢r+k—1—Log. !

gk M (¢pr+n—1-m—Logzy )!
BZNE N (¢,+k~m-=LagzN)!

an—-l
S n—L
dzy
gt
=%=T
dz5y

an—! 2m
Bz;—[ N

3.3 A Comparacao

Realizamos os célculos expandindo as fungoes de onda propostas pelos dois proce-
dimentos. Nesta secao, explicaremos como executamos esta tarefa. Todos os cdlculos
foram feitos usando pacotes de computacio algébrica, de modo que os resultados estao
100% desprovidos de qualquer erro computacional. E ainda podemos nos certificar da

exatidao dos resultados aplicando operadores que exigem a invariancia rotacional dos
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estados calculados, como veremos em detalhes mais adiante.

A expansido dos termos [](z; — z)™ e [[(wa — wg)?.

E interessante expandir o termo [1(z; — 2 )™ em determinantes de Slater porque, deste
modo, os cilculos tornam-se mais ficeis. Encontra-se, em livros sobre funcdes simétricas
[46, 47, 48], métodos de expansdo. Contudo, preferimos usar um nio tio rebuscado, mas
de mais ficil programagao e que possa ser diretamente estendido para os casos em que
m > 3.

Como primeiro passo define-se as fungGes-base simétricas, M, e antissimétricas, A.

Para N coordenadas, z;, 25,..., 2y, tem-se que
Apy Awy , Apg Ap3
M oAy = Zzl EAES N A
_ M . Apy A3 An.
- Zzplzpz z "‘ZPN’
Apy Ap2 Aps Ap
A erseiny] = ()2 EALII AL
— M AP g A
= Fp(=)Palapstopd ... 2o
Al Ay A A
2 29 Z3 see Zpr
Az Az Az X
A 29 Z3 - ZN2 )
—_ Az Az Az g
- Zl 22 Zg . ZN
A A A
7 zé\N ¥ oy

onde a soma ¢é feita sobre todas as permutacdes de [1,2,3... N], e (—)? serd igual a 1 se
a permutacao p for par, e —1 se for {mpar.

Nesta notacao, o produto entre duas quaisquer bases antissimétricas, A, serd uma
soma de bases simétricas, M; da mesma forma, o produto de duas quaisquer bases M

serd também uma soma de bases M, e, finalmente, o produto de uma base A por outra
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base M seri uma soma de bases 4. Genericamente:

A[A11A21A3 -'-:AN] A{'TI)TZ’:'YZS)"',TN] =
— P AN 2T Va2 Ve Tan
Z( )zp1 o pa...sz (=)0 2,223 ... 2y
q

An Ya1 Ve 'qu Tap
Z Pz Pa < Zpy ( ) Zpy’ Zpy” Zpg” - -+ TpN
q

— N, ATy LAY, LAzt AN +Tay
_ZZ( ) Zpt zpz 2ZP3 ... Zpy

—_— Y .
- Z( ) M[A1+'TQ1 :A2+'quxl\3+')'q3 AN+T€N]7

M[Al »AZ, A3 v--yAN} M[‘Yl 12,73 ,.--,'P’N} =

Aa Ty ’an 'Tqa Tan

Z pe P3 * ZZ ZN
'\3 Yoy > Yao '7’43 Tar

= pL pz Zpg - - Zzp: Zpy Zpy° - PN

— Z Z 2N e z"”‘qu . z;\g+791v

= Z M['\l Y1 A2+ Yag A3+ ez o AN HYan |
q

A[Al,)ﬂz.)‘a-u«\NJ M[’?‘L,’Ye.’)’s,---,'m] =

_ E P AL, Az Az § : Ta 'Yq?, ’Tq3 Yow
Z Zp.z zpa .. 21 29 [ ZN

As Tay 'qu Yg Yan

- Z z ZP?. Zpg - - sz Zpy” Zpy° + v ZpN

— Z )p Z z/\1+’7q1 z"2 +Ygs z"3+743 o z;\:rﬂq,v

= Z A[A1+7q1 A2+Tgo A3+ Tgz - AN+'TQN]'
q

Como exemplo, para N=4,
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Hz’<j(zi —Zj)z

[Tz — 2

i<j

2l %2 X3 Z4
H(z,- —2z5) = Apag =
i<j zl ZZ 23 24
2

Zy 23

= Anzg Apag

= M[2,4,6] - Mz 5.5 — Mis 5.0 + 2 Mg a5) — Migaq) — Min a1t
M55 +2 M 25.6 ~ 2 M 3,35) — 2 M 450+ 2 M) 344t ’
—Mp2226) +2 Mpa2,3,5) + Miz2.4) — 3 M2 334 + Mz 3.33)

= ;4[1,2,3] A[1,2,3] A[1,2,3]
= Apee) =3 A8 —3 Ase — 15 Ase7 — 3Ap 260 +9 A7t ]

!

+27 A[2,3,5,8] -6 A[2,3,B,7] -9 A[1,4,5,3] —15 A{2’3'4’g] — 45 A[2'4'5,7]+
+27 A{1,4,6,7] + 105 A{3,4,5,6] + 6 A[4,3|3] +6 A[1’3’5‘g] - 12 A[1_3,3,8]

A2 A[1,2,3] Ap a3

576 Myg,8,12) — 15024 M3 3 7,11) + 864 My 10.10] + 864 Mis 6,12 +

—5856 Migg,10] + 3552 Mis 5,5) + 864 My 28,12 + 1296 M 3 10.10] +
—5856 M(2,4,6,12 + 31824 M2 ,6.6,10) — 16176 Mz 4.5,10) — 14112 Miz 5 5.5) +
+3552 Mig,0,0,12 ~ 14112 Mig 4,,10] + 40344 Mg 1 5.5) — 42528 Mis 6.0 +
+14804 Mis 5.6,6) — 1440 M[4,9,11) — 2016 Mis7,11) — 8832 M7 5,9) +

—2160 Mpp2.0,11) + 15744 M2 4,7,11) — 26208 M]3 5 7.9 — 17472 M sem)+
+21984 My 5 5 5] — 7536 Mg 4 5.11) + 64944 My 5 6 o) — 70320 Mg 57,9 +
—53544 M5 5,6,7) — 1440 M5 7,12] — 2016 Mis g 10) — 2016 Mz 5 7 19) +
—4032 Mz 59,10 — 8832 M]3 4 5,12) — 26208 Mi3,5,6,10) — 23424 M3 4 5.9) +
+64944 M3 g 7,5 + 3456 Mis,,11)+ 6144 Mg9,0) + 6144 Mg 710+

+6048 Miz3,8,11) + 10272 Mis,4,6,11) —~ 30648 Migg,6,] + 4608 M1 .5 11 +

+21984 Miz 4,7,10) + 6288 Min,4,0,9) — 29352 My 4 7.9) + 43920 Mig,g,7,7)F
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—16800 M]3 5,7,10) + 43920 Mg 5 5 5] + 14640 Miy,5,5,10) — 1440 Mp 38,12 +
—2160 My 3.10,10) — 2016 M| 5 6,12) — 17472 Mi1,8,7.100 + 15744 My 58,10 +
—7536 M|1,7,3,8) + 3600 M1 3.9,11) + 1296 M1 5,7,0 + 10128 Mpz7,29 +
410128 M3 5 5,11) + 44136 M3 5 7 9] +- 24168 Mis,5,2,7) + 3456 M|y 4.7.10] +
+6048 M) 49,10 + 10272 M; 6,3,9) + 6144 Mip 55 15) + 14640 Mp7.2,8 +
+6144 M3 3 5,12) + 6288 M3 3.8,10) — 29352 M3 5,88 — 16024 M 59,0+

+25g2 M[3‘3’g,g] - 33000 M[3‘7‘7‘7l - 33000 M[5,5|5,9] - 9504 M[i,4,3,11]-

O mimero de bases, M ou A, que aparecem em cada expansio de Hg<j)(zi —z;)™ é
determinado pelo mimero de particdes de m—f\—r%—iu com N - 1 e N partes, e com cada
parcela, no méaximo, ignal a m(/N — 1). As bases simétricas, M, podem ter particdes com
parcelas iguais, mas as bases antissimétricas, A, devem ter todas as parcelas diferentes
entre si, caso contrario, esta base serd identicamente nula. Para m par, o nlimero de bases

N(N—-1}
M § dado pelo coeficiente do monémio t¥¢™ ™ = “ na expansao da funcgio geratriz {46],
g

m(N-—-1}

II (1-t)".

=0

Para m impar, o nimero de bases 4 é dado pelo coeficiente do mesmo mondmio do caso

anterior, na fungao geratriz
m(N—1)

I 1+d).
=0
As funcdes de onda finais serio apresentadas com uma expansio nas bases antis-

simétricas, A™, normalizadas. Estas sdo similares s bases A, com a diferenga que estio

normalizadas. De modo geral:

(n) ADiA2,Ag ih )

A =
A1 A2,A3 A A1
[ 1142343 N] n[z\1,A2,/\3...,)iN]

onde

2
M AeAs mdn] = N!(W)N H(¢ — AL
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No entanfo, os cdlculos preliminares sac totalmente feitos com as bases A, porque, desta
forma, facilita-se bastante o trabalho, e bases normalizadas 4™ podem ser facilmente

introduzidas na expressao final.

Conjugacgao de carga

A conjugagao de carga [36, 33],que leva a expressio de uma funcio de onda com fator

de preenchimento v para os buracos numa outra com com fator de preenchimento 1 — v,

é dada por

i = [ TT 2N i) o1 0)
I_U ; (1+ZN+5ZNH)2 v \EN+i o ENeM P2 .- 2N M )

onde M é o nimero de particulas em X}, NV é o niimero de elétrons em xi_,, e N+ M =

¢+ 1 . Como as funcdes x, estdo sendo expandidas nas bases A, devemos determinar

como a seguinte integral pode ser feita

M _
dznidzng -
’ I’;I (1 + ZN+?:Z.N+1:)¢'+2 [1’2!3,--.,N+M 1] [A1|A2;n.,/\M]

Primeiro, define-se a notagao

Al A1 A1

R

Az Az Ao

{p1.p2.p3,.-.} Zpy %py  Cpy

[A1Ae A,

Com esta notagao, note que a identidade se verifica

Ajp,1,23,...N+M-1] =

ALA2, g NFM—1]—[A k1,k2, . ikrs, [N M 1] —{k]] 1 {k1.ka,...k N+-M—1]-[k
(_)[ A =l Z (_){ ke, (VM) {]]A[{A:,,\g,...,,\::]}A{{[[N+MfI}]-[[AI]]}’

— A
k=Ci 4 p—1)
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onde [V + M — 1] representa a lista [0,1,2,..., N + M ~ 1J; [k] e [A] representam as
listas [k1,..., k] € [Ar,..., An], respectivamente, e as operacoes [N+ M~-1]-[)e
[N + M — 1] — [k] determinam as diferencas complementares dos conjuntos formados
pelos elementos das listas [A] e [k] em relagdo ao conjunto formado pelos elementos de
[N+ M —1]; por exemplo, [N+ M —1]—[}] = {0, L2, ., N+M—-1}={A, Moy M)
por defini¢do, os conjuntos formados pelos elementos de % e A estido contidos no conjunto
{0,1,2,...,N+ M — 1}. Note que, para que a identidade acima se verifique, o resultado
das operagdes [N + M — 1] — [A] e [N+ M — 1] — [k] deve ter os elementos ordenados do
Ienor para O maior.

Portanto, o resultado da integral acima serd dado por

I = M'HC)\ [)‘1,)&2 A [N+HM—1]-[A]] ANr—-11-p]] »

dzdz k In
onde Cy = [ (1+zz)‘1+2z Z

Aplicagdo dos operadores P, e S

Os operadores de proje¢io antissimétricos P,, e 0s que compdem os operadores de
criagao de quasi-particulas Ay(w) e AfN(w), simétricos, S, e S*, estdo aplicados sobre
as expansoes de ], ;(z; — z;)™. Nas bases A e M, a execucao destes cilculos pode ser
feita para um maior nimero de filling factors e elétrons sem, contudo, produzir overflow
no computador.

A acio do operador P, segue o mesmo padrao da aplicagio de um operador anfis-

simétrico sobre uma base A ou M. Por exemplo, para 4 elétrons nos dois primeiros niveis

de Landau

a a
Py =3 (=V(¢r +1—Log,, ) 2y, (¢ — Log.,,) e azp“
D3 4

P

que, se aplicado a uma base simétrica M, produzird uma expansio em bases A, e se

60



aplicado a uma base A produzird uma expansioc em M:

PoApy poran) =

Jd 0
= - L z T 7 D2 Ozgy
Z ¢r +1 0z, ) “ps (¢ Log p2) 83;:13 azm

a a

Ozp, 02,

DN AT AP A
g

= E (¢ + 1 — Logy, ) zp, (¢r — Log,, ) — Zps E("’)qzz):fl 33?32 z;‘gs Zpit
q
A
- y_: y_: (6 + 1= 20020 (¢ — Ay )z ™! Agza® ™ (Mg, + 1)z

— E ¢‘r + 1 - ’\ )(¢)7‘ - AQ?)AQ:S(’\‘M + 1)M{)‘q1s’\qz+ls)‘q3"—1’A‘I4};

Pn M[Al 1A21‘\3 A‘l] =

d
= Z ¢r +1-— Logzp ) Zpa ((ib" - Logz”) éz—pa 8

A A
o Zzlql w0 NN
—ZZ (6r + 1= A28 (8 — Agy)zpe ¥t Agzim™ (Aq4+1) 24

= E ¢r +1-— t;r1 ((}5r - ’\42)}"?3 (’\q.a + I)A{/\qlsl\qz‘f‘l-’\qs—l:)‘qd'
q

Na expansao do estado hierdrquico da condensagao aniénica nao é necessario expandir
totalmente o produto de operadores [, An(ws) € [1, An(w,), uma vez que a integral nas
coordenadas das quasi-particulas restringe as seqiiéncias Sy, 5m,6 5050 - - Sana. Apéds a
integral, sobreviverao apenas aquelas seqiiéncias onde os g, nig, nig . . . 1 N, 530 identificados
com os expoentes das coordenadas das quasi-particulas, Wptwp2ls . .&;f:;, na expansao

de [T &o — @s)?. Isto ocorre porque a integral

dw,
/H lfWng& H |wa — wg IZ”’"‘Hwa"w

onde e = N/2+4 Ny +0/m+1, s6 serd diferente de zero se Y,(aa —bo) = 0. Em particular,

quando as quasi-particulas sdo do tipo quasi-elétrons, ¢ = 0, a, = b,. Portanto, para
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quasi-elétrons, se

Ap
Mwn - e = TMy (Suradrul®..ol)
= ZM/\ M[A]_,A2’A3--.ANq}’
)
onde A assume todas as parti¢des de Ny(N, — 1) com N, e (N, — 1) parcelas, sendo a

maior parcela no méximo igual a 2p(Ny —1), e M, é o coeficiente da funcio base My da

expansao escrita nestas bases, teremos

Qo do 5 5B T AD
/H (1 + Watde N/2+p(Nq—1)+2 H(wa — wg) pHA‘N (wa) =

_ f diwe di
- H 1 VIF¥zz H (1 4 wa@e N/2+P(Nq“1)+2 %

X ZMA Z wlwl)’\?‘l (L()sz)APQ . (ququ)/\Nq S)ipl,l S’\sz ce SANQ.NQ

alNy
= H ( I—‘l F ztzz) ;M,\ CA]_OAQC,\3 . ‘O/\Nq ;S/\plvl SAP2:2 SAPS'S . SANq,Nq!

onde

dwde (N/2 +p(N, — 1) — n)!
Cn = f (1 + wa) V/2Hp(Ng=1)+2 (ww)™ = 2mn! 3 ’

Os operadores simétricos, Skq, que compdem o operador de criagio de quasi-elétrons, sao

formados por operadores simétricos menores, da forma

J o
= st

onde

0 0d d
'ST: Z Z ZPIZPQH'ZpF"aZk Az,

—eN-n -
kfc[N!"p—Ck "

asz_"

As aplicacoes de cada S} sobre as fungoes de base A e M sdo idénticas:

SPAMdeAN] = 20 A Me Ak, S AL gy 1sedgy = Vg g =Ll

N NI
= C[N]" p=C}
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SEMinerdn] = D MMy Aewn D Mgy ~Ledpy —Lisedpy L]

N — _ Nl
k*C[NJn p=C,

Para quasi-buracos, a agdo dos S* sobre as M e A é dada por

h —
Sz A{/\l,Ag,...,AN} = Z 1‘1[...,)\][,14-1,...,)\pz 0 S PR JN

N
k=Cw,

h -
S My padn] = Z M[,..,Apl+1,...,Ap2+1,...,...,ApN_'+1,_,_].

==
*=Ciw)

Invariancia rotacional

A necessidade da invaridncia rotacional da funcao de onda do estado fundamental
fornece-nos, ao mesmo tempo, um teste para a nossas funcoes de ondas calculadas e um
método para se determinar os coeficientes da expansio nas funcgdes de base A.

As fungées de onda calculadas t8m a forma

1
‘I’ - ZCAA
2 [AL, Ay An]
I—I»i(l + zizi) 2 oA

onde a soma estd sendo feita sobre todas as particoes de %V— com N e (N — 1) parcelas,
tal que, no maximo, cada parcela seja igual a ¢, e todas as parcelas sejam diferentes entre
Si.

Da invaridncia rotacional dos estados do EHQF, a acdo dos operadores de momento

angular J;, J, e J, sobre estes estados deve ser identicamente nula. Como

d
Y A Andein] = D ANAL A1,
7 0% o zZ E

a N
Z zza_A{.\l Az An] — Z Az'Afz\l,lz,...,AN} = .¢_A[A1,/\2,...,/\Nj)
i % 5 2

7
Z Z?EZ__A[,\l,Az,...,AN] = Z /\iA{...,.\g+l,...]1
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a aplicagio dos operadores J;, J, e J, sobre as fungoes de onda calculadas implica que
¥
Z 0 Z CA‘;‘[AL,M’---,AN] — 0:
T 0%

0
Z(Zf—z— — %®) D CAAD pyrn] = 0.
)

i 1
Estas duas equagoes sao equivalentes, ambas levam-nos ao mesmo conjunto de equacdes
que relacionam os coeficientes c¢,. Por ser de mais facil manuzeio, usamos a primeira para
testar as funcdes de onda calculadas.

A presenga destas equacgoes para os coeficientes ¢, indica-nos a existéncia de um
nimero finito de fungdes independentes e rotacionalmente invariantes. De modo que
as funcoes de onda serdo combinaces lineares destas funcgdes independentes. O nidmero
de funcoes rotacionalmente independentes é dado pela diferenca entre o nimero de coefi-
cientes ¢, necessarios para se expandir a funcio de onda e o mimero de equacgdes que os
relacionam, ou seja, pela diferanca entre os coeficientes dos mondmios t¥¢% e t¥ g% 1

na expansao da funcio geratriz
¢

[I(1 +tg*).
i=0
Ou, mais sucintamente, o nimero de fungoes rotacionalmente independentes é dado pelo

. . BN ~ .
coeficiente do monémio t¥¢*= na funcio geratriz

L)
1 +t)(1—q)

i=0

Para alguns filling factors, o ntimero de bases A e de fungoes independentes com

invaridncia rotacional é mostrado na Tabela 1.
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Tabela 1: Nesta tabela, lista-se a dimensio do espago de Hilbert no menor nivel de Landau e o niimero

de estados independentes rotacionalmente invariantes para alguns filling factors.

v | N | bases A | funcées independentes | ¢ (formula) | ¢ | L (= %ﬁ)
214 5 1 SN-4 | 6 12
6 58 3 11 33
8 910 8 16 64
214 43 2 IN-2 |12 24
6 | 1.242 10 19 57
8 | 46.029 80 26 104
2|4 43 2 EIN-6 |12 24
6 | 2137 13 21 63
8 | 139.143 164 30 120
&4 150 3 UN-4 |18 36
6 | 11.963 29 29 87
8 | 1.229.093 702 40 160
=14 150 3 BN-8 |18 36
6 | 17.002 34 31 93
8 | 2.502.617 1.137 44 176
2109 910 8 IN-5 |16 72
L6 2137 13 UN-1 |21 63
9 | 610.358 506 32 144
16| 17.002 34 IN-3 |31 93
=14 33 2 Iy-18 1 22
9 | 184.717 217 28 126

Determina-se as bases ortogonais que expandein o espago das fungoes rotacionalmente

invariantes para cada filling factor calculando e solucionando as equacdes que relacionam

os coeficientes c¢). Algumas destas bases estdo impressas nos Apéndices.

O espago dos estados com momento angular diferente de zero também pode ser deter-

minado, solucionando as equagoes

(Z 9z )J+m_;+1 ZCA‘A Al Az AN T 0,
2
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J ¢
(zi—— = +my) Y erAp pay] =0,
; 82;3' 2 ; ! N

que sdo oriundas das relagbes basicas J,Wm, = my¥,p,, (J; — i)™, =0,
onde J é o niimero quintico de momento angular.

Para um nimero grande de elétrons na amostra, podemos encontrar o ntmero de
fungoes independentes, p, que expandem o espago para um dado filling factor como sendo
dado por

p = SN

onde S(N, L'} é o ponto de sela da
N+¢f N ¢
— 7! ey _ o PUY_ . _e—PlJ+ms+1}
5= Lp-{«[o duln(lv e ) fn duln(l—e ) [o duln(l—e™™)+In(1—e )s

(3.9)

que ¢ determinado pela solugao da equagao

p—P(J+mI+1) 1 re(N-+¢') ze™® 1
f dx
0

Np e % [ ¢ p re %
! J—

l-e* ,02 1—e‘$+—p—2 0 1—e-*
(3.10)
N(N-1
onde{Ll B %_42—)—’”&&
¢ = ¢—(N-1).

‘Toda fungao antissimétrica pode ser decomposta na forma

/]
0 = ___5___
E Hk(l + 2 2)
Desde que
N(N -1
Z zz d)N ( ) - mJ)‘Ijg = L"I’s

1- 2 2

expande-se ¥, na base simétrica M:

Z {81,82-..
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onde
N _
Zﬁi:%"—_‘—N(A; 1) —my

0</<fr<...<BN <.

De modo que o niimero de bases M (ou A) na expansdo de ¥, (ou ¥) sera dado pelo

coeficiente de t* na expansdo da func¢io geratriz [47]

(L—t#+V)(1 —¢#+V-1) (1 —t)
(1=t) 1 — ). (1-t)(1—=tM)T —t¥-...(L—t)

G(¢',N;t) =

e o nimero de fungdes independentes p(V, L') sera dado pelo coeficiente de t~ da expansao

de (1 — "™ )G (¢!, N; ),

dt 1 — gF+mi+l H:’:-}W(l - tk)

NIN=§ -2 , .
PN L) = f ot (= ) TPl — 79)

Quando N e L' tendem a infinito, é valido aproximar p(V, L') pelo ponto de sela ¢, de

1 — ¢ +matt Hkl\_:rlcﬁ'(l _ tk)
2 R (L — %) TR, (1 — %)

S= ln( )1

p(N, L) = 5(N, I}).

t. — 1 quando N e I’ sio suficientemente grandes. Definindo t, = ¢?, e trocando os

somatérios por integrais, chega-se s egs. (3.10) e (3.11).

Overlappings

Todos os célculos foram executados com as funcgdes independentes 4 ndo normalizadas;
no final, normalizamo-las, multiplicando cada termo O hewAn) A e av] da expansao por
VT Mae-an» gerando o resultado parcial 37, cf\")AE\"}. De modo que a normalizacao de cada
funcao se d4 multiplicando este resultado parcial por L , Visto que

\; E,\(""g“))z
< A&T)|AE\T e 5,\1,\2.
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O overlapping entre duas fungges, ¥ = m oA ey = m =, e A,
é dado por 3,0 h,cf\n) c,(r"). Nos Apéndices, encontram-se algumas das fungoes de onda

calculadas. Na Tabela 2, estao os overlappings calculados.

Tabela 2: Qverlappings entre os estados propostos pela condensagiio aniénica e pela composiciio

fermidnica.
v | N Overlappings
% < ‘IIPDmI'I'Exus > | < ‘I"PIP‘I)IX!I\PEXU@ > < ‘IIPDml‘I’«InE'I'f >| < ‘I’%P‘EHJW%E-I'? >
6 .9993234149 9993615971 9998331523 9999456457
4 1 1 1 1
v N Overlappings v| N Overlappings
% < ‘I'Exus |"I"1’1E‘i’f >l < ‘IIPszl‘I"I’lP‘Plxn > % < ‘I'BXIJsI‘IIDCXUa >
6 [ 9986479001 9999288987 6 9993762574
4 1 1 4 1
v| N Overlappings
%‘ < ‘I’ExUsl‘I’DPsz > | < ‘I’EX:/sl‘I’Pszz > < ‘I’DPszl‘I’Pszz >
4 9999614869 9599614869 1
v | N Overlappings v | N Overlappings
% < 'I'EBngl'I'DCPDiz > 131- < ‘I’Bx”sl‘l’pzcx”a >
6 .9996522383 4 1
v | N Overlappings v | N Overlappings
1_23' < ‘I’Exlnl'pDPszz > '157' < ‘I’BBx”al‘I’DCDGan >
4 19999218859 4 .9599999997

A notagdo desta tabela nado deve gerar ditvidas. P é o operador de projegdo; C,

o de conjugacao de carga; D significa ®}; F indica que a funcio de onda provém da
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condensacao de quasi-elétrons no nivel hierdrquico subseqiiente, ja B indica condensacio

de quasi-buracos.

Conclusoes Gerais

De acordo com os dados da Tabela 2, constata-se que, realmente, os dois modelos
propostos, composi¢ao fermidnica e condensac¢ao anidnica, para o Efeito Hall Quantico
Fracionério, sao equivalentes: os overlappings das funcoes de ondas calculadas sao bem
préximos de 1.

O grande niimero de bases A dificulta enormemente o cilculo das suas funcdes de onda
para um maior mimero de elétrons . Por outro lado, na condensagiio de quasi-elétrons,
como 08 operadores simétricos, S, que aparecem no desenvolvimento do operador de
criacao destas quasi-particulas ndo comutam entre si: quanto maior for o ntimero de quasi-
elétrons, maior serd o tempo computacional exigido para o cdlculo da funcao de onda. De
forma que o cdlculo destas fungdes com condensacgio de quasi-elétrons requer muito tempo
computacional, fazendo-se necessdrio o desenvolvimento de um novo método. Solucionar
as equagoes que relacionam os coeficientes das bases A seria um caminho, desde que se
conhega, no minimo, coeficientes em niimero igual ac de func¢des independentes, visto que
a simples solugao algébrica destas equagGes também requer muito tempo computacional
e memoria randomica (meméria interna a CPU).

Outra possivel continuacéo deste trabalho ¢ um estudo mais aprofundado, no limite
termodindmico (VN — oc), da relagio existente entre a dimensio do espago das funcoes
independentes, o filling factor e 0 momento angular, principalmente para os casos em que

este é diferente de zero (ver as egs. (3.10) e (3.11)).
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Apéndices

Funcoes de onda e base para v = %

Para N =4:

Wy = —0.5345224838 Ajzs5) — 0.5345224838 Ay 23,6 — 0.3779644730 Ap 5.

+0.3779644730 A[12,45 + 0.3779644729 Ay 4 6)

Para N=6

SND _£
Exyys = 51

WM R = 0.9996479001€; +0.009799745638¢, + 0.02465848822¢,

U3Ye, = 0.9993234139¢4; + 0.02804379991€; + 0.02379619246¢,



YEN G 0, = 0.9993615971¢; + 0.01830660180¢, + 0.03068007148¢;

& = —0.09263891056 Agp 5,7,9,10] —0. 1098010074 A7y 5.9 9.10) +0.03535257254 Ay 5511
—~0.1078849532 Afz 4 7,9,11] +0.1390442911 Ag 4 6 9 11) +0.05017463569 Ap3 4 7 511
~0.09524314428 A7y 5.6,10,11) —0.1915430820 Ay 6.7.9.11) —0.09416301472 Apz 5 4 6 5.10)
—0.1268970026 Aj3.6,7.5,9) +0. 1715815008 A1 25.7.0,11] +0.1390442911 A 5 7.5 11]
~0.1753001549 Ay 5,6.5.10) —0-1915430820 A3 4 5.10,11) +0.1164615554 Afy 2.4.5.10,11]
~0.03550123581 A1 4,8.9,11) —0.03550123581 Afg 5.7.10,11) +0.03844024228 Ap1 5.4 7.5.10)
—0.1098010074 A(1 2.5.6,10,11] ~0-003210775645 Afz 4 5.6,7.5) +0.1897265039 Af, 2.6.7.5.0]
—0.09416301472 A5 35,7 5,91 +0.1104616174 A, 5 5,6,8,10] —0.009553333415 Ay 2.9 1011
+0.009553333418 A1,3.5,10,11) —0-01494516905 Arz 3.5 65,01 +0.1196396414 Ajy 5 7.5,
+0.08612571754 Arg 34,7 5.9 —0.1451372796 Ap1 5 5.7,5.10) +0.02296565533 A 4.5.6.8.4]
+0.02296565533 A[3,3,5,6,7,10 +0.003210775645 A5 4 5 7.6 +0.006736052228 Az 6 - 5.10]
+0.08874984899 A(3 5 7.6,10) —0.1268970026 Apg 3 4.5,8,11] +0.3248316849 Apy 5.6.7.11]
~0.02583873587 A[1 4,5,6.7,10] —0.1576076724 A[; 3.4.7.8,11) ~0-03903485708 Ay 5.6.0.11)
+0.1196396414 Afz 3,4,6,7,11] —0.2220528586 A3 5,6,8,11] +0.1610234743 A[1 2.5, 8.11]
~0.1576076724 Afg 4,7.9,10) ~0.1753001549 A1 3.5.6.7,11] +0.006736052229 A1 3 45.0.11]
+0.1897265039 Aj,5.4 5 5,10 +0.08874984899 Apy 4 4 65 11} —0.1451372796 Apy 5 4.6.0.10)
+0.1715815008 Afz 4 5,9,10 +0.1610234743 Af3 5 6.9.10; +0.1015046281 Ap3 4.6 10.11)
+0.01851285781 Ajy 4 7,10,11] +0.1164615554 A7y g.7,0,10) +0-2274043917 Aps 2 4.7..10]
+0.1015046281 Ay 5.7.9.11) —0.09263891056 Afy 2.4.6,9,11] ~0.3280029636 A1 5.5.5.9.10]

—0.04799438 146 A{1,2,5,6,9,10]



€2 = 0.07345842900 iy 5,7,0,10) —0-1731110133 Ajy 5.5 6,20 —0-1324957772 Az g g 0,11
—0.08254419555 Afz 4,7,0,11) +0. 1045793014 Arg 4 5,011 —0.0009829907594 Ats 4 7.5,
+0.1275718753 A 5.6,10,11) +0.03079489423 Apy g 7 511 —0.1287236825 Atz 3.4.0.6.10]
+0.1926104184 Afg 67,5, +0.06061993310 Apy 5 5 7911 +0.1045793014 Apy 576111
+0.07344627926 Aty 5,5,5,10 +0.03979489423 A(3 4 5 10,11) +0.-1836119572 Ay 2 451011
+0.2270494951 Ay 4 5.0.11) +0.2270494951 A3 5.7 10.10) —0.03084734285 Apy 3 4.7.5.10)
~0.1731110133 Aq 2,5,6,10,12) — 007396245000 Az 4,5.5.7,9) -+0.02569701499 Ay 2 5.7.5.9
—0.1287236825 A1 3,5,7,3,9) —0.01035059517 Ars 35.6.8,10) +0.1547016411 A3 210,11
~0.1547016413 Apy 8,10, —0- 2038268111 Apy 5 5 6.5, —0.1815948439 Afg 57.5.0

,,,,, o) +0.1150872402 Ay .5 7,5,10] +0.2248876148 A, 4 5 5 .
+0.2248876148 A g 5.5,7,10; +0.07396245900 Arg 4 5.6.7.5) —0.2428504990 Apz 6 7.5 101
+0.06675137204 Ajg,s 7,8,101 +0.1926 104184 Apy 5 4 5 5 11) -+0.08522997827 Acy 5 6.7.11
—~0.2105003732 Af1 4.5,6,7,10) ~0-05568296415 Ayy 5 4 7.5,11) +0.05228460227 Ay 5 0011
—0.1815048439 Aig 5.4 6.7,11] —0.1282916765 Afs 5.6 5,11 —0.06746471540 A(y 256,811
—0.05568206415 Afg 4 7.0, 10] +0.07344627926 Ayy 5.5.6.7.11) ~0.2428504990 A[y 54 50,11
+0.02569701499 Ay,s.45,5,10) +0-086 75137204 A}y 5.4 g 510 +0.1150872402 Ary 5.4 6.0.10
+0.06061993310 A3 4 5.9,10) —0.06746471540 Afg g .9,10) ~0.1359587175 Aps 4 6 10.11)
—0.02479674525 A 4,7,10,1 +0.1836119572 Ay .7,0,10) ~0.06464365801 [y 2.4.7.0.10]
11} +0.02910207182 Ay 5 5.8.0.10]

||||||||

—0.07762029367 A[1,2,5,5‘9,]_g]

& = 0.02257139500 Ay 5,7,9,10) +0.07381013524 Ay 5 5.5,10) +0.2534398133 Ay 5 5.0.11)
—0.1864716440 Apy 4 7,0,11] ~0.07273423088 Afs 4 6,9.11) +0.2239165802 Aj3 47,811
—0.2293675794 Ay ,6,10,11) +0.06694251296 Ayy 7,511 +0.05972905449 Apy 5.4 65,10
+0.01428111528 Apg,6,7,5,9) —0.07737759941 Ap1 9,3.7,0.11) —0.07273423988 Apa s 75115
+0.05456904196 A4 5,6,6,10) +0.06694251296 Afg 4 5 10,11 —0.07828747077 Ay 2.4.5.10.11)
~0.02732401473 Ay 4 5.9,11) —0-02732401473 Apy 3.7 10,11 ~0.2524594824 Apy 5 4.7.5.10)
+0.07381013524 A(1 2 3,6,10,11] +0.2577797711L Apg 4 5,5,7.9) —0.07808458927 Ay 2.6 7.5.0)
-+0.05972005449 Apy 35,7 5,9 +0.2022757466 Ap1 5.5.6.5.10) +0.2188773648 Ap3 2.5 10 11

—02188773647 A[113!3‘10‘111 —02185962914 A[g 3.5

0y

s,glg] —001346436460 A[4,5,7,8,9]
+0 1734453704 A[2|3,4‘7‘3,g] +00353625 7980 A[1,2,5,7,8,1U] —004956361660 A[1,4!5,5!3!9]

—004956361660 A{2,3|5,ﬁ,7,1{]] —025 77797711 AE3,4,5,5,7,31 +004131592480 A[Z,H,T,S.ID]



—0.1950862040 Ary 4 5,5,7,10) +0-0TL0T586355 Afs 3.4.7,5,11) +0.2488123819 Ay 5 6,011
—0.01346436460 Aj2,3,4,6,7,11) —0.1340068701 Afg 5,6,,11] —0.05012486574 Apy 3 5.6.8.11]
+0.07107586355 A[3,4.7,9, 10] +0.05456904196 A1y 35,6711 +0.04131592480 Ay 5 4.5.0.11)
—0.07808458927 Ay 5.4,5,0,10 —0.04642515533 Ay 54 6,8,11] +0.03536257980 Apy 5 46.0.10]
—0.07737759941 Az 4,5,0,10) ~0.05012486574 Ajs,5.6.9,10 —0.01469888909 A3 4 5 1011
+0.2404788952 A{y 4 710,11 —0.07828747077 Apy 5,7.6,10] +0.1668307753 Ay 5.4 7.0 10)
—0.01469888909 Apy 5,7,0,11) +0.02257139500 Ay 2.4 6.9,15 —0.1214641364 Ay 5 55 9. 101

- 0.2105438780 A[l ,2,5,6,9, 1[)]



Funcoes de onda e base para v = 2/7

Para N = 4:

\I’BX1/3 =&

Upcy,,, = 1.000000000¢,

& = 0.1371743403 Apy 6,7,10 +0.2844772256 Apy 5.0 —0.2404271376 Apg g 10]
+0.1231589728 Ay 5.5.10) —0.1238091378 Ay .6 19 —0.119135398445 715
+0.2225922766 Apz 37,12) —0.01155252348 Ap 4 8,10 —0.2404271376 Apz 4 6.12)
+0.2844772256 Agy 5,17 +0.1130217627 Az 10,11) —0.1787030976 Apy 510,11
~0.1238001378 Al g,1y) +0.1072218586 Apy 5.9.11) +0.2228819218 Agg 7 41
—0.2387576715 Apg,3.8,11) +0.1509048379 Agy g 5.11) +0.1429624781 A 5 1
—0.2184148071 Ay 5 7.11; +0.1231580728 Ajg 4.7.11] +0.2228819218 Ay 56,12,
+0.1371743403 Ajz.56,11 —0.1520594733 A g 6,11) +0.2225922766 Ags 01
—0.2387576715 Apy 49,10 ~0.04350209673 Aps g11) —0.04913272159 A 6.7 4
+0.04548806121 Ay 57,6 +0.1981979810 App 3. 10 +0.1130217627 Ay 20,17
~0.06498294458 A 4.8,5) +0.04485183321 Ay 67,9 +0.007581343535 A 5 7.0;
—0.04913272159 Ay 5 6,9 +0.06628165965 Agg 4 7,10) +0.04485183321 Ayg 56 101
—0.1520594733 Apy 8,0 +0.06628165965 Aj55.9) —0.1371862164 A 5.7.10)
—0.04350209673 Apy 47,12 —0.07148123906 A 9,15

& = 0.2104601261 Ay ,7,10 +0.04925329879 Apy g 5) —0.04162663505 Ajs g 10)
—0.1608873077 Ap1 5,8,10) —0.1491015112 Ay 5 519 +0.05308116208 Ass 7 19y
+003853877539 A[2,3,7,12] '!‘0.2948312372 A[1,11,12] —02948312371 A[2,10,12]



+0.1361104351 Aj3,10,11; +0.07962174311 Ap1,2,10,11) —0.1491015112 Apg0,11;
~0.1657055407 A1 3,9,11] —0.09930576109 Ajs,7,11) +0.1315225451 Arz 5511
+0.1489734353 Aj1,4,8,11) —0.1226636419 Aj45,12) —0.09923869433 Ap1,5 7,11y
—0.1608873077 Arz,4,7,11) —0.09930576109 Az 5,6,12) +0.2104601261 Apy 56,11,
—0.02632699560 Afz,4,6,11) +0.03853877539 A(s,9,101 +0. 1315225451 A(1,4,9,10)
+0.1270396460 Ajs,5,11) +0.2303339482 A3 67,5 —0.2132477989 Ay 5.7 5)
—0.002538664274 Ajz,3,9,10) +0.1361104351 A[1 2,9,12 —0.1586665170 Az 4,8,9]
—0.2102651654 A, 67,9 —0.03554120983 Az 5.7 g +0.2303339482 Ay 5.6,
+0.2242518707 Afs 47,100 —0.2102651654 Arz 5 5,10) —0.02632699560 Af1,6,8,9)
+0.2242518707 Ajz,5,8,9) +0.02538664273 App, 57,10 +0.1270396460 Ap1, 47,12
+0.2087474396 Az0.12)



Funcao de onda para v =2/7

Para ¥ =6:

Uy js = 0.002476459726Al2.7 10,11,12,15) +0.01508057862 411 4 5.9.16.10) +0.006652914924 A7, 5 10 11 15.14]
+0.051514439704, 5,10,12,13,15] ~0-0003885811092A(1 .9.11,14,16) ~0.005123064952A4(; 7 9.10.13.17]
+0.001717394738 A3 5,10,12,15,14) +0.001955340229A13 5.0 11 12,15] —0.002466549348 A5 7 10,11.15,14]
~0.009239101487 A3 4 5,14,15,17) +0.001484364745 A 5.0.11,13.16) +0.0002933902775 Az 5.0 10,13,15]
~0.001539404766 A(3,5,9,11,13,1.4) +0.005864902675 A3 7.5 11,15, 16] ~0.0003304279286 A4 7 10.11,12,15]
—0.006148970714Ar3,7,14,15,18) ~0.006578772835A3,6.811,15,16] +0-0003428670825 A5 7 10,11 12,14]
+0.06887543878A(1 3,10,13,15,16) +0-001484364745 Afs 5 5. 10,14,16] +0-01806932364 413 5.6 11 15.17)
+0.0004108914460 A3 5,9,10,11,16) +0.03602511607 A3 10,1 1.13,10] ~0.02271343159 A5 5 7 10,1415
+0.0002744386897 Afg 5.9,10,11,13) +0.03552176398A11 6 7.10.15,18) —0.0014426 18056 A1y 7.9.11 12,17]
+0.0007914854196 A5 7.5.9.15,14] +0.000004656944941 A1y 5 9111 15,18] +0-03543340190 A4 5 7.5 15,181
—0.04558637237 A(,3,5,13,14,17) —0-008126738660 A5 4 9,11,14,16) —0-003683455126 A3 g 9 10.14.16]
+0.03148456593411 2,10,12,14,18) —0.006778537497 A1 6.9.1.14.15) —0.007680416405 Arg 5 7.0.15.13
+0.01293343501 A1 4,9,15,14,16) +0.006859339139 Ar; g 6.19,15,16) —0.01074233575 413 5.0 10,12.17]
—0.01608672360A(1,7,5,10,14,17) —0-001008480987 A2 6,5.11,14.16) +0-001117838367 A¢1 6.10.11,12.17]
+0.07496789274A(2,4,6.13,14,18) +0.0458809594 1 Ay g 8 5,16,17] —0.004596279244 Ars 5 11.12.13.14]
~0.07305344983A(1 4 10.11,15.18) —0.01608672360 4135 .11,12,18) +0.001759223428 A3 5.9 10,14.16]
+0.01293343501A4(3.5,6,10,15,18) —0-0001255845690 Ags 5 0 12,15,14) —0.001321965056 Agg 6.5.0.12,15]
—0.01074233575A12.7.9,10.11,18) —0-003974005016 Apy 7 10,15,15,14) +0-0002933902775 Ay 6 0.10.11.17]
~0.0013219650564(1,7,10,11,13,15] —0.009427060878 A2 5,511, 15,10] +0.03283093630 Apy 5.6.11,15.15]
~0.03371936895.A1,4.,11,12,15,16) +0.001497084788 Afs 5 9,10,14.15) +0.003873752621 4756512 15,15]
+0.007089523051 A3 4 9,11,12.18) +0.03544113980 A2 4 7.6.16,10] +0-007891112247 A5 6. 7.10.15.16)
+0.0002333429443 A(s 6,0,11,13,15] —0.02720912207 Af3.4,3,9,15,18) +0.026 31989643 A5 4.7.9.15.10]
—0.001807317548 A4(3,6.0.10,13,16] —0.000005074788005 Ags,9.11,15,18) —0.002863322737 Apy 7.8.11.12,17]
—0.0002625891356 Ars .0.11,12,14) ~0-01728006553 413, 6,5,11,15.17) +0.03088786984A1; 5 0. 101,15

—0.03365927579 44,0 10,10.15) +0.04881654493 A5 4 5.10,14,10] +0.01149362257 A1 5 7,15 16.17)



—0.002640502961A4,6,8,11,13,15) —0.008852719715 41 5 9.10,15,17) =0.01102060590 A5 6 7,11,12,18]

—0.007540517407 A1 5 8

1S

9,14,17) —0.02090942112 A4 5 6 ,9,15,18) +0.001501608067 A5 4 9,11,13,171
+0.006066462578 A3 4.,11,13,18) ~0.001177292796 Ajs 5 9 10 12,15 —0.05337183866 A 5.0.7.16.10]
+0.03006060928 415 5,12,13,15] ~0.006625812061 411 6.10,12,13.15) +0-003025829206 A4 0.5 11.12,16]
~0.02445351676A11,3,11,12,18.17] —0-001760354618 411 7 5.11,14.16) +0.02393493719 A3 5.7.10.15.17)
+0.002377193517 A2 6 8,9,15,17) T-0-04857128588A4;3 5 10,13,14,15) —0-011 74021387 A1 5 8 11,15,17]

_0-02590002807A[2,6,8,9,14,18] —005806520556A[2 4.7.9

Y T

17,18] +0.03633000599 Aj2,5.5,0.15,13]
+0.0110826073943 5 7,10,16,19) +0-009061011 758 A4 5 5.,9,15,16) +0.03218918928 415 6.7.9.15,13]
+0.018487125064(1 6,7,12,14,17} +0.02612618374 413 311,12,13.16) —0-03325431936 A[; 6 7.12,15,16]
+0.001555345554 45,6 7,11,13,15] —0.04425349516 43 11,12,14,17) —0.022771482554 2 4 9.13,14,15)
+0.0005033231823 A4 5,8,11,13,16] —0.0006488906693 A5 6.0,10,12,16) —0.005594252590 A12.6 10,11,12,16]
—0.01617884840A3 ¢,7,10,15,17) +0.004469763007 Az 6 7,11,15,16) —0.006778537497 Al 5 7.10,13,18]
+0.0012879751834; 6 7,10,14,18) —0.006173566464 A3 5 5 13,14,15) +0.0008414586635 A 7.5.11,12,13)
—0.021326259004 3,4 8 12,14,17) +0.04411502107 A3 4 5.9,16,17) +-0-0009160660971 A5 6 5.11,12.15)
—0.03745546979 A3 4,6,10,16,18) —0.003272584956 A2, 6.9,11,14,15) +0.006815922597 A2 6 0 11.13.16]
+0.04357792380A15 5 5,8,16,10) —0-04425349516 A3 5 7 5,16.19) —0.019217169584 5 7.0 16.10]
—0.07139615484A3 5 6.3,17.18) —0-01239044410 A4 5.5.,11,13,15) —0.01979914294 411 2 ¢ 11.16,18)
—0.020661441754; 4.9,11,15,17) +0.0005757276429 A4 6.0 10,13,15) +0.005701584212 A3 6 5 12,13,16}
+0.0004832693490 45 6,9,10,13,14] +0.06594171441 Aj2 3 8.0,17.18) —0.0003755660352 A(s.6.9,11,12,14]
+0.0040444155514(3,7,89,14,16) +0.0005033231823 A1 6 5 11,14,15) —0.03859314506 43 4 6,15.14,17]
—0.02066144175A2 4 3,10,15,18] —0.003974005016 A5 5,7,9,12,18) —0.01344291740A42 4 6 10.16,19]
+0.01512565572A4(3 4 5,12,15,18) +0.07192274239 A3 3.9 10,15,15) —0.002844482249 413 » 19 11 13,15)
—0.0004390591239 433 7 9,11,13,14) —0.03964998098 4, 3.5 13.15,17] +0.009061011758 A3 4 10,11,14,15]
+0.003212580273 43,9 10,17,18) +0-0004006702655 A4 7.0 10,12,15) —0.001091527698 A3 5 10.11.15.16]
—0.007540517407 Aj3,5,10,11,14,15) —0.004005796384 413 5 7,9,16,17 +0.02220355244 411 7.0, 10,12.15]
+0.1021078641 A3 4 6,14,15,16) +0.0001449512161 Ajg 5 5 11 14,15 +0.001497084788 A4 5.9.10,13.18]
+0.0068593391394,3,6,7,10,13.18) —0.008770889032411,7.5.9,15,17] —0.009099646923 A5 6 7.10,11.18]

—0.000409567338514[6,7,9.10,12,13] +0.0644925 165514[3‘4,3111,13'17] +0.0001449512161A[4’5'8'10’14’13]

—0.003272584956 A4 5.8,10,13,17] —0.02782874665A[g‘s,g,g,la,17] —0-01534764114A[1,4.3,13.15,17]



+0.01489690236 A1, 5.9.15.14,17] +0.0007914854196 Ars 6, 10,11,13,15] —0-007249032663 415 7.5 0 11 18]
+0.004044415551 A 5.10.11.12,16] ~0-00003734960700 A3 5.10,11.12,1.4) —0.001768433971 Ags g 1.10.13.15]
—0.0004039631316 A4 6,10,11,12,14] —0.006915433425.A4(3 6 8,9,13,18) —0.02373049909 A2 6 7 11,13.15]
—0.001501737332 A4 6,7,11,14,15] T0.002319953146 A5 5 3 12,13, 16] —0.02248049278A;3 5 10,12,14,16)
—0.007797258114 A3 5,7,13,14,15] —0-01009258225 Ag3 6 8 10,12,18] +0.0004139048003 A5 7,8,10,12,15]
+0.01434493525 412 6,7,12,13,17] —0.04534150658 A5 7,13,15,17] +0.02470064874 A5 5 6,12,15,17)
—0.00005092951379 A6 7,8 0.11,16] —0.001152156254 A(4,7,8,11,12,15] —0.01102060590.A[1 7 8 12,13, 16]
—0.002097178277 Ajs 6.0 10 12.17] —0.009421035379 Ay 4 7.11.14.15] —0.002976578624 A 6.1 11 12.16]
—0.002422229605.A(2,6,10,12,13,14) —0.01009258225.411,7,9,11,13,16) ~0.015966 10374 A3 5 6,11,14,13)
~0.01252488483 414 7,13,16,17) —0.02415279342 A;3 4 7 9,18,13] —0.003654630318A4, 5 9.10,14,15]
~0.001177292796A4,7,0,10,11,16) —0.02590002807 Ay, 5 10,11,13,17] —0.01623352299A4 9,13,14,17]
+0.01747439160 45 4.0 50.147) +0.0311 7037182 Al 5 7 13.15.10) —0.001376425703 Ags 4 10,11 12,47
+0.007111777720 A3, 7.0,12.13.14] +0-01013672232.4(3 5 9 10,1215 —0.04900121769 A5 4 512 14,17
—~0.03794262480Ag3 5.5, 10,15,17) —0-008770889032 Apg, 4 10.11,12,18) —0-01077861533 A2 5. 0 10.12.15]
+0.002833647662 45 5.5, 11,14,12] —0.002458972005 Ar3 7.5.11.12,16) -+0.0091 16994935 Arg 5 5.10.14.10]
—0.005716260912 Agg 6.7,11,12,17] —0-03998984547 A1 511 13.14.15) —0.008126738660 A3 5.5.10.15.16]
—0.006832064016 A3 4 9.50,15,16] —0-00216 7785349 Ars 7.5.0.13,16] +0.04092172735 A 711,15 15
+0.05534789444 45 5 5 10.15,19) —0 008496856599 A 5 7.5.14,15) —0-003578485658 Acs g 5,12 15.15]
+0.03119029441 413 6 7.8 14.10] —0.03098984547 A4 5 5 5.16.15) +0.006066 462578 A(1 5 511,15 16]
+0.005701584212 413 5 1.11.15 17] —0-002909958299 A3 6 7 12.13.16 +0.01103774590 415 6 7 5.13.15]
—0.01174021387Arz 4 .11 14,18] —0.09886368390 412,57 14.15.16] ~0.01617884840 Aps 4. 12,13.17)
+0.02135558783 A(4,5,7,0,13,10] +0.09194896357 Ap3 3 5 11,16,17) +0.0001444586020A(6,7,9,10,11,14]
—~0.002422229605 A5 6 7 5,151 —0-01424171256 Ar3 5 711 15,10 —0-01515667029 Ags 5 1314171
—0.03760395168 A1 4 5 12,14,15) +0.000002457832052 A5 1.0 11, 12,15 +0.04535523391 A6 101,158,171
—0.02507756118 A5 6,13,14,10) +0.04116047976 A5 4 7 10,15,18 +0.01663935319.419 10 11,12,15}
~0.04558637237 A3 5 6,11, 16,17] —0.0387201778611[2,3,3,11,15,18] —0.001768433971}1{3,5,9’12,13,14]
+0.01858275683 A12,4,7,11,15,15) +0.008597213647 Ags 7 5. 12 18] +0.03138310287 41, 5.11.12,14.16]
+0.003207283315 A3,7,8,10,11,18) +0.0481659640L A7 3,11,14 17] —0.08577822177 Af 4,7,11,18,17]
+0.017639981304;3 4 5.10,15,17) +0.005116889513A[1,4|7'13,14!13] +0.001242361655./1{2,4’5,13,15,13]

—0-009236436987A[1.8,9.1[}.14.15] +0-03487772617A[1_7_B_g_14_13] —0.02386609981A[1_5_9']_[]_15_15]



+0.0002333429443 A 5.5 10,15,18) +0.02554668755 Ars g 10,15,17] +0.001993092609 415 7 5.1 1 14,15
—0.000005074788095 A1 4 8,10,15,18) —0.020009421124}1 4.10,15 14,15 ~0.007797258114 Ay 5.6 12 14,1
+0.04357792380 414 5.0.8.15,10] +0.03421769903 413 5 6.0 16,15 +0.004286484426 4134 7.0.16.10
+0.0111501723842 5 5,9,16,19) +0-03218918928 4y 4 10,12,13,17] +0-0020225556454(3 5 9,11,12,16]
+0.008427969692412 5 10,113,151 +0-001963781252415.6 0 10.11,17) ~0.002976578624 A(5 7 5.12.15,1.4
+0.062929773584(3 4 5,11,16,18] —0.008012063049414 5 7,0,14,18| —0.00662581206144 6,7,0,13,18]
+0.06658304875413.5.0.12,14,17) +0.04983326239 A1 .7.5,16.10] —0.08164462662.A0, 6.7.5.17.15)
—0.03384686308 415, 10,11 14,17 -+0.004619082349 A3 5 5 9.5, 17 +0.0411604 79764y, 4 512 15.16]
-~0.07305344983 4, 6 8.9,15,18) +0.1026545619.4:7 5 9.15,18] —0.02988400245 4¢3 4,6,12,15,17]
+0.0232518874641 5,9,10,13,19) +0.01897147843 44 5.6,11,15,16) +0.04588095941 A2 3 10,11,13,15]
+0.02420457988 A16,9,12,13,17) +0.006427969692.4(4,5.7,9,14.17] -0.0038050292734(4,6,7,9,15,16]
—0.08164462662A4) 2,11,12,13,18) —0.000942556 799544 7 0 10,13,14] +0.01730033858A[1,5,9,1 1,15,16]
+0.0314845659341 5 7.0.17.15) —0.03265150154 405 5 7 g 15,15 —0-02296678629 A3 4 5.10.15,17]
+0.04237966419 413 5 7.11,14,15; -+0-01 730033858 Aqg 4 .10,14,15] ~0.04024870828 A5 5 5.0 16.10]
+0.014628689454(4,6,13,16,18] +0.01747439160412 5 0 10,15,16] +0.01164190797 A}1 5 6,10,16,19)
—~0.005012424721 413 5 5 1015, 17) +0.001287975183 41, 5 9 13 1317 —0.006090615821 Ao 7.10.10,19
—0.003710816663 (s 5,7,,15.17) +0.00507L930477 A1 5,11 14,17 ~0.02198226837 Ap1 5 .10.10.17
—0.02918608725 A5 5.12.13.10] ~0.022713431594), 5 0.12.14,16) ~0-04255799361 413 3.0.10.16.17]
+0.003776542721 Ajg 5 7.10.13.18] ~0.03872017786 Ap1 4 5.11.16,17] +0.0003644955399 Ags 5.0.11.12,13
—0.0368980569041; 7 8,11,12,18 +0.01255161005.4; 68,10,14,18) —0.05962573027 Ar3 5.7,12,16,17
—0.013222078454(7,10,11,12,17) +0.03633000599A4 4,10,11,14,17) —0-03438824671 416 8,11,15,17]
+0.07100615809 4y, 5.7 11,16,17) ~0.02938530902 A3 8 11,14,17) -+0.001839395219A02 6 512, 14.15]
~0.001376425703 413 7 5,515 10) ~0-07345916178 Aj3.5..12.15.15) +0-005864902675 Az 5,11 12,17
—0.0003000127638 A1 2 8,13,16,17) —0.00001806697883 A4 6 9,11,13,14] 10.019037561564(; ¢,8,10,14,17]
—0.004596279244 Ayg 5 7 5 14.17] +0.007125994315 Ay 50,11 1517 —0.01188518839 A5 6 10.14.10]
+0.01878206539 411 6 5.1,14,10 —0.0004688699888 415 7 .11 12,13) ~0-004005796384 Ay 5 10 12,1517
—0.01479444140 Ag5 4 7.15.14,16) +0.02393493719 A3 4 .12 1416 ~0.009263362772 412 3 01215 16
—0.004291900945 Ay3,6.5.10,11,19) +0-023721 11673 A 5.1,14,17) -+0.006496466410 A1, 6 7 15.14.16
+0.07496789274 41, 5.6,13,15,17) —0.005618462557}1[1'3,13,11,14_]_3] +0.006122577628A[4‘m,11‘14‘18]

—0.04318553773A16.7.11.16.171 +0.03138310287 Ar3.5.7.8.16.18t +0.05180120528 413 4.5.12.14.101



+0.007111777720Ar5,6.7,10,12,17] +0-01111015748 A1y g 10.11,14,15 —0.001539404766 Ajs g 5 10,1117
+0.009879210847 A3 ¢ 5.10,14,17) +0.0070895230514;, 7 5,10,15,16] —0.02893615980 413 4 5 0.15,19]
+0.001817052630A5,6,7,5,15,16] +0.001717394738 A5 4 7.9,14,16) +0.000070958109984(6,7,5.5.10,17]
+0.01638686116A(; 4,7,12,16,17) —0.02333620982 A5 4 5 10,16,17) —0.009263362772A(3 4 7,10.16,17]
—0.0224804927843 5,7.9,16,17) —0.002986723139 A1 3 7,11,16,19] +0.001501608067 A2 5.5 10,15.16]
~0.02277148255A 14 5 6,10,15.17] +0.02558126446 A3 3 4,14,15,19) +0.01829155568 A3 5.4.13,17.15]
+0.007255018979 A3 5,11,16,19) —0-05806520556.411 2 10,12,15,17) —0.01077861533A4(7 9,10,14,17]
—0.0055942525904(3,7,5,9,13,17) +0.03667934543 44 5 10.15.19) —0.05515727598 413 4 7 10,14,19]
—0.04705488518 A56,9,11,13,15] ~0-09135050343 A5, 10,11,12,10 +0.01638686116 41 5 712,15, 18]
+0.017162180974(4,7,12,15,18) —0.034388246 7L Aps 4 5.11,13,19) —0.0004924004007 A 6 7,12,13,15)
—0.004700271216A (3,7 8,10,14.15) —0.001171393596 414 5 7,12,13,16) +0.006965003347 A1y 4.7,12,14,10]
+o.o7192274239A{1,4,9,10:13,”, —0.06224405408 A2 3 7,13,14,18) —0.01921716958 413 10,12,14,15]
+0.0432075650542,4 5,11,15,10) +0.07100615809A 12 5 5. 12,14,19) —0.033659275794; 5.9,10.15.19]
+0.01851722099 A4 5,5,10,11,19) — 0056136559194, 5.7.9.15,16) +0.006815922597 Ajg 6 5.10,19,17]
—0.003683455126 A3 5,9,10,13,17] —0.02352426209A(2,3,7,11.15,19) ~0.01024018601 471 4 7,11,16.05]
—0.0372878730243,5.,6,9,15,19) —0-004976448622A13 5.6 11.12.17) +0.07187324275 Az 4 6 12.16,17]
—0.03419894350A(3,5,7,5,15,10] +0-02664 760208415 6 7 5.15.19] +0.001963912725 A5 6 5.9.13,16]
—0.03305891375A16,5,9,15,15] +0.001388670868 A3 5,5,10,14,17) +0.026513445054(, 7 5.11.13,17]
+0.0115715552T Aj2,6.7,13,14,15) +0.003679481742.4); 5 9.11,13,15 +0.001264606975 A2 5 7.13.14.16)
+0.04698258949A4), 4 0.11,14,15 —0.03848516005A41 4 5.1,15,16) —0.005097983144 45 10,13,14,15)
+0.00007095810998 A2 ¢,10,11.12,13] —0.066496045914); 4 9,10,15,18) ~0.005332367382A411 2 812 15.10]
—0.009099646923 Ay, 5.9,12,13,14) —0.03745546979 Ay 5 5 13.15,16) —0.07345916178 4, 4 7.10.16.17]
+0.001789004792A13,5,9,10,13,14] —0.001274072718A(, 510,11 .13,14) —0.0003304279286 A(g 7 5.6.12.15]
—0.018157256804,3,7,10,17,18] —0.03794262480 A3 2.9.13.14,:6] —0.03762330922 A3 4 7.9.13.19]
+0.03923288244 413 5 6.13,14,17) +0.005071930477 Ay 5 5.10.14,18] +0-04081615193 A4 9 13 15.16)
—0.0255088709443,,11,12,14,15 +0.001030991868 414 5 0,10.11,15) —0.01558924036 42 1 5.13,15.16]
—0.03848516005A13,4,6,11,15,18] +0.02994629570 A2 4.7,12,15,17) —0.001274072718 A5 6 5.6 14,15}
—0.002823379752A(s,10,11,13,15] +0.02797327022 A4 5 6,10,14,18) +0.02158734342 41 3 5.12,16,17]

—0.05577822177A(2,3,8,12,15.17) —0.0009425567995 A(5,6.9,10,12,15] +0-01115017238 43, 10,13 1417]



—0.007249032663 A1, 5 10,11.12.15) ~0.03859314506 412 5 5.13.15.10) +0.0279732702247, 5 0.15.14.15]
~0.0001604041920 Ay 6.0, 10,13,17; +0.01557837958 A(1 5 0.10.11,18) +0.01903756156 Az 5.6 10.13.15
+0.01405228646A(5,8,12,15.17] +0.01405228646. A2 4 7,11,14,15) +-0.001963912725 A3 6 10,11,13,14]
+0.0031722481194 1 5,7.11,14,19] +0.07566892555A[5'10,11‘13,131 +0.02655364133A13 4 5.0,16,18]
—0.001267272222 A5 6,7,12,13,14] +0.05310999646 A1 5 7,13,15,16) —0.04548700035 Ajg 8,12,14,17)
+0.02470964874 Ay 4 7.13.14.17] +0.1063470454 Agg g 11 15,101 +0.01489690236 4125 6, 10,16.15)
+0.001823763559 A(5,0.12.13 18] +0.03433789078 A1y 5 0 11 16,13 +0.03544113980 413 10.12,15.17]
—0.01907359030A11 2 9,13,14.15) +0.002552574160 As4 5 7 11.1,15) +0.01851722099 A5 9 11 14.15]
+0.001632375467 A0 6.5 10.14.15) +0.07099030049 Ayg 5 11 14,15 +0.0099566768734(1 7.0.12,13.15)
—0.01508466593 A5 6 5.9, 10,15) —0.02988400245 A5 4 7 1315, 16 —0-005123064952 Atz g 0.10.12.165
+0.006637094711 Agg,7.10,15,19) —0.02198226837 A3 30,11, 14,151 —0.002167785349 A3 5 10,11,12,15]
0023730499094} .5,12,13,17 +0-0000024578320524¢, 7.5 10,1216 —0.05533880330 Ai5 5 10.15.154
+0.00341869666314[4,5,5,13,14115] +0.02153004672.4.[713,13,14,15] +0.03038967620.4{3.4,3’11‘15,13]
+0.04237966419A 5 5.12,14.17) +0.01508057862 A3 10.11,15.15] —~0.015966 10874 AL 5 5,15 14,161
+0.01971116816A(7 10,11,13,16) +0.05744321807A[7,9,11,12,18) +0.001955340220 A4 7 8,10,11,17]
+0.01657115413A5 5.13.15.15) —0.01337854333 4¢3 7 5., 11.19) +0.006965003347 Ass 7 15 1515
~0.002466549348A(5,6,8,6,12,17] +0.01106042876 A[g 11,12,13,15] —0-0004039631316 A[5,7,8,9,13,15]
+0.0063182928744,, 4 6 13.15,15) +0.003873752621 Aty g 7.11 15,16 +0.0006042155738 Arg . 13,15,10
~0.0005322043046 (5 79.10.11,15] +0.002476459726 A5 7.8.0.12.17) +0.1420820248 45  10.11.19)
—~0.0003755660352 A5 7.5.10,13,14) +0.06449251655 A3 3 5 13,1516 +0.002046801936 A5 6 151515
~0.064285545534(7.5 10,14 18] +0.03487T7261TAp 5 10.11.12,18] ~0.02333620982 42 5.0.11 15.17]
—0.01939801589A(1 1.7 10,16,19) +0-02157561582 (s 5 10,1715 +0-04698258949.4)1 5 5 10.15.18]
_0.0197991429444[1‘3’3,]3,17!]3] _0.05189992110.4[1,5,7,13,14‘17] —-0.03563137957.4{7'3_11,13,13]
+0.03283093630 A1 4 5,15,14,17) —0.006439147965 Ajs 4 7121516 —0.001802019128 A5 7.9 11.12.10]
~0.00001806697883A5 6 8,10,13,15] —0.02296678629A3 4 0.11,15,16] —0.02823737550A1 4,8,11,14,19]
+0.000517735814 A1, 5 710 14,17 +0.006496466410 413 5 5 15 13,15 +0.001839395219 A1, 5 7 11 15,17
—0.0001255845690 A5 5,7.10.14.15) +0.0004060015354 A4 7.5.10.13.15] —0.01558924036 A3 4 711,15 17
—0.07422180689A5,7,12,14,18] —0.02014840667:4[2,3,5,12,17‘13] —0.01001374101A{1'7,8|1g,13,13]
+0.001830923470 A4, 7.,5,14,15) +0.0004139048003 Agy 7 9 11,12 14 +0-01 111015748 Ay 5 5.0 13,15

+0.03442930536 A2 4 5.11.15.171 —0.001730825282 413 7.9.10.11.171 +0.1026545619A411 4 10.11.12.201



+0.01806932364;1[2,4,8,13‘14,181 +0.02502036552A2,4,5,11,17,18) —0.02823737550 A5 5.11,15, 18]
—0.02714945052 411 ,4,6,11,17,18) ~0.0003000127638 45 3.6,11,17,15] +0.008809635256 A2 3.5.14,15,13)
—0.00003734960700 A5, 7,5 9,11,17) —0.006027100312 411 5.6,13,16,19) —0.001501737332 Ay 5,6,12,13,15)
+0.001811908967 4 (3 7.9,10,12.16) +0-01858275683 A1 4 5.12,15,17) —0.00004645298717 A5 7 8.9.10,1]
—0.04900121769 A2 5,7,10,15,18) ~0.01116457912 42 5 4.13,16,19] +0.1063470454 A7 5.10,13,19]
—0.05515727598 A(5,9,12,15,16) +0.04983326239 A3 11,12,13,15] +0.003120301295 A1, 5 7.12,14.15]
+0.0006042155738 A3 5,6,11,13,10] —0.03760395168A); 5 7,11,15,15) —0.002986723139 Ar3 5 12.16.15]
+0.002377193517 Aj2 4,10,11,18,17) +0.03178085656 A1 4,7,10,17,18] +0.00587607392842,7.6.10,12.17]
—0.001091527698 Ar3,6,5,9,14,17) —0.02782874665 Ars 3,10,11,14,17) +0.03806074770 A1 4 8.11,15,18]
—0.01316906415A15.9 11, 15.10] +0.005785327562 Aj3.6.9,10,11,15) +0.03543340190 A1y 4.11,12.14.15]
—0.005915433425A11 6.10,11.,13,18; 10.04411502107 A2 5.10,11,15,16 +0.004593167687 Arz 5.10,11.,12,17]
+0.01485435216A[3,10,12‘13,141- +0.01013672232 47 7,9,10,14,16) —0.01484321647 Aj3 6 7 10,1417
—0.009421035379 411 5.5,12,15,16] +0.03006060928 A1 6 7,11,15,19) —0.0008853152945 A3 7 5 10.13.17]
+0.04320756505 A1y 5,13,15,17) —0.005332367382 414 7,11,1 7,18) —0-01569955367 Ajq 0, 13.14,15]
—0.0415283189941,5,7,12,15,17] —0.02918608725 Afg 7.11,14,19} +0.004893315906 A1 3711 17.13]
+0.01039247648A17,5,12,13,17} +0.004619082349 A3 4 10,1 1,14,16] +0-003837894953 A1 6 10,11,13,15]
+0.07497982742 A1 5,7,12,14,18) —0.07422180689 A1 5,7,12,13,10) +0.04092172735 Aj1 48,12, 13,19]
—0.04558029998A15 g,7,9,14,19] +0.07566892555 A1 6 5,9, 14,19] —0.01515667029 4155 6.11.14,19)
+0.0526446213741; 6,9,10,12,19] —0.07013968647 Ajs 5 10,12,15) —0.05533880330A(1,4,6,11,13,19]
+0.002525385986 A(4,6,7,0,12,19) +0.01106042876 A 5,7,3,13,19) ~0.05180120524 A(3 4 6.12.13,19]
—0.02596185681 A3 4 8,11,12,19] +0-02966583118 A3 4 7,12.13,19) —0.04318553773 At 5 3.12.13.19)
+0.045355233914)3,6,8,9,13,19] —0.03384686308 A1z 5 5,9,14,10] +0.0659417 14414}, 5 10.11,16.17)
+0.01537936015A1 3 6,14,15,17) —0.006090615821 41 5 9 12 13,19 —0.01280611673A(; 4 7.12.15.15]
—0.01508466593417,11,12,13,14] —0.09886368390A(3,4,5,12,16,17) +0.01229794143 413 7 14,16,17]
+0.009420535124 A5 4,6,11,14,10] +0.05802397674 A1z 5 6 12.13,10) —0.03563137957 A1 5.8,11,12,10]
~0.0642855455341 5 9.11,12.10) +0.05744321807 A1 7,5, 10,12,10) —0-005097983144 Ary 5 6.8.14.19]
+0.08026523026A(2,3,9,11,13,19] +0.000004468026294 A4 6,7,10,14,15) —0-07013968647 A1 7.6,10,11,16)
—0.02582256895A15,7,12,14,19) +0.02250912919 A3 7 3,10,11,19] +0.02027282143 4125 7,12,14,19]
+0.007172428073 A3 5 8,10,12,19] ~~0.01282218868 A 3.5 5 9.13,19) —0.07647037888 412 3.9.10,14,19]

+0.001830923470A14.5.10.11.12.151 —0.02714925922 A1 5.5.11.14.181 —0.04485334142 A, 5.8.12 13.18]



—0.04152831899A12 4 7,19,14,18 F0.0115715552T Ay 5. 6,12,13,17) +0.009420535124A4 5 5 13,15,16]
—0.001390721829.4[5,9,11,14’17] —0.0003885811092A13 5 5 10,13,18) +0.04552684181 411 3 9.12,15,17)
—0.004976448622 412 7 5,10,14.16] —0.001802919123 43 7 5,10,12.17] +0.002739836773 A3 5.10,11,14,16]
+0.02251664738 Ar3.6,70,14,15] —0-002740522052 A 5.7 10.15.16) —0-004592800516 A1 5 711, 18.16]
+0.007778762830A15,10,11,15,16) —0-008852719715 Az 4 5.10,14,15) —0-0006488906693 A5 75,1015,
—O.05079071129(‘1{2’3,3'10,13'131 —0.00004645298717A{1,9'10,11'12‘14] —0.00942706087&4{3,4,3‘11'14‘17]

8,16,17] +0.04357792380A£4'11|13‘14,15]

L)

+0.0007641493733 A5 7,9,10,12,14) +0.00309789926 1 4[4 6.7
+0.004469763007 A3 4 g 12,13,17) +0.07250298125 Ay 5.7 5 17.15) —0.01424 171256 A3 4 5 12.14.15]
—0.002483423062A;3 5 7,11,14,17) —0.01500531216 A3 5 7,12,13,17] +0.01314434526 A3 5 7,12,14,18)
~0.007022787665 A3 4.7,8,17,16) —0.000835 7450750411 5 8,12,14,19) +0.002 739836773 Ars 5 5.9,
—0.02386609981 43,4 9.10,13,18] ~0.0002625891356 A15 7 8,10,11,16] +0.001789004792 A5 6.9,10,11,16]
—0.02347497824 A11,3 5,15,16,17 +0.03388321254 415 54 15.16,17) —0.01772321991 411 55 14,15,19]
+0.018291555684; 2 6.15,16,17) —0-013424206104), 36,13,10,18) +0.01758697118 A1) 5 7 13,16,15]
+0.03576735377411,2,10,12,13,10] +0.01007420333 A1 4 5.12,17,15) +0.01931343113A14 5 14 15.19)
+0.01947399831 41 5.5 11.17,18) —0-01594124474 Ay 615 15,10 +0.008379634588 A1, 4 5.13 15.19)
—0.02183124597.4[3'10’12,13‘19] —0.0118863041944{1,2,3,11,15,191 +0.02002317657 A3 9 12,14, 19]
+0.025020365524)1 2.8,14,15,17] +0.01537936015 A3 3.5,13,18,18] —0.008429072393A(3 5,14,15,19]
+0.021575615824731 2 9,11,15,10) +0.004893315906 A1 5 5 12,160,185 +0.01462868945.4(1 3 6.13,15,19]
~0.01916495752A(1 2 7.13,15,19] +0.0076 15933094 A(s 5.9, 16,10] ~0.01527 162891 Ars 5 14 15,17]
+0.02002317657 A5 7,10 ,16,19] +0.03602511607 4163 9,15, 10 —0.01522150232415 4 5 15.14.19]
~0.03427961280A(1,5.9,12,14,19) +0.03630330700 A4 7.15,14,10] +0.0066370947 11 Ags 9 12,15, 10]
+0.0009107320814 A4 5,12 14,19) +0.007735047314 A 55,15.10,19] —0.01778000998 A4 7,13,15,18]
—0.010734523334;3 7,13,10,18] —0-01527162891 A2 4 5.11,16,19] +0.0001831181720A2 3 6,11,16,19]
+0.0009107320814A(5,7,11,15,19) —0.008429072393 A4 5 13.18,19] —0.023040584504;; 2 7,12,17,18]
+O.02912243733;4{5,5’13‘15‘17] +O.01380982169/1[1‘2,5114'15,191 -0.05337183866.4[3_12‘13,14,15]
—0.01870205312A4;4 7,12 15,19 +0-02558126446 A1y 5 15,16,17] —0.01316906415A4y, 5 10,15,19]
+0.01007420333 A3 2,7,14,15,18) —0.007689680077 A1 3 6,14.15,18) +0.04122127594 A5 6.11,17,181
+0.007615933984 45, 10,11,14,19) —0.02022005202A11 3.7.10.15.17 —0.01534764114 4 5 615, 15.15]
—~0.02014840667 41 2 7,14,10,17] —0.001960855997 Afg 9 16,16,10) —0-009429194344 A1, 5 11 1515

+0.008652822160A.[1_3_3.11 .18.181 —0.03427961280A[5_7_10_17.181 —0.01 76192 7050Af2.3.5.14.16.17]



+0.003678748788 A5 6 13 16.19] —0.01344291740 Ay g 15,1517 003419894350 Are 11 1214161
—0.03741884897 A4 8.13,14,18) —0.01826795232411.2.10.15,14,17] +0.-01108260739 Ay 6 12,1647
+0.01169767560A3,7.13,15,19] —0.01916495752 Aj4.6,12,17,18] +0.01406323406 A3 7,12,17,18]
+0.017586971184(1 3,6,12,17,18] +0.02203527160A14,7,14,15,17] -—0.007878328298}1[2'3,6‘13,13'17;
+0.05534789444 414 ¢.11,10,17] +0.002046801936 413 4 6,15, 14,191 +0.009874536222 41, 2.6 13.17.15)
+0.09232331895A416,7,12,13,10) —0.008583747172 413 7 13 16,10 +0.012084 76205413 5 11,16,13]
+0.02664760208A414 11,12,13,17) +0.01626394201 A1 35,14,16,15] —0.006148970714 Apy 4 5.13,18,10]
+0.087442074434;1 2.12.13,14,15] +0.01767664903A12,4,5,13,18,17] +0.02296084063 4(6 5 10,14,19]
~0.02415279342411 5.10,12,15,15 +0.02631989643 A4, 10,12,15.16) +0.02655364133 A11 5 10.11.15.17]
—0.0289361598044,10,11,15,17) +0.04122127594.4; 2 513,14,15] —0.0008357450750A5,7.11 16,18}
—0.04961172567Aj4.9,12,15,17 —0-03331419927 A 6 12.10,15] +0-03558114887 Afy 10,12,14,17)
—0.06312538229:4[3,4,5‘10,1.7‘15] —0.058576:_13090.4[4,3_14,15‘15] +0.007735047314A[3'5‘14‘15'13;
+0.01027522632414 8,11,15,19) +0.02202428498 A5 4 6,10,17,13] —0.009429194344 A1) 5 5.11,15,19]
—0.018267952324(2 5 6,0,17.18) —0.02410004451 Ag,9 10,13,19] —0.02516014519 45 6,11, 16,18]
—~0.024707357144)1 2,10.11,15,15) +0.02203527160 Az, 4 5 12,15,10) 001522150232 415, . 14,1517
+0.06887543878 Ay 4 6,9.17,15) +0.04552684181 4154 7.10,16,15 —0.01252488483 A1 5 6 1215 10
+0.04610634773A(5 0,10,15, 18] +0.0001831181720A43 5,13,16,17] ~0.01778000998 41 4 6,12,15,18]
+0.01716218097 Ay 5 7 12,15.10) —0-01865991279 A7 513 14.16) +0.003254706084 Arg 5151519
—0.11087840314}7.6,10,12,10] —0.04534150658 A2 4.6 12,1419 ~0.0764T037888 As5 5. 10.10.171
~0.08431242623417 5.0 15,17) —0.03064998098 A1 4 6 11, 16,15 ~0-0713961548441 5 13 13 16.16]
—0.006756936198 A(7,5,12,14,15) —0-006027100312 Ajg 5,13,17,15) —0.01907359030 411 5.5.10,17.15]
+0.03558114887 A, 5,7.9,15,19] +0.05151443970 411 ¢ 7 0 16,15) ~0-02445351676 A1 6 7 5. 16.15]
~0.01623352299 4125 6.10,15,19) +0.01406323406 Ar1 5.7 12 1610 ~0.01073452333 41, 5. 6.12.16.15)
+0.02325188746 45, 10,14,15) +0.05264462137 4170 10 13,15 ~0.01625802959 417 10 11.14.15)
~0.007689680077 Ay 4 5,15,16,15) —0.004291900045 Afg o 11,13, 10 —0-01116457912 A5 6 15 16,17
+0.009116994935 A5 5.1, 14,16] +0.01631605616 A1 5 7 15,15.15) +0.022024284984, 1 13.15.17]
—~0.025160145194(3,5,15,14.15] +0.01590806045 Ar7.0.10,15,16 —0.0631253822941 2 6.14.15.16]
+0.036303307004;5 6,12,15.19) +0.004286484426 A(3 11,12,15,16] +0.04360579713A[s,a,12,15.16]
~0.02470735714 A} 4,8.9,17,18) —0.04472966634.4(7 0 11 13,17) —0.03331419927 43 57,13.14.19)

+0.07250298125 A1 2.11.12.14.171 +0.02912243733 4123 6.13.14.101 +0.01229794143 413 3 5.12.15.191



+0.01149362257 A3 3 6,12,16,18] —0.02714945052A0 2 5 13,15,19) +0.02250912919 Aj5 .11,12,17]
—0.05180120524A5.7,13,15,16) —0.03728787302 414 10,13,14,16] +0.03421769903 A1; 3 10.13,14.16]
+0.03852970942A(3 4 5, 10,16, 10) +0.02856957429 A5 10,12,14,16) —0.05190055187 Ajs 10,11.12,19]
—0.01337854333 A3 10,11,12,16) —0.01675926918 A4 6,14,16,17) +0.008809635256 A1 4 5,14,16,17)
+0.07187324275 A3 3,7.13.15,17) —0.1218038744 A3 4 5 14.15,16) —0.01574909738 A1 57 12 16,1)
+0.02372111673 A3 5,7,10,14,19f ~0.01799791587 A(s g.10,14,16) —0.04177908119 A5 5 10,15,10]
—0.08656546612A12 4 6.13,15,17] —0.003832742495A(; g 7.12.13,18) —0.01772321991 A4 5 14 16,18]
—0.01865991279A3 5 7.11,12,19) —0.01001374101 A1 6,9,11,12,18) +0.005116889513 A1 5.6,12,15.15]
~0.054345905744(5 5,114, 18] ~0.08431242623 A3 3 10,11,12,19 +0.03178085656 411 2 0 12 15.18]
+0.05180120528 45 7,14,15,16) —0.01508466598 A9, 10.11,13,14) —0.06224405408 A(1 5 5,1 2.18.17]
~0.01222079476 Afq 6 10,15,17) +0.003974987235 A6 9 11 15,16) —0.05190055187 4y, 7 5.0.13,19]
—0.04705488518 41, 6,5,10,13,19) +0.0709903004947; 5 5,11 13,16 —0-01222079476 Ars 4. 10.15.19]
+0.003172248119 A5 8 12,14,18) +0.007778762830 A3 4,8,0,14,18) —0.01939801589 A3 5 12,15,15)
+0.001823763559A11 ,6.7,10,14,10] +0.01455711908 A3 6 7. 10,12,10] —0.03424448835.4 (4 57,8 14,13)
+0.009680345716 Af3 4 9,11,12,10) —0.01508466593 A5 6.7.3,12,10, +0.01971116816 A3 6 5. 0.12 18]
—0.04472966634 4 6 5.10,12,19) —0.01625802059.4 4 5 5.9,12,19) —0.01799791587 Ajz.5.6 10,11,18]
+0.0285695742943 5 7.9,14,19] +0.03576 735377 Ajg,7,9,17,18) —0.010953758 70413 35,11 .14,19]
—0.003094237033 A(3,7,6,11,13,15] +0.1021078641 A3 4 5.13,15,17] +0.04881654493 Af5 9 11 15.17]
+0.04360579713 A3 4,7.11,13,19 +0.003974987235 A3 4 5 10,13,10) +0.01485435216 415 6.7.9.11,19)
+0.02554668755 A2 6,0,10,11,19) —0.001390721820 Az 5 5 10,13.19) +0.01039247648 42 6,7,11,12,19]
+0.015125655724;1.4,7,14,15,16) —0.03305891375 411 510,11,13,10) +0.02420457988 A(,6,7.10,13.19]
—0.04548700035 A12,5,7,11,13,19) 7001590806045 A5 4 9,10,12,19) —0.07839554575 Ag 5,11,13,10]
+0.020272821434;5 7,12,16,17 —0-01322207845 A2 7 5.9,12,19) +0.003776542721 45,0 12,14.16]
+0.04816596401 4 5.5 11.12,19) —0.002641260619 A5 6 5.9,15.16] +0-000004656944941 Ay, 4 5 10,16.15]
—0.05434590574A¢ 5.5.10.14,19) +0.01 115898400 Ar4 5.13,1 5,15 —0.005908475072 411 .4,7.13,15.17]
+0.003254706084 A4, 7,11, 16,18) +0.01637115413A1,4,6,11,18,19] +0.005878941060 A3 5.6.13,14,16)
~0.003094237033 A(4,6,5,10,12,17] —0.01188630419 Apa 5 11,17,18) +0.04357792380 Aj3,11.,12,14,16]
—0.005908475072 A3 4,6,12,15,18] —~0.06492409958 A1 5.6,13,14,18) —0.03741884897 Ar, 5 6.11.15.19|

+0.003212580273 A1 2.0.10.16.101 +0.05090740844 Ar5 811 .14.101 +0.06292077358 A1, 5.8.14.15.161



+0.000004468026294 45 5 0 1,15,15) —0.002641260619 Ats ¢ 10.11.15,10 —0.04024870828 A3 10.11.16.47)
—0.05079071129A11 3,9,11,16,17) +0.00309789926 1 A1z 4 11,12,13,15] —0.002300102970 A4 5.8,10,12,18]
+0.003207283315 A1 5.0,11,12,10] ~0.02938530902 413 5 5.11.13.18 —0.002097178277 A3 7.9 10.13.16]
—0.008496856599A(1 5,11 12,13,15] —0.00173082528214[2‘319,10,12'15] +0.009956676873A[4,3,7‘10,12_131
—0.03325431936A13,4,7,12,15,18) +0.01103774590 A1 g 11.12.1514] —0.02347497824 413 5 4 14 16.18]
~0.01247761149A;5,3,9,17,18) —0.04177908119A 4 g 11,14,19) +0.03833911428 A1 5 9 11,14,19)
+0.03852070042A13 6 14,15,16) +0.007172428073 Aty 9 11,14,16] —0-03424448835 A5 11 12,1415
—0.03762330922416 10,12,13,16| +0.06658304875A[2'5,7|m‘15‘17] +0.01255161005 Ay 5,8,11,13,18)
+0.005785327562A1 8,9,10,13,16] +0.026513445054(3 6,8,11,12,18] +0.007125994315A{2‘3’3,19,13,13]
+0.007891112247A13 4 9,12,13,18] +0.03354607969 A2 4.8,12,13,18) —0.0124 7761149411 2 10,11,14,19)
+0.01848712506 43,5 7,12,13,15) +0.006652914924A[5,3,3,9,11,13] +0.009517735814A 3 5.9,12,14,15]
~0.01484321647 Aty 5 6.15,15.16 —0-001760354618 Ags 5 .1.1.15) —0.002740522052 A1 4 012,115
+0.001555345554A[4‘5|3,12113,14; +0.000916066097114[4‘7,3‘11‘13‘14] -0.000107472014814{5‘3!3,11,13,14]
—0.0005322043046 A4 3,9,10,12,14] ~0.0003324438876 Aj5.7,8,11,12,14] +0.058023976 74 Afg 7,13,14,17]
+0.0001444586020 A5 8.9,10,12,13] —0.0076804164051‘1{1‘4,10,12,14,13; —0.051899921104 2 5,5,12,14,15]
+0.02251664738A[1'5‘m,12‘13,151 —0.008012063049A4; k 10.12,14,18] —0.0325919220041,6,9,10,13,18|
+0.046947793524;1,6,8,11,13,18) +0.01423040598 A3 6 7,11,14,17) —0.01500531216 A2 6.7,12.14.16)
+0.002552574160 A1, 7 8,12,14,15] —0.003163502280 A2 4,10,12,13,16] ~0.003710816663 A3 4,10,12,14,15]
—0.02996849837 A3 5.7,12,14,17] +0.002319953146 413 6,7,11,14,16) —0.005716260912A[2_7,3,12‘13115]
—0.01267276152A() 3 6,14,16,15) —0.00117139359611[315'7,12'14‘15! —0.0004288714312 A 5. 9,10,11,14)
—0.044853341424)1 6 7.11,14,16) +0.0003644955399 A6 7 5.10,11,15] —0.002300102970 A1 7.9 11 14.15]
~0.001008480987 A3 5 5.11,13,17) —0.009236436987 Ay 5.,10,11,18] +0.01878206539 A3 5.7,11,13,18)
+0.003679481742}1[4’6,3,19,11,13] —0.012822188681‘1[3,10,11‘14,13] +0.001242361655A{1‘4‘5,14,15,17]
—0.0052633503094(1,,9,10,17,18] —0.01815725680 A1 2 9 ,12,16,17) +0.01631605616 411 4 6,12,16,13)
+0.003837894953 A1 6,8,9,13,17] —0.003578485658 Ay .7 10,15.17] —0-02352426209 A5 g 12,1617
~0.05613655919A14 10,1,13,15] —0-01569955367 Ay 5.6.10,13.16) +0-03119020441 Afs 11 1213161
+0.002525385986A7,10,12,13,15] ~0.02550887094 A4 5.7,8,16,17) —0.02183124597 Agg 7 9 16,19)
+0.03947617625A11,5,7,10,15,19) —0.03265150154 Ap; 3 10,12,14,17) +0.0013886T0868A12 5.9,11,14,16)

—0.005618462557 A1, 5,8,9,16,18) T0-03947617625 Ar4 9,12,14,18) —0.03622582379411 3.0,12,14,18)



+0.01757554903A[2,3,3,14‘15117] +0.0166393531944.[4’7,3,9,10‘19] +0.00859721364744[1,7'10,11,12,13]
+0.02158734342 405 5 7,11 16,15) +0.000870210847 Az 5,5.11.13,17 +0.008379634588 Ay 6 14,1515
—~0.04961172567Ar2,4,7,10,15,15) ~0.004404817628 11 4 5,14,15.15) —0.0002744386896 A7 5.0.10.11.1]
+0.03833911428/1[53‘10,13‘13] +0.02512518374/1[3,3‘7‘3'15,17] +0.08026523026;4[5,3,19‘15,17]
—0.006173566464 A14,5,5,1,14,17] +0.03926689653 15 7,13 14 15) +0.04857128588 Aya 5,5..16.17)
+0.03433789078A1 5.5 13,14,18 —0.01095375870 Afs 5.11.16,17) +0.04224206759 Ay 4 5.13.15.10
+0.02153004672 445 6,11,12,15 —0.005012424721 Ao . 9,11,14,17)+0.009680345716 Ay, 5.10,15.17)
—~0.01479444140A15 5 6,12, 15,16 —0.09135050343 47,5, 9,14.16) —0-0884280042941; 5 6.14.15.16)
+0.01406788116A13,4,8,11,15,15] —0.004555848472 A1 5., 10,14,15) —0.02720912207 Ay1 4 10.11.15 16
—0.04558029998 Ai5,10,12,15,17) +0.01406788116 Ay 6.5, 10,15,17) —0.00005092951379 Af3 5.10.11,12.15)
+0.001817062630 Ar3,4,11,12,13,14) +0.01136505229 A2 5 5, 11,14,17) —0.02015755207 A2 5.9.10,14,17]
+0.03354607969 411 6.7 11,15,17] +0.03552176398 Ay 4.0,12,15,18) +0.01897147843 Ags 4 5 15.14.25
+0.01423040598 A 5 3.12,13,17] +0.004593167687 Az 7.8,0,14,17 ~0.0004390591239 A6 6..10.12,15]
—0.08842800429 4134 5.13,14,15) —0.04203935952 A5 10,13,15,16) +0.002034451267 Agg 5.8.11 14.15]
+0.001632375467 Aja,5,0,11.13,15) +0.00034286 70825 Als 7 8 0.15,161 +0.001117838367 Az 7.8.0.15.15]
—0.01239044410A[1,3,3‘13,14_15] +0.03117037182;4[3,4‘7,12'14‘17] +0.03926689653A[1_5‘5,12,1411;;]

—0002483423062 A[2‘5‘8'12,14,1B]



“UMA COMPROVACAO ALGEBRICA DA EQUIVALENCIA
ENTRE A CONDENSACAO ANIONICA E A COMPOSICAO
FERMIONICA PARA O EFEITO HALL QUANTICO
FRACIONARIO”

Carmem Lucia de Souza Batista

Tese de Mestrado apresentada no Cen-
tro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, do
Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnologico, fazendo parte
da Banca Examinadora os seguintes pro-
fessores:

TN ooyl _ NKS

José Abdalla Helayél-Neto - Presidente

(e Moiaws

Luca Moriconi

Roman Raycov Paounov

Rio de Janeiro, 29 de agosto de 1996
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