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Resumo

Estuda-se nesta tese uma série de propriedades algébricas de espinores
e alguns aspectos cinematicos de campos fermidnicos definidos em espacos-
tempo planos com assinatura arbitraria. Tais resultados sao aplicados no
processo de construgao de teorias de gauge Abelianas supersimétricas definidas
em espagos de Atiyah-Ward. Mostra-se que a redugdo dimensional destas
conduz & versao tridimensional da QED massiva, com supersimetria simples e

paridade preservada.
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Introducao

Com o advento das supersimetrias simples e estendidas no processo de formulacao de
modelos, sobretudo de gauge, para descrever fenémenos em Fisica de Particulas, chegou-
se a um consenso de se definir e estudar teorias supersimétricas emn dimensdes superiores a
quatro para, entao, se compreender as simetrias da fenomenologia de particulas em bases
mais geométricas. Este foi o procedimento amplamente adotado no estudo das teorias de
super-Yang-Mills e nos modelos de Kaluza-Klein para a supergravidade dos anos ‘80.

No inicio dos anos ‘90, chamou-se a atengao para uma interessante conexdo (a qual se
refere a literatura como a conjectura de Atiyah) entre teorias de Yang-Mills definidas em
espacos-tempo do tipo (2+42) e modelos integraveis em 2 e 3 dimensdes. Dado o interesse
despertado por tal questao, propds-se estudar nesta tese alguns aspectos relacionados a
formulagio de teorias de gauge supersimétricas nos chamados espagos de Atiyah-Ward,
D=(2+2). Apesar da interpretagao fisica de particulas propagando-se em espagos-tempo
com mais do que uma dimensao temporal nao ser clara, adota-se o ponto-de-vista de
construir os modelos em D=(2+2), usufruindo-se das propriedades especiais deste tipo de
espa¢o, para, em segiida, usd-los como matrizes para a geragao de modelos fisicamente
razodveis em duas ou trés dimensoes espago-temporais (D=1+1 e D=1+42).

Nesta tese, em particular, procurou-se ﬁranspor para D=(142) modelos Abelianos
supelrsimétricos originalmente formulados no espago de Atiyah-Ward. As razoes para nos
fixarmos neste tipo de estudo sao motivadas e discutidas nos capitulos que se seguem.

Visto o propésito de se construir teorias supersimétricas em D=(2+2), onde os campos

fermionicos apresentam propriedades peculiares, procedeu-se, inicialmente, a uma anélise



detalhada dos espinores e campos fermidnicos em espagos-tempo planos com assinatura
arbitraria. Este é o contevdo do Capitulo 1.

Em seguida. com os resultados obtidos no capitulo anterior, pode-se sistematizar a
formulacdo de superespago para a supersimetria simples em D=(242). E, entdo, ob jeto
do Capitulo 2 a andlise de teorias de gauge Abelianas definidas no espago de Atiyah-Ward.
Sao, ai, levantadas e discutidas questoes relativas a dinamica dos campos de matéria. a
natureza dos potenciais de gauge e & reducao dimensional para D=(1+2).

No Capitulo 3, retoma-se o modelo Abeliano massivo do capitulo precedente e a ele
se incorpora a condi¢ao de auto-dualidade, da qual se herda, em 3 dimensdes, um campo
de Chern-Simons Abeliano acoplado as matérias escalar e fermidnica. Seguem-se as Con-
clusoes Gerais.

Sao dados, no final, trés apéndices: no Apéndice A, sido apresentadas propriedades
gerais das matrizes-y de Dirac em dimensoes arbitrdrias. As convencoes e resultados
titeis para o célculo espinorial da supersimetria simples em D=(242) sdo encontrados no
Apéndice B. Finalmente, no Apéncice C, sio fornecidos os elementos para o desenvolvi-

mento em superespago da supersimetria em 3 dimensoes espaco-temporais.

[N}



Capitulo 1

Algumas Observacoes sobre

Espinores em D Dimensoes.

As condigbes para a definigao de espinores de Weyl, Majorana e Majorana-Weyl sao
reconsideradas para espagos-tempo de dimensoes arbitrdrias. Analisando-se Lagrangeanos
fermionicos livres, e nao a eguagio de Dirac em dimensdo D = t+s, e impondo-se aos
mesmos a condicao de realidade, séo observadas algumas peculiaridades no que diz repeito
a0 parametro de massa e ao cariter cinematico dos campos fermidnicos. Em alguns
espagos-tempo especificos, uma a¢do de Dirac para espinores conjugados de carga nao

pode ser definida [1].

1.1 Introducao.

O estudo de espinores e de representacoes espinoriais de grupos de rotagao para espagos-
tempo com métrica arbitrdria vem sendo {ortemente enfatizado em conexao com a cons-
trucao de teorias supersimétricas em dimensdes superiores e com a formulagao de super-
sime;r,rias estendidas em D=(1+3) (2, 3]. Mais recentemente, analisando-se modelos super-
" simétricos nos chamados espacos de Atiyah-Ward [D=(2+2)], conclui-se ser necessario re-
considerar algumas propriedades de campos fermidnicos, ndo mais estudando as equaces

de movimento, mas investigando-os do ponto-de-vista da agao. Com isto, pensou-se em
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generalizar tal investigagdo para espagos-tempo genéricos do tipo D=(t+s), onde ¢ e s
indicam, respectivamente, o nimero de diregSes tipo-tempo e o niimero de direcdes tipo-
espaco. Alguns resultados bastante peculiares sao obtidos.

Na secao 1.2, sao revistas algumas propriedades essenciais das matrizes—y de Dirac em
espagos-tempo genéricos. Em seguida, na secao 1.3, siao discutidos os diferentes tipos de
espinores em conexao com as representacoes irredutiveis de SO(¢,s). Finalmente, na secio
1.4, encontra-se a nossa contribuicao original: ao invés de discutir as propriedades dos
diferentes espinores do ponto-de-vista das equacdes-de-campo, adota-se o ponto-de-vista
das agbes . Alguns resultados interessantes sio derivados. Por exemplo, conclui-se que,
para espacos-tempo onde ¢ = 3 mod 4, nao € possivel definir espinores de Majorana que

apresentem propagacao.

1.2 Revisao dos aspectos essenciais das matrizes-vy

de Dirac para um espacgo-tempo arbitrario.

1.2.1 Notagoes e convencoes.

A métrica considerada para o espago-tempo (£, 5) é a métrica generalizada de Minkowski:

" = diagonal(+,+,---,+, —,—,-+-, =), pr=(1,---,D). (1.1)

{—vezes S—vezes
As matrizes—y de Dirac para os espacos-tempo (¢, s} e (t, s+1), onde t+s=D (par), podem
ser representadas por matrizes 20/2 x 20/2 complexas, e satisfazem & slgebra de Clifford

{7} =20"1, (1.2)

onde 1 é a identidade do espago das matrizes 2°/2 x 2P/2, As +v’s que satisfazem (%2 = 1)
e (y*? = —1) serio, respectivamente, chamadas de tipo-tempo e tipo-espago. As matrizes

. 1, y#* e v*T a menos de fases constantes, formam representagoes equivalentes da slgebra

de Clifford, logo
P o= (-1 Ay, (1.3)
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¥+ = nBy*B7!, (1.4)

¥ = —p(-1)'CyC. (1.5)

As matrizes—y podem ser escolhidas unitarias, o que implica nas ¥’s tipo-tempo serem
Hermiteanas e as tipo-espaco serem anti-Hermiteanas. Pode ser visto, utilizando o lema
de Schur, que tal escolha induz a se tomar as matrizes A, B e C unitérias. Sera visto.
oportunamente, que a unitariedade de A permite construir agles reais para espinores
e esta condicao, junto & unitariedade de B ou C, garante a existéncia da ag@o para o
espinor conjugado de carga correspondente. Fato que em si pode justificar a unitariedade

das matrizes-y. A matriz unitaria que satisfaz & eq.(1.3) é dada por
A=yl (1.6)

Como veremos, o fator 1) na eq.(1.4) terd valor £1 fixado para um dado t, através da
existéncia, ou nao, do espinor conjugado de carga. O fator da eq.(1.5) segue da sua
consisténcia com as duas anteriores. Assim sendo, as matrizes A, B ¢ C, além de serem

unitarias, terao as propriedades [2]:

BT = CA7', (1.7)
A1 (_l)t(tml)/2A, (18)
BT = eB, e=41, (1.9)
CT = epf(~1)-V2C (1.10)
A = g*BAB, (1.11)
AT = qgfcATICT, (1.12)
B* = fC*BC™!, (1.13)



1.2.2 Determinacgao de «.

Matrizes 2P/2 x 2P/2 (D par) podem ser expandidas em termos das matrizes CT® — ¢
e CT), N=(1, ..., D), onde T'™ representa o conjunto das Cp.n possiveis matrizes!
formadas pelo produto de N (N < D) diferentes matrizes-y. Mostra-se que qualquer

matriz de CT™) satisfaz & relagao
(CTUNT = (n(t,n, )T | (1.14)

onde

CN = 8??1:(__l)t(t—l)/z[n(_l)t+1]N(__1)N(N—~I)/2 = +1. (1'15)

O valor de ¢ pode ser obtido a partir de

D 1 1
> 5 (1= Gw)Co = 527220/ 1) (1.16)

Na equagao acima, a expressao que conta o nimero de matrizes que formam uma base de
A iz anti-simétrica 2P/2 x 20/2 (lad do) foi i d
expansao para qualquer matriz anti-simétrica X (lado esquerdo) foi igualada ao

resultado que deve ser esperado desta contagem (lado direito); da eq.(1.16), segue que

D
> Cnltn, e)Con = 2772 (1.17)
N=0

Da eq.(1.17), determina-se £ para os espacos-tempo cujas matrizes {CT')’s sdo construidas

a partir de 4!, ..., ¥P, portanto para (t, s) e (t, s+1) t+s=D (par). Mostra-se [2, 3, 4]
que

Ezcosg(s—t)wnsing(s—t), (1.18)
sendo ¢ = %1.

1.2.3 Extensao das matrizes-y de Dirac do espago-tempo (1, 3)
para (i, s+1), com t+s=D (par).
. Dado o conjunto v!, ..., ¥, pode-se construir, a partir destas, y2*!

P+ — i(_l)(t—S)/‘l,Yl e ,YD (1.19)

3

1C, v = DI/NY(D — N)!



que anticomuta com as demais matrizes—y e satisfaz as seguintes propriedades:

(77 = —1, (1.20)
(v = — (P (1.21)
(P = (1)HARPH)ACY (1.22)
(M) = —(-1)¢2B(PBT, (1.23)
(T = (—1)PRCHCTT (1.24)

que sio as mesmas propriedades que sao satisfeitas por qualquer ¥ tipo-espago, desde
que n = —(=1)¢=9/2 | Deste modo, obtém-se o conjunto de matrizes-y, {7', -, 2,

~P+1} para o espago-tempo (¢, s+1).

1.2.4 Operador de quiralidade v,,,.

Verifica-se que a matriz

Yo = (=L)WY AP (1.25)
anticomuta com as demais matrizes—y e satisfaz as seguintes propriedades:
¥ =1, (1.26)
W= (1p41) (1.27)
(o)t = (1) A(75)ATY (1.28)
o= (=D B(ypn)BT (1.29)

(1.30)

(’YDH)T = (“1)D/2C(’YD+1)C_1-

O significado e a relevancia de 7p., serdo abordados na subse¢ao 1.3.1.

1.3 Espinores.
Espinores sao objetos que, sob a agao do grupo SO(t,s), transformam-se como

U U =3, T = Ay (1.31)

7



Portanto, a mais simples representacao para o espinor é aquela em que ele possui (27/%)
componentes complexas. Para IJ par, tal representac¢ao €, ainda, redutivel uma vez que.
neste caso, pode-se definir operadores de projegao, Fr e F., que, por sua vez, decompoem
2% em geradores (L e If*) de transformacoes independentes. Py e Fj, determinam

setores complementares no espago dos ¥: subespago dos Wg’s e os Wy,’s, respectivamente.

1.3.1 Projetores e operadores de quiralidade.
A primeira propriedade basica dos projetores Pry, (Pri? = Pri) ¢ que
Pp+ B, =1, (1.32)
de modo que a eq.(1.31) pode ser reescrita como
Bl 4 B = 3o BB g | B @), (1.33)
A segunda propriedade bésica € ortogonalidade:
PRP, = RPr=0. (1.34)

Com a propriedade adicional,

(P, 5] = 0 (1.35)
(1.35) e (1.34) implicam que

0, (1.36)

[PR wm\EmA ) PL wpvzuy]
de tal modo que (1.33) Ié-se:
Bl 4 B = e PR¥) (B §) 4 o292 (R @) (1.37)

Por conseguinte.
Pal = o) (B 1)

) .\ (1.38)
B = e (BZ) (P )
Para espacos-tempo com dimensao /) par, mostra-se que
1
PR_.L = 5(]]- + ’YD+1) (139)

8



satisfazem as propriedades, eqs. (1.32), (1.34) e (1.35), o que permite concluir que (Fr¥)
e (PL¥) sao elementos dos setores independentes em que se subdivide o espago espinorial.
(O termo quiralidade vai ser usado para distingliir os setores complementares, e yp,; é 0
operador quiral). Introduzindo a notagio: Frr¥ = Wry ? ; PrrX™ = I}, podemos

escrever que W = Wy + ¥y e v5.,¥rr = £V L.

1.3.2 Bilineares espinoriais.

O espinor adjunto, ¥, pode ser definido de modo que o bilinear ¥¥ seja um escalar sob a

transformacao do grupo SO(#,s). Usando a eq.(1.3), vé-se que, sob uma tal transformacao,
UTA — T4 = g femzom (1.40)
Portanto, ¥ pode ser identificado com ¥=¥!A. Usando a relacao

e—%th\zx'\ryﬂ-e%w‘puzm — A""vf}/y ) (1.41)

onde A* , é a matriz de transformagao do grupo SO (¢,s) na representacio vetorial, encontra-

se que ¥y* ¥ transforma-se como um vetor sob as transformac@es SO(£,s).

1.4 Acao para espinores.

A acao livre de Dirac, A, é um funcional real e escalar sob SO(t,s), na qual deve estar

contida a informacao sobre a propagacao de ¥:
A= f dPzL(¥,8,T) . (1.42)

A densidade Lagrangeana de Dirac, £, que pode ser sempre definida a menos de um

“termo de superficie”, tem a forma

L = aWy*d,¥ 4 fmUV¥ (1.43)

2Estes espinores sao autovetores da matriz vy, € 520 0s conhecidos espinores de Weyl.



onde o parametro m € real e a e 3 sao fatores que podem ter os valores (£1), (£z),
dependendo do mimero de diregles tipo-tempo. A determinacao de « e 3 para um dado
espago-tempo € feita impondo-se que A seja real. Utilizando a eq.(1.3), e enfatizando o

cariter Grassmaniano® dos espinores, encontra-se, a menos de um “termo de supeficie”,

que
L= o (1) D2 Gyry U 4 g (— 1) 2,50 (1.44)

Para que A seja real, deve-se ter que:
a*(_l)t(t-l—l)/? o, (145)
B (—1)-0/2 3. (1.46)

Com estas equagdes, pode se costruir a Tabela 1, onde valores de a e 3 sao mostrados

para ntiimeros diferentes de direcdes tipo-tempo.

Tabela 1: Condigdes para a realidade da acao de Dirac A.

|

’thmodéL 1 mod 4 2mod4|3mod4bl
'a 1 ) ) 1 !
Jﬁ 1 1 i 7 J

Tomando agora a conjugacao complexa de £, e utilizando a eq.(1.4), pode ser encon-

trado que
L* = —a™ " Ueyt 9, U — Bt mOew© (1.47)
onde o espinor conjugado de carga*, ¥¢, é definido por
=B e U= (014, (1.48)

Usando a eq.(1.7), reescreve-se ¥¢

operacao de conjugagao de carga.

3Adota-se que, para varidveis Grassmannianas, (ab)* = b*a*.

4WC vai ser definido aqui a menos de uma fase.

10
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1.4.1 Espinores de Majorana.

Da eq.(1.31), obtém-se que

BTG = ezum BT ENB gl (1.49)

e das egs. (1.4) e (1.31) vé-se que B'E**B = " Logo, das egs. (1.48) e ( 1.49),
conclui-se que ¥ transforma-se como ¥ sob SO(t,s); portanto, o vinculo ¥¢ = ¥ &
sempre preservado sob transformacdes de gf)_(t,s). Os espinores que satisfazem a esta
iltima condi¢do sao conhecidos como espinores de Majorana. A condigao de Majorana
pode ser reescrita como

U= B =T (1.50)
Convém observar que, na representagao de Majorana, onde B=1 (Apéndice A), o espinor
de Majorana € real Da condigdao de Majorana segue que (B*B = 1). Logo, da eq.(1.9),
conclui-se que os espinores de Majorana® s6 podem ser definidos para espagos (¢, s) onde

= 1.

4]

O Lagrangeano livre para o espinor de Majorana, ¥, tem a forma

L=al"'Cy¥8,T+8mIT C . (1.51)

O conjugado complexo dos projetores quirais Fgy, podem ser tomados mediante o uso da
eq.(1.29), logo para:

s—t=0modd — (FaL)=BPaLB™' e s—t=2mod4 — (Par) = BRLrB™'.

(1.52)

De uma analise idéntica & que foi feita a partir de ¥( veja a subsegdo 1.3.1), mostra-se,

a partir de ¢, que Pr¥¢ e P, ¥° transformam-se sob o grupo SO(%,s), respectivamente,

COmo 0s eépinores de Weyl ¥g e ¥, . Aplicando PR 1 ao espinor conjugado de carga dado

pela eq.(1.48), e considerando os resultados dados na eq.(1.52), chega-se a:

s—t=0mod4 — PorU°=B U =04, e s-1=2modd — Par¥° =105,
(1.53)

5No caso de £ = —1, podemos impor, por exemplo, a conhecida condigao de realidade SU(2), e definir

os espinores SU(2)-Majoranaf2].
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Assim sendo, observa-se que para s — { = 0 mod 4, U5 e U¢ transformam-se sob SO(¢,s),
respectivamente, como ¥ e ¥, Portanto, neste caso, pode-se impor a condigao de
Majorana sobre os espinores de Weyl, obtendo, assim, os chamados espinores de Majorana-
Weyl. Para s — ¢ = 2 mod 4, Vg e U} transformam-se, respectivamente, como ¥, e ¥y,
logo nao podemos, neste caso, impor o vinculo de Majorana sobre espinores de Weyl, uma
vez que este nao pode ser preservado sob as transformacdes SO(Z, s).

Finalmente, dispomos de todos os elementos para apresentar nossos resultados gerais
sobre o fator 7. Em seguida, serdo mencionadas algumas propriedades interessantes sobre

a dinamica dos espinores conjugados de carga.

1.4.2 Analise das condigoes para a existéncia da agao para o
espinor conjugado de carga.

Da invaridncia do Lagrangeano sob a operagao de conjugacao de carga segue, em virtude

das egs. (1.43) e (1.47), que

gt (~1) N2 o g (1.54)

(-4 = 1, (1.55)

As relagGes (1.54) e (1.55) ndo decorrem de uma andlise baseada diretamente na equacio
de Dirac; controlam, sim, a existéncia dos termos cinélico e de massa, respectivamente,
da acao para o espinor conjugado de lcarga (e, conseqiientemente, para o espinor de Ma-
jorana).

Apresentaremos, agora, algumas conclusoes que dizem respeito & existéncia de termos
cinético e de massa para os espinores conjugados de carga.

Para ¢ par, a informagao sobre o valor de 1 deve ser tirada da eq.(1.54). Por outro lado,
a eqt ‘(1.55) diz“qué é ;;roﬁ)‘agagéo do es-pinor conj-l;lgado cie carga massivo so é possivel se £
© =2mod 4; da eq.(1.54), resulta que 7 = 1. Resta { = 0 mod 4, que nao é compativel com
a eq.(1.55). Para estes valores de [, s6 é permitida a propagagao de espinores conjugados

de carga nio-massivos e, neste caso, n = —1. Se a condigao de Majorana é imposta sobre
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estes ltimos, obtemos o que se conhece como espinores pseudo-Majorana®.

Para ¢ fmpar, a informacio sobre o valor de 1 provém da eq.(1.55). Por ocutro lado,
a eq.(1.54) dita que a propagagao de espinores conjugados de carga, sejam eles rnassivos
ou ndo, sé é permitida para t = 1 mod 4; no caso de serem massivos, a eq.(1.55) deve ser
satisfeita, e dela resulta que 7 = —1. Associados ao valor de n = 1, que nao é solucio da
eq.(1.55), estao os espinores conjugados de carga ndo-massivos e, conseqilentemente, 0s
espinores pseudo-Majorana. Resta { = 3 mod 4; estes valores de { nao sdo compativets
com a eq.(1.54). Assim, temos proibida a propagacgao de espinores conjugados de carga,
quaisquer que sejam eles, para { = 3 mod 4.

Os resultados mencionados acima estao todos resumidos na Tabela 2.

Tabela 2: Tipos de espinores auto-conjugados (e=1) como uma funcido de i e do niumero, {, de
direcoes tipo-tempo. O simbolo — significa que nio se pode escrever um termo cinético para

espinores conjugados de carga com o par de valores (¢,n).

- 0 mod 4 1 mod 4 l?modzl 3 mod 4
r 1 — pseudo-Majorana | Majorana —
J —1 || pseudo-Majorana Majorana — —

Para concluir este capitulo, deve-se frisar que nossos resultados sobre a possibilidade
de escrever Lagrangeanos cinéticos e de massa para os espinores conjugados de carga
baseiam-se na suposicao de que os espinores sa0 sempre tomados como sendo Grassmann-
valorados, nao importando a assinatura do espaco-tempo. Para assinaturas ndo usuais
com t>2, ao invés de abandonar a tentativa de encontrar um termo cinético para os
espinores conjugados de carga nos casos indicados na Tabela 2, poderiamos, talvez, decidir
trabalhar com espinores comutantes, para o qual a existéncia de um termo cinético na agao
. torna-se nao-trivial. Apesar disto, este nao é o ponto-de-vista que tomamos aqui: supomos

que os espinores sejam anticomutantes em qualquer caso, pois temos em mente formular

De acordo com a ref. [2], este tipo de espinor aparece sem massa.
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tecrias de campos supersimétricas em espagos-tempo com assinaturas arbitrarias. Campos
fermidnicos comutantes aparecem também em teorias de Yang-Mills supersimétricas, mas
desempenham o papel de parceiros dos “ghosts” de Faddeev-Popov. Szo, entao, férmions
nao-fisicos associados a estados de I-particula com norma negativa. Querendo-se associar
campos fermidnicos a particulas fisicas de spin semi-inteiro, faz-se necesséario toma-los

como varidveis de Grassmann.

14



Capitulo 2

SUPGP-QED2+2 € T3QED1_,_2.

Neste capitulo, formula-se a agao supersimétrica e invariante de gauge para a super-
QED3» massiva no espago de Atiyah-Ward D=(2+2). Estuda-se como assegurar a in-
variancia de gauge mediante a Introdugao de um supercampo vetorial complexo. Cons-
trél-se um termo massivo invariante de gauge, através da introdugdo de um par de super-
campos quiral e anti-quiral com cargas-U(1) opostas. Faz-se uma redugao dimensional
“4 la Scherk” da agao da super-QEDs.s massiva para D=(1+2). Truncamentos sdo
necessrios, a fim de suprimir modos nao-fisicos em D=(1+2). Finalmente, verifica-se
que o modelo Abeliano reduzido apresenta uma tinica supersimetria e, automaticamente,
incorpora a 73QED; 2, estudada recentemente em conexao com problemas de Fisica da

Matéria Condensada.

2.1 Introdugao.

A idéia de espagos-tempo com VvArias componentes tipo-tempo e assinatura indefinida tem
sido tratada com notdvel énfase, desde que se entendeu que teorias de Yang-Mills auto-
duais em 4-dimensdes [5] aparecem, através da conjectura de Atiyah [6], como fonte para
* todos os modelos integraveis em dimensdes mals baixas, apds a adocao de algum esquema
apropriado de reducao dimensional.

Recentemente, foi observado por Qogury e Vafa (7] que o “background” consistente
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com a propagagao de cordas corresponde a configuracdes de Qavi@de auto-dual (SDG),
1o caso de cordas fechadas com N=2, e configuragdes de Yang-Mills auto-duais (SDYM),
acopladas a gravidade, no caso de cordas heterdticas em dimensdes iguais ou menores
que quatro. Este resultado foi reconfirmado por Gates e Nishino [8], baseando-se em
calculos de fungoes-3 do setor de Yang-Mills da corda heterdtica com N=2. Mais re-
centemente, Gates, Ketov e Nishino [9] propuseram a versao supersimétrica da teoria de
Yang-Mills auto-dual com N=2 (SDSYM) e um modelo de supergravidade-N=4 auto-dual
(SDSG); com estes resultados, conclui-se também nao ser possivel escrever contratermos
nao-triviais no caso de supercordas com N=2 [10].

A evidéncia de uma relagéo mais préxima entre a teoria de Chern-Simons super-
simétrica (SCS) e modelos integraveis, ou teorias topoldgicas, vem justificando a concen-
tragao de esforcos na tentativa de uma maior compreensio das teorias de campos em
3-dimensdes. J4 se mostrou que as teorias SCS, com N=1 e N=2 em D=(1+2), séo ge-
radas diretamente das teorias SDSYM, com N=1e N=2em D=(2+2), por uma reducao
dimensional conveniente e truncamentos de alguns dos campos resultantes [11].

Sabe-se que teorias de campos em 3 dimensdes desempenham um papel central na
compreensao do comportamento de teorias a temperaturas finitas em 4 dimensdes n2],
assim como na descri¢do de um niimero de fenémenos de superficie em Fisica da Matéria
Condensada [13, 14, 15]. E, portanto, razodvel procurar entender algumas caracteristicas
peculiares da dinamica dos campos de gauge em 3 dimensdes. Por cutro lado, a finitude
das teorias de Chern-Simons no gauge de Landau, provada nos trabalhos da ref. 116],
tornou as teorias de gauge 3-dimensionais bastante atrativas. Mais recentemente, esta
linha de investigagao vem sendo reforgada, em vista de suas potenciais possibilidades de
oferecer um fundamento teérico para a descricio de alguns fenémenos em Matéria Conden-
sada, tais como supercondutividade a temperaturas finitas [14], onde a QED3 e 73QED;
[14, 15] emergem como possiveis cenarios tedricos na tentativa de uma compreensio mais
profunda destes fendmenos.

O principal propésito deste capitulo é construir uma acfio no superspaco que descreva
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um modelo de gauge Abeliano massivo em D=(2+2), a saber, a versio N=1 da QEDg».
Este capitulo é organizado como segue. Na Secao 2.2, damos detalhes da formulacao
da supersimetria simples {V=1) no espago de Atiyah-Ward. A discussio e a construgao
explicita de um modelo de gauge Abeliano com supersimetria N=1 em D=(2+2) é o
contetido da Segao 2.3. Descreve-se campos de matéria massivos, mas o caso nac-massivo
pode também ser contemplado como um caso particular do primeiro.

Mostramos, na Secdo 2.4, que, fazendo uma redugdo dimensional “a la Scherk” [17, 18]
da agao da super-QED3,2 massiva para o espago-tempo D=(1+2), fruncamentos sio
necessirios, a fim de suprimir modos nao-fisicos, Conclui-se com uma abordagem da
super-73QED, 12 {a versdo supersimétrica da 73QED;,2) [19], cujo espectro é livre de
tdquions e “ghosts” a “tree-level”. Finalmente, na Secio 2.5, esbogamos a conclusao do

capitulo, e apresentamos perspectivas para trabalhos futuros.

2.2 Supersimetria N =1 e supercampos no espago
de Atiyah-Ward.

Espagos-tempo tipo Minkowski podem ser definidos como espagos-coset do tipo {grupo
de Poincaré) /(grupo de Lorentz). Similarmente, superespacos planos podem ser definidos
como espagos-coset {grupo de super-Poincaré)/ (grupo de Lorentz): seus pontos sendo
Orbitas que o grupo de Lorentz varre no supergrupo de Poincaré. Pontos do superespago
sdo parametrizados pelas coordenadas do espago de Atiyah-Ward, z#, u=(0,1,2,3), e
coor&ena.das fermionicas, # e 6%, onde a=(1,2) e &=(1,2). As coordenadas fermidnicas
8 e @ sdo espinores de Majorana-Weyl.

Supercampos sao fungGes analiticas das coordenadas do superespago, que devem ser
comprendidas em termos de suas expansdes em série de poténciasem f e g , com coeficientes
~ que sao campos locais definidos no espago de Minkowski [20, 21].

Uma téenica compacta e eficiente para trabalhar com representacoes da algebra de

supersimetria, e sua afuaqéo sobre os campos, foi proposta por Salam e Strathdee [22]:
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supercampos no superespaco. Tal idéia é particulamente titil para teorias com supersime-
tria N=1, onde a estrutura de supercampos é completamente conhecida. A algebra a que

os geradores, F,, Q. € Qs da supersimetria em D=2+2 satisfaz é a usual, dada por!

{Qa:@d} =2 O-gdPM : {QQ’Qﬁ} = {éd; éﬁ} =0
e [Qa: P =[Qa, P]=0. (2.1)

A lei de transformagéo para um supercampo genérico, F(z,0,0), é definida pela

variagao:

F=i(cQ+EQ)F, (2.2)

onde os parametros ¥ e £ sao espmores de Majorana-Weyl, e as supercargas, Q4 € Qs,
sao dadas por

Qo = ~1(0y +10:60%) e Qu= —i(D; + 1007 . (2.3)

As translagoes no superespaco associadas as transformacbes de supersimetria do super-

campo F(z,8,0) sao mostradas abaixo:

h — 1 %0l 0% + i E05E 00,

05 — 0% &% o 0% — § 435 (2.4)

As derivadas covariantes, D, e ﬁd, sao tals que os resultados da aplicagio delas sobre
qualguer supercampo sao covariantes sob transformagoes de supersimetria; isto significa
que sao também supercampos, e uma possivel representacao para as mesmas é dada a
Seguir:

Do = 8y — idael* e Ds = ~ iPanb® (2.5)
que satisfazem a seguinte &lgebra

{Dy,Ds} = —2i0", 8, , {Da,Ds} = {ﬁd,b'g} =0

e [Da,8,] =[Da, ] =0. (2.6)

1 Para notacoes e convengoes em D=212, veja o Apéndice B.
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Um supercampo quiral, ¥, é caracterizado pela condi¢ao covariante D,¥ = 0; por-

tanto, segue que este supercampo pode ser, em geral, parametrizado por
U(z,0,0) = ¢ [A() + i0y(z) +i6°F(z)| , (2.7)

onde A é um escalar complexo, ¥ é um espinor de Weyl e F' é um campo auxiliar escalar

complexo. O supercampo ¥' é dado por
Ui (2,6,0) = &% [ 4 (z) + i0y*(z) +i0°F*(z)] (2.8)

onde usamos as relagées (B.31) e (B.32) do Apéndice B.
Um supercampo anti-quiral, X, é tal que deve satisfazer ao vinculo DpX = 0, e pode

ser escrito como segue
X(x,8,60) = &%° | B(x) + if%(z) + i0*C(z)] , (2.9)

onde B é um escalar complexo, ¥ é um espinor de Weyl e (G é um campo auxiliar escalar
complexo. Analogamente ao caso anterior (usando (B.31) e (B.32)), o supercampo anti-

quiral X' admite a expanséo:
X'(z,0,8) = e° [ B*(x) + i05°(z) + i°C* ()] . (2.10)

A lei de transformagao de supersimetria definida pela eq.{2.2) gera as seguintes trans-

formacgdes dos campos componentes de (2.7) e (2.9):

SA = i, §B = it
o = 2e0 " — 28%030A € | %4 = 25:G - 25%0,4B - (2.11)
SF = i3, 6G = %0, %4

Tendo em mente o propdsito de formular uma teoria de gauge supersimétrica no espaco
de Atiyah—Walfd, faz-se necesséario introduzir um supercampo vetorial complexo (um su-
percampo vetorial sem o vinculo de realidade), V :

V(x,0,0) = C(z) +i6((z) + i07i(z) + %it?zM(a:) + éi@zN(m) +

1 ~ 1 1 ,~ 1 o
+5180"0B,(x) - §f;?e;,\(m) - 59295(33) - 119292’1)(3;) . (2.12)
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onde U, M, N e D so escalares complexos, ¢, 7], A e g sio espinores de Weyl e B, é um

campo vetorial complero. O conjugado Hermitiano, V1, é dado por
- N 1 1 ~
Vi(z,8,8) = C*(z) + 16 *(z) + 07 °(z) + §i92ﬂ/f*(x) + 5@'82]\’*(17) +-

L

. ~ 1,z
2929,\'=(m)»%9295“(x)—192921)*(95) . (2.13)

+%i90"§8§ (z)

onde foram usadas as relagoes (B.31) e (B.32) do Apéndice B.
Os supercampos “feld-strength”, W, e W, que satisfazem, respectivamente, as condicdes

de quiralidade e anti-quiralidade, EBWQ =0e Dﬁwd = 0, sdo escritos como
1 ‘“"'2 hagueed 1 2"“-‘
Wa = §D DQV e Wd = §D DdV ; (214)

em componentes, tem-se que

W, = el [xa +07 (capD - 0256,) + iﬁga’;da#ﬁd]
(2.15)

Wa = [5g + P (45D — 325G ) +i0°54,8,1°)

onde

.
— & g
Aa = Aq — 04,7 O,

D=D-0C
J . (2.16)

ﬁd==ﬁ&‘*f?3af%€&

¥

L G‘uy = B}J.BV _*" ayB“
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As transformagGes de supersimetria dos campos componentes dados em (2.15) léem-se:

[ P (eaﬁﬁ~ J"";ﬁGW)

6D = ie®o™ % 8,5, + IG5 % O g
. . (2.17)

6Gy, = —ic%0,* Vs ié‘i"ﬂd"‘&,xa ~ (1 = v)

| 606 =& (845D — 57,6 )

A conjugacgao de carga dos supercampos “field-strength” resulta em
Ws = e (35 +6° (caaD* — 02503,) + i0%0420,5°
: (2.18)

W = e [5s + 07 (6,,D" — 54501, ) + i858, 8,52
onde as relagées (B.26), (B.31) e (B.32) foram usadas. A conexao entre a conjugacio
complexa e a conjugagac de carga dos espinores tem um importante papel na formulacido

de agoes supersimétricas invariantes de gauge, como sera visto nas segdes seguintes.

2.3 N =1 super-QED,,» Abeliana e Massiva.

A extensao supersimétrica da QED massiva em D=143 requer a introducao de dois
supercampos quirais, com cargas-U(1) opostas [23]. Entretanto, para introduzir massa
para o setor de matéria em D=(2+2), sem a quebra da simetria-de-gauge, temos que
lidar com quatro supercampos escalares: um par de supermultipletes quirais e um par de
anti-quirais; os membros de cada par tém cargas—U (1) opostas.

A super-QEDj, 4 massiva é descrita pela agao:®
L g _é ( / ds WW + / 3 1’47':1717) + f dv (The VX, + vle X ) +

+im(fds qx+\11_—~/d§)"(’+3"f_) +he (2.19)

2Neste trabatho, estamos adotando ds=dzd?6, ds=d*zd?0 e dv=d'zd?0d28 como possiveis medidas

no superespago.
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onde ¢ € uma constante de acoplamento sem dimenséao e m é um parametro com dimensao
de massa. Os indices + e — dos supercampos de matéria referem-se as suas cargas-
U(1). Para construir os termos de interagao entre campos de matéria e bésons de gauge,
temos que usar uma mistura entre supercampos quiral e anti-quiral (a fim de justificar
tal procedimento, referimos-nos ao artigo de Gates, Ketov e Nishino [10]). Este termo de
interacao misto estabelece que o supercampo vetorial deva ser complezo.

A agao que fixa o gauge no superespago é dada por:
1 —
AW _ 2 2
S =1 f dv (D°V!) (D*V) +he. | (2.20)

onde « é o parametro de fixacao de gauge.
Na agdo da super-QEDs 5 massiva. dada pela eq.(2.19), os supercampos quirais ¥, e

W_ (Ed‘lfi:(l), sao definidos como segue:
U (2,0,0) = € [As(z) +itWps(z) + i0?Fu(z)] (2.21)

onde A; sdo escalares complexos, ¥y sao espinores de Weyl, e Fl sdo campos auxiliares
escalares complexos. Além disto, os supercampos anti-quirais, X, e X_ (DQY:E:O), $a0
definidos por:

X (2.0,0) = & [ By(z) + iR (w) + i0PCGalz)] (2.22)
onde By sdo escalares complexos, X4 sdo espinores de Weyl, e (G4 sido campos auxiliares

escalares complexos.

As transformagGes dos supercampos escalares, ¥4 e X, que asseguram a invariancia

de gauge da agdo da super-QEDy ;2 massiva sao as seguintes:

‘I‘:I: — ez.':i‘lin‘I‘i , BdA:l: =0 e ..?fi — 6¥i4qﬁi.}?§: s Daf‘:;: =1 s (223)
com-
As(z,0,6) = 99 [Ars(z) + i0A24(z) + i0%Ass ()] (2.24)
(5]
Ti(z,6,0) = € [T1a(z) + i0Ta(z) +i0Tse(z)] (2.25)

22



onde Ajy e ['1y sao escalares complexos, Ay e r 5+ 540 espinores de Weyl, Az e '3y sdo
campos auxiliares escalares complexos.

Da invariancia de gauge da acao (2.19), e considerando as transformagdes (2.23) dos
supercampos U e X, conclui-se que o supercampo V é sujeito a a seguinte transformacao
de gauge:

&V =i (T, —AL) =i (F.—al) | (2.26)
que coloca em evidéncia a necessidade de um supercampo vetorial complezo, V, a fim de
tornar possivel a construgao de uma agao invariante de gauge no espago de Atiyah-Ward.
Este é um resultado peculiar das (242) dimensdes.

Em termos de campos componentes, a transformagio de gauge (2.26), levando em

conta as egs. (2.12), (2.24) e (2.25), desmembra-se em:

[ 6,0 =i (T~ ALL)
6gCa=—iASs, , Ojfa =1l224

§,M = —2iAL, | 8N = 2ilsy

(2.27)
9By = 2i0u(I'1x + AfL)
bgAa = _io'gdauféi:h , OgPa = 1050, A5E
| 8D =0 (Tha — Af)
Entretanto, adotando-se o gauge de Wess-Zumino [22, 23],
[ .
6,C=-C=1 (Fl:l: —ATi)
$ 6,60 =—Ca=—iASy, , Oyiia = —Ts =il2xs : (2.28)

8,M = —M = —2iA3, , 6,N =—N=2iTyy

\
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eliminam-se os campos compensadores do supercampo V: C, (a4, 7a, M, N. A tran-

formacao que sobrevive no gauge de Wess-Zumino é dada por
0,B,=10,58 , (2.29)

onde 3 € uma fungao complexa arbitrdria. Entretanto, como veremos em seguida, apds a
analise da agao completa no gauge de Wess-Zumino, o acoplamento entre a matéria e o
setor de gauge indica que, na verdade, s6 a parte imaginiria de B, exibe a transformacao
de um campo de gauge genuino, ao passo que a parte real de B, realiza o gauge de uma
simetria de Weyl. A partir deste ponto, vamos omitir o simbolo de chapéu sobre os campos
componentes, A, D e 7, uma vez que os cilculos sempre serdo executados no gauge de
Wess-Zumino.

Da agio dada pela eq.{2.19), retiramos a seguinte agdo para os campos componentes

no gauge de Wess-Zumino:
s = [at { L ( X5 + 5'%?97)\)—3(:*”@#” _pps
1 g 1

PG, — ATOB, — %wg@;@ 4B, Gwiaﬁﬁ +AOB, - B+3”A1) +
+z'g(A1)2+ﬁ + B+¢:;,\) ~ (gD +¢*B.B*) A3 B, +
_F*G.— A~OB_ - %i@bié’i_ + 4B, (%i@[;ia“f{_ + A 3B — B_a*‘A*_) +
_ig (A*_ Y_p+ B_¢5A) + (4D ~ ¢*B.B¥) A" B_ +
+m (%ww_ - %iigf_ CALF. — A_Fy 4 BiG_ + B_G‘+)} +he  (2.30)

Devido ao fato de que na super-QED,, 2 massiva devemos ter duas cargas-U{1) para

introduzir massa a “tree-level”, e um supercampo vetorial complexo a fim de construir in-

teragdes invariantes de gauge, podemos ler diretamente, da agao (2.19) e dos supercampos
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(2.12), (2.21) e (2.22), os seguintes conjuntos de transformacdes locais U{1)ox¥/ (1),

B, A3 = +igB(z) A% 8,Bx = FigB(z)Bs
1 0L = EigBawl e § 6eX+ = Tigh(x)¥+ , (2.31)
8,14 = +igB(z)F} | 6,G+ = FigB(z)G 4

onde J=a—iv € uma funcdo complexa infinitesimal C®°. Observe que as transformagdes
de gauge 56 s20 lidas como acima porque previamente escolhemos trabalhar no gauge de
Wess-Zumino. Para as componentes do supercampo de gauge que sobreviveram ao gauge

de Wess-Zumino, temos que:

(

S A =85 =0 |
$6,D=0 e (2.32)
| 6B, =10,8 .

Portanto, no gauge de Wess-Zumino, a parte real de B, faz o gauge da simetria-U(1},,
com fungao de gauge real -y, ao passo que sua parte imaginaria faz o gauge da simetria-
U(1)q, com funcio de gauge real . A Wdltima é a usual simetria de fase, € a associamos
a carga elétrica. Na verdade, como veremos mais tarde, esta componente imaginéaria serd
tomada como o campo do féton. O parametro 7 gera uma invariancia local tipo-Weyl
[24]. Entretanto, o campo vetorial que faz o gauge de tal simetria, a saber a parte real de
B, seréd suprimido no processo de reducao dimensional, de tal forma que esta invariancia
nao deixard uma contrapartida em D=142.

Deve ser enfatizado que os bilineares de massa na a¢éo dada pela eq.(2.30) preservam a
simletria local U(1)oxU(1),, ja que 0os campos de matéria (férmions e escalares) carregam
cargas opostas. Portanto, os valores opostos de cargas-I/(1) tém um papel central no
processo de introduzir massa para os campos de matéria, sem quebrar a simetria de

gauge, similarmente ao que acontece em D=(1+3).
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2.4 Super-sQED;,> a partir do espaco de Atiyah-
Ward.

E bem conhecido que teorias de campos com supersimetrias estendidas em [ dimensoes
podem ser relacionadas a modelos mais simples definidos em dimensées superiores a [
[17, 18]. Como estamos interessados em modelos supersimétricos com N=1 em D=1+2,
propomo-nos aqui a investigar que tipo de modelo surge apds a adogao de um esquema
conveniente de redugio dimensional, a partir do espaco de Atiyah-Ward, para o espaco-
tempo de 3 dimensdes. Nosso propdsito é realizar uma reducao dimensional ®“a la Scherk”
da N=1-super-QEDj,, massiva [17]. Uma vez que este procedimento deve estender a su-
persimetria {17, 18| para N >1 em 3 dimensdes, serdo necessarios alguns truncamentos,
a fim de se permanecer com uma supersimetria N=1 ¢, a0 mesmo tempo, suprimir mo-
dos nao-fisicos, isto é, graus-de-liberdade correspondentes a estados quanticos de norma
negativa, provenientes de (24+2) dimensdes. Para realizar a reducao dimensional da acio
(2.30) para D=(1+2), usamos as regras apresentadas a seguir.

As relagdes entre as matrizes-y em D=(2+2) e D=(1+2) sao dadas por:

eot = (C+™,iC) (2.33)

& = (Cy™,—iC) (2.34)

onde, no membro esquerdo, sio dadas as matrizes do modelo em D=(2+42), ao passo
que, no membro direito, figuram as correspondentes matrizes em D=(1+2). Observe
que o espinores de Weyl em D=(2+42) transformam-se em espinores de Dirac depois de
realizada a reducao dimensional para D=(1+2). Abaixo, sao fornecidas as regras para o

procedimento da reducdo dimensional:

GEG™ B GEG™ 420,050 (2.35)
WA —  Y"Omx (2.36)

3Usaremos o mais simples processo de redugio dimensional que, efetivamente, consiste em postular

que todos os campos do modelo em 4 dimensdes independem da coordenada temporal z°.
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X o X0y, (2.37)

iBpo'Y  —  iBmdy"x — ¢¥x (2.38)
B.,B#A* — Bn,B"A* | (2.39)
iARp — A (2.40)
iBYA — - By | (2.41)
B,B*A*B — B,BT"A'B+#A'B | (2.42)
Wy, — —Pivl (2.43)
aX- —  Xix- (2.44)

onde os campos do lado esquerdo sao definidos em D=(2+2) e os do lado direito sio

definidos em D=(1+2). O modo escalar, ¢, provém da componente temporal B3 do

potencial B,

Como resultado da redugao dimensional, pode ser diretamente encontrada a seguinte

a¢ao supersimétrica em D==(1+2):

§P=3 f e { —iz‘(j\fy’"é?mp + Y A ) %% (GfmG”"“ + 2am¢*am¢) . 711 DD+
_FG, - A%OB, — %z‘@-/}+'}7"8m)(+ 4B, (%i@fﬂh L ALOTB, — B+amA1) +
+208B, 30+ a( A5 0 = BN = (D + @BaB™ + P87) A48, +
-F*G_—A*0B_ — %ig_!;_'}’"Smx_ + qBm (%i@—b,_'}f"‘x_ + A*O"B_ — B_amAt) +
—éqcﬁ?LX— ~ q(A’iZ‘E‘ip - B-@_b_)\) + (9D - @*BnB™ - ¢¢*) A" B_+

. 1
—m(§¢+¢_ +Xox+ AP+ AFy — B,G B“G+)} the |,  (245)

onde, apds a reducao dimensional, a constante de acoplamento ¢ adquiriu dimensao de
(mass)?.

Da anélise da agdo 3-dimensional* dada pela eq.(2.45), pode ser facilmente mostrado

" que 0 espectro estara inevitavelmente contaminado pela presenga de campos de “ghost”,

J4 que o setor livre da acdo é totalmente fora da diagonal nos campos de matéria em

*0s campos A, p, ¥ e y sdo,agora, espinores de Dirac em D=(142).
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3 dimensoes. Portanto, devemos efetuar truncamentos, a fim de remover os graus de
liberdades espurios, do que resultara uma agao cotn supersimetria simples em D=(1+-2).
Antes de mais nada, para que facamos os truncamentos de forma coerente, precisamos
diagonalizar inteiramente o setor livre, a fim de poder identificar os campos de “ghost”.
Devemos, também, diagonalizar o setor livre de gauge.

A diagonalizagao consiste em procurar por combinagdes lineares convenientes dos cam-
pos que conduzam a uma acao livre diagonal. Encontramos as seguintes transformaces

que efetuam o que se procura: SP=3

1. setor de gauge:

1/ < 1 /. =
)\=—‘/_—2( +)\) e pz—ﬁ(p—)\) ; (2.46)

2. setor de matéria fermidnica:
1 T Te o o~ 1 3 o ) €
o= 5 (B FUL A ReERE) o xa= 5 (Red RS —de b ) 5 (247)

3. setor de matéria bosdnica:

A:]: = % (.;i:]: - B:I:) e -B:I: = % (A\i + B:I:) 3 (248)
F:;: = —% (Fd: -+ @:1:) € Gi = % (@:l: — ﬁi) . (249)

Por outro lado, para simplificar os termos de interacdo de Yukawa (acoplamentos matéria-
gaugino), encontramos que sdo convenientes as seguintes redefinicées de campos para o
setor bosdnico de matéria;

1

(AT ) o Fa=

A\i = \/5 (F:]: F ﬁ‘;) . (2.50)

Substituindo estas redefinigées de campos na agdo {2.45), chega-se a uma agio diagona-
lizada, onde os campos, ¢, 7, X+, ¥-, §+ e B aparecem como “ghosts” de um modelo

supersimétrico com /N=2. Portanto, deverao ser truncados no processo de redugao. De-

vemos, simultaneamente, truncar os campos componentes, G, G_, D, a, e 7 . O

50 campo o, € a parte real de B,,, Bp=a,+i4m. Também, como A é um espinor de Dirac, podemos

escrevé-lo em termos de dois espinores de Majorana: A=r+iA.
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truncamento de 7 é ditado pela supressao de a,,. Agora, a escolha de truncar a,,, ao invés
de A, é baseada na andlise dos acoplamentos do setor de matéria: A4,, se acopla tanto
4 matéria fermidnica como a matéria escalar, e o interpretamos como sendo o campo do
féton em 3 dimensdes.

Depois de realizar estes truncamentos, omitindo os simbolos (™) e (), encontramos

a seguinte acio em D=(1+2):

SRQED .. ] d3 { %iA'ymam)\ — ianWu
~AOA, — ALOA + i) YOty + %y Optb— + FIF, + F*F_ +
g (7™ = A+ LALOTA, —IATOT AL — A, AL+ AT AL)
—iq (A+g_b+)\ CAP A A + A*;?\«p_) + P ARA™ (A A+ ALA) +

mm(ﬁm P+ AL, — ATF_+ A"~ A_Fj)} . (2.51)

Tal acao nada mais € que a estensfo supersimétrica de um modelo de gauge que preserva
a simetria de paridade em 3 dimensdes, conhecido como 3QED,; 42 [15]. Contudo, para
tornar mais explicita a nossa afirmacdo, vamos utilizar a formulagao do superespago em
D=(142), onde o0s supercampos sao convenientemente definidos e as convencoes nota-
cionais séo fixadas em funcao da reducao dimensional realizada.

Com a finalidade de formular a agao da super-r3QED, s, referimo-nos ao trabalho
de Salam e Strathdee [22], onde o superespago e os supercampos em D=(1+3) foram
introduzidos originalmente. Estendendo suas idéias ao caso aqui presente, os elementos
do superespago sao parametrizados por (2™, 8), onde ™ s3o as coordenadas do espaco-
tempo e as coordenadas fermidnicas, #, sao espinores de Majorana, §°=4.%

Agora, estamos prontos para introduzir a formulacdo da super-;QED simples via

formalismo de supercampos. Como primeiro passo, definimos os supercampos escalares

. —T .
60 espinor conjugado de carga ¢ definido por ¥°=—C% , onde C=0,. As matrizes-y que estamos
utilizando, origindrias da redugéo dimensional para D=(1+2}, sdao: v"=(o,,i0,, —i0,). Note que, para
quaisquer objetos espinoriais, por exemplo, ¥ e x, o produto ¥y denota @axa. Para mais detalhes, veja

o Apendice C.
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complexos com cargas-U(1) opostas, &, e &_ | como
s 1z T TP T

onde A: sdo escalares complexos, 7y sdo espinores de Dirac e FL sio campos auxiliares
escalares complexos.

No gauge de Wess-Zumino, a superconexao de gauge, I',, é escrita como
Lo =i(7"0)aAm +00Xs e Ty =—i(6y™)odm + 80N, (2.53)

onde A é o campo de gauge e A, é o gaugino (espinor de Majorana).

Definindo o supercampo “field-strength”, W,, de modo que

1
Wo=—3DDaT (2.54)

com derivadas covariantes dadas por

D, = 5:: - i(’Ymg)aam € Ea = —~0, + i(af\!'m)aam ’ (2-55)
encontra-se que
W, = Ay + 5™ 6 F,.. — %69 7™ (B s) (2.56)
e
W = ra—BZ™ F. + -12-99 (0mX) 7™ (2.57)

onde L™ =1[y™, 4"] sdo os geradores do grupo de Lorentz em D=(1+2).
As derivadas covariantes de gauge que atuam nos campos de matéria com cargas-I/ (1)

opostas, ®; e ®_, sdo respectivamente dadas por
Voli = (Do Figla)®s e Vbl = (D, £ z‘qﬁ,) oL (2.58)

o . > 1
onde ¢ é uma constante de acoplamento com dimensao de (mass)z.
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Usando as definicdes previamente dadas para os supercampos (2.52),(2.53), (2.56)-
(2.57), e as derivadas covariantes de gauge, (2.58), encontramos como construir a agao da

super-13QED; 19 com N=1, dada pela eq.(2.51), no superespaco;

SR = fan { %;WW +(VL)(VE,) -+ (VL) (VE_) + 2m(@ &, — b o) } ,
(2.59)
onde, dv=d’£d?0 é a medida do superespaco que adotamos e integral de Berezin vai ser
definida como fd*= —199 (Apéndice C). Portanto, verifica-se que, fazendo-se uso da for-
mulagao de superespago de D=(1+42), a agao (2.51) é, de fato, a versdo com supersimetria

simples da agao da T3QED, 2.
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Capitulo 3

Auto-Dualidade e Termo de

Chern-Simons.

Neste capitulo, apresenta-se a formulacao de Parkes-Siegel para o caso da super-QED,,
massiva acoplada a um supermultiplete auto-dual [25]. Para isto, deve-se introduzir um
supercampo chiral tipo multiplicador de Lagrange. Apés realizar uma reducéo dimensional
conveniente de (2+2) para (1+2) dimensdes, e fazer alguns truncamentos, chega-se a

estensao supersimétrica simples da 3QED; s acoplada a um termo de Chern-Simons.

3.1 Introducao.

Recentemente, versdes supersimétricas de uma teoria de Yang-Mills auto-dual e de um
modelo de supergravidade auto-dual, ambos no espago de Atiyah-Ward, foram formulados
por Gates, Ketov e Nishino {10]. Também, por um método conveniente para a redugao di-
mensional proposta por Nishino, as teorias de Chern-Simons N=1- e N=2-supersimétricas

em D=(1+2) puderam ser geradas a partir da teoria N=2-super- Yang-Mills auto-dual em

D=(2+2) [11].
O propésito deste capitulo é mostrar que a N=I1-super-3QED;,5, acoplada a um
termo de Chern-Simons em D=(142), pode ser obtida da N=1-super-QEDs2 massiva

[19] apresentada no capitulo anterior. A redugao dimensional aqui usada para mostrar
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a relacao entre ambos os modelos foi proposta por Nishino na Ref..[11]. Truncamentos
que preservam a supersimetria sao necessarios para suprimir modos dinamicos nao-fisicos,

assim como para garantir uma supersimetria simples em D==(1+2).

3.2 O modelo Abeliano auto-dual.

Para introduzir massa para o setor de matéria, procedemos do mesmo modo apresentado
na Se¢ao 2.3. A formulagao devida a Parkes-Siegel [26], aplicada & N=1-super-QEDs 4
massiva acoplada a um supermultiplete auto-dual, é realizada introduzindo-se um super-

campo chiral que tem o papel de um multiplicador de Lagrange, de acordo com a acao!
S SQED — de =W + fdv \I;f e4qV§E’+ + ‘pf;e—tqu;{"_) +

+zm(fds‘ll+ fdsX+X)+hc , (3.1)

Nesta acao, a Unica inovagao em relagao aquela da Segao 2.3, é a substitui¢ao do termo
cinético do setor de gauge pelo termo devido a Parkes e Siegel. O supercampo quiral
multiplicador (Z) é definido como
Za(®,0,0) = €9 [A() + 0° (€ap B(x) — 045 H 0 (2)) +i0Fa(z)] , DsSa=0 ,
(3.2)
onde A, é um espinor de Weyl, £ é um escalar complexo, H,, é um tensor de rank-2
complexo e antisimétrico, e F,, é um espinor de Weyl auxiliar. Os demais supercampos ja

foram definidos na Segao 2.3.
Adotando o gauge de Wess-Zumino, obtemos, da agdo dada pela eq.(3.1), a seguinte

agao em componentes:

1
SsoED = f d‘*a;{ SH (G‘“’ . EE“WGG ) - z(Acap + Fc)\) F'D+

—F"Gy — ATOBy — §z‘¢i¢'ﬁf+ —qB, (Ez’wgaﬂ;a + AO*B, — B+8“A1) +

YA notacio utilizada neste capitulo para D = 2+2 e D = 142 ¢ idéntica & que fol utilizada no Capitulo

2, e é dada nos Apéndices 2 e 3.

33




vig( A %5 + Byt ) = (e + @ BuB*) AL B +
1
—F*G_ - AZOB_ - ;i @%_ + ¢B, (%wia#sg._ FALB_ - BAL) +
—ig( A5+ BUSA) + (aD - B, B¥) ALB_+
1

1 e
+m(§z"gb+'gb_ - iR~ AP~ A_Fy + B.G_+ B‘GJ,)} +he (33)

onde G, € o “fleld-strength” usual associado a B,,.

Com isto, vé-se que a equagao de campo para H},, expressa a auto-dualidade de G, :

$S50ED 1
R By _ Z uvpo
SH:, 0 = (G 5¢ Gpr - (3.4)

As transformactes de gauge do setor de matéria e do setor de gauge sao aquelas dadas
na Segio 2.3, Entretanto, temos que considerar tranformacGes adicionais correspondentes
ao multiplete =,, a saber 6,=,=0, que retine, no gauge de Wess-Zumino, as seguintes

transformacgtes das componentes:
OgAg =6F =0, 6,F=0 e §H,u=0 . (3.5)

Uma vez que a 73QED; 5 acoplada a modelos topoldgicos em D=(1+2) tem sido usada
em alguns tratamentos tedricos em problemas de Fisica da Matéria Condensada[l14, 15],
visamos, aqui, a obtengao de sua verséo supersimétrica. Para este fim, faremos a reducio
dimensional da acio dada pela eq.(3.3), e 0 método de redugio proposto por Nishino em
[11] mostra-se bastante apropriado. Como este processo deve gerar uma supersimetria
estendida [17, 18], serdo necessirios alguns truncamentos para recuperarmos uma super-
simetria simples em D=(1+2), assim como suprimir modos nio-fisicos que, certamente,

irdo aparecer apds ser realizada a redugao dimensional.
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3.3 O modelo reduzido em 3 dimensoes.

Realizando a redugdo dimensional? “3 la Nishino” [11], de D=(2+2) para D=(142), da

acao (3.3), temos como resultado a seguinte agao supersimétrica em D=(1+2) :
g p

§P=3 - [ &3 { Bempec, 4 it Aymomp — “Fr+ BEPD +
3 2 SR
_FIGy — ALOB, %i@+7’"6mX+ _ 4B, (%i?m’"m + ALO™B, — B+amA1) +
+a(A6 0~ BuBA) - (6D + PBaB™) A48, +
— F'G_— ATOB — éi@ﬂm X+ 2B (%i@_ymx_ L ATO™B_ - BLOAS ) +
—o(Axep~ BDN) + (aD - BuB™) AZB_+

1

onde o parametro real, 4, tem dimensao de massa.

Uma vez que no espectro da agdo dada pela eq.(3.6) temos a presenca de estados de
norma negativa, vao ser necessirios truncamentos, a fim de suprimir estes modos nao-
fisicos, Entretanto, para identifica-los, devemos diagonalizar o setor livre da agao (3.6).

Para a diagonalizagao do setor livie da agao (3.6), devemos encontrar combinagdes

lineares dos campos, conforme feito na Secao 2.4. Encontramos as seguintes combinacoes:

1. setor de gauge:

A:%(ﬁ‘i‘n) e P=%(€*7ﬂ ; (3.7)
F=V2(p+d) e A=v2(p—¢) ; (3.8)

E=—(E+D) e D=—z(E-D) ; (3.9)

_1 JR——
-l v

2. setores de matéria fermidnica e bosdnica:

e= o (P TR ERS) e xi=\/i§("iiﬁ-@ii@fp) i (310)

5| (ema) - n| e mm ()48 0 e

2Depois da redugio dimensional, a métrica 3-dimensional torna-se Nm,=(+, —, —). Observe que os

espinores tornam-se espinores de Dirac em D=(142)
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Fy = \/% {% (Fex F2) + @J e Gu= —% {\/% (Fe Fy) - éiJ . (312)
Substituindo estas redefini¢bes de campos na agio (3.6), chegamos a uma agio diago-
nalizada, onde os campos 7, X+, ¥-, B+ e B_ aparecem como “ghosts” na estrutura de um
modelo supersimétrico com N=2. Devemos fazer os truncamentos necessirios, tendo em
mente que estamos procurando por um modelo supersimétrico com supersimetria N=1.
Realizando os truncamentos dos “ghosts”, n, ¥, ¥_, EJr e E_, devemos, simultanea-

mente, truncar os campos G4+, G_, D, E, £, ¢, a,, and 7. Apés tais truncamentos, e

omitindo os simbolos (™) e (). encontramos a seguinte agioc em D=(1+2):

Si(g’ED = / d3% {,uekl’"'AkF}m — 2uAX +
- A1DA+ - AiDA_ + iﬁ_b+”}’m5m¢+ + iE_’Ymamw& + F:-F-l- + F:F— +
_gA, (?mmm P AL A, — AT A — AT+ z‘A_BmA*_) +
— ig( A A= A A= ANy + ATTY) + P AnA™ (A7 A+ ALA) +

—m(Foy —Ppo + AP - AP+ AP - AP (3.13)

a qual, concluimos, é a extensao supersimétrica da agao que preserva a paridade mini-
mamente acoplada ao campo de Chern-Simons [27, 14, 15]. Usando as definigdes prévias
de supercampos (2.52},(2.53), (2.56)-(2.57), e das derivadas covariantes de gauge (2.58),
encontramos como construir a acao da super-13QED acoplada a um termo de super-Chern-

Simons, no superespaco, e a lemos como:

S5 = / di {2u(TW) + (V@L)(V,) + (VaL)(Va_) + 2m(2} &, — 318_)}
(3.14)
que é a transcrigio em supercampos da agao (3.13).

Nossa conclusao € que a NV=1-super-QED3, 5 massiva, acoplada a um supermultiplete
auto;dual; mostra caracteristicas interessantes, quando realizado um esquema de redugao
- dimensional apropriado. A redugao dimensional “a la Nishino”, aplicada ac nosso pro-
blema, mostrou-se bastante interessante, ja que nos possibilitou, depois de truncamentos

de modos nao-fisicos, obter como resultado final a N=1-super-Chern-Simons acoplada
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a um setor de matéria (super-3QED;y2). No capitulo precedente, sem a condigio de
auto-dualidade em D=(2+2), chegou-se & super-13QED1,,, caracterizada por preservar a
paridade em 3 dimensdes. Neste capitulo, mostra-se que a auto-dualidade conduz a um

campo de Chern-Simons acoplado & matéria, ocorrendo, portanto, violagdo de paridade.
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Conclusoes Gerais

Um dos aspectos mais peculiares dos modelos de gauge Abelianos supersimétricos
definidos nos espagos de Atiyah-Ward é a necessidade de se introduzir campos de gauge de
natureza complexa. Este fato é decorréncia da necessidade de se impor vinculos de quira-
lidade e anti-quiralidade sobre os supercampos que devem descrever o setor de matéria.
Entretanto, poder-se-ia pensar que o mesmo resultado devesse ocorrer em 143 dimensdes;
este, porém, nao é o caso, ja que em 242, contrariamente ao caso do espago de Minkowski,
o complexo-conjugado de supercampos quirais (anti-quirais) sao também quirais (anti-
quirais}.

Como discutido no Capitulo 2, 0 modelo Abeliano mais simples no espago de Atiyah-
Ward é baseado em um grupo do tipo U{(1)@U(1), com “gauging” simultaneo de uma sime-
tria tipo-Weyl e uma simetria de fase como a usual na QED. Seria interessante averigiiar,
posteriormente, se a construgac de modelos Abelianos em termos de supercampos lineares
comportaria 0 mesmo tipo de propriedade.

Outro fato que se pode ressaltar € a possivel equivaléncia entre o modelo Abeliano ap-
resentado no Capitulo 2 e modelos-o N=I1-supersimétricos (também no espago de Atiyah-
Ward) com “gauging” do grupo de isotropia do espago-alvo. Tal estudo encontra-se, no
momento, em fase de elaboragao [28].

No Capitulo 3, abordou-se a guestac da auto-dualidade e a conexao com modelos
de gauge com campos de Chern-Simons em 3 dimensdes. Seria interessante estudar, a
.' seguir, a reducio dimensional do modelo auto-dual definido em D=(2+2) diretamente

para D=(1+1), mediante um esquema de redu¢do que preserve duas supersimetrias, o
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que pode vir a gerar algum modelo integravel ainda nao discutido.

Finalizando, a experiéncia adquirida nos trabalhos aqui apresentados com supersime-
tria em D=(242) forneceu as bases para a construcao de modelos-¢ nos espagos de Atiyah-
Ward; a estes modelos, estd associada uma estrutura de Kahler com geometria especial
[29]. Também, a compactificagio para 2 e 3 dimensdes destes modelos-o acoplados as
setor de Yang-Mills da supersimetria em D=(2+2), pode fornecer novos exemplos de
modelos integraveis. Tal conjectura pode ser a base para o prosseguimento dos trabalhos

que constituiram os Capitulos 2 e 3 desta tese.
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Apeéendice A

Representacoes de matrizes-y para

D dimensoes.

Representagao de Weyl (quiral).

A matriz yp,, tem autovalores &1, o que pode ser visto da eq.(1.26); estes podem ser con-

venientemente ordenados por meio de transformagdes unitérias. Assim, pode-se encontrar

uma representagao onde 7y, , possui a forma

’)’D+1=diag0nal(—f—,---,+; _,...,_).

Esta é a chamada representacao de Weyl. Nesta representacio

Fr = diagonal(+’...,+; 0’...’0)

P = diagonal(0,---,0; +,--- ).

Uma vez que

,.},.u,.},DH + 7D+17'u =0,

a eq.(A.1) assegura a seguinte estrutura para as matrizes v



0 que, por sua vez, conduz a forma diagonal para *:

k0
o = (A6)
o &
Seja
| ", (A7)
P,

onde gy, sdo os espinores de Weyl e possuem, cada um, (2(P/2-1) componentes com-

plexas. Logo
g 0

Wy = , ¥ = , (A.B)
0 a9
e
. J . 0 0
T = . I — ) (A.9)
0 0 0 gt

Nesta representacao, os resultados da se¢ac 1.3.1 tornam-se mais evidentes.

Dada a forma da eq.(A.5) para as matrizes~y na representacao de Weyl, facilmente
verifica-se, utilizando a eq.(A.7) que, para t (impar), ndo pode ser construido um termo de
massa que envolva um unico setor de quiralidade. Procedendo do mesmo modo, encontra-
se em contrapartida que, para ¢ (par), ndo pode ser construido um termo cinético que

envolva um tnico setor de quiralidade.

Representacao de Majorana.

Para os casos em que € = 1, B, além de unildria, é stimétrica. Assim, podemos decompd-la

como
B =B, +iBy, B, e B, reais e simétricas, (A.10)
de modo que
B'B=B?4+ B +i[B,,B)] =1 (A.11)
ou
Bi+Bi=1 (A.12)
[B1,Bs] =0
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“Uma vez que B e By s30 reais, simétricase comulam entre si, existe uma matriz orfogonal

e real R e matrizes diagonais e reais by e by tais que

By = RbyRT | By = Rb,RT 7, (A.13)
logo
B = R(by +iby)RT = RbRT | (A.14)
de modo que
B'B=RbRT=1. (A.15)
Assim sendo,
b=e", D diagonal e real (A.16)
portanto,
B = Re'’RT . (A.17)

Teorema fundamental de Pauli

“As matrizes 7* e y* sao representacoes equivalentes da algebra de Clifford, desde que
=SS 7 (A.18)

De acordo com a eq.(1.4), na representagao definida pelos 7’s, devemnos encontrar B que
satisfaca a

7 = nBy*B1. (A.19)

Tem-se que

B=gs"BS™. (A.20)

Assim, pode-se escrever, com a eq.(A.17), e as propriedades de ortogonalidade e realidade

da matriz IR, que

B = (SR)y*¢'P(SR)™. (A.21)

A seguir, pode-se escolher
S = e2'”RT (A.22)



unitaria, com o qué se chega a

e, consequentemente,
i = i
Na representagao onde B = 1 (representacdo de Majorana), as matrizes-y ou sao todas

reais, ou todas imaginarias puras; conseqiientemente, os geradores L*” sdo sempre reais.
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Apeéndice B

Notacgoes gerais e convengoes para

D =2+2.

Métrica: n,,=diag.(+,—,—,+), p, ¥=(0,1,2,3). O espinor de Dirac, na representacio de

m:(w), (B.1)
X

onde ¢ e X tém as seguintes componentes: ¥*, a=(1,2), e ¥%, &=(1,2). As matrizes—y

Weyl, é lido como:

de Dirac, 4x 4, satisfazem a algebra de Clifford:
{9} =2"1, (B.2)

onde 1,4 é a matriz identidade 4x4. Valem as transformacoes de equivaléncia:

P = —Aypat (B.3)
Y= By BT (B.4)
W = _CcyCt (B.5)

onde A=+%y3. A matriz, B, e a matriz conjugacao de carga, C, na representagao para os

espinores acima tomam a forma:

g, O e O
B = e C= , (B.6)
0 io, 0 ¢
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onde

€=10y e E==—ig, . (B.7)

As matrizes—y, na mesma representacio, sao escritas como:

0 o
= , (B.8)
5 0
1, 0
v = Y0yl y?y® = : (B.9)
0 —1,

15 sendo a matriz identidade 2x2. As matrizes-o de (B.8) tém suas componentes dadas

por:
0.}1- = (_7:0-;1710-3}3 0y, ]]-2) ) (B]-O)
3” = (1‘0-.1:) "_Jy} Uz: ]]-2) 1 (B]-]-)
onde
01 0 —i 1 0
Tp = 3 O-y = , Oz = H (B']‘2)
10 i 0 0 -1

a0 as usuais matrizes de Pauli. Os geradores de SO(2,2) para os espinores sao escritos

comos
a0
2 = 1yt = - (B.13)
o &
Logo, usando as egs. (B.8) e (B.13), encontramos que:

oM = i(a"“”” —o"F*) e T = ?11(5#(’” —d'c*) . (B.14)

A conjugacao complexa das matrizes, 0%, 3%, 0* e F resulta em
* - pk -
ot = g,0t0, e T =o,5%, | (B.15)

o = g0, e T =g,0"0, . (B.16)
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Outras relagGes tteis envolvendo as matrizes-o sdo dadas por:

Tr(e#5%) = 20 (B.17)
(o#G" + o¥F*)% = 29" 6% | (B.18)
(GHa” 4 5"0")%; = 24" E%, (B.19)
e
Tr(o*‘“’cr""\) _ %(np/\nvn — A 4 E,uw«:A) , (B.20)
Tr (7755 = %(n,u,\nwc e S (B.21)

O espinor conjugado de carga, ¥¢, é definido como:
¢ = BU* = CT" (B.22)

com U=W'A. e, na representacao aqui usada, é lido como:

o[, -

X
onde y°=io.y" e X°=io,X*. Pode ser visto, do Capitulo 1, que ¥° e ¥° transformam-se
do mesmo modo que ) e X, respectivamente; portanto, os espinores de Weyl conjugados
de carga, ¢* e ¥°, devem ter como componentes 1°* e ¥°*. A imposicao da condicio de

Majorana sobre ¥ resulta nos chamados espinores de Majorana-Weyl, que satisfazem a

Y=t e ¥= X

Convengoes de indices.

Para todos v, ¥, o, 0", €, € que aparecem no texto, adotamos as seguintes convencgoes
para a estrutura de indices: ¥®, ¥, a"%, 6*%,, g, Ed.é . Adicionalmente, consideramos
~Fe S =0

os simbolos €*? and €%, tais que, €Peg,=6% e, € €557=6%

. setores SL(2,R) independentes. Logo os indices espinoriais séo levantados e abaixados

que atuam sobre os dois

de acordo com as regras:

Yo = Eaﬁd]ﬁ e Y%= Eaﬁwﬁ > (B24)
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Xa = gaﬁiﬂ e X°= Edﬁfg . (B.25)
Os espinores de Weyl conjugados de carga sao dados por:
wccz — (io.zw*)a ; Xcd — (io-zi*)d i (B26)

Adota-se uma notacio compacta para os bilineares fermidnicos:

Yo =P e YA =PA=AY (B.27)
X=X e Xha=XP=pP%X , (B.28)
‘tnba adgd = woﬁi = _fa’-pw ) (B29)
PETE N = patA = —Aatp . (B.30)

A conjugagao complexa resulta em:
(A = X, (%P =iXF (B.31)
(o) = ST, (TN = TN (B.32)

Algumas relagGes iiteis para os espinores de Majorana-Weyl, ¢ e 8, sio dadas a seguir:

0°6° = —%eaﬁaﬂ , (B.33)
1
0u85 = 550,592 : (B.34)
— 1 ..
0%9° = —5”%2 , (B.35)
S
05 = 5260 (B.36)
G048 ov8 = %925277”” . (B.37)
As derivadas fermionicas sao definidas como:
8
8(1 = EE& , (B38)
~ o
3 = o (B.39)



Logo, segue que:

987 =6° |, B =57
805 = —5° %0, = —6%
Oufls = —€,5 Wagﬁ =—Cs5 >
AP == P §rgP — b ,
80 = 28, 0% = 20,
0% =20 | B0 =20 |
56 = —4 0% = —4
As derivadas bosdnicas sao definidas como:
P = ec”d, |,
@ = e5"9,

As medidas no superespacgo adotada para o espaco de Atiyah-Ward sao:

ds = d*zd®0 |

dsi=d'zd®0 e dv=dizd’6d®d |

onde foram tomadas as seguintes condicoes de normalizagao

fd2992=1 and fd2§§2=1

Para um supercampo genérico, ®(z, 8, 8), pode-se, mostrar que:

[0 - o' —— D%, 5, , [d9o—- 00~

4 4

1
4

16

- 1 nn 1 -
20,12 2 27132
e dedB(I)xEBaz@z_DD@b:;:O
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(B.49)

(B.50)
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Apéndice C
Convencoes gerais para D=1-+2.

Métrica: fp,==diag.(+,—,—), m, n=(0,1,2). As matrizes- vy de Dirac, 2x 2, que satisfazem
a algebra de Clifford
{7 =2T, (C.1)

sao dadas por

T > 1T ~TT

Y" =i = 0" = (04,10,,~10,) (C.2)

onde ¢™ e 6™ sido definidos pelas egs.(B.10) e (B.11). Em D=(142), as matrizes-y

satisfazem a uma relagao adicional
,Ym,yn = Ti'rmn.]]_2 + z-emnl,n . (03)

Temos os seguintes geradores do grupo SO(1, 2) na representacio espinorial:

o =15 (C.4)
Isto leva as relagoes: ,
Tr (2™ = ie™ (C.5)
1
ElywvmnY _ _ * ( km_In __ _kn, im
Tr (Z¥5m) = 2(1; 7" — gy (C.6)

A matriz conjugacao de carga é dada por
C=—ic=iF=0, , (C.7)
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onde ¢ and & sao definidos pela eq.(B.7). Vale também a identidade
Cachd = (5@(5[)6 — 6ac&bd . (08)
Os espinores conjugado de carga e adjunto sdo, respectivamente, definidos por
c _ T o — apta0
Pe=—Cy' e p=yly . (C.9)

Algumas relacoes iiteis envolvendo bilineares espinoriais sao apresentadas abaixo:

(x)" =xv° |
iy x)" = —ixy™y° ,
(7™ 0mx)" = XY 0¥ (C.10)
Fx)* =¥'x° ,
(iy™x)* =W y"x°
(Y™ O x)" = @ Y mX" (C.11)
@)t =%y ,
iy x)t = —ixy™
(Y™ Onx)T = iXY"OmY (C.12)

Como 8 é um espinor de Majorana (6°=#), usando as eqs.(C.7) e (C.9), encontramos que

b, =(0C)a , 8a=—(COa ; (C.13)

8.0y = —%990@ , 8.0 = ;-?éaca,, ; (C.14)
9.6, — %Too S (C.15)

06 = 8.0, . (C.16)

As derivadas fermiénicas em 2=(1+2) sdo definidas como

Dby = bab , Oabs = bup ; (C.17)
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Dby =Cap , Oably=Cu ; (C.18)

0,00 = =20, , 3,00 =20, ; (C.19)
(80)(00) = ~4 . {C.20)

Valem, ainda, as relagdes:
By = ~(0C), e 8, =(Ca),. (C.21)

A medida de integragio no superespago para o espago-tempo! de dimensao D=(1+2) é
dv = d*¢d?0 (C.22)
a medida dada na equagdo acima respeita a condicao de normalizacio
/a?e =1 . (C.23)

As superderivadas covariantes satisfazem a seguinte dlgebra

{Do, Dy} = 2i(v"Cap Om (C.24)
{Ds, Dy} = —2i(CY™)ap O, (C.25)
{Da, Dy} = 273 O (C.26)

e sao dadas por
Do =8, —i(Y"0)a0m , Do = —0a +i(07™)aOm - (C.27)

e segue que

D,=(DC), e D,=~(CD), (C.28)
DD = 98 — 2i(y™0)40u0m + 600 (C.29)
DoDy = i(Y"C)apOm — 3C DD (C.30)
DyD.Dy =0 (C.31)
DDD, = —D,DD = 2i{(y"C) aOmDs (C.32)
(DD)? = -40. (C.33)

10 simbolo de chapén () sobre as coordenadas do espaco-tempo 3-dimensional € usado para distingii-

las das coordenadas do espago de Atiyah-Ward.



Para qualquer supercampo, ®(Z, §), pode se mostrar que

1~ _
f a20d= —:183@ = _:11,9,9@—, lo=0 . (C.34)
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