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Resumo
Nesta tese apresentamos um estudo sobre os métodos de quantizacao de Dirac e
Faddeev-Jackiw. Propomos o uso do formalimo simpiético num contexto hamiltoniano e
encontramos a relacao entre a matriz simplética e as transformagoes de gauge em Super-

QED.
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Introducao

O trabalho apresentado nesta tese estd relacionado a formalismos para sistemas vin-
culados e com invaridncia de gauge. Um histérico do desenvolvimento tedrice na rea, a
modo de contexto, resume-se a seguir.

Até 1950 o procedimento de passagem do formalismo Lagrangeano para o formalismo
Hamiltoniano requeria que a Lagrangeana fosse nao singular. Foi entdo que Dirac mostrou
como fazer tal passagem, quando tem-se a Lagrangeana singular. No caso nde singular, a
passagem para a teoria quantica se d4 mapeando momenta e coordenadas em operadores
lineares, e parénteses de Poisson (PB) em comutadores. Enquanto que no caso singu-
lar, segundo Dirac, a passagem se di mapeando os parénteses generalizados de Poisson
(parénteses de Dirac (DB)), ao invés dos PB.

Em sistemas nfo singulares é possivel arrumar as equagdes de Hamilton em notacéio
madiricial (simplética), tal que os PB fundamentais coincidem como os elementos de uma

certa matriz! invertida[2}. No caso de sistemas singulares, é possivel obter os DB também

1Dos coeficientes das derivadas temporais das velocidaes e momenta.



como os clementos da inversa de uma certa matriz: a matriz dos parénteses de Lagrange
restritos (vide Hanson, Regge e Teitelboin {8], 1974), desde que se use o formalismo de
Lagrangeanas bnearizadas (lineares nas velocidades).

Em 1988 Faddeev-Jackiw (FJ) retomaram essa idéla e, de modo mais formal, pro-
puseram um “método alternativo” [16} ao método de Dirac, partindo de Lagrangeanas lin-
earizadas e obtendo basicamente os DB como elementos da inversa da matriz simplética;
esta tiltima agora definida de maneira geral em termos de 2-formas. A motivacio desse
trabalho estava, em patte, em cvitar a categorizacao de vinculos em primeira e se-
gunda classes, primarios e secundarios, ete. caracteristica do formalismo desenvolvido
por Dirac. A partir de FJ, uma série de trabalthos (exemplo [17, 18, 19, 20]) foram pub-
licados no contexto do “novo método” [19], basicamente estendendo-o para o caso de
2-formas simpléticas singulares [20, 23], verificando a sua consisténcia e comparando-o
com o método de Dirac.

Quase todos os trabalhos referencia desta tese tendem a remarcar as diferencas entre
os dois métodos, embora concluam que ambos sao eguzvalentes no sentido de que obtém
os mesmos parénteses generalizados de Poisson de um dado sistema.

Em 1992 Barcelos-Wotzasek-Montani (BWM) [20, 25, 26], no contexto do método
FJ, mostraram que se o algoritimo de construgao da matriz simplética nao resulta numa
matriz inversivel, entdo os modos nulos da dltimae matriz {pré-simplética) obtida estao
relacionados com transformagées de gauge frente as quats o sistema é invariante.

Chegamos assim is questoes principais desta tese, que sio: a) estudar gquais sdo, em

definitivo, as diferencas e equivaléncias entre os métodos propostos por Dirac e FJ; e b)



utilizar-se de uma combinacdo dos formalismos de Dirac e FJ e aplicar as idéias de BWM
A supersimetria.

Mais concretamente, em relagio ao item a) mostramos que é possivel estender o
conceito de matriz simplética, associada ao formalismo de lagrangeanas linearizadas do
método de FJ, de modo a ser construida diretamente de um formalismo Hamiltoniano,
e como uma alternativa & construgdo das matrizes dos PB entre os vinculos {formal-
ismo de Dirac). Também mostramos uma prescrigio simples para linearizar lagrangeanas
singulares ou nfo, baseada nas transformacdes de Legendre, com a qual lineariza-se la-
grangeanas de qualquer grau e que funciona mesmo no superespago (é costume haver
dificuldades em ambos casos).

A seguir, em relagao ao item b), partindo de um formalismo Hamiltoniano, mas tra-
balhando com matrizes simpléticas, determinamos a conexfo entre os modos nulos da
matriz pré-simplética e as transformactes de gauge para a super-QED.

Organizamos a exposicido da seguinte forma. No capitulo 1 fazemos uma breve dis-
cussao sobre o método de Dirac. No capitulo 2 discutimos métodos de linearizacao de
lagrangeanas. No capitulo 3 expomos brevemente o método de FJ. No capitulo 4 com-
paramos os procedimentos de ambos os métodos. No capitulo 5 introduzimos as matrizes
simpléticas no contexto do método de Dirac e discutimos a extensio da proposta a sis-
temas continuos. No capitulo 6 determinamos a relacfio entre os modos nulos da matriz
simplética e as transformaces de gauge para a lagrangeana de Super-QED. Finalmente,
nas Conclusdes € feito wm balan¢o geral deste trabalho e discutidas algumas possiveis

extensoes.



Capitulo 1

Métodos de quantizacao para

sistemas vinculados

Neste capitulo faz-se uma breve revisdo dos métodos de quantizacao para sistemas vin-
culados. Concretamente, trataremos do método de Dirac [1], e do método proposto mais
recentemente por Faddeev e Jackiw [16], junto com as variantes propostas por Barcelos e
Wotzasek [20]. A ideia consiste em, alemn de expor os métodos, focalizar os aspectos que
servern de elo entre ambos. Quanto & notagdo usada neste capitulo e ao longo da tese, ela

é praticamente igual & da referéncia [9].

1.1 Meétodo de Dirac

Considere-se um sistema dindmico com N graus de liberdade, descrito por uma La-

grangeana L{q;, ¢;) singular, com posto da matriz hessiana igual a R < N. Os indices i, j



assuinen os valores:

i,7:1— N. (1.1)
Ao tentarmos escrever as velocidades como funcio das coordenadas e momenta' obteremos|9)]:
da ~ .fﬂn(qi)pﬂl)q.p) (12)

Pp & 9oltis Pa)) (1.3)

onde (a,a) : 1 — Re (y,p) : R+ 1 — N. Notese que os indices a,« estdo ligados com
as velocidades inversiveis, enquanto os p,~ comn as ndo inversiveis. De acordo com |9,

define-se a Hamiltoniana para o caso singular como:

H,.= pa.fa(qz',pa, ‘Ip) + gp(‘]iapa)dp - L(Qi: .fa(Qispa: (jp)a fj’p)a (1'4)

As equactes de Hamilton para esse caso serao:

., OHe 1.5
Ga s papa ( )
of, . dg,
Do A — — 1.6
¥4 P +qp 944 ( )
d ; OH . b7
9,9 pa) 44,9 (1.7)
dt 04y dq.

No contexto do método de Dirac, definem-se os vinculos primdrios ¢, como:

bp=1DPp— gp((Iirpa) ~ 0, (1.8)

L{lsa-se a definicie de igualdades fracas dada em [1].



Os parénteses de destes vinculos com a Hamiltoniana canodnica e entre eles serdo dados

por:

89,0H, g, 0H, O,

_ 1.9
0o Ova  Opa 0¢n 04, (19)

hp = {¢p, Het =

}_ 99:99y 99599, _ 99p | 99
o Po Po Go Oy 4p

(1.10)

?

Boy = {¢pr v
onde frequentemente nos referiremos & matriz dos PB entre os vinculos como matriz dos

mnculos.
A estratégia? do método de Dirac consiste em substituir as expressoes (1.5) e (1.6) em

(1.7) obtendo-se um sistema que envolve as velocidades ndo inversiveis:
Poyiiy = —h, (1.11)

e tentar inverter este sistema de modo a a expressar também esas velocidades como funcgio

das coordenadas e momenta.
Ao tentarmos essa inversao, podemos recair em varios casos diferentes®. Consideremos,
entdo, o caso I em que nem todos os i, sejam fracamente nulos e que o determinante da

matriz P, cujos elementos so P,,, seja ndo fracamente nulo. Neste caso teremos:

Gy =2 —P 7Lk, (1.12)

2Por métodos de Dirac e FJ entenda-se os procedimentos tais quais proposios por esses autores,
respectivamente em [1, 4, 5] e [16]. Por estratégins de Dirac e FJ entenda-se os procedimentos que cada
um desses autores adola para trabalhar com o conjunto de equacdes (1.5}, (1.6}, (1.7).

3Nesta tese discute-se apenas dois desses casos (ver [9]).



e a derivada temporal de uma fungao arbitrdria A(g;, pi,t) sera dada por:

oA

" (1.13)

Awn {A, He} — {A=¢"y’}P_lw{¢pv Hel+

Parénteses de Dirac entre 4 e H.

A expressao acima pode ser tomada como a definicao dos parénteses de Dirac, os quais,

no caso de duas fungoes arbitrarias A; e A4 serdo dados por:

{41, A2kp = {A1, As} — {A1 0} P71 0, An} (1.14)

Considere-se agora o caso caso 2 em que o determinante da matriz P, (N — Rx N — R),
¢ fracamente nulo. Supondo-se que o posto da matriz P seja M, tem-se (N — R) — M
autovetores nulos linearmente independentes. Multiplicando estes autovetores em ambos

os lados de (1.11) obteremos as seguintes N — R — M relagGes:

x4(¢:,pa) = 0 (1.15)

Tomando a derivada temporal dos x 4 e usando as equagdes (1.5) e (1.6) teremos ainda:

Xa & {xa, Heb +dy{xa é,} =0 (1.16)

Com (1.16) pode-se ampliar o sistema de equagoes para as velocidade ndo inversiveis

(1.11) obtendo-se:

{¢p, &7} {He, ¢p}
@ ~ (1.17)
{XA:@L"Y} (N—Rx1) {Hc:XA}
(1)
[

(2N —2R—MxN--R}



A matriz C® ndo é quadrada. Entretanto, ¢ possivel acrescentar colunas de modo a
tornd-la quadrada, sem por isso alterar o contetido do sistema via:

{(fbp: ﬁbfy} J,oB Q;p {Hm <f)p}
A3 (1.18)

{xa ¢4} Kan 0 {He, xa}

onde, em principio, J, g € K 4p sdo arbitrdrios. Com a finalidade de obter parénteses gen-
eralizados {DB) que sejam antissimétrico tomamos [1] J,5 = {¢,, X8} ¢ Kap = {x4, xB}

e a matriz C ficara:

{‘?5:» ¢¢} {qbp, XB}
U= (1.19)

{xa. ¢~} {xa xs}

Usando ¢, para representar qualquer um dos vinculos ¢ p, ouya, o sistema (1.17) pode

ser escrito como

{C:p: HC} + {g,u: Cp}(jp ~: 0 (1.20)

Repetindo os passos (1.15) até (1.19) é sempre possivel, desde que nao se esteja lidando
com uma teoria que possua invardncia de gauge, obter-se uma matriz ¢ tal que det{C')

seja nao fracamente nulo. O sistema, entdo, sera inversivel, resultando em:

dp = =C 7 pp{ Gy He} (1.21)
0m Cl g 4G He} (1.22)

Usando (1.5), (1.6), {1.22) e (1.21), a derivada temporal de uma funcao arbitriria A sera

entdo dada por:

10



HA

o (1.23)

Aw (A Hey = {A, QIO {G, Hel +

Parénteses de Dirac entre A e H,

A expressio acima pode ser tomada como a defini¢cao dos parénteses de Dirac para o caso

2; no caso de duas fungées arbitrarias 4; e Ay os DB serdo dados assim por:

{A1 Ag}p = {41, A9} — {41, IO i, Ao} (1.24)

1.1.1 Resumo do método de Dirac

Situacao inicial Definem-se os momenta ¢ tenta-se escrever todas as velocidades em

funcio das coordenadas e momenta. Constroi-se a Hamiltoniana canonica.

1. Constroi-se o sistema (1.5), (1.6), (1.7) {note-se que ele é linear nas velocidades).
2. Tenta-se inverter esse sistema.

3. Caso o sistema nao seja inversfvel, expressam-se as velocidades inversivels como
funcio das coordenadas € dos momenta, e constroi-se uin sistema, com as equagoes
do movimento, apenas para as velocidades nao inversiveis. Este sistema ¢ linear nas
velocidades e caracterizado pela matriz dos vinculos. Utilizam-se os modos nulos

da matriz dos vinculos para gerar “novos” vinculos.

4. Quando novos vinculos aparecem no passo anterior, toma-se a derivada temporal

11



deles e adicionam-se estas derivadas (também lineares nas velocidades?) ao sistema.

Amplia-se a matriz dos coeficientes das velocidades de forma que a mesma fique

ot

antissimétrica.

6. Repetem-se os procedimentos 3, 4 e 5 com o objetivo de chegar-se a um sistema

inversivel.

7. {a) Se o sistema assim obtido é inversivel, entdo, escrevem-se todas as velocidades

em termos de coordenadas e momenta e constroem-se os DB.

{b) Caso contrario deve-se impor “4 mfo” um vinculo extra, deriva-lo em relagio
a0 tempo, e proceder como no item 4 até definirmos os DB da teoria. Este é o

caso de uma teoria invariante de gauge.

1.2 Linearizacao de Lagrangeanas

O método de FJ que serd explicado na se¢ido seguinte tem como ponto de partida uma
descricdo do sistema utilizando Lagrangeanas linearizadas, isto é, lineares nas velocidades[16].
Esta secio apresenta um método geral de linearizacio de Lagrangeanas, baseado na funcio
de Routh, que resulta til mesmo nos casos em que os métodos usuais nao funcionam.

O processo de linearizacio de lagrangeanas sempre implica na introducao de coorde-

nadas extras, ditas auxiliares. A lagrangeana linearizada serd equivalente & lagrangeana

4fixcluimos desta discussio o caso de vineulos nao holonémicos.

12



original se a ltima pode ser obtida da primeira integrando as coordenadas auxiliares no
funcional gerador, ou mesmo removendo estas coordenadas auxiliares através das suas
equaches de movimento se estivermos tratando de uma teoria classica.

O método que geralmente se usa para a linearizagio {ver [20, 23, 24, 22]) se aplica basi-
camente a lagrangeanas quadrdticas, e consiste em mapear cada um dos termos quadritico

nas velocidades via

GG — 27 — 1T (1.25)

O método proposto nesta tese baseia-se nas transformagbes de Legendre, mais especifi-
camente nas fun¢bes de Routh [3, 6]. Mostramos que serve para linearizar lagrangeanas
singulares ou nio, de qualquer grau e mesimo no superespago. Este método pode ser
resumido como segue.

Considere-se um sistermna dindmico de N graus de liberdade, descrito com uma La-
grangeana L(g;, ¢;) ndo singular. Uma Lagrangeana linear Ly associada a ela sempre

pode escrever-se como:

Li(ps, i, 4:) = pedi — H(ps, ¢i) (1.26)

Considere-se agora. uma L(g;.¢;) singular, com posto da hessiana igual a R. Uma

13



lagrangeana linearizada associada a ela é dada por °:

Lf(‘i’m Ga; Pas p, Qp) = Pafa + gp(Qiapa)Q.'p - HC(pCu ‘h’): (1-29)

onde H,. é definido em (1.4) e g, em (1.3).

1.2.1 Exemplos

Considere-se a seguinte lagrangeana singular e de grau N arbitrario:

. b . .. :
L= 5912 + 5922 + cqagy + has" (1.30)

onde a, b, ¢, k sdo funcgdes de g1, g2, ¢s. Tomaremos aqui o caso em que ab = ¢?. Calculamos

0s momenta como:

p1 = aq) -+ cqe
pe = cgi+ bay (1.31)
pa = Nhgs" ™!

5Define-se a fungiio de Routh @ associada a L, como:

G('qu‘iadp) — pafa(Qiapuaqp) - L(‘Ii: fa(q‘iapﬂa(jp)zép) (127)

A Lagrangeana linearizada sera dada por:

Lf(pm 4, Q1) = puda - G(pa.r qis Qp) = pa(ja +gp(qi?pu:)¢jp - 'Hc(pon Qi) (128)

14



Ao tentarmos escrever as velocidades em funcao de coordenadas e momenta obtemos:

. ]

q = (Pl - CQQ)E (1-32)
a

Pr = P2 (1.33)

: L e 1.34

g3 = (WPS) ( . )

nao sendo possivel expressar gz como fungdo das coordenadas e dos momenta. Uma funcao

de Routh associada a L é:

1 2 C . 1 N - 1 —1 N _1__!
— = N va| —= 1.35
G=gpr — _Piéat ( ~ )(e ps") (1.35)
Uma lagrangeana linearizada associada a L é:
Ly =1pig1 +psqs — & (1.36)

Exemplo 2

Como outro exemplo considere-se a densidade de lagrangeana no superespago dada

por:

£~ L0044+ i (53‘-’* 8 34)1) G+ 2229 vy e

9 o0 80 280 08

Onde @ e # sdo varidveis de Grassmann e ¢'(t,8,9) sdo supercoordenadas.

15



s momenta sio definidos como:

m; =

oL 3{15”(.1:) A¢H(z)
Py = 00¢* (z) 2 ( Y 7 50 ) (1.38)

No superespago nem sempre é possivel usar diretamente os momenta como coorde-
nadas auxiliares [20, 22] porque nem sempre é possivel expressar as velocidades ¢*(x) em
termos dos momenta [22] (esse é 0 caso deste exemnplo). Este problema pode ser resolvido

introduzindo-se uma coordenada P; que se relaciona com os momenta da seguinte maneira:

dap b ~8¢"(x) B¢t ()
7, = 00 P; 4 3 (6’ 57 g 59 ) (1.39)
Teremos entao:
béi(z) 04 (a) 08(a) _ 06 (a)
99P+2(9 57 —f 50 )—99@‘)() 2( 55 g 50 (1.40)
80é'(z) — AOP; (1.41)

Usando-se este resultado e introduzindo a funcio de Routh para o sistema chega-se a

lagrangeana linearizada:

5 (1.42)

agff(:c) O¢H(x) Lapz 18¢" ¢
{%PJFQ( o0 e ﬂgﬁ() WE T 5%5 a0

16



1.3 Método de Faddeev-Jackiw e a proposta de Barcelos-

Wotzasek

Nesta secio sao analisados o método de FJ [16] e a proposta de Barcelos-Wotzasek
{(BW) [20, 23] para estender a técnica desenvolvida em [16] para os casos de 2-formas
simpléticas singulares.

Consideremos uma Lagrangeana L(q;,¢;) singular, cujo posto da matriz hessiana é
R < N. Linearizaremos esta Lagrangeana como explicado na se¢ao anterior, isto é fazendo
L (90, Ga> Par 9ps Gp) = Paba+ 95(Gi, Pa)dp — He(Po, ¢i). As equacoes de Lagrange pata (1.29)
sio dadas por (1.5), (1.6) e (1.7) e coincidem com equag¢des de Hamilton para o caso
singular. No contexto do método de FJ estas equagdes escrevem-se em forma de matriz

(notagao simplética) como

By . oH,
Zdp —_ Uiig
O g, 5&(1 9a I
—Oey _ O3+ | 09, _ Bgy . o aH,
9qa g, + g e 4p ~ By (]. 43)
g - GH.
O baa Fpa. 0 Pa Bpa

FOY yymy e (N4 )

Se a matriz em (1.43) for inversivel, entfo sua inversa serd tal que vale:

-1
FOO = (Yo Yo }p (1.44)

onde o,w : 1 — N + R, e y representa as coordenadas e momenta. Entretanto, a matriz

em (1.43) pode nao ser inversivel, levando a defini¢iio de vinculos no contexto do mnétodo

17



FJ. Entdo, de acordo BW (20, 23], pode-se proceder, da seguinte maneira. Tomam-se os
N — R— M autovetores nulos linearmente independentes associados a F' ©) ¢ multiplicam-se
a ambos os lados de (1.43), obtendo-se as relagdes de vinculo dadas em (1.15). Seguindo

|20, 23], estes vinculos sfo incorporados a L, obtendo-se a Lagrangeana LM r dada por:

L(l),f((]a, Ja; Pa, tp, QP) = Pafa + Q'p(Qi, pa)dp - Hc(pa: Q'z’) + éAXA (1-45)

Escrevendo as equagoes do movimento correspondentes a esta Lagrangeana mais uma vez

em notacio simplética teremos®:

Byp _ xa : 9H,
0 0ge 604(1, e 9a B
B9y 09 | 09y _ O3y Ixa g oI,
Sa 9q, 9y 8p, By £ 9,
~ (1.46)
g, A . JH,
doa B 0 e Pa T
—Oxa —Oxa —0xA : 0
e 9o ~ Ipa 0 £A

FO i aryx (2N— )

- r ~ ' al 71
Se a matriz dos coeficientes em (1.46) for inversivel entfio valerd: F M, = {Yo Y } D+
caso contrario, os passos (1.45) e (1.46) sao repetidos até obter-se uma matriz simplética

inversivel.

1.3.1 Resumo dos procedimentos relativos ao método de Faddeev-

Jackiw (proposta de BW)

SNote-se gue a forma simplética nfo é a tinica maneira de escrever estas equagdes, sendo também

possivel utilizar uma representa¢ao matricial nao antisimétrica.

18



Sitwacao inicial Constroi-se uma Lagrangeana linear para descrever o sistema.

1. Calculam-se as equagbes do moviinento e escrevem-se em notacio simplética. Este
sistema envolve todas as velocidades, é linear nelas, e é caracterizado pela matriz

(pré) simplética do modelo.
2. Tenta-se inverter o sistema.

3. Caso o sistema ndo seja inversivel, utilizam-se 0os modos nulos da matriz (pré)simplética

do passo anterior para gerar “novos” vinculos.

4. Quando novos vinculos aparecem no passo anterior, toma-se a derivada temporal

deles e adicionam-se estas derivadas (também lineares nas velocidades) ao sistema.

5. Repetem-se os procedimentos 3 e 4 com o objetivo de chegar-se a um sistema in-

versivel.

6. (a) Se o sistema assim obtido é inversivel, entao, escrevem-se todas as velocidades
em termos de coordenadas e momenta. Os elementos da matriz simplética
invertida correspondem aos parénteses de Dirac entre as coordenadas do espago
de fase.

(b) Caso contrdrio deve-se impor “&4 mae’ um vinculo cifgeadiglerivi-lo em relagao ao
tempo, e proceder como no item 4 até definirmos os DB da teoria. De novo, este
é 0 caso de uma teoria invariante de gauge. Os modos nulos da dltima matriz
simplética obtida (antes de introduzir vinculos & mao) estéio relacionados com

as transformacoes de gauge que deixam invariante a Lagrangeanaf20, 25, 26].
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1.4 Relacao entre os modos nulos da matriz simplética

e as transformacoes de gauge

A relacao entre os modos nulos da matriz simplética e as transformacoes de gauge de
um sistema pode ser vista, de um modo geral, como segue |20, 26].

Considere-se um sistema singular com N graus de liberdade e posto da matriz hes-
siana lgual a K < N, descrito por uma Lagrangeana linearizada L f(qi,g‘i,pa) = Palia +
9ol @i, Pa)dp— He(po, 4:)- Seguindo [26], escrevemos a varia¢io funcional da agio em fungéo

da matriz (pré) simplética como

[ - .
0 3_35 _éaa Ga %
— & dg-, 3] & .
65 — [ dt [0 b0, opal || e —S2 B —fm |, || % (1.47)
\ bua oo 0/ \pe g
L £O) J
ol
= /dt Sy |[F Wy, - —51 =0 (1.48)
‘ Y

onde o,w : 1 — N + R e y engloba ¢; € po. Se a matriz F ©) for singular e fazemos

Sy, = €M, onde ¢ é um parAmetro infinitesimal e M,, um modo nulo de F© obtemos:

H,
55 = j dt 5y, e
Y

0 (1.49)

A seguir, duas coisas podem acontecer:
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1. 6yw%ﬂ é identicamente nulo.
Har
Nesse caso vemos diretamente que dy, = eM,, deixa a acgao invariante;

2. M, g;f = v{¢:. pa), ou seja obtemos um vinculo.

Nesse caso, seguindo-se as propostas de BW expostas no capitulo 1.3, derivamos y em
relagiio ao tempo ampliando a matriz simplética conforme (1.46), repetindo-se esse pro-
cesso até que nao se gere mais vinculos. Resumidamente, se ao final desse processo a
matriz (pré) simplética permanece singular, como por exemplo na QED, entéo tem-se um
teoria com invaridncia de gauge, e ou recairemos no caso 1. acima, ou 6'%,% resulta
numa combinacio linear de vinculos ja tidos em conta, podendo assim ser considerado
fracamente nulo. Em ambos os casos teremos finalmente 65 = 0. Parte do trabalho desta
tese fol estudar como isto ocorre no caso da Super-QED, e estabelecer a relagio entre os

modos nulos da matriz simplética final e as transformacoes de gauge no super-espago (ver

capitulo 3).
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Capitulo 2

Matriz Simplética e Formalismo
Hamiltoniano para Sistemas

Singulares

Quase todos os trabalhos referéncia desta tese, embora concluam que ambos os métodos
de F'J e de Dirac sao equivalentes quanto a obtencao dos DB, sugerem nao haver uma
total correspondencia entre os passos usados para se chegar a esses parénteses.

De um modo geral, talvez pudéssemos dizer que enquanto o método de Dirac focaliza
a generalizacdo dos PB para sistemas vinculados {DB), partindo da definicio dos PB
para sistemas nao sigulares, o método F'J focaliza os DB apenas entre as coordenadas
do espaco de fase, partindo da estrutura simplética da teoria; i.e., das proprias equacoes

do movimento escritas em notagao simplética. Isto leva, no primeiro método, & matriz

22



dos vinculos, enquanto que no segundo levarda & matriz dos coeficientes das “velocidades”
{(incluindo nisto os coeficientes de p). E claro que ambas matrizes sao diferentes.

A seguir, ambos os métodos propéem determinar os modos nulos das respectivas ma-
trizes, e com eles gerar novos vinculos multiplicando estes pelas equagbes do movimento
(variante Barcelos-Wotzasek no caso FJ). Também ambos métodos utilizam as derivadas
temporais dos evenfuais novos vinculos para formar novas linhas e colunas nas respectivas
matrizes. Finalmente, ou as respectivas matrizes nfo tem inversa (trata-se de uma teoria
de gauge), ou estas inversas sdo utililzadas para construir os DB. No caso do método de
F.J, os DB (somente) entre as coordenadas do espaco de fase séo gerados diretamente como
os elementos da inversa da matriz simplética. No caso do método de Dirac, (as matrizes
sao diferentes!), a inversa da matriz dos vinculos € parte fundamental na definigdo dos
DB entre duas grandezas quaisquer.

Resulta elucidativo neste ponto esclarecer qual €, em definitiva, a diferenca enfre estas
duas matrizes. No método de Dirac, constroi-se um sistema de equagtes (de movimento)
apenas para as velocidades nao inversiveis, ap6s expressar nele todas as velocidades in-
versiveis como funcéo das coordenadas e momenta; i.e., substituindo {1.5) e (1.6) em (1.7).
Isto resultard num sistema linear caracterizado pela matriz dos vinculos. J4 no método
de FJ, o sistema linear caracterizado pela matriz simplética é construida com as equagoes
(de movimento) para a totalidade das velocidades.

O ponto importante é que, na verdade, nfo ha impedimentos para construirmos di-
retamente uma matriz simplética partindo das equacoes do movimento pare um formal-

ismo Hamiltoniano (digamos, matriz simplética no contexto do formalismo de Dirac), ou
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mesmo construlr uma matriz equivalente & matriz dos vinculos partindo de Lagrangeanas
de primeira ordem (formalismo de FJ)(Apéndice A).

De tudo isto pode ji concluirse que a a diferenca ndo estd em trabalharmos com
Lagrangeanas (de primeira ordem ou ndo) ou Hamiltonianas. nem na forma em que 0s
vinculos sdo determinados, mas apenas na matriz que se toma como piot para determinar
os DB.

Por outro lado, e equiwaléncia entre ambos os métodos decorre do fato de que as
equagoes do movimento de Lagrangeanas linearizadas (momenta como coord. auziliares)

coincidem com as equagées de Hamilton para o sistema.

2.1 Exemplo: particula pontual nao relativista so-

bre uma esfera

Como exemplo, consideremos a construgao da matriz simplética e obtencio dos DB,
partindo de uma descri¢gio Hamiltoniana, para uma particula pontual nio relativista
movendo-se sobre a superficie de uma esfera. Os resultados que obtemos aqui podem ser
comparados com os encontrados usando-se os métodos de Dirac (Hamiltonianas e matriz
dos vinculos) em [13], e FJ (lagrangeanas lincares e matriz simplética) em [20].

A lagrangeana do problema é dada por:

9 -9 2y 9 9 L2
L:%+%+%+ 7 +Q22+QJ ) @2.1)
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onde (g1, 92,93, A) sdo as coordenadas independentes. Apés calcular os momenta:

oL
a & = A qq, 2.2
4 4. Qo ( )
onde : a,a:1— 3, e.
oL
~— a0 2.3
PN s (2.3)

podemos escrever a Hamiltoniana candnica como:

1 A
M= 5p2t St - 1) (2.4

Além de (2.2), as outras equactes de Hamilton sfio:
Pa & Ag (2.5)

0= g +g2° +gs° — 1 (2.6)

Note-se que (2.6) é a derivada temporal do vinculo priméario de Dirac (2.3).
Agora, ao invés de continuar o esquema caracteristico do método de Dirac, a camino
da maltriz dos vinculos, podemos construir diretamente uma matriz com as equagoes de

movimento acima em nolegao simplética como:
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-00004 0 07 -q‘l- - —Aq1 _

0000 0 -1 0 Ga — My

0000 0 0 -1 g3 —Aqy

0000 0 0 0 || >M|® qga—1 (2.7)
1000 0 0 O It P1

0100 0 0 O Pz P2

(0010 0 0 0| [Fs] | 2

O modo nulo desta matriz (pré-simplética), apds multiplica-lo a ambos os lados das
equagbes do movimento, conduzira ao vinculo (2.6). Tomando a derivada temporal deste

vinculo,

d .. .
0~ d_t(QIZ-FqQZ—FQSZ—l) (2.8)

Esta derivada temporal poderia ser utilizada para aumentar a matriz acima tal qual é feito
no método de ['J. Entretanto, aproveitando o fato de que neste cstigio ndo precissamos
nos preocupar com se a matriz é quadrada ou nio (a matriz ainda néo serd invertida),
utilizaremos a derivada temporal do vinculo apenas para aumentar o nimero de linhas,

simplificando assim as contas de um modo geral:
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0 0 0 0 -1 0 0 71 —Aqy
0 0 0o 0 0o -1 0 qz —Aq
0 0 0 0 0 0 -1 q3 —Agy
¢c 0 0 0 0 0 o0 A Gage — 1
. = (2.9)
1 0 6 0 6 0 O 71 71
0 1 0 0 0 0 0 P2 P2
0 0 1 0 0 0 O D3 D3
—q:r —4z —q3 0 0 0 0 0 0
O modo nulo correspondente 4 matriz acima é dado por:
0 O O T g1 G2 43 1 ) (210)

onde 7 ¢é arbitrdrio; multiplicando este a ambos os lados das equagdes do movimento

acima, chegamos a mais um vinculo:

GoPo = 0 (2'11)

Derivando ele em relagio ao tempo e acrescentando mais uma linha na matriz das equagoes

do movimento, chegamos a:
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[ 1
0O 06 0 0 -1 o0 O g —Agy
0 0 0O 0 0o -1 o0 gz —Aq
0O 0 0 0 0 0 -1 45 —Aq
o o0 0 0 0 0 0 A fafa — 1
tr 0 0o 0 0o 0 o |-[p[= p1 (2.12)
¢ 1 0 0 0 0 0 Pe P2
6o 0 1 0 ©6 0 0 s Ps
—q; —ge —qs3 0 0 0 0 0 0
| "P1 ~P2 D3 0 —gr —g2 —g3 I Q 11 0 |

Esta matriz ainda possul um ultimoe modo nulo dado por

G Q2 3 T P3¢ P+ —pstq 1 -1 (2-13)

o qual, por sua vez, gerara o vinculo:

- AQG(Iu — PaPu A 0 (214)
Derivando este em relacio ao tempo ¢ acrescentando mais wina linha a matriz das equagoes
do movimento acima nao se encontram mais vinculos. Trata-se, entdo, de completar o
processo tornando quadracda a matriz acima, e invertendo-a de modo a determinar os DB

do modelo. Para tornar esta matriz quadrada, procedemos como feito no Cap.l para
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ampliar a matriz dos viculos no formalismo de Dirac, e como feito por BW para a ampliar
a matriz simplética: buscamos a ampliacdo que torna a matriz antisimétrica, resultando

nas equactes do movimento escritas em notacao simplética:

H 0 0 0 0 -1 0 0 g »r —Xa: ] _q} ’ — —Agy —
O 0 0 0 0 -1 0 g pz —Ag gz —Aqy
0 0 0 0 0 0 -1 g3 ps —Ags qs —Aq
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —qu. A oo — 1
1 0 0 0 0 0 0 0 @ -p; P1 21
0 1 0 0 0 0 0 0 g2 -—p2 P2 i P2
0 0 1 0 0 0 0 0 g3 —p3 P2 P3
~-q; —q2 —q3 0O 0 0 0 0 0 0 0 0
-p1 —p2 —ps O —g —gz —gqz O 0 0 0 0
Agi Mgz Az Qa4 P: P2 p3 0 0 0 0 0 |
N ~ - - -
(2.15)

Os elementos da inversa desta matriz sio os DB fundamentals buscados [20] e [13]:

{Qa:Qa}D = A_laa = {.
{dovalp = Alaars = (6u0) - % (2.16)
{pmpa}D = A_la—|—4,a+4 — o n,;‘; «Pa
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2.2 Extensao a Infinitos Graus de Liberdade

A generalizacio dos resultados da secio anterior para teorias de campos é direta.
Constderemos primeiro uma Lagrangeana £ singular com posto da matriz hessiana igual

a IR < N, contendo somente campos bosdnicos:

L= L{¢"(x), 0" (2)), A:1— N (2.17)
Da definicao dos momenta e invertindo as velocidades que puderem ser invertidas teremos

(g) = fioMx Tal(), 47, & Az a,¢:1— R.
¢ (x) fo™ (@), mal®), 97, 07 % () 1 (2.18)

Tp(2) = g,(¢N(x), Mala), M (x)) VPt R+1—-N.
Como no Cap.1, os indices a, o estéo relacionados com as velocidades nversfveis, enquanto

0s p,y com as ndo wmwversivers. A Hamiltoniana canonica serd entao dada por:

H, = m(0)f*(6*(x), male), 67,076 (2)) + 0,(6 (2), mal ), & 6 ()¢ ()
— L (¢°(x), 050 (2), F* (¢ (), mal(2), 4,8/ 6%(2)), ¢ (), (2.19)

e para as equagoes de Hamilton teremios:

’ A(x), malx), B ™ (2))
5;:5;;) = bl + 2 )lswjx}m D) gr(a)
6H, b0,(¢"(2), ma(2). () _ Og, (6 (@), mal2), 99 () ] 1,
() TRt 89°() oowrte) )7
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e " {[59p(¢ﬂ(x),wa(x),af¢A(w>)__ agv(¢4(x>,wa(x),af¢ﬁ(w))}

5 (x) 6i7(x) ooria)
- [ e g
_ [897(&(%( ;;zg;}aw(x)) N 697(95“(ggg;gga)?f%ﬁ’l(m))aj.} 5 (z)
_397(¢A(x)éirr:g§, PN s ) (2.20)

Observe-se que a tiltima destas 3 equacdes representa a conservacio temporal dos vinculos
primarios de Dirac. Agora, como no exemplo tratado na segio anterior, ao invés de
seguirmos a estratégia de Dirac, escrevemos as equagdes do movimento acima em notacao

simplética, obtendo:

ég ag o, _ ; S H,
0 R TLE Boca #() ()
83 39 , 69 9 Sy o ag 1 o j = | _sm
BT O LI [w&) - awfm] - [a(ajwﬂ(xndf + a(@;qs;’(z))‘%] ra(ey | | #°(®) 55 (s
GSQG éﬁ% 0 ‘n'i'q(l’) ‘gf—f(cﬁ
(2.21)
Este resultado pode escrever-se de uma manecira mais formal como:
r T r h!
.O.’ .4 ‘SHc
¢ (t, y) 56 ()
. 3 -
A. olr iy | &Y= ol 2.22
f () | TF sl | (2.22)
Lo — &1,
| ?*(t,5) | | rale) |

onde A é a matriz simplética! do sistema, antisimétrica nos seus indices continuos e

discretos, e dada por:

IOu pré-simplética, caso nio seja inversivel.
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0 A(L,2) A(1,3)

A= A(2,1) A2,2) A2,3) | (2.23)
| AB1D) A(32) 0

comn, elementos:

89,(t,7) ... 0 Og,(t 1)
A -2 — 6 . ‘5] o B S S
(1,2) dge(t, i) (F-9+80 “E)a(ajqb“(t,ﬁ))
A(1,3) = —8..8(F— )

9g,(t, %) 09yt ] ¢/ o o L ciie | 99T Og(t7)
AR = opteg e TP aG00n T oo,

~
I, (t,¥)

Por ltimo, o caso de modclos contendo campos bosdnicos e fermidmicos introduz poucos

detalhes a mails no processo descrito acima. A matriz simplética nestes casos, entao, serd

dada por:

0 0 A(L,3) A(L,4) A(1,5) 0

A(3,1) A(3,2) A(3,3) A(3,4) A(3,5) A(3,6)
A= , (2.25)

A4,1) A(4,2) A(4,3) A(4,4) A(4,5) A(4,6)

A1) 0 A(5,3) A(5,4) 0 0

0 A(6,2) A(6,3) A(6,4) 0O 0 |



A modo de referéncia para uso no Capitulo seguinte, os elementos de A sfo dados por:

8g, (&, y) ngf(t,z';’} e

A(L,4) = _M&(f —F) -

3o (L.4) a(aqua;——(’?j;)} 6 (5 — 7)

A(LB) = —8uru§ (& — §)

A(2,3) = ‘gfb;ggé(* )+ %ﬁﬁ%ﬁ(*
AR = - ZhGH0E ) - m“}—nw Z
A2,6) = —b0a

A(31) = gga’g@a(* 0+ s (7 - )
4(.3) - Siﬁ?ii’,?a - S| o -
Eoricoh a(Zf;;Et(i))] (7~ 2

[ ag, g (| o -
K60~ [~ 224D+ 28 56 - )~

(2.26)

Oy, (t,5) Bg.s(t,E) Y
@7 ) a(ajl’w(t,f))} 8y - Z)

6 ¢ (£, o
A(3,5) = — 2B — )

a ’(t’-‘) - —
A(3.6) = g?u—(t,%&(x — )

A(4.1) = - Z0T 62— 9) + sy b (T~ )

2] fe o
A(4 2 i%&(l‘ + ;J—W“(h'ET&J (y - .CE)

_ | P97 89,0t = o
A(4,3) = [61,!)7(t,§u') — 3¢g'(t,§)] (T — i)+

D5, L7) 09,68 | gife_ =
[3(33'71’"’ (X33} 8(8; ;p’ (t,f))] 67 (y 33)
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a (t‘r) 9 (tlﬂ) - —»
Al44) = |- 20 St ] sz - )

Byp (4,5 8gy(4,3) P o
[3(33‘111&,@')) - 3(aj¢p(t,5;r)] 6 (g — %)

A(4,5) = — 5200 5z — i)

A(4,6) = —ZE0 s - )

A(5,1) = 5Q'CL’6(§; —_ g’)

(2.27)
Bg(6Y) ., .
A(3,3) = %0(' - %)
A{5,4) = _Mé(f —

Oyt (1Y)
A(6,2) - *5(xa5(f - ’J)

Bg (4,7 .. .
A(6,3) = afrf,gt,gé(ﬂf ~ ¥)

6 1 ~F —+
A(6,4) = — 52T 4(z ~ )

Onde a seguinte notagao ¢ usada: g,(t, %) = g,(d*(t, §), ma(, ), ¢, §)) e 61(§ — &) =

a8 —%)
By;
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Capitulo 3

Modos nulos da matriz simplética e
sua relacao com as transformacoes

de gauge na Super-QED

J4 era sabido que, no contexto do formalismo de Dirac, quando a matriz dos vinculos
nao é inversivel e além disso os seus modos nulos nio geram novos vinculos, entilo, estamos
frente a uma teoria invariante de gauge; havendo uma relagio entre os vinculos {ditos de
primeira classe) e as transformagoes de gauge [9].

Bazrcelos-Montani-Wotzasek[20, 25, 26] (BMW), trabalhando no contexto do método
FJ, mostraram que se a matriz simplética final associada a um dado sistema ndo possui
inversa, entdo também estamos frente a uma teoria invariante de gauge. Mostraram

também que os modos nulos da matriz simplética estao diretamente relacionados essas
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transformacoes.

Neste capitulo, partindo de um formalismo Hamiltoniano, mas trabalhando com a
matriz simplética do modelo como explicado no capitulo anterior, determina-se a relagao
entre os modos mulos dessa matriz e as transformacoes de gauge para a Super-QED . Os

objetivos deste trabalho podem ser resumidos em:

1. testar o uso do formalismo simplético em conexao com uma descricao Hamiltoniana

num caso suficientemente geral e ilustrativo;
2. verificar a hipotese de BMW em supersimetria;

3. desenvolver as ferramentas computacionais para tratar problemas deste tipo. Isto é
relevante visto o grande nimero de teorias supersimétricas que podem ser constru-

idas variando apenas a representacac ou o gauge.

A modo de introducio, nas sec¢oes 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 faz-se um breve resumo sobre
alguns detalhes técnicos da supersimetria envolvidos nos célculos desta tese (supercampos

quirais, vetorias, iransformacoes de gaunge, etc.) [11, 10].

3.1 Supercampos Quirais

Um dos aspectos mais notdveis do super-espaco ¢ a infrodugao de parametros anti-
comutativos (varidveis de Grassmann) em “pé de ignaldade” com os pardmetros espago-
temporais. Ystes Gltimos mais os primeiros sao chamados de super-coordenadas. Su-
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percampos sio fungdes destas supercoordenadas os quais sao entendidos em termos de

expansoes em séries de poténcias de # e 8 (as varidveis de Grassmann):

F(z,6,0) = (3.1)

Flz) + 0p(z) + 0x(z) + 00m(z) + 007(x) + 00™Bvy, + 000X(z) + 000 (z) + 0007d(=)

Os supercampos quirais satisfazem o vinculo:

Da® =0 (3.2)

onde D e D sio os operadores de derivacio covariante (apéndice B). Levando em conta

o vinculo acima, a forma mais geral de um supercampo quiral é:

#(x,0,0) = (3.3)

A(z) 1+ i00™F0mAz) + 1000004 (z) + vV 20y {z) — (35)000(z)o™0 + 00 ()

Estes supercampos envolvem 4 graus de liberdade bosonicos e 4 graus de liberdade
fermidnicos relacionados com: as partes reais e imagindrias de 2 campos escalares; e
ora as partes reals imagindrias de 2 campos spinorias (representagio de Weyl), ora 4
componentes spinoriais reais (representacgiio de Majorana).

A forma mais geral de lagrangeana supersimétrica renormalizdvel envolvendo somente

CAmMPOS quirais é:
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t ) 1 1 ,
L = ¢;' ¢ilgggs + (Midhs + Emij¢i¢j + ggijk@igﬁjgﬁk)[ea

1 ! 1 . n
+()\1*¢1‘T + §mij*¢iT¢jJ[ + ggijk¥¢iT¢jT¢k' }go (3.4)

As matrizes das massas m;; e das constante g;;z sao totalmente simétricas em seus indices.

Em campos componentes esta lagrangeana fica:

L = i0pt:d™; + AFOA; + B F
. 1 -
-+ {)\ze + M (AiFj — §¢1lﬁg) + Gijk (AzA_;u I — %%Ak) + h.c (30)

Note-se que os campos F; {auxiliares) entram nessa expressao sem derivadas.

3.2 Supercampos Vetoriais

Supercampos vetoriais sao supercampos como o (3.2) que satisfazem o vinculo:

vV =yl (3.6)

Sua expansao em série de poténcias de # e 4 é dada por:

V(2,0,6) = C(z)+ iox(z) — i0¥(z) ;99 M(z) 1 iN(z)] - %ae M (z) - iN(@)
00", () + 1907 [X(x) " %5m3mx(x)] _ i [A(m) " %amamx(x)]
+%9999 [D(m) n %Dc@)] (3.7)
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onde os campos componentes O, D, M, N e v, Sao reais.

3.3 Teorias de Gauge Supersimétricas

Os supercampos quirais ¢ transformam-se por rotagoes globais do tipo U(1) como:

f,l!)’ _ e—it/\qb (38)

onde t é carga U{l) e A é o angulo de rotacdo. De (3.8) segue que ¢’ também ¢ um

supercampo quiral. Uma lagrangeana invariante sob (3.8) é:

L=Lc+ Lp (39)
onde
Lg = ¢iT¢i,00§(§ (3.10)
1 1 ) 1 - L 1 . T
Lp = (§mij¢i¢j + ggijk¢i¢jfpk)|99 + (§mij‘¢iT¢j' + 3 9k d)iT(Pj'.dﬁk')\gg (3.11)

Na expressao acima os indices i, j e k representam genericamente diferentes supercampos
que poderiam compor a Lagrangeana. Lo representa a Lagrangeana dos campos livres e
Lp contem os termos de interacdo. A invaridncia sob transformacoes do tipo U(1) requer
que m;; = 0ou g;;; = 0 sempre que a soma das cargas associadas a estas transformacsest; +
tjout;+t;+tx # 0. No caso de transformacSes locais (A dependerd das supercoordenadas),

o campo A tem que ser promovido a campo quiral (A), satisfazendo portanto:

39



DgA =0 (3.12)

A lagrangeana (3.11) nao é invariante sob transformagoes locais. Em particular Lp
permanece invariante, mas Lo ndo. A fim de termos uma Lagrangeana total invariante, o

termo L é reescrito introduzindo-se um supercampo vetorial V', satisfazendo a seguinte

lei de transformacao:

VeVt (A - AT) (3.13)

resultando na seguinte Lagrangeana:

1 o I Tt ;
L = m [W alog + W W [éé} + ¢iT€L’V¢z‘|999§

1 1 I ! 1 . )
(§m'ij¢i¢j + ggz'jkébiﬁbj(ﬁkﬂae + (gmij*ﬁéiTijT -+ ggijk'ﬁbiTﬁﬁjT@kT)lég (3.14)

onde

We = —-DDD.V (3.15)

Ws = —=DDDyV (3.16)

As leis de transformacio para os campos componentes decorrentes das transformagoes

(3.8) € (3.13) se obtem levando em conta a expansdo do A em poténcias de 6 e 6,
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Az, 0,0) = Ulz) -l—flf?amg@mU(a:)—i—iﬂ@égDU(x)+\/§9p(x)

— (%)Bﬁé‘m,ﬂ(:c)amg + 005(x) (3.17)
e sao dadas por:
Allz) = Alz)e V@ (3.18)
¥'(e) = [b(z) - iep(z)A(z)] e (3.19)
e? :
Fi(z) = F(x)—ieS(w)A(x)Hep(xw'(w)—EA(x)p(x)p(:v) e U (3.20)

Os campos componentes do supercampo vetorial transformam-se como:

G = C+i(U(z) — U*(x)) (3.21)
M'+iN' = M -+iN +28 (3.22)
A= A (3.23)
X' = x- 2 (3.24)
Vi = U+ Ol U(2) + U¥(z)) (3.25)
D' =D (3.26)
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3.4 Gauge de Wess-Zumino e a Lagrangeana de Super-

QED

Uma lagrangeana invariante sob (3.8)(local) e (3.13) e que contenha 1 supercampo

vetorial e dois supercampos quirais (de modo a poder descrever a QED) é dada por:

1 . Tr TIro e —€
L =7 W Woalss + WalW*las] + &1V 6 lyoas + 81 eV [ougs

+m( ¢ é-|pe + ¢T+¢T7|éﬁ') (3.27)

Esta lagrangeana (3.27) pode ser vista como uma série infinita de poténcias na constante
de acoplamento e. Entretanto ¢ possivel escolher um gauge especial para transformar
(3.27) numa forma mais simples ¢ trativel. Esse é o gauge de Wess-Zumino (WZ), no
qual os campos componentes C, x, M e N sio todos nulos. O supercampo vetorial no

gauge WZ tem a seguinte expansio em termos das poténcias de 8 e #:

_ . L — 1
Viyz(2,0,0) = —00™ Bun(x) + i899A () — iBBON(2) + 56060 D(x) (3.28)

A generalizacao supersimétrica da QED ¢ assim dada por (3.27), quando o supercampo ve-

torial satisfaz o gauge de WZ. Esta lagrangeana, escrita em campos componentes aparece
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como:

L = 1D?— 1o, o™ —iXe™0 A+ FLF "y + F_F*_ + A* \OA, ++A4* OA

Hi(On 46"y + 5] + Feva (P40 — 0"

+liev(A* DA, — On A" Ay — AP0, A+ 9,4"_AL)

—%ieﬁ(l‘lﬁhj\ — A A — A D A+ AT )

+3eD(A* Ay — AT _A) — qetu vt (AT Ay + AT_AL)

M(ALF_ + A_F, — . —yh + AT P+ ATFY)

(3.29)

No contexto do gauge de WZ, as transformacgoes de gauge mencionadas na scgao anferior

e que deixam invariante a lagrangeana acima sao dadas por:

Al ()
¢+’(5’J)

#(x)

Ay(w)e 0
iy (2)e eV
Fifa)e0)
A,(;I;)eiw{m)
b ()eieV @
F,(x)eiev(‘”),
A

Uy + 20, U (2)

D (3.30)

Estas sao as leis de transformacio que obteremos na segao seguinte por um caminho por

completo diferente, calculando os modos nulos da matriz simplética. A reobtencao deste
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resultado nos confirmara a relacio entre esses modos nulos e as transformacées de gauge.

3.5 Relacao entre os modos nulos da matriz simplética

e as transformacoes de gauge na Super-QED

A fim de passarmos de uma descrigao lagrangeana para uma descricao hamiltoniana,
escrevemos (3.29) separando as derivadas temporais das espaciais ¢ organizando os indices

espinoriais:

L = —0A0A — Lt AL A%, + Hiev' . ALA" 4 3027 0,0
-—%?jevﬂz - al—viZA_A*_ — %ie\/iA,edéa,/_}i)m\B - (iA“oiGéﬁ,;)_\a)
—%ée\/ﬁA*_eabz{f_“,\b — iM%, O + %ievéaiA*mA_ - %ievia;A_A*_
+1D? + Lien® AT A — Lieo® AT Oy A + LR A_AT — JeDA_A"_
+%ie\/§A*+eab¢+a,\b + %ieﬁAJreéy/t’ij\i’ — Jiev' AT AL — %evg'&d_ﬁf‘m@!),“
Hlewgdht 69,4 ¢ — 1807 4 L8y + 0® 8o — BA_GAT_ + DA oA
SF P A m(AF L+ AF 4+ A_F, 4 A* F* ) — megy
B G2+ 10 ok " — Senadad " eui ol oy
DA A" + 12" AL AT, — Lied® QAT A, + idoytal "

+3-8.ﬂ/;d E‘l 'l/)__a — TﬂEab'ﬁzi'ILé + F+F*+

— T aa s

(3.31)
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Os momenta ficario:

m

1

sendo ainda:

aL

_aL
d(B*)

ar
3B A7)

ac

Hdp A1)

AL
d{dpA-)

oL

B0 A*_)

ar
B(B0Ab)

ar
B(o0vh)

oL
(0 )

aL

oL

8;9° + dyvt
%ievoA*+ + GgA*
—Liev® Ay + oA
— %ieng*_ + Jg A7
%ie’uOA_ + HyA_

io? A”

iy W

-0 @
wi)’aﬁ)_

oL oL

B(BoAt)  B(gu0)

oL

oL

oL ar

T (00 ")  P(BeF_)  B(8gF L) B(0F )
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T 9(80D)  8(B0FL)  8(dop: ")

=0

(3.32)
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A Hamiltoniana canénica serd entdo dada por:
H = iv’:zA,A*, + %ieﬁA*Aeabw,a’/\b + %ezviﬁA,PA*Jr

—Liev' O AT A+ FeDA_AY .+ Jiev'd;A_A*. — JeDA LAY,
-I—:?l—ie\/QA_EdeT_EEi/_\b — %Bivjﬁjvi + %Bivﬂ — iai&iaga_w_“
+ (1A% 0a0:X%) + dmi — F_F™_ — LieV/2A" Leap ,“AY
~Liev2A e BN + B A_Bi AT + biev'dA* AL — bievidiA AT
+iev ol * — Lewpdptadw_® + meabgfizfé — Levpt gl 0,0
+%evg@5_‘?ﬁgaw+ﬂ — 0 _iéga¢+a +77 — F F*_ + %mlevoA*_
+0; A0 A* 4 — LimevP AT, + Lirer® AL — Jiker?A_ + meapty 20— m;8;0°

~m(A* _F* + A F_ +A_F.+A* F*_)— 1D? + kiy

(3.34)
A seguir, escrevem-se as equacoes de Hamilton em notacio simplética, sendo que a forma
geral da matriz (pré) simplética j& foi mostrada em (2.25). Os elementos ndo nulos desta

matriz (24 X 24) serdo dados entao por:

$9(1,18) = —$%(18,1) = —6j;
$°(12,13) = $°(13,12) = $°(12,13) = §%13,12) — —io_,
5°(16,17) = 8%(17,16) = —io®
(3.35)
$°(2,19) = ~5°(19,2) = $°(3,20) = —5%20,3) =

5%4,21) = —8°%(21,4) = 8°(5,22) = —8%(22,5) = —1

As equacgdes de Hamilton em notag¢io matricial sao assim dadas por
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SO s = Vo (3.36)

onde y, ¢ V, sdo 24 x 1, e seus elementos sao:

Vi = 2% Vip = ;g%c g = Opv? Yiz = Ootpy”
Vz = % V13 - ‘%{i Efz = 8()A+ yi3 — aﬂlzi
Vi = 5‘?& Vig = 5{% ¥s = OoA'y yu = Ooy-°
Vi = 5‘57?{: Vis = %&_‘ Ys = GA- ¥ = Botp”
Vi = 5‘?:{_ Vie = % Ys = OA* yis = HA°
Voo = % Vie = gﬁ e = dov” Yy = o Aé (3‘37)
i = % Vis = f:i ¥ = GD yis = Oomj
W = % Vip = % gs = GoFy e = Oo7
Vo = % Voo = % Yo = GoF"; yn = N
Vio = g'ﬁpﬂj Voo = %13 Yo = OF.  yn = Ok
Vin. = 5?}_ Voo = @% iy = OoF™*_ yoy = ok

Os modos nulos de S implicardo nos seguintes vinculos:

§H 5H 5H &H §H 5H
500 = O 5m =0 =0, == =0, =0, 5 =0 (3.38)

Tomando a derivada temporal dos vinculos acima, a matriz simplética ampliada S resul-

tante serd uma matriz 30 x 30, com elementos (somente os nao nulos) dados por:



S5(1,18) = -—S5{(18,1) = —&; 5(13,23) = S5(23,13) = jesl¥y”

5(2,23) = -—S5(23,2) = iier 5(14,15) = 5(15,14) = —ig},

$(2,24) = —S(24,2) = —led*,  S(14,23) = 5(23,14) = jJeolyt

5(3,23) = —5(23,3) = —tien 5(15,23) = 5(28,14) = —fed) "

5(3,24) = -5(24,3) = L4, 5(15,27) = 5(17,15) = —io’e

5(4,23) = —5(23,4) = —iies 5(16,17) = S(17,18) = —io®; (3.39)
5(4,24) = -5(24,4) = led*_ 5(18,23) = -—5{23,18) = 9,

5(5,23) = —S5(23,5) = —iiew, 5(19,23) = —5(23,19) = Liedy

5(5,24) = —5(24,5) = gcA_ 5(20,23) = —S5(23.20) = —gied"y

5(12,13) = S5(13,12) = —iGy, 5(21,23) = —5(23,21) = —3ieA_

5(12,23) = 5(23,12) = —lealgh 5(22,23) = -5(23,22) = jied*_

5(2,19) = —5(19,2) = 5(3,20) = —5(20,3) = 5(4,21) = —S(21,4) = §(5,22) = —5(22,5) =
— S(7,24) = —5(24,7) = 5(8,26) = —5(26,8) = $(9,25) = —5(25,0) = 5(10,28) = —5(28,10) = ~1

§(2,27) = —5(27,2) = 5(3,28) = —5(28,3) = S5(4,25) = —5(25,4) = S(5,26) = —5(26,5) = —m

(3.40)

O novo conjunto de equagdes agora pode ser escrito como:

Sty = Vi (3.41)

onde g, e V, sdo matrizes 30 x 1, e seus elementos sao idénticos aos descritos em (3.37),

sendo que os novos elmentos sao todos nulos.

A matriz S apresenta ainda um modo nulo M:
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M1 pa 8ZU M15 - —%%Ueif;i

My, = —3iUeA;r My = 0

My = ziUeA*, Miz = 0

My = iUeA_ Mg = 0

Ms; = —4iUed*. My = jilUer

Mg = n My = —LiUen

M: =0 My = —3ilex

(3.42)

My = LiUemA™. My = jilUes

My = —3illemA_ My = U

My = —%z’UemA*Jr Moy = 0

Mu — %’!:UE?’RAJF M25 = 0

.L’Vf]_g = - %Z'UETJJ_'_C j\/fgg = 0
M13 = %tevﬁf’; M27 = {
My = LilUeyp © Myg = 0

onde 7 e n sdo fungdes arbitrarias. Visto possuir um modo nulo, a Gltima matriz {pré)
simplética obtida nio é inversivel, mas o modo nulo acima nio gera novos vinculos. Isso
indica que lagrangeana de Super-QED é invariante de gauge, e que este gauge nao foi
fixado ainda.

Por outro lado, como explicado no capitulo 1, os elementos deste modo nulo podem
ser vistos como as variagées infinitesimais que deizam a agao do modelo invariante (ver

1.48). Podemos entdo, de acordo com todo o exposto, igualar os elementos do modo nulo
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as referidas variacoes e escrever diretamente:

s(vl) = QU
5(Ay) = —LliUeA,

5(A",) = LileAr,

5(A) = LilleA.
5(A" ) = —lilieA*.
§(D) = 0
(3.43)
5($1%) = —lilley,®
B(yi) = Filleys

80 = Lillep_*

S(yf) = —liUeg?
5(x) = 0
() =0

Quanto a v°, visto estarmos trabalhando no espaco de fase, a reobtencao da lei de trans-
formacao mostrada em (3.30) requer que se leve em conta a variaciao para os momenta. Em
vez de escrever diretamente o resultado, é ilustrativo mostrar como isto é feito. Partindo

da expressao do modo nulo acima, para v° tem-se a seguinte variacio:

6(°) =n (3.44)

onde n é arbitrario. Por outro lado a variacao para ; é:
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6(m) =0 (3.45)

Usando a definicio de momenta (3.32), vé-se que (3.45) s6 vale se:

n = —(%U

Entao a variacio para v° é de fato dada por:

5(1‘)0) = —(90U (346)

Por 1ltimo, utilizando as relagées de vinculo (3.38) para Fy ,F*,F e F*_ obtemos:

8F,) = jiUemA'~ = —LiUeF,
6(F*y) = —32iUemA. = LiUeF,
(3.47)
§F.)y = —lLilUemA*y = LiUeF.
S(F*_) = %iUemAJr = ﬁ%iUeF*ﬁ

Uma comparagao entre os resultados acima e as leis de transformagao {3.30) confirma que
os elementos do modo nulo da matriz simplética sao, de fato, as variagoes infinitesimais

que deixam a acao invariante. Chegamos assim ao resultado procurado.
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Conclusoes

Os objetivos principais do trabalho aqui apresentado foram testar o formalismo simplético
num contexto Hamiltoniano, e verificar a existéncia de conexio entre os modos nulos da
correspondente matriz e a invariancia de gauge de uma teoria definida no super-espago.

Isto nos levou a um estudo dos métodos de quantizacio de Dirac e FJ, e da relagiio que
existe eutre os modos nulos da matriz simplética e as variagoes infinitesimais que deixam
uma dada agao invariante.

Em relacio aos métodos de Dirac e FJ, fol visto que é possivel trabalhar com matrizes
simpléticas, usualmente associadas ao formalismo de lagrangeanas lineares (método F.J),
mas construidas partindo de uma Hamiltoniana para sistemas singulares. Assim, a ideia
de matriz simplética tornou-se uma alternativa no contexto do método de Dirac, e a
matriz dos vinculos uma possibilidade mesmo partindo de uma lagrangeana linearizada
(FI}, e mesmo sem definir previamente os vinculos primérios.

De tudo isto concluimos que © que torna os caminhos diferentes é a escolha da matriz

com a qual vamos trabalhar (dos mnculos ou simplética), € ndo o formalismo de contexto
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(de Lagrange ou de Hamilton). Mais especificamente, as opgoes serao trabalharmos com
a totalidade das velocidades ou apenas com as nao inversiveis, que ¢ o que em definitivo
torna essas matrizes diferentes.

Esta liberdade de usarmos matrizes simpléticas ou matrizes dos vinculos nos da a
possibilidade de explorarmos as vantagens de ambos os métodos de acordo com a con-
veniéncia. Por exemplo, da inversa de uma matriz simplética podemos cobter diretamente
os DB fundamentais, mas se a matriz de um sistema tornou-se muito grande, sempre sera
possivel reformular o problerna somente para as velocidades nao inversiveis, em termos da
matriz dos vinculos, a qual por sua vez quase sempre sera menor.

Enfim, quanto & equivaléncia entre ambos os métodos no restante (determinagio dos
vineulos ete.), ela decorre do fato de que as equagoes do movimenio de Lagrangeanas
linearizadas coincidem com as equagoes de Hamilton.

Também é mencionivel nestas conclusdes a presecricdo proposta no capitulo 1 para
linearizar lagrangeanas, baseada na fungdo de Routh. Esta prescri¢gao funciona com la-
grangeanas de qualquer grau e mesmo no superespaco.

A respeito da relacdo entre os modos nulos da matriz simplética e a invaridncia de
gauge, foi estudada aqui a Super-QED, partindo de um formalismo Hamiltoniano mas
trabalhando com matrizes simpléticas. Mais concretamente, trabalhando no gauge de
Wess-Zumino determinamos os modos nulos dessa matriz e verificamos que eles nos dao
as variactes infinitesimais que deixam invariante a aciio do modelo. Os geradores de
transformacoes de gauge se obtém destas variagbes infinitesimais da maneira usual.

Por ltimo, merece comentdrio a técnica utilizada para a realizagBo dos caleulos.
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Poderfamos pensar, e com razio, que uma das principais limitacGes priticas para este
trabalho ou suas possiveis extensGes est4 no grande nmimero de termos envolvidos nos
calculos. Por exemplo, na determinacio dos modos nulos da tltima matriz (pré) simplética
na super-QED estivemos trabalhando com mairizes 30 x 30, envolvendo campos vetori-
ais e spinoriais (anticomutativos); € mesmo a constatagio da invaridncia da Lagrangeana
frente a transformagées de gauge, com e sem o gauge de Wess-Zumino, envolveram contas
de um voluine singular.

Para tornar possiveis tais calculos optamos por implementar todas as contas desta
tese no computador, num meio ambiente para calculos simbélicos (o Maple). Com este
propésito, desenvolvimos rotinas especiais para expandir super-campos em serie de Taylor
de varidveis de Grassmann, e utilizamos os pacotes Grassmann |29] e Partials [28] do
grupo de computacio simbodlica do [F-UER.J, adaptados especialmente para trabalhar em
supersimetria (indices de Weyl, derivadas-a-esquerda, derivagio funcional em relacéo a
campos espinoriais etc.)

Estas rotinas foram utilizadas em segGes eletronicas de calculo simbélico {mais de 70
piginas), as quais permitemn nio somente refazer todos os céleulos em poucos minutos
mas, principalmente, introduzir mudangas no modelo obtendo os correspondentes novos
resultados sem termos que refazer o raciocimio para cada caso considerado.

Podemos concluir, entao, que parte dos resultados desta tese estd também na ex-
periéncia acumulada para desenvolver calculos com teorias supersimétricas, a nivel simbélico,
utilizando um computador. Efetivamente, de um modo geral, calculos em teorias de cam-

pos quase sempre envolvem campos spinorias € o tipo de manipulacio com que aqui nos
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deparamos, havendo assim grande interesse tanto na experimentacio como no desenvolvi-
mento de algoritmos como os que foram utilizados nesta tese.

Explicagoes mais detalhadas a relativas a estas rotinas e a suas possiveis adaptagoes
para problemas similares deverfo ficar prontas, em forma de artigo, em breve; assim como

um outro artigo com os resultados desta tese, o qual esta agora em fase de redagio.
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Apéndice A

Estratégia de Dirac aplicada ao
Formalismo de Lagrangeanas

Lineares

Neste apéndice mostra-se a possibilidade de, trabalhando-se no formalimo de FJ,
construir-se, ao invés de matrizes simpléticas, matrizes que coincidam com a matriz dos
vinculos de Dirac.

Em resumo faz-se:

¢ Lineariza-se a lagrangeana. Escreve-se as equactes de Lagrange.

Como nesse trabalho estd-se usando a Lagrangeana linearizda na forma dada em

(1.29), as equagdes de Lagrange sio dadas por (1.5), (1.6) ¢ (1.7).
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e Seguindo-se a estrategia de Dirac escreve-se (1.5), (1.6} e (1.7) como um sistema em

que se considera como incdgnitas somente as velocidades nao inversiveis:

(ng Ogy + 09, 09, + 09, B 891,) i+ (89,, 0H, 3 Og, 0H, + OH,
o 000 Opa Baa  Oq, Og, 0¢o Opa Opa 8ge  Og,

J=~0 (Al

Note-se que {A.1) é coincidente com (1.11). A matriz dos coeficientes em (A.1)

coincide com a matriz dos PB entre vinculos primérios de Dirac em (1.11).

¢ Desse ponto pode-se seguir a estratégia proposta por Dirac, conforme mostrada no
capitulo (1), mesmo sem a defini¢ilo prévia de vinculos primérios e parénteses de

Poisson .
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Apéndice B

Notacao

A métrica utilizada para o espagotempo é
G = (—,+,+,+)
Os spinores de Weyl satisfazem
Vo = Mo
Bh= M55
W' = (M) w”
W @ M*mlgd@;é
onde M é um elemento do grupo SL(2,C).

A métrica spinorial é

(B.1)

(B.2)
(B.3)
(B4)

(B.5)

(B.6)



A regra para subir e baixar indices é dada por [15]

P = e*Pifig
Vo = Faﬁw‘s
he __ c'v.ﬁ 7.
Y € %
B = ua

A regra de notacao para o produto contraido de spinores é
vn=mb = 7"t
RN
A conjugagio complexa muda a ordem do produto de spinores
(mé)" = &7

As derivadas covariantes sao definidas como:

D= 2 i 400

= 90~
¥ as identidades
]
gegs — —;e“ﬁ
- i1
9059.@ == ?edﬂ

09

(B.7)

(B.8)
(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)
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