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Resumo

O capitulo 1 da tese constitui uma introdugio da teoria de campos a temperatura finita
fazendo uso do formalismo do tempo imaginario.

No capitulo 2 desenvolvemos os principios da renormalizacio de teoria de campos
a temperatura finita para o modelo de um campo escalar real com auto-interacio em
quatro dimensdes espago-temporais (A¢*)p—,. Neste capitulo, como uma aplicacio direita
da teoria desenvolvida, é analisada a dependéncia dos paridmetros fisicos, i.e., massa e
constante de acoplamento, com a temperatura.

No capitulo 3 fazemos uma aplicacio das técnicas desenvolvidas, estudando a transicio
de primeira a segunda ordem no modelo (Ap*+0¢®)p_; e o fenémeno tricritico. Mostramos
que existe uma temperatura para a qual a massa e a constante de acoplamento se an-
ulam. Esta temperatura define o ponto tricritico. Para altas temperaturas mostramos
a existéncia de uma transicdo de fase de segunda ordem, assim como uma transicio de

primeira ordem a baixas temperaturas.
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Introducao

O modelo (Ap*)p em Teoria Quéantica de Campos (TQC) tem sido estudado extensi-
vamente na literatura. Para D > 4 o modelo é trivial [1], portanto nos restringiremos a
2 < D < 4. Expressoes gerais para os diagramas de Feynman a temperatura zero foram
derivadas até ordem de aproximacio de quatro loops. Dentro desta linha de pesquisa, a
dependéncia da massa renormalizada e da constante de acoplamento com a temperatura
tem sido analisada por vdrios autores [2, 3, 4, 5]. Mais recentemente diferentes métodos
tém sido usado para o estudo da teoria de campos a temperatura finita [6].

Um dos grandes triunfos da fisica teérica, conseguido no final da década de 70, é
o modelo de Weinberg-Salam que unifica as forgas fracas ¢ eletromagnéticas|7]. Neste
modelo a massas dos bosons W e Z sao geradas pelo mecanismo de Higgs. Neste esquema
a idéia de quebra espontanea de simetria é fundamental. Diversas simetrias vio sendo
quebradas com o esfriamento do universo. Desta forma, o estudo da TQC a temperatura
finita é fundamental para o entendimento destes mecanismos. Como é conhecido um
campo escalar carregado tem um papel fundamental no modelo de Weinberg-Salam.

Existem dois formalismos para o estudo da teoria de campos a temperatura finita , que
nos permitem fazer uso das convencionais regras de Feynman. O primeiro é o formalismo
do tempo imaginario desenvolvido por Matsubara [8], Abrikosov e outros e logo estendido
ao caso relativistico por Linde [9], Bernard [10], Dolan e Jackiw [11] ¢ Weinberg [12] .
A vantagem deste formalismo se ap6ia no fato de que na expansao perturbativa temos
0s mesmos diagramas da teoria a temperatura zero. O outro formalismo é o método

do tempo real, que foi introduzido por Takahashi e Umezawa [13] e desenvolvido por



Matsumoto [14] e outros. A diferenca destes dois formalismos est4 na maneira que é feita
a continuagao analitica no terapo. Nesta tese, trabalharemos com o formalismo do tempo
imagindrio.

O propésito desta tese é apresentar o cilculo até ordem de dois loops para os modelos
com auto-interacio (Ap*)p=4 e (A¢g* + o¢®)p_3. Nestes modelos obtivemos a correcio
térmica dos pardmetros fisicos que aparecem na densidade Lagrangiana, o quadrado da
massa m?(f3) e a constante de acoplamento A(f). Recentemente, a correcio térmica da
massa e da constante de acoplamento foi analisada no modelo (A¢*)p—4 e no modelo de
Efimov-Fradkin [15]. A possibilidade de que a constante de acoplamento renormalizada
no modelo (Ap*)p-4 se anule por efeito da temperatura ou topoldgico foi discutido por
Ford e Svaiter [16]. Assumindo a topologia trivial da secdo espacial Malbouisson e Svaiter
[17] estenderam parte d‘a discussao de Ford e Svaiter. Assumindo que o sistema estd
em equilibrio térmico com um reservatério, a correcio térmica do quadrade da massa
Am?(f3) e da constante de acoplamento AA(f) foi obtida para uma dimensio D genérica
na aproximacao de um loop. Como foi discutido na reférencia [17], para D < 4 a constante
de acoplamento renormalizada pode se tornar negativa, acima de alguma temperatura Bl
Isto estabelece a existéncia de uma transi¢io de fase de primeira ordem no modelo para
dimensoes espago-temporais abaixo de dimensao critica.

Esta tese é uma continnagdo natural dos trabalhos acima citados, onde a ordem da

transicao em (Ap?) em (Ap?* + 0¢®) & estabelecida [18].



Capitulo 1

Introducao a Teoria de Campos a

Temperatura Finita

1.1 A funcao de parti¢gao para o campo escalar

Um dos objetos fundamentais da Mecénica Estatistica é a fungiio de particio definida

por:

Z = Z(nle“‘mm) =Tre 8, (1.1)

n

A soma é avaliada sob todo o sub-espago fisico dos estados de particula permitidos. Na

eq. (1.1) H é o operador Hamiltoniano e 3 ¢ dado por :
B= (k7)™ (12)

( em unidades da constante de Boltzman temos que = T71).

Para o campo escalar a fun¢do de particio pode ser formulada dentro do formalismo
das integrais de trajetdria da seguinte forma: Seja @(t = 0,x) o operador do campo
na representacdo de Schrodinger em 8! = 0. Os auto-estados do operador de campo

|, t = 0) satisfazem



PlE=0,x)|p,t =0) = p(x) [, t =0) . (1.3)

E claro que os auto estados [p,t = 0) satisfazem as relagdes de completeza e ortogo-

nalidade dadas por

[ de(@)lo.t=0)p,t=0] =1 (1.4)
(Palps) = d[pa(x) — pu(x)] . (1.5)

Desta forma a funcdo de particio pode ser escrita explicitamente como uma soma sob

todos estados préprios

Z=3 (o(x),t =01 |p(x),t =0) . (1.6)

p(x)
Vamos partir da representagéio funcional da amplitude de transicfio (¢"(x), " | ¢'(x), ')

a temperatura zero dada por [7]

(" (x),t" | '(x), ) = {"(x),¢" | ™) | ' (x), 2 =0)

oc[Dcp/D':r exp{ ftr’dtfd3 H(w, @))} (1.7)

onde

oL
— 3(Beyp)’

¢ a densidade do momento conjugado a ¢. Nesta tltima relacio as funcoes @(t, x) satis-

(1.8)

fazem &s condigbes de contorno

e, x)=9"(x) , olt\x)=¢'(x) . (1.9)



Fazemos a ponte entre a teoria do campo e a mecanica estatistica introduzindo heuris-

ticamente as varidveis (continuacio no tempo Euclideano)

(r,x) = (iz° x) = (it, x) (1.10)

onde chamamos a componente zero do espago Euclideano de 7, e impomos periodicidade

no tempo Euclideano tomando os limites de integracio na eq. (1.7) como

=0 t'=_if . (1.11)

Desta forma a eq. (1.7) se transforma em

(¢"(x),t = 0] e™PH | (x),t = 0) =

x /’D(p/’Dvr exp {/;ﬁ d'rfd%(i?r% — H(~, tp))} (1.12)

onde na integral de caminho as fungdes (7, x) satisfazem as condicoes de fronteira

e(B,x) =¢"(x)  ¢(0,x)=¢'(x) . (1.13)

A introdugdo de z%(componete zero no espaco Euclideano) na teoria de campos a
temperatura zero serve para fazer a continuagio ao espago Euclideano para que integral
de caminho esteja bem definida [7], mas ao final se volta ac espaco de Minkowski para
obter a funcional gerador e as fungdes de Green fisicas. Aqui nos introduzimos a varigvel
T para fazer a ponte entre a Teoria de Campos e a Mecanica Estatistica.

Como j4 discutimos, para se obter a fungdo de particao devemos impor periodicidade

no tempo imaginario

9" (%)t = 0) = |¢"(x), ¢ = 0) = |p(x),t =0) , (1.14)



conseqiientemente a funcao de partigao é dada por
A s .. Op
7 =x fﬂDgofqu expf dfrfd x(in =2 — H(r ~ ) (1.15)
0

onde as condicoes de fronteira dados pelas eq. (1.13) junto com eq. {1.14), significam que
a integral de caminho est4 restrita sob as fungdes ¢(r, x) que sio periédicos em 7 com
periodo g, i.e.

Pt =0,x) = ¢(r = F,x) . (1.16)

Se a densidade Lagrangiana tem a forma quadritica

£, u9) = 5000 — F(5. V) (117

a densidade Hamiltoniana tera a forma

H= %wz + fe, Vo) (1.18)

Desta forma a integracao funcional sobre m pode ser avaliada explicitamente [7] j4 que

a exponencial é quadréatica em 7. A eq. (1.15) adquire o aspecto mais simples, dado por

7 = N(ﬁ)'[BD(p exp {— foﬂ ded3x [1/2(50§0)2+f(‘f’a V‘P)]}

= N(ﬁ)fﬂDgo exp {_ foﬁ dT[d3x£((p, 5,,(9)} {1.19)
onde
G = (g, w) (1.20)

e N(8) ¢ o fator de normalizagido dependente da temperatura.



Nesta secdo obtemos a fungio de partigio fazendo a rotacao de Wick e somando sob
todas as configuragdes do campo que sdo periédicos em [0, 5]. Na secdo 1.5 derivaremos

as regras de Feynman a temperatura finita para um sistema bosonico.

1.2 A funcao de particao para o campo escalar livre

Para a teoria do campo escalar livre a integral de caminho na eq. (1.19) é uma integral
Gaussiana que pode ser feita exatamente . Se a densidade Lagrangiana é dada por

_ 2

L(p.0u0) = 5(50) +5(79) + 3-? (L21)

Qo
B
b

A(@', Ty = (0"8, + m*)o (T — %) (1.23)

6(z' — %) =6(x'—x)8(+" —7) . (1.24)

Daqui para frente, por simplicidade, evitaremos escrever a barra sobe x, que indica o
espaco euclideano compactificado na componente zero.

A integracdo funcional na eq. (1.22) pode ser feita exatamente resultando em [7]

Zp = N(8) exp(~5TrIn 4) (1.25)

O traco é associado sobe as funcges ¢(7,x) obedecendo as condigbes de periodicidade
dadas pela eq. (1.16). O requerimento de periodicidade em 7 para as configuracdes de

campo significa que os campos euclideanos podem ser expressos como uma expansio de



Fourier do seguinte modo [8, 7]

T, X 2% i P(iwnT)Pn(x) (1.26)

n=—00

onde

2
wn = —%’1 (n=0,4+1,+2.) , (1.27)

sdo as freqiiéncias de Matsubara para os bésons. A transformada de Fourier de o(x)
satisfaz 4 relacdo

TP -2y | (1.28)

=53
onde

P = (wn, P) - (1.29)

Com isto concluimos que para o campo escalar bosdnico os efeitos da temperatura

finita sao dados pelas seguintes substitui¢des no espa¢o Euclideano

ﬁ ?

Conseqilentemente temos que a delta de Dirac tem a forma

W >ty = 220 d—w %Z . (1.30)

f 1 d3 —ip.(z'—x
(@'~ z) = Ez,,:f(zwg;ae p.(@'=2) (1.31)

Logo a matriz A(z', z) para o campo escalar livre é
y

Lre @D (7 4 m?) (1.32)

onde

P =) . (133)

Logo, para avaliar a fun¢do de partigio Zg devemos achar o traco da matriz Az, ),

para isto fazemos ' = z e entdo integramos sob todos os valores z. Um célculo direto



nos da
g 1 &*p
Zg _T'rlnA—f0 dT/d xﬁ En f(27r)3 In(p® +m*) . (1.34)

1.3 A funcao de Green e o funcional gerador a tem-
peratura finita

Considerando sempre o campo escalar onde a dinimica deste sistema estd governada

pelo Hamiltoniano H. De acordo com a mecinica quintica temos que

P(z) = e (0, x)e MR (1.35)

Para achar a funcio de Green a tempertura finita, procederemos como se fez na
secao anterior em que obtivemos uma representacio via integral de caminho da funcio de
partigdo, fazendo uma extensio analitica para o tempo euclideano (7 = iz") e somando
sobre todos os campos cldssicos ¢ que sio fungdes de 7 e . Conseqgilentemente, definimos

a funcao de Green térmica como
GM(zy...,zxn) = (TH($(x1).., PTN))) (1.36)

Os observaveis do sistema podem ser obtidos a partir desta funciio que é definida como
o valor médio esperado do produto de campos do operador de campo na representacio de
Heisenberg. Note que 77 tem o significado que o ordenamento dos operadores de campo
vai de direita 4 esquerda em ordem de crescimento de 7. A representacio das funcées de
Green térmicas pode ser obtida a partir da teoria andloga para 8! =0. A representacao

funcional da fun¢io de Green de N pontos, como ¢ conhecida tem a seguinte forma

(¢"(x),t = Ol ¢ =T(p(z1)..., plaw)) ¢ (x), £ = 0) =



/ Dy / Drp(z1)...0(wn) exp {z ft "t / d%(w?%—‘p — H(m, w))} . (1.37)

Agora pelos mesmos passos que seguimos para encontrar a representacio funcional
da funcio de partigdo introduzindo o tempo imaginario, é facil obter a funcio de Green

térmica que tem a forma

G¥(zy.zy) = N(B) fﬂ DeDr @(ay)...0(zn) X

exp { /0 ? f d%(iw-gg — H(m, w))} . (1.38)

Esta férmula se simplifica apés a integragao funcional em =, e tem uma representacio

mais simples

G¥(x1...,zy) = N(ﬂ)[GDw o(z1)...p(zN) X

exp {—/ﬂﬂ dT/dS.’E.C((p, 8cp)} (1.39)

(note que aqui £(¢, d¢) é o Lagrangiano no espago Euclideano). Seguindo a analogia com
a teoria do campo escalar a 7! = 0, define-se o gerador funcional das funcoes de Green

térmicas como

Z[J] = ﬁfﬁ’Dtp exp {—/Oﬂ d’rfd% (L(p,0¢p) — J(m)qo)} (1.40)

onde J(z) é a fonte e Z[0] é definido como

10



8
Z[0] = fﬁDtp exp{—/0 dT/d3$E(<,0, 390)} (1.41)
As fungoes de Green sdo obtidas pela diferenciacio funcional de Z[J] i.e.,

57 21J)

GN(.’L‘l...,.'EN) = (142)

O gerador funcional Z(J) pode ser representado por uma série de Taylor funcional onde

as fungoes de Green sao os coeficientes desta série funcional, i.e.

Z[J) = io: %fdxl...deGN(xi...,xN) (1.43)

N=0

onde se usou a notacao

/dzz /Oﬂdrfcfx . (1.44)

As funcdes de Green térmicas conexas sao obtidas a partir de W[J] definido por
Zln = "M, (1.45)

usando-se a relacgdo ,
5[]

57 (1) 00 (z) (1.46)

G (@1, 5n) =

1.4 (Gerador funcional para o campo escalar livre

O gerador funcional para o campo escalar livre, a temperatura finita, é dado pela

seguinte expressao:

Js P exp -3 do’ { dop()A(#', 2)p(z) + f deJ(z)¢(z)]

- (1.47)
Js Dy exp [—Efda:’fdxtp(a:')A(x’, m)(p(;r:)]

Zo[J] =

onde

11



Az, z) = (8"8, + m*)é(z — z)

Como a integral funcional é Gaussiana, obtemos
Zo[J] = exp {—% [z [ dsi@)na - sr:)J(sr:)} (1.48)

cnde o propagador a temperatura finita é dado por
Ag(z' ~z)= A"z —2) . (1.49)

A inversa de A(z',r) pode ser obtida fazendo-se uso da transformada de Fourier jd que

se tem
1 d3p —ip.(z'—z
A7, ) = EZ/ o Pe—2)(p? 4 m2) (1.50)
ou
1 d3p ip.(z' —1) -1
—_ = e — _p WiT —_— R ]__
M@ ~2) =53 / o g (1.51)

(1.52)

1.5 As regras de Feynman para a teoria massiva do
campo escalar

Tendo estabelecido jd a representagdo em forma de integral de caminho do gerador
funcional, vamos estender os resultados para a teoria com interacao.

Se
L=L,+L; (1.53)

12



o gerador funcional se escreve como

Z[J] = exp { fﬂ dﬂ:EI(cp)} Zo[J] (1.54)

onde Zy[J] é o gerador funcional para a teoria livre. Agora substituimos na densidade
Lagrangiana de interagio o campo ¢(z) pela diferenciacao funcional com respeito & fungio

fonte para obter

&

Z[J] = exp { fﬁ dxﬁz(m)} Zo[J] (1.55)

A expanséo perturbativa nasce da expansiao do primeiro fator nesta titima equacio. A
forma de Zy[J] para a teoria Ap* tem a mesma forma que para a mesma teoria a 371 = 0,
com a unica diferenca que no expoente nao tem o fator i e o propagador é dado por (1.52).
Daqui tomando em conta que o fator ¢ nio aparece nas equacoes (1.40), (1.43) e (1.47).
Temos as seguintes regras de Feynmann no espaco de momentos :

1) A cada linha de momento associamos um fator

-1

w? + p? + m? (1.56)

2) Para cada vértice de quatro linhas levando momentos P1, P2, P3, P4 ASSOCiamos um
fator —A , de forma que exista conservacio dos momentos
Mt+prtpr+pa=0 . (1.57)

3) Integrar e somar cada loop interno independente de acordo com

d*p

1
5T f il (1.58)

13



1.6 Formalismo do potencial efetivo a temperatura
finita

Por analogia & teoria de campos a §! = 0, o campo cléssico a temperatura finita

pode ser definido como

Tr (e‘ﬁH tp(:c))

vel@) = —prw (1.59)
Levando em conta que o gerador funcional é
_d g .
ZlJ] = 0 [ﬁ Dy exp{— [0 dr [ &’z (L(p, Op) — J(:L‘)t,o)} : (1.60)

podemos definir o campo cldssico @, como o valor esperado no vdcuo do operador ¢ na

presenca da fonte J(z), i.e.,

dInZ (0, out|lp(x)]0, in) s
{0, 0ut|0, in);

Pe = §(x)

(1.61)

para J(z) = 0, temos que

pe(T) = (P(z)) - (1.62)

Por meio de uma transformacio de Legendre pode se definir a agdo efetiva I'ip.] como

Tlpd = Z[7] ~ [ dz (J(@)eels)) - (1.63)

Desta definicao se segue a seguinte expressdo funcional

J(z) = _‘”;E;”“) . (1.64)

Agora podemos expandir I'(¢.) em poténcias de .

14



') = ;-7% /d:r:'f...d:r:i T (1.0 ) e (1) .ol ) (1.65)

E possivel demonstrar que I™(z;...z,,) é a soma de todo os diagramas de Feynman

irredutiveis a uma particula (IPI) com n linhas externas. Alternativamente podemos
expandir a agao efetiva I'(,) em poténcias dos momentos. E claro que os 1P diagramas de

Feynman ['®)(z;...z,,) e os ™) (p,...px) (i.e., suas transformadas de Fourier ) satisfazem

a seguinte expressao

L™ (pr..pw )L (@e)d(pr + - - + pu)(27)° B =

fdml...d:nN exp [i(PL:BI +--- +pN,;r:N)I‘(")($1...:nn)] (1.66)

g1+ +PN) =i ttwnd(Pr + -+ PN) - (1.67)

O potencial efetivo a temperatura finita V(¢,) pode ser definido por uma expansao

analoga da teoria com 7' =0

Mo =X 35 [ de(~Vied) + 3 A0 0udupe + .. (1.68)

O termo sem derivadas chama-se o potencial efetivo [11, 12].
Para expressar o potencial efetivo em termos das fungées de Green 1PI, primeiro

escrevemos (™ (z1...z,) NO espago dos momentos; para isto temos que

. &k d'k
F( )(.’L'I.--Iﬂ) = f(2?r)4 PN (2?]_)4(2'”')46(’61 +'+kn)
xeilbrarttbazn) ) (g k) (1.69)

15



e substituindo esta expansao na eq. (1.68) e expandindo-a em poténcias de ., obtemos

) 1 &k d%
r™(zy..z,) = ZR:E /d:c'l*...dxi /(2’”)4 2y

x /da:4 ikt tkn)a Gi(ky @btk Tn)

x{F(n)(-Tl---xn)goc(ml)...goc(xn) +--}

= /dx‘izn:nl!{f‘(")((),...0)[(pc(.1:)]" + -} (1.70)

Comparando a eq. (170) e eq. (1.72) vemos que a n-ésima derivada de V(p.) é
justamente a soma de todos os diagramas 1PI com n linhas externas levando momento

ZeIo.

V{pe) = —Zﬁfw(o, - 0)[pe(z)]* . (1.71)

n
As condigées usuais de normalizacdo da teoria de perturbagoes podem ser expressas
em termos das func¢ées dadas na eq. (1.67). Entao as condig¢ées de renormalizagdo para a
Funcao de Green de dois e quatro pontos 1PI avaliados para os momentos externos nulos

e a temperatura finita sao

r?,0) = m? (1.72)

r9,0,0,0) = -\ , (1.73)

e finalmente a condi¢do da renormalizacao da funcdo de onda se escreve como

Z(pe)loe=o = 1 . (1.74)

16



Entdo o potencial efetivo é o gerador funcional dos 1PI com momentos externos nulos.

A condigao de estabilidade é dada por

AT
dpe P © o B2

lpe=0>0 . (1.75)

17



Capitulo 2

Efeitos da Temperatura na Massa e

na Constante de Acoplamento

A teoria revista na secio anterior nos serve para encontrarmos a dependéncia com
a temperatura dos pardmetros fisicos. Da mesma forma que na teoria com interacio a
temperatura zero (#! = 0), existe a necessidade de renormalizar, o0 mesmo acontece a
temperatura finita . No entanto, pode se mostrar que os contra-termos que renormalizam
a teoria a temperatura zero sio os mesmos que renormalizam a teoria a temperatura
finita. Isto ndo é dificil de se entender, pois as divergéncias de uma teoria massiva sio
divergencias ultravioletas e a compactificagio de uma das coordenadas ndo pode nem
eliminar nem introduzir novas divergéncias. No caso de uma transicio de segunda ordem,
onde a massa renormalizada vai a zero é claro que aparecem divergéncias infravermelhas.

Voltaremos a este ponto posteriormente. No processo de renormalizacao, devemos
identificar os infinitos que aparecem em cada diagrama de Feynman. Esta etapa e chamada
de regularizacao.

Existem vérios métodos diferentes de regularizagdo: "Brute-force cutoff”, a regi-
larizagao de Schwinger, a regularizagio de Pauli-Villars , a regularizacio dimensional etc.
A escolha de um destes métodos est4 associada a que este n&o viole simetrias da teoria.

Por exemplo é conhecido que a regularizagio analitica de Speer niio pode ser usada na
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(QED)p—_4 pois viola as identidades de Ward - Takahashi. No nosso caso, como ndo temos
nenhuma simetria de gauge, utilizaremos este método de regularizacio, fazendo uso do
principio de Extensdo Analitica.

Agora, considerando sempre o modelo massivo Ag?, analisaremos este sistema
a temperatura finita. Em particular, estamos interessados na dependéncia da massa
e da constante de acoplamento remormalizada com a temperatura. Calcularemos estes
pardmetros fisicos a um [oop e a dois loops. Como se vera mais adiante, é interessante
notar que a massa e a constante de acoplamento renormalizados podem ser expressas
em termos da fungao ¢ nao-homogénea de Epstein . Para um tratamento recente desta
técnica veja por exemplo [16]. Neste trabalho nos definimos a massa e a constante de
acoplamento renormalizada com momentos externos nulos . Na aproximacio de um loop
a funcao de vértice de dois pontos I'®@ s6 envolve o diagrama (a) dado pela figura (2.1).
Para a funco de vértice de quatro pontos I'®) temos s6 um diagrama tipo (b) da mesma

figura (2.1).

Figura 2.1: Diagramas que contribuem a um loop para: (a) funcio de dois pontos ['*(0)
e (b) funcdo de quatro pontos I'*{0).

Aplicando as regras de Feynman derivadas na secio 1.5 temos

dP-1 1

r@0,0) = m? -§——E f L g + 8mAY (2.1)
3.1 dP-1 1
(4 — 22 (n
19(0,0,0,0) = A— ﬁzn:/ TR T (2.2)
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onde estamos numa dimensao D genérica do espago-tempo. E facil ver que para D =4

as integrais acima tém divergéncias ultravioleta que serao removidas na renormalizacao.

Como primeiro passo no processo de regularizacao vamos definir

dP-1k 1

2 | et @ Ty (2.3)

Fﬁ(S, D)

n
Neste sentido as integrais acima, sao fun¢oes dos parametros s e D, agora complexos.
Para os momentos continuos vamos aplicar o método de regularizacao dimensional.

f N O processo de regularizacio analitica devemos trabalhar com quantidades adimensionais. )

Para isto definimos as quantidades adimensionais em D = 4 dadas por:

k
q = 2—7;; (2.4)
a = ( )2 (2.5)
= 57;; (2.6)

onde p é um parametro com a dimensao da massa. Logo, fazendo a mudanca de varidvel
qg= 2mu na integral e substituindo as novas variaveis definidas acima, a funcdo Fg pode

Ser expressa Como:

71,u’d2s o0
Fa(s,d+1) = (Z(Z)ﬂ) n;m] q(an2+q ol (2.7)

Utilizando a identidade

1 _ 1 * ~1  g—a(g®+m?)
T~ T [Tda e (238)

que nos permite substituir polinémios no denominador por exponenciais, temos
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d—25 oo
Fﬂ(s,du):(zggﬁ) f d'g- f da - -—“(q"“'"”cz)-as—l . (29)

A integragdo com respeito & variavel ¢ é imediata, ji que a que a exponencial é Gaus-

siana. Desta forma, obtemos

2 d 28 oo ”
Fa(s,d+1) = (Md/2 7 X f Lemelantte) o -d2 e (2.10)

Para seguir adiante fazemos uma nova mudanca na varidvel de integracao a,

z = a(an® + %)

e com isto Fy(s, D) toma uma forma mais simples

I i) - dz s eedjz1
Fy(s,d+ 1)_@1707&‘_("8“)";@/0 =l . (2.11)

Utilizando a representacio de Euler da funcio Gamma:

= f dit* et (Re(z) > 0) (2.12)

obtém-se a extensdo analitica da fun¢io Gamma em todo o plano complexo z. E claro que
esta fungao € analitica em todo o plano complexo exceto nos pontos z = 0, -1,-2,-3....

Desta forma, obtemos

(27mu) d—2s

Fﬂ(s, d+ 1) = m‘j‘ F(S - d/z) n:iioo (cm2 +](-:2)s—d/2
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(27ru) d-2s

_— oo
(Amyarpr(s) ¢ 42 AT (s—d/20) (2.13)
onde definimos a fungio Af (z,a) como
2 % i
Af (z0) = 3] (2.14)

oo (an? +c?)?

que ¢ um caso particular da funcio nao-homogénea de Epstein. A fungao mais geral é

A?;(Z, a1, 03, ...y G’N) = Z (a1ﬂ12 + ngzz + -4 aNnN2 + Cz)_z (2.15)

1725,y =00
(al,az,...,aN > 0 R C2 = 0)

. 2 - . -
também AS(z,aq,aq,...,a ode ser expressa em termos da funcio modificada nao-
N 1 N G

homogénea de Epstein

s o)
Ef: (2, a1,02,...,aN5) = Z (@1 + agny? +- -+ + apnn? + ) ? (2.16)

ny,no,. A=l

onde se tem a seguente identidade
1
Af,(z, A, Qg; ooy Ay) = or + 2Ef\f(z, ai, az, ..., ay) . (2.17)

Agora, no processo da continuagio analitica da funcio ¢ nao-homogénea de Epstein
Ef\f(z, ay, @z, ..., ay), dada pela equacio (2.16), a funcdo converge para, Re(z) > % e é
uma funcdo analitica de z. Assim, a fungio A% (z,a), dada por (2.14), converge para
z > % e, em particular, para a dimensio do espago-tempo igual a quatro (D = 4) sé
tem divergéncias paras =1 (z = ~f)es =2 (z = %) . Fazendo uso da transformada
de Mellin é possivel fazer a continuacdo analitica de Eﬁrz(z, a, ag, ..., ay) em principio
definida no aberto conexo dado por Re(z) > & para Re(z) < & . Agora, o seguinte passo

importante é fazer o uso do resultado da extensio analitica desta funcio [19] para o caso
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particular NV =1 , que é dada pela relagao seguinte

2 s 1 ®. qi i 2mne
Ac ) = —n— r - =]+ 4 1 K_-z 2'18
i(z,a) gsc2e 1 r'e) { (2 2) § 1: (7mc)s— L ( Ja )} ( )

onde K, (z) é a funcio esférica modificada de Bessel de segunda classe. Fazendo a substi-

tuigdo de (2.18) em (2.13) temos que :

Falosd+1) = 1 s Mo~ 40} ey

0o g 1/4—(s/2-d/4) 2
{ "mc)} (2.19)

(3—d/2—~ 5)+ 4 Z nc)/2—(-4/2) Ky (s Ja

——
Finalmente, fazendo @j— 1 j: D e simplificando obtemos a forma mais compacta da

fungéo Fg(s, D)

mng

mD—23
Fy(s, D) = —5—— {F =)+4 Z

(47)2T(s) "'sKg_s(mnﬁ)} ¥ (2.20)

Como vemos, os pélos desta fungao se manifestam para o valor de (s — %’-) inteiro e
negativo. Para D =4 temos s =1 e s = 2 como pélos.

Nas seguintes secoes faremos uso dos resultados obtidos, para proceder com a renor-
malizagio das fungdes de dois e quatro pontos para um e dois loops, para o campo escalar
massivo com interagiao Ap? e logo depois aplicaremos este método para tratar o fendmeno

tricritico no modelo Ap? + o® .

2.1 T?(0) a um loop: renormalizacio da massa a tem-
peratura finita

Analisaremos o comportamento da massa com a temperatura até ordem de um loop.

Entao o primeiro passo € renormalizar a massa (a fungdo de dois pontos avaliada com
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momentos externos nulos ) a temperatura finita #1. Para isto faremos uso do resultado
da se¢io anterior, que estd resumido na equacédo (2.20).

Para D = 4 a massa renormalizada é dada por
m? =T'®(0,0) = m? + f?\- Fa(1+¢€,4) + dm* (2.21)

onde ém*"Y é o contra-termo da massa a um loop. Estamos calculando para s = 1 +¢
onde ¢ é um parametro em geral complexo . Para calcular Fj(1, 4) fazemos uso da equagiio

(2.20):

m2~¢ i 2

Por comodidade definimos

Fﬁ(l +ed)=1 + I (2.23)
onde I e Iz sdo dados por:
m2
I, = I(—1+ 2.24
=™ 3 (-1 K (mnp 2.5
s - 9T = mnﬁ 1(mn ) ( ’ )
entao
A
m} = m? + S+ 1Ip) + sm* (2.26)

Agora fazemos uso do esquema de renormalizagao MS (Minimal Subtraction Modified),

[20] , disto que o contratermo é

sm2) = —%Ig (2.27)

Vemos que o contra-termo na teoria a temperatura finita também é ¢ mesmo contra-

termo que renormaliza a teoriaa §~!' =0. Logo se tem que a massa renormalizada
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a temperatura 37! # 0 pode ser escrita como
2 2 2
my = m® + Amg (2.28)

onde m? é o quadrado da massa renormalizada a 87! = 0 e Am? é a corregdo térmica

finita dada por:

2 oo
2 Mo~ 1
Amg = o nzzjl mnﬁKl (mng) . (2.29)

Note que esta expressdo é zero no limite quando 4 tende ao infinito, quer dizer, a correcio

térmica para a massa se anula para 7! = 0.

A primeira vista se conclui que a contribuicio térmica é positiva e crescente com a

temperatura . Agora temos que a relagao

mj
m2

> 1 (2.30)

quando mf@ — 0, quer dizer, para altas temperaturas a contribuiciio da massa térmica é
consideravelmente muito maior que para a massa a temperatura zero, isto se deduz das
propriedades da fungio K, (z). Para simplificar a expressao (2.29) , é possivel demonstrar

que para ¥ > —j uma das representagdes integrais da funcio K, (z) [21] é dada por :

1
T2

K,(z) = -——17(—)qu00 e (o~ 1) *dp ;—% < arg(z) < (2.31)

oo X

Aplicando a forma integral da funcio de Bessel para v = 1 e efetuando o somatério em
(2.29), obtemos que

Am? oo (p? — 1)%

2 _
Amj = 472 1 embr -]

dp . (2.32)

Se analisamos o comportamento assintético desta expressao para mf8 — 0, quer dizer,

para 37! — oo ( isto é para altas temperaturas ) obtemos entdo
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2

A 1 m m
2
— — 2.
Amﬁ = 2{12ﬂ2 1 ﬁ 3 21nmﬂ} ( 33)

O resultado que achamos coincide com os resultados de outros trabalhos [11, 16, 5].
Deste resultado pode-se concluir que a massa aumenta com a temperatura e para
temperaturas altas esta pode ser muito grande com respeito & massa a 8! = 0 como
mencionamos acima. Veremos que este comportamento assintGtico muda quando con-

sideramos a correciio a dois loops.

2.2 T™W(0) a um loop: renormalizagio da constante de
acoplamento a temperatura finita

Agora procedemos a renormalizar a constante de acoplamento a um loop a tem-

peratura finita. Entdo podemos escrever

3 2
Ag=A— %Fﬁ(z +¢€,4) + 6A0 (2.34)

logo F3(2 +¢,4) é dado por

1 1 st
F3(2+¢4) = (=—7) +4) Ko(mnB) (2.35)
1672 | ‘¢ oy
se definimos
onde Jy e Jz sao dados por :
i 1
(2.38)
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1 =
Jﬁ = Eiz_:lKo(mnﬂ)

(v é a constante de Euler). Entao, segundo nosso esquema de renormalizacao, temos que

A = ﬂ.fo (2.39)

E possfvel achar a soma em (2.39) fazendo uso da representacio integral de K,(z)

para v = 0. Assim temos que

EKg(mnﬁ) = Z]I

(p? — 1
(2.40)

- /°° dp
L (emr ~ 1)(p? — 1)3

logo achamos que a corregdo térmica finita na aproximacio de um loop é dada por

3N 1 oo dp

Note que a contribui¢do térmica para a constante de acoplamento é sempre negativa,
isto ¢, na aproximacio de um loop, a constante de acoplamento decresce monotonamente
com o aumento da temperatura. E claro que atinge seu valor maximo a temperatura zero
(7' =0). A dependéncia da constante de acoplamento com a temperatura tem sido
discutido por vérios autores [2, 3, 4, 16, 22, 23, 24, 25].

Se a contribuicdo térmica & constante de acoplamento é negativa, entio existe a possi-
bilidade de que para certa temperatura a constante de acoplamento se anule. Quer dizer
» para certa temperatura a correcao térmica finita seria igual em médulo 3 constante de
acoplamento renormalizada a temperatura zero. A pergunta é, existe tal temperatura,
antes de que na aproximacdo de um loop quebre 7 Como discute Malbouisson e Svaiter,

para ) < 4 a constante de acoplamento nao é necessariamente uma quantidade pequena
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e é possivel encontrar A(3) = 0.
A dependéncia da corre¢ao térmica para altas temperaturas é obtida fazendo a ex-
pansao do segundo termo do lado direito de (2.41) quando mB— 0. Encontramos que o

comportamento assintético é dado por

Adg = —

3X4‘{ 1 1

2 \&ermp T mﬁ} (2.42)

Dentro do dominio de validade da aproximacio de um loop , a dependéncia da con-
stante de acoplamento com a temperatura poderia ter interessante implicagdes para a
cosmologia. Resumindo, temos o seguinte resultado para a correcio térmica da massa

(Am3) e a corregao térmica da constante de acoplamento (Alg)
Amg >0 (2.43)
e que
Adg <0 . (2.44)

Na duas secOes seguintes consideraremos estas corregdes na aproximagao de dois loops.

2.3 T (2)(0) a dois loops: renormalizacio da massa

Para a renormalizacdo a dois loops da massa a temperatura finita consideram-se todos
os diagramas mostrados na figura (2.2). Mas a dois loops aparecem divergéncias que
poderiam depender da temperatura (overlaping), dando a possibilidade de que aparecam
contra-termos dependentes da temperatura. E claro que estas divergéncias devem se
cancelar [26]. Fazendo esta observagao a correcio a dois loops da massa é dada por :

2 2
m% =m? + \(2.2a) — :\4—(2.2b) - %-(Q.ZC) + contra — termos . (2.45)

Neste ordem, nao se deve considerar uma surpresa que diagramas individuais tenham
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infinitos dependentes da temperatura, tais como a diagramas (2.2b) e (2.2¢c). Estes in-
finitos dependentes da temperatura se anulam quando todos os diagramas sio incluidos,
onde os graficos (2.2d), (2.2e), (2.2f), e (2.2g), sdo os respectivos contra-termos até ordem
de dois loops [5, 27]. Nestes cilculos temos problemas com o grafico (2.2¢) que nfio pode

ser expresso em termos de nossa funcdo Fi(s, D) e que é dada pela seguinte expressio

_ oA S | dpDLl qu_l 1 1
(2.2¢) = Z E;Z_: E/.(z,ﬁ)Drl f(zﬂ)D—l w2 + p? + m? w? + ¢2 + m?

n=-—oo =—00

[

X (2.46)

(wn +wr)® + (p+ )2 + m?

onde a parte finita de (?.20) € uma expressdo muita complicada. Autores tem calculado
(2.2c) , [5, 22, 27], mas sempre a parte finita é uma expressio complicada. Fazendo uso
do formalismo Thermo Field Dynamics, que foi introduzido por Takahashi e Umezawa

[13], é possivel expressar (2.2¢) como
(226) =Ky + Kg (247)

Entao levando em conta esta notacao, podemos escrever

2 2

A
— Z—(ID + Ig)(Jo + Jg) — %(Ko + Kjz) + contra — termos (2.48)

my = m? + A(dy + I)
Mas existe uma peculiaridade, Kz é divergente mesmo, embora possa ser €Xpresso coio

Kg =3Jols + fs(mp) (2.49)

onde fz(m(3) agora ¢ finito e tem uma expressdo muito complicada que para nosso caso
nao é mesmo importante, ji que o termo importante que contribui para que a massa

diminua vem do terceiro termo de (2.48). Desta forma temos que a correcio térmica
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finita (desprezando a parte finita de (2.49) a dois loops é

,\mzl J;]
32

Am} = (1- %Jg) : (2.50)

onde os termos divergentes se cancelam quande sdo incluidos todos os graficos da figura

(2.2) [5, 27].
O ~
_/
(a) () (c)
(d) (e) (/) (9)

Figura 2.2: Diagramas que comtribuem a fungao de vértice de dois pontos a dois loops.

Note que Iz e Jz sdo ambos nao-negativos para qualquer temperatura :
Jo,Ig > 0 (Y 871 > 0), (2.51)

Logo se conclui que para certa temperatura a correcio térmica finita decresce com a
temperatura , chegando a ser nula quando o termo entre parénteses de (2.50) se anula,
e,

1-2J;=0 , (2.52)

e acima desta temperatura a massa renormalizada comeca a decrescer com o aumento
da temperatura . Assim, temos que o calculo da correcido térmica finita da massa a dois
loops s6 é consistente com o cdlculo a um loop para certo intervalo de temperatura (regime

de baixas temperaturas ). No regime de altas temperaturas a correcio térmica finita da
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massa é negativa e monotonamente decrescente com a temperatura na aproximacao de
dois loops. O ponto de partida deste trabalho foi responder a pergunta do que acontecia

com a massa renormalizada quando a corregac até dois loops fosse considerada.

2.4 T'®(0) a dois loops: renormalizacido da constante
de acoplamento

Agora analisaremos o comportamento da constante de acoplamento quando se consid-
era a corregao térmica a dois loops. Para este caso os graficos que devem ser considerados
para a correcdo da fungao de vértice I'®)(0), sdo mostrados na figura (2.3). Note que

incluimos os graficos que representam os contra-termos .

>< (@ 0 (@

X XX XX
(d) (e)

(f) (9)

Figura 2.3: Diagramas que comtribuem para a fungio de vértice de quatro pontos a dois
loops.

Um céalculo direto nos da

3
Ag=A— g)\2(2.3a) + ZA3(2.35) + g,\a(Z.Bd) +3(2.3¢c) + contra — termos,  (2.53)

conseqilentemente, em termos de nossa fungio Fj(s, D), pode-se escrever como:
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A = A g)@f},u, 0+ I¥(F(2, 4

+g)\3F5(l, 4)F(3,4) + 3(2.3¢) + contra — termos , (2.54)

onde Fj(1, 4) e F(2,4) sdo dadas pelas equagdes (2.22) e (2.35), respetivamente, ¢ Fj(3,4)

pode avaliar-se da mesma forma com ajuda da eq.(2.20), portanto

1 oo
Fj(3,4) = o I'(1) + 2;(mn5)K_l(mnﬁ) : (2.55)
Por simplidade definimos
F3(3,4) = Lo + Ly (2.56)
onde

1

Lo = 327rm?
32 j.oo emB 1 g2mB )

Ly = —lidp . 2.

Note que fizemos uso da propriedade K_,(z) = K,(z) e da representacao integral da
fun¢do de Bessel dada por (2.31) para simplificar a expressio (2.55).
Logo a corregdo térmica a dois loops para a constante de acoplamento pode ser expressa

aproximadamente por

Adg = %Az(—zJﬁ + AJE + 2MI5Lg) (2.58)

onde nesta equagao desprezamos o diagrama (2.3c) que contém Kp.
Desta equacgio, conclui-se que o comportamento a dois loops para a constante de
acoplamento é contririo ao obtido a um loop ja que J; aumenta indefinidamente com a

temperatura. Entdo no inicio de certa temperatura em o que o termo que se encontra
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entre o8 parénteses é positivo, e logo continua crescendo monotonamente. Isto indica que

para altas temperaturas a constante de acoplamento tende a aumentar indefinidamente.
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Capitulo 3

O Fenomeno Tricritico no Modelo

(Ap* + 0% ps

Neste capitulo discutiremos os efeitos térmicos para a teoria de um campo escalar mas-
sivo com interagio Ap*+o¢® em trés dimensées (D = 3) onde o modelo é renormalizavel.
O comportamento térmico da massa e da constante de acoplamento é analisado na Aprox-
imagao de dois loops . A inclusio da interagio o¢® nos permite estudar o fendmeno
interessante da mudanca de transicao de fase de segunda 3 primeira ordem [30, 31].

Note que se a constante de acoplamento térmica se tornasse negativa para certa tem-
peratura (para m?(3) > 0) a transi¢ao de primeira ordem pode acontecer. Para m? (B) <0
e a constante de acoplamento positiva (Ag > 0), nos temos uma transicao de segunda or-
dem. O ponto m?(8) = A(B) = 0 define o ponto tricritico {{312_,_ 33]."‘1Algums sistemas como
08 metamagnéticos (anti-ferromagnéticos na presenca de um campo magnético forte ) ou
em uma mistura He® — He* pode apresentar tal comportamento. Para um tratamento do
fenémeno tricritico fazendo uso da equagio de Callan-Zymanzik veja por exemplo a ref.
[34].

Como foi discutido no primeiro capitulo, e também por Funakubo e Sakamoto [23] e
Fendley [24], na aproximacio de dgi:s__j_gg_g._s os efeitos da temperatura sob os parametros

—

fisicos é oposto ao comportamento do clculo na aproximacao de um loop, no regime de
=== .

-
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altas temperaturas. Entretanto, nao desprezamos a possibilidade de que a constante de

acoplamento térmica se anule para alguma temperatura intermediaria. O propdsito deste

T -

capitulo ¢ investigar o fendmeno tricritico na teoria (Ap* + o®)p_s.

Portanto devemos calcular I'®(0) e I'®(0) na aproximacao de dois lgops. Mostramos
que esta aproximacio é suficiente para obter o ponto tricritico. Nossa Lagrangiana de
interacao é
A g _ T s

Os diagramas que devem ser considerados para a correcao da massa se constréem de
acordo as regras de Feynman modificadas devido & adi¢ao do termo de interacio 2¢°
quer dizer os diagramas sdo compostos a partir dos vértices de 4 e 6 pernas . A expansio

em diagramas de I'"?(0). até dois loops é mostrada na figura (3.1).

o 8 g o

(a) (%) () (d)

Figura 3.1: Diagramas que contribuem para corre¢ao de I'®(0) no modelo Ap? + .

A? o A?
7 (3.10) — 2 (3.10) - - (3.1d) (3.2)

A
r®() = m? + 7 (31a)—
onde as integrais (3.1a) , (3.1b) e (3.1c) sao expressas em termos da fungo Fj(s, D) dada
por (2.20). O grafico (3.1d) "sunset” tem uma expressdo bastante complicada mesmo para
7! =0 e nao pode ser expresso em termos de funcdes elementares. Usando resultados

anteriores temos que
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(3.1a) = F3(1,3) = 8:‘{ i(mnﬁ)ilf%(mnﬂ)} : (3.3)

A expressdo analitica da fun¢do de Bessel de segunda classe K| »(2) para v semi-inteiro
é simples e pode achar-se com ajuda da seguinte férmula de recorréncia
7 14"

K, 1(2):(%) Z(—==) e ;1n=0,1,2. (3.4)

z z2dz

Aplicando esta formula para n =1 (v = 1), temos que :

1

Ky (mnf) = (2n; ﬁ) " e (3.5)

e substituindo este resultado na eq. (3.3), obtemos:

Fs(1,3) = = (—1+i 3 e“mﬂ) . (3.6)

4 mB = n

A soma pode ser efetuada a partir da relagio

i%:wlnl—a) (0<a<1) . (3.7)
Desta forma
2In(l — e™8
Fs(1,3) = g (—1 _ 2In( m; )) . (3.8)

Daqui em diante frente por simplicidade, faremos uso da notagao

z=mf . (3.9)
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Definimos a fun¢io f(z) como:

2In(l —e"
fig) = -1 - 20 (3.10)
Agora em termos desta expressio temos que
m
. =— A1
(310) = o fi(2) (3.11)
logo, o diagrama (3.15) pode ser expresso como:
(3.18) = Fa(1,3) x Fj3(2,3) (3.12)
onde agora
F5(2,3) = — [Ty 443 (i) Tk (nz) (3.13)
o 2 — \nz ~z )

entao levando em conta que K, = K_, e fazendo uso da eq. (3.5) nesta iltima relacio,

cbtemos que:

Fs(2,3) = snlm (1 + ewz— 1)
= ) (3.14)
S
onde definimos :
foz) =1+ ef_ ] (3.15)

E claro que I'®(0) pode ser escrito em termos de f (z) e fa(z) como

Am A2 om?

r@0) =m? + o= fi(z) - o8 filz) folz) - ToaE (fulz))® . (3.16)

E interessante notar que podemos expressar [‘(2)(0) como fungdo dos parametros adi-

37



A

mensionais x , 2 e ¢. Para isto fatorizamos m? de (3.16) e fazendo uso da notagio

y=2 (3.17)
m
obtemos que
r®(0) = m? [1 + f—‘gg‘:—) (y — yszéfr) - af;léfr) )] . (3.18)

Podemos ver que de igual modo que em D :g a dois loops a massa térmica diminui
com a temperatura a partir de uma certa temperatura. Este resultado pode ser visto mais
claramente fazendo os grdficos para certos valores dos pardmetros adimensionais de y e o »

em funcdo de x = mg (ver figura (3.2)).

m?
1d
o5l
J Ix
o 0.01 0.02
-05
_1__
g
_2J.

Figura 3.2: Gréfico do comportamento de m?(3) en fungao de = = m/3 para certos valores
numeéricos de ¢ e y. Note que no regime de altas temperaturas o comportamento de mf,
é contrario com respeito ao cdlculo de um loop. Nesta figura se mostra que para certa
temperatura m} se anula.

O seguinte passo ¢ o cdlculo do comportamento da constante de acoplamento (I'*) (0))
com a temperatura na aproximacao de dois loops. A expansao da funcio de vértice de

quatro pontos em diagramas se mostra na figura (3.3).
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(a) (6) (e) ()
OX XX % >0
(e) (f) (9) (h)

Figura 3.3: Diagramas que contribuem para a corregio de I'*(0) no modelo A¢?* +o¢® a
dois loops

AB) = A— %a (3.3a) ~ g)@ (3.3b) + i—)\a (3.3¢) + %/\a (3.3d) +

%,\3 (3.3¢) + g,\?' (3.3f) + ;)\a (3.3g) + 3X° (3.3h) . (3.19)

Aqui as integrais de Feynman representadas pelos gréficos (3.3a), (3.3b), (3.3c), (3.2d),

(3.3e) e (3.3f) podem ser expressas em termos da fun¢do Fj(s, D) como segue

(3.3a) = Fy(1,3) (3.20)
(3.35) = Fp(2,3) (3.21)
(3.3c) = Fp(1,3) x F5(2,3) (3.22)
(3.3d) = (c) (3.23)
(3.3¢) = (F3(2,3))° (3.24)
(3.3f) = Fy(1,3) x Fy(3,3) (3.25)
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Note que F3(1,3) e F3(2,3) sao dados pelas equagdes (3.8) e (3.13) respectivamente. O

tinico termo novo surge em (3.3f) que & F4(3,3) e é dado por :

F3(3,3) = = (-1- + i(l + zn) e_“”‘) . (3.26)

16m3w \2 ‘o

A soma entre parénteses se pode achar facilmente tendo e conta a soma

> a
S = e 3.27
ngl a" = T— (3.27)
entao
o as a
e = ————— .28
LN ey = A ap (328)
Desta forma temos que
1 1 I ze®
£4(3,3) = - . 2
5(3:3) 16m37r{2+e"‘—1+(e$~1)2} (3.29)
Definindo a funcao
1 1 ze®
fil#) =5+ 5=+ @ —1F (3.30)
a constante de acoplamento dependente da temperatura pode ser expressa como:
. ormfl(a:) . 3)\2 f2($) 3/‘\0’f1(.’13) fz(.’E)
AB) = A 8T 16mm * 12872
3N (fi(z))? 33
X A(2) f(z) f3lz) . (3.31)

256m272 128mix

¢ Para altas temperaturas a constante de acoplamento aumenta monotonamente com
a temperatura. O grafico em fungio de z = mf é mostrado na figura (3.4) para certos
valores numéricos dos parametros adimensionais ja mencionados acima.

Agora neste ponto ¢ interessante notar que mg e Az sio a massa e a constante de
acoplamento efetiva a temperatura 8! no potencial efetivo. O conceito de potencial

efetivo a temperatura finita é uma quantidade muito importante quando se discutem

40



0.6
05+
0.4]
03¢
0.2

0.14

X
t -+ t } + I
0 0.005 0.01
0.1+

Figura 3.4: Comportamento da constante de acoplamento efetiva a dois loops Ag em
fungio de z = mg para valores numeéricos fixos de ¢ e y. Também o comportamento
deste parametro com a temperatura é contrario ao célculo de um loop no regime de altas
Lemperaturas.

problemas de transicao de fase. Assim, a massa efetiva dependente da temperatura dada
desempenha um papel importante no estudo da transiciio de fase de segunda ordem [11].«
Na transicao de fase de primeira ordem a constante de acoplamento efetiva dependente
da temperatura é importante .

Como se discute no apéndice A, o fendmeno tricritico acontece quando os parametros
m3 e Ag se anulam para certa temperatura (8 1). Fazendo o célculo para valores diferentes
dos parametros , z,y e o chegamos a concluir que existe um conjunto de valores dos
parmetros para o qual o ponto tricritico acontece. Quer dizer no espaco dos parametros
(,y,0) a condigdo T?(0) = 0 define uma superficie. O mesmo acontece com I'*(0). A
intersecdo de ambas as superficies define uma linha tricritica, (ver figura (3.5)), i.e., para

? | 0 e A temos uma temperatura tricritica.

cada conjunto de valores m

Para uma melhor visualisagio das transigoes de fase é possivel plotar o potencial
efetivo como uma funcéio do valor esperado do campo no vacuo e z = mg. A temperatura
é o parametro que nos permite interpolar as duas configuracdes : o estado meta-estavel

< ¢ >= 0 no regime de baixas temperaturas com transi¢ao de fase de primeira ordem, e
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transi¢ao de fase de segunda ordem no regime de altas temperaturas; (ver figura (3.6)).

Em alguma temperatura intermedidria o ponto tricritico acontece.

Figura 3.5: As duas superficies [®@(0) = 0 e I*}(0) = 0 no espago z = mf , y = 2 e 0.
Neste grafico mostra-se claramente a linha de interse¢do destas duas superficies onde para
cada valor das cordenadas desta linha no espaco (z, y, o) o fenémeno tricritico acontece.
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Figura 3.6: O potencial efetivo como uma fungéo do valor esperade do campo no vicuo e
z = mf. No regime do baixas temperaturas, existe um minimo meta-estavel em < ¢ >=0
(existe um minimo degenerado verdadeiro fora de origem que ndo aparece na figura).
Aumentando a temperatura aparece a temperatura tricritica §,' . No regime de altas
temperaturas existe a transicao de fase de segunda ordem.
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Capitulo 4

Conclusao

No segundo capitulo encontramos que para o modelo {Ag*)p_4, na aproximagio de um
loop, a correcdo térmica da massa (Amg) é positiva e a corre¢ao térmica da constante de
acoplamento {A)g) é negativa. Na aproximagao de dois loops, achamos que no regime de
altas temperaturas o comportamento destes parametros é oposto ao cdlculo de um loop.

No terceiro capitulo estudando o modelo (A¢* +0¢®)p-3 a temperatura finita, obtemos
um resultado muito conhecido. Provamos que para cada conjunto de valores de m, Ae o
existe uma temperatura 8 '(m, A, ) onde a massa térmica e a constante de acoplamento
se amilam. Devem-se fazer duas observagdes: a primeira é que a existéncia do ponto
tricritico nao pode ser modificada com a inclusio do diagrama tipo “sunset” e diagramas
relacionados; a inclusdo desses graficos sé mudara a temperatura do ponto tricritico;
a segunda ¢ a existéncia de um pélo em I'(0) como foi anotado por Bardeen, Moshe
e Bander [28]. Na teoria Ag* é possivel somar uma série infinita de diagramas (ring
diagrams ) para solucionar o problema das divergéncias infravermelhas, j4 que o campo
adquire uma massa proporcional a ()\)%5‘1. Neste sentido nos concluimos que o mesmo
pode ser feito no modelo Ag® + o¢® de tal maneira que a massa gerada dinamicamente
evita a divergéncia infravermelha. Um argumento mais elaborado foi dado por Parisi
[29], onde a introdugao de operadores multi-locais como contra-termos pode eliminar as

divergéncias infravermelhas.
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Esta tese tem duas continuagoes naturais. A primeira é calcular a taxa de decaimento
do estado meta-estdvel < ¢ >= 0. Para baixas temperaturas a solugdo < ¢ >= 0 é
um minimo meta-estiavel do potencial efetivo, e é possivel se calcular a probabilidade por
unidade de tempo por unidade de volume deste estado decair para o verdadeiro vdcuo do
modelo com formacéao de bolhas. Estas ideias tém sido bastante utilizadas no contexto de
cosmologia inflaciondria assim como outros modelos que pretendem descrever um universo
primordial.

Note que o aparecimento de bolhas esté relacionado & razio entre dois tempos carac-
teristicos: vida média do estado meta-estdvel A7 e o tempo que o sistema demora para
passar para o regime de altas temperaturas Af (estamos assumindo que a temperatura
do banho térmico pode ser controlada). Se At >> A7 teremos formacio de bolhas. Caso
contrdrio (A7 >> At) o estado < ¢ >=0 é estdvel.

Outra continuacdo possivel do trabalho desta tese é utilizar 0 método de reducao
dimensional para se investigar o comportamento do modelo a altas temperaturas. No
regime de altas temperaturas os modos nao-estaticos se desacoplam e temos uma teoria
efetiva em D = 3. E importante notar que a validade desta aproximacio se restringe a
disténcias R >> 3 [35]. Esta aproximacao tem sido utilizada para se investigar a transicio
de uma fase confinada a uma fase desconfinada em QCD. Seria interesante utilizar esta
técnica neste modelo ou num modelo de férmions com auto-interagio como por exemplo
o modelo de Gross-Neveu [36], que contém algumas semelhancas com QCD, a saber: em

D = 2 o modelo tem liberdade assintética e existe quebra de simetria quiral.
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Apéndice A
O Ponto Tricritico

Para estudar o fendmeno tricritico, vamos introduzir interacdo ¢®. Na aproximacao

de arvore (tree level) o potencial tem a forma

A, B, C ;.
= — — — Al
V() RV AR (A.1)

e exigimos que C > 0 para que exista um vicuo estdvel. Em geral os pardmetros fisicos
vao mudar com a temperatura, mas agora somente consideraremos como parimetros que
vdo mudar A e B. Para introduzir o fenémeno tricritico precisamos conhecer os valores
de ¢ que minimizam o potencial A.1. Como se sabe, encontramos os extremos a partir

da equagio V'(p) =0, isto é

0{A+By*+Cp'}l =0 . (A.2)

A solugao trivial desta equagdo é ¢ = 0, mas existe outra possibilidade para a condiciio
B? —4AC > 0 (A.3)

(a curva de pontos na figura (A.1), que é a fronteira da regiio meta-estdvel).
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Logo se A < 0, o minimo absoluto é

. -B+JVE—IAC
e = 2C

neste caso

V(pe) = V(0) = 564 [4+ 2]

é negativo, indicando uma quebra expontanea de simetria.

(A.5)

Agora para A e B positivos, 86 existe uma solugio real da eq. (A.2) que é ¢ = 0.

Vb

Figura A.1: Diagrama de fase para o ponto “tricritico”. Linha grossa: Transicao de
segunda ordem; linha quebrada: transicao de primeira ordem; curva de pontos: limite da
regido meta-estavel. No ponto tricritico as dois linhas de transi¢ao se juntam suavemente.

Em cada regido o comportamento tipico do potencial é mostrado.

Consideremos agora um sistema cartesiano cujo eixos sio A ¢ B. Entdo cruzando o

eixo positivo de B, temos uma transi¢do de fase de segunda ordem, que é controlada por

A, mas o termo C¢® & irrelevante. Algo interessante ocorre quando A é positivo e B

negativo, onde se tem

4AC < B?
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Entao o sinal de V(. )—V (0) é negativo, quer dizer ¢, representa, no sentido da mecanica

estatistica usual, uma magnetizacio espontanea, s6 até a curva
BV B? —4AC = B* - 8AC (A.7)

Isto é o arco da parabola
B = lgﬁAc (A.8)

¢ 0 ramo negativo desta pardbola descreve uma linha de transicao de primeira ordem.
Assim como se mostra na figura. (A.1), a linha de transicio de segunda ordem se junta

no ponto tricritico (A = B = 0) com uma linha de transicao de primeira ordem.
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