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Resumo

Nesta tese, vamos discutir diferentes estruturas algébricas deformadas em trés problemas
distintos. Inicialmente utilizamos as variiveis de Paragrassmann para introduzir uma ge-
neralizacdo das coordenadas fermidnicas. Utilizamos estas coordenadas para a construcio
de uma acao que sera a generalizagdo da acido da particula classica supersimétirica. Parte
dessa agdo possui uma invariancia em relagio ao g-grupo SL,(2). Mostramos que esta acio
possui tambem uma simetria similar a supersimetria e discutimos ainda sua formulacao
no superespaco. Construimos sua extensao para a teoria de campos bidimensional e calcu-
lamos o propagador para estes campos via o formalismo de integral de trajetdria. Depois,
consideramos osciladores anidénicos em uma rede bidimensional e realizamos a algebra
sl, s(2) através da construcdo de Schwinger. O parimetro ¢ da algebra esta relacionado
com o parametro estatistico, enquanto o parametro s esta ligado a0 modo como os angulos
sa0 medidos na rede. Finalmente, estudamos a termodinamica de um gas de ¢g-osciladores,
determinando sua expansao virial, mostrando que o fendmeno da condensagio de Bose-
Einstein est4 presente e que o calor especifico apresenta um comportamento tipo transigio

A-point na temperatura critica.
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Summary

In this thesis, we consider different deformed algebraic structures in three distinct prob-
lems. Initially we consider Paragrassmann variables to introduce an extension of fermionic
coordinates and an actlon that generalises the action for a classical supersymmetric point
particle. We show that this action has a symmetry that resembles supersymetry as well
as part of it is invariant under the g-group SL,(2) and then we discuss its superspace for-
mulation. We then extend this action to a bidimensional field theoretical language and we
compute the field propagator by using the path integral formalism. Next, by considering
anyonic oscillators in a two-dimensional lattice, we realize the quantum algebra si, ;(2)
by means of a generalised Schwinger construction. We find that the parameter g of the
algebra is related to the statistical parameter, whereas the s parameter is related to how
angles are measured in this two-dimensional lattice. Finally, we study the termodynamics
of a gas of ¢g-oscillators, writing its virial expansion, showing that Bose-Einstein conden-
sation is present and that the specific heat exhibits a A-point discontinuity in the critical

temperature.
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Introducao

Grupos quanticos [1, 2, 3, 4], ou algebras de Hopf quase-triangulares, tornaram-se um
dos tdpicos de malor interesse em fisica e matematica nos iltimos anos. Isto ocorreu em
parte pela variedade das areas em fisica e em matematica em que os grupos quanticos
encontraram aplicacdo. Eles surgiram no método do espalhamento quéntico inverso, no
tratamento da cadela quantica X X Z, mas hoje estuda-se suas aplicagdes em dreas como
modelos de vértices, teoria dos lagos, teorias de campos conformes em duas dimensoes,
geometria nao-comutativa e em particulas com estatistica arbitraria (anions) [17].

Grupos quanticos sao essencialmente deformacdes continuas de grupos de Lie ou
algebras de Lie, e o interesse despertado por eles vem da importincia que algebras e
grupos de Lie tém nas mais diversas areas da fisica.

De uma maneira geral, a deformagao de um grupo de Lie pode ser entendida a partir
de sua representacdo matricial. Como € bem sabido, a cada elemento do grupo podemos
associar wima matriz, e as propriedades daqueles se refletem nestas. Por exemplo, no caso
do grupe SU(2) podemos associar a cada um de seus elementos uma matriz 2 x 2 de
elementos arbitrarios que seja hermitiana e cujo determinante seja igual a um. O grupo
quantico associado a este grupo de Lie é obtido quando os elementos que compdem a matriz
deixam de comutar entre si, tornando-se quantidades ndo comutantes que obedecem,
poréni, a certas regras (a €q.(1.72) é um exemplo desta nao comutatividade). Esta nova
estrutura costuma ser chamada de g-grupo.

Por seu lado, as deformacgoes de algebras de Lie sdo obtidas quando mudamos as

relagbes de comutacio entre os geradores da algebra. Em geral, esta deformacao é tal que



o resultado do comutador deixa de ser linear nos geradores, e a g-algebra obtida nio é
mais uma élgebra de Lie. Assim, pode-se esperar que as g-lgebras sejam fiteis na solugéo
de problemas em que todo o ferramental das dlgebras de Lie deixa de ser 1til, como
por exemplo em problemas envolvendo sistemas anisotrdpicos. Espera-se também que
a construgdo de teorias de calibre baseadas nas g-glgebras (teorias de g-calibre) possam
indicar novas maneiras pelas quais se poderia quebrar simetrias existentes nas algebras
correspondentes ndo deformadas [28]. Outra aplicacio refere-se & deformacio da algebra
de osciladores, os chamados g-osciladores [7, 8], que encontraremos frequentemente mais
tarde nesta tese, cujo espectro de energia corresponde a um certo tipo de oscilador nao
linear {9].

Nesta tese, vamos discutir os grupos quanticos em trés problemas distintos: i) uma
possivel generalizacao da supersimetria (supersimetria fracionaria), i) sua relagio com os
anions e 1) propriedades termodinamicas de um gés de g-osciladores.

Antes de iniciarmos estas aplicagbes apresentaremos mais formalmente a estrutura
matematica necessaria para que possamos entender como se constroem essas deformagoes.
Isto sera feito no capitulo 1. Comegaremos, na se¢io-1.1, com uma sequéncia de defini¢des
formais que nos possibilitardo definir o que é um grupo quantico. Esta defini¢ao formal
pode ser melhor entendida através de exemplos, e apresentaremos na se¢io 1.2 um exem-
plo de deformagio a dois parametros q e s da &lgebra su(2), a dlgebra su, 4(2), e scu caso
particular su,(2), em que o parametro s é tomado igual a um. Este é um caso particular
das deformages de adlgebras de Lie semi-simples introduzidas por Drinfeld {1] e Jimbo
12]. Na segio seguinte mostraremos como Macfarlane {7] e Biedernharn [8] utilizaram esta
deformagio para introduzirem os g-osciladores, a deformacédo da algebra de osciladores
harménicos ou da 4lgebra de Heinsenberg. Discutiremos as virias formas de deformagio,
além de alguns aspectos ligados com o espectro destes g-osciladores. Na segdo 1.4 apre-
sentamos uma outra maneira de introduzirmos os grupos guénticos, da forma como foi
introduzida por Fadeev, Reshetikin e Takhtajan {3]. Nesta forma, os grupos quanticos

s&0 definidos a partir da representacio fundamental de um dado grupo de Lie, mas com



os parametros do grupo ndo mais comutando entre si. Isto abre possibilidade para intro-
duzirmos uma geometria e um céalculo diferencial ndo-comutativos no espago de funcées
dos pardmetros do grupo, como mostrado por Woronowicz [10] e exemplificado por Jurco
[11]. Daremos um exemplo mais simples dessa estrutura considerando o plano quéntico
N-dimensional introduzido por Wess, Zumino [12] e Manin [13] e mostrando explicita-
mente para N = 2 como todo o calculo diferencial pode ser obtido a partir de uma dada
matriz, a matriz £ Concluimos o primeiro capitulo com a introdugdo da variiveis de
paragrassmann [14]. Uma varidvel de de Paragrassmann 8 é tal que #* = 0 para algum
inteiro k, sendo portanto uma generalizacio das variaveis de Grassmann. Veremos que o
calculo diferencial com esta variavel é semelhante ao do plano quantico.

No capitulo 2 mostraremos como a partir das variaveis de Paragrassmann podemos
construir uma estrutura similar a da supersimetria [15]. Inicialmente, consideraremos o
problema do ponto de vista da mecanica classica e tomaremos & = 3. Apds introduzir-
mos estas coordenadas, escreveremos uma agio para elas. Entao mostraremos que esta
acdo quando adicionada a de uma coordenada comutante, possui uma simetria em que a
variagao de uma das coordenadas é proporcional a uma outra de forma ciclica, estrutura
tipica da supersimetria. Depois, introduziremos campos g-comutantes em duas dimensdes
e apos Teescrever a estrutura do caso mecanico classico na linguagem da teoria de campos
bi-dimensional, discutiremos a integragao funcional nestas coordenadas bem como seu
propagador [16]. As semelhangas entre o modelo que construiremos e a supersimetria
nos colocara a questio da possibilidade de termos um formalismo em supercampos que
o reproduza em componentes. Mostraremos no capitulo 3 que isto é possivel através da
utilizacdo das variaveis de Paragrassmann introduzidas no capitulo 1 [18].

O capitulo 4 é dedicado a explorar a conexao entre grupos quinticos e os anions [21, 22,
23], a3 particulas que obedecem a estatistica fracionaria, seguindo a idéia originalmente
apresentada por Lerda e Sciuto {17] para o grupo quéantico suy(2). Que possa existir tal
conexdo pode ser sugerido do fato que, em ambos os casos, uma mesma equagao surge

como a estrutura fundamental para assegurar a respectiva consisténcia algébrica. Ista



¢ a Equagdo de Yang-Baxter. Para os grupos quanticos, eéta, equagao tem o papel de
assegurar a associatividade da dlgebra considerada. Assim, como veremos no capitulo 1,
quando construimos o célculo diferencial no plano quantico a condicéo de associatividade
no produto de coordenadas e diferenciais implica em que a matriz que governa as relagoes
de comutagao entre elas tenha que obedecer a equacio de Yang-Baxter.

Por seu lado, a estatistica fraciondria estd profundamente ligada ao grupo de trancas.
Estatisticas diferente da bosonica ou fermionica podem ser consistemente escritas em duas
ou trés dimensoes espago-temporais. No caso em que temos mais que duas dimensodes es-
paciais, a fun¢ado de onda de um sistema de duas particulas idénticas é ou completamente
simétrica ou anti-simétrica, ¢ somente bésons ou férmions existem. Neste caso, as fungdes
de onda sido representagies do grupo de permutagio. Entretanto, quando temos duas
dimensdes espaciais apenas, nao basta conhecermos qual a configuragéo inicial e final do
sistemna, torna-se necessario informarmos tammbém de qual maneira a trajetéria de uma
particula tranga em torno da outra durante a troca de posi¢oes. Dependendo de como
ocorre esta mudanga, aparecerd uma fase arbitrdria (ndo necessariamente +1). Neste
caso, as funcbes de onda ndo serao representagbes do grupo de permutacao, mas sim do
grupo de tranca. Uma das equagbes que definem o grupo de trangas tem exatamente
a mesma estrutura que a Equagido de Yang-Baxter. Assim, apos uma breve introdugao
sobre anions, principalmente para mostrarmos o surgimento da func¢ao dngulo como funda-
mental na construciao da estatistica fracionaria, mostraremos como podemos construir os
osciladores aniénicos [17], objetos intrinsicamente bi-dimensionais, definidos em uma rede
quadrada, cuja dlgebra interpola a bosonica e a fermidnica. Depois, mostraremos como
estes osciladores permitem a realizagédo da dlgebra su,s(2) [19] via a chamada construgao
de Schwinger [20], a qual apresentaremos no capftulo 1. Vamos enfatizar aqui um ponto
que dévera’, ficar mais claro quando discutirmos em mais detalhes tanto os g-osciladores
(capitulo 1) quanto os osciladores aniénicos (capitulo 4): estes dois tipos de osciladores que
nos referimos aqui sao fundalmentalmente diferentes entre si. Enquanto os g-osciladores

podem ser definidos em qualquer dimensao e sdo objetos locais, os osciladores aniénicos



sao intrinsicamente nao locais e bi-dimensionais.

O capitulo 5 tratara da termodinamica de um gés ideal de g-osciladores. Nossa mo-
tivagdo para este estudo decorre do fato que os gases ideais tem aplicabilidade em varios
fenémenos fisicos, como por exemplo superfluidez, supercondutividade, radiagio de corpo
negro, fénons em redes cristalinas, estrelas anas brancas, etc [24]. Seguindo Rego Monteiro
et. al. [25] e tomando a Hamiltoniana proposta por Chaichian et. al. [27] determinamos
a expansdo virial do g-gas até terceira ordem, mostramos que este ¢-gas apresenta o
fenémeno de condensacao de Bose-Einstein € que a curva do calor especifico a volume
constante em funcio da temperatura possui um comportamento tipo A-point na temper-

atura critica, e nao tipo cispide como no caso nic deformado.



Capitulo 1

Alguns Aspectos Introdutorios

sobre os Grupos Quanticos

Neste capitulo vamos apresentar aspectos a respetto dos Grupos Quéanticos que serao titeis
para o que pretendemos desenvolver nos capitulos subsequentes. Comegaremos com uma
série de definicbes elementares formais, com o objetivo de introduzir a notacio comu-
mente utilizada na literatura, e definire entdo Grupos Quanticos. Depois apresentaremos
varios exemplos onde a estrutura formal inicialmente apresentada emergira sob diferentes

aspectos. Existem vérios artigos de revisio no assunto [28, 29].

1.1 Definicoes

Um grupo (G,.) é um conjunto G no qual um produto associativo é definido. & possui
um clemento e tal que e.g = g.e = g para todo g € 7 (a identidade ou elemento neutro).
Também deve existir, para todo ¢ € &, um clemento denotado ¢~' tal que g.g7! =g~ l.g =
e ( o elemento inverso). Se para todo ¢1, 92 € G tivermos que ¢;.92 = go.g1 entao G é dito
abeliano.

Um corpo (k,+,.) é um conjunto no qual (k,+) é um grupo abeliano, da mesma forma
qué (k—0,.). O elemento 0 é a identidade da adi¢io (operagio +). Estas duas estruturas

devem ser compativeis, de modo que a(b+ ¢) = ab+ ac. Na maior parte das situacdes o
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Figura 1.1: Comutatividade da multiplicagio na dlgebra

corpo k utilizado é o dos nimeros complexos, mas as vezes pode-se restrignir aos reals.
Um Espaco Vetorial (V,+, k) sobre um corpo k é definido com sendo um grupo abeliano
(V,+) juntamente com uma agao do grupo {k-0,.) sobre ¥V — a multiplicagio escalar. A
compatibilidade exige que A(v; + v2) = Avy + Avg,para todo A € ke vy, v2 € V.
Uma Algebm ¢ um espago vetorial (A, +, k) sobre k tal que existe um produto associa-

tivo m: A® A — A e um mapeamento linear 5 : k — A. A condigio de associatividade
mid@m)(ARARA)=m(mQid)(AQ AR A), (1.1)

1d € a operacao identidade) pode ser vista através da comutacio no diagrama da fig.1.1,
¢ g g
onde as flechas indicain a direcdo da operacio.

A &lgebra deve possuir um elemento, a identidade 14, tal que
m(e®14) = aq, (1.2

para todo a € A. A figura 1.1 representa esta propriedade.
Dadas duas algebras (A, m4,n4) ¢ (B, mp,n8), pode-se definir o produto tensorial

A ® B que também é uma algebra com a multiplicagio
maes =(Ma®@mp)(1QT®1), (1.3)

onde o operador de troca 7 € definido através da relagio 7(a ® 8) = b ® a. Com isto, se



Figura 1.2: Diagrama que representa a identidade na algebra

tomarmos elementos de A e B teremos
(ﬂ]_ & bl)(a2 & bg) = ((11012) ® (blbz) (14)

Nosso préximo passo € definir uma representacio da dlgebra. (V,p) é uma repre-
sentacao de A4 se p é uma aplicagio linear que leva elementos de A nos operadores lineares
que atuam em V, de tal forma que p(aia2) = p(a,)p(az).

Geralmente as representages de uma dlgebra podem ser obtidas a partir de uma
particular, a representacio fundamental. Isto € feito via o produto tensorial. Entdo, se
temos duas representagoes (Vi, p1) e (Va, p2) de A, o produto tensorial das representagdes,
(V1 ® V4, p), é tal que

p=(p1® p2)AA, (1.5)

onde A, o coproduto, € um aplicagio linear que leva um elemento de A em um elemento
definido no produto tensorial, A : A - A ® A. Em outras palavras, o coproduto é
introduzido para que se possa fazer produto de representagdes. Veremos daqui a pouco
comno esta estrutura aparece nas algebras de Lie e em particular na dlgebra de momento
angular. Construir um grupo quintico significa, essencialmente, mudar o coproduto.
Voita.remos a este ponto mais tarde.

Introduzido o coproduto, podemos continuar nossa série de defini¢des. Uma codlgebra



Figura 1.3: Co-comutatividade do coproduto na algebra

1 xXe

Coatll 404 PAQC

A

Figura 1.4: Diagrama que representa a counidade na algebra

(C,+,A,e,k) é um espago vetorial (C,+, k) sobre k com as aplicagdes lineares A : C —
C ®C. (o coproduto definido anteriormente), e a counidade € : C — k. Da mesma forma

que a algebra é associativa, a coalgebra deve ser coassociativa
(A ®id)A = (id @ A)A. (1.6)

A representagao por diagramas ¢ dada pela fig.1.3, e de fato nada mais é que a figura 1.1
com a diregdo das flechas invertidas.

A representagao grafica da counidade é dada pela figura 1.4

Uma bidlgebra (B,+,.,7,A,¢,k) sobre k é um espago vetorial sobre & de tal forma

que seja uma algebra e uma codlgebra de uma maneira compativel, ou seja

A(ab) = A(a)A(D),
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€ n

H—— F —
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m

HeH85.5Qid o
Figura 1.5: Representagio da antipoda na dlgebra de Hopf

A(l)=1Q1,
e(abd) = e(a)e(b). (1.7)

para todo elemento a, b, de B.
Uma Algebra de Hopf (H,+,.,m1,A,¢,5,k) sobre k é uma bidlgebra que possue um

aplicagdo linear S chamado antipoda S : H — H a qual obedece a
m{S ® id)A(a) = m(id ® §)A{a) = e(a)l (1.8)

onde ¢ é um elemento da bidlgebra. Diagramaticamente esta equagio é representada pela
figura 1.5.

O papel basico da antipoda é relacionar elementos inversos. De fato, alguns grupos
de Lie podem ser relacionados com algebras de Hopf {exemplo 1 adiante), e nesse caso a
antipoda € a aplicagdo que garante a existéncia do elemento inverso.

Dizemos que uma dlgebra de Hopf é comutativa se sua estrutura algébrica é comu-
taﬁiva,, ou seja, dados dois elementos a, b pertencentes 3 H entdo a.b = b.a. Ela é dita
cocomutativa se for cocomutativa como uma coalgebra, ou seja, se To A = A,

Uma Algebra de Hopf Quase-Triangular (H,R) é uma dlgebra de Hopf onde podemos
definir a matriz R € i ® # tal que

(A ® id)R = RizRas,
(id @ A)T\’, = R13Ra2, (1.9)
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To Ak =R(ARR™, (1.10)

onde R =37,6;®b; e B;; € H® H @ H com elementos na i-ésima e j-ésima posigio e 1
na restante (por exemplo, Ri3 =a; ® 1 ® a3, 61,03 € H) e h € H. A equagio (1.10) tem
como importancia o fato que os elementos de uma Algebra de Hopf Quasi-Triangular néo
necessariamente co-comutam. Entretanto, (1.10) controla esta ndo co-comutatividade.
Veremos mais para a frente um exemplo explicito deste fato (eq.1.83).

Vamos mostrar adiante que as condigdes (1.9) e (1.10) implicam na EquagioQuantica

de Yang-Baxter
R12R13Ra23 = R23R13R12. (1.11)

Esta equagao é um caso particular da equagdo de Yang-Baxter com parimetro spectral,

dada por
Ri2(Aiz) Ris(Ais) Raa(Azs) = Roz(Aas) Ras(Mis) Riz(Ai2) (1.12)

com A;; = Ay — Aj, A; € C. Esta equagdo é relevante na solugéo de problemas extamente
soliveis em Mecanica Estatistica e Teoria Quantica de Campos em duas dimensoes.
Para mostrar (1.11), vamos aplicar o operador TA @ id em R de duas maneiras dife-

rentes. Inicialmente fagamos

(ToAQid)R =Y T70A(a;) @b =

ZRA(&;)R* ® b; = Ry Z (Ala;) ® b;) Rig ™" =
Riz(A @ id)RR1; ™ = RizR13ReaRaz ™! (1.13)

onde utilizamos (1.10) na segunda passagem, explicitamos onde a matriz R atua na

terceira, e usamos a primeira de (1.9) na iltima. Por outro lado,

(roA®id)R =1 (AQid)R =
71z (R13Ras) = ResRus, (1.14)



- 12

com 7;; o operador que troca a i-ésima posicao pela j-ésima e vice-versa, € aqui usamos
a segunda equagdo de (1.9). Comparando eqs.(1.13) e (1.14) chegamos & (1.11).

E itil também definir a matriz de braid B ,
B=7R, (1.15)
e neste caso verifica-se que a Equagdo de Yang-Baxter se escreve como
Biy Bys Biz = Bz Biz Bas. (1.16)

Exemplos
Exemplo 1 Consideremos um grupo finito G de elementos ¢ ¢ vamos definir um

espaco vetorial (@, +) cujos elementos sio dados por

a=3 a, (1.17)
q

onde ¢, pertence a algum corpo (por exemplo , 0s complexos). O produto neste espaco é

extendido por linearidade

aff = ey Be g (1.18)

Podemos dar a esta dlgebra uma estrutura de Hopf através das relagdes

S(g)=g"" (1.19)

a atuacdo em um elemento « ¢ extendida por linearidade. Esta algebra é co-comutativa.
Exemplo 2 Seja G um grupo topolégico compacto. Podemos entdo definir funcdes

continuas que atuam em . Seja f(G) o espaco gerado por estas func¢ées. Este conjunto
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forma uma algebra de Hopf com as operacoes

(f-R)(g) = F9)h(9),
A(f) o @ 92) = f(192),
n(z) = zl,
e(f) = f(e),

S(f)g) = flg™), | (1.20)

com f,g € f(G), 1,942 € G e x € C. Assim como no exemplo anterior, também aqui a

algebra € co-comutativa.

Exemplo 3 Consideremos uma algebra de Lie L e sua dlgebra envolvente universal
U(L), ou seja, o conjunto de todos os elementos da algebra, mais a identidade, e com-
binagdes lineares de produtos de elementos de L. Entdo ¢(L) é uma dlgebra de Hopf com

as operacoes

Ala)=a®1+1Q®a,

n(z) = zl,
e(1) =1,
e(a) =0,
S(1) =1,

S(a) = —a,

(1.21)

onde a € L. A extensdo para U(L) é imediata, pois o coproduto é compativel com
o produto da algebra de Lie (eq.(1.7)). O motivo pelo qual tomamos a 4lgebra envol-
vente universal é que os exermnplos interessantes de deformacbes de dlgebras que veremos
mais tarde sio feitos na dlgebra envolvente universal (a algebra envolverd nio apenas os

geradores, mas também polindmios destes). Notemos também que o coproduto acima
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é cocomutativo e de (1.10) vemos entdo que a matriz R é a identidade. Na préxima
segdo encontraremos um coproduto para uma estrutura matematica cuja matriz R é nao
trivial, as custas de termos que deformar a algebra de su(2) através de um pardmetro ¢,
construindo entio a algebra su,(2).

Os trés exemplos que apresentamos acima possuem toda a estrutura de uma Algebra
de Hopf co-comutativa. Transformar esta estrutura em um Grupo Quantico, ou seja,
escrever uma matriz R que seja nao-trivial, envolve de alguma maneira mudar a definigao
de produto. Assim, no dltimo exemplo a prépria estrutura algébrica serd modificada,
e a algebra de Lie deixard de se-lo para tornar-se um Grupo Quantico {veremos isto
explicitamente na préxima segio com a algebra su(2)). Ja no caso da dlgebra de funcdes
num grupo {exemplo 2), esta algebra deixara de ser comutativa, via a ndo-comutatividade
das coordenadas do espaco em que as fungdes estio definidas. Neste caso, é onde o nome
“Grupo Quantico” introduzido por Drinfeld [1] possui algum “significado”, através da
semelhanga entre este procedimento e o da quantizacdo usual. De fato, a passagem da
mecanica classica para a quantica se da quando as coordenadas ¢ e p do espago de fase sio
transformadas nos operadores () ¢ P e, consequentemente, duas fungdes quaisquer destas
variaveis que seguramente comutariam no caso classico podem perfeitamente deixar de
fazé-lo no caso quintico. Este € o procedimento usado para a algebra de fungées no grupo:
os elementos do grupo ndo mais comutam entre si fazendo com que a algebra de fungoes

se torne ndo comutativa. Isto € o que ocorre com o plano quantico, que analisaremos em

breve, na se¢do (1.4)

1.2 A Algebra sl,(2)

Vamos dar um exemplo do formalismo apresentado na secio anterior que nos sera bastante

itil no que discutiremos mais tarde. O exemplo é a algebra su{2) deformada. Comecemos

introduzindo a algebra
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[JO: Ji:] = iJ:I:a
[y, Jo] = 2o, (1.22)

a qual, como sabemos, € a algebra do momento angular. Como vimos na secio anterior,

toda algebra de Lie possui a estrutura de uma algebra de Hopf, com as operagdes

A(Jy)=Ja®1+1R J,,

5(Ja) = ~Ja (1.23)

Neste exemplo, podemos ver que o coproduto estd ligado diretamente ao produto
de representagdes. Para isto, recordemos que se temos uma representagdo de momento
angular J; atuando em um espago vetorial V; de base u,°, e outra de momento angular J,
atuando em V;, com base vy, entio o operador J = Ji + J; atua no espago V =V, @ V;

em que u;* ® vy’ é uma base. A atuagao de uma componente ﬁe J em V é dada por
Jou(tur @ vo?) = Jo(ur?) ® vod + (1) ® Jau(ve?) (1.24)
que pode ser escrita como
Jalur' @ ve') = A(Ja)(wg* ® vy) (1.25)

Portanto, dada a representagio fundamental de su(2) (spin 3, matrizes de Pauli), o
coproduto A, nos permite determinar todas as outras representagdes (no caso do momento
angular, sabemos que o espago V pode ser decomposto na soma de 2 men(j1, j2)+1 espagos
ortogonais associados com valores de j variando entre |71 ~ j2| € 71 + j2, onde min(j1, 52)

significa o valor minimo entre os dois).
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Como a algebra de Hopf su(2) é co-comutativa, a matriz R associada a ela é a iden-
tidade. Se quisermos obter uma algebra de Hopf quase-iriangular, torna-se necessario
deformarmos o coproduto de tal maneira que ele ndo seja mais co-comutativo. Esta de-
formagdo, porém, nido pode ser arbitraria, ja que o coproduto e o produto devem ser
compativeis enire si. Em outras palavras, devemos mundar a maneira como ¢ feito o pro-
duto de representacdes (neste caso, estariamos mudando a forma de somar os operadores

de momento angunlar). Vamos entdo tomar como coprodutos

A(l)=Jo®1+1® Jo,
Al ) =Je ®¢” + ¢ ® Iy, (1.26)

onde o parametro de deformacdo ¢ € um mimero complexo arbitrario,

Nao ¢ dificil comprovar que esta deforinagdo do coproduto € compativel com

A([Jo, J4]) = A(£Jw), (1.27)

condi¢do necessdria para a compatibilidade entre o produto e o coproduto, mas podemos

mostrar que
AT, J ) =Us, T2 @ ¢ 4+ 2R g [Ty, J.] # A(2J,). (1.28)

Como podemos resolver este impasse? Poderfamos retornar e tentar uma outra de-
formagdo no coprodute. mas a deformacgao acima teve a vantagem que funcionou em

parte (eq.1.27). O que vamos fazer entdo é deformar a relacao de comutacgio entre Jy e

J_ para
' i
[J4, -] = 5[2J0]q; (1.29)
onde definimos o numero de Gauss
qa: _ q—x
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Esta deformacao possibilita a compatibilidade do produto € do coproduto.

Vale a pena frisar que a algebra

[J{):J:i:] = :EJ:E:
q2.]g . q—2JQ
[Jy, -] = = [2J0]e, (1.31)

nio é mais uma algebra de Lie. De fato, €la esta definida na dlgebra envolvente universal,
pois envolve produtos de ordem arbitraria dos geradores. Por isso, a sua deformacio é
chamada de Algebra Envolvente Universal Quantica.

A matriz R associada a dlgebra suy(2) na representagao fundamental é dada por

R= ' : (1.32)

Pode-se mostrar que esta matriz obedece 4 equagao de Yang-Baxter eq.(1.11).

A matriz acima é, na verdade, um caso especial de uma matriz a dois parametros,

dada por

(¢ 0 0 0)
0 E 0 0
R= . (1.33)
0 g—¢! 571 0

\0 0 0 q )

A algebra que obtemos com esta matriz é uma algebra deformada a dois paridmetros,

sl 5(2), dada por

[JO-; J:f:] = ﬂ:J:f:a
Jo, I ]s =87 J. — 8. — Jyp = s7*0[20),, 1.34
q
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Retornaremos a esta algebra no capitulo 4, quando desenvolveremos a construcio
de Schwinger, que discutiremos na se¢do (1.3), através dos osciladores anidnicos, a serem
introduzidos mais adiante. Notemos que su,(2) é recuperado no limite em que o parimetro

s tende a um.

1.3 A Construcio de Schwinger e a Algebra dos
g-Osciladores

Chamam-se g-osciladores objetos que geram uma algebra que pode ser vista como uma
deformagao da dlgebra de Heisenberg. Esta deformacao é feita através da introducgio de
um parametro ¢, e a algebra de Heisenberg é recuperada no limite em que ¢ tende a um.

Ao introduzirem os g-osciladores, Macfarlaine e Biederharn [7, 8] queriam responder &
seguinte pergunta: € sabido que a dlgebra de momento angular (su(2)) pode ser realizada
a partir da algebra de dois osciladores harménicos independentes, a chamada construgao
de Schwinger [30]. Serd que é possivel definir-se osciladores que possibilitem realizarmos a
construgao de Scwinger também para a dlgebra su,(2)? A resposta, como veremos abaixo,
é sim.

Antes de apresentarmos os g-osciladores, vamos recordar alguns pontos a respeito dos
osciladores harmonicos. O espago de Hilbert de um oscilador harménico unidimensional

é gerado por uma base de vetores |n), que sdo autoestados da Hamiltoniana

H:(N+%ﬁ% (1.35)

com autovalores (n 4 §)hw (tomaremos & = 1 de agora em diante), onde n é um inteiro
nio negativo. O operador nimero N é o produto dos operadores de criacio ' e seu
hermitiano conjugado b (deixaremos a letra a para representarmos os g-osciladores que

introduziremos abaixo),

N = bt b, (1.36)
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0s quais obedecem a relagdo de comutacio candnica
6,6 =bbt ~blb=1, (1.37)

a chamada algebra de Heisenberg ou dlgebra de osciladores.

Da definicao de N, é imediato que

[NV, 5] =,

[N, = —b. (1.38)

O estado de menor energia, o “vacuo” |0}, tem como caracteristica ser aniquilado pelo

operador de destruicao,

50) = 0. (1.39)

Todos os demais autoestados podem ser obtidos a partir do vacuo, através da aplicagio

do operador de criacao,

) = S=(8)"0)- (1.40)

Consideremos agora dois osciladores independentes, ou seja, operadores b;, 7 = 1,2,

e seus respectivos conjugados hermitianos. Serem independentes significa que operadores

com subindices diferentes sempre comutam. E facil ver que se definirmos os operadores

J+ = blf b?:
I =bt by ,
Jo = 3(Ny — No) = 3(bst by — ;1 ), (1.41)

eles obedecerdo 4 algebra de momento angular dada por (1.22). Ja que estas relagdes valem
operatorialmente, elas também deverao valer no espago de Hilbert. De fato, podemos

construir autoestados do operador Jy a partir dos autoestados dos operadores niimero N;
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e IV, dados por
(a1f)j+m(a21.)j—m

VU +m)(j —m)

Portanto, vemos que dois osciladores harmonicos independentes nos permitem escrever a

|Jam) = IO, 0) (1'42)

dlgebra de momento angular (1.22), e construir seu espago de Hilbert. Esta é a chamada,
construgdo de Schwinger para a adlgebra su(2).
A introdugdo dos g-osciladores é feita de maneira semelhante a dos osciladores apre-

sentada acima. Consideramos a base de autoestados de um operador namero N
N|n}) = nln). {1.43)

Os operadores de criacdo e aniquilagio obedecem as mesmas relagdes de comutagao com

N,

[N, af} =al

[V, a] = —a, (1.44)

mas ndo assumimos a validade da relacdo correspondente a eq.(1.36) . O comutador

restante é deformado para
[a,a!], =a ol — qata = g7V, (1.45)
. O estado fundamental é aniquilado pelo operador de destruigao,
a|0) =0, (1.46)
e os demals estados excitados sao obtidos pela relaciao de recorréncia

In) = —-—_(a*)“lﬂ)- (1.47)
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O numero de estados que podemn ser criados pela aplicacio de a! é infinito. Entretanto, se

. s s . sk o .
impusermos a condi¢do de nilpoténcia a'” = 0 para algum inteiro k, teremos um mimero

finito de estados. Isto ocorre quando tomamos o pardmetro ¢ tal que ¢* = 1 (ou seja, ¢ é

raiz da unidade), j& que neste caso teremos que [k], = 0, e poderemos construir apenas &

estados.

A dependéncia em ¢ na relacido (1.47) se da via o mimero de Gauss presente no

denominador, e por isto ela é invariante perante a troca g «+» ¢~'. Isto decorre do fato que

(1.47) também é obtida se trocarmos ¢ por ¢~ em (1.45). Portanto, toma-se também a

equagcao
-1

[a,al]-1 = a al — ¢ lat a = ¢7.

Estas duas relacbes juntas nos levam a

[N]q = afav

[N + 1], = aa’,

que sdo diferentes de (1.36).

Torna-se imediato agora mostrar que os operadores

Ji = (a1)" ay,

J_= (GZ)T ay,

Jo = 3([V1] = [NVa2]) = 3((a1)" a1 — (a3)" @a),

obedecem & algebra de su(2), dada por (1.31).

No que foi apresentado acima, ¢ fol implicitamente considerado

(1.48)

(1.49)

(1.50)

como um Nimero

complexo arbitrario. Entretando, caso ¢ seja real, pode-se redefinir os operadores [31]

N
2

A=g

)

(1.51)
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que satisfazem a relagdo de comutacdo
AAT —?ATA = 1. (1.52)

Esta redefini¢do ndo altera significativamente nada do que foi apresentado anteriormente.
De fato, podemos obter as mesmas equagdes que as acima, bastando redefinir a forma do

mimero de Gauss de [z] para
2z 1
[2)” = 2
¢ -1

(1.53)

(por exemplo, [N]? = AtA).
E interessante notar também que existe um aplicacdo que leva os operadores b, o' nos

operadores [32]

ot g (M)? (150

Na secdo anterior, vimos que também podemos deformar a dlgebra su(2) com dois
pardmetros diferentes. Podemos nos perguntar se é possivel construirmos uma algebra
de Heisenberg deformada a dois parametros que nos permita também neste caso fazer a

construgdo de Schwinger. Isto € possivel através da dlgebra

ayayl —gs T aqt ay = (gs)™M,

az azt — gs7layt ay = g™, (1.55)

A relacdo entre cada tipo de operadores é

[Nl]q,s = G1T01,

[Ny + l]q,s = aa,! (1.56)
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[N2]q,s—1 = ﬂ"21-‘12 s

[N2 + 1]q,s_1 = aZG'Zt: (157)
onde definimos
T~ (sq)
[‘w]q,s - 5_,1q _ (Sq)_l . (158)

Com esta algebra, e as mesmas relacdes de comutagido admitidas entre os operadores
niimero e os operadores a e af, pode-se mostrar que operadores definidos como em (1.50)

obedecem a dlgebra de su(2),, (1.34).
Além da 4lgebra de osciladores (1.37), podemos definir uma outra, em que operadores

de destruicio f e criacdo fT obedecem a relagéo de anticomutacao,
(LMY =srt+rr =1, (1.59)
cujo espago de autoestados do operador nimero,
N = fty, (1.60)

é bidimensional: 0s dnicos estados possiveis sdo o fundamental e o primeiro estado exci-
tado. Estes osciladores ganham o nome de osciladores fermidnicos, e também podem ser

deformados para

fitvaftf=q7",
[N, f) = —f,
[N, f1] = £ (1.61)

A base de autoestados de N,
N|n) = nin}, (1.62)
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€ construida através das relacdes

flO) =0,
1 n
In) = \/W(ff) [0> (1'63)
onde
q—n — (=1 nqn
[n}f = - +(q_1) : (1.64)
A composicdo de V em termos de f e f
[N]f = fffa
[V +1)7 = ffT. (1.65)
Se ¢ é um mimero real, podemos redefinir os operadores para
F=q%f,
F'=flq7, (1.66)
que obedecem i dlgebra
FF' 4+ @*FiF = 1. (1.67)

Nao existe, porém, um aplicagao que leve f e F'' nos osciladores fermidnicos usuais ¢
e ¢f. Isto poderia ser antevisto ja que, ao contrario dos osciladores fermibnicos usuais, a
dimensio do espago de autoestados do operador mimero nio é finita para os g-osciladores
fermibnicos, como nos mostra a equagio (1.63).

Para definir operadores que possam ser mapeados nos férmions, toma-se a algebra

dd' + qd'd = ¢, (1.68)
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cuja transformacio

D= q‘gd,

Dt =dig 7, (1.69)
nos leva a algebra ferménica usual para D e D1,

DD'+D'D =1. , (1.70)

1.4 SL,(2) e o Plano Quantico

Na secdo (1.2), nds construimos a dlgebra quintica sl,(2) através da introducao de um
pardmetro que serve para modificar (deformar) as relagdes de comutagio entre os ger-
adores da §lgebra de s{(2). Como qualquer outra dlgebra de Lie, sl(2) estd diretamente
relacionada com um grupo, SL(2). No exemplo 2 da se¢io 1 mostramos que podemos
associar uma estrutura de algebra de Hopf co-comutativa a qualquer grupo topoldgico,
portanto também ao SL(2). Vamos mostrar nesta se¢do que, da mesma forma que para
a algebra sl(2) , também o grupo SL(2) pode ser deformado de tal forma que se torne
uma algebra de Hopf nao-comutativa. Iniciamos introduzindo a matriz

e b
T = (1.71)

c d ’
onde a,b,c,d sdo as coordenadas de alguma variedade (por exemplo se restringissemos
para SU(2), impondo as relagdes @ = d*, b= ¢* e ad — bc = 1 terfamos uma esfera, onde
* significa o complexo conjugado). Em outras palavras, cada conjunto de valores para as
entradas de T significam um elemento g do grupo. Podemos portanto escrever T' como
uma fungdo de g, ou seja, T = T(g). Logo a dlgebra A gerada por T(g) ¢ a algebra de
funcoes em G, A= Fun(Q)

Usualmente, as entradas da matriz T sao tomadas como comutantes. Entretanto
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vamos considerar aqui as seguintes relagGes

ab = sba, ac = qca
bd = qdb, cd = sde
be = ¢b, ad —da = (g — s7")be, (1.72)

onde ¢ e s sao ndmeros complexos arbitrdrios. Com estas relagdes, T' gera elementos do
grupo quéantico GL,,(2), o grupo de transformagées lineares em duas dimensdes defor-
mado pelos pardmetros g e s.

No caso em que ¢ = 3, 0 elemento
det,T = ad — gbe, (1.73)

comuta com todas as entradas de T'. Podemos entao defini-lo como sendo o ¢g-determinante
(ou determinante quantico) da matriz T e sendo ele um nimero podemos fixa-lo pela

relacao

det,T =1 (1.74)

restringindo (GL4(2) para SL,(2). Podemos também restringir para SU,(2) impondo as
condigdes a = d* e b = —¢c* e tomando o pardmetro ¢ real [28]. Se ¢ # s, a definigéo (1.73)
nao comuta com todos os elementos de T', ndo sendo portanto um elemento central da
dlgebra. Entretanto, mesmo neste caso toma-se (1.73) como a definigdo do ¢-determinante
(28].

O coproduto das entradas de T é determinado pelo fato que a matriz T'(g) é um

elemento de Fun(SL,(2)), e usando a relacio para o coproduto apresentado no exemplo

2 da segao 1, Af(g192) = f(g1) f(g2) teremos

@16y + b1z arbs +b1ds
T(9:)T(g2) = ( ' ; (1.75)
craz + dicy by + dids
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resultando em

Ale)=a®a+b®c,
AbB)=a®b+b®d,
Ale)=c®a+d@e,

Ad)=c®b+dgd, (1.76)

ou de forma compacta

A(T) = T @ T, (1.77)

Da mesma forma temos que, usando £(g) = f(e)

gla) =¢(d)=1
(6) = e(c) = 0 (178)
e, ja que S(f(g)) = f(97"),
S(e) =d,
S(6) = —¢~ b,
S(c) = —qc,
S(d) = a. (1.79)

As equagbes (1.72) podem ser escritas de uma forma compacta,
R T™ T = T7, T B, (1.80)

onde a matriz R ¢ exatamente a mesma que a apresentada em {(1.33). Notemos que
quando os parametros g e s tendem a um, a matriz R tende a identidade, o que assegura

que as entradas de T' comutarao neste limite. Se quisermos compactar ainda mais (1.80)
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podemos definir ag matrizes (4x4)

h=T®1, o = T, (1.81)

1 mn

L=1QT, Ty  =6§.19, (1.82)

mu

e reescrevemos (1.80) como

RnT]Tz = TleRm, (183)

que é comumente chamada de equagio RTT.

Vimos anteriormente que a Equagdo de Yang-Baxter (EYB) € a consequéncia de termos
uma Algebra de Hopf quase triangular. Por outro lado, ja sabemos que uma matriz da
forma (1.33) obedece & EYB. Isto assegura que a lgebra de funcdes Fun(SLy(2)) é uma
Algebra de Hopf quase triangular. Entretanto, a validade da EYB pode nos dar mais
informacdo neste caso. Para vermos de onde ela vem, vamos tomar o produto de trés
matrizes, 717573 e reescrevé-lo na ordem inversa, T3757y. Podemos fazer esta inversio de
duas maneiras diferentes, ou trocando inicialmente 73 por T, ou T3 por T3. A condicio
de associatividade da dlgebra exige que os dois resultados sejam idénticos, € usando a

eq.(1.83) temos a condigao

R12R13&3 = R23R13R12 (184)

ou via eq.(1.80)
WET Ry, = Ry RERE (1.85)

Portanto, a EYB assegura a associatividade da dlgebra Fun(SL,(2)).
O grupo GL,,(2) introduzido acima é o grupo de covaridncia do plano qudntico, ex-

pandido pelas coordenadas (x,y) e que obedece 3 equagio
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e pelas diferenciais que obedecem a
1
dz A dy = —;dy Adz, (1.87)

de modo que suas coordenadas e diferenciais sio ndo comutativas. Dizer que o plano
quéntico € covariante perante GL,,(2) significa que todo o célculo diferencial do plano
quéantico é preservado por GL,:(2). Na préxima subse¢io vamos apresentar o cdlculo
diferencial no plano quéntico. Entretanto ndo vamos iniciar diretamente com duas coor-
denadas, mas sim com um nimero arbitrério N e depois particularizaremos para o plano

propriamente dito.

1.4.1 O Plano Quantico N-Dimensional

Vamos apresentar nesta subsecdo um outro exemplo em que a estrutura nio comuta-
tiva aparece quando construimos um espago V, o plano quantico N-dimensional [12, 30],

definido através das N? relacoes

BYyatat =0, (1.88)

onde z* séo as coordenadas do (hiper)plano (indices repetidos somados) e os coeficientes
B sio ntimeros complexos e fornecem a estrutura nio comutativa das coordenadas.
A questdo que vamos procurar discutir aqui é como podemos definir o célculo diferen-

cial neste plano, ou seja, doté-lo de uma derivada exterior e determinar as relacbes de

comutacio entre coordenadas e diferenciais.

A derivada exterior d neste espago V deve obedecer 4 regra de Leibnitz

d(fg) = (d)g + f(dg), (1.89)

onde f e g s&o fun¢des em V, bem como a relagio de nilpoténcia

d*=0. (1.90)
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Vamos considerar que a derivada exterior possa ser escrita como

d= dz’g = £, (1.91)

3

onde ¢ sio as diferenciais (1-formas) e §; as derivadas parciais.

Notemos que, em geral, as fungées f e ¢ ndo comutam entre si, devido a nio comu-
tatividade das coordenadas, indicando que a algebra A gerada por estas fungdes é nio
comutativa. Além disso, as derivadas parciais 0; também nac comutam com as funcdes

em V. Isto significa que a regra de Leibnitz para d; deve ser modificada para
0i(fg) = (0:f)g + (O7()y9, (1.92)

onde O’; é um operador que atua no espago de fungdes de V (((07;(f)) é uma fungio em
V).
Atuando com a derivada parcial num produto de trés fun¢des e usando a associativi-

dade em A4, temos por um lado

8i(fgh) = (B:f)gh + (O%:(£))0i(gh) =
(0:F)gh + (07 £))8;(9)h + (O f))(O';(g))di, (1.93)

€ por ouiro

(fgh) = 0i(fg)h + (O9:(f9))8; =
(0 ))gh + (O7:(£))0;(9)h + (O i £9))0;h, (1.94)

obtendo entdo a relacdo para o operador ¥;
(07i(f9)) = (O (N(O*i(9)), (1.95)

o que mostra que basta sabermos a atuagio do operador O’; nas coordenadas para que
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possamos conthece-la em qualquer funcio f.

Em geral, a atuagdo dos operadores (%; nas coordenadas z* nio é linear. Isto ocorre,
por exemplo, quando z* sio os pardmetros de um grupo [10], ou seja, quando vamos
construtr o calculo diferencial no grupo propriamente dito (por exemplo, poderiamos
construir o calculo diferencial de GL,,(2) dado por (1.72). Entretanto, quando estas

coordenadas s3o as coordenadas do plano quantico, podemos escolher
O7i(a*) = Q¥ 2™, (1.96)

onde os coeficientes Q¥ sio nimeros complexos.

Substituindo a fungdo arbitraria f por z* em (1.92) obtemos a relacio
Bzt = 6% + Q™ 2", (1.97)
Atuando com a derivada parcial em (1.88) obtemos
B, D™, =0, (1.98)

onde

D™, = &6, +Q™,,. (1.99)

Além dessa expressdo, para que tenhamos o cilculo diferencial completo precisamos

determinar as equacdes que tem o mesmo papel que esta mas envolvendo os pares &, 27
i n.giogd :
E =aj: 5156‘7 e aiva.?'

Para o primeiro par, isto pode ser feito se notarmos que, por um lado
df = (df) + fd = £0.f + [€i2, (1.100)

e por outro

df = £0:f = £(8:f) + £ 0°:(1);, (1.101)
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ahe = Q8 tign (1.102)

Para determinar a relagdo entre J; e £, tentemos o ansatz
0! = F* ™0, (1.103)
e para determinar F' consideremos

Baleh = &,k =
Q™™ = Qg™ =
Q. F™ 78, (1.104)

ou seja

Q* . Fm™, = §6% (1.105)

indicando que F é a matriz inversa de Q.
Vamos agora mostrar que a matriz § deve obedecer 4 equagao de Yang-Baxter. Isto
d ] d;zi¢*, pod é-1 dem i
ocorre porque quando tomamos o elemento J;z’¢”, podemos escrevé-lo na ordem inversa

de duas maneiras diferentes, ou fazendo na sequencia
dz — 9z — €0z — L0 (1.106)

ou

Jz€ — 206 — z£d — £z, (1.107)

Como as duas maneiras devem ser iguais, os coeficientes que aparecem em ambos devem

-

ser 0s mesmos, resultando na igualdade

QirchjeiQOfrs = ijchmadsQEfka (1-108)
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Tensorialmente, esta equacao pode ser escrita como

Q12Q23Q12 = Q23Q12Q23,

(1.109)

que é a equagio para a matriz de braid (confira a equ.(1.16)). Vemos entio que da mesma

forma que na dlgebra Fun(S5L,,(2)), a associatividade da algebra gerada por (z,¢,d) nos

da como condi¢do a equagiao de Yang-Baxter.

Para completar as relagdes entre (z,¢,d), vamos determinar as relagdes quadraticas

para a derivada parcial e as 1-forma, recordando que na geometria comutativa as primeiras

comutam e as segundas anticomutam.

A partir do fato que
dgi = _é-id?

podemos escrever
E8 = da't! = d(QYpnba") = ~ Q™8

ou seja

Dijmné-mé-n = 0.

Jé para as derivadas parciais, vamos escrever
—— T
3,'33' = S ;jaman
e atuando em z* descobrimos que S deve satisfazer a duas equagdes

(858 + @QHL) (6™:67; - S2m) =0

mn ke bt Ayhn by oie
S5 nb ms_ij S,

ij is~un"

(1.110)

(1.111)

(1.112)

(1.113)

(1.114)

(1.115)
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Com isto, determinamos todas as relacdes de comutacio entre as coordenadas, as
diferenciais e as derivadas parciais. O fundamental aqui é notarmos que todas as matrizes
que controlam as comutagdes, (B, D, F,S), sdo escritas em funcio da matriz . Por
seu lado, @ deve obedecer & equagio de Yang-Baxter. Portanto, para escrever o cilculo
diferencial do plano quintico N-dimensional, basta encontrarmos uma matriz N? x N?
que satisfaga a equacdo de Yang-Baxter, e o resto é determinado automaticamente.

J& conhecemos uma matriz 4 x 4 que satisfaz este requisito, a matriz dada em (1.33)

ou sua restricdo (1.32). As j4 mencionadas relagdes entre as coordenadas
zY = qyz, (1.116)

e diferenciais

de A dy = —~dy A dz. (1.117)
S

se juntam as relacées entre as coordenadas e diferenciais dadas por

z dr = qs dz =,
rdy =qdy z + (¢s— 1)dz y,
y dz = sdz y,

y dy = gsdy v. (1.118)

Podemos finalmente explicitar o que queremos dizer com a afirmagio que o grupo

GL,,(2) é o grupo de covaridncia do plano quantico. Se fizermos a transformacio

«' = Az + By,

y' = Cz+ Dy, (1.119)

veremos que =’ e y também obedecem a (1.116), desde que os coeficientes A B,C D

comutem com as coordenadas e g-comutem (ou quomutem) de acordo com (1.72). Isto
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também ocorre para as demais equagdes entre as coordena,daé e as diferenciais.

Quando, nos préximos capitulos, formos descrever a evolucio temporal de coorde-
nadas quomutantes teremos que nos questionar como uma destas coordenadas z e sua
derivada temporal & quomutam. Se considerarmos ¢ como uma coordenada comutante e

lembrarmos que a derivada temporal vem da equagao
dz = & dt, (1.120)

vemos que o comportamento sob relagoes de quomutacio da derivada temporal de uma
coordenada deve ser o mesmo que o de sua diferencial. Portanto (1.118) também nos
fornece a relagdo entre as coordenadas z,y e suas derivadas temporais. Uma discussao

mais detalhada desta questdo encontra-se em ([33]).

1.5 Variaveis de paragrassmann

Além do plano quantico introduzido acima, existe um outro tipo de variaveis que
podem ser introduzidas e relacionadas com grupos quinticos. S3o as chamadas varidveis

de paragrassmann [14].

Uma varidvel de paragrassmann @ é definida através da relagio de nilpoténcia obede-

cida por ela e sua derivada, 3% =
0 =0, 9 =0, (1.121)

para um nlmero inteiro k.

Pode-se construir uma algebra de polin;f)mios em @ da forma
a=ag+ a0+ a0+ ...+ aif* (1.122)

onde os coeficientes a; 330, em geral, mimeros complexos.
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O operador de derivada dy é introduzido de tal maneira que

3y(1) =0
(0) = 1
3(0™) o 071, (1.123)

Estas condig¢Ges nos obrigam a mudar a regra de Leibnitz para a diferenciagéo. Isto decorre

do fato que, por um lado

99(0%) = 94(0) = 0, (1.124)

e por outro, usando a regra de Leibnitz usual
(%) o (5p8) 0% + 0(5,0%71) @ 65, (1.125}

o que evidentemente é incompativel. Portanto, a regra de Leibiniz deve ser deformada

para

Bs(a b) = (Bpa)b + g(a)(5ph), (1.126)

para quaisquer a,b polinomios arbitrarios em . O coeficiente g(a} deve pertencer &

dlgebra e deve ser linear e preservar a regra de multiplicagao

glaa+pb) = agla)+8g(b),
glab) 9{a) 9(b), (1.127)

onde a, f sdo c-mimeros.

Como g(a) é um elemento da lgebra, ele deve ser tal que

k
9(0) = D o™, (1.128)
m=0
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entdo, fazendo a = b = § teremos a condigio
oy =0 se m > 0, (1.129)

mostrando que g(#) deve ser proporcional a §. O coeficiente de proporcionalidade ap pode

ser obtido da seguinte forma. Escrevemos

0 = Bp(6F) = (8 0)0° + g(0)0y 6% =

(356) (0" + 9(0)6"* + 9(0)9(0)0* + ...+ (9(6))*), (1.130)

e usando que a condig¢do que g(#) é proporcional a @ teremos que

2 R
l+aptar’+...+e" " = =0 (1.131)
1-—- (84)
mostrando que ap deve ser uma raiz da unidade.
Entao, escrevendo
9(0) = q0. (1.132)

ve-se que Jy e § devem obedecer uma relagdo de comutagio g-deformada {quommutagio)
[04,0] = 060 — ¢80 = 1, (1.133)

com g sendo raiz da unidade, ¢* = 1.

‘Esta derivada, entretanto, ndo é unica. De fato, podemos mudar a poténcia 1 na
eq.(1.133) por qualquer outro inteiro menor que k, significando que para cada valor de k&
podemos definir £ — 1 derivadas diferentes.. Por exemplo, se k£ == 3, que € a situacdo que
mais nos interessara nos capitulos subsequentes, pode-se definir uma outra derivada &g

[34] que quomuta com € da seguinte forma

[69, 9] = 699 - ngég = 1, (1.134)
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e sua regra de Leibnitz difere da eq.(1.126) pela mudanga g(a) por ¢(¢(a)). Genericamente,

podemos definir o operador diferencial 8™ através da equacio
[0, 0] = 8™y0 — ¢"08™, = 1, (1.135)

onde o inteiro 1 <n < k— 1. O surgimento de mais de uma derivada nao é uma situagio
incomum: também quando se estudam problemas na rede pode-se definir duas derivadas
independentes, uma que relaciona a fun¢do num sitio e no subsequente, e outra cuja
relagdo envolve um sitio e o anterior.

A introducdo da integral sobre as varidveis de paragrassmann é feita de maneira
analoga & das variaveis de Grassmann. Em primeiro lugar, também aqui o fato que a
derivada de uma certa ordem (% 4+ 1} se anula para qualquer fun¢io (de ordem k) impos-
sibilita a defini¢do de integral como a inversa da diferenciagdo. Seguindo o procedimento
das varidveis de Grassmann, vamos entdo definir a integral de uma funcio como a sua
propria derivada.

Tomando uma fungdo arbitraria de # e integrando teremos
/daf(e) :fda(a+ba+ca2). (1.136)
Fazendo uma translagdo em @, ' = § + ¢ teremos
[ d(a + b6 + %) = / 40" ((a — be ~ ce) + (b—20)8 + cb”) . (1.137)

Impondo a linearidade, ou seja, retirando as constantes de dentro do sinal de integragao,
vemos que os termos independente e linear em # devem se anular, restando apenas o termo

quadritico. Esta andlise € trivialmente generalizada, levando A relacio

[ao8m = 8. (1.138)



Capitulo 2

Generalizagao para Grupos
Quanticos da Particula Classica

Supersimétrica

2.1 Introducgao

Introduziremos neste capitulo as coordenadas generalizadas, veremos sua relagio com os
Grupos Quanticos, escreveremos uma agdio para elas e discutiremos simetrias desta agio.

No capitulo anterior, vimos que podemos construir coordenadas quomutantes a partir
do grupo ('L, ,(2), o plano quéntico. Vamos ver agora uma outra maneira de introduzir
estas coordenadas utilizando os g-osciladores.

'Como vimos no capitulo anterior, a dlgebra de g-osciladores,
aa’ — gala = ¢V, (2.1)
¢ tal que, quando ¢ = exp(27i/k), com k um inteiro, os operadores de aniquilacio e

criagao satisfazem i relagéo

a* = (e =0, (2.2)

39
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o que indica que o conjunto de auto-estados do operador ntimero é finito, com auto-valores
discretizados. Assim como no caso das algebras bosdnica ou fermidnica de osciladores,
também aqui podemos definir variaveis cldssicas deste sistermna como o limite classico destes
operadores [35]. Entdo, chamando estas coordenadas de #, elas devem ser nilpotentes de

ordem £,

9 = 0. (2.3)

Estas coordenadas cldssicas @ sdo a generalizagio das varidveis de Grassman [35, 14],
as varidveis de Paragrassmann, as quais ja estudamos anteriormente. Vamos também
ressaltar que o calculo diferencial com estas coordenadas possui uma estrutura de Yang—
Baxter e uma covariancia das equagdes sob a agdo do grupo quintico a dois parametros
GLg2 - [35].

E interessante notar que, se tomarmos o limite £ — oo, ou seja, ¢ — 1, a eq. (2.1)
s¢ transforma na algebra usual dos osciladores com um mimero de ocupacio infinito, e
o limite classico nos da coordenadas comutantes. Tomando o caso & = 2, eq. (2.1) nos
d4 uma relacio de anticomutagio entre a e a', e neste caso o nimero de ocupagio ¢ dois
enquanto as varidveis classicas sao as de Grasmann. Como para os valores mtermediarios
de & as variaveis interpolam os casos bosonicos e fermidnicos, vamos procurar explorar
estes casos.

Neste capitulo, consideraremos o problema de construir uma acao para uma particula
classica usando estas coordenadas de Grassmann generalizadas para o caso em que & = 3,
e mostraremos que ela possul uma simetria envolvendo estas coordenadas muito parecida
coin a supersimetria. Inicialmente, trataremos o problema na Mecancia Classica. Depois,
generalizaremos para uma Teoria de Campos Heterdtica bi-dimensional e construiremos

o funcional gerador para os campos bem como o seu propagador.
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2.2 Coordenadas ¢-fermionicas e a agao para uma
particula cldssica supersimétrica

Para que possamos entender como estas coordenadas generalizadas podem aparecer, va-
mos inicialmente recordar que na supersimentra (SUSY) temos um superespago com co-
ordenadas (6,¢), #* = 0 e t um c-ndmero que ¢ identificado com o tempo (como dissemos
acima, nossa discussdo aqu sera inicialmente na mecanica clissica). Fungdes no su-
perespago 5320 polindmios em &, e isto nos d4 dois tipos diferentes de campos:. férmions,
que sob relagdes de comutagao se comportam como a prépria varidvel de Grasmann 8, isto
é, anticomutam entre eles mesmos, e bdsons, que se comportam como #°, ou seja, comu-
tam com todos os objetos da teoria. Transla¢des no superespago nos ddo a supersimetria,
e determinam a dimensao de & em relacio a .

Se agora considerarmos o caso §* = 0, onde k é um inteiro, teremos & tipos diferentes
de campos: aqueles que sob relagio de comutagio se comportam como #° (bésons, que
definimos como um campo do setor-zero); como § (campo do setor-um); ou como §?
(campo do setor dois) e assim por diante, até o campo do setor £ — 1.

Vamos definir a relagio de g-cornutagio entre dois campos A"} e B como sendo
[A(T),B(s)]q = q(mr5/2}A(r}B(s) _ q(rs/2)B(s)A(r), (24)

onde o superscrito indica o setor ao qual o campo pertence. Esta é a relagao mais simples
que assegura que qualquer campo bosonico comutara com qualquer outro campo, ja que
neste caso o fator ¢ desaparece. Ele também da o linite correto no caso k = 2 e no limite
k — o0 nos recobramos o comutador usual.

Vamos considerar a partir de agora o caso k = 3. Neste caso, para fixarmos a dimenséio

de 8, nds introduzimos a seguinte transformacgdo no g-superespaco

6 ~ 0 =0+

t - ¢ =t+ que(l), (2.5)
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com €!) um parametro infinitesimal constante pertencendo ao setor um. devido a ho-
mogeneidade da transformacio em . Esta transformagio é similar & transformacio de
SUSY, ¢/ =8 + ¢, t' =t + 2e6.

O fator 62 foi escolhido na transformacio da coordenada ¢ porque estamos tomando
as coordenadas @ como generalizagdo das varidveis de Grassmann, e o produto de uma
variavel do setor dois com uma do setor um nos da uma variavel do setor zero. Néos
estendemos o caso de bésons e férmions de modo que, em geral, o produto A" B pertence
ao setor (r--s) mod 3 no caso emque £ = 3. Em outras palavras, o produto destas variaveis
possui uma graduagao Zz. Em breve discutiremos algumas sutilezas relacionadas com o
produto destes campos. O fator ¢ que aparece na transformacdo da coordenada # é
necessario para que, sendo t e 8 reais;t’ também o seja, e isto é decidido pela escolha
[eV), 8], =0.

A equagdo (2.5) fixa a dimensio de massa de 8 e /), como sendo
0] = [eW] = —1/3. (2.6)

Podemos também construir uma transformagdo com um parametro infinitesimal que

pertenca ao setor dois

2 - 0% =0%4+ 6(2),

I ' =1t+4 g0, (2.7)

onde escolhemos [#, €], = 0, e isto nos d4 que [@] = —2/3.

Nosso proximo passo serd construir uma agio que estenda a nogio de particula cldssica
supersimétrica através do uso destas coordenadas generalizadas. Fsta particula genera-
lizada é descrita pelas coordenadas (z(t),%™)(t),%?(t)), da mesma maneira que uma
particula supersimétrica é descrita pelas coordenada (z(¢),(¢)). Chamaremos as co-

ordenadas 1()(t) de a generalizagio g-fermidnica das coordenadas ou, simplesmente, as
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coordenadas quermionicas.

A agao envolvendo estes quérmions serd tomada como sendo
5= f dt(%iz — gCW By, (2.8)

onde escolhemos o pardmetro de massa igual a um. A primeira derivada no termo
quermidnico ¢ escolhida de tal maneira que a equagdo cldssica de movimento para (%)
seja semelhante a dos férmions. O fator tipo-cociclo C*) ¢é necessirio porque quando
multiplicamos dois objetos de diferentes setores, A B o produto deve pertencer ao
setor (r -+ s) mod 3, mas se este fator njo for inserido o produto ndo comutard correta-
mente com A" ou BO), B subjacente a este ponto o fato que no caso fermiénico campos
anticomutam mesmo quando estdo no mesmo ponto, enquanto que neste caso campos no
mesmo ponto sdo comutantes.

Este fator tipo-cociclo C®) de fato funciona com um q-contador de setor, j& que suas

relagdes de quomutacao sdo

O AG) = 4 ABC), (2.9)

Com esta escolha, além da [¢(1J, zbm]q = (), considerando todos os campos como reais,

o segundo termo da acdo eq. (2.8}, torna-se real e é representativo do setor-zero.

2.3 Analise de Simetrias da Acao

Nesta secio, vamos mostrar que a acao dada pela eq. (2.8) possui umna simetria, construida
a partir do pardmetro infinitesimal () introduzido anteriormente, a qual se assemetha a,
uma transformacao de supersimetria. Também discutiremos algumas simetrias apenas da
agao quermionica.

Como o parametro (') é definido no setor um, torna-se natural escolhermos as trans-

formacdes entre as coordenadas como sendo do tipo

s~ M, g,
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bz ~ Mm@,

53 Vg, p1) (2.10)

ou seja, uma transformago ciclica entre as coordenadas. Para, determinarmos os fatores
multiplicativos nas variagdes, devemos nos lembrar que cada uma das variagdes dos campos
deve ser real (j& que os campos o sdo), e também devem se comportar como o préprio
campo se comporta sob relagbes de quomutagdo com relacio aos outros campos. Com
isto, as poténcias de C¥) e g sdo encontradas.

Falta ainda determinar os valores dos inteiros positivos (I,m,n), o que pode ser feito

calculando-se 6.5 e impondo-lhe ser uma derivada total. Obtemos
65 [ dt (@)™ 9D + (@) $0) 4 JO(0,)1) 2.11)

Isto implica que n deve ser um nimero par. Além disso, a condicio que ()] seja positiva
implicaque m =n =0, = 1, e as dimensdes para as coordenadas % ficam determinadas

como sendo

[9] = j/3. (2.12)

Com isto, as transformagdes das coordenadas ficam determinadas como

bz = qC@My@),
sy = POz (2.13)

@ = +qgeMypM)
e quando submetida a esta transformagio, a agio se transforma em
2/ 02
8 = + f di=(DpD?), (2.14)

onde usamos [e(), (1], = [(2), e®], = 0.

Da mesma maneira que na supersimetria, a agdo se transforma como uma derivada
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total. Uma outra semelhanca com a supersimetria é o fato que uma das coordenadas,
(), se transforma como uma derivada, total, e sabemos que isto sempre acontece com o
campo mais alto de um multipleto em supersimetria (0 campo mais alto em um multi-
pleto ¢ aquele em que a poténcia das varidveis grassmannianas do superespaco é a major
possivel). De fato, uma possivel expansio para um supercampo envolvendo as coorde-
nadas consideradas aqui seria @ = z + 0%® + 024, que como veremos no capitulo 3 é
de fato essencialmente a expansio para um supercampo escalar.

Argumentos similares podem ser usados para se construir transformacoes que envolvarn
um pardmetro /¥, pertencendo ao setor 2. Novamente poténcias de C') e ¢ sio determi-
nadas pelos vinculos de homogeneidade e realidade das transformacdes. As poténcias das

derivadas sdo determinadas pelas dimensdes dos campos, e as transformacoes sio

S = ——q20(5)6(2)1,b(1),
S = g% DD (2.15)

§p@ = qg(s)zem;&,

com a escolha [, (M), = [(2) D)), = 0.

Entretanto, neste caso §5 nio é uma derivada total. De fato sua variacio é dada por
65 = / dt (—qzc’(sie@)%(m(”) +- q0(3)2e(2)¢(2)2) . (2.16)

O fato que neste caso um campo elevado ao quadrado nio se anula significa que € nio
pode ser tomado como um parametro infinitesimal de uma transformacao sob a qual a
agao € invariante.

Portanto, a acdo dada pela eq. (2.8), é invariante sob a supersimetria generalizada
eq. (2.5) que é uma transformacio ciclica entre as coordenadas bosdmicas e quermidnicas.

Uma agao construida apenas com o termo quermibnico e dada por

S = f dt (D™ — q¢1¢2) : (2.17)
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é invariante perante transformacdes finitas de SL, ,(2) [33], com as tranformagcdes

¥¥ = A" + By,
P! = Cy* + Dy, (2.18)

onde os parametros A4, B,C, ) comutam com as coordenadas quermidnicas e geram as
matrizes de S1,(2) (eq.(1.72)). O cilculo diferencial neste caso é exatamente o mesmo
que o do plano quantico introduzido no capitulo anterior, identificando %? com z ¢ %' com
y. Esta simetria mostra uma relacao entre as coordenadas quermionicas e as coordenadas
do plano quantico, pois uma agdo construida para estas Gltimas possui uma simetria
deste tipo {33]. Esta semelhanca vemn do fato que o cilculo diferencial das coordenadas
quermidnicas pode ser o mesmo que o do plano quantico quando tomamos a relagio
g = s~! na &lgebra de G'L(;5)(2). As coordenadas quermidnicas, porém, sofrem uma
restri¢do que ndo se aplica &s coordenadas do plano quéntico: a condi¢io de nilpoténcia

(2.3).

2.4 Formulacao Bi-Dimensional

A mesma construcio apresentada na se¢ao anterior para as coordenadas quermidnicas na
Mecanica Classica pode ser estendida para um modelo heterético bi-dimensional, simples-
mente considerando que as coordenadas z(t) se transformam em campos ¢(zt,z~), onde
gt = %(mo + z!) sdo as coordenadas do cone-de-luz. Tanto a agdo bosénica quanio a
fermidnica num modelo bi-dimensional podem ser escritas em termos das coordenadas do
cone-de-luz, e a agio para os férmions é tal que eles possuem uma quiralidade definida.

A acfo para os quérmions sera dada por
S, = ] PaqCe o, Dy, (2.19)

onde escolhemos os quérmions com quiralidade negativa, e a relacio de quomutacdo (no
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mesmo ponto) para (1) e () & 4 mesma que no caso anterior.
Também aqui podemos introduzir um superespago dado pelas coordenadas (9, z#),

com transformagoes

0 — §=0+0)

T -z =z 4+ g2 et (2.20)

valendo também aqui a mesma relacio entre ¢ e 6.

Usando os mesmos procedimentos utilizados na, se¢ao anterior, podemos ver que a acio

bara campo escalar ¢(x) e campos quermidmnicos ¥l dada por
S = / P2(0480..¢ — gC 9, ), (2.21)
€ invariante perante a transformagio

8¢ = qC(s]e(l)t,b(z),
sp) = FOEPbg g (2.22)
§p® = iq6(1)¢(1),

resultando na derivada total
85 = & / Pd, (V7). (2.23)

As dimensdes dos campos quermibnicos sio

[ = % | (2.24)

Podemos também mostrar que a acéo eq.(2.21) ndo é invariante perante uma trans-
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formagao construida a partir de um pardmetro infinitesimal £ cuja estrutura é seme-

lhante 2 eq.(2.16).

2.5 Integral de Trajetéria para Quérmions

Vamos agora construir a integral de trajetéria sobre os campos quermidnicos introduzidos
neste capitulo. Isto serd usado na préxima secio quando definirmos o funcional gerador
e calcularmos o propagador quermiénico. O que desejamos fazer aqui é integrar sobre as

varidvels quermiénicas ¥ que obedecem 3 relacéo

PP = g2h(Dyp(1) (2.25)

3 =g, (2.26)

Como vimos quando estudamos as varidveis de paragrassmann, as condicoes de linearidade

e invariancia translacional nos impéem a condico [35]
/ dp@ " = §, 20, (2.27)

onde o € uma constante determinada por normaliza¢do. Para integrarmos sobre as duas

variaveis, () e @), a medida invarjante é dada por
[d] = CF gp) g2 (2.28)

A normalizagio da integral acima pode ser determinada se impusermos como resultado

da integral ¢-gaussiana

I= f [d) exp[CE (P )] = 1, (2.29)
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Expandindo a exponencial, apenas o termo quadréitico restara, e teremos

a= /2. (2.30)

Desta relagido torna-se evidente que

[1a0exp (€O 4@ 0,50 = 012, (2.31)

Definida esta integral, vamos construir agora uma integracdo funcional sobre duas
varidveis quermidnicas em “pontos” diferentes (ou seja, P ) , ¥, W) e 1/;;;(2)). Es-

crevendo a medida de integracdo como [di], a integral sera da forma
I = f [dy] exp (X), (2.32)

com

X =X, + Xz = 1P A9 D + 45, A5, (2.33)

onde A,, a = 1, 2, sdo escolhidos de tal maneira que cada X, pertenca ao setor zero, para
que a exponencial faca sentido, e em geral eles serdo o produto de um c-numero, a, com

algum fator tipo-cociclo C.

Precisamos ainda definir as relagdes de quomutacdo entre diferentes campos 3 ) ¢

2. Nés as escolheremos como sendo

[1[,2.(1)’ Ib{(?)}q =0 sem soma sobre i,

i@, .9, =0  ij=1.2 (2.34)

Com esta escolha, torna-se facil determinar quais os cociclos necessarios para que cada

termo X, pertenca ao setor zero.Os A, sdo

A= 610(5)20(11’2(]))0(1[’2(2))2a
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Az = a;CO" O (g, ) O, 2, (2.35)

onde C(A)A = gAC(A), ou seja, o fator tipo cociclo C(A)

g-conta o campo A.
Necessitamos ainda determinar qual é a medida invariante. Para isto, vamos multi-

plicar todos os cociclos aparecendo em A, e Aj, obtendo

(] = CIC (2 M) C (152320 (351 D) O (11 Y2, (V) gy By D g, @

(2.36)
Com esta escolha a medida pode ser dividida em duas partes,
[dﬁb] = [d¢l][d¢2]= (2-37)
onde
[dthi] = C1C D) O (1,2 2dip Dt ), (2.38)
com z # j, e cada [dy;] é invariante. Com esta medida temos
I = /[d@b] exp (X1 + X3) = a:% ap” (2.39)

Podemos ver que a eq.(2.33) pode ser escrita em uma forma matricial onde A € uma

matriz diagonal, com coeficientes a,. Neste caso, podemos reescrever a eq.(2.39) como

I = (det A)%. (2.40)

A generalizagio para N > 2 segue de uma maneira aniloga. Tomamos o quomutador
dos campos como sendo

[¢i(1)1¢i(2)]q =0 i = 1,2.

..,V (sem soma sobre i),

8™ =0 ii=12. Ni<jim=1,2, (2.41)
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onde X neste caso é dado por

N N
X = z Xa = Z ¢Q(Z)Aa¢a(1)7 (2'42)
a=1 =]
com
2 N
Ay = a0 T Cs™)C ()2 (2.43)

p=1,04a

Os cociclos da equacdo acima podem ser entendidos da seguinte forma: a primeira
parte dos cociclos, C®”, ¢ introduzida de tal maneira que tenhamos objetos comutantes
para o mesmo « { mesmo ponto no limite continuo), enquanto que a segunda parte
ng:l,ﬁ#a C(z,b,@(l))C(v,b,g(z))z, faz um termo comutante para cada valor de o com todos os
outros possiveis valores { pontos diferentes no limite continuo).

A medida passa a ser dada por

N
[dy] = I] [d¥al, (2.44)
=]
com
N
ldga] = C" I Cloe™)C(86?) dipe M dpe®, (245)
8=1,0#a
de tal modo que teremos para In:
N
Iy = [](aa)® = (det A)*. (2.46)
=]

Como estamos considerando uma generalizacdo das varidveis de Grassmann, este pode-

ria ser um resultado esperado, ja que da relagdo (2.27) podemos ver que
/ dypd"™ = bn -1, (2.47)

e a integral ¢-gaussiana se comporta como

f [d) exp (HAY) ~ (det A)+D), (2.48)
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com 0 limite correto para k£ = 2.
Analogamente ao caso de férmions , podemos generalizar a eq.(2.46) para um nimero
infinito de graus de liberdade obtendo desta maneira uma integral de trajetéria para a

agao quermionica.

2.6 O Gerador Funcional e o Propagador Quermio-
nico

Passaremos agora a escrever o Gerador Funcional para os quérmions ¢ posteriormente
calcularemos seu propagador. Iniciamos introduzindo as fontes J( e J@, que serio

acopladas aos quérmions. Vamos escolher seu quomutador como sendo
[J(l)a J(z)]q =0,

(79,40, =0, (2.49)
[¢(2), J(i)]q =0,

com ¢ = 1,2.

O Gerador Funcional pode ser escrito como
Z[JW, J@)] = /i\f Jidlexp [z [ (4P p Ay

+ 2CEC(JEN 22 g1 4 q20(s)C(J(1))2J(2)¢(1))] , (2.50)

onde A é um operador que deve ser inversivel (A = 8., se considerarmos a agio dada
por eq.(2.19)). As poténcias em ¢ e 0s cociclos nos dois tltimnos termos sio fixadas pela
imposicdo da condicio de realidade e pelo fato que eles devem pertencer ao setor zero.

Vamos agora seguir o truque usual para calcular esta integral. Primeiro, escrevemos o
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integrando do argumento da exponencial em eq.(2.50) como sendo
QW p®) = o (H® + ) A1 + M) + X, (251)
com

otV = qzc(stc(J(Z))A‘lj(l),
he!® = OO o(JWY 7 41, , (2.52)

X = —g?C(IV2C(J) 7D 41 J ), (2.53)

Como X comuta com todos os campos e fontes (e também com a medida), podemos
tird-lo de dentro da integral, restanto apenas a integral ¢-gaussiana que j& discutimos na

secao anterior. Normalizando Z de tal forma que Z{JM) =0, J® = 0] = 1 obtemos
N = (det A, (2.54)
e Z se torna
Z[0W, 7O = exp (qZC(J(l))zc’(J(z)) / d%;Jf?)A-IJ(U). (2.55)

A funcédo de dois pontos é definida por

<) >= o { [0 exo ( | igu,v))}

JEH =0

6‘2
5TD()5TP(z)

= CIC(J@)2C () F(IO, 1) (2.56)

J{O:O

com

F(JW, J®) = exp (qi’c(sfc(ﬂ”)?cu@)) f dsz“)A‘lJ(”). (2.57)
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Calculando as derivadas, obtemos
<Ny (y) >= FFCYA (@ —y). (2.58)

No caso da acdo para quérmions livres dada pela equagio eq.(2.19), A = 8, e o
propagador se torna
q2c(s)

@ (2 VD (y=) > L
< ¥ = L (2.59)

Podemos interpretar esta expressao como uma extensao do propagador fermionico, pois

no limite £ = 2 (ou ¢ = —1), obtemos o resultado para o propagador fermionico, j& que

neste caso 08 cociclos sao o operador identidade.



Capitulo 3

Formulacao no superespaco

Nos capitulo anterior, desenvolvemos um modélo em que as coordenadas sio quomutantes,
e fomos capazes de construir a¢Ges para estas coordenadas. Vimos também que estas agdes
sao invariantes perante transformacoes cujo parametro infinitesimal também é quomutante
e que as caracteristicas destas transformacoes sdo tais que elas se assemelham a trans-
formagoes de supersimetria. Torna-se natural, portanto, nos perguntarmos se é possivel
construir um formalismo de superespago para estas transformacoes. Nosso objetivo neste
capitulo é respondermos (positivamente)  esta questdo. Seguiremos aqui um paralelo com
o que se faz quando se mtroduzem os conceitos basicos da supersimetria, comecando com
a introdugido das coodenadas do super-espaco e translagoes envolvendo-as. Isto possibili-
tard a determinagao da representacio operatorial do gerador destas translagdes ¢ também
definir a derivada covariante e, com esta, agées envolvendo supercampos apropriadamente

definidos.

31 O g-Superspaco e 0s g-Supercampos

Ja que nossa estratégia € seguir os passos da supersimetria, iniciaremos retornando as

translagdes no superespaco parametrizado por uma coordenada bosénica ¢ e outra para-

55
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grassmanniana #, introduzidas no capitulo anterior

¢ = 8+e,

t = t44%0%, (3.1)

onde o parametro infinitesimal ¢ pertence ao setor um.

Neste caso, o quomutador

[E,g]qc = O, (32)

e a condigdo de realidade das coordennadas paragrassmannianas determinam o apareci-
mento do fator ¢“. Notemos que anteriormente fixamos C = 1. Deixaremos esta escolha
em aberto inicialmente, mas tomaremos tanto C quanto outros fatores deste tipo que
aparecerdo abaixo como numeros inteiros, o que limitara seus valdres a 0, 1 ou 2.

Introduzido o g-superespago (%,8), o nosso préximo passo sera escrever uma funcio
destas varidveis. Como no caso supersimétrico, vamos iniciar expandindo esta fungio em
uma série de Taylor na coordenada quermiénica #, e naturalmente esta expansio serd
um polindmio de grau dois (para o caso genérico em que §* = 0, o polindmio vai até a
ordem k —1). A dnica diferenca entre o supercampo introduzido aqui e os elementos da
dlgebra Paragrassmanniana introduzidos na se¢do 1.5 é que os coeficientes da expansio
do supercampo sao fungoes reais do tempo, € nao numeros complexos.

Vamos considerar um g-supercampo cuja componente independente de 8 seja a coor-

denada bosbnica z(t). Neste caso
X(t,0) = 2(t) + ¢ 6 pA(t) + % 0% pO(1). (3.3)

Sendo a coordenada z(t) uma fun¢io comutante, por homogeniedade o g-supercampo
X (t,8) também o €, fazendo o mesmo papel que o de um campo escalar. Os campos com-
ponentes ¥()(¢) sdo os parceiros g-supersimétricos da coordenada x(), e suas dimensdes

de massa sio )] = —1.
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Com as relagbes de quomutacgio

[, @] . =0,
[93 r(lb(j)]qf - 07

le,$],s = 0, (3.4)

garantimos que X é um supercampo real.
A transformagao infinitesimal (3.1) induz uma variagdo no g-supercampo X(0,1¢) da

forma

X(0,¢) - X(0,) =AX = QX, (3.5)

e a realizacdo operatorial do gerador de transformagdes g-supersimétricas @ pode ser
obtida fazendo uma expansdo em série de Taylor do lado esquerdo da equagdo acima. A

partir das translacbes no superespaco podemos escrever

0X | 0, p0X

g ¥y — — o 2C .52 .
X(0,t) — X{6,1) €50 4+ ¢l 5 (3.6)
fazendo com que tenhamos _
0 4
— 2092____ il
@=q 5 + 50 (3.7)
Notamos entdo que o gerador estd no setor dois, e sua dimensio canénica ¢ [Q] = 3.
Um célculo direto mostra que
QP=-8, (3.8)

o que significa que o gerador de transformactes g-supersimétrica € a raiz cubica das
translagbes temporais, generalizando o resultado da supersimetria em que o quadrado do
gerador é proporcional 3 Hamiltoniana.

Calculando explicitamente o lado direito de (3.5), obtemos para a variacio de X

AX = gPep® — @PPHHChey) 4 P2, (3.9)
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Como o supercampo X (%,0) é real, vamos exigir que sua variagdo também o seja. Esta

condi¢do nos dé as relagdes

,3+BQ=D2
B+ Bi+242C+2D1=0

a=2C (3.10)

De (3.9), podemos comparar as poténcias em # e determinar quais sdo as transformacdes

sofridas pelas coordenadas componentes de X, as quais serao

Az = ¢Pep?),

A¢(2) — __qu2+231+2+06¢(1)’

AtV = ¢Brt20cg (3.11)
Também as variagdes destas coordenadas devem ser reais, implicando nas relacdes

48+B2:D25
2B+ 3+2B,+2+C = Dy,

Bi+a+20=0. (3.12)
As condigOes(3.10) e (3.11) sdo satisfeitas se tivermos as relagdes

&_—“20‘—‘232:31

Dy =D, +1, (3.13)

0 que nao fixa completamente as relagbes de quomutacio entre as diversas variaveis do
problema, visto que temos a nossa disposi¢do dois coeficientes. Escolbendo o = Dy =

1, todos os outros coeficientes que aparecem em (3.13) ficam determinados. Com esta
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escolha, a translagio no g-superespaco fica

O =0+¢
' =1+ qb% . (3.14)
Enquanto o ¢-supercampo se torna
X(t) =z + 0 + @2V (3.15)
O gerador da ¢-SUSY
Q = ¢8°8, + 9, (3.16)
gera a transformacio emm X
AX = qet%z + g?ep® — qegyp®) (3.17)

cujas variacOes em componentes serdo

Az = g?sp(?)
Ay =gz
AP = gep® (3.18)
com as quomutagdes
ed = ¢*0¢

gypl) = qj¢(j)9
e = gyl
PpMp(2) = g2y, (3.19)

A dltima equacio é uma escolha, ndo uma imposicio, e recupera as mesmas relagbes de
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quomutacao utilizadas no capitulo anterior.

Notemos que, apesar das transformacdes acima possuirem a mesma estrutura que as
apresentadas no capitulo 2 (confira eq.(1.15)), temos a diferenga que aqui nio aparece o
fator tipo cociclo para corrigir a estatistica das coordenadas. De fato, embora todas as
variagOes sejam reais, a variacdo de uma coordenada nao se comporta em geral como ela
propria sob relacdes de quomutagio com as outras varidveis.

Tendo escrito as transformacoes no ¢-superespaco e a variagao do g-supercampo, nosso
proximo passo sera escrever o operador derivada covariante, ou seja, um operador que

obedeca as relagdes

[D s Q]q =0,
D(AX)=A(DX). (3.20)

Poderiamos tentar determinar um operador envolvendo os mesmos operadores difer-
enciais que aparecem no gerador da ¢-SUSY, ou seja, tomarmos D = ¢*828; + aq®0,,
(a,8 =1,2,3;¢ € C). Entretanto, podemos mostrar que nao é possivel encontrar um
operador desta forma que quomute com ). O unico operador com a forma acima que
obedece a segunda das e€q.3.20) é o prdprio gerador da g-susy, e este naturalmente nio
tem como obedecer & primeira das equagdes (3.20).

Para que possamos construir a dertvada covariante vamos lancar mao do fato que
quando definimos as variaveis de Paragrassmann, definimos dois operadores diferencias
diferentes, @ e 5. Utilizando este segundo operador diferencial podemos mostrar que o

operador

satisfaz as condigoes (3.20).
Da mesma forma que na supersimetria, os campos componentes podem ser definidos

projetando o supercampo em diferentes setores utilizando-se a derivada covariante e
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tomando-se § =0

X‘G:O = I,
-DX[9=0 = ¢(2)5

D*X|pmg = —yp, (3.22)

De agora em diante, deixaremos de indicar explicitamente a condicio 8 = 0.

Tambeém é ficil observar as seguintes relagbes entre D e @

-Dl = qZQ-Ia
D*.| = ¢@Q%.|,
D = —o.] (3.23)

Além do g-supercampo bosénico definido anteriormente, podemos também definir g-
supercampos pertencentes aos setores um e dois. que fardo o mesmo papel que o super-

campo fermiénico na supersimetria. Suas expansdes em f§ serdo

AW =31 494 4 g622, (3-24)

(1) = ¢ 4 ¢V 4 9°F (3.25)

onde os superscritos indicam o setor ao qual o campo pertence, e as relagoes de quomutagio
das componentes quermidnicas com ¢ e  sdo as mesmas que as dadas em (3.19), trocando-
se (1) e 1(2) pelor respectivos campos do mesmo setor. Estes dois g-supercampos sio
reais.

A dimenséo do g-supercampo Z(? sera tomada como sendo £, fazendo com que [¢(?))] =
[$(3)] = %, e com esta escolha notamos que sua componente bosénica F é adimensional.

Esta é uma indicacao de um fato que veremos em breve, que F' é uma coordenada auxiliar.
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Ja a dimenséo do g-supercampo AV tem que ser olhada com um pouco de cnidado,
pois se a escolhessemos como sendo %, terfamos uma dimensio de massa negativa para
o campo componente A(?) (A(?) teria que ter dimensio 3, devido & presenca do termo
quadrético em #). No contexto de mecinica cldssica que estamos considerando aqui, isto
poderia ndo ser visto como um problema real. Entretanto, dimensdes negativas nio sio
aceitaveis em uma teoria de campos. J4 se preparando para uma possivel formulacdo de
teoria de campos da g-supersimetria, vamos tomar todas as coordenadas com dimensio
positiva. O termo mais alto na expansio de AV é um campo do setor dois, e campos
deste setor que definimos até agora possuem dimensio % O mesmo pode ser obtido aqui
se tomarmos a dimensio de A(Y) igual a %. Esta escolha, porém, fard com que as equacdes
de movimento para seus componentes quermidnicos sejam diferentes que a dos outros
¢-supercampos, COmo veremos na proxima se¢io.

A variagdo g¢-supersimétrica destes supercampos pode ser determinada através da
atuacdo do gerador ). Comparando as poténcias em ¢, podemos determinar as trans-

formagdes das coordenadas componentes, que serao, para as de A1)

AXY = g4,
A4 = —g? 2,

AXD = ged(D), (3.26)
enquanto que para as de =(?) serdo

AED = get),

At = ¢F,

AF = @%£®)
(3.27)
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3.2 Superacoes

Nosso objetivo nesta secdo ¢ fazer uma discussio geral sobre a¢des para os g-supercampos
introduzidos anteriormente bem como dar alguns exemplos, em particular determinar
acoes cujo setor comutante descrevam uma particula livre e um oscilador harmdnico.

Em geral, uma agio para um g-supercampo genérico ® deve ser da forma
S= / dtdo P(®,d, DD, D?®), (3.28)

onde o polinémio P em ¢ e suas derivadas covariantes deve comportar-se sob relacdes de
comutacdo como #?2, pertencendo ao setor dois, j4 que [df = 4%, e S é escalar. Como

a medida de integracao tem dimensio de massa 3! e no sistema natural de unidades

(¢ =h =1) S deve ser adimensional, a dimenséo de P deve ser 1.
Se compararmos a expressao para a derivada covariante e a integracdo em 6, podemos

notar a relacio

/ 6 = D7, (3.29)

fazendo com que a integral em @ possa ser escrita apenas em funcio da derivada covariante.

Vamos agora fazer a seguinte transformagio na agdo
AS = / dtdo AP(®,d, DS, D*®), (3.30)

ja que o Jacobiano da transformacédo deve ser igual a um, visto que a transformacio em
0 independe de ¢. Colocando na eq.(3.29) e usando (3.5), chegamos & conclusio que S se

transforma em uma derivada total
AS = —qe /dta{Pj. (3.31)

e as transformacdes dadas pela eq.(3.1) induzem uma simetria da acio.

Portanto, para qualquer polindmio P, vemos que as transformacdes (3.1) induzem uma
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simetria da agdo. Resta, naturalmente, determinarmos quais $sa0 as possiveis acdes para
0s supercampos introduzidos anteriormente.
Combinando-se as derivadas &, e D com os g-supercampos X, A e =, podemos formar

0s seguintes supercampos:
setor zero: X, X, DA, D?=
setor um: A A, D*X, D=
setor dois: =, 2, DX, D?A

Para construirmos agdes livres (ou seja, quadraticas nas coordenadas), qualquer com-
binacio de um g—-supercampo do setor zero com um do setor dois, ou entre dois do setor
um €, em principio, possivel. Pode ser necessdrio, entretanto, acrescentar uma constante
multiplicativa para que a agio tenha a dimenséio correta.

Entre todas estas possiveis agdes, vamos escolher alguns exemplos para analisé-los em

mais detalhe. Iniciemos com uma agéo envolvendo o ¢g-supercampo bosdnico X. A acao

livre para este campo é
&zfgjﬁwaﬁmwuy (3.32)

onde m é um pardmetro massivo comutante. Calculando-se explicitamente a integral
em 4, ou utilizando-se a eq.(3.29), podemos ver que esta a¢io tem a seguinte forma em

componentes

Srzmjﬁ(%?—&mm¢m>. (3.33)

que é a acdo que discutimos no capitulo 2.
A equacao de movimento das componentes, # = 1,[;(5;) =0 (y = 1,2), pode ser escrita

em termos do ¢-supercampo como

DX =0, (3.34)

Esta é de fato a equagio de movimento esperada para a agio (3.32), D¥D*X) = 0.

Como veremos a seguir, a equacao de movimento para cada uma das acdes apresentadas é
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aquela que um célculo variacional naive nos daria. Uma formulagio rigorosa deste calculo,
porém, apresenta uma série de dificuldades, e ndo existe até o momento.

Se calcularmos a variacdo g-supersimétrica da eq.(3.32), obtemos

dp)?
dt

ASx = qe f dt (3.35)

que estd de acordo com a variagdo da agdo em componentes mostrada no capitulo 2.

Uma outra acao que nos dé uma a¢io semelhante 3 esta é
= [ £Dx (3.36)
que se torna em componentes
Sx=73 / dt (& — @ + V@) (3.37)

a qual, a menos de uma derivada total na parte quermidnica, é a mesma que a anterior.
Naturalmente, as equagdes de movimento obtidas serio as mesmas em ambos 0s casos.

A acio quadratica para o g-supercampo A() é
Sy = __’;3 f dtdo (AWY’, (3.38)

Por conveniéncia, o pardmetro de massa fol tomada como sendo o mesmo que na agao

para X. Em componentes, esta agio é
m i2 3(2) ()
Sy = 5 dt (A% + 2 A9 N0, (3.39)
T, interessante notar que a equagio de movimento pata ON

AW =9, (3.40)
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se escreve em componentes como A = A6} = 0. Logo este g-supercampo também repre-
senta uma particula livre e suas coordenadas g-supersiméiricas, mas a equacio de movi-
mento obedecida pelas dltimas é diferente, sendo de segunda ordem no tempo, ao contrario

das coordenadas 1) que era de primeira ordem. A variacio de S é
A&=s/ﬁ§@9£. (3.41)
dt
Passemos agora a considerar a agdo quadratica para o ¢g-supercampo =%, Ela &
Se = ¢*m ] dtdf (DED)?, (3.42)
Em campos componentes, a agao se torna
E:jﬁ(@@%m_pﬂ. (3.43)
A equagdo de movimento para (3.42) é
D= (3.44)

implicando F = ¢U) = (0. Assim, como haviamos antecipado na secio anterior, a compo-

nente bosonica F' é uma coordenada auxiliar. A variacido de Sz é
A&:-&m/ﬁ%mﬂ (3.45)
Os supercampos X e =) podem ter uma acio quadritica com um termo mixto

S:mwfﬁwxﬂﬁ (3.46)
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1

onde w tem uma dimensdo de massa™', que é escrita em componentes como

S = mw ] dt (Fa+g"ME® + gpe®) (3.47)
Se somarmos as agdes (3.32), (3.42) e (3.46),
Sog = Sx + 5=+ Sx=, (3.48)
vemos que sua parte bosonica serd
Sox = /dtm(%i:z—l- —;-F2 +wFz), (3.49)

Calculando a equacdo de movimento do campo auxiliar F' e reinserindo na agao ela se

torna

Se = ] dt [%mxz — %mw&::’] , (3.50)

a qual € a a¢do para o oscilador harménico.



Capitulo 4

Construcao Anionica para a

Algebra Sl(q 8) (2)

4.1 Anions no Continuo

Anions sao particulas, que existem apenas em duas dimensdes, cuja estatistica é arbitraria.
Como veremos com um pouco mais de detalhes a seguir, isto ocorre porque o espago de
configuragdo de um sistema de N particulas € infinitamente conexo em duas dimensdes
(d = 2) mas duplamente conexo em dimensodes superiores, (d > 2}, gerando neste caso
apenas as estatisticas bosonica e fermionica.

A nocao de estatistica estd relacionada com o sinal que uma funcio de onda de N
particulas idénticas ganha quando quaisquer duas particulas tém a posicao trocada entre
sl. - 5S¢ tomarmos duas particulas idénticas e movermos uma em torno da outra de um

angulo ¢ teremos

¥'(1,2) = e"®¥(1,2), (4.1)

onde a fase e¥® é a estatistica da particula e seu significado é melhor percebido se trocar
mos as particulas de posi¢io movendo a segunda de um angulo x em torno da primeira
e depois transladando o sistema como um todo. Notemos que no plano (d = 2) existern

duas maneiras independentes de movermos 2 em torno de 1, no sentido horério (—=}ou

68
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anti-horario (+m).
Porém, se d > 2, as duas situagoes sdo idénticas, j& que podemos mover a trajetdria
da particula 2 para "fora” do plano. Sendo as duas situagoes idénticas, teremos que

identificar as fases,

et = 78, (4.2)

mostrando que » = 0 ou v = 1 (médulo 2), levando a uma fungao que é ou totalmente
simétrica (v = 0) ou anti-simétrica (v = 1).

Esta diferenga nos mostra uma das caracteristicas mais importantes da estatistica em
duas dimensoes: ndo basta apenas indicarmos quais os estados inicial e final do sistema,
mas temos que informar também qual foi 0 modo pelo qual o sistema foi levado de uma
configuragdo para outra.

Do ponto de vista da topologia do espago de configuragio, a diferenca se d = 2 ou
d > 2 pode ser vista da seguinte forma. O espago de configuragio de um sistema de N
particulas idénticas em d dimensdes é

(RY)Y — A

4
Miy = e (4.3)

onde A € o conjunto de todos os pontos de (Rd)N com pelo menos duas coordenadas
iguais, e Sx é o grupo de permutagao de NV objetos. O motivo pelo qual retiramos A é
que ndo permitiremos que duas particulas ocupem a mesma posicdo, independente de sua
estatistica. A ndo exclusio de A levaria apenas & estatistica bosdnica [36]. Retiramos
também Sy porque, sendo as particulas idénticas, duas configuragdes que difiram somente
por uma permutagao devern ser identificadas como o mesmo estado fisico. A topologia de
M4y depende do niimero de dimensdes considerado. O grupo fundamental 7, de M%y é,
para d > 2, o grupo de permutagdo Sy, mas se d = 2 ele se torna o grupo de tranga (braid)
By. Isto significa que enquanto bdsons e férmions sdo as representagdes (abelianas) do

grupo de permutacio, anions sio a representagio do grupo de tranga.

Para entendermos o surgimento do grupo de tranca mais formalmente, vamos calcular
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a amplitude de probabilidade para que um sistema de N particulas evolua de uma dada
configuracac ¢ num tempo ¢ para a mesma configuragao num tempo ¥’ posterior (um loop
no espaco de configuragio) [36]. De acordo com o formalismo de integral de trajetéria
para a mecancia quantica, esta amplitude é calculada através da integral sobre todos os

caminhos fechados de M?y que contenham o ponto ¢,
K(g,t,t) = f Dger J4Ean ) (4.4)

onde £(g(7),¢(r)) é a Lagrangiana do sistema. Dois loops serdo considerados homotopi-
camente equivalentes (ou simplesmente homotdpicos) se existir uma deformacio continua
que leve um no outro. Podemos entdo agrupar estes loops por classes de homotopia, e o
conjunto de todas as classes é o grupo fundamental m;. Cada elemento de 7 é o conjunto
de todos os loops homotdpicos.

Chamando de « cada elemento do grupo fundamental, a integral (4.4) pode ser calcu-

lada somando-se sobre « e integrando sobre os elementos de cada classe,

K(gt,t)= 3 x(a) f Dgg et/ 4rEaAO), (4.5)

aEm (M)

Os coeficientes x(a) sdo os pesos para cada classe de homotopia, e estes em principio
podem ser diferentes para cada classe (de fato, se tomassemos o mesmo peso para todas
as classes teriamos apenas a estatistica bosdnica [36]). Para que possamos interpretar

K(q,t',t) como amplitude de probabilidade, ela deve obedecer a regra de composicao
(¢t 0,8) = [ K ("854, VYK (d ¥ 0,9), (4:6)
implicando na condigio para x{«)
x(onag) = x(a1)x(az), (4.7)

ou seja, x(a) deve ser uma representagao unidimensional do grupo fundamental m;. Para
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d=2 n{M?*y) = Bn.

O grupo de tranga (infinito) By é gerado por N — 1 elementos (01,09,...,05_1). O
elemento o7 representa a troca da particula que estd na posicio I pela que estd na posicio
I + 1 e vice-versa, numa dada orientagdo, que aqui fixaremos como sendo a anti-horaria,
mantendo todas as demais particulas nas mesmas posicoes.

1

O elemento inverso o7~ € aquele que troca as mesmas duas particulas, mas na ori-

entagio contrria a de g;. Os elementos de m (M 2 ~) obedecem &s relacdes
TIO[410] = O[41010 41, (4.8)

paral=1,2,....N—-2e

ooy = 0407, (4.9)
para [[ —J| > 1.
A representacdo unidimensional de By é dada por
x(or) =™, (4.10)
onde v é um mimero real, 0 < v < 2. Para um elemento genérico o de By teremos

x(a) = em7Pe (411)

onde £, é a diferenga entre o niimero de mudangas no sentido anti-horario e horario.
Notemos que o;2 # 1. Caso tivessemos a igualdade, os 1inicos valores possivels para v
seriam ¥ = (0 ou v = 1, e teriamos o grupo .de permutacao.
Com a descricdo acima das representacoes do grupo By, podemos escrever para a

amplitude de probabilidade

K(g,t# )= Y el f Dgqet JarElanam) (4.12)
acw (M5}
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Para escrevermos esta expressao da forma que mais nos interessa, vamos introduzir a
funcéo Or;(t), o a&ngulo com que a particula I vé a particula .JJ em relacio a uma dada
linha de referéncia, digamos a linha que nasce na posigao da particula 7 prolongando-se
até o infinito na coordenada x do plano cartesiano {z,y), no instante ¢. Pode-se mostrar

que

> 0u(t) = > Op(t) =nr, (4.13)

I<d I<J
onde n é um inteiro. Este resultado estd de acordo com o caso de duas particulas que
vimos anteriormente. O significado deste resultado € que para sairmos e retornarmos a
mesma configuracio é necessdrio um numero inteiro de trocas de duas particulas, e cada
uma delas contribui com +7, dependendo do sentido em que é feita.
Quando movemos a particula K em torno da K + 1 no sentido anti-horario, todos os
angulos permanecem os mesimos, com excessdo de Ox g1, que muda por um fator =, nos

permitindo escrever

x(ox) = ™™ = e7#Oxrt = WY A%y (4.14)

com

AQK ;= 0F () — 05 1(t) = 761460 K41- (4.15)

Generalizando este resultado podemos escrever

X(Or) = e_i”ZKJ(@G”(H)"OGUU)), (4.16)

ou seja

(@) = el e, (4.17)

Isto nos permite escrever para a amplitude de probabilidade

K(g,t't) = Z fanerl;fdf[l:(q(T),d(T)—hu%@“u(f)]_ (4.18)

oEm (Mdy)
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Agora, todas as classes o possuem o mesmo peso (um), tipica situagio em que estamos
considerando particulas bosonicas. Entretando, a Lagrangiana do sistema nao é mais

apenas a inicial, mas sim

d
= —— — @ .
Lg=L ﬁyd‘r@ L, (4.19)

onde o segundo termo nio contribui para as equagdes de movimento e outras propriedades
dinamicas locais, por ser uma derivada total.

Se escrevermos

vV=1+uv, (4.20)
teremos
! d o
Lr=L —hy 3'1—_@ IJ, (4.21)

e a amplitude de probabilidade fica dada por

K(gt,t)= 3 (=1)F ] Dager f ¥t (4.22)

aEm {MdN)

e agora como cada classe contribui com um sinal de acordo com a permutacio estamos
tratando de férmions. Concluindo, vemos que anions podem ser tratados como particulas
que localmente se comportam como bésons ou férmions, mas cuja acao possui um termo
topolégico, cujo efeito {global) é modificar a estatistica para aquela anidnica.

Vamos mostrar agora como podemos realizar esta interacio estatistica através da
introdugao de um campo de Chern-Simons. Iniciamos tomando um sistema de NV férmions
nao relativisticos de massa m e carga e num plano. Chamando suas coordenadas de 7} e

suas velocidades v, tomamos a aciao deste sistema como sendo
1 -2 ~t —
S == [dt (Em'U[ —-V(r, ...t ), (4.23)

com V(ry,...,rx) um potencial dado. Este sistema possuil uma corrente conservada 7%
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cujas componentes sd0

Acoplando esta corrente minimamente com um campo de calibre A,

St = [ 1% Aa,
e tomando como acao para A, a acdo de Chern-Simons
Sos =5 j PP A,05A,,
a acdo total S = Si.¢ + Sint + Ses é escrita como

5= [a [((z T+ S AR ) - —Ao(m,t)) +

_gjd% (B(,1) x A(Z,1) + 40(7,1)B ,t]

onde B e F sao os campos magnético e elétrico respectivamente.

Variando S em relagio a Ap, obtemos a relagio

B = _Epa
K

mostrando que cada particula de carga e carrega também um fluxo magnético.

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

Fixando o calibre por Ag = 0 ¢ 8;4° = 0, podemos resolver (4.29) para as componentes

do potencial Ai(&)
AF) =Y AT (R, () =

I

(4.30)
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com
AII r{t),..., (1)) = < eij—"—*—r_'fl er . 4.31
( 1( ) ( )) T JX:I ITI TJ,2 ( )

com € o tensor completamente antissimétrico, e!? = 1. Esta expressio pode ser reescrita

cOoIno
AL(F), () = =22 Y 0y (4.32)
27K 81",‘[ J£I 2
com
®;; = arctan (w) . (4.33)
™I T
Com isto, 5 fica escrita como
1 —0 62 — s aOIJ
5= /dt (gmvl - 271_*—5:‘2[: (UI - 'v_]) a?"i[ ) y (434)

e, se observarmos que o termo que aparece na somatoria é a derivada temporal da fungio

©1s, podemos escrever para S

o 1 2 62 d@_r_]

que é da mesma forma que (4.21), com a identificagio

2
: e

VvV = —
27K

(4.36)

Os mesmos resultados podem ser obtidos se considerarmos um campo de matéria
fermidnico 1(x,1) de massa m e carga e acoplado a um campo de Chern-Simons com agio

dada por
S = f o '[iszDoqp + 5%1/;* (Di? + Do) + ge“ﬁ’AaaﬁA,, , (4.37)

onde D, = 3, + ieA, é a derivada covariante, que fornece o acoplamento minimo entre o
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campo A, e a corrente conservada j“ de componentes

' =p=19%, (4.38)

J = o (9D — (D)), (4.39)

Variando S com respeito ao potencial A, obtemos as equagoes
P Pp A, = %j" (4.40)
e tomando a componente & = 0 desta equacio obtemos a relacao

B=-2p (4.41)

K

a qual tem a mesma forma de (4.29). Impondo a condigio 8A' = 0, podernos resolver

(4.41) e determinarmos as compontentes do potencial A*(z) como sendo

A() = j Py0(x - y)aly), (4.42)

onde a funcao dngulo © é dada por

T2 — Y2
1 — ¥

O(x —y) = arctan (4.43)
com X = (&1,&2) e a mesma decomposi¢do em componentes para y. Entdo neste caso
as componentes espaciais do potencial A, sdo um puro calibre. Notemos que a funcao
O(x,y) introduzida acima é exatamente a defini¢io usual de adngulo entre os pontos x
e y; e sendo assim é uma fun¢io multivalorada. Para que ela seja univalorada, torna-se
necessario um corte no plano. Quando necessario, consideraremos que este corte estd no
eixo & negativo, e que o angulo é medido a partir do eixo z positivo. Com isto, teremos

-7 < O < 7, com a relagio
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O(x.y) — O(y.x) = 7 sgn(zy,y2) se mz#yz,/ (1.44)

™ sgn{x1,y1) se Tz =ys.
Vamos mostrar agora que a componente temporal do campo de calibre também é um

puro gauge. Para isto, retornamos a (4.40) e tomamos as componentes espaciais, que sio
e .k
GiAo — BbAi = €] (4.45)
e aplicando &; e usando que §;4' = 0 podemos escrever para Aq

Aofz) = ~5~ [ dyB(x - y)aup(y). (4.16)

2Tk

Podemos escrever as equagdes (4.42) e (4.46) de forma covariante,
A, = A, (8.47)

COIn

Ae) = 5 [ #yO(x - y)ply). (1.48)

Dado que a funcdo angulo ©(x —y) é multivalorada, o mesmo ocorre com A(z).
Ja que o campo de calibre A, é um puro gauge, podemos remove-lo completamente

via a transformagao

A!a = A, — aaA (449)

que faz com que o campo de matéria ¢ se transforme como
P(a) = 4 y(z). (4.50)
Com esta transfomacao de calibre, a acdo se transforma em

5 = f Pz [i¢'*ao¢’ + 5};1&’*(61 + az)%b’] , (4.51)
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que nada mais é que a a¢do para uma particula livre. Entretanto, a presenca do campo
de Chern-Simons pode ser notada quando analisamos quais sdo as relagdes de comutacio
entre o campo de matéria ¢’ e seu conjugado. Para observarmos este efeito, tomemos as

relagbes de anticomutagio para os campos de matéria originais

{1(x), ¥'(y)} =0,
{v(x),¥(¥)} =0,
{#1(x),¥(y)} = 8(x—y). (4.52)

Usando (4.50) e a definicdo de A(x), podemos determinar as relagbes equivalentes para

os camnpos ap6s a transformacgio de calibre, por exemplo
Y (xW'(y) = —e OOy (v ) (). (4.33)
Se nos recordarmos da relagdo (4.44), e usando

q = e'°", (4.54)

podemos escrever

P (x)P(y) = —¢7 ¥ (y)¥' (%), (4.55)
para To > ¥z ou Ty = ¥ e T1 > ¥y,. Caso contrério, obtemos a relacdo com a troca de ¢!

por g.

Em conclusdo, vemos que o efeito da introdugao do campo de Chern-Simons é mudar

a estatistica fermionica do campo de matéria para uma estatistica anidnica.
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4.2 Funcdo Angulo na Réde e Osciladores Anioni-

COos

Nesta secao, vamos rever a construgao de osciladores aniénicos definidos em uma rede
bi-dimensional quadrada (! cujo espagamento € um, como foi feito na ref.[17], que uti-
lizaremos nas proximas segoes.

Osciladores anidnicos sdo objetos intrinsicamente bi-dimensionals [38, 42] que inter-
polam entre osciladores fermionicos e bosonicos, construidos em uma rede quadrada Q2
através de uma construgio de Jordan-Wigner [43] que neste caso transmuta osciladores
fermionicos em aniénicos

Vamos comegar retornando a fungdo angulo #(x,y) do plano (x,y}, com x = (z,,z2)
ey = (y1,¥2) definida na secao anterior. Formalmente, ela pode ser definida a partir do

operador Laplaciano

0:0:G(x,y) =2n6(x —y) (4.56)
cuja solucdo é dada por
G(x,¥) =In(x —y). (4.57)
Se definirmos as fungdes
F(xy) = —€10;G(x,y), (4.58)
onde €'? = —€?! = 1, a fungdo #(x,y) pode ser definida como a solugao da equacio
0:0(x,y) = fi(x,y). (4.59)

De (4.58) e (4.59), é evidente que 8(x,y) satisfaz i equacio

IR06(x,y) = 278(x - ¥). O (460)
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Uma possivel solugdo para esta equagdo é

0(x,y) = arclg(2=22), (4.61)
n—a

Deste resultado é que vem o nome da fungio angulo, ja que a férmula acima é exa-
tamente a definicdo de angulo em duas dimensdes ( tangente = cateto oposto / cateto
adjacente). Entretando, esta solugdo é simétrica na troca x < y. Ela também é multi-
valorada, e torna-se necessario, para defini-la sem ambiguidades, escolher um corte para
ela (por exemplo, —7 < 8(x,y) < 7).

Vamos procurar agora construir esta mesma estrutura em uma rede quadrada {2 de
espacamento um. O primeiro ponto a ser ressaltado € o fato que, na rede, podemos definir

duas derivadas diferentes, uma para ¢ direita e outra para a esquerda

Bif(x) = f(x+1) - f(x)
Bif(x) = f(x) - f(x— 1), (4.62)

onde 7 é o versor na diregio 7 (i = 1,2, neste caso). Na rede, o operador Laplaciano
é dado pelo produto destas duas derivadas, de modo que a funcio G(x,y) fica definida

como aquela que obedece a equagao
8:B:G(x,y) = 2ré(x,y), (4.63)

onde §(x,y) agora é a fungdo delta na rede (6(x,y) = 1 se x = y, anulando-se caso

contrario). Seguindo o procedimento anterior, definimos a fungéo
Fx,y) = —€78;,G(x,y). (4.64)
Uma solugao para esta equacao €

Fixy) = d(x, ¥, x +1). (4.65)
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Nesta equagfo y* é um ponto da rede dual £, cujas componentes sio dadas por y* =
(n +1/2,y2 + 1/2). Portanto, o sngulo #(x,y* x + 1), é aquele pelo qual a ligagio
(orientada) entre os pontos x e x +1 é vista pelo ponto y*.

Em cada ponto x = (z1,22) da rede ) vamos associar um corte ~,, feito com bonds
da rede dual ) de menos infinito até z* = z + 0™ ao longo do eixo horizontal z, onde

o* = (%, %) é a origem da rede dual €. Denotaremos por X, o ponto X e seu corte associado

Ve

A fungao dngulo entre dois pontos diferentes x e y que pertencem 3 rede §) é denotada
por 0.,(x,y) e ¢ definida como o dngulo do ponto x medido a partir do ponto ¥*, que
pertence & rede dual § com respeito a uma linha paralela ao eixo positivo z.

Pode-se mostrar que [17]

0, (5,5) = Oy (y,x) = | "I 0w v (4.66)
T sgn{z1,y1) se Ty = ys.
De fato, para chegarmos a esse resultado é necessirio que desprezemos um termo que
depende da distancia entre os pontos x ey, que se anula quando eles estio muito distantes.
A solugdo deste problema que est4 diretamente relacionado com o fato de estarmos traba-
lhando na rede é considerar que a rede §) esteja inserida em uma rede A cujo espagamento
seja muito menor que um (o espacamento de ). Com isto, qualquer quantidade definida
em () ¢ vista como restrigio de alguma quantidade definida em A. No limite em que o
espacamento de A tende a zero, todos os pontos de §) tornam-se, do ponto de vista da
rede A, muito distantes entre si, e o resultado acima é obtido. Referimos a [17] para um
discussdo mais detalhada deste ponto.
A €q.(4.66) pode ser usada para introduzir em §} um ordenamento entre seus pontos,

que sera bastante 1til ao tratarmos com os osciladores aniénicos. Escolhendo-se o sinal
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positivo na eq.(4.66) define-se

Ty >y
X>y: ? 2 (4:.67)

T2 = Y2, T1 > Y1,

e com esta escolha a eq(4.66) torna-se
0, (xy)—0,(y,x)=7n se X>y. {(4.68)

Embora esta defini¢io ndo seja ambigua, a funcio 0.,.(x,y) introduzida acima nio é
tnica, pois ela depende da escolha particular que fizemos para os cortes v. Uma outra
escolha que podemos fazer é considerarmos os cortes &, feitos com bonds em £ de menos
infinito até *z = y — o, paralelo ao eixo z [17]. Com este corte § pode-se definir uma
outra fungio angulo O, (x,¥) a qual é o 4ngulo de x visto a partir de *y = y — 0*. Com

a ordem dada pela eq.(4.67) pode-se mostrar que
5. (x,y) — O5,(y,x) = —n se X >y. (4.69)

A partir de suas defini¢des, pode-se também determinar uma relacdo entre estes dois

angulos
— -7 se X>y
G5, (%,¥) = 04, (x,y) = (4.70)
: w se X<y,
e para qualquer X e y (mesmo se x = y) tem-se que
95, (y,x) — 0., (x,y) = 0. (4.71)

Pode-se usar estas fungdes 0., (x,y) introduzidas acima para definirmos osciladores
aniénicos, que sao relacionados por uma transformagio de paridade. Eles sio definidos

como

ai(Xa) = Ki(Xq)ci(x), ' (4.72)
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com @y = ¥y ou &, ¢ = 1,...,V; 0 operador de desordern sendo dado por

Ki(za) = expl(ip Y. O (x,¥)cl(¥)eci(y)), (4.73)
Yen
Y#x

e c;(z) sdo osciladores fermiédnicos, que obedecem & algebra

{e(x),eily)} =0

(4.74)
{a(h a(y)} = 6; 6(x,y),

e suas relagdes conjugadas hermitianas, que nés estaremos omitindo continuamente neste

capitulo. Na expressdo acima (X,y) ¢ a funcio delta em 9, i.e.

spey)=] 0 CFTY (4.75)

1 sex=y.

Os osciladores anionicos do tipo + obedecem as seguintes relacdes de comutagao gene-

ralizadas, parax > y

ai(xy)ai(y,) + ¢ ai(yy)ai(x,) = 0

ai(xy)al(y,) + gai'(yy)ai(xy) = 0, (4.76)

onde q = exp(irp). Para x =y tem-se

(ai(x,))? = 0,

ai(X)a:1(%y) + @i (¥ )ai(x,) = 1. (4.77)

Ent3o, como se vé da discussdo acima, osciladores aniénicos sao objetos hard core que
obedecem relacoes de g-comutacio em pontos diferentes da rede mas as usuais relacdes

de anticomutagdo no mesmo ponto.

As relagoes de comutagio entre osciladores anionicos do tipo § podem ser obtidas a
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partir das eqs.(4.76-4.77) trocando o fator ¢ por ¢~! e naturalmente os cortes v por §.
Isto € devido ao fato que os osciladores do tipo § podem ser obtidos dos osciladores tipo
¥ por uma transformacio de paridade, que muda o parametro de braiding de ¢ para ¢!
[44].

Relagbes de comutacio entre diferentes tipos de osciladores também podem ser calcu-

ladas, e obtem-se

{ai(xy),ai(ys)} = 0
{a"f(YE)vai(Xq)} =), (478)

{a;'(xs), aﬁ(yq)} — q(zya - Zy>x) CeT(Y)cz'(Y)_ (4.79)

Finalmente, devemos mencionar que diferente osciladores anidénicos (aqueles feitos com
diferentes tipos de férmions) anticomutam.

Com os osciladores definidos nesta secdo, todas as 4lgebras deformadas classicas podem
ser realizadas [45, 46]. Mostraremos adiante que algebras deformadas a dois parametros

também o podem, com um exemplo especifico, o de sl ,(2).

4.3 O semi-grupo Quaéntico sl ,(2) e sua Realizagao
nao Local

Comeo. j& vimos na introdugdo, as relagdes de comutacio entre os geradores da algebra

quéntica a dois parametros sl(,,4)(2) [47]

o, 7+] = L+,

(40 3=1, = s7Ydo — sj_jy = s~20(2j], (4.80)
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=17 pode ser obtida a partir da matriz R [49]

onde [z] = £=L

(¢ 0 0 o)
0 s 0 0
R= (4.81)
0 g—q¢' s 0

\0 0 0 ¢

que é uma solucio da equagio de Yang-Baxter constante
RizRi3las = RysRisRys. (4.82)
A estrutura de comultiplicacio da lgebra [47]

A(gs)™ = (gs)™ ® (gs)~,

A(jz) = (g5) ™ @ jx + jx ® (g571)™, (4.83)

Juntamente com as equagbes de compatibilidade convertem sl(, ;4(2) em uma bidlgebra.
Néo é possivel encontrar-se uma fun¢do antipoda para esta dlgebra, e portanto slig.0(2) é
mais propriamente chamado um semi-grupo quintico. No limite s — 1, 8l(4,5)(2) se torna
sl(9)(2)-

~Um fato inportante sobre sl ,)(2) é que as matrizes de Pauli sdo a sua representagio
fundamental. Portanto, sua representacio fundamental é a mesma que para a algebra
sl(2), e todas as suas outras representagdes podem ser obtidas a partir da fundamental pelo
uso das regras de comultiplicagdo dadas pela eq.(4.83), da mesma maneira que obtemos
as representagdes de su(2}), a partir da estrutura de comultiplicagio.

Vamos agora retornar a rede () introduzida na filtima segio e assinalar a cada ponto
X E {2 uma representagdo fundamental de sl(,,y(2) , seus geradores satisfazendo a algebra

local

[o(x), 7£(x}] = £jx(x)
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[ (%), - (30)]s = 5750 2jo(x)]. (4.84)

Como a representagdo fundamental de s, 5)(2) é a mesma que a de s/(2), a estrutura

g-deformada desta equagio € apenas formal, nés apenas a escreveremos desta maneira

para uso futuro.

Com os geradores locais jo(X), j+(X) pode-se definir

JO(X) == H$<x 1y ®_]0(X) & H$>x lz

e (%) = MPex (98)7°% © j (%) ® IS (57", (4.85)

dagui para a frente nos nao utilizaremos ¢ simbolo do produto direto) e os geradores
qul p p g

Ji = Z Ji (X)

xe

Jo =Y Jo(x), (4.86)

xel

obedecem 4 algebra de s/, ,)(2) , eq.(4.80), j& que eles sdo obtidos do coproduto iterado

da élgebra envolvente universal.

Os geradores Jo(x), J+(x) definidos acima obedecem &s relagdes de comutagio

[J6(x), J(¥)] = £6(x,¥) Ju(x)
V() -(¥)]=0 x#y
e (), -], = TT (g)0 0 i (x), 5 (3)]e I (9572, (4.87)

y<x Z>X

e as densidades Ji(x) obedecem as relagdes de braiding

T ()J4(Y) = ¢ J4(¥) 4 (x)
J_(x)J_(y) = 42 T_(y)J-(x), (4.88)

a qual poderia ser usada para provar que Jo, J+ obedecem & algebra sl(, ,)(2) eq.(4.80).
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Vamos agora usar as fungoes dngulo 6, (x,y) e O (x,y) introduzidas na dltima secio

para construir novas densidades néo locais Jo(x), Ji(x)

Jy(x) = H q_% x (%Y)ia(¥) g=200(¥) J+(x) Hq‘%avx (x,2)50(2) ;2o (2)

y<x Fox
J_(x) = H Q%G"x (x.¥)5(y) g=2o(¥) J-(x) H q%‘jéx (x,2)j0(2) ;~2do(2)
y<x aSx |
JO(X) = H ].y jo(X) le, (4-89)
¥<x Z>X

Usando as relagdes obedecidas pelas fungdes © e a élgebra local eq.(4.84), podemos
provar que estas densidades obedecem a relacio de comutacio eq.(4.87) assim como as

relagGes de braiding eq.(4.88) e entdo realizam a dlgebra si(, ;)(2), eq.(4.80).

4.4 Realizacao Anibnica de sl ,)(2)

Nesta segdo nds vamos mostrar como os osciladores anidnicos, definidos na segio (4.2),
com uma escolha particular do operador de desordem K;(x,), podem realizar, através
da construgao de Schwinger da algebra de densidades eq.(4.87) e as relagbes de braiding
eq.(4.87), e consequentemente também a. élgebra si(,,;)(2) dada pela eq.(4.80).

Vamos lembrar inicalmente que qualquer algebra de Lie cldssica pode ser construida
@ la Schwinger numa variedade {2 em termos de osciladores fermiénicos. Em particular,

para a algebra si(2) pode-se definir eﬁl cada ponto x da rede )

ir(x) = af(®)a(x)
jo(x) = } (at®)a(®) - af(x)e(x))

J-(x) = ex (x)ea(x), (4.90)

onde ¢;(x) s&o osciladores fermonicos. Estes operadores obedecem uma uma algebra local

de si(2)

lo(x), 5 ()} = £ 6(x,¥)jx (%)



- 88—

[+ (%), 5-(0)] = 2Jo(x) (%, ). (4.91)

‘Também aqui, geradores globais Ji, Jo podem ser definidos a partir das densidades

J:};(X), Jo(X),

Jyr = Z Ji(x)

J() = ZJ@(X), (492)

Xe

onde

Jo(x) = ] 1y jo(x) J] 1

¥Y<x Z>X
Ju(x) = T] 1y jo(x) T[] 1a, (4.93)
Y Z>X

e & facil ver que Ji e Jo obedecem a édlgebra sl(2). As representagdes de spin-0 e spin-1/2
da algebra local podem ser combinadas para gerar todas as outras representagées [17],
Como foi comentado na tltima se¢do a dlgebra s{,(2) pode também ser gerada a partir
da dlgebra de s{(2), bastando para isto mudar as regras de comultiplicagio. Do ponto de
vista da construcao de Schwinger, isto é equivalente a mudar os osciladores da eq. (4.90)

nos osciladores anidnicos introduzidos na secio 2. De fato com as escolhas das densidades

J1(x) = a1'(x)az(x,)
Jo(%) = § (a1 (x)ar (%) — ! (Jaa ()
J-(X) = a2’(x5)a1(xs), (4.94)

e com a ajuda da eq.(4.79) é possivel ver que Ji(x), Jo(x), obedecem & eq.(4.87-4.88)
pard s =1 [17]. Entao os geradores globais definidos como a soma direta obedecerio 3
&lgebra si,(2). E importante notar aqui que a escolha do corte v em Jp € irrelevante, j4
que o produto a;'(Xa)ai(Xs) pode ser escrito em termos dos osciladores fermibnicos sem

nenhuma dependéncia nos operadores de desordem K;(x,).
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A construgdo de Schwinger da algebra sl(,.)(2) tem, entretanto, uma sutileza devido

a presenga do comutador-s na élgebra local eq.(4.84). Vamos definir os geradores locais

J1(%) = at(x)s~Ha 02 - @209, (x)
jo(x) = } (el (X)es (%) — &l (%)ea())
jo(x)= CZT(X)S%(CI T(x)e1(x)—e2 t(’C)Cz(x))cl (x) .

Nao é dificil ver que estes geradores obedecem a algebra dada pela eq.(4.84).

Os osciladores anidnicos podem ser definidos como

A,‘(Xa) = Ki(xa)bi(xa)a

com
, i
3~ (1000, (5, )el¥)ay) + grrel3)ety))
Ki(x,) = exp ¥#*
> (i0Bs. (e y)el¥)ay) — grrd¥)a)
Ki(xs) = exp ¥#% ’
.
bi(x,) = explF 509 ¢,(x)
bi(xs) = exp(SF e (A0 ¢ (),
Escolhendo
qg= ei‘n‘,u
g = 6£1ry,

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)
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podemos mostrar que estes operadores obedecem, em cada ponto x € Q, & &lgebra

b{z(xa) =0
{bi(xa), b1 (xa)} = 1
{b:(%a), 0,1 (%)} =0 i £ 7, (4.100)
onde « pode ser v ou §, e também
bi(3:)bi'(x5) + 5 ;1 (%5)bi(x,) = s™09, (4.101)

onde N; = ¢;fe;. Portanto, os operadores b sio objetos hard-core que obedecem a uma
algebra de Heisenberg s-deformada em cada ponto x da rede . Entretanto, estes s-
osciladores sao efetivamente fermidnicos, j4 que podemos, redefinindo os operadores acima,
mudar (4.101) para uma equagio de anticomutagio, como vimos no final da segao (1.3),
a partir da eq.(1.68).

A presenga do fator s no segundo térmo do operador de desordem K;(z,) dado pela
q.(4.97) tem como resultado uma mudanga na linha de base que usamos para medir
dngulos. Desta expressio, podemos ver que s faz com que o angulo, quando consideramos
o corte v, passe a ser da forma GS,Y =0, + =m, enquanto que para o corte § torna-se
08 = O; — >m. No primeiro caso, houve uma rotagio na linha base no sentido horario,
enquanto no segundo a rotagdo foi no sentido anti-hordrio, ambas por um angulo br.

Com isto, as densidades J4.(x), Jo(x) definidas por

(%) = At () Ao(x,)
Jo(x) = } (Ad(6) As(3,) — Af (%) As(x,))
J_(x) = Az'(xs) As(xs), (4.102)

obedecem & relagio de comutagdo eq.(4.87), as relagdes de braiding (4.88) e consequente-
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mente, Jo, Jy. definidos por

Ji = Z J:{:(X)

xXeQ

Jo =Y Jo(x), (4.103)

xXen

satisfazern 4 dlgebra de sl 4(2).
Das suas defini¢des é facil ver que os operadores de desordem K; (Xo) comutam entre
st

IX’{(XQ) K,-(yg) = KJ‘ (Yg) I‘(,;(Xa,), para todo X,y (4.104)

para qualquer valor de ¢, j, onde os cortes a e # podem ser tanto v quanto &,
A eq.(4.104), juntamente com as eq.(4.100,4.101) nos permitem determinar as seguintes

relagoes para os operadores A;(Xq)

Ai(x,) Ai(yy) = —¢7 Ay ) Ai(x,)
Adx) Al (yy) = =AM (y,) Ailxy), (4-105)

para todo X > y. Para 0 mesmo ponto nés obtemos

{Aix), Atx)} =1 (4.106)

As relagdes para o corte § podem ser obtidas pela troca de ¢ por ¢! nas relacdes
acima. Também podemos calcular relagdes entre osciladores definidos com diferentes

cortes, obtendo neste caso
Ai(xy) Ai(ys) = —s7 Ai(ys) Ai(xy), (4.107)

para todo X,y e

A,;(X(‘;)Aif(y.y) = '-S_IA,;T(y,Y)Ag(Xg), . (4.108)
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para X # y. No caso em que X = y nés temos

Aix)AiNxs) = Ki(x)bi(%y), Kot (x5)b: 1 (xs)
= KGN (%) b(x) b (o05) K (%)
= Kil(xs) (sM00) - sbil (x5)bi(x.) ) Ki(x,)
= —sAT() Ai(x,) + MO KT () Ki(x,),

(4.109)

o que implica na relacio

>o- E)c‘f(y)c‘(y) S N(y)

Aix) Al (35) + sAN (x5) Ai(xy) = q( (4.110)

A constru¢do que nés apresentamos aqui para a algebra sl(g,5)(2) utiliza-se de os-
ciladores anidnicos feitos com s-osciladores que, porém, sio efetivamente férmions. A
presenca do fator s no segundo termo do operador de desordem K:(z,)(eq.(4.97)) faz com
que a maneira com a qual medimos ingulos na rede fique modificada: o angulo com o

corte v passa a ser GS,, =0, + “w, enquanto para o corte § torna-se 05 =05 — %w.



Capitulo 5

Propriedades Termodinamicas dos

q-GaseS

Neste capitulo retornamos a discutir propriedades dos g-osciladores introduzidos na secio
(1.3). O que estudaremos aqui sio as propriedades termodinimicas de um gas de ¢-
osciladores. Em particular, determinaremos a expansio virial para a equagio de estado e
mostraremos que o fenémeno da condensacéio de Bose-Einstein esté presente num gés de
g-osciladores. Uma excelente apresentacio destes tépicos para um sistema de particulas
nao interagentes (caso limite da situagdo que trataremos aqui) encontra-se na ref.([24]).
Consideraremos um sistema imerso num reservatério ou, de outra forma, que temos um
grande niimero de copias do sistema. Fim ambos os casos podera haver troca de particulas
e energia entre o sistema/reservatério ou entre as cépias do sistema. Este é o chamado
ensemble grand-canénico.

Neste ensemble, todas as grandezas termodinimicas de um sistema sio obtidas a
partir da func¢do de partigdo grand-candmica. Esta, por sua vez, depende de uma forma
direta da Hamiltoniana do sistema. Assim, antes de iniciarmos o estudo termodinimico

propriamente dito, vamos considerar que Hamiltoniana devemos tomar.

93
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Seguindo [27], propomos entdo a seguinte Hamiltoniana
H= ;s,- (o[ Ni]g + (1 — )[N; + 1],), (5.1)
a qual, usando as equacgdes do capitulo 1 pode também ser escrita como
H = ZS; (aa;Tag +(1— a)a;a,-*) . | (5.2)

Os operadores a; e g;' obedecem & 4lgebra de g-osciladores, eq.(1.45). Interpretando os
operadores a; e a;' como operadores de criagéo e aniquilagio de particulas com energia
€, vemos que esta Hamiltoniana descreve um sistema de N particulas, com N; sendo o
operador que conta o numero de particulas com energia ¢;.

Quando ¢ — 1, a Hamiltoniana se torna

H=)(N:+1-a). (5.3)

1

Entdo tomaremos 0 < a < 1, o limite superior tomado para que o estado fundamental
tenha energia nio negativa. Notemos que neste caso o pardmetro a é apenas um shift na
energia e que se o = 1 a energia do vicuo (zero particulas) é nula.

As propriedades termodinamicas de um sistema serdo derivadas a partir da funcio de
grand-parti¢io

Z =Tr exp(—f(H — pN)) = exp (—51), (5.4)

onde

N=3 N (5.5)

é o nimero total de particulas, que naturalmente deve ser igual i soma do ntmero de
particulas em cada nivel, y é o potencial quimico e § = 75 k sendo a constante de
Boltzmann e T a temperatura do sistema. O coeficiente da exponencial é o potencial

grand-canonico .
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O trago em (5.4) deve ser tomado sobre um conjunto completo de estados. Usaremos
os autoestados |n;) introduzidos no capitulo 1 como o estado que descreve n particulas no
i-ésimo nivel. Da mesma forma que no gés ideal ndo deformado, a funcio grand-particéo

pode ser escrita como o produto de funces de grand-particio para cada nfvel,

Z =11 Z(e, 8,n), - (5.6)

sendo que a fungdo grand-particio para cada nivel é a soma das fungdes grand-partigao

para cada possivel niimero de particulas presentes no nivel,

Zi(e, Bop) = Y e Plestm)—um), (5.7)

n=0

No limite em que o pardmetro de deformacao g vai a unidade, a func¢io Z para Hamiltoni-
anas daforma (5.1) pode ser calculada exatamente, gerando as estatisticas de Fermi-Dirac
e Bose-Einstein, dependendo de como a soma sobre n é executada (n = 0,1 no primeiro
caso, n = (...00 no segundo). Se ¢ # 1, nio podemos calcular exatamente a soma, e
seremos obrigados a fazer algum tipo de aproximagc8o para calcular Z. Outro ponto a
destacar é que quando ¢ é raiz da unidade, o niimero de particulas por nivel é limitado
se g = esz, teremos £ particulas por nivel apenas. Como tomaremos todas as somas até
o infinito, devemos tomar cuidado em nao considerar tais valores. Nas préximas secbes
tomaremos sempre ¢ real e ou muito grande ou muito pequeno. Uma anélise para ¢ como
raiz da unidade foi feita na ref.[50], embora a &lgebra considerada naquele caso seja a
deformagdo da algebra fermiénica e néo da bosdnica, como estamos considerando aqui.
Os possiveis valores para o potencial quimico u sdo aqueles que fazem com que (5.7)
seja convergente. Entdo se todos os ¢(n) sdo positivos, p pode assumir qualquer valor

real. Porém se algum nivel tiver emergia nula, que é o caso aqui considerado, entdo

necessariamente i devera ser negativo.
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De (5.7), podemos escrever para o potencial grand-canénico

Q= 5510 22,6, (538)
onde
Z® =3 exp(—feidna) , (5.9)
n=0

é a funcdo grand-parti¢do para as particulas no nivel 7, com
Ana = (a[n], + (1 - a)fn + 1g) - (5.10)

O procedimento para determinarmos o potencial grand-canénico serd o mesmo que
o usado no caso nio deformado. Nés entdo confinamos o sistema em um volume V e
fazemos este volume muito grande. Nestas condi¢des a soma sobre os niveis de energla

pode ser trocada por uma integragéo ja que estes serio praticamente continuos. Isto nos

permite fazer a troca

v
- E/d:;p, (5.11)

i

g Id - - ”, A~
onde o momentum § est4 relacionado com a energia através da relacio

. pz
i_, £ a2

visto que as particulas ndo interagem entre si e consideraremos o caso nio-relativistico.
Portanto,  pode ser reescrito como

o 2
0= “'E‘:_g / Ppind e’ (£54namim) (5.13)

n=0

Nosso préximo passo serd integrar as varidveis angulares, visto que o integrando somente

depende do mdédulo do momentum. Tomando 5 = ﬂ%, chamando z = e®* a fugacidade
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do gas, obtemos

3/2 280 An'az”e_”"i"
5/2 ﬁ/ KA Sy (5:.14)
onde
s 7312
A - hs(ﬁ7)3/25 (5.15)

o comprimento de onda térmico A é (quando multiplicado pela densidade do gas) o
parametro relevante para expansées das fun¢des termodindmicas [24].
Para calcularmos as fun¢des termodindmeias, recordemos que a pressio do gas pode

ser calculada em fungdo do potencial grand-canénico

Y
P=—— .

enquanto que a densidade € obtida pela sua derivada,

n = op (5.17)
O |y
ou seja, usando a defini¢do de z
__Bz0Q
=~V (5.18)

5.1 Expansao Virial (aproximacgdo para altas tem-
peraturas)

Para determinarmos a equacio de estado do g-gas, ou seja, uma relagdo entre a pressio
P e a densidade n, devemos calcular o potencial grand-canénico ).

Claramente, o cdlculo exato de £ é muito dificil € como comentamos anteriormente,
faremos algum tipo de aproximacio. Consideraremos entéo valores pequenos para a fu-
gacidade z, ou seja, z muito menor que um, o que significa, visto que z = e#r, altas
temperaturas. Isto perimitira expandirmos a expressiao para { em poténcias de z. Como

os coeficientes A, presentes no argumento da exponencial dependem diretamente de q,
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se considerarmos um alto valor para este pardmetro a série para {} convergird rapidamente
[25]. Para um valor de ¢ da ordem de 10, podemos considerar apenas os trés primeiros

termos da série, e teremos

A ~A1,an 2,—Az.qan
Q= [dn ( vt iore Tt Araz e ) . (5.19)

] _|_ ze—‘Al,aU + ZQE_AO"‘”

Como z € pequeno, podemos expandir o denominador na forma binomial

(e ) =(g) —m(as) + 20
l4+az+bd224+...)  \l+az 14az (5.20)

Com estas consideracoes podemos escrever

P = fdn ?73/2 [AO,cx + Z(Al,cx - AO,a)e_n(Al’a—Ao'a) + 22 ((AQ,Q - AO,a)
e“n(A2,u_A0,u) __ (A],o( — AO,Q)E_ZH(A_I—A_O)) _|_ 23 ((A3,cx — AO,CX) e"n(AS,a_AD,a)

+ (Al,ot - Ao,a)e"‘371(A1,a'-Ao,a) + (2A0,cx - Al,cx - AZ,Q)E—H(AI"‘_I-Az’“+2A°'°‘))] (521)

O primeiro termo desta integral se anula para a = 1 e é divergente para os outros valores
de . Vamos entao "renormalizar” esta expressao eliminando este termo, o que essen-

cialmente significa redefinir a energia do vicuo. Resolvendo a integral com o auxilio da

féormula
f drz* e = (v — 1)1 A, (5.22)
obtemos
A3
P: —ﬂ—Z(F0+ZF1 +Z2F2+O(2'3)), (523)
com

FO = (Al,cx - AO,&)_S/Z;
Fl = (AZ,a - /40,0:)_3"’2 - 2M5/2(A1,a - AO,Q)—3/27

F, = (Ase—Aca)’? = (Ara+ Ase — 2A0,4) ™7 + 372( A1 o — Aoo) /2. (5.24)
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Estes coeficientes podem ser escritos em funcéo de g e o pelo uso direto de (5.10) que nos

fornece as relagoes

Alot_ ,a=a+(1'"a)(q+q_1_—1)1

Ao~ Apa=0a(qg=14+¢ ) +(1—a)(® —g+1—¢ 1+ ¢72). (5.25)

Podemos calcular a densidade n da mesma forma, via a expansio em z até terceira ordem

da eq(5.18). O resultado é
n=A"22(Fy + 22F, + 32 Fy + 0(2%)), (5.26)

compativel com (5.17).

Vamos inverter esta série, ou seja, escrever z = z(n). Para isto, vamos calcular

poténcias de n. Teremos

n? = A"%2? (ng +4zF Fl) (5.27)

n® = A% F,3 (5.28)
Combinando estas expressées obtemos

8P _3F,
F05 FO4

z = i(nA3) — gw%(n/\‘g)2 +(

7 - NnA2)R + ... (5.29)

Substituindo este resultado na expressdo para P obtemos

1R 2R,
ot R

P== (1 — Ez—(nAS) +( HnA®)? + .. ) : (5.30)

B Fo

Em termos dos coeficientes A, 4, a pressdo fica escrita como

P = % [1 _ ((Al Q—Aoﬂ)3f2 _ 55_17?) ((Al,cx _ AQ'Q)SI%TLAS)

Az,a "AD,a

42 (L — gj—z 1 (2(2::ﬁ3;) 132 4 (Agg — Ap o) (_ 23/2(A2,01_A0,Q w7z +
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2
- (A-'i,a—;l‘lﬂ,aJm + Al,a+A2,al—2A0,a)3]2)) ((Al,a o AO’Q)sfznAB) + o J ’ (531)

Portanto podemos considerar como coeficiente de expansio nio apenas o fator (nA3),

mas o produto (nA®)(A;, — Ao.)??, que é diferente de um caso « # 1. Isto poderia
parecer perigoso, j4 que este iltimo fator é necessariamente maior que um, aumentando
quanto mais nos afastamos de ¢ = 1, como podemos ver da seguinte forma: quereImnos

mostrar que a expressao

Aig—Aga>1 (5.32)

€ correta para o # 1. Notemos entretanto que esta equacio pode ser reescrita como
(@—1)(2~g—¢7") >0 (5.33)
e como o < 1 nos resta apenas mostrar que
g+q !> 2 (5.34)

Que esta dltima expressdo é correta pode ser visto pelo fato que a fungio f(z) = z+z~1—2
tem seu ponto de minimo em z = 1.

Entretanto, (nA®) pode ser calculada como fungio de z (via eq.(5.18)) e, como indica
a tabela 5.3, para diversos valores de ¢ e « o coeficiente como um todo é menor que um.
Isto ocorre basicamente porque enquanto (Ay,, — Agq)*? cresce linearmente com g, (nA3?)
decresce exponencialmente.

Se tomarmos o pardmetro a = 1 e ¢ grande, de forma que possamos trocar o nimero

de Gauss [r], por ¢"~', a expressio para a pressao fica

n "‘—l 1 3
r= Ell_(25’2+q3’2) i
2 1 1 1 1 32
2 (45— 5 G ) 7 ] 6w
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Desta expressdo podemos ver que a pressio aumenta conforme aumentamos o valor do
parametro ¢. Uma analise numérica mostra que, para um dado valor de g, a correcio de
primeira ordem na pressdo aumenta quando passamos do valor minimo para o méximo
de . Notamos entdo que os dois pardmetros ¢ e « causam o mesmo efeito que a presenca,
de uma forga atrativa entre as particulas (um aumento no valor de ¢ corresponde a um
aumento na pressdo). Entretanto o valor da pressio sente muito mais a variagio de ¢ que
de a.

Uma expressao similar pode ser obtida no limite para ¢ pequeno (préximo de zero) [25].
Isto ocorre porque o comportamento do mimero de Gauss tem uma estrutura semelhante
para g grande (¢"!) e pequeno (¢q~(*~1)). Entio se retornarmos a expressio da pressio
dada pela eq.(5.35) e tomarmos o limite em que g é pequeno obteremos a mesma forma
da expansdo virial que a acima, com a troca de ¢ por ¢~2. Por outro lado, no limite em
que ¢ tende a infinito a expressdo que resta é exatamente a expansdo virial para um gas
de férmions. Ressaltemos aqui que ¢ grande pode ser, por exemplo, ¢ = 10. Da expressao
para o mimero de (Gauss, vemos que para este valor da deformagao o menor inteiro que
¢ deformado, n = 2 vale [2]; = 10.1, enquanto que na aproximacgao usada acima temos

[2]10 = 10, uma diferenca de 1%.

5.2 Condensacao de Bose-Einstein

As expressOes para a pressdo e a densidade obtidas na secio anterior apresentam, da
mesma forma que no caso ndo deformado, uma sutileza que analisaremos agora. Quando
fazemos o limite continuo e transformamos a soma sobre as energias para a integral sobre
o momentum, nao levamos em consideragio a energia nula da particula, o que podemos

notar através do coeficiente %2 em (5.14). Para levarmos em consideragio esta situacio

TECSCrevernos

Q2 1

P=—g = gpin(l=2) (5.36)
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Bz00 1 =z

V 8z +T/-1—z’

(5.37)

onde o ultimo térmo na pressio é o valor de Q com o momentum nulo. O segundo
térmo na densidade é, naturalmente, a densidade de particulas no estado fundamental.
Claramente estes termos somente contribuirdo para z préximo de um e neste caso o
nimero de particulas no estado fundamental pode ser significativo, mostrando entio a
ocorréncia da condensagao de Bose-Einstein. A condensacio ocorre porque a deformacgio
nao altera o estado de energia nula relativo ao caso nio deformado [25]. J4 a correcio
na presséo pode ser desprezada mesmo para z proximo de um [24]. Se z << 1, o que
significa temperatura muito grande, recuperamos os resultados anteriores.

Se considerarmos o numero de particulas fixo e diminuirmos a temperatura, teremos
um aumento em z. Quando z atinge o valor um, o sistema atinge a temperatura critica
T4, definida pela relacao

nA = ypu(1), (5.38)

x _ LY a(z)
onde a fungio y,.(2) = 2522, com

32220 Apoz"e 4

-1 5]
Yia(z) = W-/O dn T 2ng—nAn (5.39)

Com isto, a temperatura critica é dada por

h? n \**
q __
17 = Y (yq,a(l)) . (5.40)

Comparando esta temperatura critica com a do caso nao deformado 7, obtemos

261 /3
Ti=]—— T.. 5.41
(yq,a(l)) (5.41)

Na préxima segdo, quando fizermos uma andlise numérica, mostraremos que a funcio

Yg,¢(1) é sempre menor que um. Isto significa que a deformacio no sistema causa um
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aumento da temperatura critica.

Escrevendo a densidade de energia

10
U= —F%an, (5.42)
ou seja,
ar
u“_—n#_ﬂa_ﬁ“lu—Pa (5.43)
obtemos
2

mostrando que a relagdo entre pressio e densidade de energia tipica dos gases ideais ndo
se altera na presenca da deformacao.

Vamos analisar agora o que ocorre com o calor especifico a volume constante do sis-
tema, em particular nas proximidades da temperatura critica. O calor especifico a volume

constante é definido através da relagio

1 6u

—— 4

Cv =

onde a densidade de energia é dada em (5.42). Para calcular a derivada temos que levar
em consideragao os dois regimes de temperatura. Como comentamos anteriormente, a
temperatura dininui conforme aumentamos 2, atingindo seu valor critico quando z atinge
o valor um. Para valores menores da temperatura, o valor de z permanece constante em

um. Isto significa que a pressao é calculada pelas equagdes

P(T) = Flﬁ—sn,a(z(i*)) T> T,

P(T) = —-ﬁ%}’q,a(l) T<T, (5.46)
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Assim se T' > 79, teremos

15 1 9 Ygel2)

Cv =k——=Y, o(2) - , )
v 4 pA3™? (2) 42y’ o (2) (547)
onde y', () = 3—3’%%51 e usamos também que nA® =y, ,(2).
Ja para T < 79, a expressao para o calor especifico é
15 1
=k——=Y, (1) .
Cy 1 nA3Y;' (1) (5 48)

Na préxima secdo veremos que ', ,(2) é finito para qualquer valor de ¢ (desde que g #
1) e de @ quando 2 tende a um. Isto significa que quando nos aproximamos da temperatura
critica pela direita (diminuindo T') o valor para o calor especifico é diferente do obtido
quando nos aproximamos pela esquerda. Isto faz com que tenhamos uma descontinuidade
do tipo A-point ma curva do calor especifico a volume constante, ao contrario do caso
nao deformado (¢ = 1} em que obtem-se uma singularidade tipo cispide, pois neste caso
¥'yolz) vai a infinito no limite em que z tende a wm, fazendo com que as expressoes
para o calor especifico coincidam neste limite. O comportamento do calor especifico do
tipo A-point é encontrado em alguns fendinenos fisicos como, por exemplo, no caso da

superfluidez do He*.

5.3 Analise Numérica

Podemos obter resultados numéricos para as grandezas termodinimicas tomando valores
especificos para o pardmetro de deformagio ¢, o pardmetro « e a fugacidade do gas z. Os
resultados mais interessantes sdo obtidos quando a fugacidade tende a um, j& que & neste
limite que atingimos a témperatura critica. Iniciaremos entéo analisando a fungdo Y ,(2)
e suas derivadas para z = 1 e diversos valores de ¢ ¢ . Da forma destas fungées, torna-se
claro que quanto mais nos afastamos de ¢ = 1 mais rapidamente ocorre a convergéncia.

Por exemplo, se ¢ = 3 notamos que y31(1) converge para o valor 0.933621 tomando os
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primeiros nove termos da série, enquanto g’y ; (1) converge para 0.836505 a partir do oitavo
térmo. Para ¢ = 45, a convergéncia se di no segundo térmo (n = 1). Portanto este é o
valor "infinito” de ¢, em que recuperamos a estatistica fermidnica, j4 que apenas os dois
primeiros estados (sem particulas e com uma particula) contribuirio para as grandezas
termodinamicas. Estes resultados sao essenciaimente independentes do valor tomado para
.

Na tabela 5.1, apresentamos os valores para Y3,(1), ys.(1) e Y¥'3,(1) variando o
parametro «, tomando os dez primeiros termos, suficientes para assegurarmos a con-
vergéncia das expansbes. Na tabela 5.2, mostramos as razdes entre estas funcdes que
aparecem Na expressao para o calor especifico a volume constante. Notamos que embo-
ra haja uma varjacéo significativa nos valores das funcdes, a razio entre elas sofre uma
variagao muito menor. Isto mostra que o fator @ nio influi diretamente na estrutura
de descontinuidade tipo A-point, podendo entretanto servir como um fine-tunning para a
descontinuidade,

Na tabela 5.3, mostramos que o coeficiente nA3(A; o — Aq,a)3/ % é sempre menor que
um, podendo ser utilizado como o pardmetro na expansdo virial. Podemos ver destes
dados que para um dado valor de ¢, o coeficiente diminui conforme diminuimos os valores

para z. Além disso, o coeficiente também diminui quando aumentamos o valor de g¢.
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Tabela 5.1: Valores para as diversas funcdes para z=1eg=3

a=l]a=099| a=09 a=08| a=0.5 a=20.0
Y3,(1) | 0.972989 | 0.953104 | 0.801322 | 0.675058 | 0.443450 | 0. 265922
yso(1) | 0.933622 | 0.914069 { 0.765246 { 0. 642439 | 0.419379 | 0.250207
¥'s..(1) | 0.836509 | 0.818305 | 0.680740 | 0.568514 | 0.367574 | 0.217631

Tabela 5.2: Razoes entre as funcdes que aparecem no calculo do calor especifico conside-
rando z=1eqg=3

a=1]a=099a=09]a=08]a=05]a=0.0
% 1.04217 | 1.04270 | 1.04714 | 1.05077 | 1.05747 | 1.06281
ylfﬁ%)f 1.16315 | 1.16473 | 1.17713 | 1.18741 | 1.20651 | 1.22189
3.0

Tabela 5.3: Valores para o parimetro dependente de o na expansio virial.

g a z coef.

3 1090999 |0.922467
3 109 0.9 |0.840014
3 109 0.5 }0.484728
10 10,9 0.999 | 0,785808
10 10.9| 0.9 |0.782227
10 109 05 |0.438222
10 | 0.0 | 0.999 | 0.784462
1000 | 0.0 | 0,999 | 0.764563




Conclusoes

Nesta tese discutimos os grupos quinticos em trés problemas distintos. Vamos agora
resurnir nossos resultados e apresentar alguns aspectos que podem vir a ser desenvolvidos
no futuro.

Nos capitulos 2 e 3 mostramos que é possivel uma generalizacio da supersimetria
através das varidveis de Paragrassmann.

Esta generalizagio, entretanto, ainda apresenta alguns pontos em aberto. Por exemplo,
o calculo diferencial com as coordenadas quermidnicas nio esté ainda bhemn estabelecido
e isto causa dificuldades na construgie do formalismo no superespago. Além disto, a
homogeneidade das equagbes somente € obtida com a introdugéo dos fatores tipo cociclo
0s guais ndo possuem, até o momento, nenhuma interpretagio a respeito de seu significado
nem realizagao em funcéo das demais varidveis do modelo. Estas mesmas dificuldades
estdo presentes em outros trabalhos que desenvolvem o mesmo assunto [51, 52] mesmo
utilizando-se mais que uma variivel de Paragrassmann [53).

Além dos pontos mencionados acima, outras questdes em aberto e que podem vir a
ser atacadas no futuro sdo a formulagao de superespago para modelos bi e tridimension-
ais e a generalizagdo para valores inteiros arbitririos da nilpoténcia k das varidveis de
Paragrassmann.

No capitulo 4 nés realizamos a dlgebra sl, ;(2) em termos dos osciladores aniénicos
em uma rede bidimensional. Inicialmente mostramos que os geradores da dlgebra podem
ser escritos em termos da fungdo dngulo ©(x,y) na rede quadrada bidimensional. Depois

realizamos a construcio de Schwinger para sl, ;(2), em termos dos osciladores anidnicos.

107
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Acreditamos que seria interessante generalizar esta analise para o caso de &lgebras
deformadas multiparametricamente para entendermos o papel que os virios parametros
destas deformagdes teriam, j& que, no caso que aqui consideramos, o papel desempen-
hado por cada um dos dois pardmetros é diferente; um deles, ¢, estd diretamente ligado
ao parametro estatistico e o outro, s, relaciona-se com a maneira como os angulos sio
medidos, sendo essencialmente um shift na funcéo dngulo usada na definicio do oper-
ador de desordem. Mais ainda, néo se conhece todas as deformacdes multiparamétricas
das algebras de Lie, e a construgdo de Schwinger utilizada com os osciladores anidnicos
cuja algebra depende de dois pardmetros, como consideramos nesta tese, pode se tornar
relevante na obtencio de dlgebras deformadas a vdrios parametros ainda n3o conhecidas.

Uma outra questdo interessante é que a definicdo da fungio angulo na rede est4 dire-
tamente ligada ao calibre escolhido [17]. Apesar dos resultados principais independerem
desta escolha, por serem fun¢do de diferengas entre duas fungdes angulo [17], seria interes-
sante analisarmos quais seriam as alteragdes decorrentes da escolha de um outro calibre.
E interessante lembrar ainda que acredita-se que os anions possam estar ligados ao efeito
Hall quéntico fraciondrio [54]

No capitulo 5 discutimos a termodinamica de um gés de g-osciladores no ensemble
grand-candnico. Determinamos a expansio virial da equacdo de estado do gds conside-
rando que o pardmetro de deformagéo ¢ seja real e distante de um. Observamos que
o fenémeno da condensagio de Bose-Einstein estd presente no sistema que analisamos,
como j4 observado por [25, 26, para uma Hamiltoniana em que o parimetro o foi tomado
igual a ﬁm, mas néo por [27], que consideraram a Hamiltoniana com o pardmetro o # 1 e
uma deformagé,o infinitesimal, com ¢ muito préximo de um. Além disto, observamos que
a temperatura critica € maior que a do caso nao deformado e que o comportamento do
calor especifico a volume constante na vizinhanca da temperatura critica é diferente do
caso ndo deformado. Neste tltimo, o calor especifico é continuo na temperatura critica,
mas sua derivada apresenta uma descontinuidade (comportamento tipo cispide). No caso

deformado, entretanto, o préprio calor especifico é descontinuo na temperatura critica,
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tendo um comportamento associado a uma transicio tipo A-point. Esta descontinuidade
aumenta conforme aumentamos o valor de ¢, deixando de existir no limite em que ¢ tende
a um. Ela também depende do parimetro & - para um dado valor de ¢, ela é méxima para
a =1 e minima para o = 0. Este é um comportamento semelhante ao do calor especifico
para o He* liquido, que possui uma transigio tipo A-point na temperatura critica. Além
disto, como a condensagdo de Bose-Einstein est4 presente no fendmeno da. supercond utivi-
dade e a temperatura critica é maior na presenca da deformagdo, podemos esperar que um
gas de g-osciladores pode ser itil no estudo de supercondutividade a altas temperaturas.

Concluindo, acreditamos que os resultados desta tese indicam que estruturas defor-
madas, a partir de dlgebras ou grupos de Lie, podem vir a ter alguma relevancia no

entendimento de alguns fenémenos fisicos .
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