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Resumo

Nesta tese apresentamos os resultados essenciais de nossas pesquisas sobre a classificagio
e a estrutura algébrica de tensores simétricos de segunda ordem definidos na teoria da
relatividade e nas teorias do tipo Kaluza-Klein. No contexto da relatividade geral exa-
minamos a estrutura do tensor energia-momento Ty, de um campo escalar minimamente
acoplado ao campo gravitacional. Usando bases de tétradas seminulas deduzimos um
conjunto de formas canénicas para T, mostrando que o campo escalar pode ser clas-
sificado em quatro classes distintas de equivaléncia, dependendo do cardter vetorial do
gradiente do campo. As formas canénicas sido algebricamente classificadas em termos
das caracteristicas de Segre. Correspondente a cada classe de equivaléncia apresentamos
uma solugdo das equagdes acopladas Einstein-campo-escalar. No contexto das teorias de
Kaluza-Klein efetuamos, de duas ma,neira.é distintas,.a, cléssifica.gﬁo de Segre para tensores
simétricos de segunda ordem R definidos sobre variedades lorentzianas pentadimensionais
(espagos-tempos 5-D) e demonstramos dois teoremas sobre subespacos vetoriais invarian-
tes sob R. Deduzimos ainda um conjunto de formas canénicas para R em bases pentadicas
reais seminulas, generalizando assim resultados anteriores obtidos para espagos-tempos de
trés e de quatro dimensdes. Finalmente, apés a demonstragio de trés proposicdes sobre
a estrutura algébrica dos blocos de uma matriz de Jordan, estendemos a classificagio
de Segre dos tensores simétricos de segunda ordem para espagos-tempos n-dimensionais

(n > 3), e obtemos expressées em bases reais seminulas para cada classe de Segre de R.
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Summary

In this thesis we present the essential results of our investigations about classification
and the algebraic structure of second order symmetric tensors defined in the relativity
theory and Kaluza-Klein-type theories. In the framework of general relativity we examine
the structure of the energy-momentum tensor 7T,; associated to a scalar field minimally
coupled to gravitation. Using half-null tetrads technique we derive a set of canonical
forms for T,; and show that the scalar field can be classified in four equivalence classes,
depending upon the vectorial character of the gradient of the field. The canonical forms are
algebraically classified in terms of Segre types. For each canonical form a solution of the
Einstein-scalar-field equations is presented. In the context of Kaluza-Klein-type theories
we realize, in two different ways, the Segre classification for second order symmetric
tensors ft defined on five-dimensional Lorentzian manifolds (5-D space-times) and prove
two theorems about vectorial subspaces which are invariant under R. Using real half-
null pentad bases we derive, in addition, a set of canonical forms for R, generalizing
earlier results for space-times in three and four dimensions. Finally, after proving three
propositions about algebraic structure of blocks in a Jordan matrix, we extend the Segre
classification of second order symmetric tensors to n-dimensional (n > 3) space-times,

and derive canonical forms in real half-null bases corresponding to each Segre class of R.
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A RESPEITO DE PARABOLAS

Muitas pessoas se queixam de que as palavras dos doutos geralmente nio passam de
pardbolas, ndo tendo a menor utilidade na vida quotidiana, que é a dnica que temos.
Quando um sabio nos diz ‘Passe até 14’, ele nao nos quer dizer que devamos ir até deter-
minado lugar, o que poderiamos fazer se o esfor¢o valesse a peﬁa; ‘13’, para ele, significa
um além fabuloso, um sitio que desconhecemos e que ele préprio nio pode indicar mais
precisamente, estando por isso mesmo impossibilitado de nos dar a minima ajuda.

Todas as pardbolas, no fundo, servem apenas para confirmar que o incompreensivel é
de fato incompreensivel, coisa que j4 sabfamos desde sempre. Mas as preocupacdes com
que diariamente nos defrontamos constituem algo bem diferente.

A propdsito disso, um homem certa vez disse: “Por que tanta relutincia? Se vos
dispusésseis a seguir as parabolas, vés mesmos vos transformarieis nelas e, com isso,
resolverieis todos os vossos problemas quotidianos.”

Um circunstante ouviu-o dizer tal coisa e logo acrescentou: “Aposto que isso também
€ uma parabola.”

O primeiro respondeu-lhe: “Pois j4 ganhou a aposta.”

O segundo prosseguiu: “Mas, infelizmente, apenas em paribola.”

O primeiro corrigiu: “Nao, na realidade! Se fosse em parabola, té-la-ia perdido.”

(F. Kafka)
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Introducao

A teoria da relatividade geral de Einstein é uma teoria geométrica do campo gravitacional.
Nesta teoria o universo é representado por uma variedade riemanniana de dimensio 4, 0
espago-tempo My, em que vale localmente a relatividade especial. Uma variedade & essen-
cialmente um espacgo topolégico que é localmente homeomorfo a um espago euclideano,
0 que permite a introdugdo de sistemas de coordenadas locais. Contudo, a estrutura de
variedade ndo distingue intrinsecamente diferentes sistemas de coordenadas que possam
ser usados para descrever os campos fisicos. Por outro lado, o principio da relatividade
geral (ou principio da covaridncia) exige que a forma tensorial das leis fisicas seja inde-
pendente do sistema de coordenadas escolhido. Isto nos leva i procura de representagoes
invariantes sob transformacoes de coordenadas das grandezas fisicas relevantes.

Para o campo gravitacional esta caracterizagio é dada mais apropriadamente em
termos do tensor de curvatura de Riemann mais um nimero finito de suas derivadas
covariantes.®*® Em um ponto da variedade espago-tempo o tensor de curvatura pode ser
univocamente decomposto em trés partes irredutiveis: o tensor de Weyl (Wiped), o tensor
de Ricci sem traco (Su = R — iRgab) e o escalar de Ricci (R = R, ¢*). No vicuo
Jab € R anulam-se e o tensor de curvatura se reduz ao tensor de Weyl, que € interpretado
como representante das propriedades puramente gravitacionais, independentes das fontes
. do espago-tempo. A classificagdo algébrica do tensor de Weyl dada por Petrov?® foi uma
importante contribui¢io & teoria da relatividade geral. Petrov estabeleceu uma particio
do campo gravitacional em seis classes diferentes que sio atualmente conhecidas como

Petrov tipo I (algebricamente geral), II, I]I, D, N e 0 (estas cinco ultimas algebricamente



especiais). A utilidade e importincia da classificacio de Petrov na interpretagio fisica
da teoria de Einstein foi amplamente demonstrada em trabalhos como os de Pirani,*®*°
Penrose,* e Bel® entre outros.

O tensor de Ricci esta diretamente relacionado, via equagdes de Einstein, ao contetido
fisico do espago-tempo representado pelo tensor energia-momento, e sua classificagio
algébrica tem sido estudada por vérios pesquisadores (cf. Churchill,® Plebariski,5® Hall!”
e Penrose,"*® entre outros). Assim como a classificacao algébrica do tensor de Weyl
revelou-se de grande utilidade no estudo de solug¢des de vacuo da gravitagio o conhe-
cimento da estrutura algébrica do tensor de Ricci (ou equivalentemente do tensor de
Einstein) é essencial no estudo dos espagos-tempos solugdes das equacgdes de Einstein com
fontes.1¢-5:56:57 A classificacdo por tipos de Segre, uma das classificagdes do tensor de
Rica, é o principal objeto de estudo desta tese, e sobre a sua importancia na relatividade

geral nos deteremos um pouco mais no que se segue.

As equacgoes de campo de Einstein
Gab + Agab = ﬁ:f'Fab (01)

relacionam a geometria de um dado espago-tempo a sua distribui¢ao de matéria. O tensor
de Einstein Ggp = Rab—% I gqp é definido em termos do tensor métrico g, — que descreve a
geometria do espago-tempo — e suas derivadas. T,; é o tensor energia-momento associado
aos campos de matéria, & é a constante do acoplamento entre o campo e a geometria,
e A é a constante cosmoldgica. Na abordagem de Synge®® as equagdes (0.1) elas sio
consideradas a definicao do tensor energia-momento 7, , ou seja, o conjunto de equagoes
que determinam 7}; a partir de uma dada métrica g.; . Esta abordagem, denominada por
Synge de método g, é o analogo do tratamento newtoniano em que se admite um potencial
gravitacional ¢ e se usa a equa¢io de Poisson para calcular a correspondente distribuigao
de matéria. A procura de soluc¢des das equagbes de Einstein pelo método g pode ser
feita de uma maneira sistemadtica e simples se incorporarmos a caracterizagao invariante

do tensor energia-momento através da classificagio de Segre. Neste enfoque, parte-se de



uma dada métrica gu, calcula-se o tensor de Ricci e obtém-se a classe de Segre 4 qual ele
pertence. A necessidade de concordancia entre a classificagio algébrica de Gy, ¢ a de Ty,
exigida pelas equagbes de Einstein, é entio empregada para determinar provaveis campos
de matéria que podem ser usados para gerar espagos-tempo solugdes das equagies (0.1)
(ver por exemplo Moody e Ray,* Rebougas e Teixeira® ¢ ¢ Santos et al.*’). Além disso,
a classificagdo sistematica de campos de matéria é de valiosa ajuda na interpretagio de
novos campos obtidos, quer pelo método g de Synge, quer pela combinagio de dois ou
mais campos conhecidos (cf. Hall,'® Hall ¢ Negm?? e Ferrando et al.'?).

Um outro contexto da relatividade em que é relevante a classificagio de Segre é no
chamado problema da equivaléncia. Uma das hipSteses basilares da teoria da relatividade
geral € a da invaridncia das leis fisicas sob transformacdes de coordenadas arbitririas. Por
outro lado, a forma explicita do campo gravitacional g, (que é encontrada resolvendo-
se as equagbes de Einstein) depende da escolha do sistema de coordenadas. Isto dé
origem ao seguinte problema: dadas duas solugdes das equagdes de Einstein (0.1), des-
creverao elas o mesmo campo gravitacional? Este problema foi resolvido teoricamente
por Cartan,® tendo Karlhede® posteriormente apresentado um algoritmo para sua imple-
mentagio algébrico-computacional. Uma discussio mais detalhada do problema da equi-
valéncia pode ser encontrada em MacCallum®2¢ incluindo os sistemas de computagio
algébrica SHEEP/CLASSI usados na implementagio do algoritmo de Karlhede. As classi-
ficagbes de Segre e Petrov sdo usadas no passo inicial do algoritmo para fixar canonica-
mente (a menos de rotagdes eventuais) uma base vetorial para os escalares de Cartan. Para

‘uma descricio didatica, com apresentagio de exemplos praticos da solugio do problema
da equivaléncia, veja Paiva.!

A classificagdo de Segre é também importante para o entendimento de caracteristicas
. puramente geométricas dos espagos-tempos (cf. por exemplo Plebaiiski,*"* Crade e
Hall,"! Ludwig e Scanlan,? Bona et al.?) e ainda na determinagio invariante dos limites
de familias de métricas. 111220

Nas 1dltimas trés décadas, principalmente apés o aparecimento das teorias de super-



gravidade e de supercordas nos anos 70, ressurgiu um grande interesse pelas teorias tipo
Kaluza-Klein de cinco ou mais dimensdes (para uma revisiio sobre este assunto ver Matos

8 em 1921 e sio relevantes

e Nieto®). Essas teorias originaram-se do trabalho de Kaluza?
pelo menos por dois motivos. No contexto de teorias de gauge elas tém sido usadas como
uma maneira elegante na tentativa de unificagdo das interagdes fundamentais da fisica.
De um ponto de vista estritamente técnico, por outro lado, elas tém sido usadas como
uma ferramenta matematica para se obter solugies exatas das equagdes de Einstein em
quatro dimensdes, 262715

Nesta tese fazemos a classificagic de um campo escalar minimamente acoplado ao
campo gravitacional e estendemos a classificagio de Segre dos tensores simétricos de
segunda ordem para espagos-tempos de cinco ou mais dimensées. Os principais resultados

57-60,23

desta tese foram objeto de algumas publicagdes, e generalizam trabalhos anteriores

referentes a espacos-tempos de trés e de quatro dimensdes.?!17

No capitulo 1 apresentamos a classificagio de Segre para tensores simétricos de segunda
ordem na relatividade geral obtida através das matrizes canénicas de Jordan. Em seguida
deduzimos, em bases de tétradas reais seminulas todas as formas candnicas possiveis para
o tensor energia-momento de um campo escalar acoplado minimamente com o campo
gravitacional. Para cada classe de campo escalar encontrada apresentamos um espago-
tempo solugdo das equacées acopladas Einstein-campo-escalar,

No capitulo 2 obtemos a classificacio de Segre para tensores simétricos de segunda
ordem em teorias tipo Kaluza-Klein de cinco dimensées através do formalismo das ma-
trizes de Jordan. Usando bases de péntadas seminulas deduzimos um conjunto de formas
canénicas para o tensor de Ricci, generalizando assim resultados anteriores para espacos-
tempos de trés e de quatro dimensdes. Apresentamos ainda uma breve discussao sobre
os grupos continuos que deixam invariante cada uma das formas candnicas do tensor de
Ricai.

No capitulo 3 demonstramos um teorema sobre autovetores de tensores simétricos

de segunda ordem em uma variedade lorentziana de cinco dimensées. Empregamos este



teorema para reobter a classificagéo de Segre para o tensor de Ricci em espagos-tempos de
cinco dimensdes usando formas canénicas conhecidas da literatura sobre classificagio em
quatro dimensdes. Encontramos ainda resultados novos concernentes i estrutura algébrica
do tensor de Ricci os quais generalizam resultados conhecidos em quatro dimensdes.

No capitulo 4 apresentamos estudos que realizamos sobre as matrizes de Jordan em
espagos de dimensdo n > 3. Os resultados sdo apresentados na forma de trés proposicées
sobre produtos internos das bases de Jordan. Essas proposigdes sio usadas para obter
a classificagao de tensores simétricos de segunda ordem em uma variedade lorentziana
n-dimensional, generalizando assim os resultados de capitulos anteriores. Construimos

ainda formas candnicas generalizadas, em bases n-idicas seminulas correspondentes aos

tipos de Segre do tensor de Ricci.



Capitulo 1

Classificacao de tensores simétricos

de segunda ordem na relatividade

1.1 Introducao

Quem primeiro abordou o problema da classificagio algébrica de tensores simétricos de
segunda ordem na relatividade parece ter sido Churchill® em 1932. Sua versio segue uma
linha mais geométrica e estuda os planos invariantes — espagos vetoriais bidimensionais
— associados com o tensor. Posteriormente Plebariski,*® seguindo um esquema algébrico,
apresentou uma classificagao mais detalhada baseada em métodos espinoriais e no estudo
dos autovetores da matriz associada ao tensor. Mals recentemente, discussbes alternati-
vas foram apresentadas usando-se técnicas de andlise funcional,® cdlculo espinorial®® 4 ¢
estrutura de planos invariantes.'®1° Hall e colaboradores'®?? fizeram aplicacdes desses
estudos na classificacac do tensor energia-momento de diversos campos de matéria e suas
combinagdes.

Neste capitulo descreveremos em detalhes a classificagio algébrica de tensores simétri-
cos de segunda ordem na teoria da relatividade através das formas canénicas de Jordan
(FCJ) para matrizes quadradas. A compreensio deste procedimento, utilizado anterior-

mente por Linet®! e por Hall,’”!? serd de grande valia para a generalizagio que faremos



nos capitulos seguintes. Embora nos refiramos constantemente ao tensor de Ricci em toda
a tese, as classificagbes que apresentaremos serdo vélidas para qualquer tensor simétrico
de segunda ordem. No contexto da relatividade geral, devido as equacdes de Einstein
(0.1), a classificacio é extensiva ao tensor energia-momento dos campos de matéria. Nas
segoes seguintes descreveremos a notagio de Segre para esta classificagio, apresentaremos
as formas canénicas para o tensor de Ricci em uma base tetradica seminula, e faremos
a classificagio algébrica do tensor energia-momentc T,, de um campo escalar minima-
mente acoplado ao campo gravitacional. Mostraremos que o carater vetorial do gradiente
do campo escalar é suficiente para separar T, de forma univoca, em quatro diferentes
classes de equivaléncia. Correspondente a cada classe serd apresentada uma solugio das
equagoes de Einstein acopladas a um campo escalar sem massa. Uma das solucdes dis-
cutidas sugere uma interpretagio fisica alternativa para o universo estitico de Einstein.
Verifica-se que uma solugio das equagdes de Einstein para radiagio pura (“pure radia-
tion”) encontrada por Petrov'” pode ser considerada também solucio para um campo
escalar sem massa. Os resultados principais deste capitulo foram publicados no Journal

of Mathematical Physics.>”

1.2 Formas candénicas para o tensor de Ricci

Vamos denotar por M a variedade espago-tempo de 4 dimensées na qual est definida em
todos os pontos uma métrica lorentziana gq, com assinatura (— + ++), e por T,(M) o
espago vetorial tangente a M no ponto p € M. Por todo este capitulo os indices latinos
(a excegdo de p) variam de 0 a 3. Na abordagem algébrica da classificagio do tensor de

Ricci em T,(M) parte-se do problema de autovalores para o tensor na forma mista R:
(R% — M) vt = 0. (1.1)

Nesta forma o tensor pode ser visto como um operador linear R : T,(M) — T,(M).

Os vetores v que satisfazem o sistema de equacdes (1.1) sio denominados autovetores



ou vetores caracteristicos e desempenham importante papel no estudo da estrutura do
operador R.

Um operador linear é dito ser de estrutura simples se ele tem n autovetores linearmente
independentes, onde n é a dimensio do espago em que ele atua.'* No presente caso, devido
a assinatura lorentziana do T,(M), o operador R pode ter uma estrutura algébrica mais
rica: o nimero de autovetores linearmente independentes pode ser menor que n (le., a
matriz £*, nio é em geral diagonalizdvel), e vetores caracteristicos de natureza diferentes
sao possiveis (autovetores tipo tempo, tipo espago e tipo nulo).

Matrizes constituem a ferramenta apropriada para o estudo dos operadores lineares. A
teoria analitica dos divisores elementares mostra que uma matriz quadrada pode sempre
ser reduzida a uma matriz similar com uma forma ‘normal’ ou ‘canénica’, a qual representa
toda uma classe de operadores lineares.'* A investigacio da estrutura destes operadores
reduz-se entdo ao estudo das propriedades desta formas candnicas. No presente trabalho
faremos uso intenso das F'CJ para matrizes quadradas visando nos aprofundar um pouce
mais no conhecimento da estutura algébrica do operador R acima definido.

A teoria das matrizes de Jordan é bem estabelecida e pode ser encontrada em diversos
livros sobre 4lgebra linear.!*?%%! O teorema bdsico é que dada uma matriz quadrada A

no corpo dos complexos C, sempre existe uma matriz nio singular X tal que
X 'AX =J (1.2)

onde J, a FCJ de A, é uma matriz diagonal por blocos, os quais tém a forma

()\kl o0 .- U\

¢ A 1 - 0




Aqui r é a dimensédo do bloco de Jordan J,(\t) e Ay é umaraiz do polindmio caracteristico.
A forma de Jordan torna explicita a decomposigio irredutivel de um espago vetorial na
soma direta de subespagos invariantes sob o operador cuja matriz é A.'* As dimensdes dos
blocos de Jordan dao as dimensdes destes subespacos e a cada bloco estd associada uma
linica autodiregdo. Apesar de X em (1.2) ndo ser tinica - i.e., diferentes transformagdes
de similaridade podem levar & mesma matriz J — a FCJ é univocamente determinada a
menos de ordenamento dos blocos ao longo da diagonal !

Convém dividir nosso estudo em duas partes; primeiro investigaremos as FCJ possivels
para aqueles 2% em que as raizes A da equagio caracteristica det(R% —A82) = 0 sio todas
reals, em seguida examinaremos os casos em que as raizes sio complexas.

Vamos considerar A em (1.2) como sendo a matriz do operador R acima definido,
isto €, nos restringimos ao espago vetorial real de 4 dimensdes T,(M). As FCJ e os

correspondentes tipos de Segre possiveis para matrizes reais 4 x 4 podem ser enumeradas

facilmente e sao:

(AIOOO\ //\1100\ /)\1100\

0 A 0 0 0 A 0 0 0 A 1 0
000 % o0 o oo o ool
\0 0 0 /\4) \0 0 0 /\3} \0 0 0 )\2/
(a) Segre [1,111] (b) Segre [211] (c) Segre [31]

(AIIOO\ (AIIOO\

0 A 0 0 0 A 1 0
000 x 1| o oo x|

0 0 0 X ) 0 0 0 X )
(d) Segre [22] (e) Segre [4]

onde A;,--+, Ay € R. Abaixo de cada FCJ esté indicado o tipo (ou caracteristica) de Segre,



que é uma lista [rir;...rn] das dimensdes r dos diferentes bloces de Jordan J,(A¢) que
comparecem naquela FCJ. Como cada bloco de Jordan estd associado a uma autodiregio,
a quantidade m de numeros presentes na caracteristica de Segre informa quantos sio os
autovetores linearmente independentes de R*%,. Assim, 2 matriz cujo tipo de Segre é [211]
possui trés autodiregdes, enquanto que para o tipo [4] hd apenas uma.

A degenerescéncia de um autovalor (isto é, a existéncia de dois ou mais autoveto-
res linearmente independentes com o mesmo autovalor) é indicada colocando-se entre
parénteses os digitos correspondentes &s dimensdes r; dos blocos de Jordan que envolvem
aqueles autovetores. Entéo, se no tipo (b) tivermos A; = A, # A3 a caracteristica de Segre
serd denotado como [(21)1], e se tivermos Ay = A; = A3 entdo indicaremos por [(211)]. Nos
tipos de Segre diagonais reais (isto é, o tipo [1,111] e degenerescéncias) sempre é possivel
selecionar quatro autovetores linearmente independentes, sendo um tipo tempo e os de-
mais tipo espacgo. Assinala-se neste caso a existéncia do autovetor tipo tempo separando
o primeiro digito dos demais por uma virgula. Assim, para o tipo de Segre [(1,1}11] por
exemplo, temos um autovalor degenerado envolvendo um autovetor tipo tempo e outro
tipo espago, além de dois autovalores nio degenerados correspondentes aos outros dois
autovetores tipo espaco.

Podemos perceber que a classificagio de matrizes via tipos de Segre é menos minuciosa
que a classificagio mediante FCJ. Com efeito, a caracteristica de Segre nio indica o valor
A de cada autovalor, enquanto que a FCJ explicita esses valores. Duas matrizes com o
mesmo tipo de Segre podemn ter distintas FCJ, enquanto que matrizes com a mesma FCJ
tém necessariamente o mesmo tipo de Segre.

Até aqui nio levamos em consideragao o caréter lorentziano da métrica; com este fim
devemos entdo testar de algum modo se as formas candénicas acima enumeradas respeitam
. @ assinatura da métrica definida em M. Uma maneira indireta de fazer isso é conferir a

condigdo de simetria de R,;, isto é, devemos verificar se

gacRc{, = gbcRca (14)
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é verdadeira para cada um dos tipos de Segre. A equagio acima coloca restrigbes sobre
Gab, € pode-se verificar que para os tipos de Segre [22] e [4] a condigio de preservagio da
assinatura de Lorentz, ou seja, det(g,s) < 0, nao é satisfeita.’” Portanto a simetria de
Rqy e o carater lorentziano de g, ndo podem ser simultaneamente impostos aos tipos [22]
e [4]. Isto ndo ocorre com as formas (a), (b) e (c) e sobre elas nos deteremos a fim de
estudarmos suas estruturas algébricas.

Tendo em vista um tratamento de forma unificada para os campos de matéria e de
radiagio, é conveniente introduzir-se no T,(M) uma tétrada B = {l,m,x,y} contendo
vetores no cone de luz e vetores espaciais. Os tunicos produtos internos nio nulos em B
séo dados por

P, =22, = y*y. =1, (1.5)

logo | e m sdo vetores tipo nulo e x e y sdo tipo espago. A base B ¢ denominada tétrade

real seminula e em termos dela a métrica é expressa como
Gab = 21(amy) + Tos + Yals - (1.6)

Fazendo uso do subgrupo de Lorentz das rotagdes nulas de B, Hall'®!7 mostrou que para
os tipos de Segre remanescentes (a), (b) e (¢}, um dado tensor R,; pode ser expresso em

uma e apenas uma das seguintes formas abaixo:

tipo de Segre

[11 111] Rab = 2 /71 l(umb] + F2 (lalb + mamb) + P3TaTh + PaYallb s (1'7)
[211] Ru= 2p I(amb) T LG+ pazate + p3yays, (1.8)
[81] Ru= 2p1iamy+ 2.2 + p1xezs + p2 Yals (1.9)

onde gy, -+, ps € R. Para a forma candnica correspondente ao tipo de Segre [1,111] temos
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o seguinte conjunto de autovetores e respectivos autovalores:

l-m — py—p2,

l+m — p+ps, (1.10)
X — pa,
Y —/ P4

Correspondente ao tipo de Segre [211] temos os seguintes autovetores e autovalores:

l — P,
X — pg, (1.11)

y — ps,

e finalmente, associado ao tipo de Segre [31] temos

I — P1,

(1.12)
Y — p2-

Conforme a degenerescéncia dos autovalores teremos diferentes tipos de Segre, que sio
denominados especializagbes ou degenerescéncias. O caso [1,111] d4 origem a seis especia-
lizagbes: [1,1(11)], [(1, D11, [(1,1)(A1)], [1,(111)], [(1,11)1] e [(1, 111)]; o caso [211] d4
origem a [2(11)], [(21)1], [(211)]; e o caso [31] apresenta apenas a degenerescéncia [(31)].

Temos assim concluida a classifica¢io algébrica do tensor de Ricei quando seus autova-
“lores sao todos reals. O caso de autovalores complexos pode ser examinado mais facilmente
ap0s o reconhecimento de algumas propriedades dos subespagos bidimensionais de T,(M).

E o que faremos a seguir.

1.2.1 Propriedades algébricas do tensor de Ricci

Os subespagos bidimensionais (ou planos) de T,(M) podem ser classificados de acordo

com o nimero de diregdes nulas que contém. Um plano é dito tipo tempo, tipo nulo ou
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tipo espago conforme ele contenha duas, uma ou nenhuma dire¢do nula respectivamente.
O plano ortogonal a um plano tipo tempo (tipo espago) é tipo espaco (tipo tempo); o
plano ortogonal a um plano tipo nulo é tipo nulo.

Dizemos que um plano P € T,(M) é invariante sob R se para todo vetor v € P
entao v € P. Em geral um plano invariante pode ou nio conter diregoes invariantes
(autodiregdes, autovetores). Denominamos autoplano um plano invariante cujas diregdes

sdo todas invariantes.

Interessantes resultados concernentes aos planos do 7),(M) invariantes sob R% podem

ser obtidos examinando-se (1.7)-(1.9). Hall!®>!" mostrou que
(i) existe sempre no T,(M) um plano que é invariante sob R%;

(ii) se P é um plano em T,(M) invariante sob R%, entio o plano ortogonal a P também

¢ invariante sob R%;

(iii) existird no T,(M) um plano tipo nulo invariante sob R% se e somente se R tiver

uma tnica autodiregdo nula (que necessariamente estard contida nesse plano);

(iv) existird no 7,(M) um plano tipo espago (ou tipo tempo) invariante sob R% se e
somente se R% tiver dois autovetores ortogonais tipo espago (que necessariamente

estardo situados nesse plano).

Quando a equagdo caracteristica det(R%, — A%} = 0 tem raizes complexas é possivel
mostrar,'® 1" usando (ii) e (iv) acima e a simetria de R,;, que o tensor de Ricci é sempre
diagonalizdvel e, em uma base de tétradas convenientemente escolhida B, se reduz a

seguinte forma
(2211} Ry = 2p1lme) + py (lads — mame) + p3 2,36 + paYals (1.13)

onde py,--+,ps € Re pg # 0. A notagio de Segre [z211] para este caso é feita com o
uso de z e Z para denotar autovalores complexos conjugados. O tensor de Ricci tem dois

autovetores complexos | & 2m com correspondentes autovalores p; +ip,, e dois autovetores
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reals X e y com autovalores pg e py respectivamente. Uma vinica especializacio é possivel
para esta classe: [z Z(11)]. Com isto completamos o quadro da classificagio de Segre do
tensor de Ricci (ou qualquer tensor simétrico de segunda ordem na teoria de Einstein da
relatividade).

Devido as equagdes de Einstein (0.1), a classificacio do tensor de Ricci conforme
(1.7)-(1.9) e (1.13) coincide com a do tensor energia-momento Ty, dos campos de matéria.
Entretanto, aqui temos de levar em conta mais algumas restricdes impostas pela teoria

da relatividade sobre esses campos. Sio as denominadas condi¢bes de energia:245¢

(i) a densidade de energia local medida por um observador com 4-velocidade u® é nio-

negativa, isto é, Thyuu® > 0.

(ii) a velocidade do fluxo de energia nio pode exceder a velocidade da luz. Em outras

palavras, se u* é um vetor tipo tempo ele deve obedecer i relagio s%s, < 0, onde

s* = T4 b

Pode-se mostrar'® que os tipos de Segre [31] e [z 7 11], assim como suas degenerescéncias,
nao obedecem a estas condigbes. Sobre o tipo de Segre {1,111] as condicdes de energia

1mpdem que

<0, pp >0, p1—p2 S p3 < p2— Py pr—p2Spa<pr—pm

na forma canénica (1.7).'"-%* Sobre o tipo de Segre [211] as condigdes de energia exigem

o sinal positivo no segundo termo de (1.8)!™2* além de

M0, S —p, pr<ps<—pr.

1.3 Classificacao do campo escalar

Faremos aqui a classificagido algébrica de um campo escalar usando a tétrada seminula

descrita na se¢io anterior. O tensor energia-momento Ty, de um campo escalar massivo
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¢ minimamente acoplado ao campo gravitacional é dado por

1
Too = dathp — 5 Jab (bodag® + m*¢?) (1.14)

onde m é a massa do campo escalar, §, = ¢,,, e ponto-e-virgula denota a derivada
covariante.

Nossos estudos visando a classificagio de (1.14) mostraram que o tensor energia-
momento de um campo escalar pode ser separado em quatro diferentes classes conforme
o carater vetorial de ¢°.

Classe (i): ¢* € um vetor lipo tempo. Neste caso é sempre possivel encontrar dois

vetores nulos | e m tais que I°mm, = 1, e ¢* pode ser escrito como

# =5 —m), (1.15)

onde o é um escalar. Em seguida escolhemos dois vetores tipo espaco x e y, pertencentes
ao subespago bidimensional ortogonal ao plano gerado por 1 e m, de modo a formar uma
base tetrddica seminula 5. Tendo em conta as equagdes (1.5), (1.6), (1.14) e (1.15), uma

expressao canonica para T,; € entio

Ty = 200 ligmyy + o1 (Ll + mams) + 02 (zazs + vats) (1.16)
onde
2
org:h—%mzqﬁg, o = 9[2—, Jg—_'——--;-(mz¢2—0.'2). (1.17)

Vemos que na base 3, Ty, apresenta uma forma analoga a forma canénica (1.7). Contudo,
& preciso conhecer a degenerescéncia dos autovalores e o cariter dos autovetores para
determinar corretamente o tipo de Segre. Verifica-se facilmente que um conjunto completo

de autovetores linearmente independentes e os correspondentes autovalores de 7% em
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(1.16) é dado por

l-m — o5—0y,
[+m — oy,
! (1.18)

X — 09,

Y — o02.

Observe-se que 7% tem um autovetor tipo tempo (I — m) e trés autovetores tipo espaco,
havendo uma tripla degenerescéncia em relagdo ao autovalor o;. Portanto, o tipo de Segre
para esta classe é [1,(111)], que é o mesmo tipo de Segre de um fluido perfeito.®® Em
outras palavras, um campo escalar desta classe pode desempenhar o mesmo papel que
um fluido perfeito na relatividade geral. Este resultado é similar ao obtido por Madsen®”
embora por outro caminho.

Classe (ii): ¢* € um vetor tipo espago. Neste caso escolhemos uma base vetorial
seminula tal que ¢* = yy* (y um escalar real). Tendo em conta (1.5) e (1.6) verificamos

que a forma candnica para (1.14) pode ser escrita como

Tas = 2 po liamyy + po TaZs + p1 Yl s (1.19)
onde
1 1
po=—3 (m*$* +9%), p= ~5 (m*¢* —+7). (1.20)

Para esta classe um conjunto de autovetores linearmente independentes e os correspon-

dentes autovalores é dado por

l-m-— pp,

X— po,

Y— pm.
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Vé-se novamente que 7'} tem um autovetor tipo tempo (1 — m) e trés autovetores tipo
espago, mas agora o autovalor correspondente ao autovetor tipo tempo é degenerado.
Note-se que os vetores tipo nulo | e m sio também autovetores neste caso. Contudo, a
combinagio que escolhemos torna evidente a existéncia de autovetor tipo tempo. Esta
situagdo ocorre sempre que ha um autovetor tipo tempo com autovalor degenerado. O
tipo de Segre é portanto [(1,11}1]. Isto mostra que campos escalares desta classe podem
simular um fluido taquidnico (“tachyon fluid”).

Classe (iii): ¢* € um vetor tipo nulo. Escolhendo uma base tetrddica seminula B
com ¢* = 9% (J um escalar real} tal que 1, m, x e y satisfagam as eqgs. (1.5) e (1.6},

encontramos a seguinte forma candnica para (1.14):
Top = 2 fH l(amb) + lady + H (xaxb + yayb) 3 (122)

onde p = —%mquz. Novamente, para a completa caracterizagdo deste tensor energia-
momento precisamos encontrar os autovetores, autovalores e o correspondente tipo de
Segre. Pode-se verificar facilmente que os trés vetores |, x e y constituem um conjunto
completo de autovetores linearmente independentes associados ao autovalor triplamente
degenerado —%mzqﬁ?. Portanto, o tipo de Segre correspondente a forma candnica (1.22) é
[(211)]. Este é o mesmo tipo de Segre do campo eletromagnético nulo ou o do campo de
radiagio pura.’® O campo eletromagnético nulo é caracterizado por apresentar |E| = |H]|
e E.H = 0,%? onde E e H denotam o campo elétrico e o campo magnético respectivamente,
ou seja, representa uma onda eletromagnética plana. Ja o campo de radiagdo pura repre-
senta a superposicio de ondas incoerentes que se propagam numa mesma diregio como,
por exemplo, campos de neutrinos ou ondas gravitacionais de alta frequéncia.®® A pri-
meira vista pode-se pensar que um campo escalar da classe (iii) pode representar esses
dois campos na relatividade geral. Contudo, isto nao é verdade pois o trago do tensor
energia-momento (1.22) nio é zero, a menos que m = 0. Ou seja, apenas campos escalares
sem massa nesta classe podem representar ambos os campos eletromagnéticos. Esta ca-

racteristica possibilita interpretagdes alternativas para algumas solugées de espago-tempo
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Einstein-Maxwell. Na préxima se¢do discutiremos uma solugio das equacgdes acopladas
Einstein-campo-escalar sem massa que ilustra esta ambigiiidade.
Classe (iv): ¢* = 0. Este caso ocorre quando o campo escalar ¢ é constante. Tendo

em vista (1.6) encontra-se que o tensor energia-momento (1.14) pode ser posto na forma
Tab = 2£l(amb) + E (.’L'G.'L'b + yayb) (123)

com £ = —Im?*¢?. Verifica-se facilmente que o conjunto de autovetores linearmente inde-
pendentes ] — m, 14+ m, X e y estdo associados ao mesmo autovalor —%mzqﬂz. Portanto,
a I'CJ correspondente tem [(1,111)] como caracteristica de Segre. Esta classe de campos
pode representar solugdes de vacuo com ou sem constante cosmolégica A.3°

Para encerrar esta secido gostarfamos de mencionar que as condigdes de energia sio
identicamente satisfeitas para as quatro classes de equivaléncia apresentadas acima ja que

m2g? > 0.

1.4 Equacgoes acopladas Einstein-campo-escalar sem

massa

Nesta se¢ao discutiremos solugbes para as equaces acopladas Einstein-campo-escalar sem
massa, que sao realizagOes das diferentes classes de campo escalar estudadas na se¢io an-
terior. Apesar da classificagdo ter sido feita para campos escalares massivos, ela continua
valida no limite m - 0, j4 que o termo de massa modifica todos os autovalores pela
mesma quantidade.

Consideremos um espago-tempo M de 4 dimensées provido da métrica espacialmente

_1sotrépica de Einstein

ds® = ~dt* + % (dz® + dy* + d2*), (1.24)
onde
f:1+ﬁ($2+yz+z2)a (1.25)



onde a é uma constante. Vamos mostrar que o espago-tempo (1.24) acima pode ser gerado
por um campo escalar sem massa da elasse (i). De inicio precisamos verificar se o tipo de
Segre do tensor de Ricci relativo a (1.24) é condizente com esta classe de campos escalares.
Determinamos a caracteristica de Segre [1,(111)] para o tensor de Ricci usando o pacote
CLASSIV®® escrito na linguagem de computagio algébrica SHEEP' (para detalhes de
calculo ver Rebougas & Teixeira®). Como a geometria (1.24) é espacialmente isotrépica,
€ natural procurar por um campo escalar cujo tensor energia-momento T,; seja também
espacialmente isotrépico. O mais simples campo escalar sem massa da classe (i) que

encontramos, capaz de engendrar o espago-tempo (1.24), foi

#(t) = at + 8; «, 8 = const. (1.26)

De fato, o campo escalar (1.26) claramente satisfaz a equagio de campo sem fontes

. 1
V= = (V=96.9"),=0, (1.27)

onde ¢ = det{g,s). Um cdlculo direto com o pacote CORD do sistema SHEEP dd os

componentes n&o nulos do tensor de Einstein para o elemento de linha (1.24):
G®=3/d®, G"=G®=G"=_—f%/q%. (1.28)

As equagdes de campo de Einstein reduzem-se, portanto, a um conjunto de duas equacfes

algébricas, que podem ser combinadas para dar a solugao
A=2/a*=d?, (1.29)

onde por simplicidade fizemos £ = 1 nas equagdes (0.1). A solugio acima representa
uma interpretagao fisica alternativa & sugerida por Einstein para a (1.24). Ou seja, nds

mostramos que o modelo estdtico de Einstein pode ser gerado também por um campo
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escalar dependente do tempo. Rebougas e Teixeira® encontraram igualmente uma fonte
alternativa para o universo de Einstein composta por um fluido nio estatico com spin

combinado com um campo de Proca.

Como um exemplo de realizagio da classe (%) de campos escalares consideremos o

seguinte elemento de linha®
ds® = — cos*(r/a) dt* + dr? + a®sin*(r/a) d¢? + dz?, (1.30)

onde ¢ é uma constante. A caracteristica de Segre do tensor de Ricci da geometria (1.30)

€ [(1,11)1]. Por outro lado, o campo escalar sem massa mais simples possivel dentro da

classe (ii) pode ser escrito como
d(z) =vyz+8; «, 6 = const. (1.31)

As equagbes de Einstein para o espago-tempo (1.30) sdo identicamente satisfeitas por

(1.31) desde que as constantes A, a e v satisfacam a%
A=2/a® =%, (1.32)
A classe (iii) de campos escalares pode ser realizada pelo espago-tempo
ds* = —dt® + C(t,z) (de? + dy®) + d2?, (1.33)
onde C(¢, z) obedece a equagao diferencial
Cu=C.=-bC, (1.34)

€ bé uma constante. Esta métrica, estudada por Petrov,?” pode ser interpretada como uma
radiagdo pura homogénea (T = bk, ky, k.k* = 0) solugio das equagdes de Einstein,® e

o tipo de Segre do tensor de Ricci é [(211)]. Vamos entao procurar um campo escalar sem
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massa cujo tensor energla-momento associado tenha este tipo de Segre. Entre os campos

escalares que examinamos o mais simples, e com a caracteristica desejada, é dado por

$(t,z) =9t — 2) + v; ¥, v = const. (1.35)

Como ¢, é um vetor tipo nulo, o tensor energia-momento associado a (1.35) é do tipo
[(211)]. AMm disto, como Cy = —C, , o campo escalar ¢({,2) satisfaz a equacio de

Klein-Gordon completa

1 2
¢,tt - Ez' (‘fj.xr + ¢,yy) + "5 (C,t ¢,t - C,z ¢,2) - ¢,zz =0. (136)

Usando novamente o programa de computagio algébrica CORD nés descobrimos que os

inicos componentes nio nulos do tensor de Einstein para a métrica (1.33) sdo
Gop = —Gloz = Ga3 = 2b. (1.37)
As equagoes de campo de Einstein neste caso sao satisfeitas desde que
A=0, 9=+v2. (1.38)

Esta solugdo ilustra a ambigiidade que nds mencionamos na segiao anterior com respeito
a esta classe de campo escalar.

Por fim observemos que qualquer solugio das equagdes Gy, = ~Aga, A = const
(espagos de Einstein) pode ser tomada como realizagdo da classe (iv) de campos escalares

(i.e., ¢ = const), como por exemplo os espagos-tempos de de-Sitter e anti-de-Sitter.



Capitulo 2

Classificacao do tensor de Ricci em

teorias do tipo Kaluza-Klein 5-D

2.1 Introducgao

Observando-se a literatura cientifica das dltimas trés décadas nota-se o aparecimento de
uma consideravel quantidade de trabalhos envolvendo teorias do tipo Kaluza-Klein (ver,
por ex., Matos e Nieto® para uma revisio recente destas teorias). Isto temn sido motivado
principalmente pela questao da unificagdao da gravidade com as outras interagoes funda-
mentais da fisica. De um ponto de vista estritamente técnico, por outro lado, essas teorias
tém servido como um caminho para encontrar-se novas solugdes das equagdes de Einstein
em quatro dimensdes, sem atribuir-se, contudo, acs componentes adicionais do tensor
métrico qualquer significado fisico. Recentemente porém, diversas aplicagdes destas teo-
rias a modelos cosmoldgicos pentadimensionais tém aparecido na literatura apresentando
interpretagdes fisicas para a quinta dimensio.?73%64

Usando a teoria das matrizes de Jordan faremos neste capitulo a classificagio algébrica
de tensores simétricos de segunda ordem definidos sobre uma variedade lorentziana pen-

tadimensional M (a bem da simplicidade, no restante desta tese nos referiremos a tais

variedades como variedades 5-D ou n-D, conforme a dimensio). Mostraremos que em

22
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um ponto p € M o tensor de Ricci pode ser classificado em quatro tipos de Segre e suas
vinte e duas degenerescéncias. Usando bases de péntadas reais seminulas deduzimos um
conjunto de formas candnicas para R,s, generalizando resultados anteriores obtidos para
espacos-tempos de trés e de quatro dimensdes.?!'!'® Apresentaremos também urma breve
discussio sobre os grupos continuos que deixam invariante cada uma das formas candnicas

obtidas para Ra. Os resultados deste capitulo foram objeto de duas publicagdes.®®%®

2.2 Tipos de Segre em espagos-tempos 5-D

Para efetuarmos alguns calculos em espagos-tempos 5-D, e também em dimensdes mais
altas, demonstraremos aqui um teorema sobre o produto interno de vetores nulos que é

uma extensido de um resultado ji conhecido em espagos-tempos 4-D.

Teorema 1 Em um espaco vetorial real V n-dimensional provido de uma méirica lo-
rentziana g, = diag{—1,1,...,1), dois vetores nulos sdo ortogonais se e somente se¢ cles

sdo colineares.

Demonstracdo:

Sejamn A e B dois vetores nulos em V, i.e.,
AA=BB=0. (2.1)

Se A e B sdo colineares, ou seja, A = kB (k # 0), entdo tomando o produto interno de arn-
bos os membros desta equacdo por A e usando {2.1) obtemos A.B = 0. Reciprocamente,
suponhamos que os vetores nulos A e B sdo ortogonais, isto é, A.B = 0. E sermnpre
possivel escolher urna base na qual g, = diag(—1,1,...,1) com A = (a,q,0,...,0) e
"B = (b,¢,d,0,...,0), onde a # 0 e b* = ¢* + d®>. Portanto A.B = 0 implica b = ce
consequentemente d = 0. Logo os vetores A e B sio colineares.

Neste e no préximo capitulo denotaremos por M a variedade espaco-tempo 5-D provida

de uma métrica lorentziana g com assinatura (~++++), T,(M) denota o espago vetorial
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tangente a M no ponto p € M e indices latinos (a excegio de p) variam de 0 a 4. A
classificagdo algébrica do tensor de Ricci € feita a partir do problema de autovalores para
o tensor na forma mista, conforme definido no Cap. 1 eq. (1.1), lembrando que agora R%,
€ uma matriz 5 x 5.

Vamos considerar primeiro o caso em que as raizes da equagio caracterfstica associada

sao reais. As FCJ possiveis para matrizes reais 5 x 5 (com os respectivos tipos de Segre)

5a0:

(% 100 0) (%100 0Y) /51 00 o)
0 A 1 0 0 0 A 1 0 0 0 A 1 0 0
0 0 A 1 0 0 0 A 1 0 0 0 X 0 0
0 0 0 X 1 0 0 0 A 0 0 0 0 X 1

\0000)\1/ \ 0 0 0 0 X \0000,\2/

(a) Segre [5] (b) Segre [41] (c) Segre [32]

(,\11000\ [y 1 0 0 o) (2% 1 0 0 o)
0 A 1 0 0 0 A 0 0 0 0 N 0 0 0
0 0 A 0 0 0 0 A 1 0 6 0 X 0 0
0 0 0 X 0 0 0 0 X 0 0 0 0 X 0
0.0 0 0 X ) \0000,\3/ \0000,\4)

(d) Segre [311] (e) Segre [221] (f) Segre [2111]
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0
Ay
0
0
0

0 0 0
0 0 0
As 0 0
0 X O
0 o0 A5)

g) Segre {1,1111]

Mostraremos agora que o carater lorentziano da métrica g definida sobre M, junta-

mente com a simetria de Fg, excluem os casos (a), (b), (c) e (e) acima. A equagao

matricial para o caso (a) é

(M 1 0 0 o)
0 A 1 0 0
XTRX=| 0 0 3 1 0
00 0 A 1

0 0 0 0 X

(2.2)

onde X ¢ a matriz da transformagdo ¢ R é a matriz do tensor R%,. Multiplicando (2.2)

a esquerda por X e igualando as colunas da equagio matricial resultante, obtemos o

seguinte conjunto de equagbes vetoriais (cadeia de Jordan):

RX,
RX,
RXs
RX4
AX;5

MXy,

MXe 4+ Xy,
A Xs+ Xy,
MXy+Xs,
MXs + Xy,
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onde os X4’s (A =1,...,5) s30 os vetores coluna da matriz X e constituem unibase de
Jordan. Como R, é simétrico, usando (2.3) e (2.4) obtemos A X;. X = 4 X,. X, +X,.X;,
onde os produtos escalares definidos pela métrica lorentziana g sio indicados por um ponto
entre os vetores. Vemos assim que X, é um vetor do tipo nulo. Analogamente, usando as
equagdes (2.3), (2.5) e (2.6), encontramos X;.X; = 0 e X;.X5 = 0. Usando este tiltimo
resultado e as equagbes (2.4) e (2.5) obtemos X3.X; = 0. Conclui-se entio que X; e
X, sdo vetores nulos e ortogonais um ao outro. Como a métrica sobre M é localmente
lorentziana, esses vetores sdo colineares, portanto X seria uma matriz singular. Isto
mostra que % ndo pode se reduzir & FCJ [5] mediante transformacdes de similaridade.
Chamando de Y a matriz da transformagio de similaridade tal que Y"'RY = J, onde
agora J € a matriz do caso (b), obtemos, de maneira andloga ao caso anterior, a seguinte

cadeia de Jordan:

RY, = AY,, (2.8)
RY, = MY,+7Y,, (2.9)
RY; = MY;3+Y,, (2.10)
RY, = MY,+Y;, (2.11)
RYs = A Y5, (2.12)
onde os Ys's (A =1,---,5) séo vetores coluna da matriz Y. Observemos que no caso

anterior a sequéncia de operagbes que nos levou a descartar o tipo de Segre [5] envolveu
apenas as quatro primeiras equagdes da cadeia de Jordan. Como as equagdes (2.8)—(2.11)
sdo formalmente idénticas aquelas equagdes, realizando a mesma sequéncia de cilculos
constatamos que neste caso Y; e Y; sdo vetores nulos e ortogonais, logo colineares. Por-
-tanto, ¥ seria singular, monstrando que R?% tampouco pode assumir a FCJ [41] mediante

similaridade.
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Com procedimento anilogo aos casos anteriores obtemos a cadeia de Jordan para o

caso (c):
RZ1 = )\1 Zl , (213)
RZQ = /\1Z2 + Zl 3 (214)
RZy = MZs+2Z,, (2.15)
RZ4 = /\224 ) (2.16)
RZ; = MZs+2Z,, (2.17)
onde denotamos por Z4 (A =1,---,5) os vetores colunas da matriz Z da transformacio de

similaridade Z7'RZ = J. Como R,, é simétrico, das equagoes (2.13) e (2.14) facilmente

obtemos

/\;ZI.ZZ - /\1Z2.Z] + ZI-ZI . (218)

A equagdo (2.18) mostra que Z; é um vetor nulo. Analogamente, as eqgs. (2.16) e (2.17) nos
levam a concluir que Z; ¢ também um vetor nulo. Além disso, se A; # A, das eqs. (2.13)
e (2.16) vemos que Z;.Z4 = 0. Se A} = A; as equagdes (2.13), (2.16) e (2.17) implicam
de novo em Z;.Z; = 0. Ou seja, Z, ¢ Z,; sdo ambos vetores nulos e ortogonais um ao
outro. Como a métrica ¢ sobre M ¢é localmente lorentziana os vetores Z, e Z; devem
ser colineares. Assim, Z é uma matriz singular, o que contradiz a hipétese subjacente is
transformagdes de similaridade. Portanto, em um ponto p € M o tensor de Ricci definido
sobre uma variedade 5-D lorentziana ndo pode ser reduzido ao tipo de Segre [32] ou sua
degenerescéncia [(32)].

Quanto ao tipo de Segre [221], por cédlculos andlogos podemos mostrar que a trans-

formagao de similaridade W~'RW = J fornece a seguinte cadeia de Jordan:

RW, = AW, (2.19)
RW, = MW, + W, (2.20)

RW;} = /\2W3, (221)
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RW4 = /\2W4 + W3 3 (222)
R W5 = /\3W5 y (223)
onde denotamos por W,y (A =1,.--,5) os vetores colunas da matriz W. Como os dois

pares de equagdes (2.19)—(2.20) e (2.21)~(2.22) tém a mesma estrutura algébrica dos dois
pares (2.13)-(2.14} e (2.16)—(2.17) do caso (c), podemos de modo semelhante usar essas
equagoes para mostrar que W, e W3 sio vetores nulos. Além disso, independentemente
de Ay = A; ou Ay # A; podemos mostrar que W; e W3 sio ortogonais um ao outro.
Entao, em um ponto p € M, o tensor de Ricci, definido sobre uma variedade lorentziana
5-D, nao pode ser levado as FFCJ correspondentes aos tipos de Segre [221], [(22)1], [2(21)]
e [(221))].

Em suma, para autovalores reais ficamos apenas com os casos (d), () e (g) ¢ suas
degenerescéncias como possiveis FCJ para R%. Em outras palavras, quando os autova-
lores sdo reais, um tensor simétrico de segunda ordem definido sobre uma variedade 5-D
lorentziana M tem como caracteristica de Segre uma das seguintes possibilidades em um

ponto p € M:

(i) [1,1111] e suas degenerescéncias [1,11(11)], [(1,1)111], [1,(11)(11)], [(1, )(11)1],
[1,1(111)], [(1, 11)11], [(1, 1)(111)], [(1,11)(11)], [2,(111L)], [(1,111)1] e [(1,1010)];

(i1} [2111] e suas especializagses [21(11)], [(21)11], [(21)(11)], [2(111)], [(211)1] e [(2111));
(iii} [311] e suas degenerescéncias [3(11)], [(31)1] e [(311)].

Na verdade, para completar a classificagdo para os casos em que os autovalores sio reais,
precisamos mostrar que os tipos de Segre acima sio consistentes com a simetria de Ry
e o carater lorentziano da méfrica g,,. Na préxima secio, além desta demonstragao,
deduziremos representagoes para cada forma candnica de K, em termos de péntadas
seminulas de vetores.,

No restante desta secao discutiremos os casos em que R?% tem autovalores comple-

xo0s. Para isto usaremos uma abordagem similar aquela empregada por Hall'” ao fazer a



- 929 _

classificacdo do tensor de Ricci em 4-D.

Suponhamos que R tenha um autovalor complexo z; = a +if8 {(, 8 € R, 8 # 0)
associado ao autovetor V = Y +:Z, onde Y, Z € T,(M), com componentes V* =
Y* +:2° (Y, Z° € R) relativos a uma base na qual os componentes R, sejam reais. A

equacdo de autovalores

R4 Vb= V° (2.24)

implica

RV =7z V", (2.25)

onde o autovalor 2y =a —:f e onde V* = Y* — 7 Z* si0 os componentes de um segundo
autovetor V. Como Ry é simétrico nés temos V, R, V® =V, R, V?, que juntamente com

as eqs. (2.24) e (2.25) fornece V, V°® = 0, ou seja
Y.Y*'+Z,72° =0. (2.26)

Desta ultima equagio segue-se que um dos vetores Y ou Z é tipo tempo e o outro tipo
espaco ou ambos sdo nulos e, como 8 # 0, nao colineares. Independente de Y e Z serem
ambos vetores tipo nulos, ou um tipo tempo e 0 outro tipo espaco, a parte real e imaginaria

de (2.24) d4

YYD = ave—pz°, (2.27)

RYZY = BY*+aZ®. (2.28)

Loge, em ambos os casos os vetores Y e Z geram um subespago bidimensional tipo
tempo de T,(M), que é invariante sob R%. Ortogonal a este subespago ha um subespaco
" tridimensional de T;,(M) que é tipo espago, devendo portanto ter trés vetores tipo espago
(x,y ez, digamos) linearmente independentes ¢ autovetores de R, com autovalores reais
(ver a préxima segdo para mais detalhes sobre este ponto). Estes autovetores, juntamente

com V e V, completam um conjunto de cinco autovetores linearmente independentes de
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R*, em p € M. Portanto, quando existe um autovalor complexo R? é necessariamente
diagonalizavel e possui trés autovalores reais. Os tipos de Segre possiveis sdo entao [z z 111]
e suas especializagoes [z Z 1(11)] e [z 2 (111)].

Os resultados da presente se¢io podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 2 Seja M uma variedade real pentadimensional provida de uma méirica lo-
rentziana g de assinatura (— + + +4). Seja R um tensor simélrico de seqgunda ordem
definido em qualquer ponto p € M. Enido R pode ter apenas os seguintes tipos de Segre:

[1,1111], [2111], [311], [2 2111], ou alguma de suas degenerescéncias.

2.3 Formas canonicas

Nesta se¢do veremos como, para cada tipo de Segre do teorema 2, o tensor de Ricci pode
ser adequadamente escrito em uma base seminula, permitindo identificar facilmente sua,
caracteristica de Segre uma vez escrito o tensor nessa base.

Consideremos a péntada de vetores P = {l,m,X,y,z}, tal que os dnicos produtos

internos nao nulos sao dados por
I'mg, = 2%z, = ¥y, = 2%2, = 1. (2.29)

Logo | e m sdo vetores do tipo nulo e X, y e z sdo vetores tipo espaco.

Podemos combinar dois a dois todos os vetores da base P de modo a formar tensores
simétricos de segunda ordem. Em um ponto qualquer p em M o conjunto de todos os
tensores simétricos de segunda ordem definidos sobre M constitul um espago vetorial V,

de dimensdo 15 que pode ser gerado pelos 15 tensores simétricos de base

lalb , Mgy, gy, YalYs,y, ZaZb, 2 I(amb) N 2 I(a:lt(,) N 2 l(ayb) N 2 l(azb) 5

2maThy, 2mElny, 2M@aZy), 2TY, 2T(GZ8, 2 Y2 - (2.30)

Qualquer tensor simétrico de segunda ordem em M é um vetor de V, e pode ser escrito
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como uma combinagio linear dos elementos da base (2.30). Por exemplo, tendo em conta
os produtos internos dados por (2.29), podemos obter a seguinte decomposi¢io para o

tensor métrico

Gab = 2lamgy + ZoZp + Yo + 2075 . (2.31)
Considerando R, como um vetor em V, sua expressio mais geral é
Rap = 2p1lamyy + palols + p3 2078 + pa Yoo + 5 2o 25 + ps Matp

+2 pr L) + 2 ps LYy + 2 po l(a2) + 2 pro mayy + 2 p11 mya )

+2 pra Ma 25y + 2 P13 T(a¥Yp) + 2 P14 T(a2b) + 2 P15 Y(a ) » (2.32)

onde os coeficientes py, ..., p15 € R.

Vamos agora mostrar que para cada tipo de Segre do teorema 2 o tensor R,; pode ser

reduzido a uma das seguintes formas em V,:

tipo de Segre

(1,1111] Rap = 2p1 Iy + pa (lads + mamy) + p3 2azs + payuys + p5 2.2, (2.33)
[2111] Ra = 2p1lamyy £ Ll + pa 2a®y + pavays + p5 2% (2.34)
[811] Rup = 2p1lamy) + 21,25 + p1 TaZs + P4 YaYs + p5 Za2p (2.35)
[2Z111] Ru = 2p1lemuy + p2 (Ll — mamy) + ps zoms + payain + ps 2.26(2.36)
onde py,---,p5 € Re p; # 0 em (2.36).
A condigio de simetria de R,;, escrita como
Gac B = gpe R°, (2.37)

deve ser imposta sobre as matrizes de Jordan permitidas pelo teorema 2. Isto impoe
vinculos sobre os componentes do tensor métrico gq, 0 que nos revelara o carater vetorial

de alguns vetores da base de Jordan.
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Tipo de Segre [1,1111}]. Para este tipo, se escrevermos uma matriz simétrica 5 x 5
geral gq, usarmos a eq. (2.37) ¢ a matriz de Jordan correspondente (caso (g) pg. 25),
obtemos

Gab = dla'g (”1: H2, K3, Ha, ”5) ’ (238)

onde py,---,pus € R. Devido & assinatura lorentziana (- + + + +) da métrica, um dos
ta é negativo e os demais sdo positivos. Por outro lado R% é real, simétrico e tem
cinco diferentes autovalores. Portanto, tendo em mente que o produto escalar sobre
T, (M) é definido por gas, 08 autovetores associados sdo ortogonais um ao outro e suas
normas resultam iguais a pu, # 0. Logo, eles sao vetores tipo tempo ou tipo espago.
Apenas um dos g, < 0, assim um dos autovetores tem que ser tipo tempo e os outros
necessariamente tipo espago. Portanto, sem perda de generalidade, podemos sempre
escolher uma base de Jordan com cinco vetores ortonormais £ = {,w,X,y, 2z} tais que
— 1%, = wiw, = I%x, = y*Y, = 2"z, == 1, em termos da qual o tensor de Ricei é escrito
como

Rab = ““'ﬁl tatb + f)g Wty + P3Talh + PaYalb + Ps5 ZaZh - (239)

Finalmente introduzimos dois vetores nulos 1 = Z=(t + w) e m = —z(w —t) para formar
a base seminula P = {l,m, x,y,z}, em termos da qual R,; toma a forma candnica (2.33)
com
| ,_
1= 5(;01 + p2) e P2 = §(P2 ~p1). (2.40)
Observe-se que de acordo com a forma (2.39) este tipo de Segre pode especializar-se em
onze outros tipos. Além disso, eles sio todos diagonalizaveis com cinco autovetores reais
linearmente independentes, um dos quais é necessariamente tipo tempo. No caso nao
degenerado [1, 1111] uma base de péntadas seminula P é determinada de maneira univoca
" (na verdade ela pode ser fixada a menos de transformagoes discretas, como inversoes e
reindexagio dos vetores da base). Quando existem degenerescéncias, contudo, a forma
(2.39) (ou alternativamente (2.33)) é invariante sob transformacoes continuas apropriadas

da base pentadica de vetores. Daqui para frente, ao tratarmos das simetrias de qualquer
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tipo de Segre, consideraremos somente transformacgdes continuas da base pentddica. Por-
tanto no tipo de Segre [(1,11)11], por exemplo, os vetores t,w e X sio determinados a
menos de rota¢des de Lorentz tridimensionais SO(1,2) no triespago invariante de autove-
tores que contém estes vetores. Analogamente, para o tipo de Segre [1,1(111)] os vetores
X,y e z podem ser fixados a menos de rotagées espaciais 3-D SO(3), ao passo que o tipo
[1,11(11)] permite rotagGes espaciais no plano (y, z). Por fim, o grupo de invaridncia para

a classe de Segre [(1,1111)] é por definigao o grupo de Lorentz generalizado.

Tipo de Segre [2111]. A partir da FCJ para este tipo (caso (f) pg. 24) verifica-se

facilmente que os vetores da base de Jordan

(1) (o) (o) (o)

0 0 0 0
P=1lo |, 2=|1],#=101], 2=|0
0 0 1 0

\ 0/ \ 0/ \ 0 \ 1)
sdo os unicos autovetores de K% linearmente independentes, com os autovalores Ay, Az, A3
e A4, respectivamente. Para sabermos o carater (se tipo tempo, tipo espago ou tipo nulo)
destes vetores precisamos conhecer a métrica. Podemos descobrir os vinculos que este
tipo de Segre impoe sobre a métrica escrevendo uma matriz 5 x 5 simétrica real gq €
usando a condigao de simetria (2.37) com a matriz de Jordan correspondente a este caso.

- Alguns calculos nos dio

)

/091200

0
g1z 922 0 0 0
9= 0 0 g 0 0 |, (2.41)
0 0 0 gu O
\ 0 0 0 0 gss )
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onde g2, g2, g3, Gu4, gss € R. Por simples inspecio de (2.41) percebe-se que I é um
vetor nulo e (X,¥,Z) sdo todos ortogonais a 1 (o que significa que sio vetores tipo
espago), além de serem ortogonais entre si. Tendo isto em conta, deduz-se que o det g,
(= —(912)* 933 9a4 g55) € sempre negativo, o que mostra que este tipo de Segre é con-
sistente com a simetria de R, e preserva a assinatura lorentziana. Embora neste caso
tenhamos apenas quatro diregoes invariantes definidas intrinsecamente por R%, podemos
fixar univocamente (a menos de transformacdes discretas) uma base pentddica seminula
P = {l,m,x, y,z} obedecendo is equagdes (2.29) e (2.31). Para isto temos que primeira-
mente escollier um vetor nulo m ortogonal a X, ¥, e Z e tal que g, I“n® = 1. Denotando
os componentes de m na base de Jordan como m* = (o, 3,7, 4, €) e impondo as restrigoes
dos produtos escalares obtemos v =6 = ¢ =0, @ = —¢32/2¢%, e # = 1/g12. Em seguida
normalizamos cada vetor X, ¥, e z e temos finalmente montada uma base seminula P.
Vale notar que, diferentemente do que ocorreu no caso Segre [1, 1111}, a base seminula
P é também uma base de Jordan para o tipo de Segre [2111]. Em termos desta base, e

tendo em conta que 1,x,y e z sdo autovetores, a eq. (2.32) simplifica-se para
Ryp=2M I(amb) 4+ paloly + Ao zgzp + Asvatts + Ay 2oz, (2.42)

onde a condigio ps # 0 deve ser imposta, caso contririo m seria um quinto autovetor de
R*. Uma transformacdo (rotagio nula) da forma l — ¢l, m — m/(, (( € R*) pode ser
usada para fazer g = 1 se p; > 0, e po = =1 se p; < 0, tornando evidente que (2.34) é
-uma forma candnica apropriada para o tipo de Segre [2111].

Observando-se a forma candnica (2.34) vé-se que esta classe pode especializar-se nos
seis tipos de Segre que foram enumerados na seg¢io anterior. Quando hi degenerescéncia
a forma candnica (2.34) permite alguma liberdade na escolha da base de péntada, i.e.,
a forma candnica é invariante sob transformacées continuas apropriadas dos vetores de
‘base. O tipo de Segre [21(11)], por exemplo, apresenta simetria rotacional local (SRL) no
plano (y, z). Do mesmo modo uma simetria rotacional nula local (SRN1L) ocorre nos tipos

de Segre degenerados [(21)11] e [(21)(11)]. Este 1iltimo tipo admite ambas as isotropias
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locais SRL e SRNL. Afirmacgoes similares podem ser feitas sobre as outras especializagdes
do tipo de Segre [2111}; ndo as discutiremos, contudo, a bem da brevidade.

Tipo de Segre [311]. Este caso pode ser tratado de maneira semelhante & do tipo
de Segre [2111]. Da FCJ associada {caso (d} na pg. 24) segue-se que o primeiro, o quarto

e o quinto vetores da base de Jordan

(1) (o) (0
0

0 0
P=lo|,9=1o0o]|, #=]0],
0 1 0

\ 0 \ 0/ \1/
sdo os Unicos autovetores de It% linearmente independentes, com autovalores A;, A; e A3,

respectivamente. Além disso, associada ao segundo vetor da base de Jordan X temos a

relacao

RE* = AEt + 10, (2.43)

que nos sera util na determinagao dos coeficientes da forma candmnica.
A condigio de simetria de R,;, dada pela eq. (2.37), reduz a matriz do tensor métrico

¢ NO presente caso i forma
(0 0 g 0 0 )
0 g22 gas 0 0O
Gab = g2 g3 gz 0 O (2.44)
0

0 0 0 g44
\0 0 0 0 gs )

onde 22, Y23, ga3, Gaa, 955 € R. Usando-se (2.44) é facil verificar que [*l, = [*%, = I}, =

"2, = F,0% = T,2"° = #a2" = 0. Portanto 1 é um vetor nulo e X, ¥, Z sdo vetores

tipo espago ortogonais entre si. Com isto deduz-se que o det gop (= —(g22)° gaa gss) €
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sempre negativo, logo o tipo de Segre [311] e suas degenerescéncias sio consistentes com
a assinatura lorentziana da métrica e a simetria de R,;.

Para fixar (a menos de transformacdes discretas) uma base pentidica seminula Q =
{I, m,x,y,z} obedecendo as equagdes (2.29) e (2.31), vamos primeiramente escolher um
vetor nulo m ortogonal a X, ¥, Z e tal que g, I°m® = 1, onde g, é dado por (2.44).
Denotando os componentes de m na base de Jordan como m* = (a,b,¢,d, €) e impondo
as vestrigdes dos produtos escalares obtemos d = ¢ = 0, b = —Jg33/(g22)*, ¢ = 1/gne €
a = b(1/2—b/c—2 g3). Finalmente, normalizamos os vetores X, ¥, Z para formar a péntada
seminula @ = {I,m,x,y,z}. Usando agora o fato de 1, y e z serem autovetores de R%,
juntamente com a equagao (2.43) reescrita na base normalizada, reduzimos a forma geral

(2.32) para
Rab = 2/\1 I(amb) + 2P7 I(a'rb) + p2 Iulb + /\1 ZTaZp + /\2 YalYs + A3 Za2p ) (245)

onde pr = 1/,/g2z # 0. Esta condigao (pr # 0) deve ser imposta, do contrario terfamos x

como um quarto autovetor linearmente independente. A transformacgao

¢ — "+ 2£0°, (2.46)
m® — m®—2£z% —26%0° (2.47)
onde £ = —pa/(4p7), anula o coeficiente de /,l;. Finalmente, a transformagio (rotacao

nula) I* — I*/p7;, m* — p; m® pode agora ser usada para fazer p; = 1, reduzindo portanto
(2.45) & forma canomnica (2.35).

Este tipo de Segre da origem a trés especializagOes, enumeradas na sec. 2.2, que ad-
mitem certas transformagdes continuas apropriadas da base de péntada. Assim, o tipo de
~ Segre {3(11)], por exemplo, admite SRL, o tipo [(31)1] apresenta SRNL, e [(311)] admite
ambas, SRL e SRNL.

Tipo de Segre [zZ 111]. Para este tipo, conforme vimos na sec. 2.2, R% tem neces-

sariamente dois autovetores complexos V =Y £ ¢ Z com respectivos autovalores a +: 7
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(a,8 € R, B # 0). Além disto eles sio ortogonais, isto é, a eq. (2.26) vale e os vetores
reais Y e Z geram no T,(M) um subespago bidimensional tipo tempo invariante sob R%,
conforme mostram as egs. (2.27) e (2.28). Este plano tipo tempo contém duas diregdes
nulas distintas, que usaremos para fixar um par de vetores nulos reais 1 e m de uma
péntada seminula. Quando Y e Z sio ambos nulos escolhemos suas diregdes para fixar o
par de vetores nulos da péntada. Se entretanto Y e Z nao forem vetores nulos, podemos
aproveita-los para encontrar o par de vetores nulos necessirios da seguinte forma.

Se V =Y +:Z for um autovetor de R%,, também o serd o vetor V' = pe®(Y + i Z),

cujos componentes, parte real e imaginaria, sio dados por

Y = pcos@Y —psindZ, (2.48)

Z = pcosfZ+ psinfY, (2.49)

onde 0 < p < coel <8 < 7. Notese que os valores de & fora deste intervalo, i.e.
0 € [#,27), simplesmente revertem as diregbes de Y’ e Z’, logo eles nio precisam ser
considerados. Para formar uma base seminula precisamos primeiro de um par de vetores

Y', Z') tais que
q

Y'Y (= 2.Z)=0, (2.50)
Y'.Z = 1. (2.51)

Se Y’ for um vetor nulo entdo, de (2.26), é claro que Z’' também o serd. A substituicio

de (2.48) e (2.49) nas equagdes acima nos fornece o par

p*(cos (20)Y.Z +5in(20) Y.Y) =1
cos (20) Y. Y =sin(20)Y.Z

(2.52)
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que podem ser resolvidas em termos de § e p para dar

Y.Z

2 sin (26)
= —. 2.54
p Yy (2.54)

Escolhemos entio os dois vetores nulos de que precisamos para formar a péntada seminula

fazendol = Y’ e m = Z'. Em termos destes vetores a equaco de autovalores (2.24) torna-

se

Rl+im)=(atif)(1+im), (2.55)

deixando claro que para este tipo de Segre podemos sempre escolher um par de vetores
nulos tais que 1 + : m sdo autovetores com autovalores a &7 3.

Usando o fato de I £ ¢ m serem autovetores a eq. (2.32) se reduz a

Ray = 2pylame) + po (bl — mamy) + p3 zazs + pa yays + ps zazs

+2p1320aY) + 24 L(aZb) +2p5 Y(aZh) > (2-56)

onde p, = @ e p; = f # 0. Na base pentadica {1, m, x, y,z} a matriz R% correspondente
a (2.56) é uma matriz diagonal por blocos com dois blocos. O primeiro, T4, é uma matriz
(2 X 2) com os autovetores 1 & i m e respectivos autovalores o £ 1 3, conforme mostrado
por (2.55). Logo, 1'% ¢é diagonalizivel sobre os complexos. O segundo bloco, E%, é uma
matriz (3 x 3) simétrica restrita ao espago euclidiano tridimensional gerado pelos vetores
(x,y, z). Portanto E% pode ser diagonalizada por transformacdes de similaridade neste
espago, 1sto €, existe uma base ortogonal (X, ¥, Z) relativa a qual £% toma a forma diagonal

com coeficientes reais. Na base B = {1, m,X,¥,Z} assim construida devemos ter
Rab =2a I(amb) + ﬂ (Ialb - mamb) + }63 ToZp + 54 YalYs + Ps ZaZ (257)

tornando explicita a existéncia de trés autovetores tipo espago de R% com autovalores
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reais, conforme dito na secao anterior. Na verdade, esses trés autovetores (X, y, Z)
constituem wma base do triespago ortogonal ao plano tipo tempo gerado por (I,m) ou
(Y, Z), em concordincia com o que afirmamos na sec. 2.2.

Finalmente, podemos normalizar adequadamente a base (X, ¥, Z), entdo selecionar
uma péntada seminula de T,(M) contendo os vetores nulos (1, m) e os vetores tipo espago
normalizados (X, y, z) com as relagdes de ortonormalidade dadas por (2.29). Em termos
desta base R, toma a forma canénica (2.36) para este tipo de Segre.

Note-se que a forma candnica (2.36) obtida torna claro que este tipo de Segre e suas
degenerescéncias sio consistentes com a simetria de f,, e a assinatura lorentziana da
métrica. Ela d4 origem a duas especializagbes [zZ1(11)] e [zZ (111)]. Aqui novamente,
para o caso ndo degenerado [zz111)], a base P usada em (2.36) pode ser determinada
univocamente, mas quando ha degenerescéncias as bases candnicas sio determinadas a
menos de transformagdes continuas apropriadas. Assim, para o tipo de Segre [zZ (111)] os
vetores X, ¥ e 7 sao fixados a menos de rotagbes espaciais 3-D do grupo SO(3), enquanto
o tipo de Segre [zZ1(11)] apresenta SRL.

A classificagio discutida neste capitulo se aplica a qualquer tensor simétrico de segunda
ordem definido em um ponto p € M e pode variar quando p muda em M.

Para concluir, gostariamos de mencionar que esta classificagao e as formas canodnicas
em base seminula que deduzimos, generalizam os resultados obtidos por Graham Hall
e colaboradores para tensores simétricos de segunda ordem em espagos-tempos 3-D e

4.1 21,16



Capitulo 3

Estrutura algébrica do tensor de

Ricci em espacos-tempos 5-D

3.1 Introducao

No capitulo anterior a classificacéo algébrica do tensor de Ricci definido em uma variedade
lorentziana 5-I) foi obtida partindo de primeiros principios, sem recorrer a resultados an-
teriores estabelecidos para espagos-tempos 3-D ou 4-D. Entretanto, os mesmos fins podem
ser atingidos por um caminho mais simples e direto se incorporarmos a nossa analise os
resultados conlecidos para 4-D e fizermos uso de um teorema que demonstraremos na
proxima segao.

Neste capitulo nds reexaminaremos, sob diferentes fundamentos, a estrutura algébrica
do tensor de Ricci (ou qualquer tensor simétrico de segunda ordem) definido sobre uma
variedade lorentziana M em cinco dimensdes. Reobteremos sob premissas diferentes todos
os resultados do capitulo anterior e demonstraremos um conjunto de novas propriedades
_relativas a estrutura algébrica do tensor de Ricci. Estas propriedades sio apresentadas
sob a forma de dois teoremas que generalizam teoremas anteriores sobre a estrutura do
tensor de Ricci para espagos-tempos 4-D.16:17

Os resultados principais deste capitulo estdo condensados em um outro artigo cientifico
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que realizamos em colaboragao.?

3.2 Prerequisitos

Trabalharemos neste capitulo com dois tipos de péntadas de vetores definidas em T,(M):
uma péntada semi-nula P conforme definida na sec. 2.3 com produtos internos e relagio
de completeza dados por (2.29) e (2.31) respectivamente; e uma péntada pseudo-ortogonal

L = {t,w,x,y,2}, que chamaremos péntada de Lorentz, cujos tinicos produtos internos

nao nulos sae

— ", = wtw, =22, = ¥y, = 2%z, = 1. (3.1)

Em um ponto p € M o conjunto de todos os tensores simétricos de segunda ordem
constituem um espago vetorial V; pentadecadimensional, que pode ser gerado pela seguinte

base:

toly, WoWy, ToTh, Yalb, - ZaZp, 2 taWs) , 2t(axb) , 2 talyp) Zt(azb) R

2wiezy), 2Wel), 2Weo), 2Ty, 2T(aZh), 2 Y(aZb) - (3.2)

Qualquer tensor simétrico de segunda ordem em p € M é um vetor em V, e pode ser
escrito como combinagdes lineares dos elementos da base (3.2). Entdo, tendo em conta
(3.1), podemos obter a seguinte decomposigio (relagio de completeza) para o tensor
métrico:

Gab = —talp + Wy + ToTp + Yalto + 2a2p . (33)
O tensor de Ricci, considerado como um vetor em V,, pode entio ser escrito como
Roy = o1taly + 02 wawy + 03 Za®h + 04 Yallp + 5 222 + 2 06 L,

+207taxs) + 208t (ays) T 209 Liazt) + 2010 W(aTp) + 2011 W(alh)

+ 2 o WiaZp) + 2013 Taly) + 204 T(aZp) + 2045 Y(a?b) (3.4)
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onde os coeficientes oq,...,015 € R.
Podemos de maneira analoga construir outra base para V; usando combinacgdes dos
vetores da péntada seminula P definida em (2.29), conforme indicamos através da eq.

(2.30). Nesta base o tensor de Ricci tem a forma geral (2.32).

3.3 Classificagao algébrica

Nesta se¢ao apresentaremos uma nova abordagem ao problema da classificagao algébrica
de tensores simétricos de segunda ordem em espagos-tempos 5-D. Nosso método baseia-se

no seguinte teoremas:

Teorema 3 Seja M uma variedade 5-D provide de uma métrica ¢ com a assinatura
(— 4+ + +). Seja R, a forma mista de um tensor simétrico de sequnda ordem R definido
em um ponto qualquer p € M. Enldo RR*, tem pelo menos um autovetor real ndo nulo

com autovalor real.

Demonstracdo:

Primeiro consideraremos os casos em que os autovalores de R sdo reais. Se R*, tiver
apenas um autovetor, seu tipo de Segre devera ser [5], isto é, R* podera ser reduzido &
FCJ mostrada no caso (a) sec. 2.2. Entretanto, conforme foi demonstrado 14 (usando as
eqs. (2.3)-(2.6)), a simetria de R, e o carater lorentziano de ¢4 nido podem ser simulta-
neamente impostos ao tipo de Segre [5]. Logo, R, deve ter mais de um autovetor.
Suponhamos agora que R°% tem dois autovetores linearmente independentes k e n, e

que eles sdo ambos vetores do tipo nulo. Sejam y, » € R os autovalores associados. Entao

Ry E = uk®, (3.5)

R nb = vne. (3.6)

Usando a simetria de R,p é facil mostrar que R% k® n, = R% n® k,, portanto esta equacao

juntamente com as eqs. (3.5) e (3.6) nos fornece (x — v)k*n, = 0. Como k e n sio por
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hipdtese, vetores nulos linearmente independéntes, devemos ter necessariamente g = v.
Tendo em conta esta igualdade e somando as egs. (3.5) e (3.6) obtemos a equagio de

autovalores

Ry (K +n*) = p(k* +n%), (3.7)

mostrando que o vetor v = k 4 n é também autovetor de R% com o autovalor real g, e é
um autovetor nao nulo, ja que v*v, = 2k%n, F# Q.

Se R tiver mais que dois autovetores linearmente independentes do tipo nulo, entio
sempre poderemos usar dois deles para construir, de modo semelhante ao que foi feito
acima, um autovetor real nao nulo com autovalor real.

Portanto, quando os autovalores sio reais, %, tem pelo menos um autovetor nio nulo
com autovalores reais.

Se R* tem autovalores complexos entdo, conforme demonstramos na sec. 2.2 e na
2.3, sua matriz é sempre diagonalizavel, isto ¢, R* tem cinco autovetores linearmente
independentes, dos quais {rés sdo vetores reais tipo espago com autovalores reais. Isto
completa a demonstracio do teorema 3.

Discutiremos agora a classificagido algébrica do tensor de Ricci & luz deste teorema.
Seja v o autovetor real ndo nulo a que se refere o teorema 3 e seja n € R o autovalor

correspondente. O vetor normalizado u definido por

u' = ——  com € = sinal (vPw) = ubuy,. (3.8)

Vevdy,

¢ também autovetor de R?, associado ao autovalor 7. Se o vetor u for tipo tempo (¢ = —1),
sem perda de generalidade podemos usd-lo como um vetor de base t de uma péntada de

Lorentz £ = {t,W,X,¥,z}. O fato de u = t ser um autovetor de R*, pode ser usado para

. eliminar coeficientes da forma geral (3.4) e reescrevé-la como

Ry = B — ntals, (39)
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onde n =0y €

Eay = o3Wah + 032034 + 0 Yals + 05 ZaZp + 2010 Do) + 2011 Wialy)

+2012 W) + 2013 T(aYs) + 2014 .’E(afb) + 2045 ﬂ(aéb) . (3.10)

O tensor simétrico E% atua sobre o espago vetorial 7+ (complemento ortogonal do sub-
espago 7 de T,(M) gerado por t), o qual é um espago euclidiano 4-D com assinatura
(+ +++). Portanto sua matriz pode ser diagonalizada por transformacées dos vetores de
base (W, X,¥,Z) sob o grupo SO(4,R). Logo, existe uma péntada de Lorentz ortonormal
£ = {t,w,x,y,z} relativamente & qual R% tem forma diagonal com coeficientes reais.
Portanto, o tipo de Segre neste caso é [1,1111] ou uma de suas degenerescéncias.

Se u for tipo espago (¢ = 1) podemos usa-lo como o vetor de base z da péntada semi-
nula P definida na sec. 2.3 com os produtos internos dados em (2.29). Nesta base R é
escrito na forma (2.32) mas, impondo a condigio de que z é autovetor com autovalor 7,

podemos reescrevé-lo como

Ra[, = ﬁab + T ZaZp, (3.11)

onde n = p;s e

Ray = 2p1lamey + p2laly + p3 2aZy + pa Yays + ps mams + 2 pr l(aTy)

+2 pg la¥s) + 2 pro maze) + 2 p11 Ma¥s) + 2 p13 T(als) (3.12)

onde os coeficientes p; € R. O tensor ﬁ"b tem acio efetiva apenas no espago vetorial Z+
de quatro dimensdes ortogonal ao subespago Z de T,(M) gerado por z. Mas agora 2+
¢ lorentziano com assinatura (— + -F—-I—), logo a classificacio algébrica de R, é idéntica
. aquela feita por Churchill,® Hall'®" e outros®® para o tensor de Ricci em 4-D.
Portanto, levando-se em consideracio a classificagio para tensores simétricos de se-
gunda ordem em 4-D e as eqs. (3.11) e (3.12), segue-se que os tipos de Segre permitidos

sao [1,1111], [2111], [311], [22111] e suas degenerescéncias. As formas candnicas para
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R, em péntadas seminulas podem ser agora reobtidas a partir das expressées canénicas
conhecidas para 4-D. De fato, utilizando as egs. (1.7)—(1.9), (1.13) e o que discutimos
acima, podemos reobter facilmente as formas candnicas para R,; em 5-D dadas pelas egs.

(2.33)—(2.36), mas omitidas aqui a bem da concisio.

3.4 Propriedades algébricas do tensor de Ricci em
espacos-tempos 5-D

Nesta secdo discutiremos alguns resultados acerca da estrutura algébrica de um tensor
simétrico de segunda ordem definido sobre T,(M). De maneira anéloga aocs subespagos
2-D, os subespagos 3-D de T,(M) podem ser caracterizados invariantemente conforme o
numero de diregdes nulas independentes que eles possuam. Assim, se existemn duas ou mais
diregoes nulas o subespago é dito tipo tempo, se hd apenas uma é tipo nulo e se nenhuma
o subespago é dito tipo espago. As propriedades algébricas do tensor de Ricci (ou de
qualquer tensor simétrico de segunda ordem) em um espago-tempo 5-D serdo agregadas

sob a forma de dois teoremas que demonstraremos a seguir.

Teorema 4 Sejo M uma variedade real 5-D provida de uma métrica g de assinatura
(—++++). Seja R% a forma mista do tensor de Ricci (ou de qualquer tensor simétrico

de seqgunda ordem) definido em um ponto p em M. Entdo
(1) R% tem autovetor tipo tempo se e somente se ele for diagonalizdvel sobre R em p;

(i1) R® tem pelo menos trés autovetores reais ortogonais em p, dois dos quais pelo menos

sdao tipo espaco;

- (iii) R, tem todos os seus autovalores reais ¢ é ndo diagonalizdvel se e somente se ele

possui apenas uma autodiregdo real tipo nula em p;

(iv) se R*, tem dois autovetores nulos linearmente independentes em p, entdo ele ¢

diagonalizdvel sobre R e 0s autovalores sdo reais.
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Tabela 3.1: Tipos de Segre, autovetores e autovalores em espagos-tempos 5-D

[ Tipos de Segre | autovetores | autovalores ]
[111111] l_mal+m1x1 Y, 2 £ ‘—Pz,P1+P2, 23, P4, Ps
[2111] l: %Y.z Pi, P3y P4, P5
[311] Ia Y, 2 Piy P4y Ps
[z Zz111] l—im, 14 im, x,y,2 | p1 —ip2, p1 + P2, £3, P> P5
Demonstragdo:

(i)

(ii)

(ii1)

Na segio anterior mostramos que se £* admite um autovetor tipo tempo ele é di-
agonalizavel no corpo dos reais. Reciprocamente, se R% é diagonalizavel sobre R
entdo, conforme demonstramos na sec. 2.3, ele tem um autovetor tipo tempo (cf.

eq. (2.39)).

Os autovetores com os respectivos autovalores para cada tipo de Segre nido degene-
rado s3o obtidos a partir das equagdes (2.33)-(2.36), e sdo apresentados na tabela
3.1. Como se vé, para todos os tipos de Segre hd pelo menos trés autovetores,
dois dos quais sao tipo espago. A ortogonalidade dos autovetores é assegurada por
(2.29). Para qualquer tipo de Segre a degenerescéncia entre autovalores dd origem

a autoespagos de dimensoes maiores onde a quantidade de autovetores é infinita.

Se R% tem todos os autovalores reais e é ndo diagonalizdvel entdo seu tipo de Segre
é [2111], [311], ou uma de suas degenerescéncias. Conforme se vé da tabela 3.1, cada
um tem apenas uma autodiregao nula, representada pelo vetor |, independentemente
de degenerescéncias de autovalores. Para demonstrar a reciproca observemos que,
além dos tipos de Segre [2111] e [311], os inicos casos em que R% tem autovetores
tipo nulo sido as degenerescéncias de [1,1111] envolvendo o autovalor associado ao
autovetor tipo tempo. Mas nesses casos é facil verificar, usando (3.4), que mesmo
para o caso mais simples como [(1,1}111] R% admite um autoplanc tipo tempo, o
que implica na existéncia de dois autovetores tipo nulo ndo colineares. Logo, ficamos

apenas com os casos ndo diagonalizdveis [2111] e [311].
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(iv) Sejam k e n autovetores nulos linearmente independentes de R* com auntovalores
§ e ( respectivamente. A simetria de R, implica em ¢ = ( (cf. demonstragio
do teorema 3). Além disto, k + n e k — n sio também autovetores linearmente
independentes, um dos quais — pode ser mostrado facilmente — é tipo tempo. Mas

isto implica um K% necessariamente diagonaliziavel no corpo R, conforme vimos em
(i)

Teorema 5 Seja M uma variedade real 5-D provida de uma métrica ¢ de assinatura
(—++++). Seja R, a forma mista do tensor de Ricci (ou de qualquer tensor simétrico

de segunda ordem) definido em um ponto p € M. Entio
(i) hd sempre um subespago 2-D tipo espaco de T,(M) que é invariante sob B%;

(ii) se um subespago ndo nulo V de T,(M) for invariante sob R%,, entdo seu complemento

ortogonal V* também serd invariante sob R*,;
(iii) existe sempre um subespago 3-D tipo tempo de T,(M) que € inveriante sob R°y;

(iv) R?, admitird um subespago invariante tipo nulo N de dimensdo r (r = 2,3,4) se e

somente se ele tiver um autovetor tipo nulo que, além disso, pertencerd a N;

(v) R®, admitird um subespago invariante tipo espaco £ tridimensional se e somente se

ele tiver trés autovetores tipo espago ortogonais, que pertencerdo a £.

Demonstragdo:

(i) Os autovetores tipo espago y e z mencionados no item (ii) do teorema 4 geram um

subespago bidimensional de T,(M), que é do tipo espago e invariante sob R%,.

(i) Seja r a dimensao do subespago nao nulo V, e ¢; (i = 1,...,r) uma base dele. Seja
ey (4 =r+1,...,5) uma base de V. Como V ¢ invariante sob R%, os vetores
Re; €V, eentio ef.Re; = 0, o que, juntamente com a simetria de Ry leva a

e;.R ef = 0. Entdo para qualquer vetor v € V! nés temos Rv € V1, ie. V* é

também invariante sob RY.
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(iv)
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Este resultado é consequéncia dos itens (i) e (ii) do teorema 5 acima ji que o
complemento ortogonal de subespago 2-D tipo espago é um subespago 3-D tipo
tempo. Das egs. (2.33) ~ (2.36) vé-se facilmente que 1, m e x geram um subespaco

tridimensional tipo tempo de T,(M) que é invariante sob R®,.

Todo subespaco tipo nulo de T,(M) r-dimensional (r = 2,3,4) é gerado por um vetor
tipo nulo n (digamos) mais um conjunto de r — 1 vetores tipo espago ortogonais x;,
tais que n.x; = 0. Consideremos o subespago nulo 2-D gerado pelo par de vetores

n e x. Entao

Rynt = an®+ apz®, (3.13)

Ry = fin®+ foz®, (3.14)

onde a1, 2,51 ,02 € Ren.x = n.n = 0. Como Ry é simétrico nds temos z, R*n’ =
n,R%z", que juntamente com (3.13) e (3.14) nos dé ay = 0. Logo, n é um autovetor.
As demonstragbes para subespagos nulos de dimensdes 3 e 4 sio semelhantes. Para
demonstrar a reciproca observemos que se R®, tem autovetor nulo ento seu tipo de
Segre deve ser [2111], [311], {(1,1)111] ou alguma de suas especializacées. Das egs.
(2.33)—(2.35) constata-se, para todos esses tipos de Segre, que 1é um autovetor nulo,
e que os subespagos de dimensio 2, 3, e 4 gerados por {l, x}, {I,x,¥}e {1, x,y,2},

respectivamente, sao todos subespacos nulos e invariantes sob R?,.

Se R%, admite um subespago invariante 3-D tipo espago entio, das formas candnicas
(2.33)-(2.36) vé-se que seu tipo de Segre deve ser [1,1111], [2111], [2Z111], ou al-
guma de suas degenerescéncias. Em todos esses casos, conforme se verifica facil-
mente usando as respectivas formas candnicas, R% tem pelo menos trés autovetores

ortogonais tipo espago. A demonstracio da reciproca é imediata.



Capitulo 4

Classificagcao de Segre para tensores

simétricos em espacos-tempos n-D

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns estudos por nés realizados sobre matrizes de Jordan
n X n. Demonstraremos trés proposigbes sobre produtos internos na base de Jordan para
espagos vetorials n-dimensionais, as quais sdo usadas na classificagéo algébrica do tensor
de Ricci em espagos-tempos n-D. A classificagio é obtida a partir de primeiros principios,
sem recorrer a trabalhos anteriores para dimensdes mais baixas e generaliza resultados
obtidos para espacos-tempos 3-D, 4-D e 5-D.2117:%% Regultou de nossa investigacio a
classificagdo do tensor de Ricci, em espagos-tempos n-D, em quatro diferentes classes de
equivaléncia mais suas especializagées. Usando bases seminuld em n dimensées deduzimos
para cada classe de equivaléncia uma forma candnica para R,;, generalizando assim as

formas candnicas obtidas em 3, 4 e 5 dimensdes.
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4 - - » L4
4.2 Prerequisitos matematicos

A classificagdo algébrica do tensor de Ricei em espagos-tempos n-dimensionais pode ser

posta em termos do problema de autovalores
(R% — M) VP =0, (4.1)

onde A é um escalar, V* € um vetor e o tensor de Ricci misto R®, pode ser visto como um
operador linear R : T,(M) — T,(M). M é uma variedade espago-tempo n-D provida de
uma métrica lorentziana de assinatura (— 4 +--- +), T,(M) denota o espago tangente a
M em um ponto p € M e indices latinos, a exceciao de p, variam de 0 a n — 1.

Devido & assinatura lorentziana a matriz R% nem sempre é diagonalizivel sob trans-
formagodes de similaridade, e recorremos novamente s FCJ para tratar o problema de
autovalores. Embora a matriz R% seja real, os autovalores A e os autovetores V?® sio
com frequéncia complexos. Convém entdo, no estudo das solugdes da eq. (4.1), separar
nossa analise em duas partes: primeiro consideraremos a possibilidade do polinémio ca-
racteristico det( /2%, — Ady) = 0 ser totalmente fatoravel em R, isto é, dos autovalores serem
todos reais; depois analisaremos o caso de autovalores complexos.

As I'CJ no presente caso sio matrizes nxn e fica dificil desenvolvermos uma abordagem
semelhante a que foi feita no cap. 2. Em vez disso, vamos demonstrar trés proposicdes
sobre a estrutura dos blocos nas matrizes de Jordan, com as quais iremos generalizar o
procedimento de exclusdo de FCJ empregado na sec. 2.2, Isto simplificard bastante a
tarefa da classificagao algébrica dos tensores simétricos de segunda ordem em espagos-
tempos n-dimensionais.

Suponhamos que f seja redutivel a uma matriz de Jordan J real, isto é, exista uma

- matriz ndo singular X tal que

X'RX =J (4.2)
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onde J é uma matriz diagonal por blocos, cada bloco sendo da forma

(A 10 o)

00X 1 -0
J(A) = ) (4.3)
000 - 1

\000---A)

onde r é a dimensio do bloco e A é uma raiz da equagdo caracterfstica det{R® — A§#) = 0.

Inicialmente queremos examinar a estrutura algébrico-vetorial de J.(}), isto é, os
autovalores, autovetores e cardter dos vetores associados a ele. Consideremos J:(A) um
bloco qualquer que comega na linha e coluna s e termina na linha e coluna t (¢ = s4r—1)
da matriz J. A equagio matricial (4.2) pode ser reescrita como RX = XJ e igualando

as colunas de s a £ em ambos os lados desta equacio, obtemos

RX, = X,
RX, = AX.;+ X,

+1 +1 (4.4)
RX, = AX,+ X,

onde X, denota o vetor associado 4 g-ésima coluna da matriz X. Chamaremos de cadeia
de Jordan associada ao bloco J,(A) o conjunto de equacdes (4.4). Deve-se notar que (a)
os vetores-coluna X, X,41,. .., X; sdo linearmente independentes {caso contririo X seria
uma matriz singular) e formam um subconjunto da base de Jordan {X,; e =1,...,n};
(b) os primeiros m vetores deste subconjunto geram um subespago de T,(M) o qual é
invariante sob R% e (c) como se vé de (4.4), associada a cada bloco de Jordan hd uma
" tinica autodirecdo de R que é dada pelo vetor X, que inicia a cadeia, sendo ) o autovalor

associado. Discutiremos a seguir trés proposigdes sobre blocos de Jordan J,() (r > 1).

Proposigdo 1 O primeiro vetor de uma cadeia de Jordan (isto €, o autovetor X,) ¢

ortogonal a todos os vetores de seu bloco, exceto possivelmenie ao wltimo.
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De fato, temos da cadeia de Jordan (4.4) que um vetor qualquer X,4; (s < ¢ < t) obedece

a equagao

RXq+1 = )\Xq+1 +X_q. (45)

Com esta ultima e a primeira das equagdes de (4.4), podemos fazer os seguintes produtos:

RXq+1.Xs - /\Xq+1.Xa+Xq.X3,
RX,.XQ_H = /\X,.Xq+1.

(4.6)

Por causa da simetria de R,; os lados esquerdos das equagdes (4.6) sao iguais, o que de

imediato nos da

X,X,=0, s<q<t. (4.7)

(Quando ¢ = s, (4.7) implica em X,.X; = 0, portanto o autovetor associado a um bloco

de Jordan de dimensdo r > 1 é um vetor do tipo nulo.
Proposicdo 2 Dois vetores X, ¢ Xy (que ndo sejam autovetores) associados a um bloco
de Jordan J.(A) (r > 2) satisfazem

Xp.Xq = Xp._].Xq+1 , $<p S g < t. (4.8)

Podemos demonstrar isto facilmente se observarmos que as equagdes

RX, = AX,+X,_, (4.9)

RXq+1 - AX9+1 + Xq (410)

fazem parte da cadeia de Jordan, com p e ¢ no intervalo estabelecido. Se agora tomarmos o
. produto interno de (4.9) e de (4.10) por X, 41 € X, respectivamente, e usarmos a simetria

de R, obtemos facilmente as eqgs. (4.8).

Proposigao 3 Autovetores relacionados a diferentes blocos de Jordan sdo ortogonais

desde gque pelo menos um dos blocos tenha dimensdo r > 1.
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Para demonstrar esta proposigao vamos considerar dois blocos em uma mesma matriz de
Jordan, J,(A) e J+(X), tais que J,(A) da origem & cadeia de Jordan (4.4) e J(X) gera

uma cadeia similar com r’ equagdes, a primeira das quais é
RXy = MX,. (4.11)

De (4.4) e (4.11) podemos obter as seguintes equagdes:

RX.X, = XNX.X, (4.12)
RX, X, = AX, X, (4.13)
RX,. Xy = AXop Xu + X,.Xo (4.14)
RXyXop = NXypXopi. (4.15)

Novamente a simetria de Ry, junto com (4.12) e (4.13) implicam em
(A — )X, .X, =0. (4.16)
De modo semelhante as eqs. (4.14) e (4.15) nos dio
(N = N)Xe - Xop1 = X0 X, - (4.17)

Portanto, independentemente de A = A ou A # A, as eqs. (4.16) e (4.17) implicam em
XX, =0.

Na verdade, as proposicoes acima sao ainda validas mesmo quando as matrizes R% e
gab S30 complexas. Empregando recorfentemente a proposigio 2, seguida da proposigio
1, nés determinamos todos os vetores do tipo nulo relacionados a um bloco de Jordan
J-(A) para valores arbitrarios de r. Os resultados sdo mostrados na tabela 4.1 juntamente
com as relagdes de ortogonalidade envolvendo os vetores nulos. A tabela 4.1, mais a

proposigao 3 e o teorema 1 {pg. 23), nos habilitard a classificagio de R” em espagos-
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Tabela 4.1: Vetores nulos relacionados a um bloco de Jordan J;(A)

I r ] vetores nulos | relagdes de ortogonalidade
2 X,
3 X1 X1. Xy =0
4 Xl,Xz X].X2=X1.X3=0
5 Xy, X2 XiX=X X3 =X,.X;, =X,.X3=0
6 Xl, Xz, Xs XI.XQ = X1.X3 = X].X4 = XI.X5 =0

X2.X3 - Xz.X4 =
7 XI,XQ, X3 X].XQZXI.X;;—_-X].Xz; :XI.X5:X1.X5:O
Xz.Xg = Xz.X4 - XQ.X5 = Xg.X4 =10

2m Xl,Xg,...,Xm Xl.XQZ"'-':X].sz_I =0
Xz.Xg == Xg.sz_g - 0

Xm—l-Xm = X'm.—]-){m+1 =0
2m+1 XI,Xz,...,Xm X}.X2=°":X1.X2m20
X2-X3 = = XZ-XZm—l = 0

Xm-1.Xpm = Xm—l-Xm+1 = Xm.—l-Xm.+2 =X Xmp1 =10

tempos n-dimensionais, conforme veremos na préxima segao.

4.3 Classificagao de Segre

A classificagio de R®, em termos das caracteristicas de Segre pode ser agora facilmente
obtida com a ajuda da tabela 4.1. Observando esta tabela inferimos que nenhuma FCJ
de R% pode ter um bloco de dimensdo maior que 3. Em um bloco J4(A), por exemplo,
os vetores nulos X; e X; sdo ortogonais, portanto colineares num T,(M) lorentziano
conforme o teorema 1; isto transformaria a matriz X de (4.2) em uma matriz singular.
~ Além disto, a FCJ de R% nio pode ter mais que um bloco de dimensao r > 1. Isto porque
associado a cada um dos blocos haveria um autovetor do tipo nulo e, pela proposi¢io 3,
esses vetores seriam ortogonais (por conseguinte colineares), o que faria de X em (4.2)

uma matriz singular. Portanto, em um espago-tempo 4-D, por exemplo, as FCJ reais
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Tabela 4.2: Tipos de Segre permitidos para R*, em espagos-tempos n-D

dimensao do
espago-tempo | tipos de Segre
3 [1,11], [21], [3], [221]
1 [T, 111], [211], [B1], [2211]
5 [1,1111], [2111], [311], [2z111)
n [1,1...1], 21...1], BL...1], [2211...1]

com tipos de Segre [4] e [22] serdo incompativeis com as transformagdes de similaridade
requeridas, e ficamos entdo apenas com os tipos [1, 111], [211], [31] e suas degenerescéncias
em conformidade com Hall.'® Com base nos mesmos argumentos descartamos os tipos de
Segre [5], [41], [32] e [221] que, em principio, seriam permitidos para R% em um espago-
tempo 5-D.* Na tabela 4.2 apresentamos todos os tipos de Segre permitidos para R% em
espagos-tempos de diferentes dimensdes, onde incluimos os casos complexos, denotados
em geral por [zZ1...1], a serem discutidos no que se segue.

Agora examinaremos o que ocorre quando a equagdo caracteristica correspondente a
(4.1) tem rafzes complexas. Vamos supor que o +44 sio autovalores complexos da matriz
real R correspondentes aos autovetores Vo =Y +iZ,ondca, R, f£0eY, Z sio
vetores independentes definidos em T,(M). Como R, é simétrico e os autovalores sio
diferentes, os autovetores sio necessariamente ortogonais, o que implicaem Y. Y+ Z.Z =
0. Segue-se que um dos vetores (Y ou Z) é tipo tempo e o outro tipo espago, ou ambos sio
nulos e, como # # 0, ndo colineares. Qualquer que seja o caso, a parte real e imaginéria

de (4.1) nos d4

RLYY = aY*—pZ°, (4.18)

R, Z' = BY"+aZ°. (4.19)

Portanto, os vetores Y e Z dao origem a um subespago bidimensional tipo tempo 7 de

T,(M) que é invariante sob R% . O subespaco (n — 2)-dimensional £ ortogonal a T é tipo
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espago, € também invariante sob R*, e contém n — 2 autovetores de R*, com autovalores
reais (veja a préxima se¢do para mais detalhes sobre isto). Estes autovetores, juntamente
com V e seu complexo conjugado V_, formam em 7,(M) um conjunto de n autovetores
linearmente independentes de R*. Portanto, quando existem autovalores complexos de
R, ele é diagonalizdvel e possui n— 2 autovalores reais. Seu tipo de Segre é denotado por

[221...1], onde z e Z simbolizam o par de autovalores complexos.

4.4 Um conjunto de formas candnicas

Um tratamento freqiiente em fisica, quando se quer escolher uma base candnica para um
tensor, € alinhar a base vetorial ao longo de diregdes especiais intrinsecamente definidas

I

pelo tensor. Tendo em vista que o tensor R seleciona dire¢des preferenciais em T,(M), é
conveniente atentar para estas dire¢oes na escolha de uma base vetorial relativa a qual R
seja descrito de modo tao simples quanto possivel. A frequente ocorréncia de autovetores
nulos sugere fortemente descrever R em termos de uma base B consistindo de dois vetores

nulos e n — 2 vetores tipo espaco,
B={l,m,x"M x®  x2 (4.20)
tal que os dnicos produtos internos nao nulos sio
Lm = xWx() = x® x® = | = x+=2) x0=2 1, (4.21)
A decomposi¢ao mais geral de R,, em termos da base B é

Rab = 2gll(amb) + Q2Ialb +
S R L s T
29n+2l(a:c,£;) + 29n+3l(ﬂa:g} + 4 292n—1l(a$[(,;l_2) +

(n—2

Qanm(amSJ + 292n+1m(a$£§) +-- 4+ 293n—3m(a$b) ) 4
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203n-22(, ) + 20am-18( Ty + 0+ 2pan-oT(y Ty ) +

204n- 5$§‘1) (3)+294n 42;8) f(:)!)+ +295n-10$ga) l(: ?

+oo o 2oninyazl 2y (4.22)

onde os coeficientes g1, ..., Oafn41)72 580 escalares reais.
Mostraremos aqui que bases como B sempre podem ser encontradas em T,(M) e tais

que R4, conforme sua caracteristica de Segre, assume uma das seguintes formas:

tipo de Segre
[1,1...1] Ras= 2o1lamyy + 02(lads + mams) + 03202) + pgz@f?
P N (0.2
[21...1] Ru= 201lgmy £ Ll + 03z} (1) 4 pzPy (2)
+ooe e P (4.24)

[31 . 1] R = lel(amb) + 21(3.’35) + gl:L'( ) ( ) + 04 :1:(2) ( )

+ooe 4 oua e (4.25)
[2211 e 1] Rab = lel(amb) + 92(1 lb —m mb) + 93-17(1) (1) + 04 $(2) (2)
RER B (4.26)
onde os coeficientes g1,.. ., g, s&o escalares reais e pp # 0 em (4.26).

Usando os produtos internos definidos por (4.21) pode-se mostrar que cada uma das
expressoes acima para f,, leva ao correspondente tipo de Segre. Contudo, mostrar a
reciproca ndo € tdo simples assim e examinaremnos caso a caso.

Tipo de Segre [1,1...1]. Para este tipo de Segre, escrevemos uma matriz n x n

simétrica para o tensor métrico g,; e exigimos que

Yac By = gue F°, (4.27)
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para levar em conta a simetria de R,,. Numa base em que R®, é diagonal, g. reduz-se a

Gab = dla‘g (gﬂﬂa J114- .- 1g(n—l)(n—-l)) 3 (4'28)

onde g; € R. Como det (g,) < 0, entdo todos os gi; # 0. Cada vetor de base é um
autovetor de R% e tem norma g,, (¢ = 0,1,...,n—1), portanto eles sao tipo tempo ou tipo
espaco e ortogonais uns aos outros. Devido ao cariter lorentziano da métrica, nés temos
apenas um vetor tipo tempo e o restante tipo espago. Portanto, sem perda de generalidade,
podemos escolher uma base de vetores ortonormalizados B = {t, w,x(, x(® . x(=2}

onde t é o autovetor tipo tempo. Por fim, introduzimos os vetores nulos 1 = ﬁ(w +t)e

m = %(w—t) para formar a base seminula B = {I, m,x® xt? ... x{("~2} em termos da
qual R é escrito na forma (4.23). Os autovetores sdo 1 —m, 1+ m, x), x®, .. x(+2
com 0s respectivos autovalores g1 — p2, 01 + 82, 03, 04+, On-

Tipo de Segre [21...1]. Este tipo indica que hd um bloco na FCJ de dimensio 2 e
n — 2 blocos de dimensio 1. Entio, pelo que vimos na sec. 4.2, os tensores R% redutiveis
a esta forma tdm n — 1 autovetores independentes que sio vetores da base de Jordan. A
tabela 4.1 mostra que neste caso o primeiro vetor da base de Jordan, a saber, o autovetor
X, é um vetor nulo. Além disto, usando a proposi¢do 3 achamos que os autovetores
Xa, X4,..., X, sdo todos ortogonais a X, logo sio vetores tipo espago. Somos entao
naturalmente levados a escolher nossa base B com 1 paralelo a Xy, e x(V, ... x{n~2)
paralelos a X3, ...,X,, respectivamente. A direcio do segundo vetor nulo m da base B é
fixada exigindo-se que m satisfaga as relagdes de ortogonalidade (4.21). Tendo em conta
que 1, xM, ..., x{*=2) sio autovetores de R, verifica-se que R,; em {4.22) pode ser escrito

na forma simplificada

Ray = 201lqmuy + galals + pseNafl + pusPaY

+oe 02l MY, (4.29)

onde g; # 0, caso contrdrio m seria um n-ésimo autovetor de R%. Finalmente, fa-
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zendo o boost 1 — o] ™1, m — |g2)"/* m, R, fica na forma (4.24) com os autovetores
1, x(, ..., x(*2) e respectivos autovalores gy, g3, ..., @n.

Tipo de Segre [31...1]. A matriz de Jordan correspondente a este tipo de Segre
apresenta um bloco de dimensio 3 e n— 3 blocos de dimensao 1. Entao neste caso R% tem
n — 2 autovetores linearmente independentes. A tabela 4.1 mostra que o primeiro vetor
da base de Jordan, isto €, o autovetor X;, é um vetor nulo e, da relagio de ortogonalidade
com X; (o segundo vetor da base de Jordan), este iiltimo deve ser um vetor tipo espaco.
Além disto, através da proposicio 3 descobrimos que os vetores X4, Xs,...,X,, da base
de Jordan sio autovetores de R% mutuamente ortogonais, e todos ortogonais ao vetor
nulo X, o que mostra que eles sdo vetores tipo espago. Contudo, o cardter vetorial de
X3 permanece desconhecido. Portanto, para formar uma base seminula para este caso
devemos procurar uma nova base {i,;, A=1,...,n} que deixe a FCJ de R* invariante.

Esta nova base pode ser dada por

il = aX,,
ji2 = aX; + X,
~ (4.30)
Xs = aX3+ X2+ X,
X; = dX,
onde a, b, ¢, d; (i = 4,...,n) sio n constantes reais com a # 0 e d; # 0. Para dotar a

nova base {X4} com as relagdes de ortonormalidade (4.21) de uma base seminula temos

simplesmente que impor os n vinculos

iz-iz = iq.iq _r = in.in — ].
o o (4.31)
2 Xg - X3.X3 =0
" Os vinculos definem os valores de a, b, ¢, d; em (4.30):
a = (X3.X,)"1/2, b= —1a%X,.X;,
(X2 Xa) Ch (4.32)

e=22a71 - La¥X5Xs,  di = (X X0)TU2.
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Finalmente construimos nossa base B = {l,m,x®,x® ..  x("=2} onde 1 = X, m=
Xs, x =X, e xl-2 = X; (¢ = 4,...,n). Nesta base, as trés primeiras relagoes da

cadeia de Jordan para o tipo de Segre [31...1] sao

Rab lb = o I ,
Rub m(l)b == 913;(1)“ + la , (4.33)
Rab mb — lea + m(l)a ,

onde p; é um autovalor de R%,. Em termos da base B o tensor de Ricci pode ser decomposto
como (4.22) e impondo as relagbes (4.33), a expressdo para R,; reduz-se a forma (4.25).
Os autovetores, com respectivos autovalores, sao 1, x(#, ..., x("? e g, g4, 0s,. .., 0n.
Tipo de Segre [2Z1...1]. Na se¢io anterior foi mostrado que se R%, tem autovalores
complexos a %3 com respectivos autovetores Y +1Z, entao os vetores reais Y e Z geram
no T,(M) um subespago 2-D tipo tempo 7 que é invariante sob R%. O subespago T
contém duas diregdes nulas independentes, nas quais selecionamos dois vetores nulos 1 e
m tais que l.m = 1. Esta escolha pode ser feita em molde andlogo ao da sec. (2.3), do

que resultara que (4.18) e (4.19) sejam reescritas como

R = al*—pBm®, (4.34)

R%, mb = BlI* + am"®. (4.35)

Ortogonal a 7 existe em Tp(M) um subespaco £ tipo espago de dimensao n — 2 gerado

por B, = {xV %8 .. x"-B} A diada {l,m}, juntamente com B., geram uma base de
To(M). Em termos desta base, e levando em conta (4.34} e (4.35), o tensor de Ricci pode

ser escrito como a soma de dois tensores simétricos:

Rab = tab + Eab ’ (4.36)
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cOom
g = 2al(amb) + ﬂ(lalb — mamb) , (437)
Eyw = B304+ Ez03P 4. 4 B, 2000z 4
2B, 1 FEY + 2B BED 4o + 2B B TG D
+o o 2B a2 By By (4.38)
onde Ey,. .., Eg_3)(a—1)/2 580 escalares reais. Como E,; esti restrito ao subespago eucli-

deano (n — 2)-dimensional £ com assinatura (++--- +), é sempre possivel encontrar uma
base ortonormal {x(V, x(?), . . x(=2) relativa & qual E,; toma a forma diagonal com
autovalores reais. Com respeito a t%, é direto verificar que 1° + im® sdo autovetores com
autovalores o + 4. Logo, 1%, é também diagonalizivel. Em vista disto, concluimos que
quando o tensor de Ricci admite autovalores complexos ele é diagonalizdvel, com o tipo

de Segre representado por [2Z1...1], e pode ser escrito na forma covariante (4.26).
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