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Resumo

O ESPACO TEMPO DE UM
MONOPOLO MAGNETICO

Examinamos classes de solugdes dés equagdes de Einstein-Maxwell que tem como
fonte um monopolo magnético de Dirac. Exibimos solugoes, com topologia de 3* x R, na
qual a linha de singularidades do monopolo é transportada para a estrutura do espago-
tempo. A métrica deste espago-tempo depende de um tnico pardmetro, que é a carga
magnética do monopolo cujo campo magnético associado é a fonte de curvatura do mode-
lo. Mostramos que a presenca da estrutura de cordas no espago-tempo conduz & violagio
global das identidades ciclicas do tensor de curvatura e das identidades de Bianchi. De-
vido & topologia S3 x R, o modelo apresenta linhas temporais que sao geodésicas do
tipo tempo fechadas. As transformagoes de gauge do potencial eletromagnético induzem
transformagoes na varidvel temporal e vice-versa. Um exame de S nos permite introduzir
naturalmente duas varidveis temporais ¢y e tg nas quais a corda eletromagnética coincide
- com a linha de singularidades que aparece na métrica do espago-tempo. Esta solugio per-
tence a uma classe de espagos-tempos, com topologia §° X R, nos quais podemos definir
uma “massa magnética gravitacional”. A “massa magnética” desta solugio é a prépria

carga do momnopolo magnético que gera a curvatura.
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Summary

THE SPACETIME OF A MAGNETIC MONOPOLE

We examine the classes solutions of Einstein-Maxwell equations with a Dirac magnetic
monopole as a gravitational source. We show solutions, with topology S3 x R, where the
monopole string is transferred to space-time. The metric in this space-time depends on
one parameter, the magnetic charge of the monopole whose magnetic field is the source of
curvature in the model. We show that this string in space-time leads to a global violation
on the ciclic identities of the curvature tensor and the Bianchi identities. Because of the
topology S x R the model presents time-like curves that are closed time-like geodesics.
The gauge transformations on the eletromagnetic potential induce transformations on the
time variable and vice-versa. An examination of 5% leads us to introduce naturally two
time variables ¢y and tg. In these new variables the eletromagnetic string coincides with
the string on the space-time metric. This solution belongs to a class of space-times, with
topology §% x R, where it may be possible to define a “gravitational magnetic mass”. The
“magnetic mass” of this solution is the monopole magnetic charge itself which generates

curvature.
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Notacao e convencgoes

1. Indices

(a) gregos mindsculos (@, 8--- = 0, 1, 2, 3) sdo utilizados para caracterizar
indices de espago-tempo;
(b) latinos mimisculos (¢, j--- =1, 2, 3) sao utilizados em componentes espaciais

de tensores em base de coordenadas;

(c) latinos mintdsculos entre parénteses ((2), (j)---) s@o utilizados como etiquetas

que caracterizam algum particular objeto;

(d) latinos maidsculos (A, B--- =0, 1, 2, 3) sdo utilizados em componentes de

tensores em base de tétradas;
2. Derivadas

(a) A derivada simples sobre fungdes, relativa ao argumento das mesmas, é deno-

44

tada por “ ' ”; exceto quando escrita explicitamante.

(b) A derivada simples sobre tensores é denotada pelo simbolo “ | ”.

(c) A derivada covariante sobre tensores ¢ denotada pelo simbolo “ | .
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Capitulo 1
Introducao

Analisamos, neste trabalho, possiveis alternativas de espacos-tempos cuja fonte de
curvatura € um monopolo magnético de Dirac. Conforme é sabido, ndo ha como, em
principio, dada uma fonte caracterizar univocamente a métrica e a topologia do espago-
tempo e é justamente devido a isso que temos possiveis espagos-tempos distintos para
uma mesma fonte, no caso o monopolo magnético. Em verdade 4 existem, no contexto
da teoria geral da relatividade (TGR), solugdes de campo conhecidas que comportam
monopolos magnéticos como fonte de gravitagao, como é o caso da solugao de Reissner-
Nordstrom [14] [13] e NUT-Brill [1] (3], onde estes espagos tempos tem topologias e car-

acterfsticas significativamente distintas

Os monopolos magnéticos de Dirac induzem, no eletromagnetismo de Maxwell, linhas
de singularidade para o potencial eletromagnético A, que, por sua vez, conduzem a
violagdo da simetria ciclica sobre o tensor de Maxwell, expressa pelo segundo grupo de
equagbes de Maxwell. O objetivo desta tese é examinar como esta estrutura de linhas de
singularidade de wn monopolo magnético de Dirac se reflete no espaco-tempo, quando
este monopolo gera gravitagao. Mostramos trés possiveis situagdes dependendo da topolo-

gia do espaco-tempo e da natureza do campo gravitacional.



Em uma primeira situagao temos, por exemplo, aquela da solugao de Reissner- Nord-
strém [14] tendo um monopolo magnético como fonte da gravitagdo em um espago-tempo
cuja topologia é a de R x R x §?. Nesta solugdo o espago-tempo nao herda a estrutura
de linhas de singularidades do monopolo magnético de Dirac. O pardmetro de carga do
monopolo pode, inclusive, ser feito zero sem que isto altere a topologia do espago-tempo e
a natureza do campo gravitacional, no sentido de que continuamos a ter uma solugdo que
representa o campo gravitacional gerado por uma fonte localizada, esfericamente simétrica

de massa m.

Na segunda situagdo temos a solucio de NUT-Brill, que é uma generalizagao da
solugdo de Schwarzschild-Reissner-Nordstrom para um espago-tempo cuja topologia é a
de S® x R e que engloba uma solugao do vazio devido a NUT [1] e a extensdo desta
para o caso no qual temos um campo eletromagético, gerando curvatura, associado a uma
fonte que é simultineamente elétrica e magnética, devido a Brill [3]. Para esta solugao
temos um parametro adicional além da massa m e da carga eletromagnética €, que
é o chamado parametro de NUT. Na solugdo de NUT-Brill, conforme discutiremos, o
espago-tempo apresenta uma estrutura “tipo corda” andloga aquela que encontramos no
eleiromagnetismo com monopolo magnético de Dirac. Q parametro reponsavel por tais
caracteristicas no espago-tempo de NUT-Brill é o parametro de NUT, que gera a parte
magnética do tensor de Weyl. Devido a isto esie parémetro tem sido apontado, na li-
teratura [9], como uma espécie de carga magnética gravitacional ou massa magnética.
Esta estrutura de linhas de singularidade, presente na solugio de NUT-Brill, é intrinseca
a topologia S® x R deste espago-tempo, nio estando relacionada & presenga da fonte de
natureza eletromagnética no modelo. Deste modo a presenga do monopolo néo é essencial
para gerar um espago-tempo com tais caracteristicas, sendo a carga magnética indepen-
dente do pardmetro de NUT. Desde que a parte magnética do tensor de Weyl é construida
com o seu tensor dual, este pardmetro é também denominado massa dual, como iremos

discutir na secgio (3.2.1).



Ha outra motivagio para pensarmos o parametro de NUT como massa dual. Devido
ac carater curioso deste pardmetro, certos autores [9] empenharam-se em estabelecer uma
interpretagio fisica para o mesmo. Examinando solugoes estacionarias e assintoticamente
planas das equagdes de Einstein no vazio, Hansen [12] mostrou que o parametro de NUT
poderia ser interpretado como um parametro dual & massa no seguinte sentido: Hansen
introduziu, a definigdo de potenciais de massa ®p e momento angular ®;, mostrando
que tais potencials caracterizam univocamente a estrutura local destes espagos-tempos.
Expandindo estes potenciais em momentos de multipolo Hansen mostrou que, para a
solugio de NUT, o monopolo associado a @ correspondia a massa, m, da solugao de
NUT; enquanto que o monopolo associade a2 @, correspondia justamente ao parametro
de NUT. O parimetro de NUT era caracierizado, desta forma, como um monopolo de
momento angular e a dualidade entre este e a massa era sugerida pela existéncia de uma
transformacio de dualidade entre os potenciais &3 e ®;, no sentido de Geroch [8]. Por
tal rotagio dual podemos, por exemplo, levar uma solugéo como a de Schwarzschild, onde
o tnico pardmetro presente na solugio € a massa m, na solugéo de NUT “pura”, onde

temos somente o parametro de NUT gerando gravitagao, e vice-versa.

A terceira situagdo, a qual mostramos neste trabalho, consiste na situagao mais simples
de um espago-tempo com estrutura topolégica de 5% x R, tendo um monopolo magnético
de Dirac como finica fonte da gravitagcao. A métrica deste espago-tempo depende de um
{inico pardmetro, que é a carga magnética do monopolo e que desempenha o mesmo papel
que o parimetro de NUT desempenhara no caso daquela solugao, e fazendo com que o
campo gravitacional herde as estruturas de linhas de singularidades que este monopolo

produz no campo eletromagnético.

. Para discutirmos este problema de modo claro comegamos por introduzir nogdes de

geometria diferecial necessarias & caracterizagdo de um espago-tempo com topologia de



$3 x R, exibindo os campos vetoriais que caracterizam o grupo de movimentos sobre a
variedade. Deste modo caracterizamos de forma precisa a topologia da variedade e a forma
genérica que uma métrica sobre esta variedade admite. Discutimos em seguida classes de
solucdes das equagdes de Einstein-Maxwell para um modelo assim construido, exibindo
a solucio de NUT-Brill e apresentando a solugdo nova, na qual mostramos que as linhas
de singularidade que um monopolo magnético apresenta sao transportadas para o espago-
tempo e, diferentemente da solugao de NUT-Brill, é o préprio monopolo magnético, que
¢ fonte do campo gravitacional, o responsavel por tais efeitos. Mostramos assim que
dispomos de um parametro no modelo que desempenha o mesmo papel que o parametro
de NUT o faz na solugio de NUT-Brill, sendo que agora o significado fisico do mesmo

esta bem definido, tratando-se da prépria carga magnética.



Capitulo 2

Espaco-tempo com estrutura

topolégica de S3 x R

Iremos, neste capitulo, coletar alguns resultados relevantes sobre o grupo de Lie g3
fazendo uso do formalismo dos quatérnions de HAMILTON, para entdo construirmos
uma variedade Riemanniana que admita este grupo de Lie como grupo de isometrias.
Exibiremos entdo todos os calculos relevantes, em base de tétradas, para a anilise do

modelo que iremos construir.

2.1 Quatérnions de Hamilton e o Grupo de Lie S8

Seja um espago euclideano quadridimensional Fj, coberto com coordenadas carte-

sianas (z°, z*, 2%, £°).
Definimos em E, uma tri-esfera unitdria como sendo o lugar geométrico onde:

1= (z°) + (') + (z°)* + (%) (2.1)



Tal espaco E; 6 um espago vetorial, real, no qual podemos introduzir uma base de
versores, linearmente independentes, {e,,4 = 0,1,2,3}, que nos permite caracterizar

vetores em E,, no sistema de coordenadas (z°,z',z%,2?), como:

H = z*e, (2.2)

Vamos dotar os elementos {e,,px = 0,1,2,3} de uma lei de produto, tornando o

espago vetorial E4 uma élgebra. Introduzimos entéo a seguinte lei de produto:

€ €y = €

(23)

— k
e e = _&'j ey + €5 €r,

Aos elementos de um espago vetorial tornado uma &lgebra, por alguma particular lei
de produto, chamamos QUATERNIONS. Assim, os elementos (2.2), agora dotados da
particular 4lgebra (2.3), com identidade, passam a ser chamados QUATERNIONS DE

HAMILTON.
Assim um quatérnion de Hamilton é todo objeto da forma:

H=ae; +2' ¢ (2.4)

Podemos ainda definir o quatérnion conjugado, de Hamilton, por:

H =2e;—2'¢; (2.5)



Devido a algebra (2.3), vemos que os quatérnions proporcionais & identidade eg sao
ISOMORFOS ao corpo dos reais. Por isso, sempre que se tratar de um quatérnion deste

tipo, iremos abreviadamente suprimir eq.
Podemos agora definir a tri-esfera como sendo o lugar geométrico onde temos:

H'H =1 (2.6)

onde, conforme comentamos acima, escrevemos 1 em vez de eo.

Sendo H, e H, dois quatérnions de Hamilton,temos a seguinte propriedade com relagao

a operagao de conjugagio do produto destes quatérnions:

Com isso, dado um ponto sobre §% caracterizado por um quatérnio H, pertencente &

53, e dados dois outros quatérnions, U e W, pertencentes & 5°, entéo,

A=(UHW) (2.8)

pertence também 4 $3, devido a (2.6) e (2.7).

Vemos assim que a escolha dos quatérnions de Hamilton tornam as operagdes sobre

a tri-esfera mais econémicas e elegantes mostrando que 5% é um grupo de Lie que atua



sobre si mesmo por multiplicagdo & esquerda e 3 direita, definidos respectivamente por:

~

H =UH
_ (2.9)
H = HW
que também mapeiam, separadamente, S* em S°, isto é:
HAE* = 1
- (2.10)
HH* = 1

Deste modo existe somente uma e somente uma transformagdo, para cada caso acima,

que tranforma H # 0 em outro quatérnion ( H ou H ), sendo respectivamente,

U = HH*
W = H*H

(2.11)

Devido a isto temos entio que o grupo definido pelo produto & esquerda ( ou a direita )
serd simplesmente transitivo sobre S%, Podemos assim definir um grupo de Lie cuja lei

de produto do grupo seja a multiplicagio & esquerda ( ou & direita ).

A partir destas consideracdes adotaremos a convengao seguinte: sempre que nos referir-
mos & 5% daqui em diante, estard subentendido tratar-se do grupo de Lie que atua sim-
plesmente transitivamente sobre si mesmo e que tem sua lei de produto definida pela
multiplicagdo & esquerda [5]. A multiplicagdo & direita, por sua vez, caracterizard o grupo

reciproco & S3.

2.1.1 Geradores do espaco tangente i tri-esfera

Vamos agora caracterizar quem sio os geradores do grupo 53, isto é, quais sio os
campos vetoriais que geram as translagdes sobre a tri-esfera. Tomemos, para isso, um

ponto arbitririo infinitesimalmente préximo da jdentidade de 52, eg, e dado por:



h= e + € ¢ (2.12)

onde € << 1.

Vemos, entio que,

hbh* =1 + O() (2.13)
e portanto os versores (€1, ez, €3) geram o espago tangente a tri-esfera na identidade.

A forma destes versores em um ponto qualquer da tri-esfera, caracterizado por um
quatérnion H, que geram o espago tangente a tri-esfera em H, é obtida por multiplicagdo
a esquerda de (e, €2, €3) na identidade, por H:

Egy(H) = He: = 2°eos; + a° ere; (2.14)

Estes sao chamados campos vetoriais invariantes 3 esquerda sobre S que sao definidos
genericamente por:

U Bg(H) = E(UH) (2.15)

Assim, usando o sistema de coordenadas (z°,z!, 2% 2%), estes campos poderdo ser

representados, em um ponto arbitrario de 5%, pelas matrizes:

En = (—z', 2% o* —2%)
Egy = (—z?, —<, 2°, z') (2.16)
Egm = (—2% 2%, —at, a9

Na base de coordenadas 6—‘3;, estes trés campos serao dados entdo por:
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E(l) = —ﬂ}' 6‘:1:0 + &’,' 3:1:’- + maaiﬂ - wza_if
E(z) = —:1‘:23—2"5 - :L' a:I:L “|" ;ﬂ 3::2 + € %‘ (2'17)
Eg = -z am0+m—3——mam2+m§e—

Expressos nesta tltima forma podemos, de modo mais imediato, constatar que tais

campos satisfazem & algebra do grupo, expressa pelas relagoes de comutagao

[ B, Eg) = 26" Eg (2.18)

A construgio andloga é também possivel para o grupo reciproco, sendo os campos veto-

rials invariantes a direita definidos por:

Dio(H) W = Diy(HW) (2.19)

Conforme vemos, por (2.17), temos assim definidos trés campos invariantes a esquerda
sobre $2, os quais denotamos por xy;), que geram o espago tangente a §° em cada ponto.
Podemos agora definir 1-formas diferenciais duais aos mesmos. Numa base de coorde-

nadas arbitraria, estes campos e suas 1-formas duais podem ser escritos como

X = Efy s
(2.20)
W@ = EY dg>

onde

<xw |w@ > = § = Ey EQ (2.21)
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Naturalmente o mesmo ocorre para os campos vetorials invariantes a direita e suas

1-formas duais associadas.

&y = Df sk
(2.22)
p(]) — D&J) dr=
onde
<éw P > = §. = D% Du) (2.23)

2.1.2 Os campos invariantes de S e suas 1-formas duais in-
variantes

Para exibirmos explicitamente a forma dos campos vetoriais invariantes a esquerda e a
direita, bem como suas respectivas 1-formas duais invariantes devemos escolher uma carta
sobre §3. Néo é conveniente fazer isto com as coordenadas cartesianas (z° z?!, z?, 23) de-
vido ao viculo (2.1), que torna este sistema de coordenadas pouco operacional. Tomemos
entdo, para tal propésito, os dngulos de Euler, (§*,6%,8%), que sdao coordenadas sobre a

tri-esfera definidas por:
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2° = cos(%)cos[3(8% + 0%)]
2! = cos(%)sen(}(6° + 02)]
4 (2.24)
2 = sen(%)sen[%(ﬂe’ — 6%)]
| 2° = sen(%l—)cos[%(ﬂa —6%)]
onde,
g e [0,7 ]
¢ 8 € [0,o7] (2.25)
# ¢ [0,27]

\

Em termos dos dngulos de Euler podemos caracterizar os campos vetorials invariantes
por translagdes i esquerda que s3o os geradores do grupo de Lie S3. Faremos o mesmo

para os campos vetorials invariantes a direita.

Para efeito operacicnal é interessante introduzir a seguinte representagao para os

quatérnions de Hamilton (2.3):

1 0

Eg =
0 1
1 0

ey =
0 —2

(2.26)

0 1

ey =
-1 0
0 e

€3 —
i 0
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Desta forma um quatérnion, H, fica representado pela matriz 2 x 2 € o produto de
quatérnions fica representado pelo produto de matrizes. Um quatérnion de Ha,r-nilton,
H ¢ 8%, é agora representado por:

20 +iz' 2% +izd

H= (2.27)

—z? +ip® 29 —ix!

gue é uma matriz unitdria com determinante positivo e igual 4 unidade. Tal representagao
dos quatérnions estabelece assim um ISOMORFISMO entre os elementos do grupo 5% e
os de SU,;. Um método préatico para exibirmos os campos € as 1-formas duais consiste em
usar o seguinte resultado [11}:

Controem-se os seguintes produtos matriciais e expande-se o resultado novamente em

termos da base (2.26),

H ' dH = ol g (2.28)

dH H™' = ol ¢ (2.29)

Deste modo, os coeficientes da expansio na base (2.26) dos produtos matriciais acima
constituem, respectivamente, as 1-formas invariantes & esquerda (w®)) e & direita (pt*)),

de S3.

Tomando, entdo, as coordenadas sobre S* definidas em (2.24), e efetuando os célculos,

podemos exibir as 1-formas invariantes & esquerda e & direita, que sio, respectivamente:
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(L = 1(d6®+ cos(6) d6?)

{ W@ = 1( sen(8%) db* — cos(6°) sen(8') d6?) (2.30)

| W = L(cos(6®)df + sen(6%) sen(6') d6?)

(1) = 1(d6?+ cos(f") d6?)

{ o = 1( —sen(6?) df* + cos(8?) sen(8") d6%) (2.31)

L p(3) = —12—( cos(ﬂz) dgt + sen(ﬁz) sen(ﬁl) dﬁa)

Estas 1-formas satisfazem as relagoes :

do = —2¢., W) A wlF)
? (2.32)

dp(') = 92 Eijk p(i‘) A P(k)

Os campos invariantes & esquerda e & direita, sobre 53, sao obtidos através das relacoes

(2.21) e (2.23), e sdo respectivamente:

( _ 8
xa) = 2(s)
1 X = 2 (587193% - ?;;%a%z + cotgﬂlcosﬂaé%—x) (2.33)
| X = 2 (c0583£1— | tend b — cotgﬂlsen83é%—x)
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]
a8
&y = 2{3%)
Y €2 = 2 (»—senﬁz-é‘g—f — cotgf cos#? 2 + ‘%‘—ﬁ 5'3—;) (2.34)
| {y = 2 (casé‘z L cotgb'sent® 2 + :—ggf—;g%g)

Estes campos satisfazemn naturalmente a dlgebra do grupo expressa nas seguintes

relagdes de comutacao:

el = —2¢ 6w ‘
{X(i)iX(i)] = 265 xu (2.35)
Ko = O

Posto isto, veremos como construir a métrica induzida sobre a ¢ri-esfera, em termos dos

campos invariantes (2.33). Para isso vamos estabelecer primeiramente algumas nocdes.

2.2 Construcao das métricas que admitem S° como
grupo de isometrias

Seja uma variedade (M, g) de dimensio m, onde a métrica, g, admite um dado grupo
de isometrias, que atua simplesmente transitivamente sobre a variedade, caracterizado

pelos vetores de Killing {¢(,7 = 1,2,..m}.

A métrica, g, é uma estrutura adicional doada a variedade AM e definida como um

operador bilinear que a todo par de campos (Upy, Uy ), sobre M, associa um nimero real:

aww = 9 (U, V) (2.36)
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onde (k) e () ndo sdo {ndices, mas etiquetas que caracterizam os campos particulares
U(k) e U([)

Se U"Ek) sdo as componentes dos vetores Uy na base de coordenadas %, entio as

componentes da métrica g, nesta base, serao dadas pela matriz:

dmm = Ue Uty s (2.37)

onde gog = g(gg«;, 3-2—&).

Dizemos que um dado conjunto de vetores {x(),7 = 1,2,...m}, linearmente indepen-

dentes, constitue uma base invariante sob o grupo gerado por {E(,-),z' =1,2,...m}, se:

Leoy Xk = [X(i): 5(1:)] =0 (2.38)

onde L denota a derivada de Lie.

Assim a matriz ), contruida pela aplicagao de g sobre a base invariante x(;) ¢

constante sobre toda a variedade, pois:

Legyrmm = L (Xa(k) Xa(i) gaﬁ) =0 (2.39)

Observando entdo as relagdes (2.35), teremos que a métrica induzida sobre a tri-esfera
pode ser caracterizada em termos dos campos (2.33), tomados como base invariante, pro-

duzindo uma matriz constante §(zy;). Neste caso, os campos (2.34) serao vetores de
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Killing da métrica assim construida. O elemento de linha seria entdo obtido, neste caso,

saturando a matriz &y com as 1-formas duais aos campos invariantes & esquerda (2.33).

do’ = § gz W W (2.40)

onde § (;(;) é, neste caso, a matriz identidade 3 x 3.

Embora a construgdo que fizemos aqui tenha levado em conta a métrica naturalmente
induzida sobre a tri-esfera pela geometria de Ej4, onde S® estd imersa, qualquer variedade,

em trés dimensdes, cujo elemento de linha se escreva na forma de:

do? = v o 0 W (2.41)

onde 7 (;);) for uma matriz constante 3 x 3, de assinatura arbitréria, terd um grupo de
isometrias 53, atvando simplesmente transitivamente sobre a mesma e sendo gerado, no
caso de (2.41), pelos campos vetoriais (2.33). Neste caso, os campos (2.34) serdo vetores
de Killing da métrica assim construida. A situagdo simétrica ocorre se construirmos o
elemento de linha com as 1-formas p*) sendo, neste caso, os geradores do grupo de isome-
trias dados por (2.34) e os vetores de Killing dados pelos campos (2.33). O grupo de Lie

S% corresponde a um grupo do tipo Bianchi IX na classificagio de Bianchi {17].

Quando dizemos que uma variedade em quatro dimensdes tem estrutura de 5° x R,
estamos caracterizando que esta variedade admite um foliamento, no qual, para cada valor
constante de um pardmetro definido sobre R, temos uma superficie que & érbita do grupo

de isometrias 3, simplesmente transitivo, isto é, o préprio S°.

Assim, uma variedade Riemanniana (M, g,.), coberta com (7, 8*, 8%, 8%),que tenha es-
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trutura de S® x R, admite um elemento de linha da forma:

dS? = +dn? + ¥ (y5)(n) W WP (2.42)

onde 1 é uma coordenada definida sobre os reais e 7y (;);) € uma matriz que depende

somente de 7, de assinatura conveniente.

Os vetores de Killing de um espago-tempo assim construide sao, por construgao, os

campos vetoriais (2.34). No caso de 7(;) ser constante, temos ainda o campo vetorial:

9
by = 3 (2.43)

associado a coordenada 7. A relagdo de comutagio de {4y com os campos (2.33) € (2.34)

sendo,

{ [X(i);Eu)] =0 (2.40)
k{i);fu)] = 0

2.3 Espacgo-tempo S°x R com o tempo definido sobre
q3

Podemos, agora caracterizar uma variedade M, g,..), que possue uma estrutura
H Y THY q p

topolégica de S? x R.
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Para fazermos isto, tomamos o resultado (2.42), e postulamos a métrica gy, que gera

o seguinte elemento de linha:

dS? = —dr* + Y6 MOFRE) (2.45)

Tomarmos, entdo a matriz 7)) da forma:

—B3(r) 0 0
Twn=| 0 =Br) 0 (2.46)
0 0 4A%(r)

onde w® sio as 1-formas invariantes i esquerda, sobre S§°, definidas em (2.30). Pode-
mos desprezar os fatores ; em (2.30) e (2.31), bern como os fatores 2 em (2.33) e (2.34),
normalizando assim as relagdes (2.32) e (2.35). Isto acarreta tomar §® de “raio” 2 [4], em

vez de tomar “raio unitdrio” tal qual foi feito no inicio deste capitulo.

Identificando entdo (8,62 63) = (8, ¢,t) vemos , por (2.33), (2.46) ¢ (2.45), que o
tempo é, por contrugio, uma linha fechada em S%. Em outras palavras, a curva integral
do campo % é do tipo tempo fechada, de acordo com a métrica (2.47) abaixo. Mais
tarde veremos que, para a solugio discutida em (4.5.1) esta curva é uma geodésica do
tipo tempo fechada. Isto conduz, certamente, a problemas de violacdo da causalidade no

modelo os quais comentaremos no capitulo seguinte. Teremos, entao, o seguinte elemento

de linha:

dS? = 4AXr) | di+ cos d |* — B(r) [d6? + sen’6dg?| — dr’ (2.47)
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2.3.1 Tensor de Einstein

Nesta e na préxima secgdes exibiremos os cdlculos de todos os o’bjetos geométricos
relevantes para andlise do modelo, fazendo o use do formalismo de tétradas. Por hora
vamos exibir os resuitados relevantes que conduzem a forma do tensor de Einstein para
esta geometria. Como o elemento de linha do modelo é da forma (2.47), escolhemos como

base de tétradas,

(60 = 24(r)[dt +cos§ dg ]
* = B

$ (r) df (2.48)
62 = B(r) senf d¢
8 = dr |

\

de modo que o elemento de linha se torna, na base de tétradas,

ng = NaARB BA GB’ (249)

onde,

MAB = dia'g('i':_:_:_) (250)

De acordo com os resuitados do apéndice A, teremos entido:

d6° = — (&) A - () 6 A6
gt = ~(Z) o Ap

$ (B) (2.51)
dg* = (%—cotgﬂ) 6t A 6% — (%) 62 A 63

| d* = 0,
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donde lemos diretamente os (%, por (A.14). Suas componentes independentes nao nu-

las sao entao:

(G = (8

os = —(8)

{ Cys = (%) (2.52)
Con = (%cotgh)

G = (3)

Assim as componentes independentes ndo nulas do coeficiente de rotagao de Ricci sao,

por (A.16):
r Yo = — (%) M2 = (1.%)
1 Yoz = — (EAT) Va1 = (%) Y32z = (%) (2-53)
Yo21 = (%) Y22 = (jé— cotgﬂ)

As componentes independentes,nio nulas, da l-forma de rotagio, de acordo com

(A.10), sdo entdo:
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O = — (&)
O = ()06

J BOpz = (%r

(2.54)
Q12 = ("BA?) 6° + (é— cotg@) g2
O = — (%) 6
{ @z = — (%) 62
As componentes independentes, ndo nulas, de d® 45 sdo exibidas abaixo:
{
dO@u = - (-é‘{-;) cotgd ' AG% + (ﬁ;)' 62 A g3
d@oz pr=d —";T (%)'81/\63
d@oz = ~ (AT”) oA — %91 A §2
4 (2.55)
dBp = *% (%)'90/\93 — (_B}i +2;_i) g A g2
dO;; = (%‘) N
| 4@ = —§%cotg 61 A 0%+ (B) 62 A6

Finalmente exibimos, entao, as componentes independentes ndo nulas da 2-forma de

curvatura % e do tensor de Riemann R%;p de acordo com (A.21), e (A.19), que sdo
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respectivamente:
(00 = —(£B 1 84)ene +L(4) ne
Qo2 = —(AB 1 8)00n0~ L (4) ¢ A6
Qs = —(4)°ne® — 3(8) 6" A0
{ (2.56)
O = -3(4)n6 - (ﬁ - (&) 33—1) 6! A 62
Qs = —5(8)e°ne + (B)ere
0 = () a1+ (B)ene
e) 4
Roim = - (%% + g—i) Riz1a = (%i)
Rozo2 = = (%‘% + A—i) Roazs = (%i)
) ’ (2.57)
Rozos = — (AT") Ry = § (%)
| Rz = — (ﬁ - (%)2 +3%2:) Roza1 = % (%)j

O tensor de Ricci sera, nesta base de tétradas, diagonal. Este é dado, em termos desta

base por:

Rup =1°P Rucep | (2.58)

e as componentes independentes ndo nulas sao:



4 ( (2.59)
(

O escalar de curvatura é dado por,

R=nP n*® R,cpp (2.60)

que tem a seguinte forma:

B" A" A B B 2 1 Az

Com isto exibimos, finalmente, as componentes ndo nulas do tensor de Einstein:
( 1 i 2 2
Goo = (—2% - (%) + g5 + 3A_4)
~ (A7 | B" | A'B’ | A2
Gu = (F+5+45+%)
(2.62)

G = (%-ﬁ-%-!—%%-!"q—;

2
— A'B | (B L A
Gas = (23 F+ B) '52“54)
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2.3.2 Tensor de Weyl

Fstaremos interessados em discutir solugbes de campos das equagoes de Einstein-
Maxwell para as quais o espago-tempo do modelo nio é conformalmente plano. Exi-
biremos, entdo, o tensor de Weyl e suas partes elétrica e magnética. Na base de tétradas

o tensor de Weyl! se escreve como:

1 1
Wascp = Rabebp — 3 (nac Spp —nap See) — 5 (54c n8p — Sap MBC) | (2.63)

onde,
R
Sap = Rap — (E) NAB (2.64)

Todas as componentes do tensor de Weyl sao proporcionais as sequintes quantidades

definidas abaixo:

" " ! I "2 2
e = i(4-5-45+(3) -4 F)
(2.65)
!
"= 3
Em termos de £ e H, as componentes, ndo nulas, do tensor de Weyl séao :
Woir = € Winz = 2& Woza = H
1 Wozez = & Wiziz = = Woeas = H (2-66)
LW03°3 = -2 Wazas = -€ Woaie = —2H

As partes elétrica e magnética do tensor de Weyl sio escritas na base de tétradas
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comao:
Esp = —Wacsp VO VP
(2.67)
Hap = -3¢, 7" Wgppp VO VP
onde temos as seguintes propriedades,
Esp = Epa
Hsp = Hpa
3 (2.68)
E4 = 0

e onde e€agop é o simbolo de Levi-Civita a quatro indices, e V4 é o campo de veloci-

dades do observador, na base de tétradas.

Tomemos o campo de velocidades dado, na base (2.48) de tétradas, por,

VA =68 (2.69)

Este campo é, em base de coordenadas, proporcional a 3%. Tomandoe os resultados
(A.37) e (A.35) do apéndice A e aos coeficientes de rotagio de Ricei (2.53), temos que a
aceleragao e a rotagio associadas ao mesmo é, na base (2.48) de tétradas sdo dadas por:

Al

@3 = Y30 = — (2.70)
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24
wip= Conz = — 453 (2.71)

No campo de velocidades (2.69), temos que as partes elétrica e magnética do tensor de

Weyl sao dadas pelas seguintes matrizes diagonais:

000 0 0 )
0 —€ 0 0
E.p = (2.72)
0 0 —£ 0

0 0 0 2

(00 0 0 )
0 H 0 0

Hip = (2.73)
00 H 0

\0 0 0 -2H

O resultado acima constitue uma das primeiras caracterfsticas que desejamos chamar
atencio em um modelo que seja compativel com esta topologia: A parte magnética do
tensor de Weyl nio é identicamente nula e é dada por fungdes radiais, tal qual um campo
magnético gerado por monopolos. Tal caracteristica ndo estd presente no espago-tempo

de Reisner-Norsdtrom, onde a parte magnética do tensor de Weyl é identicamente nula.

A possibilidade de ser esta contribuigao identificada, posteriormente, como gerada por
uma “carga magnética” gravitacional, dependerd das possiveis solugdes das equagdes de
Einstein, para esta geometria, bern como a possibilidade de fornecer uma significagao fisica
para a mesma, interpretando-a em termos de uma fonte material. Poderfamos ainda sus-

peitar que fontes de natureza eletromagnética pudessem ser responsdveis pelo surgimento
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de tal contribuicdo para o tensor de Weyl. Se de fato esta contribuigao estiver relacionada
dlguma fonte de natureza eletromagnética, entdo esperaremos que estruturas deste tipo
sejam geradas em solugdes das equagdes de Einstein-Maxwell, num espago-tempo com

esta topologia.

Historicamente monopolos magnéticos foram postulados, por Dirac, de modo a intro-
duzir uma simetria nas equagoes do eletromagnetismo classico, preservando “tanto quanto
possivel” a estrutura formal do eletromagnetismo concebida por Maxwell. Desta forma
Dirac viu-se forgado a introduzir fontes de campo representadas por linhas de singulan-
dades (cordas) as quais Dirac chamou linhas nodais. Se pensarmos no sentido de Dirac,
monopolos magnéticos sao fontes de campo “problematicas” teoricamente, no sentido de
que conduzem a certas violagoes das condigdes de integrabilidade para o potencial eletro-

magnético, justamente devido & presenca das linhas de singularidades [15].

Conforme veremos adiante, nas solugdes das equagoes de campo, o espago-tempo com
a topologia de §% x R também apresenta linhas de singularidade semelhantes aquelas
produzidas por um monopolo magnético no eletromagnetismo. A parte magnética do
tensor de Weyl, H, serd sempre proporcional a um pardmetro que desempenha, na
gravitagdo, um papel semelhante ao de um “monopolo magnético gravitacional” e é devido
a este parametro que existem semelhangas formais entre o campo gravitacional, em espago-

tempo com esta topologia, € 0 campo magnético de um monopolo magnético de Dirac.



Capitulo 3

Discussao das solugoes

Neste capftulo iremos discutir as solugdes das equagoes de FEinstein-Maxwell para o
espago-tempo que admite uma métrica da forma (2.47). Observando a métrica (2.47),
somos levados a supor a presenga de campos gerando a anisotropia que existe, sobre S°,
caracterizada pelas fungdes distintas A(r) e B(r). Devido a simetria radial que a
métrica, por construgio, apresenta podemos propor que a anisotropia ¢ gerada, conforme

fez notar Brill [3], pela presenca de campos elétrico e magnético radiais.

Comecemos entdo por discutir as solugdes das equagdes de Maxwell.

3.1 Solucoes das Equagoes de Maxwell

Devido a (2.62), vemos que ¢ tensor momento-energia puramente eletromagnético,
contruido a partir do tensor de Maxwell deverd ser diagonal nesta base, de modo a ser
compativel com o tensor de Einstein (2.62). Uma escolha natural, que conduz a esta
forma diagonal para o tensor momento-energia eletromagnético, consiste em tomarmos

apenas campos elétrico e magnético radiais.

Assim tomando como tnicas componentes independentes ¢ nao identicamente nulas

para o tensor de Maxwell, na base de tétradas (2.48):

29



{F°3 = E(r)

Fazendo, sobre a coordenada radial, a transformagao:

A
57 dr = dR

As equacdes (3.2) tornan-se:

[

{ 2 (B2Ep)— AB°H) = (259

4 (B*Hp)+ 2(B*Er) = 0

A solugao para o vazio é entdo da forma:

Ep = $%sen(2R)
HR = %COS(?R)
o =0

(3.1)

(3.5)

que é uma solucao onde a fonte €, simultdneamente, elétrica e magnética, sendo ¢ uma

constante de integracdo.
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Qutra possibilidade é a solugio de puro campo magnético:

Hp = &

0 _ 24
> = —Hogs

rs]

(3.6)

que é uma solugdo do tipo monopolo magnético. A presenga da corrente no caso desta

segunda solugao se deve ao fato de que o referencial de tétradas é girante.

Para as duas solugdes apresentadas acima o tensor momento-energia eletromagnético
assume, indistintamente, a mesma forma. Usando os campos (3.5) ou (3.6) podemos

construir o tensor momento-energia eletromagnético que é dado, em base de tétradas, por,

1
EZLB = Fae FCB -+ ZI]AB FCD FCD (37)

e este serd um tensor da forma:

pem = X8 g, (+ ++,—) (3.8)
AB — 28B4 q y Ty T .

onde %y é uma constante que pode ser identificada tanto com e quanto com o,
dependendo da fonte em questéo.
Passemos ent@o a discussac do problema completo analisando as possiveis solugoes das

equagdes de Einstein.

3.2 Solugoes das equacgoes de Einstein

Além da fonte de natureza eletromagnética, dada por (3.8), consideraremos ainda a
possibilidade de termos presenca de poeira e constante cosmoldgica nas equagdes de Ein-

stein,
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Gap +Anap = T(E’E’ + T(fgt) (3.9)

de modo que estas sdo, explicitamente, da forma:

( n2 T 2
b - (- o)
n2 " " i gt 2
A+ B - (BB 4B E)
(3.10)
he B - (S4B 45 E)
2 arB (BN 1 oA
| A = (2I§+(F) ——B?—ﬁ)

Ao derivarmos a equagio de primeira ordem em (3.10), e ao usarmos novamente a

prépria equagdo no resultado, encontramos a seguinte relagéo:

£ Bu iiz Az B B.r A" N Bu N AIBI N A_2 A Zg (3 11)
A|B AB B B|A B AB ' B* 2B4 ‘
vemos que, se uma das duas condi¢ées abaixo forem satisfeitas,
% = 0 ou,
(3.12)
B" _AB A _ g

B~ AB T Bt ,

nio precisamos mais nos preocupar com a equacao de segunda ordem em A(r), pois esta
passa a ser automaticamente satisfeita. Cada uma das condi¢des acima nos conduz a

classes distintas de solugoes as quais passamos a discutir.

3.2.1 Primeira classe de solugoes. A solucao de NUT-Brill

Vamos, por hora, nos deter na segunda possibilidade. Esta nos conduzird a classe

de solugdes onde encontramos a solugdo conhecida como devida a NUT-Brill. Estamos
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chamando de “primeira classe” de solugdes aquelas para as quais:

= s =0 (3.13)

Esta equagdo ¢ imediatamente integrada em termos de uma nova coordenada radial

definida por:
A(r) dr = dr (3.14)

Em termos de 7 a equagdo (3.13) fica:

d? 1
=B=5 (3.15)

cuja integral primeira é:

(dB)2 + I (3.16)

sendo a2 uma constante de integragio. A solugio geral para B() sendo da forma:

B7) =+ a2 (F — o) (3.17)

E conveniente redefinirmos ainda uma vez a coordenada radial, de modo a escrever

(3.17) de um modo mais elegante. Definimos assim:
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F = a'f
(3.18)
d d
@ Vi
de modo que a solugdo (3.17) agora se escreve como:
BY#) = a4+ (F — 7o) (3.19)

Por questdo de consisténcia vimos que, com a condigio (3.13) satisfeita, a equagdo de
segunda ordem em A(r) torna-se irrelevante. Além disto € facil ver que substituindo
(3.13) mno sistema original (3.10) as primeira e ultima equagdes tornam-se idénticas, a
menos de um sinal global, para

p =0 (3.20)

tratando-se portanto de uma solugio para o vazio. A iinjca equagao ainda nao identica-
mente satisfeita em (3.10) é a prépria equagdo de primeira ordem da qual partiu nossa
andlise. Com a solugao (3.15), a equagio de primeira ordem em (3.10) pode ser escrita,

em termos de 7, como :

d N\[1d ddf(1d N 1 &
(#) (:5#’)—*4 [a%‘ (“B”E%BH =5 Im (3.21)

Esta pode ser arrumada, como uma derivada total,

1d Ndlfrd NP, 10 &
(ﬁ#) 5[(5#) A}“E_EB’_’* (8.22)
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que também é imediatamente integrivel. Deste modo, integrando a equagio (3.22) em

termos de # teremos:;

(3.23)

m(F—-'Fg)—i—az—E:Q
(72 — 7o) + o2

A(F)? =a? (l -2

Com isso, o elemento de linha (2.47), fica

d8? = F*(7) | df + 2a cosf d¢ |~ B2(7) [d8? + sen®0dg?] — F2(7)d*  (3.24)

onde,

i = 2at
poo (1ogmecd (229
- (r ‘r‘o} +a

Esta solugio, devido a Newman,Tamburino e Unti [1], extendido ac caso eletro-

magnético por Brill [3], é uma solugdo das equagdes de Einstein-Maxweil,

Rap = TYR (3.26)

onde T3 g € o tensor momento-energia, de natureza puramente eletromagética, devido a

presenca de campos elétrico e magnético radiais.

Fazendo as transformagdes (3.14) e (3.18) e tomando 7y = 0, os campos (3.5) e as
- partes elétrica e magnética do tensor de Weyl (2.65), expressos em termos da nova coor-

denada 7, ficam:



03 _ —_ &g a ¥
F = E; = 2(72-2:TT)§-
(3.27)
2_ ;2
F 12 = HF = EO(fﬁ_}T)’i
£ m F¥ (3::’-53-) 2 — 3a’m F - a’(az—if-)
= — (.F2+a2)-“- (3 28)
_ 7 - 3m 2 - (3a? - &) + m a?
o= - Sty

Temos entio uma geometria estitica, dependente de trés parimetros, a qual corres-
ponde a uma generalizagdo da solugio de Schwarzschild-Reisser-Nordstrom para a topolo-

gia 5 x R, conforme haviamos comentado.

Na solugio de NUT-Brill. O parametro o funciona como uma espécie de carga que
gera a contribuicao da parte magnética do tensor de Weyl. Para vermos isto tomemos a

solugdo assintética de (3.28) nas regides onde 7 — oo:

™m 1
£ - 3 + 0 (f“_‘*) 1 (3.29)
o 1
H — —'f"—3 +0 (7.—'4') . (3‘30)

Vemos assim que este parametro tem um carater “dual” & massa, m, no sentido de
que m é uma “carga” associada a parte elétrica do tensor de Weyl enquanto que a é uma

)

“carga” associada & parte magnética do mesmo.

Devido a este fato, Ramaswamy e Sen (9} introduziram a nocao de “ massa-dual” em

relatividade geral definida, de um modo conveniente, como uma “carga” relacionada ao
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fluxo da parte magnética do tensor de Weyl sobre uma superficie nula no infinito. A
massa, por sua vez, fica definida como um fluxo associado a parte eléirica do tensor de
Weyl. Tal “massa-dual” somente pode ser ndo identicamente nula se a topologia desta
superficie nula no infinito for a de 53 e por isto o espago-tempo que admite “massa dual”
tem que ser acausal. Foi por este motivo que comentamos no capitulo (2) que a acausali-
dade do modelo seria um problema incontornavel. Estes autores [9] mostraram que, para
a solucdo de NUT, a “massa-dual” corresponde justamente ao parametro aqui caracter-
izado por a, essencialmente devido ao resultado (3.30) e ao infinito tipo nulo que este
espaco-tempo admite. Como j4 discutimos Hansen [12] produziu outro argumento para
denominar este parametro massa dual estande a nogdo de dualidade associada aos poten-
ciais ®pr e P que se relacionam por uma transformagao dual no sentido de Geroch {8} e
que tem, associados aos mesmos, monopolos que sdo respectivamente, no caso da solugao

de NUT, a massa (m) e o parimetro de NUT (a).

Este pardmetro o tem uma natureza independente da massa, m, e isto pode ser
avaliado da seguinte forma: E sabido que solugdes como a de Kerr dependem de dois
pardmetros um dos quais é a massa, m ( tal qual Schwazschild ), e o outro, J, associado
ao momento angular da estrela em rotacdc. Estes dois parametros, em Kerr, nio sao,
em verdade, independentes. Se anulamos m, detruimos a solugdo de Kerr recaindo em
um espago-tempo plano. Isto jd era de se esperar, 4 que J estd associado ao “momento

angular” da “massa” m.

No caso da solugio de NUT-Brill, o parametro a, ndo estd, pelo menos neste mesmo
sentido que em Kerr, associado a J. Isto pode ser notado facilmente, tomando a solugao

com €5 = m = 0, devido a NUT. Neste caso as quantidades £ e H em (3.28) redugen-se a:

£ = o (F)

(3.31)
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Neste caso temos quatro invariantes nao identicamente nulos da geometria dados por

[18],
(1, = Esp E*B — Hyp H*B = 6(& —H?)
I, = OE.5 HAB = ~128H
$ (3.32)
Ig = --EAB EBC EAC + 3 HAB HBC EAG
| I, = Hup HB® HY — 3 E,.p EPY HY

onde E,p e Hap sdo as partes elétrica e magnética do tensor de Weyl definidas em

(2.67).

Tomando as quantidades £ e H exibidas em (3.31) podemos facilmente avaliar a
forma destes invariantes nio nulos na solugdo de NUT “pura”, (m = ¢ = 0). Isto evi-
dencia que a “sozinho” gera gravitagao. Assim, o parimetro de NUT nao surge assoclado
quer & massa quer a fonte de natureza eletromagnética, embora seja responsavel pela
contribuigio ndo nula para H conforme (3.30) e pelo“vinculo” entre as coordenadas £ e

#, que caracteriza a topologia de 5% x R, conforme (3.24).

Na segunda classe de solugdes entretanto, veremos que o parametro, aqui representado

por « serd a prépria carga magnética.

O caso a = (: A solugao de Schwarzchild-Reissner-Nordstrom

Tomando a nulo em (3.24), destruimos a estrutura de 5° e com isto passamos a uma
solugao das equagdes de Einstein-Maxwell, com simetria esférica, estdtica e com campo

eletromagnético radial. Esta deve constituir portanto, a solugdo de Schwarzschild-Reisser-
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Nordstrém, como de fato, se vé por (3.24) e (3.25). Neste caso a métrica (3.24) reduz-se a,

_ _ _2am 72 1 __ _2m @ 1o
ds? = (1 (7o) + 2 -7g) )dt (1 (F-+o) + z(f—r'o)’) 7+
(3.33)
—72(d6* + sen?8d¢?)

e interpretamos assim o significado de m e € como sendo, de fato, a massa e a carga

de natureza eletromagnética.

Para a solucgdo de Reissner-Nordstrém, os campos eletromagnéticos e as partes elétrica
e magnética do tensor de Weyl sdo dados tomando o = 0 nas expressdes (3.27), (3.29) e

(3.30), o que fornece:

F® = B = 0

(3.34)
F2? = H = -%
)
m 1 3
H—-0 (3.36)

Vemos deste resultado que nao hé, na solucdo de Reissner-Nordstrom nenhum parametro
que desempenhe o papel de uma “carga magnética gravitacional”, sendo a parte magnética

do tensor de Weyl nula, embora haja monopolo magnético presente como fonte do modelo.
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3.2.2 Segunda classe de solugoes

Para esta classe temos A(r) constante, de acordo com (3.12). Tomando entdo:

Alr)=a

Neste caso as equacées (3.10) reduzem-se dpenas :

( 2_22
p = USBl_op

$A=%+E;—¢E’Q

LA = (B_‘)z_L_L‘f—_J_

(3.37)

(3.38)

sendo a equagio de primeira ordem, para B(r), uma integral primeira da equacgio de

segunda ordem. Assim sendo, basta-nos resolver a equagdo de primeira ordem e entio

fazer o ajuste dos parametros, se assim for necessario, presentes na solugao.

Solugao com A =0

Esta solucio é imediata, pois a equagio de segunda ordem, em B(r), reduz-se a forma:

BH’

k? =

EIt

———
el 52

_ aZ)

cuja solugio imediata &:

Bz('r') =(r— 'i"g)z + 2

(3.39)

(3.40)

Nesta solugdo os pardmetros tem que estar associados de modo a satisfazer a condigao
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de positividade para p e para B*(r). Estas duas condigdes juntas impde que:

»2 32
2 Zo Zo
a’ € ]: 1 3 ]

e o elemento de linha fica escrito como:

d5? = (df + 2acosfd¢)® — B*(r) (d92+38n26d¢2) — dr®

onde § = 2at.

Solugoes com A £ 0

(3.41)

(3.42)

Neste caso, tomaremos a equagio de primeira ordem em (3.38), sobre a qual faremos

a seguinte redefinigdo na coordenada radial:

di = B(r) dr

Em termos da nova coordenada 7, o sistema (3.38), fica entdo:

!4&2—423 ' _ 2A

p =
A = (&B) +V(B)
onde,
1 2
V(B) = —— +—

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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estando x* definido em (3.39).

Este “potencial”, definido em (3.45), apresenta um valor minimo, que € por sua vez o

valor minimo admissivel para A, e dado por:

(3.46)

A equagio para B(),em (3.44) acima pode ser resolvida por intermédio de integrais
elipticas. Devido a forma do “potencial”, V(B), vemos que existem soluges periddicas,
em um “pogo de potencial”, para B(7), quando A < 0. Vamos nos preocupar aqui com

este caso.

Para A < 0, devido a expressio para p em (3.44), vemos que a contribuigao de
A para p é positiva neste intervalo e além disto vemos que a mesma condigao (3.41)
é suficiente para garantir que p serd positivo-definida para esta solugdo. Assim sendo,

iremos encontrar a classe de solugdes, onde:

A€, Viin (3.47)

Definimos ainda o parametro A:

(3.48)
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de modo que,

Aelo, 1] (3.49)

Tomando entdo a equagio para B(F) em (3.44), podemos reordend-la da seguinte

forma.:

2
1 B? dB _ (3.50)

w flwf - B) (B )] | 2

onde,

(3.51)

A integral em (3.50) é uma integral eliptica inversa,do tipo dn. Integrando (3.50),

temos entao:

B A _
dn™ (—|m) = S (r-7) (3.52)
o Ko
onde,
2
Wy — W
m = Owg ! (3.53)

B) = wn o (o (7= 70) (3.54)
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Que ¢ uma funcdo oscilante entre dois extremos dados por:

(3.55)

Obtivemos deste modo, solugdes com A =0 e A < 0. Queremos fazer notar que, em
ambos os casos, para que tenhamos solugdes compativeis com a positividade de p ¢ B (7),

somos for¢ados a relacionar “diretamente” o parametro o & magnitude Yo da “carga”

eletromagnética.



Capitulo 4

Singularidades e violagao das

condicoes de integrabilidade

Estamos agora em posicio de discutir as violagdes de certas condiges de integrabl-
idade, que ocorrem nas solugdes de campo ja discutidas, sobre objetos geométricos dos
modelos aqui apresentados. Nosso interesse é o de analisar as semelhangas formais entre
certos modelos fisicos e a possibilidade de, a partir disto, extrair novas significagoes de
carater fisico sobre um problema ainda mal entendido. Conforme ja mencionamos an-
teriormente, no caso deste trabalho,em particular, seguimos este caminho para explorar
as semelhancas entre objetos como o parimetro de NUT e um monopolo magnético no

sentido de Dirac.

Para alcangarmos nosso objetivo vamos primeiramente estabelecer algumas nogdes so-
bre o monopolo de Dirac para podermos entdo tragar um paralelo entre a estrutura de
linhas de singularidade presentes no eletromagnetismo devido ao monopolo magnético e
o problema que surge, no contexto da gravitagdo, com a solugdo de NUT-Brill e também

com a nova solugio.

45
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4.1 Monopolos de Dirac

Conforme j4 mencionamos no capitulo (2), os monopolos magnéticos foram original-
mente introduzidos por Dirac [6]. A motivagdo do mesmo nao fol tdo somente introduzir
cargas magnéticas de modo a produzir uma perfeita simetria das equagdes de Maxwell.
A pergunta a ser respondida entdo era o porque da existéncia da menor carga elétrica
gue é dada, no contexto da mecénica qudntica, pela constante de estrutura fina. Estu-
dando entdo as alteragdes na dindmica quantica de uma particula quando sujeita a campos
externos, observou que o “efeito l{quido” de submeter esta particula a um campo eletro-
magnético externo era o de tornar a fase da fungdo de onda da particula nio integravel.
Fsta fase ndo integravel {inha, por sua vez, sua linha de singularidade transportada para
o potencial eletromagnético, que passava entdo a ser, também, ndo integravel. Dirac no-
tou ainda que quando as linhas de singularidades (linhas nodais) tinham exiremidades
(singularidades nodais) dentro de uma superficie de Gauss sobre a qual estivéssemos cal-
culando o fluxo do campo magnético, o efeito da singularidade nodal era o de fornecer
uma fonte pontual de campo magnético, produzindo um campo radial, e a qual Dirac
postulou ser o monopolo magnético. Neste contexto o monopole magnético surgia, natu-
ralmente, como uma fonte quantizada que, por sua vez, “carregava a quantizagdo” para
a carga elétrica. Desta forma o eletromagnetismo passou, de fato, a ter cargas de ambas
as naturezas elétrica e magnética, entretanto a natureza da carga magnética continuou
a ser, no sentido de Dirac, bastante distinta daquela da carga elétrica, estando sempre

associada ao surgimento de linhas de singularidade.

Posteriormante Wu e Yang [10] fizeram um iratamento mais elegante do monopolo
magnético, no qual mostraram que o comportamento de uma particula carregada sobre
uma superficie esférica, na presenga de um campo externo, ¢ dado por um fator de fase
dependente de caminho que conduz aos mesmos resultados do trabalho de Dirac. Estes
autores introduziram o chamado potencial de Wu-Yang, que nada mais é que o potencial

eletromagnético, A, tomado em formas distintas sobre regides distintas da casca esférica
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que envolve o monopolo magnético, de modo a sempre “evitar” a linha de singularidade
[15]. Para precisar melhor o problema das violagdes nas condigdes de integrabilidade do
potencial eletromagnético 4, deum monopolo magnético de Dirac, vamos nos restringir,
por hora, a situagio mais trivial que é aquela do monopolo magnético de Dirac, que nio

gera campo gravitacional, no espago-tempo de Minkowski, conforme ilustrada a seguir.

Tomando ¢ espago de Minkowski com a métrica expressa em coordenadas esféricas

(t,7,8,$) usuais, e com a seguinte escolha de tétradas,

0 = dt
g = dr

) (4.1)
g' = rdf

| 82 = rsen(8)d¢

temos,

ds? = (6°)" - ()" - ()" - (¢*)" (4.2)

Um monopolo magnético de Dirac, neste espago-tempo, produz um campo no qual o

tensor de Maxwell é, na base (4.1), da forma,

i
Fyy = - (4.3)

A 2-forma de Maxwell, associada a Fys, é:

F=Faup6* A 6 =psenfdf n do (4.4)

Se admitirmos que o potencial eletromagnético A,, que tem a ele associado a 1-forma

A = Ag 6B ’ (4.5)
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gera o campo Fup por,

F = dA (4.6)

e entao,

dF = dA = 0 (4.7)

que constitue o segundo grupo de equagoes de Maxwell.

Assim, pelo teorema de Stokes, temos que:

wa= avdA:LdzAz [ aF =0 (4.8)

onde 8V é a superficie esférica r = ry = constante que é um S? e V é o dominio que esta

superficie encerra.

Entretanto, devido a forma (4.4), na presenga de monopolos magnéticos de Dirac, a

integral sobre uma superficie » = constante nio € nula:

2 — —_
deA = [ a4 = p (4.9)

Este resultado mostra que ndo existe um potencial A, bem definido, que gere o tensor
Fap em (4.4). Vemos que a contribuigdo ndo nula para a integral de superficie acima,
evidencia que tal superficie esta sendo “perfurada” pela linha nodal que A, apresenta
no caso da fonte ser um monopolo magnético de Dirac. Desta forma, pela integral (4.9},
temos que: ou dV é toda a superficie esférica menos um ponto {ou uma pequena vizin-

hanga deste ponto); ou A é singular em algum ponto de av.



- 49 —

Ainda com respeito is relagoes (4.9) acima vemos que este resultado conduz a violagdo

da condigdo de integrabilidade para Ap:

d2A = 0 (4.10)

Conforme Wu e Yang {10], podemos entao introduzir formas distintas para o potencial
eletromagnético A, uma delas sendo aquela que descreve corretamente a fisica do proble-
ma para uma regiao que exclui as vizinhangas do polo sul da casca esférica que envolve o
monopolo magnético; a outra sendo aquela que descreve corretamente a fisica na regiao
que exclui a vizinhanga do polo norte.

Designando-as, como usualmente por Ay e Ag, temos:

Ay = £(53F) 0
(4.11)
45 = —t(dzp) @

Que sio solugbes de (4.6) para um campo magnético da forma (4.3). O potencial
Ay tem sua linha de singularidade perfurando a casca esférica, que engloba o monopolo
magnético, no polo sul da superficie esférica que envolve o monopolo. J4 o potencial Ag
tem sua linha de singularidade perfurando o polo norte. Nas vizinhangas do equador
da esfera, ambas as expressoes acima fornecem o mesmo conteddo fisico conduzindo as
relagdes corretas para o fluxo do campo magnético através da casca esférica que envolve

o monopolo.

Até aqui, mesmo com a presenga dos monopolos magnéticos, a estrutura do eletro-
magnetismo, tal qual concebida por Maxwell, continuou a mesma, descrita a partir do
potencial eletromagnético A, que é um campo de gauge do grupo U(1), e que gera os

campos fisicos elétrico e magnético, possuindo a liberdade de gauge usual sobre a 1-forma
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A- A =A+dl (4.12)

Devido a isto, vemos que as formas (4.11) somente podem diferir, nas regides préximas
ao equador, se for devido a uma transformagio de gauge do tipo (4.12). Vemos entio,

por (4.11) e (4.12), que neste caso,

A—A=dl = Ay—As = 2—L ¢ (4.13)

r send

donde,

T = 2ué (4.14)

A quantizacao do monopolo é obtida quando, avaliamos os efeitos deste campo de
gauge U(1) sobre a dindmica da particula. A equagdo de Schrédinger para a particula

que se move em um campo caracterizado por A é:

o (P-%4) v = By (4.15)

2m
Se fizermos uma tranformagio de gauge do tipo (4.12) sobre A, de modo que a equagio
de Schrodinger seja invariante de gauge, entdo o gauge I' em (4.14) séra absorvido pela
fase da fungio de onda e dai a fase tornar-se, como mencionamos no inicio, nao integrivel.
E facil mostrar que o fator de fase que relaciona a fungdo de onda antes da transformagio

de gauge e aquela que absorve a transformacdo de gauge em sua fase, é dado por:
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ie
exp T 2ud (4.16)

Consideragoes sobre o cardter univoco da fungio de onda impée que tal fase seja um

multiplo inteiro de 27n e dai temos que o monopolo magnético de Dirac é quantizado.

Insatisfeitos com a presenga das linhas de singularidade e os problemas que surgem
decorrentes disto, certos autores introduziram uma nova abordagem para o eletromag-
netismo de modo a também ganhar simetrias nas equagdes de Maxwell, sem entretanto
ter os problemas relacionados &s linhas nodais de Dirac. Para isso é preciso introduzir
uma descri¢io do eletromagnetismo em termos de dois novos potenciais eletromagnéticos
[16]. Esta abordagem, entretanto, ndo nos interessa para o paralelo que queremos tragar
no presente trabalho e por isto ndo nos preocuparemos com a mesma. Aquilo que foi
exposto acima, sobre os monopolos de Dirac ji é suficiente para servir de motivagéo a

discussdo que nos deterd a seguir.

4.2 As condigoes de integrabilidade e o Lema de
Poincare

O secesso obtido por Dirac ao identificar singularidades matematicas com fontes fisicas
dependeu da possibilidade de associar os efeitos produzidos, pela singularidade, sobre a
dindmica da particula. Naturalmente, o fato de termos (4.9) ndo nula pode dever-se,
perfeitamente, a uma ma aplicagio do teorema de Stokes sobre dominios nos quais os
objetos a serem integrados estio mal definidos, sendo que isto poderia nao produzir qual-
quer efeito fisico dindmico. Para formalizar precisamente as condigdes nas quais a relagéo,

expressa pelo teorema de Stokes,
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T = {dT 4.
7=, (47

é de fato uma identidade, sendo 3V a fronteira do dominio V', vamos chamar a atengao
para o Lema de Poincare e discutir as consequéncias de sua violagdo, seja no problema
dos monopolos magnéticos de Dirac, seja no problema andlogo gravitacional que queremos

tragar.
O Lema de Poincaré assegura o seguinte:

EM QUALQUER CONJUNTO, U, HOMEOMORFO A UM ABERTO DO R*, TODA
FORMA DIFERENCIAL FECHADA E EXATA

isto é, se II ¢ uma p-forma diferencial, definida em U, tal que,

dil =0 (4.18)

entao existe uma (p-1)-forma 7, tal que:

0= dr (4.19)
Deste modo, se o domfnio de integragio V, no teorema de Stokes, é homeomorfo a R*,
no caso da variedade ser um espago-tempo, entdo para qualquer forma fechada T':

de:fd%;: dr = [ T =0 (4.20)
v v av av
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No caso do eletromagnetismo, isto é violado na presenga de monopolos magnéticos

pois o segundo grupo de equagdes de Maxwell, que originalmente fornecia:

dF =0 = F = dA (4.21)
€
/ F=/[da=0 (4.22)
av av
agora fornece, conforme (4.9):
F = :/ .
/a ] p= | a4 (4.23)

O resultado (4.23) pode agora ser interpretado das seguintes maneiras equivalentes: ou
o dominio V nio é homeomorfo a um aberto de R* e neste caso terfamos V = A{R*)—{s}
onde {s} é o conjunto de pontos excluidos do aberto A(R*); ou V é homeomorfo a um
aberto de R* mas a forma fechada F ndo é definida como uma forma exata em todo V,
mas somente em A (R*) — {¢}. Em ambos os casos dizemos, por abuso de linguagem,
que “o lema de Poincaré é violado”. O resultado ndo nulo em (4.23) vem, entdo, da

contribuicio da fronteira 8V N {s}.

4.3 As coordenadas ty e tg sobre 53

Antes de discutirmos como um monopolo de Dirac transporta para o espago-tempo o
problema das linhas de singularidades, vamos analisar a topologia induzida pela tri-esfera
no espago dos angulos de Euler (8, 4,1) definidos em (2.24). Isto nos trard um melhor

entendimento dos dominios das integragdes que faremos, sobre 53, nas secgdes seguintes.



— B5 -

Vamos mostrar agora que os planos 8 =0 e § = r s80 reduzidos, por identificagdes,
a toros unidimensionais T, isto é, a circulos S*. Consideremos o caso 8 = 0. De acordo

com (2.24), temos pata 8 = 0:

20 = cos[3(t + ¢)]
= senfl(t+ )]
q (4.26)
2 = 0
2 = 0

Entdo estes pontos de S ficam invariantes sob toda transformacio da forma,

t — t+6
b - g

(4.27)

onde § é uma constante arbitraria. Deste modo todos os pontos do plano 8 = 0, rela-
cionados por {4.27), devem ser identificados. Equivalentemente, todos os pontos das retas
t + ¢ = 7o, 7o constante arbitrdria, sio identificados. Com isto, cada uma das retas
t + ¢ = 7 fica reduzida a um ponto que pode ser caracterizado pela constante 7. Esta
constante pode entao ser usada como coordenada para o circulo S obtido pelas identi-

ficagdes (4.24), (4.25) e (4.27), a qual denotaremos por iy :

iy =To=1+¢ (4.28)

Para 8 = 7, de acordo com {2.24), temos:



— 56 —

22 = 0
2 = 0

¢ (4.29)
2 = senld(t— )

| 2* = cos[3(t — ¢)]

Neste caso 2 fica invariante sob toda transformagio da forma,

P — t+ 4
¢ — ¢+46

(4.30)

com 6 uma constante arbitrdria. Vemos agora que, em # = w, os pontos deste plano
relacionados por (4.30) devem ser identificados. Estes constituem os pontos das retas
t — ¢ = 7o, 7o uma constante arbitriria. Deste modo, semelhante & situagao anterior, cada
uma das retas t — ¢ = 71y fica reduzida a uma ponto agora caracterizado por 7o e esta
constante pode ser usada como coordenada para o circulo 5! obtido pelas identificagdes

(4.24), (4.25) e (4.30), e a qual denotaremos pot ts:

tSZT():t*“(?S (431)

Podemos agora usar estas coordenadas ty e tg, com (8, ¢), para caracterizar S° como
a unido de dois toros sélidos identificados pela sua fronteira dada pelo toro, T, correspon-
dente a 6 = 8y (0 < 8y < m). Vamos arbitrar 6 = 7 de modo que cada toro corresponda

a um “hemisfério” de S3.

Tomando entdo # € [0,%}], de acordo com todas as identificagbes discutidas acima,
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podemos considerar este dominio dos angulos de Euler (0 < ¢,¢ < 27) com topologia do
toro sdlido O x §', onde C'? é o disco descrito por {#, ¢) e 5? é o circulo coberto pela
coordenada ty (v =t+ ¢). Analogamente, para f € [%,#], sendo que agora o circulo
§* é descrito, neste intervalo de 6, por ts (ts =t — ¢). As situagbes dos dois toros, assim

obtidos, € ilustrada na figura abaixo:

Conforme veremos na secgéo (4.5.1), enquanto na coordenada ¢ a métrica é singular
em & = 0 e § = 7, na coordenada fy a métrica se torna regular em 6 = 0 enquanto que

na coordenada tg a métrica se torna regular em 6 = 7.

4.4 A fronteira de S°

A tri-esfera é uma variedade sem fronteira. Se excluimos um ponto de §2 obtemos uma
fronteira que é §2. Para mostrarmos isto, seccionemos S* por um plano. Por comodidade

tomemos o plano 22 =10 (t— ¢ = 2nw) em (2.24). Nesta situagio temos,

f 20 = cos(%)cos[%(f + ¢)]
! = cos(%)sen[%(t + ¢)]

J (4.32)
mg — 0’ t — 45 = 2nw
g* = sen(3)(-1)
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Vemos, assim, que no caso desta secgio particular, a fronteira é uma casca esférica 52

de raio unitario.

o Lmpar
Podemos diminuir gradativamente o raio tomando secgées do tipo 2% = z2, de modo

que o ralo seja muito pequeno:

(%2 + (@) + () = 1— (a3 = e (4.33)

Esta corresponde a situagdo limite de “tirarmos um ponto” de $°. Como mostramos

acima, ganhamos, deste modo, uma fronteira que é 52 de raio £ << 1.

4.5 O andlogo gravitacional

4.5.1 O monopolo magnético gravitacional

Vamos agora , finalmente, tomar dentre as solugoes aquela que nos interessa funda-
mentalmente: O campo gerado por um tinico monopolo de Dirac, dado por (3.6), em um
espago-tempo com a topologia de 5% x R. Esta solugio corresponde a tomarmos a solugdo
(3.36) escolhendo o limite inferior em (3.40), quando A = 0. Temos entao a seguinte

situagdo:



2o = Hao
$ Bir) = 1 4 # (4.34)
p = 0

onde tomamos ro = 0.

O campo magnético, de acordo com (3.6), € entdo da forma,

H(r) = —& (4.35)

? + E;i
Este gera, de acordo com (3.42), a seguinte geometria:

ds* = (df + pocosbdg)’ — B(r)(d® + sen’0dg?) — dr’ (4.36)

ondet = fot.

Este é, de fato, o elemento de linha devido exclusivamente & presenca do monopolo
magnético, no espago-tempo S° x R, que se torna um espago-tempo plano para g = 0.
Tal geometria admite geodésicas tipo-tempo fechadas como se pode notar por (2.69) e

(2.70), haja vista que nesta solugao A(r) = constante.

Para mostrarmos que a linha de singularidade do potencial A, que gera o campo
(4.35), é herdada pelo espago-tempo e coincide justamente com a linha de singularidade
que também conduzird, mais adiante, & violacio de d?64 = 0 em (4.49), comecemos
por notar que o potencial “de Yang-Wu”, que gera o campo {4.35), nesta geometria, pode

S€r escrito corno.
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Ay = g (550)e
(4.37)
45 = - (U=t e

Notamos que, analogamente ao espago-tempo plano, Ay estd bem definido sobre o
“hemisfério norte” (3 > 8 > 0) de S°, tendo sua linha de singularidade em § = #. O
potencial Ag estando bem definido sobre o “hemisfério sul” (r > 6 > %) de S® com sua
linha de singularidade em 6 = 0. Numa vizinhanga do “equador” de S tanto Ay quanto
Ags estao bem definidos, descrevem corretamente o mesmo campo fisico, e portanto estes

devem diferir por uma transformacao de gauge:

Ho 2
= dl' = .
Axn As + r Ag + 2B Sen95 (4 38)

donde,

T = 2p0¢ (4.39)

Vejamos agora o intervalo no qual a coordenada ¢ é uma boa coordenada para carac-

terizar a métrica (4.36). Invertendo a relagio para t em (2.48), temos, neste caso,

cotgl

dfzgo—',uoB

62 (4.40)

Desta expressao, em termos da base ortonormal de tétradas, obtemos diretamente que:

2
t9
o8 ) (4.41)
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Vemos assim que t ndo é a melhor escolha para a coordenada temporal pois esta
torna a métrica (4.36) singular tanto em 6 = 0 quanto em § = . Temos entretanto
uma possivel escolha para a coordenada temporal de modo que a métrica seja sempre
singular em um tnico angulo §, sendo este ponto o “polo norte” (# = 0), de 52, ou o
“polo sul” (§ = =), de 5°. Esta nova escolha de coordenadas constitue justamente nas

coordenadas ty e tg definidas em (4.28) e (4.31). Podemos assim definir,

o= g (4.42)
ts = T — pod

onde,
tN = ts +2}L0¢ (443)

Assim vemos que a transformacao de gauge que leva Ay < As é equivalente 3 trans-

formacdo de coordenada temporal que leva ty « tg

Esta nova escolha para a coordenada temporal é mais conveniente e natural pois nesta
coordenada ty a métricasomente é singular nas vizinhangas de # = = e na coordenada
ts a métrica somente é singular nas vizinhangas de 8 = 0. Isto nos leva a interpretar §°
como a unido de dois toros sélidos, tal como ji observamos anteriormente. No primeiro
toro sélido, temos tx bem definido e este toro tem raio, 8, dentro do intervalo [0, 7] sendo

que # = I define um 2-toro, T, que constitue a fronteira toro sélido. No segundo toro

m

sélido, temos tg bem definido com o raio, §, do toro dentro do intervalo [Z,7]. Em 6 = %

este segundo toro também tem um 2-toro, T3, por fronteira que é a mesma para os dois
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toros sélidos e portanto sdo identificados, isto é, T¢ = TE.
Em termos destas novas coordenadas temos as respectivas 1-formas 6°:
0
0y = din—- Ay

(4.44)
0 = dts— As

Vemos, deste modo, que a escolha do gauge para o potencial A induz uma escolha de
gauge “natural” para a coordenada temporal, com as linha de singularidade de A e da
métrica (6°) coincidindo. Se fazemos a tranformagéo de gauge (4.39) sobre A, esta induz
na coordenada temporal a mesma tranformacao de modo a continuarmos com uma boa
coordenada temporal, sobre um nove dominio, com a linha de singularidade do novo po-

tencial A’ coincidindo com aquela da métrica na nova coordenada temporal.

Deste modo, vemos que as patologias que este monopolo magnético de Dirac introduz
na teoria eletromagnética de Maxwell é agora herdada pelo espago-tempo que o mesmo
gera, com topologia de S® x R. £ neste sentido que dizemos tratar-se também de um
monopolo magnético gravitacional. Em um espago-tempo como o de Reissner-Nordstrom
onde a fonte é de puro monopolo magnético tais caractersticas nao sao observadas, isto
é, patologias que o monopolo introduz no eletromagnetismo nao sao notadas no espago-

tempo e o monopolo ndo gera qualquer contribuigdo da parte magnética do tensor de Weyl.

As quantidades £ e 'H serdo, para a solugio (4.36):

'}
£ = —
* (4.45)
H = ___&LEA_
2(r24+52)2

Vemos assim, a partir destes resultados, que embora estejamos tratando de um espago-
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tempo distinto daquele da solugdo de NUT-Brill, para a solugio (4.36), o efeito do
parametro a continua sendo essencialmente o mesmo, gerando a contribuigio da parte
magnética do tensor de Weyl, que tem comportamento assintético semelhante ao caso da

solugido de NUT-Briil:

1
£ 0 (;4—) (4.46)
e,
M1t (4.47)
293 '

Vemos assim que, nesta nova solugdo, é essencialmente a propria fonte magnética que
gera contribuigao para a parte magnética do tensor de Weyl, contrariamente a solugéo de

NUT-Brill

4.5.2 Violagdo das condicoes de integrabilidade

Vejamos agora como o problema analogo, das violagdes das condigdes de integrabili-
dade que surge no eletromagnetismo quando ha um monopolo de Dirac como fonte, surge
na gravitagao quando a topologia do espago-tempo é aquela de S* x R. Observando as
1-formas (2.51), vemos que sobre a superficie 5 : # = ry = constante, na variedade

5% x R:

df® = —2 A senf df A do (4.48)

Assim, pelo teorema de Stokes,
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200 __ 0o _
/. L = [0 88 = =87 Aro) (4.49)

Como obtivemos uma contribuigdo néo nula do lado direito na expressdo acima, entao
teremos, devido ao resultado (A.22) do apéndice A, uma violagio na simetria ciclica do
tensor de Riemann, de acordo com (A.28), para qualquer valor de r, por todo o espago-

tempo.

d%6* = 0 = RY,, =0 (4.50)

Esta é uma situagdo andloga iquela do eletromagnetismo, quando a presenga do
monopolo de Dirac introduzia linhas de singularidade sobre o potencial A,, violando

a simetria ciclica do tensor de Maxwell,

d?A =0 = Fluyp =0 (4.51)

sendo que agora, no caso gravitacional, as linhas de singularidade aparecem nas 1-formas

6°, isto é na métrica, devido a presenga de o # 0.

E facil notar que para as solugbes de campo jd discutidas isto, de fato, ocorre. Tanto
no caso da solugdo de NUT-Brill, quanto na solugao nova que apresentamos, temos para

7 muito grande:

260 = 60 = -
‘/‘-9311’:"'0 ol _/;35:52 d 8am (452)
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Este resultado, tal qual no caso eletromagnético (4.9), mostra que temos uma violagio
do lema de Poincare, sendo a contribui¢do nao nula em (4.52) devido & borda 5% N {¢},
onde {¢} é agora uma linha de singularidade de §°.

QOutra condigao de integrabilidade que exibimos no apéndice A é aquela que envolve

as identidades de Bianchi, (A.23), estando relacionada acs d*Qp.

Para as solucdes das equacdes de Einstein-Maxwell discutidas no presente trabalho
temos as seguintes contribuigdes dos d@4p, sobre a superficie » = rg, que nao sio iden-

ticamente nulas quando integradas sobre esta superficie :

Na solugao de NUT-Brill

A partir de (2.55) e da solugdo (3.24), podemos exibir:

dOo; |age:s2 = —2 (% + 20:"::23 4. ) sin 8d8 A dg
(4.53)
dO; lssssz = — (1 + 4—%& +-- ) sin fdf A d¢
e entdo, tomando 7 muito grande,
fsa_.,;::.'-.o d2@03 = fasa:sz d®03 = ""“8 axm W’?Elof
(4.54)

f.r;!:r':;c. dz@lz = fas==s= d@u =—47 (1 + 4—:’3’3)

Na solugao de Reissner-Nordstrom

A solugdo de Reissner-Nordstrém, conforme ja mensionamos, é o caso particular a@ = 0

da solugio de NUT-Brill. Fazendo entdo a nulo nas relagées (4.54), temos:
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ISS:'szo d2803 = IBS"‘:SZ dB®y; =0
(4.55)

fSa:i‘zi-'D d2®12 - Iasa:sz delg =47

Vemos que neste caso nao hd qualquer violagdo das identidades de Bianchi, como ja
era esperado, pois o espago-ternpo de Reissner-Nordstrém nao herda as linhas de singular-
idades do monopolo presente como fonte de curvatura. O resultado nio nulo que aparece
em d?0,; nao sendo devido a qualquer parametro do modelo e simn a um problema de

sisterna de coordenadas.

Na solugao nova com A =0

Tomando agora (2.55) para a solugdo (4.36), temos a seguinte contribuicio néo nula

dos d©,p para mesma:

2

401, loss = — (1 + i%) sin 8df A do (4.56)
0

e entdo, para r muito grande,

2

3
2 — 4+ =00
[5‘3 d @12 = LSS dej_g =4 (1 4:1.3) (457)

Vemos que tanto em (4.54), quanto em (4.57), temos contribui¢Ses nido nulas para
as integrais de alguns dos d?©,p que causam, de acordo com (A.23), violagbes globais
das identidades de Bianchi, tanto no espago-tempo de NUT-Brill quanto naquele da nova

solucao.
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A violagdo devida a d?©4; e (4.54) e (4.57), entretanto, devem ser olhadas como um
resultado curioso que ocorre justamente devido & presenga de @ # 0 (NUT) ou pg # 0
(nova solugdo) e conduz & violagao das identidades de Bianchi tanto no espago-tempo de
NUT-Brill quanto no caso da nova solugio. Vemos ainda que a contribuigdo de a (ou uo)

surge sempre em termos de O(rl—z)
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Conclusao

A analogia tragada neste trabalho entre o campo gravitacional em um espago-tempo
com simetria radial, com topologia de % x R, e o campo magnético gerado pelo monopolo
magnético de Dirac veio do fato de que, assim como temos no eletromagnetismo a violagao |
da identidade dF = 0 globalmente conduzindo 4 idéia de monopolos magnéticos de Dirac;
no contexto da gravitagio, a violagio das identidades de Bianchi globalmente conduz &

idéia de uma espécie de “carga magnética gravitacional”.

A estreita analogia que existe entre as duas situagdes foi apontada em diversas situagoes
ao longo do trabalho, como é o caso das relagdes (4.54), (4.57). Vimos nestas relagoes
que o paralelo ndo é perfeito pois no caso gravitacional, embora o pardmetro de NUT
(ou o monopolo no caso da solugio nova) seja o responsavel pela violagao das identidades
de Bianchi, este pardmetro ndo produz um “fuxo” constante (como se viu em (4.9) no
caso eletromagnético) através da superficie 5?. Conforme vimos em (4.54) e (4.57), este
“Auxo” tem um decaimento da ordem de % no caso gravitacional. Em ambas as solugdes,
a de NUT e a nova, o parametro essencial analisado € o objeto que causa tal violagao nas

identidades de Bianchi e que é o anilogo gravitacional do monopolo magnético de Dirac.

Conforme vimos, é possivel fornecer um significado fisico para tal “carga magnética

68
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gravitacional”, que gera a parte magnética do tensor de Weyl (H), associando-o & prépria

carga magnética como no caso da solugao nova apresentada.

O parametro de NUT permanece ainda como uma fonte de gravitagio de natureza
obscura, que produz os mesmos efeitos que o monopolo o faz na solugdo nova aqui a-
presentada, e que ndo tem relagdo com qualquer fonte de natureza eletromagnética. O
ponto fundamental é que o monopolo de Dirac pode gerar um espago-tempo cujo campo
gravitacional tem caracteristicas patoldgicas andlogas as de seu campo magnético, de
natureza significativamente distinta daquele que o monopolo gera na solugio de Reissner-
Nordstrom onde as violagoes das identidades de Bianchi ndo sdo observadas, conforme
(4.55) e o campo H é nulo, conforme ja discutimos em (3.36), de modo que o campo
gravitacional ndo guarda, neste caso, paralelos com o campo magnético gerado por um

momnopolo de Dirac.

Embora nao tenhamos nos detido em discutir detalhadamente a nogao de massa dual
[9], pode-se mostrar que na nova solugdo (4.36), a massa dual corresponde ao monopolo
que gera H, reforcando ainda mais a idéia de que o monopolo é, na solugdo nova, um
parimetro que desempenha o mesmo papel que o pardmetro de NUT desempenhara no
caso da solugdo de NUT-Brill, sendo agora este padmetro de natureza fisica conhecida,

ou seja, a carga do monopolo.
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Apéndice A : Formalismo de

tétradas

Dada uma variedade riemanniana (M, g, ),podemos sempre escolher, localmente, um

sistema de referéncia no qual o elemento de linha assume a forma:

dS* = n,4p5046° (A.1)

onde,

04 = e* dz* (A.2)

530 as 1-formas de tétradas de Lorentz e

AR = g,m,e”A evB = d‘iag(-l—, —y—, ——) (A.3)

é a métrica localmente minkowskiana.

70
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A matriz composta pelos (e4 ,) caracteriza a base de tétradas e a sua inversa é carac-

terizada pelos pardmetros (e,") tais que:

eApe"A =8, (A.4)

Qualquer tensor do espago-tempo poderd, entdo, ser projetado na base de tétradas

através das expressoes,

e assim por diante.

Os indices de tétradas sio abaixados e levantados pelas matrizes 7745 e 742, respecti-

vamente, onde,

nagniC =65 (A.6)

A partir destas nogdes podemos entio, usando o célculo de formas diferenciais, fazer

todos os calculos em Relatividade Geral na base de tétradas. Para isso definimos entéao:

do4 = y45 08 A 6° (A7)
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C%s0 = Y50 — 705 (A.13)

tal que a equagio (A.7) fica agora escrita na forma:

dg4 = % C*po 68 NE° (A.14)

sendo este novo coeficiente antissimétrico nos dois dltimos indices:

GABC' = ”"CACB (A.15)

A relagdo inversa de (A.13) sendo a seguinte.

1
¥ ABG=§(C 48c+ C Bca—C cuB) (A.16)

Posto isto, podemos agora tomar a defini¢ido do tensor de Riemann,

Villvlla=Vallallv=VA R, (A.17)

e projetd-la na base de tétradas.Isto fornece a seguinte relagio:

1
5 Blscp 0 N 67 = d0% + 0% A 0% (A.18)

Com a relagio acima podemos entio definir a 2-FORMA DE CURVATURA,
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1
04 = 3 R4 cp 6° A 6P (A.19)
que possue a seguinte simetria:
2 45 = —(1 pa (A.20)

e entdo escrever a SEGUNDA EQUACAO DE ESTRUTURA DE CARTAN:

Q4% =do% + 04, A 05 (A.21)

A partir destas relagdes podemos obter todas as simetrias do tensor de Riemann. Em
particular, se tomarmos as relagbes (A.2) e (A.10), e aplicarmos duas vezes o gradiente

nas mesmas teremos:

d29“4 = —QAB A BB = —% RABCDGB A 90 A BD (A.22)

e ainda,

4?04 = B4gzpcp 08 A 0° AP (A.23)

Como o operador d? é identicamente nulo,

=0 (A.24)
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temos que as relagdes (A.22) e (A.23) fornecem:

BAE[BCD] =0 (A.26)

sendo a (A.25) equivalente a simetria ciclica do tensor de Riemann e a (A.26) equivalente

as identidades de Bianchi projetadas na base de tétradas.

Algumas relagoes relevantes escritas na base de tétradas

Apresentamos abaixo a forma de algumas relagdes e leis fisicas quando escritas na base
tetrada. Embora certas leis que ndo envolvemn explicitamente derivadas, como é o caso das
equacoes de Einstein, sejam escritas do mesmo modo, apenas substituindo os {ndices de
espago-tempo pelos indices de tétradas, o mesmo nao ocorre com aquelas que envolvemn

explicitamente a derivagdo, como é o caso das equacdes de Maxwell.

Definindo entdo a “derivagiao em tetrada” por,

4= (€4 (A.27)

teremos:
CONSERVAQAO DO TENSOR MOMENTUM-ENERGIA:

T4 + 150 T + T*% 1% =0 (A.28)
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onde,

EQUACOES DE MAXWELL:

FAB|B +’YABCFBC+FAB’YCBC — JA

Flapiey + FpraCle =0

onde
AB _ puv _A B
F% = F¥ e ¢,
JA =gk et

N

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

sao, respectivamente, o tensor de Maxwell e a guadri-corrente elétrica projetados na base

de tétradas.

PARAMETROS CINEMATICOS DO CAMPO DE VELOCIDADES:

Expansao:

8 =Vii+ V4 45

Rotagao:

wap = KSR Vieyn) — v*1op Ve |

(A.34)

(A.35)
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Deformacao:
1
oap = h%h%| Vieipy — ”/E(CD)VE - gﬂhAB (A.36)
Aceleragio:
as = VasV® + 7 apcV? VC (A.37)
onde
hpa=h, ep ey (A.38)

é o projetor do espago ortogonal ao campo de velocidades, na base de tétradas.
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Apéndice B : Conteiido Material

A forma geral de um tensor momento-energia, projetado paralelamante e perpendicular-

mente a um campo de velocidades V4 | na base de tétradas,é dada por:

onde,

.

Qa

T AB

hap

Tap ={p+tp)VaVe —pnuap + QaVe + Qe Va + 7 4p (B.1)

Tap VA VP | ¢ a densidade de energia,

~L a8 T,p , é a pressiio escalar,

hac Vg T | é o fluxo de energia, (B.2)
hac hpp TP — shan TMN hup , é a pressio anisoptrépica,

nap — Vi Vs , é o projetor do espago normal 3 V4

Por construgdo, tanto o vetor que caracteriza o fluxo de energia, bem como o tensor que

caracteriza a pressio anisotrépica, pertencem ao espago, local, de repouso do observador

cujo campo de velocidades 6 V4. Além disto, pela sua prépria definigdo, 7m4p nao possui

trago. Com isso estes objetos satisfazem as seguintes propriedades.

18
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(

QaV4 = 0

T AB VB = 0
I (B.3)

T AB V‘A = 0

Tagn?? = 0

\

Vejamos entdo qual a forma mais geral do tensor momento-energia quando projetado

“perpendicularmente” e “paralelamente” ao campo de velocidades,

V4 = g4 (B.4)

Daf vemos, por (B. 3), que neste sistema de referéncia temos,

@ = 0

(B.5)
Toda = 0
Assim a forma mais geral possivel, para Tyug, é:
p G Q2 Qs
& p+mu T12 T13
Tap = (B.6)

Q@ T12 P+ Taa a3

(2 T3 a3 P+ T3

onde, por (B. 3), temos:

11+ Ma2 + ma3 = 0 (B.7)
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Se, nesta base de tétradas o tensor momento-energia for diagonal temos entao:

P 0 0 0
0 p+7x 0 0
Tap = (BS)
0 0 p+ 0
0 0 0 p—2%

Tensor momento-energia eletromagnético

Na base de tétradas o tensor momento-energia eletromagnético se escreve como:

1
o =F F%+ 748 Fop FoP (B.9)

Que tem, por defini¢io, a propriedade:

72 TR = 0 (B.10)

Esta propriedade, juntamente com (B. 6) e (B. 7), conduz a equagio de estado carac-

teristica para a radiacio eletromanética:

1
- B.11
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