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Resumo

O capitulo 1 da tese constitui-se num apanhado geral do método de projecio
aplicado ao tratamento de sistemas vinculados. Os principais resultados obtidos em
(28, 29, 30, 31, 32, 33] sio apresentados sumariam«nte como um formuldrio comentado.

Desenvolvemos no capitulo 2 uma formulagdo do método na variedade de Poisson e
estudamos algumas caracteristicas geométricas das subvariedades de segunda classe.

No terceiro capitulo mostramos que o projetor aparece relacionado as deformagoes das
dlgebras de Lie associadas a variedades de Poisson [49]. Em especial, temos os parénteses

de Dirac como deformagdes dos parénteses de Poisson.
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Introducao

O objetivo da presente dissertagdo de mestrado é generalizar, para a variedade de Poisson,
o método de proje¢do originariamente desenvolvido em [28, 29, 30] para tratar sistemas
classicos sujeitos a vinculos. Partimos de uma sintese de trabalhos anteriores (capitulo 1),
construimos uma formula¢ido do método na variedade de Poisson (capitulo 2) e estudamos
suas relag¢des com as deformacdes da algebra de Lie dindmica de uma variedade simplética
(capitulo 3).

A variedade de Poisson caracteriza-se por possuir uma estrutura matematica que per-
mite definir um paréntese de Poisson generalizado, ou seja, uma 4lgebra de Lie sobre o
anel das fun¢des diferencidveis da variedade [11, 49, 46].

O primeiro a introduzir e discutir as estruturas de Poisson foi S. Lie [1] em 1875, que
as denominava grupo de fungdes. Posteriormente, um tratamento sistemdtico veio com
os trabalhos de A. Kirillov [2] e A. Lichnerowicz [49] publicados na década de setenta.
Desde entdo, apareccram muitas outras contribuigdes importantes [11, 44, 72, 63, 46].
Chamadas frequentemente de estruturas hamiltonianas, nos trabalhos de alguns autores
elas sdo definidas de maneiras diversas, todas porém equivalentes [3, 4, 7]. No contexto
em que foram estudadas por Kirillov, sdo casos particulares de dlgebras de Lie locais.

Variedades com estrutura de Poisson e suas relacdes com outras areas da matematica
estao sendo amplamente estudadas. Os estudos de sistemas hamiltonianos completamente
integraveis vém apresentando um grande desenvolvimento [6, 4, 5]. Em 1982, E. Sklyanin
encontrou uma interessante estrutura de Poisson quadratica. Um tipo de estrutura de

Poisson néo-linear é usada na descricdo de sistemas integrdveis, tanto a nivel cldssico



como quantico [63, 47].

Nesta introdugao, indicaremos algumas razoes que conduziram as estruturas de
Poisson a uma posicdo de relevo dentro da mecanica. Principiamos por apontar algu-
mas consequéncias do emprego cada vez maior de técnicas matematicas na descrigao dos
sistemas classicos.

A crescente matematizacao dos conceitos tem sido uma caracteristica marcante da
fisica tedrica. Nos ultimos anos esta tendéncia vem se intensificando, devido ao reconhe-
cimento por parte dos fisicos dos valiosos ”insights” proporcionados pelos métodos
matematicos desenvolvidos modernamente, e, por outro lado, ao envolvimento pessoal
de muitos matematicos em importantes problemas da fisica e da area tecnoldgica.

Em particular a mecinica cldssica, por possuir uma interpretagio objetiva e lidar com
objetos matematicos muito bem estabelecidos, passou a ser rigorosamente formalizada
[24, 12, 15, 8]. A dindmica cldssica atualmente é descrita por intermédio da poderosa
linguagem das variedades diferenciaveis, esta por sua vez poe em relevo a geometrizagao
dos conceitos mecanicos. De fato, sao imprescindiveis conhecimentos em topologia, geo-
metria diferencial, teoria das equacoes e estruturas algébricas, para que se possa abordar
profundamente o assunto.

A matematizagdo da mecanica viabilizou o tratamento de problemas bastante com-
plexos, que vao desde as irregularidades das érbitas de asterdides na mecanica celeste
[21] até o controle e estabilidade de engenhos como satélites e telescopios e muitos outros
equipamentos de precisdao na area da robética [20, 10, 22, 31].

O teorema K.A.M. [14], o método de redugio em sistemas hamiltonianos com simetrias
[12] e as dinimicas tipo "mixing” [21], notaveis realizacdes da fisica deste século, sio
exemplos do enorme desenvolvimento proporcionado pela matematica.

O cenério onde sao estudados os sistemas classicos é o conhecido formalismo simplético,
que proporcionou uma descrigao global e invariante da dindmica [45, 24, 12, 15]. A for-
mulagdo simplética da mecanica, além de reobter os antigos resultados da teoria dos

sistemas hamiltonianos [24] (o estudo dos sistemas sujeitos a vinculos, por exemplo, foi



todo reformulado usando-se os recursos da geometria stmplética [25]), possibilitou o trata-
mento de um grande mimero de novos problemas. A quantizagio geométrica [41, 42, 43]
s6 foi possivel com o desenvolvimento do formalismo simplético.

Existem, contudo, sistemas cuja complexidade é enorme, e para que possamos trata-
los é necessario possuirmos um entendimento bastante profundo de como se relacionam os
numerosos e sutis aspectos que compdem a sua dinamica, bem como torna-se necessaria
uma abordagem mais refinada que a padrao, ou seja, é necessario trabalharmos com um
niimero adicional de estruturas matematicas que possibilite uma descri¢éo mais detalhada
e eficiente dos processos envolvidos.

O desenvolvimento tecnolégico atual coloca um grande nimero de problemas que pre-
cisam de uma abordagelﬁ pratica e objetiva [10, 20, 19, 13]. As simulagdes por computa-
dores e os problemas de estabilidade e controle sao exemplos tipicos, onde a geometria
diferencial tem contribuido de forma marcante.

O método da redugio em sistemas com simetria, por exemplo, auxilia a compreensao
dos problemas do ponto de vista tedrico, e também viabiliza processamentos NUMEricos
que, de outro modo, envolveriam uma quantidade tdo grande de operages que tornaria
o problema inexequivel.

O método objetiva encontrar subvariedades do fibrado cotangente T*V do espago de
configuragio V. Nessas subvariedades (geralmente sumpléticas), de dimensao menor do
que a de T*V, podem se apresentar, simplificadas, caracteristicas como pontos criticos e
fluxos hamiltonianos, favorecendo estudos de estabilidade e de algoritmos de integragao
[10].

A generalidade é um ponto forte do método, que pode ser aplicado inclusive para tratar
sistemas nio-integréveis e cadticos [10]. Arnold mostrou como podemos visualizar facil-
mente a estabilidade dindmica de um corpo rigido livre (caso completamente integravel)
usando o teorema da redugao [12, 13].

As estruturas de Poisson aparecem em alguns problemas da mecanica, associadas ao



fato de que o conjunto de valores da aplicagao momento J?, sob certas condigoes, aparecem
como folhas de uma folheacao generalizada de T*V, folheagio esta definida pelo ortogonal
simplético (orth F')?* do conjunto F de subespacos tangentes as drbitas da acéo do grupo
G em TV {11].

As variedades de Poisson podem ser ”suavemente” decompostas em variedades
simpléticas de diferentes dimensdes [2]. Esta propriedade parece adequada ao trata-
mento de sistemas bastante comuns em mecanica: um sistema descrito por uma estrutura
simplética, quando os pardmetros que o caracterizam atingem um certo valor limite, o
sistema ainda possui formulacio simplética, porém o niimero de graus de liberdade pode
ser muito diferente. O problema dos trés corpos restrito, onde a massa de um corpo que
gravita em um potencial varidvel gerado pelo movimento dos dois outros corpos "tende”
a zero, é um exemplo estudado em mecanica celeste.

A estrutura de folheagao da variedade de Poisson € util também em problemas em que
o nimero de graus de liberdade permanece constante, porém a estrutura simplética do
espaco varia. O limite newtoniano da relatividade especial (¢ — o0) pode ser descrito
por esse formalismo [44].

H4 casos em que o espago de fase estd ”dividido” em folhas simpléticas. Uma
folheagdo de vinculos de segunda classe se traduz pelo aparecimento de uma estrutura
de Poisson [49, 11]. E exatamente nesse contexto que as estruturas de Poisson aparecerao

no capitulo 3. Aplicando-se um operador de projecao (capitulo 2), construido para gerar

!Para um sistema hamiltoniano em que age um grupo (de Lie) G de simetria que é um simplectomor-
fismo de T*V, para qualquer que seja X € g (élgebra de Lie associada a () existe {15] uma aplicagéo
J: T*V — g* que verifica

iXT'VQ =—-d<J, X >;

Q é a 2-forma simplética de T™V e

d .
XT‘V = EEe:cp(—tX).mh:o ) (-’5 € T V)

2Geja Fr um subespago de TT*V,

orthFy = {v e T,T"V L Q(v,u) =0 Vu e F 1.



campos hamiltonianos tangentes a subvariedades de segunda classe, ao bivetor que define
a estrutura simplética, obtemos um tensor antissimétrico de ordem 2 que estabelece a
estrutura de Poisson. Em outras palavras, o projetor permite que se defina um outro
paréntese na variedade, este como veremos nao é outro senac o paréntese de Dirac, no
caso em que a variedade ambiente seja simplética.

As diferentes possibilidades de se definir parénteses de Poisson e de como essas estru-
turas se relacionam sio temas abordados por um outro ramo da matematica: a teoria
das deformacdes das algebras de Lie [74, 75, 76, 78, 49, 62]. Essencialmente, é o estudo
dos morfismos entre algebras definidas em um determinado conjunto. As deformacoes
das algebras e suas aplicacdes foram amplamente estudadas nas tltimas trés décadas
[76, 79, 77, 80, 82], apesar disso continuam sendo uma drea promissora.

Uma aplicacio bastante interessante da teoria das deformacgdes é a quantizacdo de
sistemas classicos através do formalismo de Weyl-Wigner-Moyal da mecénica quantica
[69, 70, 71]. Nessa abordagem, a teoria quintica é uma teoria estatistica no espaco
de fase, ¢ os seus parénteses dinamicos (por exemplo, o paréntese de Moyal) estdo em
correspondéncia com os parénteses de Poisson (simpléticos) da mecénica classica. Com
este tratamento, [51] conseguiram calcular espectros de muitos observaveis quanticos.

A seguir descrevemos o esquema geral da redagio e justificamos o encadeamento es-
colhido para a exposicao dos tépicos. Cada capitulo tem sua propria introducao onde é
apresentado com maior especificidade o material tratado a seguir.

O capitulo 1 constitui-se em um apanhado geral do método projetor, onde expomos re-
sumidamente as suas aplicagdes, como as equagdes da dindmica de um sistema lagrangeano
classico sujeito a vinculos externos, a quantizagio de sistemas ndo-holénomos, as bases
para a descricado de uma geometria nio-holénoma e a formulagio do método no espago
simplético. Sdo também comentadas algumas contribui¢bes adicionais e as referéncias
originais sobre o assunto.

As variedades de Poisson e os parénteses (de Poisson) generalizados a elas associados

sao descritos brevemente no inicio do capitulo 2. Em seguida definimos um projetor A



(campo idempotente) como um tensor do tipo (1,1) construide a partir dos vinculos de
segunda classe. O operador A projeta os campos hamiltonianos sobre uma subvariedade
5 definida pelos vinculos e determina uma estrutura de Poisson em V. Sio explorados
também os aspectos duais (covariantes) do projetor. De forma bem direta, o operador
de projecdo A constrol localmente as fibras de 5 para os campos vetoriais. Analisamos
algumas caracteristicas geométricas de subvariedades lineares localmente definidas.

Abrimos o capitulo 3 com uma rapida introdugao a teoria das deformacées, em seguida
mostramos que os vinculos de segunda classe podem induzir deformacdes triviais da
algebra de Lie dos campos vetoriais de uma variedade de Poisson. No restante do capitulo,
nos restringindo a variedade simplética (caso particular de variedade de
Poisson, ver capitulo 2), mostramos que o projetor define estruturas de Poisson e portanto
algebras de Lie de dimenséao infinita (4lgebras de Lie dindmicas da variedade [49]). Sob
certas condigoes, estas estruturas sio conectadas umas as outras de forma continua (de-
formacgées). Os parénteses de Dirac podem ser obtidos para um certo valor do pardmetro
de deformacio. Condigdes impostas sobre o projetor para que este defina uma deformacao
da algebra de Lie dindmica sdo comentadas ao final.

O apéndice A é dedicado & apresentacio dos principais resultados da teoria de Dirac
para os sistemas hamiltonianos singulares; o tratamento € local e sao apontados alguns
aspectos basicos da quantizacéo.

O apéndice B apresenta os fundamentos do calculo em variedades, uma introducio as
dlgebras de Lie graduadas e as co-homologias a elas associadas; sao também introduzi-
dos os parénteses de Schouten e de Nijenhuis. Os principais resultados desses tépicos
sdo fundamentais para a formulacio da teoria das deformagoes das dlgebras de Lie. As
operagbes matematicas utilizadas nesta dissertacio estdo todas definidas e exemplificadas
neste apéndice.

Ao escrever a versao final da tese, houve a preocupacio em organizar e expor
o conteido dos capitulos de uma manecira didatica. Nessa perspectiva, os apéndices

deixaram de ser simples sumaérios das férmulas utilizadas no texto para tornarem-se pe-



quenas introdugoes aos temas apresentados na tese.



Capitulo 1

Formulacao para dinamicas

vinculadas via campos projetores

Neste capitulo, vamos expor ¢ método de projegio desenvolvido por C. M. do Amaral
e P. Pitanga [28, 29, 30] para tratar sistemas mecéanicos submetidos a vinculos.

O método € um meio alternativo de se trabalhar com vinculos sem eliminar coorde-
nadas; preserva assim todas as simetrias do sistema, o que é muito ttil no processo de
quantizacio.

Resumiremos a seguir os principais resultados obtidos em [30], com o intuito de definir
notacdes e especificar as contribuigdes originais sobre o tema, nesta tese.

No presente capitulo serdo tratados os seguintes temas:

1) formulagdo da mecéanica vinculada via o operador de projegio;

it) geometria n&o-holénoma, onde os concettos sio introduzidos através do tratamento
dos vinculos (ndo integrdveis) pelo método do projetor;

iii) quantizagdo de sistemas hamiltonianos generalizados, onde o projetor é aplicado
ao processo candnico e na integracdo de caminho; e

iv) formulacao do método projetor na variedade simplética e suas caracteristicas.



1.1 Formulacao lagrangeana via campos projetores

Trataremos essencialmente de sistemas mecénicos submetido a vinculos lineares nas
velocidades.

Como é bem sabido, os vinculos, na grande maioria dos sistemas mecénicos, sio
lineares nas velocidades generalizadas e se dividem em integriveis (holénomos)} e nao-
integraveis (ndo-holénomos) [9.

Segundo R. Weber [34], nao é conhecido nenhum sistema mecénico natural que possua
vinculos nao-lineares (nas velocidades). No entanto existem métodos que tratam de sis-
tema- -ujeitos a restrigdes nao-lineares, porém eles nio siao suficientemente satisfatérios,
pois apresentam problemas que vdo desde a violagio do determinismo newtoniano até a
inequivaléncia das equagdes estabelecidas por diferentes métodos [16, 17].

Por outro lado a tcoria dos vinculos lineares é bastante satisfatdria e intimeros resul-
tados sdo conhecidos [9]. Dentre os muitos exemplos temos o método dos multiplicadores
de Lagrange, as equages de Appell em pseudo-coordenadas, os sistemas de Caplygin,
as equagoes de Veronec, de Volterra e Maggi, etc. Todos esses métodos se baseiam nos
principios de Hamilton e de D’Alembert, estes por sua vez sio muito gerais, bastante
poderosos e estdo por trds de praticamente todas as teorias da fisica.

A moderna geometria diferencial tem encontrado na mecanica cldssica vinculada um
amplo campo de realizagdes. Por outro lado, os modernos métodos matematicos desen-
volvidos por Poincaré, Arnold, Weinstein, Lichnerowicz e muitos outros, tém aberto novas
perspectivas no dominio da pesquisa pura e aplicada em mecanica clissica.

A titulo de exemplo, citamos o grande interesse na geracio automatica das equacoes
de movimento em sistemas de multicorpos, que surgem em robética e biodinimica. Em

[31] as equagdes de movimento para tais sistemas sdo obtidas com o auxilio do projetor.

1.1.1 Sistema vinculado clissico

Consideramos um sistemas de n particulas em R3 submetido a K vinculos definidos

localmente por K 1-formas independentes



7 = ai(:v)d:c” (J=1,.,K) (p=1,....,N=3n) (1.1)

Estamos convencionando que repetir indices num mondémio implica somar nesses
indices. Vamos nos restringir a vinculos independentes do tempo.
O conjunto de K 1-formas independentes define em cada ponto z do espaco RY um

subespaco vetorial (52) gerado por s = (N — K) campos vetoriais X7 e tal que

S = {X; e T,RY LQ/(X)=0;j=1,..,s}. (1.2)

A operagiao de contragio entre campos vetoriais e 1-formas (X)) ¢ definida no apéndice

Deixando z wvariar, estabelecemos uma estrutura denominada distribuicio dife-
renciavel. Rigorosamente falando, 5* é uma distribuicdo diferenciavel se para cada ponto
z existir uma vizinhanca U/(z) onde sio definidos s campos vetoriais linearmente inde-
pendentes X, ..., X;, 08 quais por sua vez geram os subespacos vetoriais locais.

Podemos nos perguntar se, para uma dada distribuicio S*, existe uma subvariedade

S de RV tal que, para cada ponto z € 5, tenhamos

17,5 = S°. (1.3)

Se isto acontecer, entio S é uma variedade integral de RV e §° é uma distribuicio
integravel. E neste sentido que aqui falamos em vinculos integraveis.

Podemos representar a variedade integral por

z € 8§ <= {, ...,z (arbitrdrios), 2" = ¢,y 1,.., 2" =cen Lo € R}. (1.4)

Torna-se entiio evidente a existéncla de um ntiimero incontavel de variedades integrais.

Essas integrais definem o que chamamos folheaciao de RV,

10



Nf = {S{c}, cE %s} (1‘5)

As condigées necessarias e suficientes para que uma distribuigao S™ seja integravel sao
dadas pelo teorema de Frobenius e sdo as seguintes:

7 (X,Y) =0 X, Yes: (1.6)

para todo ponto x € RY. Em termos de campos vetoriais, o teorema de Frobenius é

expresso da forma

[Xi,Xj] e 5° X,'; Xj es (3,] =1, ..,3) (1.7)

onde o paréntese é o comutador entre campos vetoriais, definido no apéndice B.
Se o sistema (1.1) for integravel, ent3o ele ir4 definir uma subvariedade S de R, com
uma métrica herdada de RY. Neste caso o sistema de particulas é chamado de holénomo.
Se a distribuicao for ndo integravel o sistema de particulas é chamado nao-holénome.

O operador de projecio, a partir de uma distribuicio, é definido pelas aplicacoes

A:T,RY - T.8 (1.8)

Q: RN - T, M, (1.9)

tais que T,LRYN =T, 5@ T,M.
Se a distribuicdo for integravel temos TRV s = TS @ TM.

1.2 O projetor e a dinamica do sistema vinculado

Em [28], o projetor A é obtido a partir dos vinculos de modo a definir deslocamentos

compativeis com as restri¢des impostas ao sistema.

11



Seja V = RY a variedade configuracional de wn sistema de particulas.
g p

O ponto de partida para a construcao do projetor é a defini¢ao de um conjunto de

campos covariantes [26] em TV, X7, que na carta z* = 1,..,N) sao dados pela
K ’
expressao
an’
X7 = &&#e“ (J=1,..,K). (1.10)
com
(", €") = g** (1.11)

Como os vinculos sdo independentes por hipdtese, os campos definidos acima (ditos cam-
pos vinculares) sdo também independentes e formam, exceto em alguns pontos isolados
de V, uma base vetorial de dimensio K. Assim, podemos definir uma métrica localmente

nao-singular!

a04 90k
A vBY ._ AB _ _up .
(X4, XP) = g"% = 4 5 B (1.12)
termos entao

9*Pgsp = 85, (1.13)
e podemos construir vetores contravariantes segundo a métrica local g4 p:

XL:gLJXJ. (1.14)

O operador de projeciao A é definido pelos campos vinculares e pela métrica [28],

A=1-X"X;. (1.15)

A projeta um campo qualquer num subconjunto do fibrado tangente de V' que é com-

'Para vinculos homogéneos e com dependéncia linear nas velocidades generalizadas, ¢4 8 é uma

métrica riemanniana. Se as restrigbes, por outro lado, tiverem outro tipo de dependéncia, a métrica
seria também funcdo das velocidades (métrica de Finsler).
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pativel com os vinculos, isto é, cada vetor é projetado num subespago local, ortogonal ao

campo vincular (1.10).

Os elementos de matriz do projetor numa carta local sdo dados a seguir explicitamente

em funcdo dos vinculos:

(1.16)

Partindo-se de uma acao cldssica definida para o sistema de particulas descrito anteri-
ormente, podemos encontrar as equagoes que dao a dinamica € que ao mesmo tempo sao

compativeis com as restrigdes impostas pelos vinculos:

t
A= [ Lat LTV —® (1.17)

t
O principio de Hamilton prop&e que a trajetdria real de um sistema fisico, que obedece

a condi¢ao dos extremos permanecerem fixos, torna o funcional A estacionério:

6A IC(t) real= O; (118)

¢ denota a variagio funcional com relagio a "varidvel” ¢(¢). Como uma variagio infinite-
stmal em torno de um valor de ¢ arbitrario pode ser decomposta em uma variacao paralela

e outra ortogonal a distribuicio vincular, § = é; + 6, obtemos

t2 (9L d 0L Y
0A = -[tl (BJEV — E@i‘”) opz¥dt = 0, (1.19)

pois é,x¥ = 0, ndo sdo permitidas variagbes nas dire¢bes dos campos vinculares.

A variagdo paralela se escreve com a ajuda do projetor:

§yz” = NSz, (1.20)

onde éz# é um deslocamento arbitrario. Para satisfazer a equagio (1.19), ndo ha outra

escolha senao
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L d 8L\
(63:” - E(%u) A% =0. (1.21)

As equacbes acima, juntamente com os vinculos, determinam completamente a
evolugao do sistema.
As equacgoes (1.21) sdo equivalentes aquelas obtidas pelo método dos muitiplicadores

de Lagrange. Definimos

d 0L 0L
E’u, = d_taj:_u - 5;‘;’ (1-22)
como AL, = 0, temos
E,—Q*E, = 0,
E,. =5, = QLE,; (1.23)

mas, € 6bvio, nao sao independentes todos os 3,’s. Em [28][pag 490] fica estabelecido que

07
= 1.
;Bu AJ G’ ( 24)
sendo 0s Ay fungdes a serem determinadas. Obtemos finalmente
oL d AL Q7
= 0 (1.25)

Jzv  didzr 9

que é a equacgao fenomenoldgica de Lagrange para sistemas vinculados; os A3’s sdo chama-

dos de multiplicadores de Lagrange [23].

1.3 O trend de Chaplygin, um exemplo

O trend de Chaplygin é um corpo rigido que possui um eixo de simetria e se movimenta
em umn plano apoiado por trés pontos, dois dos quais podem deslizar livremente, e cujo

terceiro ponto é uma “lamina” rigidamente fixa no corpo. Existe um vinculo ndo-holénomo
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tal que o centro de massa ( a uma distancia ¢ da lamina) sé possa se mover ao longo do
eixo da ldmina mas nio em dire¢8es perpendiculares a ela. Esta condi¢io é expressa pela
equagao

Q= —aqi%—l-cosqﬁg}—singﬁd:——-(),

onde z e y sdo as coordenadas do centro de massa e ¢ é o angulo entre o eixo z € o eixo
da lamina. O vetor e tem trés componentes e = (- sin ¢, cos ¢, -a); a partir da energia
cinética

T (&4 + I, (1.96)

obtemos a métrica do espago de configuracao

100
G=101 0
00 J
Usando a defini¢ao de projetor
o0t o0~
‘o GrP
Qu gAB al:p axu ?
obtemos
sin? ¢ —sin¢cos¢ asing
J .
Q:J+a2 —sin ¢ cos ¢ cos? ¢ (1 COS ¢

Jlasing —~J lacos¢d Jla?

Na auséncia de forgas externas as equacdes de movimento tomam a forma

did,T = Q" d 3T,
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18to é

z = 7 ::a? sin §(Zsind — §cos ¢ + ag'{;) (1.27)
¥ = Jja? cosg‘)(_isingi)ﬁ—g}COqu—ag?;) (1.28)
b = Jfaz(ﬁsing{)wﬁcosgb+g{’;). (1.29)

Estas equagdes concordam comn as obtidas por Chaplygin, utilizando o método das quasi-
coordenadas [9].

Levando em conta as equagdes de vinculos, os sisterna de equagées diferenciais é re-
duzido a

2
Jtea Jw = —uw; U= aw’, (1.30)

(

a

onde w= ¢ e u = 3 cos ¢+ ysin .

1.4 Geometria nao-holonoma

E possivel se formular uma geometria para as distribui¢oes nao-holénomas através do
projetor A} [30].

Seja V um espaco com uma conexao métrica I'. Como se sabe, o grupo de holonomia
€ o grupo de deslocamentos infinitesimais compativeis com os vinculos ao longo de um
paralelogramo de lados Az’ e 6z'. Se este grupo se reduz i identidade, dizemos que a
curvatura € nula nessa regiao. Os deslocamentos infinitesimals compativeis em V sio

dados por

dz™ = A} da’. (1.31)

Um calculo simples nos fornece a curvatura R da regido descrita por deslocamentos

compativeis:
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Rf; = |GA% — 9;A]] AL (1.32)

Se R =0, a geometria é holonoma, caso contrario ela é dita ndo-holonoma. Assim,
podemos ver que o projetor traz informacdes acerca da holonomia (integrabilidade) do
€spaco.

A geodésica nio-holonoma pode ser definida como a curva em S que torna estaciondrio
o comprimento de arco elementar e que obedece concomitantemente as restrigdes impostas
pelos vinculos [30].

A equacdo da geodésica nao-holénoma é

#4273t [, - VAl =, (1.33)

onde V, ¢é a derivada covariante. O 1ltimo termo entre parénteses na expressio acima
é uma conexao dita naoc-holénoma, aparece unicamente em decorréncia da existéncia de

vinculos, e por nao ser simétrica nos indices inferiores teremos um termo de torcao 7'

72:%(&M—&M) (1.34)

A curvatura R proveniente da nio-holonomia do espacgo pode ser escrita em termos

R :
das conexdes I'. . = V, A
TS 57

'1 .

-4 =t =t = =1
Rjr.s = a.i"]'—‘rs _aTFsJ+F Frs_ rlF

(1.35)

s3°

. . .1 Tt . . -
Se o sistema for completamente integravel, K., = 0. Vale dizer que a variedade nao-
holénoma admite uma nogio mais ampla de paralelismo, pois uma conexao neste espaco

é em geral da forma

*=r+T. (1.36)
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1.5 Quantizagao de sistemas nao-holénomos

A chave para se estabelecer a quantizacdo de um sistema nao-holénomo no espago
de fase via projetor é a equivaléncia entre os vinculos ndo-integraveis e os vinculos de
segunda classe e , concomitantemente, a equivaléncia entre as restrigdes holénomas e as

de primeira classe? [30].
O conjunto de I-formas que caracterizam as restricdes vinculares assume a seguinte

forma no espaco de fase:

QA(m,p) =a’ip; = 0. (1.37)

Um sistema classico no espaco de fase é definido pelo hamiltoniano
H =i'p; — L(z,%) (1.38)

onde

L(z,2) =T(z,z) - U(z) (1.39)

é o lagrangeano do sistema no espaco de configuracgio, e as fungdes T e U sdo respecti-
vamente a energia cinética (quadratica nas velocidades generalizadas) e a energia poten-
cial. Impondo-se as condigdes (1.37), as eguacdes de Hamilton nio poderido nos fornecer
a dinamica correta do sistema. Definindo-se porém um momento compativel com os

vinculos,

I == Al pj, (1.40)

encontraremos [30] as equagdes de movimento

I; = {IL, H}, (1.41)

2Calculaudo-se os parénteses de Poisson dos vinculos, verifica-se a mencionada equivaléncia.
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& = {z' H}, (1.42)

onde { , } denota o paréntese de Poisson. Neste procedimento o hamiltoniano permanece
inalterado, toda a ”deformacao” da estrutura (dlgebra de Lie) em decorréncia dos vinculos
(1.37) fica absorvida no momento II e torna-se clara a alteragao na estrutura simplética

da teoria:

{xiaxj} = 0, (143)
{«,II;} = 4j, (1.44)
{IL,I;} = (&A% —8;A) pn. (1.45)

Efetuando-se a quantizacio candnica com base nas 3 iltimas equagdes acima, obtém-se

as relagoes
Flw) = [ H] ), (1.46)
(1.48)
onde
HE AJ.' N 5 Ad
Hi — Az Pj _; Py Az (149)

é o operador momento simetrizado compativel com os vinculos.
As diferencas basicas entre esta abordagem e o trabalho de Dirac {37] (ver apéndice
A) sdo a auséncia das condigdes de consisténcia para os estados quanticos e o fato de
nao introduzirmos vinculos na hamiltoniana. As duas descrigbes devern gerar as mesmas
distribuicoes de probabilidades. Para tornd-las compativeis, introduzimos um fator de
fase J dependente da posigio,
| F) =€ [ o). (1.50)
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O estado | ¢®) obedece as equagtes

., Op° .o
ih 5 = H ¢°, (1.51)

onde H* ¢ uma hamiltoniana compativel com os vinculos (ver eq. A.21 no apéndice A), e

de°

—ih af(m) pe

=0, (1.52)

respectivamente a equagao de Schrodinger e as condicoes de vinculos.
Agora, podemos inferir que 0os momentos compativeis com os vinculos sejam dados

por

. ag
i, = —in2 st ha (1.53)

Estes momentos deverao ser consistentes com os operadores de momento compativeis e

simetrizados ﬁf Procedendo nesse sentido [30, pag 68] vamos finalmente obter

”’) (1.54)

+ Ulz). (1.55)

17 = ~ih (A;&- +

e é claro
_ary

=

Os termos adicionais que aparecem em H*, devidos a I', sdo chamados anomalias,
mostram o afastamento do homomorfismo entre as algebras classica e quantica.

Calculando-se o comutador entre os 11£’s teremos

[z, 113] = K*Th0, + B2 R ;. (1.56)

O termo de curvatura R;; aparece em funcao da simetrizagao do momento compativel
e carrega um tipo de "deformacao” da algebra. A quantizacio de um sistema integravel

pelo método projetor é livre de anomalias.
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Podemos escrever a fase § da forma
L i 0t L L dei T
B = g_}g dz*(~Q7 p;) + 9 _}gdx Dy (1.57)

# € nao-integravel, isto é, uma variacado da fun¢do de onda entre dois pontos do espago
depende do percurso com que ligamos os dois pontos. Em outras palavras, a nio-
integrabilidade da fase  traz a informacéo da nao-holonomia do espago.

A integracdo funcional também pode ser util na quantizacido de um sistema nio-

holénomo. Por esta via, obtemos a condicio de quantizacio [27]

%/dﬂ:i Ade? TV = 27n, 0 € 27, (1.58)

que vem do fato de nao admitirmos ambiguidades na definicgo das representagoes dos
estados quanticos [30]. Dirac mostrou que a condigo acima leva & quantizagio da carga
e do spin [36].

Podemos definir o propagador

K(a,a'1,¢) = [IDa(r)]exp{i%5 } eans, (1.59)

onde 3 é a fase nao-integravel induzida pelos vinculos, [Dz(¢)] é a medida funcional e A

é o funcional acao,

t2 £1 . .
A= (5:&’;&3/&,: . U(x)) dt. (1.60)
(5]

"Q ndo-se” a acio em intervalos infinitesimais de tempo e fazendo-se as inte-

gracOes gaussianas necessarias, emerge o operador hamiltoniano

. =R ; A
H=— V,-(A”VJ-)-—FR, (1.61)
COITL
V.= Ay + %’Fﬁi. (1.62)
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Na literatura [42, 43] encontramos para o mesmo problema, porém com métrica rie-
manniana, um resultado que difere por um fator (1/2); vale entdo lembrar que este fator

surge no presente tratamento por causa da simetrizagao do operador momento compativel.
1.6 O projetor na formulagao simplética da

mecanica

Sejam Q@ *(z) = 0 um conjunto de 2M vinculos de segunda classe definidos em uma,
variedade simplética V', sendo que z sao as N (par) coordenadas locais em V. No capitulo
2 definiremos variedade simplética, enquanto que vinculos de primeira e segunda classe
sdo descritos no apéndice A. Aquil, como estamos somente descrevendo em linhas gerais
as contribuigbes do método projetor, ndo nos deteremos em aspectos formais.

E possivel se definir uma métrica local ¢*” partindo-se da estrutura simplética e dos

vinculos (de segunda classe) definidos em V:

g*f = {Q(2)a’g(2)ﬁ}

_an@e a0z 8

0% . —,
dxt Ja?

(1.63)

w" sdo elementos de matriz da 2-forma simplética que define a estrutura dinmica de V,

em coordenadas canonicas temos

iy 0 1 - :
[w”]: 1 o s w”wjh=6};.

O elemento de matriz do projetor sera dado por [29]

., 003 an@e
dzk  Pzi 7

Af =6 —gagw (1.64)

com a métrica simplética global w, é possivel se definir o seguinte operador:
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ih IN@ e g8
dzh  Ox! @

AT = AbwFl = 'l — g, sw

O projetor define um paréntese compativel com os vinculos,
{, }** = A A a;;

o paréntese acima € o conhecido paréntese de Dirac,

i OF0G 00020007 | oF oG
oz 0z Y THE ok Oz Bz

= {FG} - {F0P} g5 {09, G}

{F! G}** =

= {F’G}D~

O espago admite a existéncia de uma 2-forma dita pré-simplética ©**,

) . 1. .
O™ =da’ Ade'Afwy+ Sdot A do’ {0,AF — 0.0t 2,

onde z representam coordenadas em V.

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

Definiremos agora um tipo de coordenada (na realidade uma pseudo-coordenada) que

¢ compativel com as restri¢des cinematicas,

s+ = [don,

(1.70)

Para assegurar que os parenteses de Poisson entre ”observiveis” coincidam com os

parénteses de Dirac, define-se paralelamente observaveis f** segundo

£ = [ gy faat,

(1.71)

onde f se relaciona com as formas do espago ortogonal aos vinculos. Considerando-se

um principio variacional atuando sobre o funcional agio do sistema [29, 30], obtemos a
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dinamica em coordenadas compativeis,

' = AYOH = {H,z*}™; (1.72)

esta mesma equacdo pode ser escrita em termos de uma hamiltoniana definida na dis-

tribuicao vincular H**,

o= f A @ Hde', (1.73)
2 = [, 2], (1.74)

Elaborada a formulagio simplética , é feita a quantizagdo geométrica do sistema [30].
Como € sabido [41], associando as fungdes de onda ¥ do espaco de Hilbert com 1-formas e
campos vetoriais de V, o passo seguinte é impor as condi¢ées de ortogonalidade, definidas

pelos vinculos

d0%(Xy) = {09, 0} = 0, (1.75)

onde Xy é um campo hamiltoniano definido pela fungao de onda. A projecio dos campos
obedece as condigdes acima.

A técnica do projetor simplético foi aplicada em [33] para se obter observéveis invari-
antes de calibre em algumas teorias de campos com vinculos, como a Q.E.D. e o0 modelo de
Schwinger bosénico. A hamiltoniana fisica (H**) dos modelos é determinada exatamente
como vimos anteriormente, ou seja, a partir de quantidades compativets com os vinculos.

Um artigo recente [32] trata da quantizagao dos sistemas n3o-integriveis com simetria.
O projetor aqui é utilizado para caracterizar o espago, definindo, como vimos, uma conexao

induzida pelos vinculos.
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1.7 Eletromagnetismo no gauge de Coulomb

A condigao

implica num vinculo entre os graus de liberdade do campo eletromagnético livre.

espaco reciproco este vinculo pode ser escrito como

Z kiA; =0,

e neste caso o projetor tem a forma

. kik;
Ay =6 - kzj'

No

Como no exemplo anterior as relagbes de comutagio compativeis com os vinculos modificam-

se para
kik;

{A, 11"} = 5;: TR

de acordo com a prescricao de Gupta-Bleuler de quantizagio do campo eltromagético.
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Capitulo 2

O projetor na variedade de Poisson

Neste capitulo vamos estabelecer a forma de um operador de projecao A para se trabalhar
com vinculos de segunda classe definidos numa variedade de Poisson; este procedimento
generaliza o projetor simplético que obtivemos no capitulo anterior. A serd definido como
um tensor do tipo (1,1), ou seja, uma 1-forma com valores no espaco tangente & variedade
de Poisson V. Mostraremos que as subvariedades de segunda classe S, que apresentam
uma estrutura de Poisson induzida, podem ser estudadas fazendo-se uso do projetor e de
seu complementar (). A geometria das variedades lineares tangente e transversa a .S pode
ser determinada pelo método sem que seja necessirio eliminar coordenadas. Portanto, o
tratamento com campos projetores em variedades de Poisson parece ser bastante adequado
quando abordamos a dindmica em problemas com simetria e a quantizagio de sistemnas

com numero varidvel de graus de liberdade.

2.1 Os parénteses de Poisson

Sejam V e F(V) respectivamente uma variedade e um anel de fungdes diferencidveis
definidas sobre V e tomando valores num corpo K.

O paréntese de Poisson sobre a dlgebra F(V), denotado por {, }, é um paréntese de Lie
biderivativo sobre a dlgebra associativa F(V), ou seja, uma operacao que leva o produto

direto de F(V) em F(V), é bilinear e satisfaz as condigtes
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{F.G} = —{G, F} H,FeGeFV), (2.1)

tFAG H}} + {G,{H,F}} + {H,{F,G}} =0, (2:2)

{F,GH} = {F,G)H + {F,H)G. (2.3)

Pelas relacoes (2.1) e (2.2), F(V) torna-se uma algebra de Lie de dimensio infinita.
Por outro lado as propriedades (2.1) e (2.3) nos dizem que o paréntese de Poisson é dado
por um bivetor © pertencente ao produto tensorial antissimétrico (produto exterior) dos
vetores de T'V. Podemos definir uma estrutura de Poisson sobre a variedade V por
mmtermédio do campo ©.

As propriedades (2.2) e (2.3) sdo conhecidas respectivamente por identidade de Jacobi
e regra de Leibniz. A identidade de Jacobi pode ser escrita de uma forma bem compacta,

(ver apéndice B) através do paréntese de Schouten [57, 58); assim, ela equivale a

[©,0]s = 0. (2.4)

Chamaremos variedade de Poisson uma variedade diferencivel, conexa e de dimensao
m sobre a qual se define um bivetor © que verifica a equagio (2.4} acima. O posto de © nio
¢ necessariamente constante, podendo ser até nulo em alguns pontos. Podemos descrever
a variedade de Poisson V como uma ”suave” justaposicao de folheacdes simpléticas locais
[2]; o paréntese de Poisson em V é determinado pelos parénteses simpléticos definidos
sobre as folhas.

Se © tem posto constante 2n, dizemos que A = (m — 2n) é a codimensio de V.
Neste caso V' € a unido de variedades simpléticas de dimensio 2n, ou seja, V admite uma
folheagdo simplética global [1, 49].

Em coordenadas locais na variedade V, o paréntese de Poisson é determinado pelas
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componentes 0¥ de ©:

{F(z),G(z)} = ©90:F(2)8;G(z). (2.5)

A regra de Leibniz (2.3) se verifica trivialmente e a condi¢do de antissimetria (2.1)
implica em

0Y(z) = -0 (z). (2.6)

Finalmente a identidade de Jacobi (2.2) se traduz por

@jkakelm + @Ikak@mj -+ @mkakejl ={. (27)

O bivetor © se escreve localmente como

Q=09 Ad;, (2.8)

onde "A” simboliza o produto tensorial antissimétrico.

Vale dizer que O pode ter qualquer tipo de dependéncia funcional com relacdo as
coordenadas de V. A titulo de ilustracio daremos a seguir um exempio de estrutura de
Poisson cuja dependéncia é linear. Seja g uma &lgebra de Lie real de dimensao finita; a
operacao bindria definida para dois elementos X e ¥ de g serd denotada por [X, ¥]. Seja
g* o espago vetorial dual a g e <, > a operagio de dualidade. Introduzimos um tensor ©

de ordem 2 em g* definido por

w(XAY)=<[X,Y],z> (zeg™); (2.9)

este bivetor define em ¢* uma estrutura de Poisson linear; realmente é facil ver que as

componentes do ® nuina base sao

0" = ¢y’ z*, (2.10)
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onde as C}ij sdo constantes de estrutura da dlgebra g e os z* formam uma base de g*.
As folhas simpléticas neste caso sao as drbitas do grupo G em ¢* {chamadas érbitas
coadjuntas).

Voltando ao caso geral, observemos que a matriz formada pelos elementos ©*7 nio
precisa ser invertivel, e a variedade de Poisson num certo sentido é bem mais geral que a
variedade simplética. De fato, a variedade simplética é um caso particular de variedade
de Poisson (codimensio h = 0) e caracteriza-se por possuir uma 2-forma diferencial I'?,
fechada
(dT'? = 0) e nao-degenerada (isto é, se sempre existir um campo vetorial ¥ tal que
I'*(X,Y) s 0 para qualquer campo X s 0). Neste caso dizemos que V tem uma estru-
tura simplética.

A 2-forma simplética T? em V acarreta a existéncia de um isomorfismo
I; : TV —s T*V dos fibrados vetoriais: pelo fato de I'? ser nioc-degenerada, pode-
mos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre um campo X € TV e uma 1-forma

r(x, -

X —ixM=T%X,.)

ou

I;(X) =ixT% (2.11)

Um campo vetorial que corresponda através do isomorfismo [y a diferencial de uma
funcao H sera chamado campo vetorial hamiltoniano e denotado por Xp,

ixy [ = dH. (2.12)

O isomorfismo Iy é estendido naturalmente para os fibrados tensoriais e assim

© = I7'(T) é o bivetor que verifica (2.4) [24, 50].

' As operagio de contragio (produto interno) ix#* entre um campo X e uma k-forma 8%, e iT* entre
a I-forma # e o tensor contravariante 7% estio definidas no apéndice B.
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A mecanica classica é formulada numa variedade simplética que é o fibrado cotangente
T*V de uma variedade configuracional V' [24, 12]. T*V possui uma estrutura simplética
natural, numa carta local (p;,¢'); podemos escolher I'! como sendo a diferencial de uma
1-forma A de T*V, A = p;dq'. Obviamente [? = dp; A d¢* é fechada e nio-degenerada.

Um outro caso de variedade de Poisson muito importante para a mecanica é a variedade
candnica (codimensdo b = 1); ela surge em sistemas hamiltonianos dependentes do tempo
{e/ou sujeitos a vinculos dependentes do tempo) [51, 11].

Para as variedades de Poisson ndo simpléticas, geralmente nio é possivel se estabelecer
um isomorfismo entre as fibras; assim, ndo existe uma 2-forma globalmente regular que
associe um campo vetorial 3 diferencial de uma funcio.

A regrade Leibniz {F, GH} = {F, G}H +{F, H} G nos permiteidentificar um operador

diferencial Xz para cada fungéo F,

Xr(G) := {F,G} VG e F(V). (2.13)

Como em cada ponto v € V o valor de {F,G} e portanto o de Xz depende somente da
diferencial de F', entao existe um mapeamento B : T*V — TV tal que Xy = B(dF).

O mapeamento B define o campo ©:
{F,G} =io(dF A dG). (2.14)

Um campo vetorial hamiltoniano Xg ¢ definido pela contracio de uma diferencial dH

em V pelo bivetor ©

X = ian O. (2.15)

Em coordenadas locais

XH = @"j(m) 83H8, (216)

Os campos vetoriais hamiltonianos geram uma subalgebra da dlgebra de Lie de todos
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os campos vetorials em V, e vale a relacao

[Xr, Xc] = Xiray, (2.17)

onde a operagio definida por [, | é o paréntese de Lie 2.

Sejam V) e V4 duas variedades de Poisson. Um mapeamento J : Vi — V4 tal que

{Fold,GoJh ={F,G}z0J (2.18)

¢ chamado "Poisson morphism”. Uma subvariedade § de uma variedade de Poisson V é
uma subvariedade de Poisson se o megulho (ver apéndice B) que define S for um ” Poisson
morphism”. Tal estrutura, se existe, é tinica.

As orbitas dos campos vetoriais hamiltonianos formam uma folheagio generalizada;
as Orbitas sao variedades integrais da distribui¢io correspondente, a qual é por sua vez
invariante face aos fluxos locais dos campos com valores na distribuigdo. De fato, os
campos vetoriais hamiltonianos estabelecem uma relacio de equivaléncia em V: dizemos
que um ponto z equivale a y se eles puderem ser ligados por curvas diferenciaveis, cada
uma das quals sendo segmentos de linhas integrals de campos hamiltonianos. As classes
de equivaléncia da relagfo acima séo subvariedades de Poisson de V' [2]. A dimensao de
cada uma dessas subvariedades Sp ¢ igual ao posto de O restrito a Sp. Sp sao folhas
simpléticas de V e déo origem a folheagbes que aparecem em regides de V' onde o posto

de O é localmente constante.

2.2 Subvariedades vinculares

Para que S C V seja uma subvariedade de Poisson, é necessario e suficiente que todos os
campos vetoriais hamiltonianos sejam tangentes a 5; em outras palavras, se e somente se

cada espaco tangente TS contiver a imagem de B, : T2V — T,V [44].

2A eq.(2.17) define um homomorfismo k : F — Xp entre a dlgebra de Lie dos parénteses de Poisson
e a dlgebra de Lie dos campos vetoriais hamiltonianos (comutador).
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Existe uma estrutura de Poisson naturalmente induzida sobre uma subvariedade S se,
para cada z € 5,
1) B(TSHYNTS = {0} e
ii) TS+ N Ker(B) = {0}, onde TS* é o aniquilador de T'S em T3V

A segunda condigao acima equivale a dizer que
T.V =T.5+ Im(B;),

assim S intercepta as folhas simpléticas transversalmente. Como consequéncia, S é a
unido de variedades, cada uma das quais é subvariedade de uma variedade simplética. A
primeira condigdo implica em que as variedades que compdem S sao de fato simpléticas.

Notemos que i) e ii) implicam em

T.V =T.5® B(T.5%).

A construgio acima foi definida para um ideal de fungdes I(.S), diferenciaveis em V
e que se anulam em S. Como sabemos, para funcées definidas em V existe uma algebra
de Lie definida pelos parénteses de Poisson. O ideal I(S) possui entio uma subélgebra
a qual chamaretnos de algebra das fungdes de primeira classe Q) ¢ I(S), fechada com
relagdo ao paréntese de Poisson. Denotaremos essa subélgebra por I;(.5).

Chamaremos fungbes de segunda classe 2 € I(5) aquelas que nio pertencem a [1(S).
Qualquer campo vetorial Xg, cujo hamiltoniano seja a fungdo F', é automaticamente
tangente a S se esta for uma subvariedade de primeira classe. Subvariedades .S de segunda
classe sdo ditas de fibra nula [49]. Se quisermos tratar a dindmica nessas subvariedades
de segunda classe, podemos adotar dois procedimentos alternativos: ou modificamos os
parénteses de Poisson em S ou projetamos os vetores sobre 5.

Escolhemos a segunda alternativa e construiremos um operador A - TsV — TS e seu
complementar Q : TsV —— Bg(TS*) de tal modo que as condigoes i) e ii) sejam validas

para as fungbes de segunda classe.
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O projetor €} é um campo tensorial (1, 1) construido a partir do produto tensorial entre
uma base de TS+ e os duals relativos a B, Bg(7'5*). O tensor @ define um mapeamento
entre fibrados, @ : T3V — T'S* e segue que (ImA)s = (KerQ)s = (KerB)g. Como

consequeéncia deste procedimento teremos as seguintes relagdes se verificando:

(Im@Q)sn (ImA)s = Bg(TSY)NTS = {0}, (2.19)

(ImQ)sN(KerB) = TSN KerB = {0}. (2.20)
Estas condicbes expressam a complementaridade dos projetores A e Q,
(.ler)g & (ImA)g - TSV. (2.21)

Os operadores vetoriais hamiltonianos originarios das fungdes que definem o ideal I(.S)

serao definidos por

Xq = dB) = i4q0. (2.22)

As equagdes (A.33), (A.34) e (A.35) do apéndice A podem ser traduzidas aqui pelas

expressoes®

e (X?) = C*P e, (2.23)
dQ* (XY = g*#, (2.24)
dO¥(X®) = Cg*0P. (2.25)

Por definicdo

30s indices latinos maitsculos representam todos os vinculos da teoria, os indices latinos mintsculos
representam os de primeira classe e os indices gregos os de segunda. classe.

«
e
4

(7l
TRUA BN, RAVIER 2
§

1GAUD, 150 - #) 1
BIBLIOTECA

A 33

[=]

=
2z

£



dN* (X% =0, (2.26)

com {2 de primeira classe. Porém

dQ*(Xr) # 0 (2.27)

para os vinculos de segunda classe, de modo que os campos hamiltonianos nio sao tan-

gentes a subvariedades de segunda classe.

2.3 O projetor

Vamos definir um campo vetorial X que verifique a condigao de tangéncia a uma subva-
riedade de segunda classe 5 por intermédio de um projetor A construido adequadamente,
e que projete os campos hamiltonianos em TS (X = A(X ). Como vimos, o projetor
devera ser um tensor de segunda ordem do tipo (1,1) em V.

De modo alternativo podemos pensar em projetar a estrutura de Poisson @ & sub-

variedade 5. Devemos impor

dUXr) = dQ(AXF) = dUA)(igr Xy) (2.28)
= dQUdF(A(©))) = d(dF(6)) = 0. (2.29)

A(Xp) = dF(A(O)), (2.30)

dOy(A) = 0. (2.31)

Mostraremos a seguir que o tensor
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A=1-Q:=1— X%, ,d0f,

(2.32)

onde g.g € a inversa da matriz ¢°# definida pela relagdo (2.24)%, satisfaz a todas relagoes

acima. Em uma base coordenada de V, A pode ser escrito da forma

A = 6; EL— &% d:t[ - ian(E‘)) Gap dﬂﬁ
= (Sf ;@ dz' — G)”‘Bkﬂ"‘go,ﬁ B,Qﬁ a® dml,

cujas componentes sio

A2 = 5: - @ikakﬂ"‘gag Bjﬂﬁ.

7 M

A é idempotente:

AA; = (8- 0%0:0%,509°) (5. - 08,7, 90")
= 8~ 0780y, 0 — 0*8.0%, 5,08 +
@i kakﬂ"ga 8 B;Q‘BG)"'BTQWg,, T)Bjﬂ"

—

&8

= 5; —_ @ihahﬂ’g.w BjQT

= Al

-

Podemos verificar facilmente a equacio (2.30},

AXp) = AXEL

= X:r,- — (E)""Bkﬂ"‘ggﬂa;ﬂ'g)(}
= X;—- — (E)""BkQ“gaﬁa;QﬁG)’mBmF

4Admitimos que g*? seja localmente invertivel,
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= X;-0%80%..{0° F}

= dF(0) - 0%00%,pdF(Xgs)

= dF(O) — dF(XP)g, 5 d0°(OY

= dF(A(®)), (2.35)

bem como a (2.31),

d)(A) = daav(A)
= §0.0ds’ — OF0%g, 500 8 da’
= GMWds' — gvagatgagﬂﬁd;cl

= 9Vde' — 6380°%dz’ = 0. (2.36)
¥

Concluindo, pudemos estabelecer que

A(A) = A, (2.37)
QR) = Q. (2.38)
Verificamos trivialmente que
dOP(Q) = 40P, (2.39)
Q(x*) = X, (2.40)

valem portanto os mapeamentos lineares

Q:T5V — TS+, (2.41)

Q : TsV — B(TSH), (2.42)
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A:TEV —s T8, (2.43)

neste caso denotado por A™, ¢

A:TsV — TS (2.44)

Isso mostra que existem duas variedades complementares, T'S e Bg(T'5t), tais que

Bs(TSYY @ TS =1TsV, (2.45)
TSt TS =13V (2.46)

Em termos dos projetores essas relagoes se traduzem por

Q(TSV) 8 A(TSV) =TV (2.47)

QT2V) ® ATZV) = T3V (2.48)

respectivamente.

A estrutura de Poisson iInduzida em S € dada pela composigiao
AoBsoA™:1T"S — TS. (2.49)

A seguir, vamos estudar algumas caracteristicas geométricas das variedades lineares
Bs(T'SH)eTS.

Na variedade linear Bg(7'.S*1) podemos definir um bivetor

Q(O) = Xg,pX? = O* (2.50)

i

e uma 2-forma w' associada
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wh = go gd1°dO°, (2.51)

tals que

wh (0% = g, pd* (XM gr, d¥(XT) =1 (2.52)

define o isomorfismo entre Bs(T'St) e TS, o que acarreta a nio-degenerescéncia de w.
Vamos tratar o caso em que 0s vinculos determinam uma estrutura simplética em
Bs(T'S*). Assim, devemos ter dw' = 0. Deste modo temos localmente (teorema de

Darboux [24, pag. 175] ) w" = d(A.d?*) = dA, o que implica

104, 04

Pela invertibilidade de g, 3, podemos ver que as componentes da 1-forma A, dQ* obe-

decem a

1 BA 814,7
af 8 . — S«
g 2 (59"’ 395) 6”" (2.54)
Em coordenadas locais temos
3. 053080 8 — S
07 9;0%9;0 5 (89”’ H@ﬂﬂ) 57, (2.55)

estas equagio sao componentes da equacao de Maurer-Cartan

dA= {4, A) (2.56)

da 1-forma canénica A sobre um grupo de Lie, cuja algebra de Lie é gerada pelo conjunto
de vinculos de segunda classe I5(.S); os parénteses {, }* sdo os definidos sobre as 1-formas

com valores na algebra de Lie de modo padrao [64, 44]. Uma solugdo imediata de (2.56) é

An = ga s, (2.57)
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onde g,p = ctes. Essas constantes podem ser relacionadas com pardmetros invariantes
de sistemas fisicos. A (2.57) permite que definamos sobre Bs(7'S1) uma carta candnica

(Aq, %) tal que

ioi(dAq A dQF) = 6° (2.58)

seja satisfeita.

Quando g% = Cff"ﬁﬂ”’, a algebra de Lie é gerada por [1(S) e consequentemente a
2-forma w™ ¢é singular sobre a folha (* = 0).

Vamos considerar a projecao de © sobre 1°S:

6 =A(0) =0 — X, pX". (2.59)

O paréntese definido por © em 3,
(F,G}* = ig(dG AdF) = {F, G} — {F,Q}g"5{F, 9}, (2.60)

no caso em que a variedade V € simplética, é exatamente o conhecido paréntese que Dirac
introduziu no tratamento de sistemas hamiltonianos generalizados. Como o projetor A é
um tensor simétrico, é claro que © ¢é antissimétrica.

O paréntese (2.60) verifica a identidade de Jacobi

> (i6(dG A (ip(dF NdH))) =10 (2.61)

cicl

realmente, como

(i5(dG A (ig(dF A dH))) = (io(dG(A) A (io(dF(A) A dH))), (2.62)

temos (2.61) se verificando.
Finalmente, vimos que o projetor é mais uma ferramenta matematica para se traba-

lhar com estruturas induzidas em subvariedades, em particular aquelas que aparecem em
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funcio de restricdes impostas por teorias singulares.
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Capitulo 3

Algebras de Lie definidas pelo

projetor

Neste capitulo, veremos que o projetor A desempenha um importante papel na teoria
das deformagdes das algebras de Lie associadas a uma variedade de Poisson V. Numa
variedade simplética, os vinculos de segunda classe podem exibir toda uma riqueza de
estruturas matematicas que estdo diretamente ligadas a dinamica de um sistema singular
[49]. Procuramos relacionar diversas dreas de pesquisa em matematica com a técnica
de projecao, e indicamos uma bibliografia basica. Apesar de bastante difundidos no
meio matematico, alguns topicos s6 recentemente vém despertando o interesse dos fisicos.
Contudo, ja existemn aplicagées desses métodos a muitos problemas; por exemplo, a teoria
das deformacgdes ¢ utilizada no processo de quantizagio [82, 50, 51], as 4lgebras graduadas
relacionam particulas de diferentes estatisticas em supersimetria [73] e as cohomologias

de Schouten-Nijenhuis relacionam-se com o formalismo BRST [48].

3.1 A teoria das deformacoes das algebras de Lie

Apresentaremos a seguir um pequeno histérico e uma resumida exposi¢ao da teoria das

deformacoes das algebras de Lie.

Gerstenhaber [74] em 1964 foi quem primeiro trabalhou com o conceito de deformagéo
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de uma algebra; nos seus artigos, as ”deformagbes” aparecem no tratamento dos grupos
de cohomologias associados a algebras de Lie. Na literatura da fisica, o tema surgiu pela
primeira vez nos trabalhos de Melvin [75, 76]. Entre outras coisas ele mostrou que a
algebra de De Sitter (relatividade geral) é obtida por deformagdo da algebra de Poincaré
(relatividade especial)':

150(3,1) — S0O(4,1);

fisicamente entende-se que um espago-tempo "flat” é "deformado” em um espago-tempo
de curvatura ndo-nula, porém constante. Aplicacbes a outras areas da fisica também sao
conhecidas, a teoria tem sido utilizada na obtencao de operadores de posicao relativisticos
e na construcdo de geradores nao-compactos para se obter o espectro das "generating
algebras” [79].

Na abordagem (mateméatica) proposta por Gerstenhaber, o programa principal é en-
contrarmos correspondéncias biunivocas entre as diferentes deformacoes e os membros de
certas classes de cohomologias; poderiamos entao classificar todas as deformacdes inequi-
valentes. Apesar do enorme desenvolvimento na area ainda nao existe um método geral
de se classificar as diferentes deformagoes de uma &lgebra [77]. A maioria dos resultados
obtidos até hoje vém do tratamento das deformacées de primeira ordemn [78, 80, 81], sendo
que os mais destacados se relacionam com as representacdes das algebras e dos grupos de
Lie. Por exemplo, podemos descrever propriedades das ”algebras deformadas” (”grupos
deformados”) em termos de grupos inomogéneos, nos casos onde aparecem problemas de
multiplicidade:

)p?>0 i50(3,1) — SO(4,1),
i) p* <0  iS0(3,1) — 50(3,2),
esta descricao € particularmente importante.

A pergunta que motiva a teoria das deformacdes € a seguinte: (Juantas dlgebras podem

ser representadas num certo espago vetorial W e de que forma elas se relacionam ?

Seja p: W x W —— W uma operacao binaria definida em W, ou seja, uma algebra

1450(3,1) é o grupo de Lorentz inhomogéneo ou grupo de Poincaré.
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ez, y, 2 € W. Uma deformacio da algebra g é uma familia uniparamétrica {u,} de

aplicacdes, que possam ser escritas comio séries de poténcia de um parametro continuo A,

pa(z, ) :ﬂ(w,yHi/\’"C’r(x,yJ, (3.1)

r=1
onde

Limy_o pa(z,y) = (2, )

e onde C,(z,y) satisfaz relagdes que sdo consequéncias de imposigbes sobre uy. Para
algebras associativas, por exemplo, as relagbes a que C). obedece provém da condigio de

associatividade

pa(z, fx(y, 2)) = palpa(z, 9), 2)- (3.2)

Dizemos que uma deformagio € nao-trivial sempre que os u) nao forem equivalentes,
qualquer que seja A # 0; em outras palavras, nao existem isomorfismos entre as algebras
da familia uniparamétrica para todo A # 0.

Se quisermos nos restringir a deformagoes das dlgebras de Lie, devemos procurar todos
os possiveis mapeamentos g : W x W — W que sejam antissimétricos e que simultane-
amente obedecam a identidade de Jacobi, respectivamente as relacdes (2.1) e (2.2) do
capitulo anterior.

Os conceitos de algebras graduadas, algebra de Frolicher-Nijenhuis, parénteses e torgao
de Nijenhuis sdo importantes na abordagem da teoria das deformagées que apresentaremos
a seguir. No apéndice B todos esses topicos sdo rapidamente comentados visando a sua
utilizacio no texto.

Para que a aplicagao g defina uma &lgebra de Lie em W, ela deve pertencer ao

Hom(W AW, W) = Deri(AW)? e concomitantemente obedecer a relagio

[)u::u]K =0, (3.3)

?Hom(A, B) é o conjunto de todas as aplicages lineares de 4 em B.
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onde o paréntese | , ]K denota uma operagao na algebra de Frolicher-Nijenhuis de W (ver
Apéndice B na parte de cohomologias). Todos os possivels u sao solugdes da equacio
[, u]* = 0 em Deri(AW). Chamaremos de C' o conjunto solugio do problema.

Temos interesse em classificar as solugoes em €' a menos de um isomorfismo, ou seja,
se M for uma transformacao linear em W, naturalmente a ela corresponde uma agio em
Deri(AW): u — par definida por pp(z,y) = (M 1z, M 'y); consideramos u e par
equivalentes neste caso.

Estamos interessados em verificar a estrutura das orbitas de € sob a agdo do grupo

GL(W). Supondo a existéncia da curva

g =p+td+ 20+ . (3.4)

em Dery(AW), desejamos encontrar as condi¢des para que ela esteja em €.
Uma curva do tipo

He = [Enf(t),

onde M(t) é uma curva em GL(W) com M(0) = id, é dita ser trivial.

A condigdo para que iy esteja em C é

[ee)s .UM(t)]K =0.
Expandindo a expressdo acima em termos de ¢, parametro da curva, obtemos em segunda
ordem

[, il = 2t [, 81"+ ([, 01" + 2 [, 9] (3.5)

Uma vez que [,u,,u,]K = 0, a multiplicacdo a esquerda por g define um operador

diferencial § em Der(AV) (ver cohomologias). A primeira condigdo imposta é

udh =0, (3.6)
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a segunda

0= —5 4, ol", (37)

e desta forma |9, #]" é uma cocadeia na cohomologia de 6,.
Seja
M(t) =id+Tt+ ...,

com I' € Hom(W, W) = Dero(AW). E facil mostrar [73] que

pray = p+ 00 + (3.8)

Obviamente a condicao trivial de primeira ordem é dada por

$=—6,T. (3.9)

As possiveis deformacges nao-triviais de primeira ordem correspondem a um espago
de cohomologia H*{AW,6,). As condigdes de segunda ordem, de que [¢’¢]K seja uma
cocadeia, é independente da escolha de ¢ nesta classe de cohomologia.

Voltemos a algebra de Frolicher-Nijenhuis; como g é uma 2-forma *W-valued” e I’
pode ser considerado como uma 1-forma com valores em W [72], facilmente se verifica®

que

Mp)= (1) =Tp (3.10)

e desta forma

pry = p+tHCp) 4+ (3.11)

fiar() estd definindo uma deformacao trivial no sentido de ser isomérfica a g. De fato,

p e Ty sdo estruturas ditas compativeis 4; I define um paréntese de Lie se T’ for um

3
Clp)(z,y) == p(Le,y) + p(z, Ty) — Tp(e,y)) Ve, y € W.

*Dizemos que duas estruturas sdo compativels se a soma é também uma estrutura de Lie.
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operador de Nijenhuis, isto é, se a tor¢do de Nijenhuis de I' for nula (ver apéndice B).

Em [72, pag. 42] fica estabelecida a relagao
= Iy
[F'.u': F'A“]A +2 [.u’ [FJ F]“] =0.

A partir da expressdo acima, podemos ver que I'.i define uma estrutura de Lie (algebra)

se e sornente se

(o1, 11,]" = 0.

Vimos que

6,1' =T 4,

e vale

8u([0, 1) = I[L, T, ™.

A relagdo acima nos permite dizer que I'.p define um paréntese de Lie se e s6 se a

tor¢ao de Nijenhuis é um 2-cociclo. E facil ver que as estruturas de Lie y e I'.u acarretam

[, D] = —6,(T.p) = — &T = 0. (3.12)

A expressio

[+t Do+t Dol = [, )™ + ¢ ([, Do) + (Do ) + 82 Lot Tl

anula-se identicamente se a tor¢ao de Nijenhuis de A for um 2-cociclo, mostrando portanto
que p e I'.u sdo estruturas compativeis.

Podemos resumir tudo o que foi apresentado acima: se u é uma estrutura de Lie em W
el': W — W é um mapeamento em W, entao I'.u = 6,1" define uma digebra de Lie em
W se e somente se a torgdo de Nijenhuis de I' for nula (T'.x é co-fechada na cohomologia de
8,)- Neste caso u e I'.u sdo compativels, I'.u define um paréntese [, |r., compativel com

[, |, e em consequéncia disso I' define também um morfismo entre as dlgebras (W, I'.u)
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e (W, u) o qual preserva a estrutura de Lie.

3.2 A torcao de Nijenhuis do projetor

No capitulo anterior estabelecemos a forma de um projetor que age no fibrado tangente

de uma veriedade de Poisson (3.25),

A=1— X%4.5d0°. (3.13)

A torcdo de Nijenhuis do tensor I' (ver Apéndice B) em notagao global é definida pela

férmula

TIE(XaY) = [F’F]N(XJY)
= [[(X),L(Y)l: - I({N(X),Y]e
+ X,0(Y)]z)+ToI'[X,Y]s; (3.14)

£, uma 2-forma com valores em W, define uma dlgebra de Lie e I' é um tensor do tipo
(1,1).

Seja £ a élgebra de Lie usual dos operadores vetoriais definidos sobre uma variedade®.
O projetor pode definir uma deformacao da algebra £ se sua tor¢do de Nijenhuis for nula.

Numa carta local escrevemos a torgdo de Nijenhuis de A

(THE Y = XTY*{—AL@AR) + AL(8,A%)
AL(BLAR) + AY(BAAR)). (3.15)

Se o projetor é constante, ou seja, se os vinculos forem planares, a tor¢do € nula e A
determina uma deformagdo. A torcao de Nijenhuis do projetor pode se anular também

de forma nao-trivial. Podemos trabalhar a férmula acima para casos especificos, e tirar

8X = X00;, Y = Y105 [X,Y]of = (X*0 Y  — Y5 X)), f.
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condig¢oes sobre os vinculos envolvidos em cada problema.

Operadores de Nijenhuis idempotentes podem ser construidos em uma ”twilled Lie
algebra” (algebra de Lie g que é soma direta de duas subalgebras de Liea e b, g = a § b).
Usando-se os operadores idempotentes, Il : ¢ — a(b), podemos obter classes de
sistemas hamiltonianos como a cadeia de Toda, para cada algebra de Lie semisimples que

é concomitantemente uma ”twilled algebra” [72].

3.3 Deformacgoes dos parénteses de Poisson

No capitulo anterior vimos que a aplicacdo bilinear { , } que leva F(V) x F(V) em F(V)
torna o espago F(V) das fungdes definidas sobre a variedade V uma algebra de Lie de
dimensao infinita. Denotaremos esta algebra por N(V). N admite a cohomologia (ver
apéndice B) de Chevalley-Eilemberg: as i-cocadeias C' de N(V) sao as aplicagbes multi-
lineares e antissimétricas® de N(V)* em N(V) e as 0-cocadeias sdo os préprios elementos

de N(V). A coborda da i-cocadeia C é a (¢ + 1)-cocadeia 3C definida por

O(f07"‘7ﬁ) = 16302 {floa (fh:"'?fz\i)} — '2_(:_1_1")_' SO:A C({f)\g;f.\l} f/\zj )

com fy, € N(V). Dizemos que €' é um cociclo se 3C' = 0. Uma i-cocadeia é dita ser
I-diferenciavel se ela é definida a partir de operadores diferenciais de primeira ordem
atuando sobre os elementos de N(V'). Isse tépico e as suas relagdes com outras carac-
teristicas das variedades de Poisson sio tratados em [54, 52, 53, 49].

A cohomologia de Chevalley-Eilemberg aparece no tratamento das deformagoes dos
parénteses de Poisson e desempenha um importante papel na classificacio dessas de-
formacoes.

Vamos considerar a aplicacéo bilinear [, | de F(V) x F(V) em F(V) que é dada

formalmente pela série

§Ver defini¢io de € no apéndice B.
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[F,Gh = {F,G) + S N C(F,G), (3.16)

r=1
cujo C,(F,(F) é uma 2-cocadeia sobre F(V) na cohomologia de Chevalley-Eilenberg; ela
define uma deformacdo formal da 4lgebra N (V') se a identidade de Jacobi (2.2) for for-
malmente satisfeita.

A expressao

[F,G], ={F,G} + AC(F,G) (3.17)

define uma deformacio infinitesimal de N(V) se (2.2) for satisfeita, isto equivale a dizer
que C(F, &) é um 2-cociclo em F(V) [49].

Seja uma série formal de bivetores definidos sobre uma variedade V

0, =0+ X0, (3.18)

r=1

tais que para todos os valores de A tenhamos

[0, 0,]s = 0. (3.19)

O paréntese de Poisson definido pelo A-ésimo termo @,

{F,Gle, F,G € F(V), (3.20)

satisfaz a identidade de Jacobi (ver capitulo 2) e define uma deformacio formal
1-diferencidvel de N(V') que é deduzida da estrutura geométrica de V.
Uma deformacao formal 1-diferenciavel é dita ser rigorosa se existirem @, e Ty tais

que

TH\F,Gl - {TZF, TxGle, = 0, (3.21)
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onde

Ty =id+ > \°T,, (3.22)

s=1
e os T sdo operadores diferenciais de ordem s sobre F(V).
Se ©; é um 2-cociclo sobre N(V) e T uma 1-cocadeia 1-diferencidvel, tais que para

uma deformacio infinitesimal 1-diferencidvel (3.17)

@y = O+10, e (3.23)

T\ = id+ AT (3.24)

verificam a equagdo (3.21) em segunda ordem, dizemos que (3.17) é uma deformacao

rigorosa infinitesimal.

3.4 O projetor e as deformacgdes da algebra N(V)

No que segue, nos restrigimos a variedade simplética V. Consideremos uma folheacio
de V de codimensao 2R cujas folhas sdo subvariedades simpléticas de V definidas por
vinculos de segunda classe (2 = cte; a = 1,..., 2R).

O projetor

A=1-Q=1—-X%,3dQDF (3.25)

define uma estrutura tangente a folheagio; ou seja, determina uma estrutura de Poisson

em V cujo bivetor associado é

0 =A0)=0- X,X?=0-T, (3.26)

com I = 2g.5X A XP.
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As componentes de © numa carta local sio dadas por
(0) = ' — 079,07, s 0701 (3.27)

Vimos no capitulo anterior que o paréntese de Dirac é exatamente o paréntese definido
pelo tensor 8, cujo posto é (m—2R). £ interessante notar que o paréntese de Dirac pode
ser construido a partir de parénteses simpléticos, os quais sao definidos por restrigoes de
© As folhas vinculares [49].

Se © realmente define uma estrutura de Poisson em V, entdo vale

[6,6] =l0-T,0-T]; =0, (3.28)

€ como consequéncia

2(6,T], = [I,T]s. (3.29)

Vamos introduzir o tensor

observamos que para A = ( reobtemos © e que ©,-; = 0.

Como vimos, se para todo A

[©,0,]g =0, (3.31)

o paréntese

{F,G}o, = io,(dF A dG) (3.32)

define uma deformacgdo rigorosa da algebra de Lie N(V) da variedade simplética (V, ©)
na ilgebra de Lie da variedade de Poisson (V,©).

A condigido necessiria e suficiente para que (3.31) seja satisfeita é que
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(I, T]s = 0; (3.33)

podemos alternativamente dizer que I' deve ser um 2-cociclo [49].

O termo I' do tensor ©y depende dos vinculos e da estrutura do espago V, aqui no
caso uma variedade simplética. A seguir vamos explorar algumas condigdes para que os
vinculos de segunda classe de fato definam deformagoes da algebra N (V).

As componentes de [I',T'] 5 sdo dadas por

3 [T, T[S = THG,T9% 4 DM, T 4 ThAg,1%, (3.34)

ver definicdo de paréntese de Schouten no apéndice B.

A equacao (3.33) é escrita em termos de ¢} e do bivetor © como

(QO)**8,(QOY* + (QO)*8,(QO)F + (QO)*0,(QO)" =0 (3.35)

ou Como

(_)hmen@niah@jmen@ﬂk 4
@hmen@njah(_)kamneni 4+

0" T, 0™ 6,0 T, 0" = 0, (3.36)

onde Tr,y = 0 2%G0 5 0,07
Em variedades simpléticas, o teorema de Darboux assegura a existéncia de coordenadas
canbnicas tais que ©"" = ©"" = 1, onde ¥ = r + (dimV)/2; assim estabelecemos uma
condi¢do para que os vinculos determinem uma deformacéo na algebra N(V):
g,k

Z ahﬂagag 6iﬂﬁah(aj97975 8kﬂ5) =1). (3.37)

cicl
A condigdo acima é trivialmente satisfeita se todas as segundas derivadas sio nulas, ou

seja, se todos os vinculos forem planares.
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Em [49)] fica estabelecido que a condigdo necesséria e suficiente para que @y = @ — AT
defina uma deformacao rigorosa dos parénteses de Poisson nos parénteses de Dirac é
que a distribui¢ido vincular gerada pelos campos X“ seja integravel. Podemos por essa
condicdo em fungdo do projetor @) (ver apéndice B): Sejam X e Y dois campos quaisquer

da distribui¢do vincular; uma vez que (ver capitulo 2)
QX*) = X7,
a torcao de Nijenhuis do operador @} € nula,

TR(Q(X),Q(Y)) =0. (3.38)
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Conclusao

There are problems in theoretical physics awaiting solution,..., the solution
of which problems will presumably require a drastic revision of our fundamental
concepts. Quite likely these changes will be so great that it will be beyond the
power of human intelligence to get the necessary new ideas by direct attempts
to formulate the experimental data in mathematical terms. The theoretical
worker in the future will therefore have to proceed in a more indirect way. The
most powerful method of advance that can be suggested at present is to employ
all the resourses of pure mathematics in attempts to perfect and generalise the
mathematical formalism that forms the existing basis of theoretical physics, and
after each success in this direction, to try to interpret the new mathematical

features in terms of physical entities. Dirac [36]

No primeiro capitulo vimos que o método projetor € bastante adequado ao tratamento
de diversos problemas como a quantizagido de sisternas ndo-holénomos e o estudo dos
sistemas hamiltonianos singulares [28, 29, 30]. Nestes casos, o método apresenta duas
vantagens, a primeira é permitir que se trabalhe com coordenadas cartesianas naqueles
casos em que ndo podemos (ou ndo desejamos) eliminar coordenadas, e a segunda reside
no fato de nao ser necessario o uso de multiplicadores de Lagrange; estes, como sabe-
mos, apresentam certos problemas no processo de quantizacao [36, 39]. Sio muitas as
consequéncias da aplicacido do projetor aos sistemas vinculados; dentre elas, destacamos
a formulagio de uma geometria nio-holénoma, cujos objetos como conexdes e curvaturas

desempenham importantes papéis na descri¢io da dindmica de tais sistemas [30, 32, 33].
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A extensao do método projetor para o caso das subvariedades de uma variedades de
Poisson, em particular as subvariedades que possuem estrutura de Poisson, abre novas
perspectivas no estudo dos sistemas singulares. As variedades de Poisson, como sabemos,
sdo espagos apropriados ao tratamento de uma série de sistemas que, embora complexos,
sdo muito comuns em mecanica [44]. Por possuirem folheacdes simpléticas locais, essas
variedades podem descrever processos onde o niimero de graus de liberdade ndo permanece
fixo ou onde a estrutura do espago dinamico varia. O que ha de comum nos dois casos
é o fato das diversas etapas da evolugao temporal do sistema estarem continuamente
ligadas por um parametro e que, para certos valores que ele assume, o problema admite
formulagio simplética.

No capitulo 2 formulamos a técnica de projecio para a variedade de Poisson e verifi-
camos que, com o projetor, podemos obter informagoes da geometria das subvariedades
(vinculos); inclusive a estrutura de Poisson das subvariedades de segunda classe aparece
escrita em funcio da estrutura {de Poisson) da variedade ambiente e do projetor A.
Esses resultados sao bastante animadores e acreditamos que o método, bastante simples,
pode ajudar a descrever caracteristicas importantes da dinamica de um sistema vinculado
numa variedade de Poisson. Um estudo particularmente interessante seria o dos sistemas
definidos em variedades que sao grupos de Lie, onde geralmente o movimento é descrito
no espago dual a algebra de Lie do grupo [11, 12, 10]. Relacionar o método projetor
e o método de redugdo (ver introdugio) para tratar sistemas vinculados com simetrias
também parece um programa promissor.

No ultimo capitulo vimos que o projetor desempenha um importante papel na teoria
das deformagdes das dlgebras de Lie associadas a variedades de Poisson . No caso em que a
variedade V é simplética, um folheagio de vinculos de segunda classe define uma estrutura
de Poisson em V. Esta, por sua vez, é obtida pela aplicacio de A a estrutura simplética
de V. Fazendo uso do operador de projegao A conseguimos mostrar condigées para que
os vinculos de fato determinem deformagdes das algebras. Nestes casos, o paréntese de

Dirac é uma deformacido dos parénteses de Poisson de V.

55



Acreditamos que a maior contribui¢do do nosso trabalho, enquanto tese de mestrado,
foi relacionar alguns tépicos da literatura matematica ao nosso tratamento de sistemas
vinculados e apresentar o material de forma introdutéria, de modo a trazer para junto

dos fisicos "ferramentas” de trabalho bem conhecidas pelos matematicos.
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Apéndice A

Mecanica hamiltoniana e vinculos

de Dirac

Seja F=F(z!,...,e™;01,...,car) uma funcio de N varidveis z' e M parametros «;.
Definamos agora uma transformacio de variaveis
OF (z; o) !
Y: = T (3 = 1,...,N). (Al)
Se o jacobiano da transformacao acima for diferente de zero, teremos z' = ¢'(y; )
(¢! = 1,...,N) e em particular podemos ter ¢ = 3—%}?, sendo G = G(yy, ..., yn; o).

As fungdes F' e (G sdo conectadas pela seguinte relagdo:

G(y1, -, ¥n) z{x i} — F(z(y)). (A.2)

i=1

O quadro abaixo resume o esquema das transformagoes, as quais chamamos de duais!:

(:rl:"'nmN) - (yly"‘ryN) F(SBO!) - G(y,(){), Y. = %,,E: — mi = gﬁ:

A

G = le i'tyz F — F= Zz—l z! yz G.

lé(::) = G(y(z)), ﬁ’(y) = F(z(y)).
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Fazendo-se derivagdes parciais com relagdo aos parametros obtemos de (A.2)
oa N of (o oF dit oF
(), -2 (5m), - (i) - (32). A9
k/y, =1 X%/, oo/, Cr /.

com ¥; = 2E na equacéo acima obtemos

aG aF
Oay, v o /)
De modo geral definimos um sistema fisico (cldssico) por uma lagrangeana L que

obedece algumas condi¢des de analiticidade e simetria.

Definimos o momento canonicamente conjugado & varidvel ¢*:

8L(g,4,1)
) = . A5
Fazendo-se as correspondéncias zf @ — ¢, w — @, F — L

G — H,, a — (q;t} e juntamente com

&L

det | z=5=
“|o50q

£0, (A.6)

estabelecemos H. = H.(p1, ..., pn; ¢°, -y ¢V3¢) que obedece a

. o,

hit 3

i=%, L N), (A7)

com H, =N pi¢* — L e, é claro, pelas eqs. (A.4), valem

t=1
oL OH., 8L _ OH,
(34")q-- B (&2" )p‘.’ Y (A.8)

Os sistemas classicos definidos por . podem ser quantizados promovendo-se as

variaveis dinimicas p; e ¢* a operadores num espaco de Hilbert e impondo-se uma relagio

de comutagao para os operadores, a qual possui a mesma algebra de Lie que a dos
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parénteses de Poisson das variaveis do espago de fase classico.

Existe uma certa ambiguidade na definicao do hamiltoniano quantico, porém para sis-
temas com um numero finito de graus de liberdade podemos, através de um ordenamento
especifico dos operadores na hamiltoniana (ordenamento de Weyl) e da imposicio de sime-
trias, contornar este problema. Pode acontecer, no entanto, que uma dada lagrangeana
nao satisfaga a equagdo (A.7), neste caso a L € dita singular e n3o podemos definir todas
as velocidades generalizadas em funcgao dos momentos cancnicamente conjugados, e em
termos estritos nao é possivel obtermos a hamiltoniana candnica H,. Pelas equagbes de
Euler-Lagrange, podemos concluir que a dinamica de sistemas desse tipo nao é univo-
camente determinada especificando-se as velocidades e coordenadas num dado mnstante
inicial. A ocorréncia de lagrangeanas singulares em importantes problemas da fisica fez
com que se tentasse estender o procedimento de quantiza¢ao candnica para esses casos
também. Abaixo tentaremos expor resumidamente o método de Dirac e 0s seus principais
resultados.

Seja

9*L

A,‘j = aq"aqﬁ" (Ag)

se 0 posto dessa matriz for By < N, entdo podemos inverter a equagio (A.5) para as Ry

velocidades ¢%,

¢* = f* ({g'}. {m}.{4}) - (A.10)

Fica claro que quando substituirmos ¢® acima na equagio (A.5), formalmente teremos

pi =i (¢ {m},{d"}) (i=1,..,N) (A.11)
com ! = a € {1, )] a equagdo acima se reduz a identidade, porém para i = p € [Raq1, N]
obtemos

Po = 9,(¢: {Pe}) (p = Bayis..., N). (A.12)

E claro que g, nao pode depender de nenhuma ¢?, caso contrério ainda poderiamos
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relacionar mais velocidades e o posto de A seria maior que Rj, o que é contririo a
nossa hipotese inicial. Surgem assim M = N — R, vinculos, chamados primdrios; em
consequéncia deles a dindmica do sistema se processa num subespago S do espaco de fase

EF, cuja dimensdo € M. Os vinculos primarios ¢ sio definidos pelas equagdes

#(q,0) := Po — 9o(9> {Pa}) (p=1,..,m), (A.13)

sendo S = {(q,p) € EF|¢°(¢q,p) =0,p=1,...,m}.
Adotando-se a equivaléncia entre o fato de A ser singular e a existéncia de vinculos,
faz sentido se definir uma hamiltoniana canénica. Pode ser mostrado que as equagdes de

Euler-Lagrange implicam que, em 5, valham as equagGes

GHP)  a¢r >

7 Top * api (A1)
, GHY 040 |
pi = — aq'l —?a—q"';— (Z = ].,...,N), (A15)

onde H?) = HP)(q,{p,}). Estas equagbes, no entanto, niio sio equivalentes is equacdes
de Euler-Lagrange, pois os ¢” sao ainda fungdes indeterminadas. De fato, como veremos
adiante, condiges adicionais sobre os vinculos irdo determinar se todos ou alguns desses
¢” podem ser encontrados. Ficara claro que a determinagdo de algumas dessas fungoes
também eliminara o mesmo ndmero de vinculos. Como nem sempre é 1til, ou mesmo
possivel na pratica, se inverter a relagio (A.5), devemos "livrar” a hamiltoniana da res-
trigdo a S; porém é claro ndo podemos perder informacdes acerca dessa restri¢do, pois €
em S que a dinamica do sistema se processa. Introduzimos entio o conceito de igualdade
fraca: "=”. Dizemos que duas fun¢bes F' e (G sdo fracamente iguais, F =~ (G, se elas
coincidem em S (subespaco de EF). Seja H'(q,p) ~ H®)(g, {p.}); usando-se as equagdes
(A.14) e (A.15), a hamiltoniana definida acima e as relagoes

5] oF 0 oG
(Fopr—| ~ — [G-p—], A.16
og* ( ¢ ap,,) dqt ( ¢ Bpp) (A.16)
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a oF 9 PYe '
Fo¢) n —[(G-¢r52), ALT
dp; ( ¢ Bpp) dp; ( ¢ 5Pp) ( )

vélidas para duas func¢bes G e F' definidas em E'F' tais que G &~ F em S, chegaremos as

seguintes equagles:

¢~ {g By +or g, ¢} = {¢', He), (A.18)
pi = {pi, H}Y +0° {pi, ¢} = {pi, Hr} , (A.19)
onde
}
H=H~Y ¢ o H® (A.20)
il apP
L&
HT =H + Z vp¢p7 (AQI)
r=1

o qual é chamado hamiltoniano total do sistema. A operagdo {, } é o paréntese de

Poisson usual do EF. Definimos v? = ¢?. Para uma variavel dindmica ¢ qualquer, vale

G(Q;P) ~ {G, Hrj.

O sinal de igualdade fraca nas equagbes acima significa que a imposi¢io de vinculos
primérios é feita somente apds todas as diferenciacoes tiverem sido efetuadas, o que é
consistente com a definicdo de paréntese de Poisson. A condigio de que a dinamica se

processa na ”superficie” definida pelos vinculos nos faz impor

¢’ ~ {¢°, Hp} =~ 0 (p=1,..,m) (A.22)
ou equivalentermente
(P B+ 0 {47 =0 (p=1,.ym). (A.23)
o=1

Se a matriz P := [{¢?,¢°}| possuir inversa, podemos determinar todos os m v” e o
problema estaria completamente resolvido. Por outro lado, pode acontecer que o posto

da matriz P acima seja R < m; neste caso tomamos comnbinag¢des lineares dos vinculos
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primarios ¢* = 3" o’ ¢ de tal forma que valham
det [{*,¢"] } ~ 0 (0,0 =1,..., R < m), (A.24)

{rpp, tpg} 2 () se (p=R+1,..,m) (0=1,...,m). (A.25)

Com essa redefini¢do dos vinculos primarios teremos

B
{1} + Y {¢"e"}u =0, (A.26)
g=1
{¢", H} = 0 (p=R+1,..,m). (A.27)

As primeiras sdo usadas para se determinar os K v?, a0 passo que as equacoes {?, H} =0
ou sdo identicamente satisfeitas ou geram o que chamaremos de vinculos secundarios.
Repetindo o algoritmo descrito acima para esses novos vinculos, podemos novamente
determinar mais alguns u? ou gerar novos vinculos secunddrios. O processo pira quando
nenhum novo vinculo puder ser gerado. Neste ponto, se todos os u’ puderem ser de-
terminados, o nosso sistema sera dito de segunda classe. Se, por outro lado, um certo
nidmero ! de u® ainda restarem indeterminados, entao o sistema possui simetria de gauge
(simetria local) associada a um grupo (de Lie) de ! parAmetros. Se agora entao tivermos
no problema um certo ndmero m de vinculos primarios e (M — m) vinculos secunddrios,
a dinamica do sistema ira se processar num subespago Sq de EF' que é gerado por todos

os vinculos Q% (primérios e secundarios). A dinamica em Sq é dada por

{F(g,p), Hr} =~ 0, (A.28)
{0*, Br}~0 (A=1,..,M). (A.29)

Uma funcdo F(q,p) é dita de primeira classe se

{F,H} =0 (A.30)
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(PO ~0 (A=1,., M) (A.31)

notamos portanto que

M
{F,04} = 3" C4B(q,p)0P 0. (A.32)
B=1

Fungbes de EF' que ndo possuam essas propriedades sio ditas de segunda classe.
Podemos ter vinculos de primeira ou de segunda classe independentemente do fato de

serem primarios ou secundarios. O quadro é o seguinte:

{aWe amsl ~ o, (A.33)
{QU)“,QW} ~ 0, (A.34)
{9(2)0,9(2)5} 5 0. (A.35)

A matriz Q% .= [{9(2)"‘, 9(2)5}] possui (det 5 0)?; denotaremos a sua inversa por 7.

A condi¢do de constancia temporal implica em

{ae B} ~0, (A.36)
m(2

{a®e, H}+ Z) {a@e, @21y (A.37)
B=1

onde m(® ¢ o nimero de vinculos primarios de segunda classe.

Podemos escrever a hamiltoniana total (A.21) separando as contribuigdes dos vinculos

2Se det = 0, haveria pelo menos em uma linha (coluna) de @ uma combinacio linear identicamente
igual a zero, sem que entretanto os coeficientes fossem " nulos” (fracamente nulos) obrigatoriamente. Seja

/\GQQ) uma combinacao linear dos vinculos de segunda classe,
2 2] _ 2) p@1 .. .
{200,900} = 2, {0, af pro v

2 . - - - s - s
neste caso /\O,QS,) seria de primeira classe, contrariando a nossa bipdtese inicial, devemos ter portanto @
invertivel.
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de primeira e segunda classe:

ml?) m(2)

Hr = H4 Y pWop®a 3 08,08
a=1 A=1

Definimos em seguida
mi2)

HO = H 4 Y o@5p58,
A=1

que € obviamente de primeira classe. As equagoes (A.36) e (A.37) nos dao

Ar(2)
e D D ak (TN (@=1,..,m?),
B=1
AL(2)
0~ 3 T°{0@P H} (a=m® +1,.,MD).
f=1

As equacoes de movimento ficam

M(2) mlD)

Fra{FHY = 3 {F,020°} 70 {008, 1} + 3 {FoW} o2,
a3 a=1

Define-se entido os parénteses de Dirac das funcoes F' e G-

{F,G}, = {F,G} - Mz(zj) {FW=} s {o®F gl
e, B=mi2) 41

Para sistemas de primeira classe ha dois caminhos para se fazer a quantizagio:

i) realizar os vinculos como condi¢des impostas sobre os estados quanticos;

1) impor condicdes adicionais para fixar os parametros v® restantes.

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

Ao nivel classico, os vinculos de segunda classe ndo apresentam nenhuma incon-

sisténcia. Porém a nivel quantico, realizando-se os vinculos operatorialmente como

condi¢des a que todos os estados quanticos do sistema devem obedecer, encontramos

a seguinte inconsisténcia: se
Q@) =0 e Q@8 | g) =0,
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teremos como consequéncia

[Q(Z)Q,Q(Z).@] | T) = 0;

mas classicamente, por defini¢io, vinculos de segunda classe ndo obedecem a 4lgebra
sugerida acima.

A equagdo (A.33) nos mostra que os vinculos de primeira classe podem ser realizados
como operadores, sem a incousisténcia apontada acima, para os de segunda classe, sendo

que para um sistema de primeira classe o esquema de quantizacdo € o seguinte:

[#%,8,) = dhs?, (A.44)
7,51 = [8%,4]=0 Yu v, (A.45)
[Q(l)a,g(l)bJ = ebe, (A.46

)
[0 fr] = g Qe (AAT)

onde ¢ sio funcdes das 2P

O vetor de estado deve satisfazer a equacio de Schrodinger e a restrigio dos vinculos

QWe gy =9, (A.48)

de modo a verificar

[QWe, Q0] gy = e2b 02 | ). (A.49)

No caso de haverem vinculos de segunda classe, estes devem ser "eliminados” da
teoria, o que € feito pelo uso dos parénteses de Dirac. Podemos observar que os vinculos

de segunda classe valem fortemente dentro desses parénteses,

{Q(z)a, B(P,Q)}D — {\Q(?)Q’B} — §of {\Q(z)ﬁ, B} =10 (ASO)

Se o sistema 56 possui vinculos de segunda classe , a transicdo para a mecanica, quantica
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se processa da forma

i{A,B}, — [4,B], (A.51)

e por outro lado os vinculos sdo realizados fortemente como equagdes operatoriais; mas ,
claro, ainda vale a restrigio sobre o vetor de estado: 1@ | ¥) = 0.

Num sistema de primeira classe ou num sistema onde os vinculos de segunda classe ja
foram eliminados, as restri¢bes de primeira classe dio origem a simetrias no hamiltoniano
Hz. E ficil ver que os vinculos de primeira classe devem ser geradores de transformagdes
de simetria infinitesimais do hamiltoniano [35]. Podemos escrever uma expressio geral

para o gerador infinitesimal dessas transformacées,
G(t) = 4 () QM (p,9); (A.52)

com 1ss0, a variago infinitesimal sofrida por uma funcao F é dada por éqF = {F, G}.
Impondo que a agdo seja invariante face a simetria, obtemos condigdes sobre os

parametros £* [40]:

§a8 =0 = bgve =& — & (K 4 o) (a=1,...,mM), (A.53)

0=¢%—¢b (hbﬂ + v“)cccba) (a=m® 1, .., MW, (A.54)

tals que

{H(l)’ﬂ{l)a} - habQ(l)b,
{Q(l)a,ﬂ(l)b} — (abeqy(l)e

As equagbes (A.53) mostram como se transformam os parimetros v, ao passo que
as equagbes (A.54) implicam em (M) — m{) condigbes impostas sobre as €7, cor-
respondentes aos (M) — mV) yinculos secundérios de primeira classe. A escolha &% = 0,

a=mW +1,...,MW, éem geral incompativel com as condicdes, e demonstra a necessi-
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dade de se incluir os vinculos secundérios de primeira classe em (A.52). Podemos também
ver isso fazendo duas transformagOes infinitesimais geradas por vinculos primérios de
primeira classe com parametros €* e €*. Tomando a diferenca entre a composicio das

transformagoes em ordem invertida obtemos
AF = ez {F, {0 1, (A.55)

mas como em geral

{¢(1)a,¢(1)b} — fobe e,

podemos entdo fazer a seguinte conjectura (de Dirac): Qbservdveis e estados de um sis-
tema fisico sdo invariantes face a transformagédes geradas por vinculos de primeira classe,
primdrios e secunddrios, aegindo independentemente.

Pela conjectura acima, as equagtes de movimento devem ser dadas pela hamiltoniana

estendida Hg,
Hg := HV 4 ¢ceqe, (A.56)

onde as (* seriam multiplicadores de Lagrange. 6gS == §o(* = €% — (hb“ + C“‘Cd’“), e
assim nao temos mais restri¢des sobre os g,. Contudo, as equagdes de movimento obtidas
com Hp nem sempre sdo equivalentes as equacoes de Euler-Lagrange. Para quantidades
invariantes de gauge, as dinamicas de Hy e Hg, sio equivalentes e, é claro, equivalentes as
equagoes de Euler-Lagrange. Isto é provado para sistemas contendo unicamente vinculos
de primeira classe{38].

Assim, para uma funcéo F',
i 1)a a
F~ {F,H}p + {F,00e} ¢ (A.5T)

Agora, com todos os parametros livres, podemos tentar impor condi¢es adicionais
x* = 0, cujo indice @ varia de 1 até M1), para se determinar os ¢*. Procedendo nessa

»

direcao vamos impor det [{X“, .Q(l)bH & 0, sendo que "=+” agora vale no subespago I'* C
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I' C EF definido pelos vinculos e pelas condigies de gauge y=. A condi¢cdo de constincia

temporal para as x* é

A1)
X HIp+ 30 {00 a0 (o=, MO, (A.58)
b=1

Podemos determinar os multiplicadores ¢* em I'* univocamente. K claro, podemos
tratar os vinculos e as condicées subsididrias em pé de igualdade. Assim definimos

g @ ={a0an), @ —famy ) (A59)

=060} @ = (ol

portanto
ML)
(P = Yy {xb,H}D (a=1,.., M0, (A.60)
b=1
onde U = a_l. Para quantizarmos o sistema tornamos os vinculos fortemente iguais a

zero. Introduzimos desse modo os "parénteses de Dirac” em I,

2M (1}
{4, B}p. = {A, B}y, — 3. {A4,5"), U {%* B}, (A.61)
r,5=1
entao
{ZBYp. =0 (r=1,..,2MW), (A.62)
{a@e B} . =0 (a=1,.., M®) (A.63)

O novo paréntese é implementado fortemente para todos os vinculos e condigdes sub-
sididrias. A evolugio temporal de uma fungéo A é dada por A = {A, H}p., de forma

mais explicita

A {A ), ~ 574, QOe} plBed fyb A (A.64)
a,b

E claro que este procedimento sé é vélido no €aso em que as condi¢oes subsididrias

nao envolvem os multiplicadores de Lagrange ¢*. Isto, para o caso do eletromagnetismo,
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exclul por exemplo o gauge temporal tipo A? = 0, pois o campo A° faz o papel de um

multiplicador nessa teoria. Métodos para tratar esses casos foram desenvolvidos em [39].
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Apéndice B

B.1 Variedades diferenciaveis

Chamaremos variedade diferencidvel o par (V,£) onde V é um conjunto
topoldgico tipo hausdorff e possui uma cobertura de abertos [64, 65, 24, 8], e onde ¢
é o anel das funcdes reais definidas sobre V e tais que verificam

1) F € ¢ étal que F: V — R é uma aplicagio continua,

ii} se uma funcgio H : V — R, definida numa vizinhanga C de cada ponto p, é coincidente
com alguma funcdo de £, entao H € &,

i)se F R —REéECCese F,....F € entio G(F, ..., FL) el e

iv) existe uma vizinhanga N, de cada ponto p na qual estdo definidas k fungdes F* de €,
e de modo que z* := F*(q), ¢ € N, é um homeomorfismo de N, num aberto de R*. Cada
elemento de ¢ restrito a NV, concorda com alguma G(F1, ..., F¥).

Obs(1): Se k independe do ponto, entio dizemos que a variedade (V, £) tem dimensao k.
Obs(2): £ é o anel das fungbes de V' em R, no sentido de soma e multiplica¢io ponto a
ponto. As constantes formam um sub-anel de £.

Obs(3): Existem definigbes alternativas de variedades diferenciaveis [64, 24, 12, 8, 66];
escolhemos a definigao acima por evidenciar mais os aspectos algébricos.

Seja ¥ uma aplicacio entre duas variedades diferencidveis (V,€) e (V,€), ¥:V = V;

este mapeamento induz uma aplicacio do anel £ em ¢ representada por

F:=Fo%¥ com Fec¢, F(p)=F(p), 5=U(p), Fet.
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A aplicagao ¥ : V — V ¢ diferenciavel se ' o ¥ pertencer ao anel ¢ para qualquer

F € £. Valem as seguintes regras de composi¢io:

(T—f—@)o\l’ = F—O\I’-I—_F—OII’, (B.1)

(FG)ow = (Fo¥)(Gow). (B.2)

O grupo de transformagoes (diferencidveis) uniparamétrico, em uma variedade, é
constituido por aplicagoes ¢ (t € ) em (V,€) que verificam
1) ¢ : V x B — V é diferenciavel,

i) prys = ¢r 0 Py

Com base nas defini¢des acima podemos fazer Fy = F o ¢, (F € £) com F; sendo C*
emt € ®. A derivada de F; com relacio ao parametro ¢ € £ tomada em { = 0, denotada
por X(F), tem as seguintes propriedades [45]:

1) X(F)e tse Feg,

n X(F+G)=X(F)+ X(G),

iii) X(F.G) = F.X(G)+ X(F).G (regra de Leibnitz), e
iv) X(c) =0, ¢ é uma constante.

X 1 & — £ é o gerador infinitesimal do grupo {¢;}. Chamaremos de campo vetorial
contravariante em V todo operador que obedece as quatro iiltimas condigdes acima. Va-
mos definir também a multiplicagdo de X por uma funcdo (G.X)(F) := G.X(F); assim,
o conjunto de todos os campos vetoriais € um modulo M sobre o anel £.

Cada grupo {¢:} de transformacoes de (V,£) a um parametro define um campo ve-
torial contravariante, a reciproca nio é verdadeira. Por outro lado, um grupo {¢:} é
completamente definido pelos geradores infinitesimais [64].

Dizemos que X se anula no ponto p se X(F)(p) =0, VF € £ e que o suporte de X,
suppX, € o menor conjunto fechado fora do qual X se anula.

Lema(B1): Se F(q) = G(q) para algum ¢ pertencente a uma certa vizinhanca N, de
um ponto p entdo X(F)(p) = X(G)(p). Temos supp X(F) C supp F N supp X.
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Pelo lema acima, fica estabelecido que o valor de X(F'}) numa vizinhanga N, de um

ponto p depende somente da restricao de F' aquela vizinhanca. Podemos escrever
X(F)(q) = *(2)0x F(z) (a"¢ C), (B-3)

onde z sao coordenadas locais com as quais € possivel expressar a funcéo F' € { (analitica)
numa vizinhanc¢a N, de um certo ponto p. Agora podemos ver o paralelismo entre os
conceitos de campo vetorial contravariante do calculo tensorial e o definido acima.

Escreveremos X(F){p) como X,(F'), esta notagio caracteriza X,, como um funcional
sobre £. Todos os funcionais restritos ao ponto p formaimn um espago vetorial denotado
por T,V que é o conhecido espago tangente a V' no ponto p. 7,V caracteriza-se por
) Xp(F + G) = X, (F) + X,(G),

i) X,(F.G) = F(p).X,(G) + X,(F).G(p), ¢
iil) Xp(¢) =0, ¢ é uma cte € &

Podemos ver que um campo vetorial contravariante associa a cada ponto p de V um
objeto de T,V , e faz isso de um modo diferencidvel. Na linguagem dos fibrados isto é
chamado de seccdo no fibrado TV [67, 65, 64].

A derivada de uma aplicagdo ¢ : V — V é um mapeamento entre fibrados tangentes,
$up : TV — TV, definido a cada ponto por X,(F o ¢) = X5(F) com F €€ e 5= ¢(p); 0
mapeamento ¢., ¢ linear.

Obs(4): Apesar de entrar uma I € £ na defini¢io de derivada, é ficil ver que . s6
depende do mapeamento ¢ e do ponto p.
Obs(5): ¢. : TV — TV é diferencidvel.

Dizemos que um mapeamento £ entre duas variedades F' : § — V é uma imersio de
S em V se a derivada dessa aplicagio F, : T,5 — T,—p(,)V for injetiva, isto é, o posto
de F, é igual & dimensdo de S. Um mapeamento G : § — V ¢ dito um mergulho, se
(G é uma imersdo injetiva. A imagem de G, Im{G), é chamada subvariedade de V e é

difeomdrfica a S.
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Obs(6): O comutador [X1, X,] := X3 X2 — X2X; é um campo vetorial! e vale a identidade
(de Jacobi) [ X, [Xa, Xa]] + [Xo, [Xs, Xu]] +[Xs, [X1, X2]] = 0. Desta forma o espago linear
de todos os campos vetorials contravariantes se transforma num anel de Lie.

Um campo vetorial covariante ¢ uma I-forma linear # sobre um mddulo M tomando
valores em £ e satisfaz
i) 6(X) € ¢,

) 0(X1 + Xz) = 0(X1) + 0(Xs),
m) 8(G.X) =Go0(X), Get.

Pode ser provado que [45] supp8(X) C supp8 N supp X [45].

Lema(B.2): O valor de #(X)(p) depende somente de X, e essa dependéncia é linear.
Podemos escrever um objeto do espago cotangente TV no ponto p do modo 6(X)(p) =
0,(Xp); esta férmula expressa a dualidade entre o espaco linear das I-formas B sobre o
anel £ e o espago vetorial formado pelos campos contravariantes.

Para um elemento F de &, fixo, X(F') é um funcional sobre M com valores em £ ¢

deste modo define um campo vetorial covariante dF' (diferencial de F):
dF(X) = X(F). (B.4)

Nem todo campo vetorial covariante é diferencial de funcao.
Como consequéncia da defini¢io de diferencial de uma funcio temos
1) d(F + Q) = dF + dG,
i) d(F.G) = F.dG + G.dF,
ii1) de = 0, onde ¢ é uma constante.

Se tomarmos F = z¥ ¢ X = §;, entio

dz*(8;) = (dz*,8;) = a:(z*) = &F. (B.5)

1A expressdo desse parébtese numa carta local serd vista mais adiante neste apéndice, como um caso
particular de derivada de Lie.
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Uma forma linear A em B, tomando valores em £, define de modo univoco um campo
vetorial contravariante X: X(F') := A(dF); com essa identificagdo podemos tomar k 1-
formas lineares independentes para formar uma base local de B. Definiremos uma r-forma
#" como sendo um campo tensorial covariante, o qual é antissimétrico e mulitilinear sobre
M, tomando valores em £.

Sejam 0% e @ respectivamente uma k-forma e uma I-forma em V; definiremos o produto
externo 8* A @' em V como uma (k-H)-forma cujo valor em (k-+1) vetores de TV é dado
por

08 AN X1, ., Xgy) = 3 sgn(€)05( Xy, -or X0 ( Xethtnys --r Xer)

onde €(1) < ... < e(k), e(k+1) < ... < €(k-+!) e onde (e(1), ..., e(k), e(k+1),....,e(k + )
é uma permutagio dos mimeros (1,2,....,k+ ), sgn{e) = 1 se a permutacio ¢ for par e
(-1) caso a permutagio seja {mpar. Soma-se sobre as CF* = CF* parcelas.

Um campo vetorial covariante gera uma 2-forma, isto é, um tensor covariante e antis-

simeétrico de ordem 2 pelo que chamaremos de diferenciacio exterior d,
(d8)(X1, X2) = Xu(B(X2)) — X(6(X1)) — 0([ Xy, Xa])-

Podemos generalizar a definicao de diferencial exterior para k-formas genéricas (ver
[64, pag ]). As propriedades da diferencial sio listadas abaixo:
1) dd =0,
1) d(0, -+ 8;) = d; + dbs,
i) d(0% A 0") = do* A 0! - (—1)%6% A @', onde A denota o produto exterior entre duas
formas quaisquer,
iv) d leva uma k-forma numa (k-1)-forma,
v) d é linear com relagio s constantes.
Obs(7): Se uma certa k-forma & pode ser escrita como diferencial de alguma (k-1)-forma,

entao dizemos que ¢ € exata. Se df = 0 para uma certa k-forma, dizemos que 8 € fechada.
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Podemos ver que neste tratamento (”index-free”), a estrutura diferencial néo é deter-
minada pelos sistemas de coordenadas que podem ser homeomorficamente estabelecidos
para uma dada variedade, porém ¢ determinada pelo anel ¢ das funcoes diferenciiveis
sobre (V,£). Devemos observar que os campos vetoriais contravariantes, por definicio,
sdo lineares somente sobre o sub-anel das constantes , ao passo que os campos vetoriais
covariantes sdo lineares sobre todo anel ¢, o que inclusive possibilita a sua definicao ponto
a ponto.

Obs(8): Definiremos a operagio de contragio ou produto interno ix#* de um campo

vetorial X de V pela k-forma #* do modo
iXHk(Xl, ...,Xk__.l) = Hk(X,Xl, ---,Xk—l)';
ix6* é uma (k-1)-forma em V. Vejamos por exemplo o caso em que 8 = a;dz’ ¢ X = z'd;:

ix0 =0(X) = a;dz*(278;)
= auz’dz'(0;)
= gz’ < da:i,aj >

= a;2°0;(2") = a;z’.

Vale também a seguinte relagéo:

ix(0F A 0') =ix8* A O + (—1)*0 Nixh

Obs(9): Podemos definir também a contragio 77* de uma l-forma # em V por um
tensor contravariante T* de ordem K; #p7* serd um tensor contravariante de ordem (k-

1) em V. Vejamos como isto ocorre num sistema de coordenadas local: se @ = a;dz’ e
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Tk — Tfl""’ikail ®...® 0;, entao

B.2 O paréntese de Schouten

O paréntese de Schouten definido para campos contravariantes completamente

antissimétricos é dado pela formula®

Lo by o . . o
[E[a-f-l],l-‘h-f-l]]; J 1 - (O_+I)Zk[;ul...;,,akrhzl...z-,]___(,},+I)I‘k[zl...z,,akzh_“..._yg]’ (Bﬁ)

onde ¥ é um tensor de ordem (¢ + 1) e I' é de ordem (¥ + 1). O resultado da operagao

definida acima ¢ um novo tensor contravariante, completamente antissimétrico {multive-

tor) de ordem (o + v+ 1). Valem as relagoes [57]

[2[0+1],I‘[“!+1]] — (_1)(a+1)(v+1) [Phﬂl g[a+1]]
s )

se v for par entio

[1-[%1]’ F[“"H]] = 0.

Verifica-se também uma "identidade de Jacobi”
(—1)2 D, T, Als]s + (1) A, [8, Tlsls + (=1)°0FI L, [A, Xs]s = 0.

Quando somente bivetores sio escolhidos para formar o novo tensor, temos a seguinte

definicao para o "Schouten bracket” em notagio global

(XAY,UAV]s=[X,UIANY AV FXATUIAV+YAX,VIAU+ X AUA[Y, V],

2(p) denota simetria nos p indices internos aos parénteses e [p] denota completa antissimetria.
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onde X, Y,U e V sao vetores coniravariantes. Vale lembrar que o paréntese de Schouten
é a unica extensao do paréntese de Lie que transforma a algebra graduada e comutativa
dos multivetores em uma algebra de Lie graduada ( com "n-vector fields” de grau (n-1))

para a qual a agdo adjunta € uma derivagio com relagdo ao produto exterior:
U, VAW]s = [U,V]s AW 4+ (=1)"DV A [U, W]s.

O paréntese de Schouten definido acima, para os multivetores, se relaciona diretamente

com uma. expressao que generaliza a da derivada exterior das 1-formas:
dw; (X, Y) = le (Y) — YIU] (X) — wl([X, Y]_g)

A generalizagio para uma forma qualquer € obtida a seguir; sendo wyyyy1 uma

(o + A + 1)-forma, define-se outras duas formas:
(WS )iy = Wiy.injoonie 20707, (WA)j1ode = Wiy jwioin A0,
com (X A A)fordeionir = yilio-doploial - A expressio da referida generalizacio é
dw(E A A) = dwa (%) + (—1) I dug(A) — w([E, Als);

observemos que (X A A) é um (o + A + 2)-vetor. Como vimos, o paréntese de Schouten
é simplesmente uma regra para se obter novos tensores a partir de uma certa familia de
tensores. Em fisica, estamos acostumados com algumas operagoes elementares do célculo
tensorial, como por exemplo a contracdo de dois tensores, a multiplicacao tensorial, etc.
Conhecemos também algumas operacdes nao triviais para se obter novos tensores. Um
exemplo é o da diferenciacao exterior d definida acima, d : A T*V — AT*V,eoutro éo
da derivada de Lie de um carapo X com relacio ao campo Y, £y X =¥, X, = Y X - XY,

cuja generalizagido para tensores de qualquer ordem é
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V.T) = & = V' aTh) - 3 T 0,y + IR S e

o simbolo (¢); significa que a k-ésima posig¢do é ocupada por o e nio por i ou j.
Como vimos, esta também pode ser representada por um paréntese. Algumas operacoes
tensoriais definidas por parénteses foram estudadas por Schouten e Nijenhuis [55, 56, 57,
58, 59). Em particular, eles estudaram alguns tipos de parénteses bilineares definidos
a partir de derivadas e que, além de obedecerem a um tipo de identidade de Jacobi
(como por exemplo a segunda propriedade do paréntese de Schouten), sdo completamente
independentes de métricas e/ou conexdes. O paréntese de Schouten é caracteristico dessa
abordagem.

Em 1951 Albert Nijenhuis, trabalhando em um antigo problema geométrico, descobriu
um paréntese em termos do qual o problema era agora resolvido de forma completamente

nova [58]. O paréntese de Nijenhuis pode ser apresentado pela expressio

[T AIN(X,Y) = [[(X), A(Y)]e + [A(X), T(Y)]e — AI(X), Y] — T[A(X),Y]e -
ALX,T(Y)le = Tlz, A(y)]e + ATIX, Y] 2 + TA[X, Y],

onde I' e A sdao mapeamentos lineares de um espago £ nele mesmo; em outras palavras, sdo
tensores do tipo (1,1). O paréntese de Nijenhuis de dois tensores (1,1) gera um tensor do

tipo (1,2). Associada ao paréntese de Nijenhuis definiremos a seguir a torgio de Nijenhuis:
(X Y) = [AAINXY) = [A(X), AY)]e = A(IAMX), Y] +[X, A(Y ) o) + Ao ALX, Y],

Esta torgdo aparece em diversos ramos da matematica e da fisica, esta por exemplo
ligada & condi¢do de integrabilidade local de campos tensoriais simétricos. Se A deter-
mina uma estrutura quase-complexa numa variedade, A o A = —1, a condi¢io necessaria

e suficiente para que uma estrutura quase-complexa seja complexa é que a torgdo de Ni-
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jenhuis se anule [68, 64, 65]. No caso em que A é um campo tensorial idempotente (um
projetor) e o seu complementar em V, A = 1 — @, eles determinam a cada ponto da
variedade TV (fibrado tangente de V') dois espagos vetoriais mutuamente ortogonais, TV}
e TVp. As condigdes de integrabilidade desses espagos podem ser postas diretamente em
correspondéncia com a tor¢io de Nijenhuis[55, 57, 59]; por exemplo, a condi¢do necessaria
e suficiente para que os dois subespagos TVy e TV (ou as distribuigdes associadas a eles)
sejam integraveis simultaneamente é que a tor¢ao de Nijenhuis seja nula para quaisquer X
e Y de TV; lembremos ainda que {A, A]lxy = [@, @]~ de modo geral. Na teoria da holono-
mia, a tor¢do é parte de uma curvatura definida no espago fibrado de uma variedade

compacta [60].

B.3 Algebras graduadas

Umea algebra graduada consiste de um sistema de médulos M = {£,}, cujo indice n se
refere a um grupo abeliano (em geral Z ou Z,) para o qual é definida uma operacgio ”e”
(produto) bilinear tal que

Hn ® fty, — fingm € £n+m:

LI
®

com fiy € £ € p € £y pode ser g-comutativa,

Hn @ fin = (""Unm#m ® fin,

e/ou g-associativa,

(fn @ ) ® ttp = ftn @ (fin, ® p1).

A algebra exterior das formas diferenciais € um exemplo de dlgebra graduada
g-comutativa e g-associativa. Um elemento geral de M pode ser escrito como uma
soma finita de componentes, sendo que a j-ésima componente pertence ao médulo £;,
M= ®.£,. O grau de um elemento geral p serd o grau do mais alto indice de médulos

que formam a "string” de modulos.
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Para o entendimento da teoria das deformagdes, é importante o conceito de algebra
de Lie graduada. Podem ocorrer dois casos: 1) uma algebra graduada que é concomitan-
temente uma algebra de Lie. O paréntese de Schouten definido para tensores simétricos
contravariantes

[E(a_,_l)’ I‘(’)""l)}';l"'ja Riyeciy — (0’ + 1)Ek(j1...jo-akrhi1...iry) _ (,}, + l)I‘k(iI""'“kaEhj“"j“),

onde X é um tensor de ordem (0 +1) e ' é de ordem (v+ 1) , é um exemplo desse primeiro

caso.

2) Uma algebra graduada cujo produto (bilinear) é dado pela operacio [, ]z, que verifica
as relacoes

[ty pom] = (=)™ [ftm, p]

(=)™ [[ttm, s o] + (= 1) [[fhns ttp], ptm] + (= 1) [ftp, ]y ] = 0.

Um exemplo deste tipo de algebra de Lie graduada é dado pelo paréntese de Schouten
de tensores contravariantes e completamente antissimétricos. A tltima identidade acima,
que faz o papel de identidade de Jacobi para as dlgebras graduadas, pode ser disposta de

uma forma que nos possibilita uma interpretagdo muito util:

[ty [t s 1] = [ty fhen]s o] + (1) [t [ ]

A expressdo acima para i, de ordem par pode ser vista como uma derivagio de [fi,y,, tip]
pois é exatamente uma regra de Leibniz para um produto na algebra. Para u, impar, a
mesma regra € dita ser uma antiderivagio. Em geral um operador D : M — M tal que

D £, — L, satisfaga a

Dfte, ® i) = (Dptr) ® 1, + (—=1)* g1y, ® Dt
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é dito ser uma derivacdo (graduada) de grau k. Esta definicdo vale para todas as algebras
graduadas como definidas acima e nao requer g-associatividade nem g-comutatividade.
Umn tipo especial de algebra de Lie graduada e que sera util para se estabelecer alguns
resultados da teoria das deformagses (ver cap 3) serd apresentado a seguir [73]. Sendo
V = @ V,, um espago vetorial graduado, definimos para V' o conjunto dos endomorfismos
Endi (V) consistindo de todos os mapeamentos lineares R tais que RV, C V,4; mais
especificamente, K é dado por uma ”string” de mapeamentos lineares tais que um R} €
Endy (V) leva um certo V,, em V4. De modo geral, Endi(V) tem dimensdo infinita.

Seja End(V) := @ Endi(V); definindo-se o produto
(R, Bn) = R Ry — (=1)""Ro R,

End(V) torna-se uma algebra de Lie graduada [73]. Verifica-se também que o conjunto
das derivagdes graduadas de V, Der(V'), é uma subdlgebra de End(V).

Seja V. = AW™ a algebra exterior sobre o espago W*, dual a W. Aqui, o produto
g-comutativo é dado pela relagdo wn, A w, = (=1)""w, A wy, w, €V, = A»W*. Como
vimos, podemos considerar aqui a existéncia de Der(V). Analisemos o caso em que W tem
dimensao finita e consequentemente V também. Os termos de ordem positiva (A" W* com
n > 0) séo todos gerados por W*. Podemos concluir que toda derivacdo é determinada

pela sua agdo sobre W* e assim torna-se possivel a seguinte identificacio:
Deri (V) = Hom(W*, AFFTW*) = AW @ W.

Portanto uma k-derivagéo corresponde a uma (k + 1)-forma em V' com valores em W

("W -valued forms”). Podemos definir esta k-derivagido em V' segundo

(D9k+1 wl) (Xla "‘7Xk+f) - ngn(e)wl (9k+1(X€(1)7 seey Xe(k+1))aX€(k+2)a ---;Xe(k+l)) 3
P

com X; € W, 8 uma (k + 1)-forma e w uma l-forma, ambas com valores em W. Em

81



[59] Dgw é denotada por wA#b; esta operagao, definida para os elementos de V, gera uma

algebra graduada com a propriedade
(wTR8) Tip — WP (07eh) = (—1)7* {(w7p) RO — Wik ($70)},

onde @ é de grau (r + 1) e ¢ é de grau (s +1).

Um comutador é definido por intermédio da operacao A,
[6,9] := 689 — (1) 9RO = Dyb ~ (~1)"* Do,

e ¢ conhecido como o paréntese de Richardson-Nijenhuis [61, 62]; obedece a uma
g-identidade de Jacobi e verifica também a relacio [Dg, Dy] = Dy yx; também exibe
a subdlgebra Der(V), de End(V). Esta regra é conhecida como algebra de Frolicher-

Nijenhuis,

B.4 Cohomologias de algebras

Seja uma &lgebra de Lie graduada L, juntamente com um operador diferencial

§ : Ly — Ly, definido para qualquer K e tal que verifique

82 =0,

Ly ] = [Spuaey ] + (=1)" [, 6p21]

com pp € Ly e yuy € L;. Vamos considerar o conjunto de i tais que 8p = 0; seja Zp C Ly,
este conjunto. Se juntarmos todos os Zi, pela segunda relagdo acima obteremos uma
subdlgebra 7 = Z; de L. Denotando por By C Ly o conjunto de elementos p; que sio
obtidos por derivagdo de algum elemento w, as identidades acima implicam que By C Ly
e que se juntarmos todos os By obteremos um conjunto B que é um ideal de Z. Os

espagos quocientes Hy(L) = Zi/By juntos formam a algebra graduada H(L) chamada
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dlgebra de cohomologia de L (relativa ao operador §). Vamos entdo dar um exemplo:
se L for a algebra de Frolicher-Nijenhuis de um espago vetorial W, e g for um elemento
de Dery(V) tal que [p, g* = 0, entdo p definird um operador diferencial em V quando
multiplicar um elemento de V & esquerda e, como vimos anteriormente, também definird
um mapeamento bilinear antissimétrico de W x W em W. E facil ver que a identidade
[, #]* = 0 na &lgebra de Frolicher-Nijenhuis corresponde 4 identidade de Jacobi clissica

em W [73]. Concluindo, ¢ define uma dlgebra de Lie classica em W.
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