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Resumo

Através de simulagao computacional extensiva varios aspectos da criticali-
dade do automato celular probabilistico unidimensional de Domany-Kinzel sio ana-
lisados, tais como: diagrama de fases, pardmetros de ordem e seus campos externos
conjugados, suscetibilidades associadas a tais parametros de ordem, tempo de re-
laxagdo ao equilibrio e o efeito, sobre as classes de universalidade do modelo, da
introdugao de vinculos na dinamica de evolugao desse autémato.

Os resultados centrais desse amplo estudo numeérico sao a descoberta de uma
terceira fase (fase cadtica) no diagrama de fases do autémato de Domany-Kinzel e a
proposta de um campo externo conjugado a distancia de Hamming, o parametro de
ordem caracteristico da transicdo dinamica desse autémato.

Também investigamos, através de um grupo de renormalizacio no espago
real, o modelo do relégio quiral (“chiral clock model”) de trés estados definido em
uma rede hierdrquica. A rede do tipo ponte de Wheatstone preserva a estrutura
dos estados fundamentais do modelo e permite sua solugao exata, a qual serd uma

aproximagao quando comparada ao modelo definido na rede quadrada.



ii

ABSTRACT

Through extensive Monte Carlo simulations, we analyse several aspects of
the stochastic one-dimensional Domany-Kinzel cellular automaton (CA) criticality,
namely: phase diagram, order parameters, its conjugate fields and associated suscep-
tibilities, magnetization relaxation time towards equilibrinum and the effect of con-
“straints introduced in the CA evolution rule on the critical surfaces and universality
classes of the model.

The main results of these extensive numerical simulations are the demon-
stration that the Domany-Kinzel CA phase diagram presents a third phase (chaotic
phase) beside the two previously suggested, and the introduction, for the first time,
of a conjugate field to the Hamming distance, the order parameter associated to the
active-chaotic (or dynamical) phase transition.

Also, we investigate, using a real-space renormalization group approach, the
three-state chiral clock model in a self-dual planar hierarchical lattice. In order to
simulate the square lattice and preserve, under renormalization, the ground states of
the system, we selected a Wheatstone-bridge-type hierarchical lattice, for which our
RG approach 1s exact.
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INTRODUCADO.

Nos dltimos anos somos testemunhas de um grande avango na Fisica Es-
tatistica, em particular no que se refere ao estudo dos sistemas complexos. Falando
livremente, entendemos por complexos os sistemas constituidos de muitos compo-
nentes relativamente simples, interagindo entre si e que sdo capazes de mostrar in-
trincados padrdes espago- temporais. Tais sistemas ocorrem em profusido em areas
que variam desde a biologia até a economia, o que torna inevitavel o carater in-
terdisciplinar de sua investigagao. No caso da biologia, em particular, estruturas
morfo-fisiolégicas fractais [1, 2], correlagoes de longo alcance (3] e até o comporta-
mento social de insetos [4], podem ser propriedades emergentes, auto- organizadas da
dindmica de muitas células ou individuos interagentes e cuja informagio necessaria
a sua construgio nao esta inicialmente contida no DNA. Uma vez que um aspecto
essencial de tals sistemas é o comportamento cooperativo entre a multiddo de seus
constituintes simples, os fendmenos complexos séo, por exceléncia, um campo aberto
a contribuicao dos fisicos estatisticos.

Entretanto a maneira tradicional dos fisicos de modelar fenomenos com-
plexos leva, geralmente, a grandes conjuntos de equagdes diferenciais ou integrais nao
lineares acopladas cuja esperanca de solugio analitica é minima. Mesmo acreditando-
se, por principio, que essas equagoes descrevam com precisao quantitativa os resulta-
dos experimentais ou o comportamento da natureza, sua complexidade obscurece os
principios fisicos basicos envolvidos no fenémeno modelado e quase proibe extrapo-
lar qual o tipo de comportamento exibido pelo sistema sob condi¢des experimentais

distintas.



Por outro lado os métodos perturbativos nao sc aplicam adequadamente a
sistemas nao lineares, capazes de respostas “desproporcionais”mesmo as menores e
mais sutis excitagbes ou variagdes em seus parametros. Assim, novas ferramentas
de investigagio devem ser introduzidas e as simulagbes computacionais se transfor-
mam, cada vez mais, emn uma poderosa técnica para o entendimento dos fendmenos
complexos. Essas simulagbes requerem novas estratégias ou algoritios uma vez que
a simples solugdo numérica das equagtes diferenciais ou integrais acopladas envolve
enormes problemas, exigem vasta memdria e tempo de computacio em velozes com-
putadores, inviabilizando, por vezes, a exploragao exaustiva do espago de parametros
desses sistemas complexos.

Uma alternativa é construir modelos que sio discretos no tempo, no espaco,
nas varidveis e nos quais as leis fisicas sdo “imitadas” por regras simples processadas,
geralmente, em paralelo. Em suma: Autématos Celulares (ACs). Exatamente por
sua simplicidade, os ACs sao importantes instrumentos para modelar fenémenos com-
plexos, para os quais os parametros relevantes ou os mecanisimos fisicos envolvidos,
bem como sua importancia relativa, sdo pouco conhecidos. A grande velocidade de
simulagao dos ACs permite explorar melhor o espaco de parametros e decidir, ou pelo
menos excluir, mecanismos fisicos irrelevantes para cada sistema complexo.

A primeira parte desta tese se concentra exatamente no estudo de um
automato celular, proposto por Domany e Kinzel, relacionado a modelos de spins
e problemas de percolagio na rede quadrada. No capitulo 1 apresentamos os aspectos
basicos dos ACs. Em particular discutimos como os ACs podem gerar espontanea-
mente estruturas complexas, um dos mais interessantes fenémenos exibidos pelos sis-
temas dindmicos. Além do comportamento dinamico (temporal) dos sistemas cadticos
com poucos graus de liberdade, os ACs, como sistemas espacialmente estendidos (com
muitos graus de liberdade), sdo capazes de exibir caos e gerar complexos padroes es-
paciais. Esse capitulo é, essencialmente, uma rapida revisao dos conceitos basicos
e das propriedades dinamicas dos ACs. Ele contém alguns resultados originais que
incluem certas figuras e graficos e uma comparacao entre as classificacoes de Wolfram

e Tsallis para os ACs.



No capitulo 2 fazemos uma breve revisdo do uso dos ACs em Fisica Es-
tatistica. Discutimos inicialmente o autémato determimistico Q2R, proposto por
Pomeau e Vichniac, € que € capaz, em razdo de seu cardter paralelo, de répidas
simulacoes do modelo de Ising no ensemble microcandnico. Em seguida descrevemos
em algum detalbe a relagio existente entre os automatos probabilisticos unidimensio-
nais e os modelos estatisticos de spins em duas dimensées. Em particular mostramos
como os acoplamentos desses modelos de spins sao determinados pelas probabilidades
condicionais usadas na defini¢io das regras dos ACs probabilisticos unidimensionais.
Também mostramos como o AC probabilistico de Domany-Kinzel, o principal objeto
desta tese, contém, como casos particulares, os problemas de percolagio direcionada
e percolagio compacta na rede quadrada. Novamente esse capitulo é uma revisao
da literatura e se faz necessario para ilustrar o uso dos ACs como modelos em fisica
estatistica e como base para o capitulo seguinte.

No capitulo 3 estudaremos extensamente, através de simulagio computa-
cional, o AC de Domany-Kinzel. Varios aspectos da criticalidade desse autdmato sio
analisados: o diagrama de fases dos casos isotropico e anisotropico, parametros de
ordem, campos externos conjugados a esses parametros e as fungbes respostas line-
ares (suscetibilidades) associadas, o efeito da introdugéo de vinculos na dinimica de
evolucdo do AC sobre as classes de universalidade do modelo, tempo de relaxagéo ao
equilibrio etc. Todos esses resultados sdo originais e alguns deles foram confirmados
por simulacbes mais extensas ou calculos do tipo campo médio, realizados por ou-
tros pesquisadores. Sem duvida os principais resultados desse amplo estudo numérico
foram a demonstragdo inequivoca da ezisténcia de uma terceira fase (fase cadtica) no
diagrama de fases do AC e a proposta de um campo externo conjugado é distdncia de
Hamming, o parametro de ordem que caracteriza a transicao de fase ativa-cactica.

O capitulo 4, que compde a segunda parte desta tese, é dedicado ao estudo,
através de um grupo de renormalizacio no espaco real, do modelo do relogio quiral
de 3 estados definido em uma rede hierdrquica. A rede hierarquica, do tipo ponte de
Wheatstone, foi escolhida de modo a preservar a estrutura dos estados fundamentais

do modelo. Para essa rede nosso formalismo de grupo de renormalizagdo tem solugio



exata, que fornecera uma aproximagao ao problema definido na rede quadrada. En-
tretanto, o formalismo de grupo de renormalizagio usado néo foi implementado para
detectar a rica estrutura de fases moduladas apresentada pelo modelo quiral.
Finalmente concluimos no capitulo 5, no qual estao reunidos e sintetizados
os principais resultados obtidos nesta tese bem como indicadas as futuras perspectivas

para a continuagio desses trabalhos.



Capitulo 1

AUTOMATOS CELULARES.

Neste capitulo discutiremos alguns aspectos basicos dos automatos celulares
(ACs) tais como a sna definigdo, alguns exemplos unidimensionais simples, os diversos
critérios usados para sua classificagao e certas caracteristicas importantes da evolugao
dinamica desses sistemas. Além disso mostraremos alguns exemplos importantes da

aplicaciao dos ACs no estudo de sistemas complexos em Fisica e Biologia.

1.1 Definicao e Exemplos.

0Os ACs sio modelos matematicos para sistemas complexos compostos por
um grande nimero de componentes simples e idénticos, chamados sitios ou células,
que interagem entre si via acoplamentos locais (definindo, neste caso, uma estrutura
de rede) ou de longo alcance ( caso no qual a estrutura da rede perde o sentido € ¢é
substituida pelo nimero de conexées de cada sitio).

Todo sitio ou célula sé pode assumir um, dentre um conjunto finito de valores
possiveis. O novo valor associado a cada sitio depende dos valores anferiores da
vizinhanca desse sitio (i.e., do conjunto de sitios conectados a ele). A evolugio do
sistema € feita simultaneamente em passos de tempo discretos e de acordo com uma
regra particular associada a cada célula (em geral a mesma para todas elas).

Em resumo, os ACs sdo caracterizados por trés aspectos basicos: variavel ou



campo discreto, espago discreto e tempo discreto. Essa tripla discretizagdo nos leva
& um sistema que pode ser estritamente tratdvel num computador real, sem diivida
um dos pontos chaves responsavels pelo interesse atual no estudo dos ACs.

Como ficard claro nos exemplos que se seguem, esses modelos, apesar da
simplicidade de sua construgio, exibem em muitos casos comportamentos complexos.
Mesmo evoluindo a partir de estados iniciais aleatorios, sem estrutura, muitos ACs
mostram “auto-organizacio” com o surgimento de padroes espaco-temporais para
tempos grandes. E claro que a forma e a extensao desses padroes dependerd da
natureza da regra de evolugdo do AC.

De modo a entender melhor essa definicdo e estabelecer nossa notagio va-
mos considerar os ACs unidimensionais estudados por Wolfram [5, 6]. o:(t) repre-
sentara o valor, no tempo t, do sitio ¢ ( = 1,2,..., N) de uma rede periddica uni-

dimensional, podendo ser qualquer inteiro pertencente ao intervalo [0, K — 1}, isto &,

0;=0,1,2,..., K —1,¥1i. O valor do sitio i mudaréd no tempo pela aplicacao do mapa
oi(t) = Floi_(t —1),...,0:(t = 1),...,00,(t — 1)] (1.1)
onde F; : {vizinhanga do sitio ¢} — {0,1,...,K — 1} é uma funcio arbitraria que

especifica a regra do AC. Em geral colocamos F; = F, Vi, isto é, uma regra homogénea
(idéntica para todo sitio). O parametro r na equacao 1.1 define o alcance da regra: o
valor de um dado sitio depende dos valores de uma vizinhanca de no maximo 2r + 1
sitios, no passo de tempo anterior.

Dados r e K temos K% 1! possiveis configuragoes da vizinhanca para o sitio
i, sendo que cada uma delas forma uma tinica seqiiéncia de 2r + 1 digitos, capazes de
assumir K valores. Portanto cada configuragao corresponde a uma “string” de 2r 4 1
digitos K-narios, ou seja, a um ndimero escrito na base K. Logo todas as possiveis
configuracoes da vizinhanga podem ser representadas na base 10, ¢ de maneira inica,

por um niimero entre 0 e (K**! — 1} como abaixo:

’U(t) = i 0,‘+J'(t)1{r_j (12)

jmr



Uma vez que a fungao F pode associar qualquer um dos K valores possiveis a uma

Kar+l

dada vizinhanca v(t) temos um total de K possiveis regras de automatos unidi-

mensionais. Assim uma forma alternativa da eq. 1.1 é:

oi(t) = Flo(t)] = F i oipi(t ~ K™] (1.3)

j=—7
com F tendo um tnico argumento inteiro. As regras totalisticas, usadas em varios
exemplos abaixo, sao obtidas quando todos os sitios na vizinhanga possuem igual
peso, de modo que o valor de um sitio depende apenas da soma total dos valores

precedentes de todas as células de sua vizinhanga. Para regras totalisticas temos

+7
ailt) = F1Y oui(t— 1) (1.4)

J=—7
O estado ou configuragio de um AC no passo de tempo t fica especificado pelo con-
junto dos valores o;(t),7 =1,2,...,N. As regras cuja evolugdo temporal mantem
invariante a configuracdo “nula”, para a qual ¢; = 0,1, sdo ditas “legais”. Para tais

regras legais devemos ter

F[0,0,...,0] =0o0u F{0] =0 (1.5)

Os autdomatos totalisticos constituem uma pequena parcela de todas as regras possi-
veis, apenas K(E-DE 1) Aqui (K —1)(2r + 1) é o nimero de somas possivels para
2r + 1 sitios capazes de assumir K valores. O nimero de regras totalisticas legais é
ainda menor, K@r+O(E=1)-1"14 que F(0) = 0 sempre.

Para fixar o que foi dito acima, consideremos trés exemnplos dentre os auto-
matos mais simples: aqueles com vizinhanca de 3 sitios (r = 1) e dois estados por
célula (K = 2), mostrados na tabela 1.1.

Nessa tabela vemos, por exemplo, que a regra 90 associa & vizinhanca 111
o valor o; = 0 ao sitio central no préximo passo de tempo, isto é, F[1,1,1] = 0 ou
F[7} = 0. J4  vizinhanga 110 a regra 90 fornece o;({) = F[110] = 1 ou g;(t) = F[6] =

1 para o novo valor do sitio central e assim sucessivamente.



r Vizinhanga no tempo ¢
Regra | 111 | 110 | 101 | 100 { 011 | 010 | 001 | 000
90 0 1 0 1 1 0 1 0
22 0 0 0 1 0 1 1 0
150 1 0 0 1 0 1 1 0

Tabela 1.1: Valores associados ao sitio central para cada uma das 8 vizinhangas

possiveis pelas regras 90, 22 e 150. Todas com K =2er = 1.

Note que todos os ACs acima, 90, 22 e 150, sao legais e que as regras 22 e

150 sao totalisticas. Em particular para a regra 22 temos

oi(t) = { 1 ,se S ot —1)=1 16)

0 , diferentemente,
um exemplo da eq. 1.4.

Na figura 1.1 mostramos os padrdes gerados pela evolugao temporal da re-
gra 90 a partir de dois estados iniciais: o primeiro com apenas um sitio néb nulo
(semente) e o segundo uma configuragio aleatéria na qual cada sitio pode ser 1
ou 0 com igual probabilidade. Note que a regra 90, embora muito simples, produz,
como mencionamos anteriormente, uma surpreendente estrutura espago-temporal com
tridngulos de varios tamanhos ( caso de estado inicial aleatério) ou o “gasket” de
Sierpinski (caso de uma semente), um fractal regular com dimensao fractal D =
In3/ln2~1,59.

Na tabela acima especificamos a fungao F, a regra de evolugao temporal do

AC, através de um niimero ou codigo

+r D 72 ¥}
Rr= S Floie..., o0 KTommr ol (1.7)
Fi—p e itr

ou

Kart?

Rp= Y Fl(t)]K*0. (1.8)

v(t)=0



Figura 1.1: Padrdes espago-temporais gerados pela evolugdo temporal da regra 90
(K = 2 er =1) apartir de: (a) uma semente (estado inicial com um unico sitio nao

nulo} e (b) um estado inicial aleatério (valores 0 e 1 equiprovaveis).
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Esse nimero decimal contém, em resumo, toda a informagao presente na tabela que
define uma dada regra. Isso pode ser visto facilmente através da eq. 1.8, a decom-
posi¢ao na base K do cédigo Rp. Dessa decomposigao descrobrimos imediatamente
os valores F'(v) associados ao sitio central de cada vizinhanga v. Assim, por exemplo,
a regra 90 tem a seguinte decomposi¢io na base 2 : 90 = 01011010,. Entéo o sitio
central serd o;(t) = 0 se sua vizinhanca anterior, g;_;(t — 1),0:(t — 1), 0i4;,(¢t — 1), for
{111}; serd o:(t) = 1 se, no tempo t — 1, sua vizinhanga for {110} e assim por diante
até oi(t) = 0 se, em ¢ — 1, sua vizinhanga for {000}. De maneira aniloga podemos

especificar uma regra totalistica por um cédigo decimal

(2r+1)}(K-1)

Crp= Y.  F[soma]K*™* (1.9)
soma=0
onde
4r
soma = 3 Oiyj. (1.10)
=

E claro que todas as 256 regras de AC unidimensionais, com K =2 er =1
podem ser escritas em termos de fungbes Booleanas de 3 entradas, envolvendo os
operadores logicos V (and),A (or),@ (xor) e = (not). Assim, por exemplo, a regra 90
é representada pela funcio Booleana o;_; @ 0i41.

A generalizacao das equagdes 1.1 ou 1.3, isto é, das regras de AC para di-
mensdes superiores é imediata. Parar = 1 existem no minimo, duas formas simétricas
de vizinhanca: a de von Neumann, contendo 2d + 1 sitios, e a de Moore contendo 3¢
sitios; ambas sdo mostradas na figura 1.2. Para outros valores de r outras “células
unitdrias” podem ser definidas.

Discutidos esses pontos iniciais estamos em posigio de tentar uma definigao
bastante geral para os AC, conforme referéncia [7].

Considere um conjunto enumerdvel de posicdes {x;}{i = 1,2,..., N) de qual-
quer arranjo espacial ( por exemplo, uma rede de Bravais como a cadeia linear ou uma
rede hierdrquica como o “Sierpinski gasket”). A cada uma dessas posigoes associamos

uma variavel o; capaz de assumir K; valores distintos {isto é, 0; = 1,2,..., K;). (Em



11

|
|
|

vou Neumann Moore

Figura 1.2: Vizinhanga de von Neumann ¢ Moore no caso bidimensional

geral K; = K,Vi e tipicamente k' = 2). No tempo ¢ = 0 devemos fornecer o conjunto
{0:(0}}; a configuragao {¢;(1)}, no tempo ¢ = 1, ou é diretamente dada como parte
das condigdes iniciais ou é determinada a partir de um certo conjunto de regras (deter-
ministicas ou estocasticas) Fi({o;},1). isto é, a:(1) = Fi({s;(0)},1),Vi. No caso mais
geral as condi¢des iniciais sao dadas pelo conjunto {{e:(0)}, {o:(1)}.... . {o:(7}}} =
{o:(0 — 7)}, a situacdo mais freqgiiente sendo aquela no qual 7 = 0, ou seja, o
novo estado do AC depende apenas de seu estado anterior. Isso define um processo
Markoviano em tempo discreto com variaveis simultaneamente atualizadas. O proprio
conjunto de regras {Fi({o;},t)} pode mudar com o tempo ¢ de modo que, no caso

mais geral, a evolugido do AC se expressa como

oi(t+1) = F({a;(0 = 7)},7+1)
oi(r+2) = F({o{l »7+1)},7+2)

oi(t) = F({lo;t—-1—-7—t-1}ht), t=7+1,7+2....
(1.11)

O caso mais freqiiente é F;({o;(t—1—7 — t—1)},t) = F({o;(t—1—7 — t—1)}), ¥(i,1).
ou seja, regras imutdveis no tempo e homogéneas, quer dizer, independentes da
posicao do sitio (invariantes por translagio no caso de redes de Bravais). Note que
existe a possibilidade da regra de um AC variar no tempo também se a vizinhanca
de cada sitio muda a cada instante.

Além disso as regras mais comuns sao homogéneas locais, para as quais o;(t)
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é determinado (supondo 7 = 0 por simplicidade) pelos valores {o;(t — 1)} com j per-
correndo os r vizinhos do sitio ¢ (incluindo ele préprio). De modo a simplificar nossa
notagao usaremos, até o final desta se¢do, r para indicar o namero total de vizinhos
de um dado sitio que antes, na notagdo de Wolfram, era 2r 4+ 1. Para tais ACs as
regras sao eslabelecidas dando , no caso deferministico, um mapa ou correspondéncia
entre as K7 vizinhangas e os K estados possiveis, ou, no caso estocdstico (também

dito probabilistico ou aleatério), dando o conjunto de probabilidades

{ plo1,02,...,0:/0),plo1,02,...,0+/1),...,p(01,002,...,0,/K — 1)} (1.12)

satisfazendo a condicao

K-1
> ploy,0g,...,00/0;) =1 (1.13)

o=0
onde ¢; = 0,1,2,..., K - 1(j = 1,2,...,r). Aqui p(o1,02,...,0,f/0) é a proba-
bilidade de termos, para o sitio dado, o estado ¢ no tempo ¢, sabendo-se que no
tempo (t — 1) os estados de seus r vizinhos eram {o1,02,...,0,}. Esse AC proba-
bilistico é caracterizado por (K — 1)K™ probabilidades independentes, por exemplo,
{p(en,...,0:/0),...,p(01,...,0./K—2)} para cada um dos K™ estados da vizinhanga
{0y,02,...,0,}. Eclaro que esses ACs contém como casos particulares autématos de-
terministicos.

Como ilustracio da ampla definigio acima, eq. 1.11, e da generalidade dos
ACs vamos discutir mais alguns exemplos.

EXEMPLO 1: automatos com limiar e modelos de redes de neu-
réonios & temperatura nula [8].

Consistem de N sitios binérios interagentes cujos valores o;(t) = +1 evoluem
de acordo com func¢des f;, dependentes de r varidveis de entrada o;, (7),...,0;.(2), €

definidas pela prescrigao

f,’ = stnal (ZJ,'J'O'J'('!‘.) — h),'f‘: = 1,2,...,N e VL. (114)

2
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O indice j varia sobre os r vizinhos do sitio i. Os acoplamentos J;;, frequentemente
assimétricos, sao escolhidos aleatoriamente de acordo com uma dada distribuigao
P(J;;) de modo que uma fragdo ¢; dos acoplamentos é positiva (excitadora), uma
fracao g, é negativa (inibidora) e a fragao restante é nula (diluigéo). Assim cada sitio
realiza, em passos de tempo discretos, um teste: se o estimulo proveniente de seus
vizinhos (¥; Ji;05(t)) superar o limiar h entédo ele ficara ativo (oi(t + 1) = +1), caso
contrario ele ficard inativo (oi(t + 1) = —1).

A regra 1.14, imutdvel no tempo e homogénea, pode ser aplicada a dois tipos
de estruturas: um AC nao local, com interagdes de longo alcance (caso de dimensao
infinita ou de campo médio) no qual as r entradas de cada sitio sdo escolhidas ao
acaso dentre os N — 1 restantes; a outra, um AC local de dimensao finita no qual os
sitios estdo sobre uma rede regular d-dimensional (por exemplo uma rede quadrada,
r = 4, ou cibica simples, r = 6) e as r entradas do sitio ¢ sao os seus primeiros
vizinhos na rede.

Nesses modelos cada sitio pode representar um spin, um neurénio formal,
um gene, um linfécito etc. O estudo da dindmica deterministica desses autématos
desordenados é relevante para o problema de processamento de imagens e reconhe-
cimento de padrdes visuais bem como a implementacio de “computadores neurais”
com arquitetura paralela capazes de comportamento cognitivo.

EXEMPLO 2: o modelo de Kauffman {9].

O modelo de Kauffman foi introduzido para o estudo da diferenciagao celu-
lar. Ele descreve um sistema de N genes o0;(t) = +1 (41 se o gene esta ativo e
—1 se ele estd inibido). A atividade de um dado gene ¢ é influencida por r out-
ros genes, jj(i),j2(2),--.,J-(t), usualmente distantes do gene . Assim & uma boa
aproximagao assumir que j§;(i),.. ., j-(¢) sdo escolhidos aleatoriamente dentre os N
genes, As atividades dos genes evoluem, em passos de tempo discretos, de acordo

com funcdes Booleanas aleatérias f; de r entradas

oi(t +1) = fila;m () - - -, 05w (1))- (1.15)
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o | filo) | not | identidade | fy{o)
_ + + R -
+ | + - + -

Tabela 1.2: Possiveis fun¢oes Booleanas de um unico argumento bindrio.

Figura 1.3: Exemplo de um diagrama de conexoes para o modelo de Kauffman com

N = 5 sitios e nimero de vizinhos ou conectividade r = 3.

Existem 22" diferentes fun¢oes Booleanas de r variaveis: por exemplo para
r = 1 existem 4 funcdes Booleanas mostradas na tabelal.2.

0O AC de Kauffman, deterministico, ndo homogéneo e nao local, é um e-
xemplo de uma classe de modelos conhecidos como redes de autématos aleatdrios.
A aleatoriedade entra nesse AC em dois pontos: na escolha dos r vizinhos de cada
sitio e das funcdes f; usadas para atualizi-los. Especificados no tempo ¢ = 0 eles
permanecem fixos para sempre. Nessa versio de campo médio ou de dimenséo infinita.
a estruiura relevante é um intrincado diagrama de conexdes como exemplificado na
figura 1.3. E claro que podemos definir um AC de dimensdo finita no qual as r
entradas sio os primeiros vizinhos de um sitio numa rede regular d-dimensional.

EXEMPLO 3: o AC de Domany-Kinzel [10].

Esse autdbmato probabilistico com K = 2 e r = 2 estd ligado a modelos
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de spins bidimensionais envolvendo interagoes anisotropicas de multispin e campos
externos. Além disso contém como casos particulares os problemas de percolagiao
direcionada e percolagao compacta numa rede quadrada. Ele sera o principal objeto
de estudo dessa tese.

O AC de Domany-Kinzel extendido consiste de uma cadeia linear de N sitios
com condigbes de contorno periddicas. Cada sitio ¢ é capaz de assumir dois valores:
o; = 0ouo; = 1. A evolugdo no tempo de cada uma dessas varidveis depende ,
de maneira probabilistica, dos estados de seus vizinhos imediatos, & esquerda o;_;
e & direita 0;4;, no instante de tempo anterior de acordo com as probabilidades

condicionais

p(1,1/1) = p2, p(1,0/1) = p1,p(0,1/1) = ps e p(0,0/1) = po. (1.16)

(E evidente que p(0;_1,0i41/0) = 1 - p(0i-1, 0i41/1).) Esse autdmato contém, como
casos particulares, 16 ACs deterministicos unidimensionais do tipo Wolfram quando
as probabilidades condicionais assumem, simultaneamente, os valores inteiros 0 ou 1.
Por exemplo, no canto p1 = ps = 1, p, = 0 e pp = 0 temos a regra 90 ou XOR. Note
que ao tornarmos p(0,0/1) = 0 estamos considerando um AC legal.

Nas figuras 1.4 e 1.5 mostramos tipicos padroes espago-temporais gerados
pelo AC de Domany-Kinzel isotrépico (p(1,0/1) = p(0,1/1)} para trés conjuntos de
probabilidades pertencentes, respectivamente, & cada uma das trés fases desse AC
que serao discutidas mais adiante.

EXEMPLO 4: Sistemas governados por um Hamiltoniano: o mo-
delo de Ising.

Sistemas em mecanica estatistica sao usualmente definidos como colegdes de
N objetos que interagem através de um Hamiltoniano H, cuja “dindmica” pode ser
estudada através da introdugdo de regras de evolugao compativeis com este Hamil-
toniano. Um exemplo tipico é 0 modelo de Ising que consiste de NV spins 0; = X1
localizados numa rede regular (em geral com condigoes de contorno periédicas). A

energia H({o}) da configuragéo de spins {0} = {01,03,...,0n} é dada pela expressdo
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Figura 1.4: Padrdes espaco-temporais gerados pela evolugao temporal, a partir de
estados iniciais aleatdrios equiprovaveis, do AC de Domany-Kinzel com N = 500
sitios, p(0,0/1) = 0 € (a) p(1,1/1) = 0.7, p(1,0/1) = p(0,1/1) = 0.5 (fase congelada);
(b) p(1,1/1) = 0.7, p(1,0/1) = p(0,1/1) = 0.8 (fase ativa) e (c) p(1,1/1) = 0.1,
p(1,0/1) = p(0,1/1) = 0.8 (fase cadtica).
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Figura 1.5: Padrées espago-temporais gerados pela evolugdo temporal, a partir de
estados iniciais sementes, do AC de Domany-Kinzel com N = 500 sitios, p(0,0/1) =0
e (a) p(1,1/1) = 0.7, p(1,0/1) = p(0,1/1) = 0.5 (fase congelada); (b) p(1,1/1) = 0.7,
p(1,0/1) = p(0,1/1) = 0.8 (fase ativa) e (c) p(1,1/1) = 0.1, p(1,0/1) = p(0,1/1) =

0.8 (fase cadtica).
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{d}) "'ZJtJO'iO'J Z:h;'O'i (117)

sendo Ji; = J; a interagio entre os spins ¢ e j e h; o campo local no sitio 5. As

propriedades de equilibrio & temperatura T desse sistema sao descritas pela probabil-
idade

H{{e})

Pulfo)) = SR (118)

da configuragao {o} ser ocupada. Z é a fungdo de partigao

Z= ?_;xp k{‘,}})) (1.19)

Existem diversas maneiras de introduzir regras dinamicas para esse sistema.
Vamos descrever uma delas, a dindmica segilencial de banho térmico (“heat bath”) na
qual se atualiza do primeiro ao dltimo spin, um de cada vez e sempre nessa ordem, &
maneira de uma “datilégrafa”. Essa dinamica também leva a tradicional distribuigio
de equilibrio de Boltzmann. Na dindmica de banho térmico comegamos com uma
dada configuracio inicial de spins {o(0)}. Para fazer a evolugio do sistema de uma
configuragio {o(¢)}, no tempo t = nAt, n = 1,2,3,... ¢ At = 1/N, para uma
configuracio {o(t + At)}, no tempo ¢ + Af, realizamos os seguintes passos :

1) tomamos o sitio i = n — [(n — 1)divN]N. Assim, a cada passo de tempo

At escotheremos, sempre na. mesma ordem e do primeiro ao dltimo, apenas
um spin da rede;

ii) calculamos a probabilidade
1 Y Jioi + b

1
Pf(t) =5+ —-tanh( kBT )1

5+3 (1.20)

iii) sorteamos um nimero aleatério z;(t) uniformemente distribuido mo
intervalo [0, 1];

iv) atualizamos o spin ¢; de acordo com a regra

o;(t + At) = sinal(p;i(t) — z:(t)) (1.21)
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mantendo todos os outros spins inalterados, isto é, o;(t + At) = o;(t) para
it

Portanto cada configuragio {o(t + At)} depende apenas da configuracio
prévia {o(t)}, através da eq. 1.20, e de um certo ruido { a escolha do nimero aleatério
zi(t)). Esse é um exemplo de uma dinamica estocastica na qual a regra de evolugio de
cada sitio varia no tempo entre a eq. 1.21 e a identidade (¢;(¢ + At) = o;(t)). Assim
a dinamica de banho térmico, como a de Metropolis etc, se encaixa na definigao geral
dos ACs.

Deve-se ressaltar que apenas quando as interagdes J;; sdo simétricas, isto é,
Ji; = Jj, a distribuigao de equilibrio final resultante da dinamica de banho térmico
é dada pela eq. 1.18, o que nos permite usar a maquinaria tradicional da mecinica
estatistica para calcular as propriedades termodinimicas do sistema de spins. No caso
de interagSes assimétricas, Ji; # Jj;, nao se conhece uma expressio como a eq. 1.18
que fornega P.,({0}) em termos dos acoplamentos J;; € dos campos h;, no sendo,
portanto, muito mais facil estudar o equilibrio do que o nao equilibrio.

Finalmente pode-se mostrar que a atualizacio simultinea ou paralela dos
spins que nao interagem diretamente (isto é, J;; = 0) leva sempre & mesma dis-
tribuicdo de equilibrio, eq. 1.18. Portanto pode-se acelerar a simulagio computacional
de sistemas cujas inieragdes permitem sua divisdo em subredes, dentro das quais dois

spins quaisquer nao interagem, e que, assim, podem ser atualizados simultaneamente.

1.2 Classificacao dos Automatos Celulares Unidi-

mensionais.

Considerados esses exemplos, voltemo-nos aos ACs unidimensionais de Wol-
fram de modo a estudar alguns aspectos interessantes de sua dindmica e construir

algumas medidas quantitativas usadas em sua caracterizagao.
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1.2.1 Dinamica dos ACs: conceitos basicos.

Nos exemplos acima vimos que a dindmica dos ACs pode ser deterministica
ou estocastica. No caso deterministico, tais como o modelo de Ising ou as redes de
neurdnios com dinamica paralela a temperatura zero, o modelo de Kauffman ou os
ACs unidimensionais de Wolfram, uma configuragao {o(f + 1)} depende unicamente
da configuracdo prévia {o(t)}. Para um AC finito com N sitios a evolugio temporal
sempre se tornara periddica, pois o seu espago de fase € finito ( KV estados diferentes
possiveis). Portanto apés um tempo ¢ > KV o AC devera ter, necessariamente, visi-
tado pela segunda vez uma mesma configuragio e, a partir de entao, percorrer repeti-
damente uma dada seqiiéncia de estados. Assim os ACs deterministicos possuem,
no méaximo, ciclos de Poincare de KV passos de tempo. Esses ciclos representam
os atratores periddicos da dindmica do AC e, mesmo para N finito, podem dividir o
espago de fase em virias bacies de atragdo correspondentes a cada um desses diversos
atratores distintos.

A evolugao de um AC deterministico pode ser representada por um diagrama
de transigio de estados finito, mostrado na figura 1.6, no qual os nds, representando
configuragdes que sao mapeadas em outras pela dindmica do AC, siao unidos por arcos
diretos. Do determinismo da dindmica é claro que um unico arco leva de um dado né
a0 seu sucessor ap6s a evolugao por um passo de tempo. Nesse diagrama de transi¢ao
os atratores correspondem a ciclos e cada né pertencente a esses ciclos pode ser a raiz
de uma drvore representando um transiente. Os transientes sao irreversivels Ja que os
nés das arvores tem um 1inico sucessor mas podem ter varios antecessores. Ao longo
da evolucao temporal todos os estados nessas arvores transientes finalmente atingirao
as configuragbes raizes nos ciclos aos quais esses transientes pertencem. Em parti-
cular nés ou estados da periferia do diagrama de transicao de estados (chamados de
terminais ou folhas das arvores transientes) nunca serao atingidos durante a evolugéo
do AC. Esses estados s6 poderao ocorrer como configuragdes iniciais.

Mas nem todas as regras de ACs sao irreversiveis. Como teremos oportu-

nidade de discutir no préximo capitulo, existe uma maneira sistematica e simples de
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Figura 1.6: Diagrama de transi¢do de estados para dois ACs unidimensionais to-
talisticos com N = 5 sitios, K = 2, r = 1 e condigées de contorno periddicas. Os
estados sao representados por seu cédigo decimal. Temos em (a) a regra 4 e em (b)

aregra 22.
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criar uma profusao de regras reversiveis, para as quais cada configuragio {ou um con-
junto de 7 configuragdes no caso de regras de ordem T no tempo) possui uma tinica
predecessora. Porlanto a trajetéria gerada pela evolugio temporal de uma dada con-
figuragio ou é uma curva fechada ou uma curva que nunca intercepta a si mesma.
no espago de estados ou no diagrama de transicao do AC. Para tais ACs reversiveis,
transientes e atratores nio sdo permitidos pela dindmica e, consequentemente, eles
nio podem exibir a fascinante capacidade de auto-organizagéo que depende, basica-
mente, da fusdo de trajetorias ao longo de sua “histéria”. Uma vez que nao existe, nos
ACs reversiveis, fusio de trajetdrias no espago de fase, vale o teorema de Liouville: a
densidade de pontos no espago de fase é constante numa evolugao reversivel.

Talvez seja no caso de uma dindmica deterministica que se torna mais clara a
diferenga entre ACs que evoluem de acordo com um Hamiltoniano ( dindmica paralela
4 temperatura zero e interagoes simétricas Ji; = J;i) e os ACs sem um Hamiltoniano
associado (J;; assimétricos ¢ ACs como os de Wolfram ou Kauffman). Para sistemas
com dindmica controlada por um Hamiltoniano podemos definir uma fungao de Lia-
punov que decresce com o tempo e leva, sempre, a atratores de pequenos periodos.
Vejamos um exemplo simples [11]: para modelos de spins de Ising com dindmica

paralela, temperatura zero e interacbes simétricas (J;; = Jji) a regra de evolugio é

G'i(t + 1) = smal(z J,-J-crj(t)) (122)

Definindo-se a fun¢do de Liapunov E(t) por

E(t) = -} Jyoit)a;{t +1) (1.23)
tJ .
e da simetria J;; = J;;, podentos reescrever E(t) de duas maneiras

E(t) =~ Y gyt +1) = = L gilt + Dai(?) (1.24)

onde gi(f) = ¥°; Jijo:(t). Entdo a dindmica, eq. 1.22, pode ser expressa como
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oi(t +2) = sinal(gi(t + 1)) (1.25)

e a eq. 1.23 como

E(t+1)= ZQ,(t—l-l)a,(t-i—Q ZQ, t + sinal(g;(t + 1)) (1.26)

isto ¢,

Et+1)= Z|g. t+1)| (1.27)

Entao das eqs. 1.24 e 1.27 temos

Et+1)— E(@) = = 2 lai(t + D+ D gi(t + Doi(t). (1.28)

Mas g;(1 + 1) = sinal(g:(t 4 1))|g:i(t +1)| = o:(¢ + 2)|g:(t + 1)|. Logo

B(t+1) — E() = -3 la(t + DI[1 — ai()ait + 2)] (1.29)

e como 0; = +1, E(t) é uma funcdo decrescente do tempo. Uma vez que o espago
de fase é finito existird um tempo #o para o qual E(to + 2) = E(tp) e da eq. 1.29

deveremos ter

U,'(tg + 2) = O'g(tg),Vi (].30)

o que significa que o sistema atingiu um atrator que é um ciclo de periodo 2.

No caso de uma dindmica estocéstica, tais como o modelo de Ising ou de
redes de neurdnios A temperaturas nio nulas ou ainda o AC de Domany- Kinzel, a con-
figuracao {o(t+1)} depende da configuracéo {o(t)} e de alguma varidvel estocastica.
Usualmente um AC probabilistico finito pode realizar transigdes entre quaisquer es-
tados, o que significa um espago de fase com um {nico atrator. Somente no limite

termodindmico (N — co) poderemos observar uma estrutura de vales (ou atratores)

bem definida.
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1.2.2 Padroes de Evolucao dos ACs e as Classes de Wol-

fram.

Grande parte do trabalho dos fisicos na érea de automatos, particularmente
o exaustivo estudo de Wolfram das regras unidimensionais, focaliza os ACs como
sistemas dindmicos cujo comportamento é caractetizado por medidas quantitativas
tais como entropias, complexidade etc.

Wolfram classificou qualitativamente os ACs unidimensionais com K estados
por sitio e raio da vizinhanga r de acordo com os padrdes espago-temporais gerados
por sua evolugdo. Suas simulagdes revelaram quatro classes que parecem também se
aplicar ao caso de ACs bidimensionais:

i) classe 1— A evolugio leva a um estado homogéneo (todos os sitios
com o mesmo valor);

ii) classe 2— A evolucio leva a conjunto de estruturas simples e sepa-
radas, estaveis ou periddicas;

iii) classe 3— A evolugdo leva a um padrao cadtico;

iv) classe 4— A evolugdo leva & estruturas complexas e localizadas que,
as vezes, perduram por muito tempo.

Na figura 1.7 mostramos os padrdes gerados pela evolugéo de algumas das
59.049 regras totalisticas legais com K = 3 e r = 2, agrupadas de acordo com as
classes acima. Nessas simulacdes as configuragdes iniciais sao “desordenadas”, isto ¢,
com cada sitio assumindo, independentemente, o valor 0, 1 ou 2 com probabilidade
1/3. Para outros estados iniciais os padrdes, embora com detalhes distintos, exibem
0s mesmos aspectos qualitativos caracteristicos.

Wolfram também sugere as seguintes analogias entre as quatro classes de

ACs e os sistemas dinamicos tradicionais:

i) classe 1-— A evolugio leva a pontos fixos;
ii) classe 2— A evolugio leva a ciclos limites;
iit) classe 3— A evolugio é cadtica e controlada por um atrator estranho;

iv) classe 4 nio tem andlogo nos sistemas dindmicos tradicionais






regra 30

regra 58 W egra 110

regra 1024 regra 104



25

regra 90

regra 1022

Figura 1.7: Padrdes espago-temporais gerados pela evolugdo de 16 dentre as 59.049

possiveis regras totalisticas legais unidimensionais com K =3 e r = 2.
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Os autdmatos de classe 4 sao, segundo conjectura de Wolfram, capazes de
realizar computacio universal. Entretanto Packard e Wolfram [12], investigando ACs
uni e bidimensionais, sugerem que a classe 4 constitui um conjunto de medida nula,
isto é, que no “limite termodindmico” de um espago infinito de regras de ACs , sua

freqiiéncia de ocorréncia € nula.

1.2.3 Entropias, Dimensdes e as Classes de Wolfram.

Observando os padroes da figura 1.7 pode parecer que as estruturas no
espago-tempo geradas pela evolugao dos ACs sio de complexidade limitada. Mas
essa impressao é falsa e, como veremos a seguir, existem correlagoes sutis escondidas
nesses padroes que resultam de efeitos de longo alcance. Se faz necessério, portanto,
uma caracterizacdo quantitativa das quatro classes de comportamento qualitativo
identificadas acima. Para tal usaremos certas medidas estatisticas da ordem presente
nos padroes gerados pela evolugio dos ACs. Medidas estatisticas das propriedades
dos padrdes de um autdmato podem ser feitas considerando -se ou a conﬁgurag:-éo
espacial gerada num particular passo de tempo ou a seqiiéncia temporal de valores
assumidos por um dado sitio.

Vejamos o primeiro caso. Um estado inicial desordenado no qual cada sitio
pode assumir, com igual probabilidade, qualquer um dos K valores possiveis, é esta-
tisticamente aleatério. Mas como vimos a evolugdo dos ACs é capaz de criar diver-
sas estruturas e, portanto, capaz de produzir desvios dessa aleatoriedade estatistica,
criando correlacées entre os sitios. Numa seqiiéncia aleatéria todos os KX blocos ou
subseqiiéncias de X sitios devem ocorrer com a mesma probabilidade. Desvios da
aleatoriedade implicamn probabilidades pfx) diferentes para subseqiiéncias distintas.

Assim podemos definir duas medidas, a entropia topoldgica (ou de conjunto) espacial

L
SO(X) = 3 logx (Y 00 (131

onde O(p@) = 1 para p®) # 0 e O(p?) = 0 para p'*) = 0, e a enlropia métrica {ou
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de medida) espacial

SE(X :——Zp“’log ™) (1.32)

Nessas f6rmulas o superescrito (:c) indica seqliéncias espaciais obtidas num
particular passo de tempo. A entropia topoldgica 1.31 ¢ determinada pelo ndmero
total N®(X) de blocos de comprimento X gerados, com probabilidades nao nulas,

pela evolugao do AC, isto é,

a 7 } x
SE(X) = Y1ogK(N( . (1.33)

Por sua vez na entropia métrica 1.32, cada bloco é pesado com sua probabi-
lidade, de modo que o resultado depende explicitamente da medida de probabilidade
associada i cada diferente configuragio do AC. A entropia métrica da em geral o
“contetido de informagao” médio por sitio permitindo-se correlagoes em blocos de até
X células, a conhecida entropia de Shannon da teoria de informacao.

Antes de discutirmos algumas das propriedades das entropias topologica e

métrica, vamos apresentar, brevemente, sua conexdo com a entropia generalizada

introduzida por Tsallis [13]:

e YY)
q g— 1 :
onde k é uma constante positiva cujo valor depende das unidades usadas (por simpli-

(1.34)

cidade, tomaremos k = 1 daqui para frente), ¢ € ® caracteriza a particular estatistica
e W é o ntimero total de configuracbes microscépicas cujas probabilidades séo {p;}.

Entdo a primeira conexao a ser feita é que

S, =lmsS, = 1im1—2?=flpiexp[(Q—1)lnpf]
P e g1

w
= ~Yplps (1.35)

i=1
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ou seja, corresponde a tradicional expressao da entropia da teoria de informagéao ou
a entropia métrica definida acima.

A segunda conexdo relaciona as entropias topologicas, de Renyi [14] e a
generalizada de Tsallis. No contexto da teoria de informacao generalizada, Renyi
introduziu a seguinte entropia

In(TW, pf
Sf: ( 1:=1 pl) (136)
1-¢
que, imediatamente, podemos escrever como

_nll + (1 )S,)
1-g¢ '
onde 5, é a entropia de Tsallis, eq. 1.34. Chamando de w < W o niimero total de

SR

q

(1.37)

estados microscopicos cujas probabilidades p; sdo diferentes de zero, temos que

g 1Tt o Bl -1
q _1 1
q

=w-—1 (1.38)

enquanto

In[1 4+ (1 —q}5,] ¢
Sf: n| +q(h1Q) o) 920 In(l 4+ Sp) = Inw (1.39)

Portanto a entropia topolégica definida acima é exatamente a entropia de Renyi para
g = 0 ou o logaritmo natural da entropia de Tsallis 5o mais 1.

Das definicoes 1.31 e 1.32 temos claramente

0<SE(X)<5@(X) <1, 1.40
I

S}f’)(X ) = 0 se, e somente se, apenas uma dada seqiiéncia de comprimento X ocor-
rer com probabilidade n&o nula, e nesse caso SE)(X) = 0 também. A igualdade
56)(X) = S&)(X) vale para sistemas “equiprovdveis”, nos quais todos os blocos com
probabilidades n3o nulas ocorrem com igual chance. J4 S)(X) = 1 quando todos os

KX possiveis blocos de X sitios ocorrem, isto &, pgx) £0,Vi=1,2,...,K¥. Por sua
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vez Sff)(X ) = 1 somente para seqiiéncias aleatdrias nas quais todos os K* blocos
possiveis de X sitios ocorrem com igual probabilidade p = 1/KX,
A condigdo de subaditividade da entropia de Shannon

(X1 + X2)8(X; + X2) < X1 5(X)) + X25(Xa). (1.41)

é satisfeita por ambas as entropias: topolégica S¥)(X) e métrica Sﬂ”)(X ). A igual-
dade vale se blocos de sitios sucessivos sao estatisticamente descorrelacionados. A
desigualdade 1.41 implica, em geral, algum decaimento em 5@ (X) ou Sff)(X ) com
X (por exemplo, 5{(2X) < S¢)(X) ).

As entropias S®)(X) e S()(X) podem ser calculadas considerando-se ou
muitos blocos dentro de uma tnica configuragdo do AC ou o mesmo bloco para
um ensemble de configuragdes diferentes. Para medidas de probabilidades suaves
no ensemble de configuragdes iniciais possiveis, as duas formas de cdlculo produzem
quase sempre o mesimo resultado. (Uma medida de probabilidade sera considerada
suave se a mudanca nos valores de uns poucos sitios de uma configuracdo infinita
provoacar somente variagdes infinitesimais em sua probabilidade.)

Uma vez que em simulagoes sio usados ACs finitos, as entropias 1.31 e 1.32
sao definidas com blocos de comprimento méximo igual ao mimero N de sitios do
AC. As entropias 5@ (N) e S{)(N) estao relacionadas as propriedades globais do
diagrama de transicio de estados para o AC finito. Para um particular passo de
tempo, S®)(N) é determinada pela fracio de configuragoes possiveis que podem,
naquele instante, ser atingida a partir do estado inicial. Para tempos muito longos
o valor limite de S*)(N) é determinado pela fragio de estados que pertencem aos
ciclos no diagrama de transicio de estados. Partindo de um ensemble inicial no qual
todas as K™ configuracdes sdo equiprovaveis, o valor limite de S{*)(V) seré igual ao
de S@)(N) se todas as 4rvores transientes no diagrama de transigio de estados para
o AC finito forem idénticas, de modo que todas as configuragdes com probabilidades
nao nulas sejam geradas com igual probabilidade.

O valor limite de $®(X), quando X — oo, da a dimenséo fractal do con-
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junto de configuragdes do atrator do AC. Relagbes entre entropias e dimensdes po-
dem ser derivadas de varias maneiras [15]. Considere, por exemplo, um conjunto
de ndmeros no intervalo [0,1] da reta real. Divida esse intervalo em K?® segmentos
(caixas) de largura K% e seja N(b) o total de segmentos contendo pelo menos um dos
elementos do conjunto. Para b grande (largura das caixas pequenas) esse total cresce
como K%, O expoente d é a dimensdo de Kolmogorov ou de capacidade do conjunto.
Se 0 conjunto contém todos os niimeros reais no intervalo [0,1] entdo N(b) = K e
d = 1. Se o conjunto contém apenas um nimero finito de pontos entio N(b) tenderd

a uma constante para b grande e, portanto, d = 0. Esse exemplo nos sugere definir a

dimensao de conjunto d como

1
d= blirn 3 logy N(b). (1.42)

onde N(b) é o nlimero de “caixas”, todas de igual tamanho e em numero K 5, que
contém elementos do conjunto. Exceto para alguns casos patoldgicos a dimensio de
Kolmogorov (capacidade) é igual & dimensdo fractal ou de Hausdorff [16].

No caso dos ACs a definicio 1.42 pode ser aplicada diretamente consideran-
do-se as K® “caixas” como sendo configuragdes do autémato nas quais um dado bloco

de b sitios contém uma particular seqiéncia de valores. Entao

1 1
=) = im = = Hhm — . N
d b]iﬁ.lo B logy N(b) }}EI;O logy N¥/(X), (1.43)

isto €,

d@ = Jim S@(X) (1.44)

Uma configuracio aleatéria, na qual todas as seqliéncias possiveis de va-
Jores de sitios ocorrem com probabilidades nZo nulas (ou um ensemble de tais con-

figuragbes), possui d®) = 1 como esperado. Por sua vez uma configuragio homogenea,

tal como o estado nulo, dara d(*) = 0,
A dimensio de capacidade dos atratores controlando a dindmica dos ACs

é dada em termos das entropias das configuragbes que aparecem para tempos muito
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I!
1

Figura 1.8: Regides do espago-tempo usadas no calculo das entropias (a) espacial e

(b) temporal.

longos. Na eq. 1.44 o conjunto de configuragdes no atrator do AC € caracterizado
independentemente das probabilidades de ocorréncia de cada uma delas. Podemos,
portanto, definir uma dimensio de medida d{*) que caracteriza a medida de probabi-

lidade para as configuragoes como:

d\? = Jim 5)(X) (1.45)
E claro que
0<d? <d® <. (1.46)

A dimensdo d{® é igual a “informacao média por simbolo” contida numa
seqiiéncia de valores dos sitios numa configuracio do AC. Se essa seqiéncia for
completamente aleatéria entdo dZ) = 1 pois todos os K* blocos de X sitios serao
equiprovaveis. Nesse caso nio existird padrao ou redundéncia na seqiiéncia de valores
dos sitios cuja determinagio, para cada c€lula, representard a aquisigao de um bit (na
base K) de informagio. Uma configuracio de AC com qualquer estrutura ou padrao
deve possuir d() < 1.

Analogamente as entropias espaciais 1.31 e 1.32 podemos definir entropias
temporais que caracterizam a seqiiéncia de valores assumidos por um dado sitio {fixo)
durante T passos de tempo sucessivos, como ilustrado na figura 1.8.

Com probabilidades pft) para as KT possiveis seqiiéncias de valores de um
sitio em T passos de tempo sucessivos, podemos definir a entropia temporal de con-

junto
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T

1 d
SO(T) = Zlogk (3 O(p{")) (1.47)
j=1
e a entropia temporal métrica {ou de medida)
18 4 (t
SIT) =~ 29" ogk 7). (1.48)
1=1

Essas entropias satisfazem relagdes analogas as das eqs.1.40 e 1.41 e sao, em geral,
bastante diferentes das entropias espaciais. Isso porque as séries temporais dos valores
de um sitio, gerados pela evolugao do AC, tem pouca relagio com as sequéncias espa-
ciais numa dada configuracio do autdmato. Associadas a essas entropias temporais

podemos, como antes, definir a dimensio temporal de conjunto

d® = lim (T (1.49)

Tro0

e a dimensao de medida temporal

d) = Tim SI(T). (1.50)
Se a evolugio de um AC é periddica, de maneira que um sitio percorre um
ciclo limitado de valores, entéo d{¥ = 4\ = 0.

De posse dessas entropias e dimensées podemos fazer uma caracterizagao
mais quantitativa das quatro classes de ACs:

Classe 1 — sua evolugao destréi completamente qualquer informagao sobre
o estado inicial, levando a um estado homogéneo (todos os sitios com o mesmo valor).

Portanto para tais atratores

(1.51)
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Classe 2 — sua evolugio gera estruturas simples estdveis ou periédicas com,

tipicamente, periodos finitos e curtos. Portanto tais ACs tern

Por outro lado esses autdématos geram estruturas simples separadas espa-
cialmente a partir de certas seqiiéncias especificas (tipicamente curtas)de valores dos
sitios presentes na configuragio inicial. A densidade desses blocos de sitios apropri-
ados em um dado estado inicial determinarad as propriedades estatisticas do estado

final para a qual o AC evoluira. Logo

S e 8@ £0 — dF) e d®) # 0. (1.53)

Note que para os ACs unidimensionais de Wolfram, nao ocorre o caso §() =
0 e S # 0, correspondente & uma periodicidade espacial mas néo temporal.

Classe 3— Sua evolugao leva, a partir de quase todos os estados iniciais, a
padrdes aperiédicos (“cadticos”). Como mostrado na figura 1.7 os padroes de classe 3
variam de altamente irregulares (como para a regra 36) a muito regulares (regra 30).
A regularidade mais 6bvia é o surgimento de grandes tridngulos nos quais todos os
sitios tem o mesmo valor. Esses tridngulos sdo resultado da progressiva destruigao,
devida ao efeito de outros sitios, de longas seqiiéncias de sitios correlacionados.

A figura 1.9 exibe padroes de ACs de classe 3 com configuragdes iniciais do
tipo semente (um tdnico sitio ndo nulo). Um crescimento ilimitado de sitios nao nulos
é evidente em todos os casos. Algumas regras produzem padres irregulares enquanto
outras levam a estruturas altamente regulares. Os padrdes regulares, tais como os da
regra 2, produzem assintoficamente fractais autossimilares. Ja os padroes irregulares
nio parecem exibir estrutura de larga escala.

Um AC contém como tunica escala intrinseca o tamanho 2r + 1 da vizi-
nhanga usada na regra de evolugio. Uma configuragéo com um unico sitio nao nulo
¢ também invariante a transformagoes de escala e, portanto, qualquer padrao de

evolucio do AC a partir dessa configuracao inicial deve também possuir invariancia
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2, regra 2

regra 6

z

&L regra 10

Figura 1.9: Evolugio de alguns ACs totalisticos de classe 3 com K = 2, r =1 a partir

de um estado inicial contendo um 1nico sitio nao nulo.
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Figura 1.10: Entropia cspacial métrica S’ﬂx}(_X') em funcao do tempo para a regra 12

{classe 3). O estado inicial é alealdrio.

de escala. Os padroes regulares da figura 1.9 sao invariantes por escala devido a
sua autossimilaridade. Os padroes irregulares, por sua vez, devem exibir correlagoes
apenas de alcance finito e, portanto, serem efetivamente uniformes e invariantes por
escala para longas distancias.

A figura 1.10 mostra a dependéncia temporal da entropia St(X) para um
tipico AC de classe 3 evoluindo a partir de umn estado inicial desordenado (de maxima
entropia S{¥)(X) = | pois todos os A* estados sio equiprovdveis). Blocos de vérios
tamanhos X sao considerados. Vemos que a entropia inicialmente decresce até atingir
um dado valor de equilibrio.

O decrescimento com o tempo da entropia revela a natureza irreversivel da
evolucao do AC, sendo mais agudo para regras de classe 3 que produzem padroes
regulares do que para aquelas que geram estruturas irregulares. Quanto mais regular
a estrutura maior o grau de auto-organizacdo exigido, maior a irreversibilidade e.
consequentemente, maior o decrescimento da entropia. Isso também pode ser visto a
partir da dependéncia em X de S{(X), que mede correlagoes espaciais presentes nas
configuragées dos ACs. Na presenga de correlacoes S}j”)(X) sempre decresce com X
uma conseqiiéncia da subaditividade da entropia. eq. 1.41. Portanto St(.X) tende a

uma constante se X ¢ maior do que o alcance de qualquer correlacao existente entre
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os sitios. Simulagdes diretas produzem estimativas confidveis para S{)(X) somente
para 0 < X < 8 e resultados tipicos sao mostrados na figura 1.11. Para regras que
produzem padrocs irregulares S,(f)(X) > 0.9 no equilibrio enquanto que, para regras
que produzem padrdes regulares, o decaimento da entropia é mais rapido, tipicamente
como X" com 5 & (.1 para X pequeno, porém muito mais lento do que com o
tamanho do bloco, isto é, 1/X. Assim as regras com padroes irregulares apresentam
correlagoes de curto alcance enquanto que as regulares mostram correlagoes de longo
alcance.

Resumindo toda a discussao acima temos para os ACs de classe 3:

S e S £ 0 — dP e d@ #£0. (1.54)

A aperiodicidade temporal dos padrdes de evolugdo dos ACs de classe 3 a

partir de quase todos os estados iniciais também leva a

SWeSW£0—dP)ed) £0. (1.55)

Classe 4— A figura 1.12 mostra a evolugao da regra 46, totalistica, de classe
4, com K = 3 er = 2, a partir de varios estados iniciais. Na maioria dos casos quase
todos os sitios atingem o valor 1 ap6s um tempo relativamente longo. Entretanto, em
algumas vezes, surgem estruturas estaveis ou periddicas que persistem para sempre,
além da formacio de padrdes que se propagam na rede, um importante aspecto dos
ACs de classe 4.

Wolfram sugere que alguns ACs de classe 4 sejam capazes de computagio
universal mesmo no caso simples dos automatos unidimensionais com K = 2, r = 2
e K = 3, r = 1. Para sistemas capazes de computagao universal existem importantes
limitagoes sobre a previsio do seu comportamento. Nao somente o valor de um dado
sitio pode depender, apds muitos passos de ternpo, de um namero muito grande de va-
lores de sitios iniciais, como também esse valor nao pode ser determinado por qualquer
procedimento mais simples ou curto do que a propria simulagao explicita da evolugao

do AC. Logo o comportamento de um AC de classe 4 é essencialmente imprevisivel
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Figura 1.11: Evolugao das entropias métricas (a) espacial S§) e (b) temporal S em
fungio dos comprimentos espacial X e temporal T dos blocos, para varios ACs de

classe 3. Os cddigos sao listados na figura.

mesmo se conhecermos completamente o seu estado inicial. Assim, por exemplo, nao
existe um algoritmo geral finito que possa prever se uma dada configuragdo inicial de
um AC capaz de computagio universal evoluira para um estado homogéneo ou gerara
estruturas persistentes por perfodos arbitrariamente longos. (Esse ¢ o andlogo do
problema de “halting”para mdquinas de Turing universais [17].) Portanto se um AC
é de fato computacionalmente universal, nenhum algoritmo finito podera prever se
um particular estado inicial serd finalmente homogéneo ou dard origem a estruturas
persistentes. Além disso essa questdo podera inclusive nao ser decidida por meio de
uma simulagao explicita do AC, ja que talvez sejam necessarios tempos arbitrarimente
Jongos até que ocorram os estados procurados. Temos, portanto, um tipico problema
indecidivel.

Na figura 1.13 mostramos o comportamento da entropia métrica espacial
S}f) em funcgao do tempo para a regra 46 (K = 3, r = 2), tomando-se blocos de

varios tamanhos X.
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Figura 1.12: Exemplos de evolugio do AC totalistico regra 46 (K = 3, r = 2) a partir

de vérios estados iniciais desordenados. N = 400 sitios e ¢t = 400 passos de tempo.
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Figura 1.13: Evolugao da entropia meétrica espacial Sff) em funcao do comprimento

espacial X para o AC 46 (K =3 e r = 2) da classe 4.

1.2.4 Estabilidade dos Padroes de Evolucao dos ACs: o Ex-

poente de Liapunov.

Uma outra maneira de se caracterizar as classes de ACs é considerar a esta-
bilidade dos padrdes espago-temporais gerados pela evolugao do sistema com relagao
a pequenas perturbagdes introduzidas no estado inicial. O efeito global dessas per-
turbacoes pode ser medido através da distancia de Hamming ¥(t) definida como o
ntmero total de sitios cujos valores diferem nessas duas configuracdes apoés t passos

de tempo, isto é,

1 N
V()= );0 8 ity (1.56)

onde N é o ntimero de sitios do AC. {o:(t)} e {o;(1)} sio os dois padrdes que diferiam
no tempo ¢ = 1o em uma fragio ¥(¢y) de sitios. (Usualmente to = 0 e ¥(to) =
1/N, isto é, as duas configuragoes iniciais diferem no valor de apenas um sitio.) Na

figura 1.14 mostramos, para as quatro classes de ACs unidimensionais, a evolugao
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temporal da diferenga entre os dois padrdes {oi(t)} ¢ {o;(¢)}. Somente os pontos
onde o4(t) # 0;(1) sao colocados na figura. ¥(t) é para 0s ACs o anilogo do expoente
de Liapunov A dos sistemas dinamicos continuos. No caso discreto A pode ser definido
como a velocidade média com a qual as frentes dos padroes se propagam a esquerda
e a dircita na rede, de modo que W(¢) — ¥(0) ~ 2Xt dara o crescimento médio com o
tempo da distancia de Hamming ¥. Na figura 1.15 mostramos como a distancia de
Hamming W¥(t) se comporta em fungao do tempo para as quatro classes de ACs.

Da figura 1.14 vemos por exemplo que a regra 2 possui, sem sombra de
divida, um expoente de Liapunov W¥(t) positivo e, portanto, mostra sensibilidade
as condigoes iniciais. Essa dependéncia sensivel as condigdes iniciais significa que o
defeito, isto €, a regiao onde os dois padroes sao diferentes, se expande sem limites
com o tempo. A sensibilidade as condigbes iniciais é um dos aspecios basicos dos
sistemas cadticos, o outro sendo a existéncia de um atrator grande.

Em resumo as quatro classes de ACs propostas por Wolfram podem, com

base no critério de sensibilidade as condigbes iniciais, serem caracterizadas como[18]:

Classe 1—OQ defeito inicial finalmente desaparece, ¥(¢ — oc) = 0 inde-
pendentemente de ¥(0) e, portanto, o padrio espago-temporal gerado é
estavel.

Classe 2—Q defeito inicial ndo desaparece mas permanece pequeno e
localizado, ¥(¢ — oc) « 1 e proporcional & ¥(0) . Ainda temos, portanto,
padroes de evolugdo estaveis.

Classe 3—O dano inicial aumenta e se propaga por toda a rede, ¥(t —
oo) # 0 independentemente de W(0) # 0 . Os ACs dessa classe sdo
instaveis e exibem caos.

Classe 4— O dano inicial ndo desaparece, movendo-se por toda a rede
porém permanecendo pequeno.

Analogamente, com base no critério de sensibilidade as condigfes iniciais
proposto por Tsallis [7] e esquematizado na figura 1.16, as quatro classes de Wolfram

de ACs podem ser assim classificadas:

Classe 1—insensivel;
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(b) (d)

Figura 1.14: Diferenca entre os padroes que, em ¢ = 0, diferiam no valor de um 1nico
sitio para as regras (a) 4 (classe 1), (b) 24 (classe 2), (c) 2 (classe 3) e (d) 20 (classe
4}, todas com K = 2, r = 2.
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Wolfram/Tsallis | Fortemente sensivel | Sensivel | Marginal | Insensivel
Classe 1 - - - X
Classe 2 - - X -
Classe 3 X - - -
Classe 4 - - » _
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Tabela 1.3: Classificagoes de Wolfram e Tsallis dos autématos celulares.

Classe 2—marginal;
Classe 3—fortemente sensivel;

Classe 4— marginal.

Na figura 1.17 mostramos os possiveis comportamentos t(oo) x 1(0) da
distancia de Hamming para regras tipicas pertencentes a cada uma das classes de
Wolfram. Notamos que, pelo menos para as regras simples e unidimensionais de
ACs, nenhuma classe pode ser enquadrada como sensivel e que, além disso, as classes
insensivel e fortemente sensivel caem, respectivamente, nos casos particulares ¥(oc) =
0V ¢(0) € (0,1] e ¢(o0) igual, em média, a uma constante niao nula para todo
¥(0) € (0,1]. O fato dos ACs da classe 4 serem marginais, nos remete novamente
ao fato desses autdmatos acabarem por gerar, ac longo de sua evolucdo, um certo
conjunto de estruturas persistentes. Na tabela 1.3 apresentamos uma comparagao
entre as classificagoes de Wolfram e de Tsallis.

No que se segue estabeleceremos uma relagio entre o expoente de Liapunov
A e as entropias definidas anteriormente. Para tal vamos generalizi-las considerando
os padroes ou blocos espago- temporais gerados pela evolugiao de um AC.

Associando-se probabilidades pi*® a cada um dos KXT possiveis blocos de

X x T sitios (largura espacial X e temporal T') podemos definir a entropia topoldgica
de bloco,

KXT

1 =
ST, X) = o logxe( Y- O(!™)

i=1

(1.57)
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(a) fortemente sensivel, (b) sensivel, (¢) marginal e (d) insensivel. Nos graficos, reti-

rados da referéncia [7], D é igual a ¥.
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Figura 1.18: Bloco espago-temporal de X x T sitios, cujos valores sao determinados

de maneira tnica pelos sitios da “moldura™ do bloco.

e a entropia métrica de bloco

1 KXT
SENTX) = 7 3 ooy " (1.58)
i=1

Essas quantidades parecem ser mais sensiveis aos efeitos de longo alcance
do que a funcio de correlacio espacial {(oi(t)oiin(t)) — {o:(1))? [19] e contém, como
casos particulares, as definigoes anteriores para as entropias espacial e temporal . Por

exemplo

1
SO() = SUNT, 1) e S2(X) = K;SL”“(LX) (1.59)

Se nao existem correlacoes entre sucessivas configuragoes terfamos como cota
superior para essas entropias
ST, X) <SG (T, X) < X (1.60)
Porém as regras dos ACs introduzem correlagoes entre configuragoes suces-
sivas € “apertam 7 essa cota superior. De fato os valores dos sitios dentro de um
bloco X x T ficamn completamente determinados, como mostrado na figural.18, pelos
estados dos sitios nas bordas superior (contendo X + 2r sitios), da esquerda e da
direita (contendo, cada uma, r(T" — 1) sitios).

KX +2rT

Uma vez que a cada uma das possivels configuracgoes das bordas

corresponde uma 1inica configuracao do bloco X x T devemos ter
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KTX
ST, X) < ST, X) = log Y- o (1.61)
i=1
Mas
KTX KX+2r(T-1)
-—-log Y o) = logK Y e (1.62)
=1 =1
onde p(‘ T ¢ a probabilidade associada a uma dada configuracao dos X + 2rT sitios

da “moldura ”do bloco. Portanto

SEATX) < ST, X) S 2 + (1.63)

Logo a evolugao de um AC nunca pode gerar padrOes espago- temporais
aleatdrios j& que, se ambos X e T tendem a infinito (com T/X fixo), a equagio
1.63 mostra que a informagéo por sitio S*NT, X) / X num bloco X x T tende &
zero. No caso de T — oo, com X fixo, o comprimento X da borda superior sera
desprezivel e a entropia serd méxima se as 2r colunas verticais das bordas laterais

forem estatisticamente independentes, de modo que

50900, X) < 2r58(00) = 2rd) (1.64)
[+
5%} (00, X) < 2r5®(c0) = 2rd® (1.65)
Além disso
SLt,:c)(oo, X) < S‘(f@) (00, X 41) (1.66)

atingindo a cota superior se as sé€ries temporais associadas aos diferentes conjuntos
de sitios (com X grande) forem estatisticamente descorrelacionadas.
De maneira analoga ao caso das entropias espacial e temporal, podemos

definir as dimensdes topolégica ( ou de conjunto)
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h=Jim S (T, X) (1.67)
X =00

-0

e a dimensdo de medida (métrica)

h, = lim ST, X) (1.68)
fmee
X0

As equacdes 1.64, 1.65 e 1.66 estabelecem as seguintes desigualdades entre as di-

mensoes

d¥) < b, < 2rd® (1.69)

d® < h < 2rd® (1.70)

uma vez que, por exemplo, S&)(T',1) < S=)(T, X) < 2r.

Um aspecto fundamental da dinimica de evolugio dos ACs é que o valor
atual de um sitio ¢ depende dos valores anteriores dos sitios distando no maximo r
células dele. Apds T passos de tempo oi(t) dependerd dos valores dos sitios cuja
distancia a ele seja até rT e, portanto, qualquer informacao gerada nos padroes de
evolucao de um AC pode se propagar a uma velocidade maxima de r sitios por passo
de tempo: o andlogo do cone de luz! Entretanto, para muitas regras, o valor de um
sftio apos T’ passos de tempo depende de muito menos células iniciais do que 2rT e
toda informagao gerada pela regra se propaga a velocidades mais baixas. A velocidade

maxima de propagacao associada a regra I de um AC pode ser definida como

Ay = <11i_{§0 “—?L) (1.71)

onde ||R|| é o menor R para o qual o valor de o;(t) depende apenas dos estados
iniciais dos sitios na faixa ¢ —r,...,2 4+ r. £ claro que A; < r . Considerando-se o

efeito causado no padrao de evolucio do AC (propagacao de danos) pela mudancga, no
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Figura 1.19: Padroes de dependéncia das seqiiéncias temporais sobre as espaciais.

usados na prova das desigualdades entre as correspondentes entropias.

estado inicial, do valor de um 1nico sitio (¥(0) = 1/N), vemos que Ay, a velocidade
de propagagao, e A, o expoente de Liapunov, devem ser proporcionais entre si.

A figura 1.19 mostra que, para qualquer T,

1 K 1 KT
SO(T) = =logx 3 O(p") < = logx 3 O(p") (172)

=1 i=1
j4 que a seqiiéncia temporal de comprimento T’ fica especificada no maximo pelos
valores de 2rT sitios iniciais. Multiplicando e dividindo o lado direito da desigualdade

acima por 2r7T encontramos

ST < 2r S (2rT) (1.73)
e, € claro,
ST < 2081 (2rT) (1.74)

No limite T — o0, quando fica bem definida a velocidade maxima de
propagacio da regra do AC, o valor do sitio ¢ deve depender no maximo dos es-
tados iniciais de 2AT sitios. Portanto podemos estabelecer, como fizemos acima, uma

designaldade mais precisa

Jim SUNT) < 2\, Jim 5= 2rT) (1.75)

isto €
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d® < 234 (1.76)

Também a desigualdade dt) < kh < 2Ad® pode ser melhorada para

d® < kb < 2xd (1.77)

Assim a razado entre as entropias temporal e espacial é limitada pela velocidade de

propagacao maxima A do AC. Além disso quando A = 0 teremos

d) =d =h,=h=0 (1.78)

de modo que regides finitas do AC se tornarao finalmente isoladas.

Das definicbes e propriedades das dimensées estudadas acima vemos que
o grau de “caos”associado a evolugao dos ACs é determinado pelo comportamento
dessas dimensbes. O “caos espacial” ocorre quando d(*) e dL"’) > 0, enquanto o “caos
temporal” surge quando d) e d{*) > 0. O caos temporal exige uma velocidade méxima
de propagacao de defeitos A (o expoente de Liapunov) diferente de zero, o que implica
na sensibilidade as condigbes iniciais : pequenas mudangas no estado inicial levam a
efeitos sempre crescentes no tempo.

Um aspecto interessante € a origem do “caos” em ACs. Todo autémato

unidimensional pode ser visto como um mapa do quadrado unitério sobre ele mesmo.

Assim, por exemplo, para um AC bindrio (K = 2) dividimos cada configuragio
{...,0_9,0.1,00,01,02,...} em duas varidveis reais & e y, pertencentes ao intervalo
[0, 1], do seguinte modo: z = 0,000102...ey = 0,0_10_20_3.... X eY séo, portanto,

as representagoes binarias de nimeros reais (< 1) exatamente como as usadas em um
computador digital. Entao cada regra de AC, que mapeia uma dada configuragio

{o(t)} em umaoutra {o ({+ 1)} no passo de tempo seguinte, pode ser encarada como

um mapa

e fl(l'na yn) €Ynt1 = f2($ﬂ1 yn) (179)
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exatamente o andlogo de um mapa de Poincaré para um sistema dinamico tradi-
cional. Entédo, como no caso dos sistemas dinamicos, a imprevisibilidade da evolugao
cadtica de um AC deterministico ¢ devida ao fluxo de informacao dos digitos “nao
significativos” para os digitos “significativos” da variavel continua. Porém a princi-
pal diferenga entre os ACs e os mapas como o de Henon é que, enquanto os dltimos
sao continuos e diferencidveis (seccionalmente pelo menos), os mapas representando
ACs sao, em geral, altamente fractais (ndo diferencidveis com discontinuidades em
todas as escalas de comprimento). Assim em mapas suaves os efeitos nao-lineares sao
vistos apenas nos digitos significativos, enquanto o processamento de informagao nos
digitos nao significativos se restringe a um fluxo muito simples. Nos ACs, por sua
vez, parece que a informagao nao esta apenas fluindo através de seus sitios, mas sendo
manipulada de forma tal que em cada um deles ocorre uma perda de informacio, que
implica no surgimento de correlagoes de longo alcance nio perturbadas pelo continuo
afluxo de informagao. Na figural.20 mostramos mapas tipicos para as quatro classes
de ACs de Wolfram.

Uma vez que a evolugao dos ACs é em geral irreversivel, Jevando a con-
seqiiente fusao de vdrias configuragdes iniciais distintas, teremos uma contragao ini-
cial do espago de fase em diregao a um subconjunto de configuracoes ou atrator da
dindAmica do AC contendo somente uma fracido pequena de todos os KV estados
possiveis. Na figural.21 mostramos os atratores, representados no quadrado unitario,
das regras 18 € 22 (K = 2, r = 1) [20].

Da figural.21 notamos que o espago de fase de um AC se contrai, sob
evolucao temporal, a um atrator que pode ser considerado um conjunto de Can-
tor cuja dimensio é menor do que 1. Assim varias regras definem atratores estranhos
que sio, no entanto, “imperfeitos ”, isto €, de vez em quando a evolucio tempo-
ral escapa do atrator com uma freqiiéncia que decai no tempo como 1/+/1 [21], um

comportamento novo quando comparado ao dos sistemas dinamicos tradicionais.
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Figura 1.20: Mapa z,41 = f(z,) para ACs unidimensionais K = 2, r = 2 das quatro
classes de Wolfram, com N = 6. Aqui z,, = 0,010;...0xn € as regras sao (a) 4 (classe

1), (b) 8 {classe 2), (c) 12 (classe 3) e (d) 20 (classe 4).
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Figura 1.21: Atratores das regras (a) 18 e (b) 22, ambas unidimensionais com K = 2,

r =1 e de classe 3.
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Capitulo 2

AUTOMATOS E FiSICA
ESTATISTICA

Nesse capitulo trataremos de dois importantes ACs ligados diretamente a
problemas tradicionais da Mecanica Estatistica. O primeiro desses ACs, o antémato
reversivel Q2R, usado para rapidas simulagoes do modelo de Ising no ensemble mi-
crocandnico, nos possibilitara discutir uma maneira sistermatica de se construir regras
reversiveis e deterministicas de ACs capazes de exibir quantidades conservadas ou
constantes de movimento. Ja o segundo AC, o autdmato de Domany-Kinzel esta
relacionado a complicados modelos de spins de Ising em duas dimensées. Discutir

essa relacao sera o principal objetivo desse capitulo.

2.1 Regras Reversiveis e 0 AC Q2R

Toda descrigio microscopica do comportamento da Natureza esta baseada
em leis fisicas que sao invariantes a inversao do tempo. Uma condi¢io necessaria para
um autémato ser reversivel no tempo é que cada configuragao gerada em sua evolugio
temporal tenha uma tinica antecessora, o que implica, portanto, na inexisténcia de
transientes e atratores na dinamica do AC. A invaridncia de inversao no tempo ou,

mais simplesmente, reversibilidade no tempo, significa que uma dada seqiiencia de
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configuragdes pode ser obtida em ordem inversa com a mesma regra de evolugao, sim-
plesmente invertendo-se as duas ultimas configuragdes. Nem todos os ACs reversiveis
sdo invariantes a inversdo no tempo. Por exemplo, a regra o;(1) = o,.;(t — 1) na qual
o sftio 1 toma, no préoximo passo de tempo, o valor de seu vizinho a esquerda gera
um deslocamento global rumo a direita. Nesse caso o passado pode ser exatamente
recuperado usando-se uma outra regra oi(!) = oi41(1 — 1), diferente da regra origi-
nal. Quando apenas queremos a conservagao da informagao a reversibilidade é tudo
0 que precisamos mas, ao considerar analogias mecdnicas, a invariancia de inversio
no tempo é crucial.

Existe uma maneira simples [22], devida & Fredkin, de construir ACs re-
versiveis a partir de qualquer funcio F' envolvendo K estados por sitio: tome o valor
que F associa a uma dada vizinhanga e subtraia, na aritmética médulo K, o valor

que o sitio central possuia no tempo t — 1. Ou seja

oi(t +1) = (Flo(t)] — oi(t — 1))moedK (2.1)
oi(l) = { Flo(t)] - oi(t — 1) , se Flo(t)] ‘—.or,-(t) >0 22)
K + Flo(t)] — o:(t — 1) , caso contrario

A novaregra €, agora, de segunda ordem no tempo e pode ser resolvida para
o;(t — 1) de maneira unica, mesmo se F' nao for invertivel, sendo, portanto,reversivel
no tempo. Essa regra de segunda ordem no tempo pode ser feita de primeira ordem
se mcluirmos no presente os estados do passado, isto é, se colocarmos variaveis o; €

&; em cada célula, de modo que o AC tenha, efetivamente, K? estados. Entao

P { oi(t+1) = (Flo(t)] — 6:(t))modK 2.3)

&i(t + 1) = O'i(t)
¢ um autémato invariante & reversao no tempo. Para vermos isso vamos decompor R

em dois estagios B = BA com
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A { Gt +1/2) = (Flv(®)] = 6i(t))modk 2.4
ot +1/2) = (1)

B { oi(t+1/2) = 6i(t) (2.5)

G(t+1/2) = ailt)

Podemos ver entao que
BB:{ Git+1)= 6(t+1/2)= o:{t) 6)
Gi{t+1)= o(t+1/2) = &)

e, como o;{(t + 1) = (Flv(?)] — 0:(t + 1/2))mod K, entdo

A= { Gilt+1) = (Flo(®)] = (Flo()] = &t 4 1/2))modK = &),
0‘,-(i -+ 1) = G;(t -+ 1/2) = 0’,‘“)

mostrando que BB = I e AA = I, onde I é a matriz identidade. Portanto, definindo-

se R~ = AB teremos o AC tempo invertido correspondente a regra R pois

R'R'"RR=ABABBABA=1 (2.8)

Logo no instante que desejarmos inverter o tempo devemos apenas aplicar o operador
B mais uma vez e, a partir de entao, continuar a aplicar o mesmo automato R.

Em lugar de duas variaveis em cada sitio é possivel separar cada célula em
duas adotando uma estrutura espacial do tipo tabuleiro de xadrez, onde as variaveis
o; estarao numa subrede e as &; na outra subrede, como mostra a Fig. 2.1. Mas para
isso é preciso que a rede tenha um nidmero de coordenagido par (isto é, nimero par
de primeiros vizinhos e de sitios em cada diregao). Portanto a estrutura de rede é
essencial se quisermos obter simetria de inversao no tempo.

Como em mecinica as regras reversiveis devem ter muitas quantidades con-

servadas que descrevem as condigOes iniciais do AC. Essas leis de conservacao estao
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Figura 2.1: Estrutura das subredes em (a) uma dimensao e (b) na rede quadrada.

associadas a determinadas simetrias como, por exemplo, a reversibilidade ou simetria
de inversdo no tempo. Vamos discutir a seguir um exemplo importante de uma dessas
quantidades que é local e globalmente conservada.

Consideremos o AC totalistico com A =2 e F, na eq. 2.3, dada por

Flz)=1l®z=¢, 0<g¢g<2r (2.9)
onde
+r
=Y oj(t) (2.10)
#

introduzido por Vichniac [22]. Pomeau [23] mostrou que para esse AC, definido em

redes como as da Fig. 2.1, a grandeza

E(t)= ) o —qu ) + 6:(t)) (2.11)

<tg>
(onde < ... > significa pares de primeiros vmmhos) se conserva. Para demonstrar isso .

VaInos reescrever a regra, eq. 2.3, como
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oi(t) = Fl{o;(t)}] @ 6:(2) (2.12)
oi(t +1) = 6i(t) + {1 = 26:(1)] F[{o;(1)}] (2.13)

ja que (F — 6;)mod2 = F & &; e o restante pode ser verificado por inspe¢ao. Rear-

ranjando os termos da eq. 2.10 temos

Eit+1)= Za‘ t+1) Z J-(t—l—l)]——qZ:(o',-(t—l—1)+6‘,~(t+1)) (2.14)

e, assim,

E(t+1) Ea,t+l)[§:o]t+l )~ ¢]— an,t—l—l) (2.15)

Inserindo a eq. 2.13, 5i(t + 1) = 0i(t) na eq. 2.15 e como que F[{5;(t)}] = 0 sempre
que 3°; 6;(L +1) — ¢ # 0, encontramos

E(t+1) = E() (2.16)

Do mesmo modo pode-se mostrar que

Z:cr, t)o;(t) — an, — g6i(t (2.17)

onde a soma sobre j s6 é felta sobre os primeiros vizinhos do sitio 2, é também
conservada, localmente conservada. Portanto vemos que, para esse AC, a quantidade
local e globalmente conservada é a energia do modelo de Ising,.

O autdmato 2.9 com ¢ = 2 e definido sobre a rede quadrada é chamado
de Q2R ( Q = guaire = r =nlmero de vizinhos, 2 = ¢, R = reversivel ). Nesse
caso o invariante da equagio 2.11 pode, introduzindo-se as varidveis s; = 6; — 1/2 e

§ = &; — 1/2 que assumem os valores £1/2, ser escrita como
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_ g = Yo si(t)s; + h Y (si 4+ 8) (2.18)

onde h = 2 — ¢ é 0 campo externo. Mas esse é justamente o Hamiltoniano do modelo
de Ising, de modo que o Q2R conserva exatamente a energia total do sistema na
auséncia de campo externo, ja que ¢ = 2 e, portanto, h = 0 anulando a ultima soma
em 2.18. Logo o Q2R pode servir como um simulador microcanénico do modelo
de Ising. A regra dinimica é inverter todos os spins com energia local E = —4 e
manter todos os outros em seu estado atual, pois o;(t +1) = [F(v(t)) — 6i(t)] mod 2 =
[F(z) — o3(t — 1)] mod2 = F(z) @ oi(t —1) e F{x) =1 & 3, 0; = ¢ e, nesse caso,
E{t) = —~¢¥;0; = —4. A presenca de o;(t — 1) no célculo de sigma;(t + 1) nos
lembra que a regra deve ser aplicada primeiro a uma das duas subredes em paralelo
e s6 depois a outra.

A primeira implementagao do Q2R numna rede quadrada foi feita por Herr-
mann [24], que mediu a magnetizacdo para grandes redes ( até 1280 x 1280 ) em
funcao da energia. Os resultados concordam, dentro da precisao numérica, com a
solugao exata obtida por Onsager e sao mostrados na Fig. 2.2.

A grande vantagem do uso do Q2R é computacional. Usando-se codigo
multi-spin pode-se atualizar 16, 32 ou 64 sitios em paralelo (dependendo do tamanho

da palavra do computador) por meio de operagoes logicas bit a bit da forma

O'i(t + 1) = O'i(t) & [(0’1 & 0'2) A (0’3 & 0’4)] \% [(0’] & 0’3) A (0’2 & 0’4) (2.19)

onde oy,...,04 520 0s vizinhos de ¢; no tempo {. A vantagem sobre o Monte Carlo
tradicional é a eliminacao de comparagoes e da geracao de niimeros aleatdrios.

O autdomato Q2R parece nao satisfazer as exigéncias de ergodicidade da
dinimica do modelo de Ising. No caso do modelo de Ising isso significa que todo o
espago de estados deve ser gerado acima do ponto critico enquanto que, abaixo desse
ponto, apenas metade dele { por exemplo, a fragdo com magnetizé,géio positiva) deve

ser gerada, o que corresponde a quebra espontanea de simetria caracteristica de sua
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Figura 2.2: Relagdo entre magnetizagao e energia para o Q2R. A linha cheia cor-
responde a relagio de Onsager para o modelo de Ising. Tamanhos diferentes corres-

pondem a simbolos diferentes. Retirado da referéncia [24].
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transicao de fase. Mas, por ser deterministica, a dindmica no espago de fases do Q2R
é controlada por ciclos limites e, assiin, ela nio deve ser ergddica.

Existe uma série de resultados sobre o Q2R indicando que, quando com-
parada ao modelo de Ising abaixo do ponto critico, sua dinamica subestima as flu-
tuagdes térmicas [25, 26, 27, 28]. A razdo disso € que a regra Q2R nao gera conve-
nientemente todo o semi-espaco de fase correspondente & magnetizacao positiva, mas
apenas uma fracio desse semi-espago que, ainda assim, é dependente do estado inicial
usado na simulagao. De modo a corrigir essa falha de ergodicidade, Oliveira {29] in-
troduziu uma modificagao na regra Q2HK: se apenas trés das seis ligagdes unindo dois
spins adjacentes aos seus seis vizinhos sao frustradas, entdo ambos os spins centrais
serdo invertidos. Quando comparada & 2R, essa regra perinite, a cada atualizagio,
uma maior mobilidade na rede das ligagdes frustradas. Consequentemente ela leva
a uma dindmica que possui maior mobilidade na geragao do espago de fase e me-
Thora, portanto, o seu grau de ergodicidade. A Fig 2.3 mostra a susceptibilidade,
para a rede guadrada, obtida usando-se a regra Q2R e a modificagdo proposta por
Oliveira. Pode-se notar que enquanto a regra modificada reproduz a curva correta
apresentando pequenos desvios em baixas energias, os dados do Q2R exibem fortes
desvios (1 ordem de magnitude) em relagio aos esperados abaixo da energia £ ~ 0, 20.
Maiores detalhes, principalmente de implementacao computacional, podem ser vistos

na referéncia [30].

2.2 O Automato Celular Probabilistico de Doma-
ny-Kinzel

Nessa secao consideraremos vérios aspectos do AC probabilistico (ACP)
unidimensional considerado por Domany e Kinzel {10, 31], em particular sua relagao
com percolagao direcionada na rede quadrada e modelos de spins bidimensionais.
Uma possivel aplicagio desse ACP é a modelagem de processos cataliticos em reagoes

quimicas [32].
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0.1 0.15 £

Figura 2.3: Flutuacio da magnetizacio em funcio da energia para o Q2R. A linha
cheia representa o resultado exato, no ensemble canénico, paraT x = N [L%f‘i—
m?. A linha pontilhada corresponde a correcao no ensemble microcanénico obtida
usando-se simulacoes Monte Carlo. Os triangulos representam os dados do Q2R e os
circulos os resultados da regra Q2R modificada. A escala é logaritmica. Retirado da

referéncia [30).
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O ACP de Domany-Kinzel generalizado consiste de uma cadeia linear de
N variaveis Booleanas oy,t = 1,2,..., N, com condi¢oes de contorno periédicas. A
evolucao temporal (paralela) de cada sitio o; depende apenas dos estados anteriores

de seus primeiros vizinhos, o;; € 0,41, via probabilidades condicionais

p(11/1), p(10/1), p(01/1), p(00/1) (2.20)

E claro que p(0y_1,0:41/0) = 1 — p(0i_y,0:41/1). Essas quatro probabilidades condi-
cionais definem o ACP mais geral com varidveis Booleanas e vizinhanga de dois sitios.
Cada uma delas, p{o;_,(t),0i31(t)/1) digamos, é a soma sobre oito probabilidades 11I;
que especificam a chance de se escolher, no tempo ¢, a j-ésima regra deterministica
local tipo Wolfram F; (7 =0,1,2,...,15). Isso porque, com vizinhanca de dois sitios
e variaveis bindrias, existem 2! = 16 possiveis regras deterministicas. A primeira, Fq,
é tal que oy(t + 1) == 0 para todas as configuragdes 00,01,10 e 11 de o;_1(t), o:11(2).
Ja Fy associa 0;(t+1) = 1 & configuragao 11 de oy_4(1),0:41(t) e o;(t +1) = 0 para as
demais e assim por diante, até Fj5 que associa oy ('t +1) = 1 para todas as quatro con-
figuragoes. Entéo, sendo 11, a probabilidade de se usar a j-ésima regra deterministica
para atualizar o sitio ¢ no tempo ¢, é claro que o conjunto {Il;} satisfaz a regra de

soma

‘E ;=1 (2.21)

=0

e, portanto, apenas 15 parametros 11; sdo independentes. Além disso a probabilidade
condicional p{00/0) de 0;(t+1) = 0 dado que a configuracio {o;_,(t), o341 (t)} = {0,0}
ocorre é, por exemplo, a soma sobre todas as II; associadas as oito regras legais da
tabela 2.1. Em geral a probabilidade condicional p(oy,0:/03) de o;(t + 1) = o3
dado que {o;_1(t),0i41(t)} = {o1,02} € a soma sobre todas as II; correspondentes
as regras nas quais o;{t + 1) = o3 é associado a configuragao oy,0;. Uma vez que
p(o1,02/0) = 1 — p(01,02/1) entdo das oito probabilidades condicionais p(o1,02/03)
somente quatro delas, p, = p(11/1),p1 = p(10/1),ps = p(01/1) e po = p(00/1)

digamos, sao independentes. A discussao acima é resumida na tabela 2.1.
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Vizinhanga no tempo t
Regra | 00 [ O1 | 10 11
Fo 0100 0
F 00| O 1
F, C {01 0
Fy 0|01 1
Fy 011} 0 0
F 011160 1
Fe 0l1]1 0
I3 0] 11 1
Fg 110|896 0
Fy 110}0 1
Fio [1]107]1 0
Fi 1107]1 1
Fo |1]|1]0 0
Fis 1§10 1
Fl4 11171 0
F15 1 1 1 1
p(00/0) = Ilg + 11y + Il + I3 -+ Iy + 15 + Ilg + 117
p(01/0) = IIg + Iy + Uz + Il + Ho -+ [yo + Hay + 12
p(10/0) = g+ II; -+ 14 + Ts + Mg -+ Tlg -+ y2 -+ Iis
p(11/0) = Mg + Uy + Iy + I + s + Thyo + Ilya + Iy4
»(00/0) + p(00/1) =1
p(01/0) +p(01/1) =1
p(10/0) -+ p(10/1) =1
p(11/0) + p(11/1) = 1

Tabela 2.1: Relagdes entre probabilidades condicionais p(o1,02/03) do ACP booleano
mais geral com vizinhanga de dois sitios e as probabilidades II; associadas as 16 regras
locais deterministicas F;. As regras Fy,..., F7 sdo legais enquanto que as regras
Fy, ..., Fis sao ilegais. Os niimeros nas colunas representam os valores de o;(t + 1)

associados as configuracdes {o;_1(t),0:41(t)}. Retirado da referéncia [35}.
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A primeira relagao importante do ACP de Domany-Kinzel com problemas
tradicionais da fisica estatistica é a percolagio direcionada na rede quadrada. Varnos
discutir brevemente esse ponto. Considere a rede da Fig. 2.4 onde cada sitio e cada
ligagao estio presentes ao acaso com probabilidades p, e p;, respectivamente. Quando
o; = 1 o sitio i pode ser atingido por uma rota dirigida a partir do topo da rede
(ou de um sitio semente em ¢ = (), caso contrdrio, o; = 0, ele nao pode. Além
da prépria existéncia da célula, pelo menos uma ligagdo unindo a linha anterior ao
sftio o; deve estar presente para que ele possa ser atingido a partir do topo da rede.
Assim, por exemplo, basta notar que, do ponto de vista da percolagao direcionada, a
probabilidade condicional p(11/1) corresponde a chance de se atingir um dado sitio
na linha inferior sabendo-se que seus vizinhos, a esquerda e a direita imediatamente
acima, estao presentes. Dessa maneira obtemos as seguintes relagoes entre as quatro
probabilidades condicionais e as probabilidades p, e p; que caracterizam o problema

de percolagao:

p(11/1) = p.p(2 —p1)
p(10/1) = p(0L/1) = pspi
p(00/1) = 0 (2.22)

Admitindo-se o caso de diferentes probabilidades para ligacoes a esquerda e a direita
temos o caso anisotrépico mais geral onde p(01/1) # p(10/1).

Uma vez que p, e p; variam, independentemente, no intervalo [0, 1] a corres-
pondéncia com o problema de percolagio direcionada bidimensional s6 ocorre para
valores especiais das probabilidades condicionais do ACP de Domany-Kinzel. As-
sim, por exemplo, o caso de percolagdo por sitio (p; = 1) ocorre sobre a linha
p(11/1) = p(10/1) = p(01/1) = p,, a diagonal do quadrado unitirio definido por
p(11/1) e p(10/1) = p(01/1). J& percolagao por ligagdo (p, = 1) ocorre sobre a linha
p(11/1) = p(2—p) e p(10/1) = p(01/1) = pi, ou seja, p(11/1) = p(01/1)[2—p(01/1)]
mostrada na Fig. 2.5. Todos os casos de percolacio bidimensionais, como por exem-

plo o caso misto ( de sitios e ligagbes), ocorrem dentro do subespago do quadrado
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Figura 2.4: Geometria do ACP de Domany-Kinzel unidimensional e sua relagio com
percolagao direcionada na rede quadrada. A probabilidade do sflio oy ser atingido
a partir de ¢ = 0 (topo da rede) depende da sua prépria presenca, da presenca dos

sitios oy e/ou 0, e da existéncia ou nao de suas respectivas ligagdes ao sitio as.

unitario lirnitado pelas curvas { (caso de ligacio apenas) e s (caso de sitios apenas)
na Fig. 2.5. Na regidao de intersecio entre a fase ativa e o subespago limitado pelas
duas curvas [ e s, o sistema percola, isto €, existird um aglomerado conexo infinito
ligando um sitio no topo da rede (f = 0) a pelo menos um outro na borda inferior
(1 = o0).

A partir de agora vamos discutir brevemente a relagio entre 0 ACP de
Domany-Kinzel ¢ modelos estatisticos do tipo Ising. Como vimos no capitulo 2, a
dinamica dos ACs ndo estd restrita ao peso de Boltzmann e a condicio de balanco
detalhado, o que lhes permite modelar reagdes quimicas, crescimento de cristais.
turbuléncia, problemas bioldgicos e outros processos nio lineares fora do equilibrio
térmico [36]. Entretanto, ACPs d-dimensionais podern ser mapeados sobre modelos
estatisticos (d - 1)- dimensionais [37, 38, 39]. Como veremos a seguir o correspon-
dente modelo de spin é, em geral, anisotrépico, envolve interagdes entre miltiplos
spins e campos exiernos cujas constantes de acoplamento sdo calculadas a partir das
probabilidades condicionais que especificam a regra de evolugao do ACP. Ao contririo

da dinamica de equilibrio, definida pela mudanga da varidvel local de acordo com o
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Figura 2.3: Diagrama de fases e subespag¢o do quadrado unitario que corresponde ao
caso geral de percolagdo direcionada no ACP de Domany-Kinzel unidimensional. As
linhas [, {4+ 3 e 3 marcam os casos de percolagao por ligacao, misto (sitio e ligacao)

e por sitio, respectivamente, na rede quadrada.

peso de Boltzmann local, mesmo os ACPs unidimensionais exibem transicdes de fase
continuas caracterizadas por expoentes criticos universais e leis de escala.

De modo a estabelecer a conexido entre o ACP de Domany-Kinzel genera-
lizado e os modelos estatisticos de spin vamos associar a cada varidvel bindria o; os
valores +1 ou -1, em lugar de 0 ou 1 como antes. Nesse caso o ACP de Domany-

Kinzel generalizado passa a ser definido atraveés de quatro probabilidades condicionais

ploi1(t), o (t)/oi(t + 1)) :

po=p(—1,=1/1),p1 = p(1,~1/1),ps = p(—1,1/1},p2 = p(1, /1) (2.23)

Uma vez que, no tempo ¢+ 1, a variavel o; deve assumir necessariamente um
dos valores possiveis-1 e +1, as probabilidades condicionais ou de transigao satisfazem

a condigao de normalizagio

Y p(oii(t) qun(t)/oi(t + 1) = L (2.24)
7.t +1)=%1

que € automaticamente levada em conta colocando-se
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1
pois(0) o (B)fos(t + 1) = 1+ ot + Dh(oia(®), i) (2:29)
com {h(ci_1(t), 0i1(8)] £ 1, j& que p(o1, 02/03) < 1. Uma forma geral da fungdo A,
que depende da vizinhanca local no tempo anterior do sitio 7, na notagio simplificada

da Fig. 2.4 ¢

h(G’l,O'z) =V + TIO'] + T20'2 + UO'10'2 (226)

onde os parametros Ty, T3, U, e V estao relacionados as probabilidades condicionais

Po, P1, P2 € ps através das formulas

1

T, = E(Pz—Po+P3_P1)
1

T = §(P2—P0+P1—P3)
1

U = §(pz+po—p1—ps)

1
V = 5(?2 +po+pit+p—2) (2.27)

pois, por exemplo, A(1,1) = V+ Ty + Ty + U = 2p, — 1 e, portanto, p{l,1/o3) =
3 [1 + o3(2p2 — 1)) conforme as definigdes corretas p(1,1/1) = pz e p(1,1/—1) = 1—pa.

Consideremos agora uma dada “histéria” ou padrio espago-temporal do
ACP, isto é, um conjunto de sucessivo estados {a,-(t)}. Uma vez que a evolugdo

do autdomato é um processo Markoviano, a probabilidade dessa “historia” sera

P({ai(t)}) = UHP(Ui—l(t), gip1(t)/oi(t + 1)) (2.28)

O produto na eq. 2.28 pode, via uma forma exponencial para p(c,o2/c3),

ser expresso de uma forma mais conveniente. Escrevendo-se [3§]

plon,o2f/o3) = Aexp(Hioy + Hioy + Hsos + Kiaoyoq
+ Kyzoqos + Kiaoyo3 + Kooyoy03) (2.29)
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a probabilidade associada a “histéria” {o;(f)}, se torna

1
P({ai()}) = - exp(~BH(ai(t))) (2.30)
onde H é o Hamiltoniano de um modelo de spin definido numa rede triangular. O

Hamiltoniano, que envolve campos magnéticos, e interages entre dois e trés sitios de

cada plaqueta elementar da rede, possui a seguinte forma

—BH = (Hi+H+H;)) oi+ > (Knzowoa

i plagquetas

+ K230'20‘3 + K130'10'3 + K00'10'20'3) (231)

Assim cada “histéria” ou padrao espago-temporal do ACP unidimensional
passa a ser visto como uma configuragio bidimensional estatica (o eixo do tempo
desempenhando o papel da segunda dimensio) e sua probabilidade de ocorréncia é
dada, via eq. 2.31, pelo peso de Boltzmann dessa configuragao estatica em um modelo
de spins de equilibrio em duas dimensoes.

As constantes de aclopamento, Hy, Hy, H3, K2, K13, K23 ¢ Ky que aparecem
nas equacdes 2.29 e 2.31, estdo ligadas aos parimetros que especificam a regra de
evolugao do ACP como calcularemos a seguir. Considerando, de acordo com a forma

exponencial de p(oy, 02/03), eq. 2.29, as 2% = 8 configuragdes de spin possiveis temos:

p(—1,-1/1) Aexp(—Hy — Hy + Hy + K3 ~ K33 — K3+ Ko) = po
p(=1,1/1) = Aexp(—Hy + Hy+ Hz — Kia+ Ky3 — K13 — Ko) =
p(1,-1/1) = Aexp(H, — Hy+ Hs— K12 - Kys+ K5 — Ko) =p;
p(L1/1) = Aexp(Hy+ H+ H3 + K1z + Kia+ Kz + Ko) = p
(2.32)
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p(—1,-1/—=1) = Aexp(—H; — Hy — Hy + K2 + Kj3 + Ki3 — Kb)

p(—1,1/ 1) = Aexp(—H;+ Hy — H3 ~ Ky — Koz + K13 + Ko)
= 1—gps
p(l,—1/—1) = Aexp(H, — Hy — Hs — K3 + Ko — K13 + Ko)
= l-p
p(1,1/—1) = Aexp(H, + Hy— Hz+ K12 — Koz — K13 — Ko)
= 1—=p
(2.33)

Do produto de todas essas oito equagdes determinamos a constante de nor-

malizagao

A® = po(L — po)pa(l — p2)pu (1 — p1)ps(l — pa) (234)

As constantes de acoplamento também sao obtidas das oito equacdes acima.
Por exemplo, tomando-se o produto da primeira, quarta, sexta e sétima equagoes
acima e dividindo-se o resultado pelo produto da segunda, terceira, quinta ¢ altima

expressoes, encontramos

€4K0 — pDP?(l - pl)(l - p3) (2 35)
e=# o pips(l — po)(1 — )
o que nos leva a
8Ko _ pop2(l — p1)(1 = ps) (2.36)
pps(l — po)(1 — )
De marneira analoga chegamos as outras expressoes procuradas
eSH; — P')P](l - pﬁ)(l - Pl) (237)

popa(l — po)(1 — pa)
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8E, p2pa(1 — p2)(1 — pa)

© T wen( - p)(1-p) (239
= (1 —po)(1 —p(;z;z()ipj p1)(1 —ps) (2:39)
S 20
-
S e o

Entretanto, devemos notar que nem todas as constantes de acoplamento sao
independentes entre si. Isso é claro desde que essas sete constantes sao, de fato,
funcdes de apenas quatro probabilidades condicionais independentes. A condigao de

normalizagao, eq. 2.24, na forma exponencial

Y. exp{~pH(01, 02 05)] :I%{ (2.43)
o3=%1

onde A depende apenas das constantes de acoplamento e nio dos spins oy e g3, impoe
vinculos as interacoes do modelo estatistico de spins bidimensional derivado do ACP.
Portanto a eq. 2.43 forga relacdes diretas entre as sete constantes H,, K;; e Ko, Na
verdade, uma vez que o campo total em cada sitio da rede é uma comnbinagao simétrica
Hy + I, + [Is = h, 0 modelo de spins é, de fato, definido por cinco constantes de
acoplamento. Logo a condigdo de normalizagio, eq. 2.43 define, no diagrama de fase
do modelo anisotrépico de spins de equilibrio parametrizado pelas cinco constantes
h, Kij, Kg, uma variedade de codimensio 1, chainada variedede de desordem. Por

exemplo, no caso do modelo de Ising na rede triangular e na auséncia de campo, para

oqual h=0e Ky =0, na eq. 2.31, sua variedade de desordem é de acordo com 2.43,

dada por

Z exp( Kpoyo3 + Kiaoyos + Kipoy02) =

1
- (2.44)
ry==+1 A

ol
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1

exp(K23az + K130'1 + K120'10'2) + CXP(_K230'2 - K130'1 + K120'10'2) = Z (2.45)

vélida para qualquer estado dos spins o, e 0,. Assim escrevendo-se a eq. 2.45 para

{1,1} e {1,-1} de o}, 02 e subtraindo uma da outra, encontramos

512 cosh(Kys + Ki3) — e ¥12 cosh( Ky — Kya) = 0 (2.46)

Portanto a condigio de desordem se reduz a

t3 + tltz = U (2.47)

onde t3 == tanh K3, {; = tanh K53 e {, = tanh Kiya.

F. claro que todo o procedimento acima pode ser generalizado para ACP
d-dimensionais. A idéia geral é considerar os sucessivos estados do autémato d-
dimensional como as diversas camadas de uma rede (d + 1)- dimensional, com o eixo
do tempo sendo a dimensio extra. O cardter Markoviano e local da regra de evolugao
permitira a definicio de um Hamiltoniano local nessa rede (d + 1)-dimensional de tal
maneira que a probabilidade de um dado padrio espago-temporal ou “historia” do
ACP sera igual ao peso de Boltzmann da correspondente configuracio {o:(¢)} de um
modelo estatistico de spins e campos, fungoes das probabilidades condicionais originais
do ACP, e que, portanto, nio serdo todos independentes entre si. As constantes de
aclopamento estarao relacionadas entre si através da condigao de normalizacio das
probabilidades e, assim, o modelo de spins (d+1)-dimensional associado estara restrito
a sua variedade de desordem no diagrama de fases. Nos limites deterministicos do
ACP (onde todas as probabilidades condicionais sio 0 ou 1) todas as constantes de
acoplamento no modelo de spin associado sio 400 ou —~oc. Portanto os diferentes
limites deterministicos estao relacionados as diferentes maneiras possiveis de se obter
o limite de temperatura zero do modelo de spin a0 mesmo tempo que se preserva a
relacdo 2.43 entre as constantes de acoplamento. Cada “histéria” particular de um

AC deterministico correspondera a um diferente estado fundamental do modelo de
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spins sujeito a uma dada condigio de contorno. O esquema geral de equivaléncia

entre ACPs d-dimensionais e modelos de spins (d + 1)-dimensionais ¢ apresentado na
tabela 2.2.
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ACP d-dimensional modelo de spins d + 1-dimensional
padrdo espago-temporal {o;(¢)} configuracao de spins {o;(t)}

probabilidades condicionais locais | peso de Boltzmann normalizado local

p({o’'(t)}/{o:(t +1)}) Aexp(~BH({o'},{o})

condi¢ido de normalizagao: condicao de desordem:
Ly p{o }o}) =1 Liosy=1 exp(—BH({o'}, {o}) = %

operador de evolugio matriz de transferéncia linha a linha

configuragao inicial condi¢ao de contorno

probabilidade de uma “histdria™: peso termodinamico:

P({oi(t)}) zexp(—pH(oi(t)))
média sobre histérias média termodindmica
fungdo de correlagdo dinamica: funcdo de correlagdo

(Ui(t)aj(t) . .)p (O'i(t)aj(t) .. -)H

transientes efeitos de superficie
limites deterministicos diferentes limites de temperatura zero
“historias” deterministicas estados fundamentais

Tabela 2.2: Equivaléncia entre ACPs d-dimensionais e os modelos de spin (d + 1)-

dimensionais satisfazendo a condigdo de desordem. Retirado da referéncia (38].



75

Capitulo 3

SIMULACOES NUMERICAS
NO AC DE DOMANY-KINZEL

Neste capitulo apresentaremos os resultados centrais desta tese obtidos atra-
vés de extensivas simulagbes Monte Carlo realizadas no automato de Domany-Kinzel.
Nestas simulagées investigamos o diagrama de fases e a criticalidade do ACP de
Domany-Kinzel generalizado, o efeito sobre a criticalidade da introdugiao de certos
vinculos na regra de evolugdo do ACP, as caracteristicas do processo de relaxagio ao
equilibrio do parametro de ordem da transicio de fases congelada-ativa e, finalmente,
a resposta do AC (susceptibilidades) & presenca de campos externos conjugados aos

parametros de ordem das transi¢des de fase congelada-ativa e ativa-cadtica.

3.1 Superficie Critica e Classes de Universalidade

Recapitulando, nosso sisteina consiste de uma rede unidimensional de N
sitios (¢ = 1,2,..., N), com condi¢bes de contorno periédicas, sendo que cada sitio
pode assumir dois estados possiveis a; = 0,1. O estado do sistema no tempo £ é
especificado pelo conjunto {:(¢}}. No préximo passo de tempo, o estado de um dado
sitio serd a;(t+1) = 0 ou 1 de acordo com um conjunto de probabilidades condicionais

{P(oi-1(t), gipr(t)/ai(t + 1))}, mais especificamente p; = p(0,1/1), px = p(1,0/1)
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e p; = p(1,1/1). Com po = 0 é clara a existéncia de uma superficie critica no espao
de parametros (pi,p2, p3) separando uma regido do cubo unitdrio na qual o estado
assintdtico t — oo do ACP ¢é homogéneo ( com todos os sitios nulos, fase congelada),
contendo a origem p; = p, = p3 = 0, de uma outra na qual o estado assintotico
possui uma fragdoe finita de sitios permutantes com valor 1 (fese ative) e que inclui o
canto py = p; = p; = 1 (onde o estado final é homogéneo com todos os sitios o; = 1).
Porém se py # 0 sempre, mesmo apos atingir o estado homogéneo nulo, teremos uma
fragdo nao nula de sitios com valor 1 e, conseqilentemente, a transigio de fase sera
destruida. Portanto consideraremos aqui po = p(0,0/1) = 0 (regras legais), desde que
essa probabilidade age como um campo externo que destrol a transi¢io de fase. A
transicao de fase, que ocorre com py = 0, € continua e caracterizada por expoentes
criticos universals.

Nio existem resultados analiticos exatos com respeito a superficie critica
exceto no ponto (py,p2, p3) = (1/2,1,1/2) para o qual se aplicam argumentos de
dualidade [31]. Esses argumentos podem ser extendidos de modo a provar que a linha
critica com p; = 1 é uma reta cuja equagio é p, + p3 = 1 [40, 41]. Por outro lado
os trabalhos de Domany e Kinzel [10, 31] demonstraram a existéncia de apenas duas
fases: a congeleda, na qual todos os estados iniciais levam a um estado absorvente
o; =0¥1=1,2,..., N, e a ativa na qual, em todos os passos de tempo, uma fragdo
macroscopica de sitios tem valor 1.

Para caracterizar a transicao de fase congelada-ativa definimos um parame-
tro de ordem M (a “magnetizagio”) como a fra¢gdo { — oo de sitios com valor 1.
Nas sirnulagées computacionais da superficie critica, é necessario fazer a evolucio do
automato até que ele atinja o equilibrio e, 6 entdo, avaliar a “magnetizacio” M. Uma
vez que a evolu¢io do ACP deve ser feita até que nio existam grandes flutuagdes no
parametro de ordemn, fizemos, inicialinente, um estudo do transiente, isto é, do tempo
necessario para que o ACP atinja o equilibrio. O estado inicial usado em todas as nos-
sas simulagdes corresponde, para cada sitio, a situagao equiprovavel entre os valores
0 e 1 ( aproximadamente N/2 sitios, escolhidos ao acaso, estdo no estado 1). As figu-

ras 3.1 (a) e 3.1 (b) mostram o parametro de ordem M(t) em fungio do tempo para
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dois conjuntos de probabilidades condicionais correspondentes a pontos na fase conge-
lada distante e proximo, respectivamente, da superficie critica. O comportamento do
transiente de M(t) para um ponto (pi, p2, ps) que pertence a fase nio-congelada e que
estd distante da superficie critica é exibido na figura 3.1 (¢). Dessas figuras podemos
observar, como esperado, que o transiente proximo a superficie critica é maior do que
longe dela; como veremos mais adiante, esse transiente diverge na superficie critica
para N — 00, Na figura 3.2 apresentamos o diagrama de fases completo para o ACP
de Domany-Kinzel generalizado obtido por nés através de simulagdes computacionais;
o caso isotrépico p; = ps é mostrado na figura 3.3. E importante notar que o diagrama
de fases apresenta trés e ndo duas fases como previamente sugerido nos trabathos ori-
ginais de Domany e Kinzel. No caso isotrépico nossa fronteira critica congelada-ndo
congelada ¢ semelhante a obtida por Kinzel [31] usando métodos de matriz de trans-
feréncia e escala de tamanho finito. Mas nossas simulagdes Monte Carlo mostram
que o estado ordenado ¢ denso o bastante para suportar uma transigio distante do
limite deterministico p; = 0, p; = p3 = 1, contrariamente aos argumentos de Kinzel.
Ainda no caso isotrépico, calculamos o expoente 3 associado ao pardmetro de ordem
M e definido por M ~ (py — p1.)?. Na figura 3.4 apresentamos um tipico gréfico de
In My, X In(py — p1c) para o pardmetro de ordem. Nossas simulagées fornecem o resul-
tado 8 = 0.25 & 0.02 que deve ser comparado ao valor 3 = 0.273 % 0.002, obtido por
Kinzel [31], e com os valores da percolagdo direcionada [42]. Nossos resultados Monte
Carlo suportam a hipdtese de universalidade, isto é, de que os mesmos expoentes
criticos, incluindo 3, descrevem as propriedades criticas ao longo de todo o contorno
de fase congelada-ativa da figura 3.3, exceto para p; = I onde nossas simulagbes sao
consistentes com um 3 = 0 e, portanto, com uma classe de universalidade diferente.
Para o caso anisotropico (p # ps) obtemos uma classe de universalidade distinta ca-
racterizada por 8 ~ 0.50£0.02, consistente com o fato, mostrado na referéncia {38], de
certas regras lineares de ACPs terem transicées de fase cujas classes de universalidade
estio relacionadas ao problema de “self-avoiding walks” direcionadas.

De modo a entender melhor a natureza da fase nio congelada longe do canto

deterministico py = ps = 1 e p; = 0 (regra 90 na nota¢io de Wolfram), estudamos
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Figura 3.1: Parametro de ordem M(t) em fun¢io do tempo para um conjunto par-
ticular de probabilidades condicionais. Todas as figuras sao para p; = 0.70 e para
os seguintes valores de p; e pa: (a) p1 = p3 = 0.67, (b) pp = ps = 0.63 e (<)
pr = p3 = 0.80. p,(10/1) = p.(01/1) ~ 0.68. Os dois primeiros conjuntos de pro-
babilidades condicionais (a e b) pertencem & fase congelada enquanto o iltimo (<)

pertence a fase ativa.
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transicao dinamica entre as fases ativa e cadtica (M # 0,V # 0) nos planos p; = 1,

ps = L e p; = pa, respectivamente. No plano p; = 0 as transi¢des de fase congelada-

nio congelada e cadtica- ndo cadtica possuem a mesma linha critica.
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como ocorre a propagacao de danos nesse ACP. Para isso simulamos o autémato até
que ele atinja o equilibrio e, entdo, construimos uma réplica do sistema na qual um
“dano inicial” é criado pela inversdo de uma fragio p de sitios, escolhidos ao acaso, com
relagdo as células correspondentes no ACP original. Essa estratégia economiza tempo
de simulagio quando comparada aquela na qual o dano é criado desde o instante
inicial. Com a subsequente evolugio no tempo, o dano inicial se espalha através de
parte da rede (regido danificada) onde os sitios dos dois autdématos possuem valores
diferentes. Esse dano é medido pela distincia de Hamming normalizada ¥, definida
como a fragao de sitios na réplica que diferem dos seus correspondentes no sistema
original. Na figura 3.5 é mostrado como ¥ varia em fun¢io do dano inicial p para
diferentes tamanhos do sistema e diferentes tempos de evolugdo. A partir desses dados
vemos que uma frac3o p ~ 50% é bastante conveniente para simulagées confidveis ja
que o sistema atinge o equilibrio mais rapidamente para grandes valores de p. Também
vemos dessa figura que o valor de N = 3200 sitios é uma boa aproximagio para o
limite termodindmico desde que, para N = 6400 e para p > 10%, ¥ assume os mesmos
valores que os obtidos com N = 3200. Se o dano se espalhar por todo o ACP entio
o autdomato é sensivel as condicdes iniciais { fase cadtica ), caso contrério ele estara
num regime nao cadtico.

O método de propagagao de danos foi usado com sucesso, nos 1iltimos anos,
no estudo das transi¢bes de fase dindmicas em modelos tipo Ising € no autémato
Q2R [43, 44, 45, 46}, vidros de spin [47], autématos deterministicos [48] e outros
sistemas de spin como os modelos ANNNI e XY [49, 50]. Relagdes exatas conectando
a propagacao de danos e propriedades termodinamicas de sistemas do tipo Ising foram
estabelecidas por Coniglio e colaboradores [51]. Essas relacées foram, desde entio,
estendidas para os modelos de Potts e Ashkin-Teller [52] e para o modelo Z, [53].

Para o cilculo de ¥ tomamos uma média temporal sobre um perfodo mfnimo
tao longo quanto o comprimento N da rede. O ponto critico para propagagio de danos
foi definido como sendo o conjunto de probabilidades condicionais p, = (P1ss P2+ P30)
para o qual uma perturbagdo inicial provoca, com probabilidade nio nula, um dano

que se espatha indefinidamente no ACP. Assim, para um valor fixo de p, e ps, ¥ é zero
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se pa > pg, € é, ao contrario, diferente de zero se p; < pys. O contorno de fase para
essa transicio dinamica, obtido pela extrapolagido de nossos resultados para valores
crescentes de N, corresponde as linhas pontilhadas das figuras 3.2 (caso geral) e 3.3
(caso isotrépico). Na fase congelada o parametro de ordem U é zero (assim como
M); por outro lado, a fase nao congelada é subdividida em duas regides: uma na qual
¥ = 0 (fase ativa) e outra na qual ¥ # 0 (fase caética), porém nessas duas regioes
M # 0. Como uma fungio de (p1,p2,p3) V¥ se anula, proximo a pa,, de acordo com
uma lei de poténcia ¥ ~ (pg, — pz}*. como pode ser visto na figura 3.6. O valor de
4 obtido em nossas simulacdes apenas para o caso isotropico é g = 0,37+ 0,10, o
mesmo ao longo de toda a superficie critica p; = ps.

Muitos dos resultados, publicados nas referéncias [34, 35|, foram confirmados
por simula¢des numéricas mais extensivas [55, 56} e por argumentos analiticos do tipo
campo médio [35, 57]. Na referéncia [56] as fronteiras criticas entre as trés fases do AC
de Domany-Kinzel foram determinadas, com grande precisdo, usando-se o método do

gradiente [58], sendo mostrada na figura 3.7, A aproximagio de campo médio usada
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Figura 3.6: O parametro de ordem da transigdo dinimica ¥ em funcdo das proba-
bilidades. Os dados correspondem a 3200 sitios, transiente até o equilibrio de 2000

passos de tempo e evolugio do dano por outros 3000 passos de tempo.

na referéncia [35] fornece um diagrama de fases, visto na figura 3.8, que nao apresenta
o comportamento qualitativo correto. Ja a aproximagao do tipo campo médio usada
por Tomé {57} produz um diagrama de fases qualitativamente mais correto (sem
reentrancias) mas apresenta, ao contrario das simulagoes, um ponto triplo ocorrendo

para p; # 0. Esse diagrama de fases é mostrado na figura 3.9.

3.2 A Evolucido Temporal da Magnetizagao.

Vimos, na segao anterior, que no calculo computacional da superficie critica
congelada-ativa, por exemplo, é necessirio evoluir o autémato até que ele atinja
o equilibrio avaliando, a cada passo de tempo, o parimetro de ordem M. Assim
o autdmato evolui até que nao existam grandes flutuagdes da magnetizagao, exi-
bindo transientes cujos comprimentos dependem fortemente da distdncia do conjunto
(p1, P2, p3) da superficie critica, como mostra a figura 3.1. Espera-se que o tempo

necessario para a magnetizacdo atingir o equilibrio divirja sobre a superficie critica
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Esse diagrama de fases foi também confirmado por Khoring e Schreckenberg [55].
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Figura 3.8: Diagrama de fases obtido por Khoring e Schreckenberg [55], usando umn
passo a mais {aproximacgio de duas arvores} além do campo médio simples. Essa
aproximagao produz comportamento reentrante tanto na dire¢ao de py quanto de py,

um fendmeno ausente nas simulagdes ntumeéricas.
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no limite N — oo.

Como se pode ver a partir da figura 3.10, a magnetizacio exibe um decai-

mento exponencial em diregdo ao seu valor de equilibrio descrito pela férmula

M(t)— My ~e /7 (3.1)

onde, estritamente falando, My, = limy_, o limy_.o M(t), que ndo deve ser confun-
dido, como apontou Carter [59], com M, = Empy_o limio M(t) que geralmente &
zero. Além disso, préximo & superficie critica espera-se que o tempo de relaxacao

caracteristico 7 obedega uma lei de poténcia

T~ |p1 — pre| (3-2)

Por razdes de simplicidade computacional, entretanto, em lugar de determi-
nar 7 e seu expoente z a partir do decaimento exponencial da magnetizacao, medimos
diretamente o tempo total 7 necessario para a magnetizagio atingir seu valor de

equiltbrio. Uma vez que 7* é proporcional a 7 temos, pela eq. 3.2,

T~ (P‘l - Plcrz (3'3)

para p; fixo. Essa expressio define o expoente critico z associado ao pardmetro
de ordem M da transi¢do congelada-ativa. Na figura 3.11 apresentamos um tipico
grafico log-log de 7* X |py — p1c|. Como um resultado dessas simulagdes encontramos
z=1,0+%0,03. Uma vez que essas simulacdes envolvem sistemas com até 12800 sitios
e até 10° passos de tempo, acreditamos que o valor correto de z possa ser z = 1.
Também existe um processo de relaxagdo similar associado com a distan-
cia de Hamming ¥, o paré.metré de ordem da transigdo de fase ativa-cadtica. Esse

processo pode, possivelmente, ser caracterizado por um expoente critico z distinto.
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Figura 3.10: Parimetro de ordem M (t) em fung¢do do tempo para um conjunto par-

ticular de probabilidades condicionais. Todas as figuras sao para p; = 0.50 e para

os seguintes valores de py e p3: (a) p1 = pa = 0.72, (b) py

ps = 0.7845 e (c)

p1 = p3 = 0.80. Nos detalhes, o mesmo em representagio log-log. Para esse valor

de p; o ponto critico congelado-ativo é py, ~ 0.785. Os dois primeiros conjuntos de

probabilidades condicionais (a e b) pertencem 2 fase congelada enquanto o dltimo (¢)

pertence a fase nao congelada,
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Figura 3.11: Grafico log-log de 7 versus (pi; — p1) no caso isotrépico. Os dados
correspondem a simulagées com 3200 (®) e 12800 (O). As linhas cheias sdo guias

para os olhos.

3.3 Efeito do “Campo” Externo Uniforme.

Se consideramos py = p(00/1) = 0, ¢ claro que, quando a configuragao do
sistema é nula (isto é, todos os sitios tem valor 0) no tempo t, ela permanecera nula
em todos os passos de tempo subsequentes (M.). Por outro lado, se pp # 0 ¢ 0
sistema estd na configuragao nula no tempo ¢, ele adquirira uma fra¢ao nio nula de
sitios com estados diferente de zero (M # 0) nos passos de tempo subsequentes.
Consequentemente a probabilidade pg é o anilogo de um campo externo em ferro-
magnetos que destrdi a transigio de fase. Essa era a razao de s6 considerarmos regras
legais (po = 0) no ACP de Domany-Kinzel ao investigarmos sua superficie critica
congelada-ativa.

Se considerarmos py # 0 a superficie critica congelada-ativa desaparece,
embora, como mostrado na figura 3.12, a transigao ativa-cadtica permanece. Também

podemos estudar a suscetibilidade associada
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arbitrario.
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Calculamos essa derivada numericamente mesmo sabendo que esse método
nao é muito preciso. A razao para isso é a aparente falta de uma relagdo do tipo
futuagao-dissipagao valida na fase congelada. Na figura 3.13 mostramos a suscetibi-
lidade para p; = 0.1 no caso isotropico. Essa curva exibe, além da esperada tendéncia
a divergéncia sobre a superficie critica congelada-ativa, um pequeno pico na superficie
critica ativa-cadtica. Um resultado dificil de entender € que as nossas simulagdes
produzem sistematicamente um pico secundario a esquerda do central. DDe modo a
decidir se tal pico inesperado nao é produto de flutuages estatisticas, mais simulagées,
inclusive para outros valores de py, serdo necessarias. Mesmo porque, como podemos
notar, simulagfes mais extensivas sdo necessarias para o calculo do expoente critico

associado a divergéncia da suscetibilidade.

3.4 Dinamica Vinculada.

Até esse ponto apresentamos resultados para o ACP de Domany-Kinzel obti-

dos considerando-se niimeros aleatdrios independentes para atualizar cada um dos N
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sitios em cade passo de tempo t. Vamos agora generalizar a regra dindmica intro-
duzindo vinculos no ACP isotropico. A espécie de vinculo que consideraremos consiste
em usar, num dado passo de tempo, os mesmos nameros aleatdrios para atuahizar n
(1 £ n < N) sitios vizinhos, sendo que sempre o mesmo conjunto de n sitios con-
tignos serd tomado. (O modelo n = 1 se reduz ao ACP original; jd n = N é um
caso extremo no qual um dnico numero aleatério é usado para atualizar uma geracao
inteira. O diagrama de fases para varios valores de n é mostrado na figura 3.14. No
limite n = N - 00, 0 diagrama de fases com py = 0 exibe, em quase toda parte, uma
fase congelada ja que as linhas criticas congelada-ativa e ativa-cadtica se colapsam
sobre a linha p; = 1 e/ou sobre a linha p; = 1. Esse fato nao € de todo surpreendente
uma vez que, no limite n = N -+ oo, o sistema torna-se do tipo unidimensional no
espago-tempo porque a aleatoriedade espacial desaparece (por outro lado ele é bidi-
mensional no caso de n finito e N — oo). Além disso podemos ver do diagrama de

fases (figura 3.14(a)) que a drea da fase congelada A; tende a ! enquanto as areas
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das fases ativa A, e cadtica A. tendem, ambas, & zero quando n cresce de 1 & co;
também verificamos que a razio A,/A. decresce com o crescimento de n. Portanto,
uma tendéncia a um limite “totalitario” (mesmos nimeros aleatorios para todos os
elementos de uma dada geragio) diminui o caos porém decresce ainda mais (certos
tipos) de atividade!

Uma importante questdo deve ser respondida: os vinculos introduzidos no
ACP modificam as classes de univrsalidade desse modelo? Para investigar esse ponto,
estudamos como o expoente critico 3 associado & magnetizagio se comporta em fungao
do alcance n dos vinculos. Nossos resultados sdo mostrados na figura 3.15 e indicam
que as classes de universalidade do caso vinculado sao as mesmas do sistema original,
exceto paran = N — co. Esse fato também nio pode ser considerado completamente
surpreendente, desde que cada bloco de n sitios vinculados se comporta, de algum
modo, na criticalidade como se fosse um tinico sitio efetivo do ACP de Domany-

Kinzel original.

Todos os Tesultados apresentados nas tltimas trés se¢des foram publicados

na referéncia [60].

3.5 Qual é o Campo Conjugado a Distancia de
Hamming? |

Vimos na se¢ao 3.1 que o ACP de Domany-Kinzel possui uma fronteira
critica entre as fases cadticas e ndo-cadtica caracterizada pelo anulamento da distancia
de Hamming ¥, que desempenha o papel de umn parametro de ordem. Até hoje per-
manece aberta a questio da existéncia de um campo conjugado associado a distincia
de Hamming. Nessa segao faremos uma sugestio de um possivel candidato ao pa-
pel de campo conjugado ao pardmetro de ordem da transi¢do dinamica no ACP de
Domany-Kinzel.

Do ponto de vista termodinimico um campo externo sera o conjugado de

um dado parimetro de ordem se ele satisfizer as condigdes: (i) se ele for diferente
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Figura 3.15: Expoente critico 5 em fungao do alcance n dos vinculos para p; =
0.70. Os dados correspondem a simulagdes com 3200 e 6100 sitios; transientes de
50000 passos de tempo foram usadas para a transicio de fase congelada-ativa. A

magnetizagio foi observada (para efeitos de média) sobre outros 100000 passos de

temmpo.

de zero entdo o valor assintético (tempos longos) do pardmetro de ordem nao se
anulard, destruindo, portanto, a transi¢do de fase; (i) a suscetibilidade do parametro
de ordem, no limite de campo nulo, diverge na transigao de fase (continua). A questao
central discutida aqui sera se essa estrutura é preservada mesmo para as transigoes
dindmicas como aquelas que aparecem nos ACPs.

Se eziste um campo h conjugado ao pardmetro de ordem ¥ , ele deve destruir
a transicao de fase ativa-caética e a fungio resposta linear associada

_ oV
Xy = ﬁlh:ﬂ (35)

deve divergir sobre a superficie critica ativa-cadtica.

De modo a propor um campo conjugado h adequado, devemos observar que a
fase cadtica foi detectada através do método de propagacio de danos. Nesse método é
feito, tipicamente apds o AC atingir o equilibrio, uma réplica do sistema que contém
un dano inicial (uma fracdo p de sitios invertidos aleatoriamente em relagao aos

originais) e se observa como esse dano evolui no tempo usando-se a mesma seqliéncia
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de nimeros aleatdrios para a atualizacio do dois sistemas. Entio a idéia basica é,
simplesmente, a seguinte: na fase ativa, por exemplo, onde W, = lim,_.., ¥(¢t) =0 e,
portanto, o ACP normalmente aniquila o dano inicial, se usarmos (de vez em quando)
nimeros aleatérios distintos para atualizar a réplica do sistema, ela adquirirda uma
fracio ndo-nula de sitios que diferitdo de suas contrapartidas no ACP original em
passos de tempo subsequentes. Portanto proporemos que o campo conjugado h seja
proporcional 4 freqiéncia com a qual nimeros aleatorios diferentes sio usados na
atualizagdo da réplica do sistema.

Como mostrado na figura 3.16, existem pelo menos quatro maneiras de
se implementar o campo externo h. A primeira (chamada *random individual”;
Fig. 3.16(a)) é aplicar (com frequéncia h;) niimeros aleatdrios discrepanies as duas
réplicas em qualquer sitio (escolhidos a0 acaso na cadeia) a cada passo de tempo.
Um outro modo ( “regular individual”; Fig. 3.16(b)) é, a cada passo de tempo, usar
diferentes niimeros aleatorios (com freqiiéncia hy) para atualizar sempre 0s mesmos
sitios, regularmente localizados na cadeia linear. Analogamente, podemos definir os
casos “random collective™ (Fig. 3.16 (c)) e “regular collective” (Fig. 3.16(d)} associ-
ados, respectivamente, a h3 e hy. Em nossas simulagdes todos os quatro casos foram
implementados em sistemas com N = 3200 e N = 6400. Para cada conjunto de
parametros definindo o ACP foram considerados ensembles de tipicamente até 100
configuracdes iniciais aleatdrias onde todos os estados eram equiproviveis. Nas simu-
lagdes o tempo transiente foi de 10000 passos de tempo e a distdncia de Hamming
foi observada por outros 30000 passos de ternpo. 0 comportamento da distancia de
Hamming em func¢do do campo externo nas vizinhangas do pouto critico ativo- cadtico
é exibido na figura 3.17. As caracteristicas principais da dependéncia do campo de W
sao as mesmas para hy, hy, hy € hy.

Os resultados exibidos na figura 3.17 (parametro de ordem) e na figura 3.18
(suscetibilidade) mostram claramente que, por um lado, h destréi a transi¢do de fase
ativa-cadtica e, por outro lado, que a correspondente suscetibilidade tende a diver-
gir no limite N — oo. Consequentemente a definigdo proposta para h (freqiéncia

com a qual nimeros aleatérios discrepantes sdo aplicados a ambas as réplicas, aqui
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implementada através de quatro maneiras diferentes) pode legitimamente ser con-
siderada como o parametro conjugado a distincia de Hamming. A validade da pre-
sente definicio foi recentemente estudada por meio de uma aproximagio do tipo
campo- médio [37] que confirmou completamente nossos resultados numéricos [61].
Essa mesma definigao de h estd sendo usada por Tamarit e Silva [62] para a transi¢do
dinamica do modelo de Ising bidimensional. Seus resultados preliminares, mostrados

na figura 3.19, indicam uma clara divergéncia na suscetibilidade dindmica x4, mais

uma vez confirmando nossa hipétese.
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Figura 3.16: Quatro maneiras diferentes de implementar o campo externo k = 1/2. Os
circulos negros representam os sitios atualizados, em ambas as réplicas, com nimeros
aleatérios discrepantes. r éo tempo ¢ no qual as discrepancias foram introduzidas pela
primeira vez. {a) Random-individual: a cada passo de tempo, escolhemos aleatoria-
mente uma concentragao h; de sitios que sio atualizados com niimeros aleatérios dis-
crepantes. (b) Regular- individual a cada passo de tempo, atualizamos com nimeros
aleatérios discrepantes uma concentragdo h; de sitios regularmente espagados. {c)
Random-collective: a uma concentragio hy de passos de tempo escolhidos aleatoria-
mente, atualizamos todos os sitios com nimeros aleatérios discrepantes. (d) Regular-
collective: a uma concentragio hy de passos de tempo regularmente espagados, atua-

lizamos todos os sitios com niimeros aleatdrios discrepantes.
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Figura 3.17: Distincia de Hamming ¥ em fungido do campo externo hg para py = 0.83
e N = 6400. Os dados correspondem a simulagdes com transientes de 10000 passos
de tempo; ¥ foi observado por outros 30000 passos de tempo. Para py = 0.85 o ponto

critico ativo-cadtico é pp, ~ 0.154.
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Figura 3.18: Suscetibilidade dinamica x¢ =~ ((¥U)rgo — (¥)r=0)/h em funcio de p,
para (a) by = 1/640 (*), 1/576 (x) and 1/512 (4); (b) k2 = 1/320 (*), 1/256 (x) and
1/192 (+); (c) ha = 1/640 (*), 1/576 (x) and 1/512 (+) e (d) hy = 1/2500 (*), 1/2000
(x) and 1/1500 (4). Os dados correspondem & simulagdes com N = 6400 sitios e
p = 0.85 fixo; transientes de 10000 passos de tempo e ¥ foi observado por outros

30000 passos de tempo. Para p; = 0.85 o ponto critico ativo-cadtico € pa. = 0.154.
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Capitulo 4

O MODELO DO RELOGIO
QUIRAL DE TRES ESTADOS.

Este capitulo constitui, isoladamente, a segunda parte desta tese. Nele dis-
cutiremos alguns aspectos da criticalidade (diagrama de fases e classes de universali-
dade) do modelo do relégio quiral de trés estados (ou mais simplesmente Potts quiral),
estudados através de um formalismo de grupo de renormalizagdo no espago real que
preserva a func¢io de correlagio entre dois sitios. De modo a obtermos uma solugao
exata das transformacoes de renormalizagdo, isto é, evitar a proliferagao de interagoes
ou acoplarnentos no Hamiltoniano original sob essas transformagées, o modelo quiral
¢ definido sobre uma rede hierdrquica planar. No entanto, acreditanos que as varias
linhas criticas e pontos do diagrama de fase sejam excelentes aproximagoes para a

rede quadrada. Nossos resultados foram publicados na referéncia [63].

4,1 Modelo e Formalismo

A partir das primeiras observagdes de estruturas moduladas em materiais
ferroelétricos e rnagnéticos, ocorridas no final dos anos 50 e inicio dos anos 60 [64, 65],
surgiu um grande interesse no estudo de modelos estatisticos capazes de exibir tais

modulagdes. Do ponto de vista tedrico dois siao, basicamente, os modelos estudados:
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o modelo de Ising com interacao axial de segundo vizinho ou modelo ANNNI (do
inglés axial next-nearest-neighbour Ising) e o0 modelo do relégio quiral (algumas vezes
chamado de modelo do relégio assimétrico ou Potts quiral ou, ainda, Potts helicoidal).
Os Hamiltonianos de ambos contém interagbes competitivas responsaveis pela origem
de estruturas espacialmente moduladas. No caso do modelo quiral, a competicao
é gerada pela presenca de interagbes quirais ou helicoidais ao longo de um dado
eixo da rede. J4 no caso do modelo ANNNI é a competicdo, ao longo de uma dada
dire¢io da rede, entre um acoplamento ferromagnético entre primeiros vizinhos e uma
interacio antiferromagnética entre segundos vizinhos, a responsavel pelas modulacoes.
Uma, discussao detalhada desses dois modelos pode ser encontrada nas revisoes de
Yeomans [66] e Selke [67].

O modelo do relégio quiral pode servir como um protétipo para a fusao
(“melting”) de uma fase comensuravel adsorvida [68}, cuja realizagado experimental
em duas dimensdes é representada pelo hidrogénio dissociado em Fe(110) [69, 70]. Por
outro lado, ndo se conhece nenhum sistema similar em trés dimensdes que seja descrito
por esse modelo. Sabe-se que em d = 2 o modelo do relégio quiral de trés estados
mostra uma fase flutuante incomensuravel acima das fases comensuraveis de baixas
temperaturas [71, 72, 73], entretanto, permanece uma consideravel controvérsia sobre
se existe um ponto multicritico do tipo Lifshitz ou se a fase flutuante se extende até
campo quiral A = 0 [72, 73, 74, 75, 76]. Huse e Fisher [76] sugerem a existéncia de
um ponto de Lifshitz que governa a transi¢io da fase ordenada (ferromagnética) para
a fase desordenada (paramagnética) quando 0 < A < Ay, J& Everts ¢ Roder [77],
que nao podem definitivamente excluir a possibilidade da fase flutuante se estender
até A = 0, também sugerem a existéncia de um ponto de Lifshitz com quiralidade

finita.

0O modelo do relogio quiral de ¢ estados é descrito pelo Hamiltoniano

H=-~KY. cos(g-,-r-(n.- - n; + A.Ri;)) (4.1)
<ij> q

onde a soma é sobre todos os pares de sitios primeiros vizinhos de um dado arranjo,
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K = J/kgT, R;; é o vetor unitério que vai do sitio ¢ ao sitio j e n; sdo as variaveis de
spin capazes de assumir os valores n; = 0,1,2,...,9—1¢e A é um vetor paralelo a uma
dada direcio fixa da rede. O parametro A € R pode gerar uma tendéncia de rotagao
continua do angulo de fase 27n;/q em fungao da sua posigdo ao longo da direcao de A.
Isso compete com a restrigao do Angulo de fase ser discreto e pode levar a transigoes
de fases comensuraveis-incomensuraveis. Para ¢ = 2 o Hamiltoniano quiral é, para
A arbitrario, equivalente ao modelo de Ising (anisotrépico) a campo nulo. Quando
A =0 e g = 3 o modelo se reduz ao modelo padrdo de Potts ferromagnético de trés
estados. A partir de agora consideraremos redes planares e A = Ay, onde § é o vetor
unitrio ao longo de uma dada direcdo escolhida e fixada de uma vez por todas.

O estado fundamental do modelo com ¢ = 3 estados é ferromagnético (n; =
n; para todos os sitios) quando |A| < 1. Para 1 < A < 2 o estado fundamental
apresenta uma configuragao ferromagnética ao longo do eixo z e uma configuragao
quiral destrégira ao longo da diregao y. De maneira mais clara os spins formam, ao
longo do eixo y, o padrdo ...01201201.... Esse estado fundamental é comensurével
com a rede € a modulagio espacial possui um periodo de p = 3 constantes de rede.
A = 1 é um ponto de multifase [78] no qual o estado ferromagnético e qualquer
possivel sequéncia quiral destrégira compartilham a mesma energia. Portanto, nesse
ponto, o estado fundamental é infinitamente degenerado.

Em A = 0 0 Hamiltoniano, eq. 4,1, tem uma simetria 53, ou seja, é Invariante
sob qualquer permutagdo dos rétulos dos trés estados de spin. Para A # 0 o modelo
tem uma simetria Z3, menor, para qual o Hamiltoniano é invariante apenas sob
permutagdes ciclicas dos rétulos de spin. Por outro lado, a fungao de parti¢io é
invariante sob as seguintes transformacées:

(i)

A—-—A (4.2)

desde que se fagam as identificagées

n; — —n.—(mod?)), (4.3)
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isto €, se nds trocarmos a ordem destrogira pela levogira.
(i)
A—-A+m (4.4)

onde m é um inteiro arbitrario e desde que nds transformemos cada spin n; em

n; — (n; + my;)(mod3), (4.5)

onde y; € a coordenada do sitio : ao longo do eixo y.
Combinando essas duas operagdes de simetrias com m = 1, a fun¢io de

parti¢ao é invariante sob a transformacao

A — 1-A
n; — (—n; + yi)(mod3) (4.6)

Entdo as fronteiras de fases sdo invariantes sob uma reflexdo em torno da
linha A = % e, portanto, devemos analisar somente a faixa 0 < A < % Entretanto
devemos nos lembrar que as fases devem ser diferentemente identificadas de acordo
comos regimes § < A < 2 e 1 < A < 1. Defato, da segunda equagéo em 4.5, devemos
levar em conta a correspondéncia entre os estados fundamentais ferromagnético (A <
1) e quiral (A > 1).

Discutidos esses aspectos do modelo, nos voltaremos agora para o Hamiltoni-
ano quiral, eq. 4.1, definido sobre uma rede hierarquica gerada pela célula mostrada
na Fig. 4.1. A escolha desta célula foi feita de modo a simular a rede quadrada.
Para tal, dois aspectos parecem essenciais: a auto-dualidade da rede quadrada e a
preservagdo, sob transformagées de renormalizagdo, dos estados fundamentais do sis-
tema. Selecionamos a menor célula do tipo ponte de Wheatstone que possul essas
duas propriedades. A transformagio de renormalizagio entre a célula da Fig. 4.1(a)

e a simples ligagdo da Fig. 4.1(b) é definida pela imposicio da igualdade

exp[-H (K',A'Y+e]= 3 exp[-H(K,A)]. (4.7)

NG ,atie
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Figura 4.1: Células usadas para construir o grupo de renormalizacao; bolas cheias e

bolas vazias representam, respectivamente. sitios internos e terminais. (a) grafo com

b=41e (b) grafo com b = 1.

Apds algumas manipulagoes algébricas obtemos as seguintes relagdes de

recorréncia:

¢ = 31(gopi02) (4.8)
R = é[(zln o0 — n(6192))* + 3(In( 02/ 01)*]'/? (4.9)

(4.10)

2r

A = 3 tan-] V31n(o2/ 1)
21n op — In(pr2)
onde dg. ¢y e &2 sao expressoes analiticas para as somas que aparecem 2 direita da
eq. 1.7, nas quais os spins terminais estdo fixos em (n,n2) = (0,0), (1.0) e (2,0},
y tiv te. Cad d 5 bv de 3'2 confi C
respectivamente. CCada uma dessas expressoes envolve a contagem de 32 configuragoes
que foram somadas algebricamente através do uso de um programa em linguagem
PL1I. Os fluxos de renormalizacao (determinados pelas duas iiltimas equacdes de 4.10

no espago dos parametros (A, A) fornecera o diagrama de fases e os expoentes criticos

térmicos do sistema.

4.2 Resultados

As relagoes de recorréncia em 4.10 apresentam um ponto fixo instdvel em
A=0e K = 2In(v3+ 1), que corresponde ao ponto critico ferromagnético exato do

modelo de Potts de trés estados. Seus expoentes criticos sdo wp o~ 0.975 e vp =~ 3.052:
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consequentemente o expoente de crossover é ¢ = v, /v =~ 0.319, o qual deve ser
comparado com o valor ¢ = I obtido por den Nijs [79] e ¢ = 0.19 £ 0.06 fornecido
pelo méiodo de expansdo em séries para a rede quadrada [80]. Existe um segundo
ponto fixo instavel localizado em A = } e K~' = 0. E também um ponto fixo
semi-estavel presente em Z ~ 0.113 (K ~ 1.452) e A ~ 0.382, onde a varidvel
conveniente Z é definida como Z = exp(—3K/2). Para esse ponto fixo obtivemos o
expoente critico vg ~ 0.949. Esse ponto dever ser identificado com um ponto fixo do
tipo Lifshitz e nossa estimativa para a sua localizagdo (K, A) é consistente com a da
referéncia [72] que sugere K ~ 1.053 e A € [0.4,0.425], € com a referéncia [73] que
sugere (K, A) ~ (1.111, 0.4 £ 0.03). Embora nosso formalismo de renormalizagao nao
mostre a linha de transi¢do de fase flutuante-paramagnética surgindo a partir desse
ponto fixo por néds encontrado, acreditamos que ela exista na rede hierdrquica (como
€ o caso na rede quadrada) e, portanto, que esse ponto deveria ser interpretado como
um ponto fixo de Lifshitz. Em 1981 Huse [81] estudou esse modelo usando o método
de renormalizagio de Migdal-Kadanoff, exato para a rede hierdrquica diamante, e
encontrou, para dimensido d = 2 e fator de escala b = 2, um ponto critico de Potts
de trés estados com expoentes v, = 1.20, va = 2.38 e expoente de crossover ¢ =
0.5; todos os outros pontos na fronteira da fase ferromagnética sio atraidos para
um novo ponto critico semi-estavel com expoente v = 1.01. Nosso resultados sdo
qualitativamente consistentes com os obtidos por Huse.

De modo a completar a andlise dos pontos fixos e do fluxo de renormali-
zagao, temos que considerar a forma assintética das relacoes de recorréncia (duas
ltimas equacdes de 4.10) quando Z tende a zero (7' — 0). Os termos dominantes
envolvem o estado fundainental e os primeiros estados excitados do sistema sujeito as
condi¢des especiais impostas pelos valores fixos associados aos dois spins terminais da
célula mostrada na Fig. 4.1. De [ato, surgird uma transi¢io interfacial de “wetting”
que dividird a fase comensuravel em duas regides distintas, a saber, 0 < A < i e

1<A<} Para0< A< % temos as scguintes relagoes de recorréncia assintdticas:
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i

Z o~ 7P (4.11)
A~ A (4.12)

onde b é o fator de escala (b = 4 em nosso caso). O Jacobiano dessas transformagbes

00
( 0 ) (4.13)

Em outras palavras, A é um parimetro marginal e temos uma linha de
pontos fizos para Z = 0 e A € [0,;]. Essas linha de pontos fixos parece ser devida

ao “wetting” incompleto nessa regido da fase ferromagnética. Para } < A < 1, as

’
e

relagGes de recorréncia assintéticas sao

7'~ Zb/Bcos(2rA/3)-sin(27A/3)) (4.14)
A i_ (4.15)

Entédo o ponto fixo € localizado em (Z, A) = (0, 1) e o jacobiano associado
é nulo. Partindo de um valor de Z pequeno a linha Z = 0 se comporta como um
atrator para A tal que b(v/3 cos(2r A/3) —sin(2rA/3)) > 1 e como um repulsor, caso
contrario. O diagrama de fluxo de renormalizagio completo é mostrado na Fig. 4.2.
A Fig. 4.3 mostra a linha critica bem como a linha correspondente & transigao de
“wetting”. Temos duas razdes distintas para acreditar que nosso formalismo de grupo
de renormalizagao € capaz de localizar ezatamente a linha de “wetting”.A primeira
delas € que cssa linha termina em A = % para T = 0 e esse ponto é exatamente o
obtido, para a rede quadrada, por Huse et al [80] para a transigio de “wetting” a T =
0. A segunda razio é que em nosso grupo de renormalizacdo, que é exato para a rede
hierdrquica da Fig. 4.1, estamos considerando tanto as propriedades termodinimicas

de equilibrio de superficie quanto de volume do modelo.
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Figura 4.2: Diagrama de fluxo de renormalizacao. P e [ denotam, respectivamente,
os pontos fixos de Potts e Lifshitz. Em A = 0 o fluxo ¢ o do modelo de Potts de
trés estados. Vemos que o ponto fixo [, governa a transi¢ao de fase ferromagnética-
desordenada para A # 0. Tambeém, o ponto fixo emZ=0eA = 1 é um atrator

para uma linha especial (a linha de “wetting”). Na linha Z = 0 temos um segmento

de pontos fixos para A € [0, ].
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Figura 4.3: Parte do diagrama de fase do modelo quiral de trés estados. (P) denota a
fase desordenada, (F') a fase ferromagnética e (C) a fase quiral. .\ fase ferromagnética
é dividida, pela linha de “wetting”, em duas regides: a de nao-“wetting’ (NW)ea
de “wetting” (W). As fronteiras entre as fases paramagnética e incomensuravel or

comensuravel de alto periodo de modulagdo (I) € indicado.
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4.3 Conclusoes.

Nesse capitulo focalizamos a criticalidade (diagrama de fases e expoentes
criticos térmicos) do modelo do relégio quiral de trés estados definido sobre uma rede
hierarquica planar adequada (veja Fig. 4.1). Para tal adotamos um formalismo de
grupo de renormalizacio no espago real que preserva a fungao de correlacdo entre dois
sitios.

Desse estudo obtemos que o parimetro quiral A é relevante e, portanto,
qualquer ponto da fronteira de fase ferromagnética-desordenada com A # 0 é go-
vernado por um ponto fixo distinto do ponto critico de Potts puro. Assim temos
uma nova classe de universalidade: a quiral. Nossos resultados suportam a possi-
bilidade de um ponto de Lifshitz caracterizando essa nova classe de universalidade.
Também calculamos numericamente a linha da transi¢io de “wetting” resultante das
propriedades de interface do modelo. Essas propriedades de interface sio detectaveis
por nosso formalismo de renormalizacio em razio das condigdes especiais impostas
aos dois spins terminais da célula. Acreditamos que as varias linhas criticas e pontos
do diagrama de fases sio excelente aproximacdes para a rede quadrada. De modo a
estudar as fases moduladas deveriamos considerar a evolucdo sob transformacoes de
renormalizagio do vetor de onda ¢ que caracteriza as fases moduladas ao longo da

linha proposta por Huse [31].
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Conclusoes

Nesta tese foram estudados a criticalidade de dois modelos, o automato
probabilistico unidimensional de Domany-Kinzel e o modelo do relégio quiral de trés
estados definido sobre uma rede hierarquica planar auto- dual. O grande interesse
atual na investigacao dos autdmatos celulares (ACs) provém de dois aspectos basicos.
Em primeiro lugar porque os ACs sdo capazes de gerar espontancamente estruturas
complexas, um dos mais interessantes fenomenos exibidos pelos sistemas dinamicos.
Além do comportamento dinamico (temporal) dos sistemas cadticos com poucos graus
de liberdade, os ACs, como sistemas espacialinente estendidos (com muitos graus
de liberdade), sdao capazes de exibir caos e gerar complexos padrdes espaciais. Em
segundo lugar porque sua tripla discretizagio (do espago, do tempo e das variaveis
dinamicas) possibilita uma grande velocidade de simulagao dos ACs e , portanto,
pode permitir explorar melhor 0 espago de parametros ou decidir mais rapidamente
quais os mecanismos fisicos relevantes envolvidos num dado sistema complexo.

O automato celular probabilistico unidimensional de Domany-Kinzel pode
ser mapeado sobre modelos estatisticos de spins bidimensionais cujos acoplamentos
sdo determinados a partir das probabilidades condicionais usadas na definigio das
regras do autdmato. Esse automato contém, como casos particulares, os problemas
de percolagao direcionada e percolagio compacta na rede quadrada. Através de ex-
tensivas simulagées computacionais, investigamos varios aspectos da criticalidade do
autdmato de Domany-Kinzel tais corno: o diagrama de fases dos casos isotrépico
e anisolropico, parametros de ordem, campos conjugados a esses parainetros e as

fungdes resposta lineares (suscetibilidades) associadas, o efeito da introdugio de vin-



112

culos na dindmica de evolugio do AC sobre as classes de universalidade do modelo,
tempo de relaxacdo ao equilibrio, etc.

Os principais resultados desse amplo estudo numérico foram a
demonstragao inequivoca da existéncia de uma terceira fase (fase cadtica)
no diagrama de fases do AC em adigdo as duas outras (congelada e ativa)
ja conhecidas, e a proposta, pela primeira vez, de um campo externo con-
jugado a distancia de Hamming, o parametro de ordem que caracteriza a
transiciio de fase ativa-cadtica (transigdo dindmica). Esses resultados impor-
tantes motivaram a realizacio de varios outros trabalhos, analiticos e numéricos, que
comprovaram e melhoraram os resultados discutidos nesta tese.

Nossas simulagtes apontam também para a necessidade de investigar ainda
mais certos pontos, entre os quais se destacam: determinar numericamente o expoente
critico # da magnetizagio no subespago da percolagdo compacta, p(11/1) = 1, no
qual nossos resultados preliminares indicam uma transicdo de fase descontinua com
B = 6, diferente do resultado analitico obtido por Essam, talvez em razao da ordem
na qual os limites ¢ — oo e N — oo sao tomados; obter os expoentes criticos que
caracterizam as suscetibilidades associadas a magnetizacio (parimetro de ordem da
transigao ativa) e & distancia de Hamming (parametro de ordem da transigao cadtica
ou dinamica), bem como o expoente dinamico associado ao tempo de relaxagio em
direcao ao equilibrio da distdncia de Hamming.

Também investigamos, através de um grupo de renormalizagdo no espago
real, o modelo do relégio quiral de trés estados definido em uma rede planar e auto-
dual. Nessa rede, do tipo ponte de Wheatstone, a estrutura dos estados fundamen-
tais do modelo é preservada e as transformacdes de renormalizacio sio exatamente
goluveis. O principal resultado obtido é a relevincia do pardmetro quiral
A significando, portanto, que qualquer ponto da fronteira entre as fases
ferromagnética e desordenada com A # ( tem seu comportamento critico
governado por um ponto fixo distinto do ponto critico de Potts, definindo
assim uma nova classe de universalidade: a quiral, possivelmente carac-

terizada por um ponto de Lifshitz, Também calculamos numericamente
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a linha da transicio de “weting” resultante das propriedades de interface
do modelo. Entretanto o formalismo de grupo de renormalizacdo usado nao foi
implementado para detectar a rica estrutura de fases moduladas apresentada pelo
modelo quiral. Aqui uma diregio natural para prosseguir esse trabalho é generalizar
nosso formalismo de grupo de renormalizacao introduzindo nas transformagdes de

renormalizagio o vetor de onda ¢ usado na caracterizagio das fases moduladas.
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