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Resumo

Teoria Nao Local da Gravitacao

Construimos um modelo para a descrigao do campo gravitacional por meio de uma for-

mulagdo ndo local preservando o seu cariter ndo linear.
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Abstract

Non Local Theory of Gravitation

We construct a model to describe the gravitational field by non-local formulation preserv-

ing its non-linear caracteristic.
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Notacao e convencoes

1. A métricautilizada para o espaco plano é definida como 7, = diag(+1, —1, -1, —1);

2. fndices:

(a) gregos minusculos (e, 8--+ = 0, 1, 2, 3} sdo utilizados em componentes de

tensores em base de coordenadas;

(b) latinos mintsculos (¢, 7--- =1, 2, 3) sdo utilizados em componentes espaciais

de tensores em base de coordenadas;

3. Derivadas:

(a) Derivagoes ordindrias (parciais) sdo usualmente denotadas pelo simbolo “|”:

WV _

Bzv MM

{(b) Derivagdes covariantes sio denotadas pelo simbolo “||™:

pv#

— (2]

Dzv v g

4. A conexao afim é definida como:

1 x
F;\w = Egl\ (gnu|p + Greply — gpy{x.) )

viia



5. Derivada covariante de um tensor contravariante V*#:

VA, = VH, + T VY,

6. Derivada covariante de um tensor covariante V,:

Vite = Vi = T, Vo

[y
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Introducao

O campo gravitacional, como tratado pela teoria da relatividade geral [1], é considerado
auto-interativo, de forma tal que as equagdes que o descrevem sio altamente nao lineares.
Os efeitos desta nao linearidade trazem resultados que podem ser comprovados por ob-
servagoes experimentais, quais sejam, os quatro testes cldssicos [11]. Todavia, um modelo
linear para a gravitagio foi desenvolvido por Deser e Laurent [2], em seu original artigo
de 1968 - Gravitation Without self-interaction. Tal modelo é construido utilizando um
operador de projecio de divergéncia ordindria nula sobre o tensor momentum-energia da
matéria (chamaremos de projegoes livres), e estas projegdes introduzem nao localidade
nas equagdes que descrevem o campo. Por meio desta construgdo nao local, é possivel
se obter alguns dos resultados que a teoria da relatividade indica como sendo devidos a
nio linearidade, como a precessao do periélio por exemplo. No entanto, alguns problemas
surgem quando da descri¢do de ondas gravitacionais, problemas estes oriundos do fato de,
neste modelo, as ondas gravitacionais nao interagirem diretamente com a gravitagao.
Neste trabalho investigamos a possibilidade de tratar o campo gravitacional por meio
de uma formulagio nio local preservando o seu cardcter ndo linear. Nesta formulagao,
consideramos projegoes livres do tensor momentum-energia da matéria e da gravitagdo,
onde este dltimo foi construido considerando o primeiro termo ndo linear da série infinita
que compde o lado direito das equages de Einstein quando escritas na forma expandida

[9]. A atuagdo deste operador de projegao sobre os tensores de momentum-energia equivale



a eliminar as partes nio conservadas destes objetos. Quando tais objetos sdo projetados,
ganha-se uma liberdade na teoria, introduzida por certos parametros que sao coeficientes
dos termos projetores. Desta maneira existe uma classe de teorias possiveis nesta for-
mulagdo, cada qual para um particular conjunto de valores que os parametros podem
assumir. Nos verificamos, no desenvolvimento do trabalho, que apenas um fnico con-
junto de valores destes parametros sio permitidos a fim de termos uma boa descrigao
da gravitagio. Estes valores tornam possivel, nesta formulagdo, conciliar a teoria com os

resultados experimentais cidssicos. Resulta assim, uma teoria univoca para este fendémeno.



Capitulo 1

Relatividade Geral: Alguns

Aspectos.

1.1 Relacoes entre os tensores momentum-energia
da matéria e gravitacao.

As equagoes fundamentais para o campo gravitacional estabelecidas pela teoria da gravitagao

de Einstein[l] sio dadas por:

1
R,uu - §g;illR = —kT;UU) (1'1)

onde o tensor T, compreende a contribuicao de momentum-energia de todos os campos
presentes no sistema fisico os quais descreve, exceto o campo gravitacional. Tal objeto
serd chamado de tensor momentum-energia da matéria. Se notarmos o lado esquerdo das
equagdes de campo (1.1) usando a defini¢io do tensor de Einstein, as reescreveremos na

forma

G = kT, (1.2)



Pode-se mostrar facilmente que a divergéncia covariante deste tensor (G, ) ¢é identica-
mente nula, donde concluimos que a divergéncia covariante do tensor da matéria também
deve ser nula, a fim de satisfazer as equagoes dadas em (1.2). Esta importante propriedade
do tensor de Finstein estabelece as equacoes de conservacio de momentum-energia, ma-

tematicamente expressas pelas relagdes que seguerm,
(E - wvo
”# j— 0 :> T iiy' _— 0’ (1-3)

onde o sfmbolo || indica derivagao covariante.

Explicitamente, podemos escrever a igualdade acima como:

T# =T | T% T . T% T* =0. (1.4)

ll s

Mas,

Y, =

-1 (2), s

com

g =i det(gap) | -

Desta forma,

5 (VIT™) = ~T4, (yaT™). (16)

Vamos definir, na expressio anterior, a densidade tensorial de momentum-energia

através do objeto

™ = fgT™. (1.7)



Assim,

I~ 19

oz¥

Usando a definig¢ao do simbolo de Christoffel e a propriedade de simetria de 7#¥, chegamos
4 expressao

(o 375 1 (e 37
qu‘r = 59‘”’ (2gpv|a - gcwlp) T (19)

que apos alguns calculos resulta em

1
L7 = =7 4 4T — S g T (1.10)

Comparando esta ultima com (1.8) teremos:

0 o ! ., 0
o (87) = 57 g (92). (1.11)

Se quisermos estabelecer as leis de conservagdo de momentum-energia para um sisterna
fisico fechado, devemos somar ao tensor da matéria o objeto que carregue a informacao
do conteido energético do campo gravitacional{10]. Tal objeto é denominado pseudo-
tensor momenturn-energia do campo gravitacional. Sera visto mais tarde porque nio se
trata realmente de um verdadeiro tensor. Poderemos assin, escrever a densidade pseudo-

tensorial total de momentum-energia, 7*#, como a soma

T,™ = 7% + /gt (1.12)

Resumidamente teremos:
o 7,* - densidade de pseudo-tensor momentum-energia total;

» 7% - densidade de tensor momentum-energia da matéria;

5



* ./gis" - densidade de pseudo-tensor momentum-energia do campo gravitacional.

Entao, poderemos escrever as ieis de conservagao na forma:

3_25 (7,%) = 0. (1.13)
Ou, usando {1.12),
5} N 5} a
7om (77) + 3= (VAta") =0, (1.14)

que pode ser reescrita, introduzindo (1.11), como

0 o 1 ., @
Bam (V") = =57 55 (9. (1.15)

Esta estabelece uma relacao entre a densidade pseudo-tensorial de momentum energia do
campo gravitacional e o tensor momentum-energia da matéria.

Como ja citamos anteriormente, vamos verificar porque t,s nio é um verdadeiro
tensor[3]. Nio nos deteremos aqui em procurar estabelecer uma prova rigorosa para
este fato, vamos apenas mostrar uma da vérias maneiras de se entender isto. A equagio
(1.15) determina uma lei de conservagao global, dada a condigao de derivada ordinaria. Se
partirmos da hipétese de que 7. seja um verdadeiro tensor, logo, a sua derivada ordinaria
nao serd. Desta forma, se '];ﬁla nao é um tensor, poderemos sempre encontrar um sistema
de coordenadas no qual ’J;ﬂla # 0, porém, de (1.13) vemos que isto nao é verdade, ou
seja, a divergéncia ordindria de 7.5 € sempre nula. Concluimos entdo que nossa hipétese
é falsa e 7,5 nao é um verdadeiro tensor. E como este é escrito como a soma de dois
objetos, dos quais o primeiro é o conhecido tensor momentum-energia da matéria, logo,
o segundo objeto nao podera ser um temsor. Com isto, concluimos nossa prova de que

a quantidade que carrega a informagao a respeito do conteido de momentum-energia do



campo gravitacional ndo pode ser um verdadeiro tensor.

1.2 Condicgoes de coordenadas.

O tensor G, introduzido pela equagdo (1.2), possui 10 componentes independentes
G, € simétrico), resultando em 10 equagoes algebricamente independentes (equagdes
(1.2)). Uma vez que G, ¢ escrito em termos do tensor métrico g,,, que possul também
10 componentes independentes, teriamos o problema completamente resolvido, com 10
equagoes e 10 incégnitas. Porém, da divergéncia covariante nula do tensor de Einstein,
encontramos 4 identidades diferenciais dadas por (1.3):

w 0.

[l

Desta maneira, o numero de equagoes independentes se reduz a 6, pois G‘W” , estabelece
4 graus de liberdade nas 10 componentes a serem determinadas do tensor métrico, g,.,.
Estes 4 graus de liberdade correspondem ao fato que se g,, ¢ solucio das equagdes de
Einstein, entao, o tensor obtido por transformagdes de coordenadas também o sera. Tal
transformagio envolve 4 fungdes arbitrdrias z #(z), fornecendo 4 graus de liberdade &
solugdo de (1.2). Nés podemos eliminar a ambiguidade no tensor métrico escolhendo um
particular sistema de coordenadas, e a escotha de tal sistema pode ser expressa em 4
condigdes, as quais , quando somadas as 6 equagdes independentes, determina o sistema
completamente, sem ambiguidades.

Uma escolha interessante de um sistema de coordenadas, introduzido por Einstein, é

representado pelas condigoes de coordenadas harmoénicas:

I = g" T2, =0. (1.16)



Pode ser mostrado que (1.16) constitui na escolha de um particular sistema de coordenadas!

se considerarmos as equacgdes de transformacdo para a conexao afim,

: Az’ fz™ Bz , fz? 9z° Bz«

re, = e P — e . 1.17
o gze fz'r oz 77 Oz'v Oz’ Drrze (1.17)
Contraindo esta itima com g #¥, teremos:
po w02 g 0227 (1.18)
Oz T pgoe” '

. ~ - - 7
Daqui, se I'” ndo for nulo, podemos sempre definir um novo sistema de coordenadas {z =}

resoivendo as equagdes diferenciais parciais de 2-ordem,

2 'n o
op 3%z Oz

fzozP Oz

I, (1.19)

tal que, neste novo sistema {z '}, I'* = 0.

1.3 Aproximacao linear as equacoes de campo.

Vamos constderar as equagdes linearizadas para o campo gravitacional, seguindo o proce-
dimento adotado por Einstein em 1918.

Escreveremos o tensor meétrico como a soma da métrica do espago plano, 7,,, e um
tensor ¢,, representando o campo gravitacional, considerando este tdltimo como uma

pequena perturbagio. Assim,

g'uv = N -+ QSPW! (120)

1Uma transformacio geral de coordenadas nio deixa a condigio I'* = 0 invariante, desde que, como
['" ndo é um tensor, sempre poderemos encontrar um particular sistema de coordenadas onde I'® £ 0.



com 1nversa

¢ = — ¢ 1 0(2). (1.21)

Utilizando (1.20) e (1.21) nas equagdes de campo (1.1), e negligenciando os termos de

ordem 2 (0O(2)), encontramos:

Oy — qsaulcw - ‘ibavmu + gbauiuu — T (F6% — gﬁaﬁaﬁ) = — kT (1.22)

Nesta equagao, e em todas as que seguem para a teoria linear, os indices sao elevados e
abaixados por operacio da métrica de fundo »** = diag(+1,—1,—1,-1). As condigdes
de coordenadas harmonicas escritas nesta métrica resultam em:

Ot 194
dz# 2 fz=

(1.23)

Introduzindo (1.23) em (1.22), encontrammos as equagoes de campo reescritas na seguinte

forma:

1 [ 2
O = oM Oba” = kT (1.24)

Passemos, entao, aos estudo das leis de conservacac de momentum-energia para esta
aproximacao linear. Uma vez que a métrica de fundo agora é a métrica de Minkowski,

identificamos as densidades tensoriais com os tensores para este caso:

\/ﬁTrx,@ — Ta,@;
VP =178,



onde,
1 =| det (nap) |= 1

A lei de conservagdo de momentum-energia, expressa pela equagao (1.15), se reduz a

seguinte relagao:

a o Lo O

— (t&) = —5 T 55 (daw) (1.25)
Poderemos escrever as equacoes de campo de maneira ainda mais simplificada, esco-

lhendo convenientemente um novo OBjeto para representar o campo gravitacional. Uma

6tima escolha para este objeto é motivada pela equacdo (1.24), e escreveremos da seguinte

forma:

1
hop = dap — Eﬂaﬁﬂ’SAA-

Ou, equivalentemente,

1
Pap = hap — Enrx,@h;\,\- (1.26)

Entéo, as equagbes de campo sao reescritas nesta nova definigdo simplesmente como,
Oheg = —kTug. (1.27)

E as condigées de coordenadas harménicas (1.23), nesta escolha de ¢,g, se reduzem a

|7
aha_o

o (1.28)

Finalmente, reescrevemos a relagdo entre os tensores momentum-energia, dada por

10



(1.25), como

Oty 1 (Ohau\ e L (OB
ama*a(aﬂs)T i)™ (429)

Reescrevendo esta dltima numa notagdo mais pratica e introduzindo as equagdes (1.27),

encontramos

Jox 1 o 1 a
tal” = o [PawtsBR™ — Y000 (1.30)

que pode ainda ser expressa explicitande uma derivagao, resultando:

1

1 o a
A e ]

2

Btge 1 8 o
dz. 2% Oz. [h””‘ﬁh o ™

donde apresentamos uma forma explicita para tq4:

tag = o [hpulﬂhp e EhAAIﬁhppIa — 5a (h,,,,i,,h” = 5“*“}%0‘*"3;7J )] : (1.31)

Entdo, (1.31) constitui o tensor momentum-energia do campo gravitacional, conside-
rada a aproximagao linear.

Se considerarmos uma expansio em todas as ordens na métrica, em G,.,., e mantivermos
apenas o primeiro termo do lado esquerdo {que denotaremos por GL{‘), onde o {ndice (¥

indica a linearidade deste objeto), poderemos escrever as equagdes de campo da seguinte

maneira equivalente([9],
G =~k {Tu + &0 + 10 + 10+ .} (1.32)

O segundo termo da expansao, t}fj, identificamos com (1.31). Os demais também podem
ser construidos recursivamente, derivando em cada ordem o tensor momentum-energia

e somando-o as equagoes de campo, formando uma série infinita. Uma importante car-

11



acteristica desta construcao é que encontramos uma forma para as leis de conservagao,
desde que GL{‘) apresenta divergéncia ordindria indenticamente nula. Desta forma, o lado
direito de (1.32) também deve satisfazer a este requisito. Isto j& foi mostrado por outro

caminho através da equagdo (1.16).

12



Capitulo 2

Teoria de Deser e Laurent para o
Campo Gravitacional e o Operador

de Projecao Pyy.

Em seu artigo de 1968 ( Gravitation without Self-Interaction), S. Deser e B. E. Laurent[2],
estudaram a possibilidade de se descrever o campo gravitacional como um campo linear
de spin-2. Todavia, da teoria de Fierz-Pauli, quando considerado o termo fonte para
tal campo, este deve satisfazer ao critério de divergéncia ordinaria nula. Isto pode ser
compreendido facilmente, verificando as equagdes linearizadas de Einstein (desenvolvidas
no capitulo anterior), desde que as mesmas sao equivalentes as da teoria de Fierz, tomando
a divergéncia do lado esquerdo de (1.22), que resulta ser identicamente nula. Para o caso
da gravitagdo, o tensor momentum-energia da matéria nio se conserva separadamente|8,
5, 6], ndo sendo, desta maneira, um bom objeto para se descrever o termo fonte para
esta teoria. Deser e Laurent resolveram este problema introduzindo um operador de
projecao de divergéncia nula sobre o tensor da matéria, obtendo assim uma consisténcia

matematica nesta formulagdo. Vamos fazer um breve retrospecto, nas segdes que seguem,

13



de alguns topicos desta formulacao.

2.1 Equacgoes de campo para a teoria de Deser e

Laurent.

As equagbes para campos de spin-2, sem fonte, sao dada pelas equagdes de Fierz-Pauli,

ou, como ja citamos anteriormente, pelas equagdes linearizadas da relatividade geral:

Ly _
a® —o, (2.1)
onde
Gj(f) = D¢MV - a,u|cw - ¢&v|ap. + q'()aal,uv o Wuv(u¢aa - ¢a£|1a|6)' (22)

Utilizamos a métrica de Minkowski (n** = diag(+1,—1,—1,—1)) para efetuar as con-

tragoes. GE‘E) ¢ invariante sob tranformagoes de gauge

q!’;;y = ¢pv + g.ulu + gulp: (23)

(¢4 fungdes arbitrdrias) e satisfaz a identidade diferencial
Ih —
G = 0. (2.4)

Se utilizamos um termo representando a fonte do campo gravitacional, vemos da iden-
tidade (2.4) que este deve apresentar divergéncia nula. Existemn maneiras distintas de
se construir um objeto que satisfaca a esta relagao de conservagao. Neste caso, vamos
conslderar projecoes livres do tensor de matéria (por projegoes livres chamaremos a carac-

teristica de divergéncia ordiniria nula dos operadores que utilizaremos). Entdo, teremos

14



as equagoes de campo dadas por:
G = —kJ,
onde k € a constante de acoplamento e
Juv = (PuccPog + PPisTaf + ¢ Puw Pag) T,

COoIn

— -1
ny — Thw — o apaln

’

O-l¢ = /d‘im’G(a:,a:’)q’;(a: ).

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Deixaremos para a proxima segao a demonstragio de que este operador é um projetor.

(2.6) é o objeto mais geral possivel construido por projegoes de (2.7) e que apresenta

divergéncia identicamente nula.

Vamos entender porque dizemos que o operador P, definido em (2.7), possui di-

vergéncla ordiniria nula. Para isso, consideremos uma fungao arbitraria f. Se aplicarmos

o operador de projecio,

Puf=nuf— Dglauavf-

Gz, :c') ¢ a fungdo de Green do operador d’Alambertianc. Na proxima segao, examinaremos melhor

tal fungdo.

15



Tomando a divergéncia ordindria deste objeto,
0 (Puvf) = 0 (uf) — 0 (37'8,0.) .

Admitindo que f seja bem comportada, e entendendo por bem comportada qualquer

1

fungdo que varie ao menos com o inverso da distincia (f ~ ), poderemos comutar os

objetos J, com 071, como sera melthor entendido na préxima secio. Logo,
3“(P.Wf) =0, f - D_lavapa'uf:

e desde que

0" = O
e
oo~ =1,
concluimos que
M (Puf)=0.

Assim, da construgio do termo fonte para esta teoria, resuita:

Desta forma, (2.5) constituem as equagdes de uma teoria linear coerente para campos

16



de spin-2. Todavia, vemos da construcao do objeto representando a fonte do campo, que
esta formulagdo apresenta uma liberdade com respeito a escolha de valores dos parametros
p e g. Entao, um préximo passo seria relacionar as predicoes da mesma em funcgiao destes
parametros e, a partir dai, fixd-los de modo a corresponder & observagao experimental.
Uma vez fixado estes valores, teremos encontrado uma teoria univoca para a descrigao do
campo gravitacional, e outros aspectos poderiam ser investigados.

Esta teoria, através de uma escolha adequada dos parametros, pode ser formulada
localmente, com a ndo localidade evitada por uso de um gauge conveniente. Nao nos
estenderemos em outros, dos vdrios aspectos que podem ser estudados para este tipo de
construgdo, uma vez que sO nos interessaremos neste trabalho na formulagio unfvoca de
uma teoria mais completa, que preserve a fundamental caracteristica do campo gravita-
cional, a saber, a auto-interagdo (expressa nas equagdes por meio da nio linearidade das

mesmas).

2.2 O operador de projegao.

Vamos apresentar, nesta secio, a demonstracao de que o operador introduzido pela
definigdo (2.7) é um operador de projegao, como vimos denominando.

Reescrevendo (2.7), de modo a explicitar o termo envolvendo 07!,

i

Pay = 1 — f d's' Gz, )88, (2.8)

onde G(z,z') é a fun¢io de Green a dois pontos[14] , e devemos manter em mente que
G(z,z') = G(z#, z'#).
Procuraremos mostrar que P,,P% ¢ = Pu.¢, com ¢ sendo uma fungao arbitriria.

No momento adequado, especificaremos as condigoes que devem satisfazer tais fungoes.

17



Assim, usando (2.8), escreveremos:
PuPiut = { (ma — [ 44/ Gle,20,9,) (82— [ dyare )omaz) } 4

4 ' ’. . . .~y - N

onde, o indice () em & indica que a diferenciagio é tomada com respeito & coordenada
i , . . . . . - » B N

= e o indice ( * ) em §* indica que a diferenciagio é tomada com respeito & coordenada

y. Expandindo a soma nesta iltima expressio,
P.P¥ ¢ = (n“a — fd‘*:c'G(:c,m')B;@;) o+
- [ aC( 9)80:8(y) + [ 5 Gle,a)8,8, [ dyG(a',v)oBz4(y).

Identificando o primeiro termo do lado direito com a definigdo (2.7) e passando uma
derivagio com respeito & coordenada z' para a segunda integracio no terceiro termo do

lado direito, encontraremos:

PuP'$ = Puat ~ [ dyG(a,y)01054(y) +

+ / iz Gz, z' ), j y8, (G(a',y)004(y)) (2.9)
Vamos estudar mais detalhadamente o seguinte termo desta iltima expressao,
[ dvo, (6, )" 4(w)) = L.

Primeiramente, vamos examinar a fungio de Green G(z, y).

Consideremos que G(z, y) satisfaga a relagdo abaixo:

0.G(z,y) = Bé(z — y),
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onde 3 pode ser +1 ou -1, dependendo da construgdo (este sinal serd estabelecido adi-
ante). E, do critério de invaridncia translacional da funcdo de Green, podemos escrever a
seguinte relagao:

G(z,y) = Gz - ), (2.10)

Assim,

0G(z'~y) _ 8G(z" —y)
R T (2.11)

Usando este resultado em /,, encontraremos
L= - [ dy (3" 8:0(0)) (0:6(<"9),
que pode ser reescrito, mais convenientemente, como segue,
o= - [ % [0 (0240)0:6(= ) - 0:4(1)0™ D G(av)

O primeiro termo sob integracdo € um termo de superficie, que serd nulo sempre que a
funcao ¢ for bem comportada, ou seja, variar ac menos com o inverso da distancia. Desta

maneira,

I = [ d0:4(y)0G( ),

e usando a definiciao

OG(z,y) = +6(=,y), (2.12)

(donde definimos o valor 8 = +1) resulta:

I, = fd4y3;¢(y)5(wr,y)-
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Retornando estes resultados em (2.9),

PP =P f dyG(z y)0: 0% (y) +

+ / d*z' Gz, ml)a;a;qﬁ(mi).

. ! i A - . - .
Rebatizando ¥y — ¢ e £ — z na primeira integragao, teremos o cancelamento dos dois

ultimos termos, restando

PuP% ¢ = Punth. (2.13)

Como pretendiamos demonstrar!
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Capitulo 3

Teoria Nao-Local da Gravitacao.

As equagdes para campos de spin-2 sem o termo de fonte, como apresentadas na teoria
de Fierz, sdo dadas pelas equagdes (2.1). Como ja vimos discutindo anteriormente, uma
maneira completamente equivalente de tratar o problema é considerar uma aproximacao
linear das equagbes de Einstein[8], quando tomadas sem o termo de fonte. Se quisermos
construir um modelo de spin-2 para o campo gravitacional, devemos estudar qual o objeto
que poderia ser utilizado como o gerador do campo, e este objeto deve satisfazer as leis
de conservagdo (divergéncia ordindria nuia). O tensor momentum-energia da matéria nao
preenche aos requisitos de conservacao quando tomado separadamente [5, 6] , desta forma,
deveria ser somado a ele, a parte da energia reiacionada ao campo em si. Quando somada
esta parte de, modo a resultar em uma teoria fechada, encontraremos que o objeto repre-
sentando a energia do campo € escrito como uma série infinita [9] e em todas as ordens,
ou seja, aitamente nio linear. Este método conduz a teoria da relatividade geral. Uma
outra maneira de se construir uma possivel teoria foi proposta por Deser e Laurent [2] ,
estudada no capitulo anterior, e considera projegées livres do tensor da matéria. Este
método mantem as equagoes que descrevem o campo como lineares. Esta linearidade nas

equacoes implica em considerar o campo sem auto-interagao. Esta teoria e suficiente para
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encontrar alguns resultados que sao relacionados, na teoria de Einstein, como devidos
ao carater nao linear das equagoes. Embora seja capaz de revelar tais resultados, esta
nova descrigdo do campo gravitacional traz alguns inconvenientes quando tratando outros
problemas, por exemplo, ondas gravitacionais. Quando ondas gravitacionais livres viajam
através de uma regido de campo gravitacional estdtico, continuam a viajar com veloci-
dade ¢ com respeito ao referencial inercial global, que € definido pelo campo de radiagao.
Enquanto raios luminosos, por outro lado, viajam com velocidade menor do que ¢, quando
neste referencial, tal que os gravitons viajam mais rdapido que a luz.

Neste capitulo, vamos tratar da descrigao da gravitagao considerando a nao localidade

imtroduzida e preservando explicitamente a nao linearidade do campo.

3.1 As equacoes de campo.

Vamos considerar as equagoes de Fierz com termo fonte,

G = kT,

Se introduzirmos o campo g, definido em (1.26), poderemos reescrever as equagoes

COINo
HD = k7T, (3.1)
onde
HED) = Ohyy — b, — b + mu b (3.2)
[
HEI = (3.3)

Entao, de (3.3), 7, deve ter divergéncia nula para que tenhamos um modelo mate-
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maticamente coerente. Vamos construir este objeto de maneira a manter o cardter nao

linear do campo gravitacional.

As equagdes de Einstein (1.2) podem ser escritas equivalentemente na forma
L 2
Gl = —k (T + 2+ 210 + 40 + ). (3.4)

Com os indices {(3(®) ..}, indicando o grau de nido linearidade no campo. Isto pode
ser construido de maneiras distintas. Uma delas é se considerarmos toda a expansao na
métrica, dada em (1.20) e (1.21), nas equacoes (1.1), .e manter apenas o termo linear
no lado esquerdo. QOuira maneira pode ser realizada, construindo o tensor momentum-
energia para as equacoes de Fierz, que resulta ser de ({2) no campo, acrescentar o mesmo
as equagoes, € procurar pelo novo tensor momentum-energia, que agora sera de O(3) no
campo, e assim por diante, construindo, desta feita, toda a série mostrada acima.

Desde que a teoria da relatividade geral em sua primeira aproximagao, ou seja, con-
siderando o termo tfﬁ), jé se mostra suficiente para descrever todos os fenémenos experi-
mentalmente resolvidos, com precisao superior a que se pode detectar, e ainda fornece as
condigdes suficientes quanto a origem e emissao de ondas gravitacionais, consideraremos
entdo, por motivo de simplicidade!, apenas este termo da série infinita que compée o
lado direito das equagées (3.4). Assim, definiremos o tensor momentum-energia total, da
seguinte maneira:

Tow = TED 4 42

ur

1} bem verdade que poderiamos considerar outros termos, que apresentam uma ordem maior de nio
linearidade, para compor o tensor momentum-energia da gravitagao para a teoria que estamos desenvol-
vendo. No entanto, seria extrermamente complicado tratar estes outros termos. Fato este que nos leva
a utilizarmos apenas o primeiro termo, que ¢ quadraticamente nio linear na variidvel que representa o
campo gravitacional.
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onde o indice (M) indica que T}, é o tensor da matéria. Vamos a partir deste ponto, a fim

de aliviar notagio, escrever simplesmente,

T =T+t (3.5)

lembrando sempre que ¢, é apenas o primeiro termo da série.
Entio, escreveremos (3.1) da seguinte maneira:

HD — k(T +tw). (3.6)

L

Todavia, as equagdes acima construidas apresentam uma inconcisténcia matemaética,
uma vez que o lado direito ndo se conserva identicamente, a nao ser quando consideramos
toda a série apresentada em (3.4). Resolveremos este problema usando projegoes livres
sobre o lado direito das equagdes. Para isto, utilizaremos os operadores de projegdes de
divergéncia identicamente nula introduzidos em (2.7). Para representar que algum termo
das equagdes estd projetado, usaremos o simbolo (") sobre o objeto em questdo. Assim,

(3.1) se tornam,

HY = —k1,, (3.7)
onde
/j:w = (PuaPop + PPuwnap + qPu Pagp) Taﬁ: (3.8)

com P,, introduzido primeiramente por Deser, equagao (2.6), discutido no capitulo ante-
T1OT.
Finalmente, satisfazendo T.uv a identidade diferencial
T," =0, (3.9)

1
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temos formulado uma teoria coerente e exata para campos de spin 2, objetivando descrever
o campo gravitacional. Uma tal teoria € ndo local (com a ndo localidade introduzida pelas
projegdes de T.g, de (3.8)) e ndo linear.

Vemos, no entanto, assim como na teoria linear de Deser e Laurent, que existe uma
classe de teorias, com a mesma forma, possiveis nesta formulagdo. Fato este devido a
liberdade introduzida pelos parametros p e q. Vamos prosseguir procurando quais valores
dos parametros sao permitidos, a fim de que esta seja uma boa teoria para o campo
gravitacional. Uma maneira de se verificar isto é comparando as predigoes da mesma com
os testes ohservacionais cldssicos, e a partir destes, determinar quais solugoes possiveis
para p e q correspondem & realidade fisica. Desta maneira, teremos finalmente formulado

uma teoria univoca para a descrigdo deste fenémeno.

3.2 Solugao para simetria esférica, caso estatico.

Consideremos o caso de uma distribuigao esfericamente simétrica de matéria, caso estatico.
Vamos resolver as equagdes para um gauge particular, onde

h8

|

=0. (3.10)

Nesta escolha de gauge, que é equivalente a usar um sistema de coordenadas harménicas
(no caso da aproximagao linear da relatividade geral), teremos o objeto que representa o
conteido de momentum-energia do campo gravitacional, jd derivado na expressdo (1.31),

e as nossas equagoes se reduzem a:

Ohy = —kT,. (3.11)
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Como estamos considerando o caso estdtico, devemos notar a redugao do operador quadridi-

mensional O = g#*8,d,, para o objeto tridimensional A = g 8;;, isto &,

T =T + (3.12)
co1mn
T,uv = (P,uaPuﬁ + pP,uuTiaﬁ + qP,uuPaﬁ) Ta,ﬁ (313)
e
tuw = (PuaPup + PPustlap + ¢ P Pap) t°. (3.14)

Usando as representagdes acima, (3.11) se torna
Abyy = —k (T + L) - (3.15)

Antes de procurar pelas componentes de (3.15), devemos adiantar que ainica ndo nula
do tensor momentum-energia da matéria, para uma distribuigao estatica, esfericamente
simétrica (como de fato ocorre para sistemas planetdrios), é a componente Tgo. Desta

forma, podemos listar as componentes de 7,

Too = (1+p + q) Too, (3.16)
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Ty =(p+4q) (’7:‘;‘ - A_laiaj) Too, (3.17)
T,* = (1 4 3p -+ 3¢) Too. (3.18)

E, usando as equacées (3.14) e (1.31), encontramos apds algumas manipulagoes,

. 171 1
— vlo a 8 o
too = P [E (14 2p+2q) (hp,,f,h” - Eh ala’h a ) +

1 1
+ qA"l (Ahvahpv + Ahpv|o’hpv;a - EAh’aaAh’ﬁﬁ - EAhaala'hﬂﬂ[a)] ? (3'19)
.1 o 1 e
T {h,,,,,,-h" 5~ 3Py = 5 (L +20 5 20) (Baar 217+
1

5Pk’ la) M5 = D7 (o AR5 + bt AR+ 2 AR

o 1 [+ 2 — 124 a2
_—h Dy — S AR — R AR ]—I—Z(p—i—q)A ! [hpuiaish 4

1

+ hpu|ai th|aj - =h

1 - v
2 °‘|’>’th£} " Eh al?‘hﬁ " ] — @i A7 [Abp AR+

Ak gh?P - —Ah“ ARy - —Ah al-rhﬁﬂh] (L4 g) AT 20005 AR+
F2A R i AR - Abpyigiih? P 4 Dbpgh®™ 8+ Mbb' +

AR — AR, AR

Bli uAh

+Ahyig;h" P — AR hﬁ A

oty clyij

_iAh AL —/_\h Il Lan it ]} (3.20)

aly alys 2

X 1 L
o v o Blr
ta_—z—k[(1+3p+3Q) (h,,,,l,h*’ — 3l )+

+(1+3q)A" (Ah,,yAh"” + Ahpgh™8 %Ah‘* ARE, —/_\h ahhf’ﬁ“)] . (3.21)
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De posse destes resultados, e apés realizadas algumas simplificagoes, podemos escrever

as componentes das equacdes de campo (3.15):

Ahog — _wk%o + ——g—Ah"‘a +

1+3g 14 3q
14+2p+3q (h povte _ Lpa .8 I"r) (3.22)
4(1+3g) '™ 27 )

Ahij = (ni; + A720:0;) kToo + (755 + 20718:8;) Ahao — A 8:0,AR%, +

1
LA (hp,,i,-jAh‘"’— p,,|a,-h*""°‘j—%h°‘ AR + bt hﬂﬂ'*j), (3.23)

alij alyi

N 1 v 1 a ‘7
AR% = —k(1+3p+39)Too + 5 [(1 +3p + 3q) (hp»|ah” " - S H b ) H

1
+(1+3g) A (Ahp.,Ah"” + AP — éAh"‘aAhﬂﬁ - EAh“ahh’gﬁl"')] . (3.24)

As equacgdes acima, se resolvidas, determinam as solugbes para o campo gravitacional
(componentes) do problema em questiao. Todavia, estas equagdes se mostram extrema-
mente complexas para serem tratadas diretamente, devido ao carater nao linear das mes-
mas. Desta forma, vamos procurar por um conjunto particular de solugdes que possam

ser escritas na seguinte manetra:

hop = Wpag + woag, (3.25)

onde w sdo certas fungdes arbitrdrias (que podem ser niimeros) que serdo estabelecidas
mais adiante. Entendemos neste tipo de solugio, que possa haver um desacoplamento

entre as partes linear e nao-linear da mesma. Desta forma dizemos que p,g cousiste
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nas solugoes da parte linear e 0,5 nas solucées da parte nao-linear. Isto ficara melhor

entendido no que seguira. Vamos redefinir o tensor momentum-energia da matéria como

Too = wThy- (3.26)

A partir deste ponto, desde que sé trataremos com o novo tensor momentum-energia,
continuaremos utilizando a notacio Ty para designd-lo. Entao, onde escrevemos 1o,
entende-se T},y. Se introduzirmos (3.25) e (3.26) nas equagdes (3.22) a (3.24) e separarmos

segundo poténcias diferentes de w, encontraremos os seguintes sistemas de equacoes:

De (3.24):
Olw) =
Apma = —k (1 + 3p + 3q) Tgo, (327)
O(w?) =
[+ 1 + 3p + 3q o 1 =3 4
Ao®, = T (vaIde I — 5P rxicrpﬁﬁi ) +
+——A ! (Ap,,,,ApP + Apipp™ — 500 Apy — 500 ﬂhp"ﬁ'"’) , (3.28)
O(w?) =
14+3p+ 3¢

(20 ™ — gy’
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1+ 3¢

A

A7 (2002800 + Apaplnd™® + Avagy ™7+

1 1
—Apaaﬁoﬁﬁ —~ EApa oﬂﬂh — EAO' ai-ypﬁﬁh =0,

afy

O(w*) =
L+ 3;23 +3q (Upylﬂpup _ %gaa'aaaﬁ!a) n
+}—i_2ﬂ£§_1 (Aawﬁpp” + Aap,',wa"”w - é—AaaaAaﬁﬂ — é—AaaahUﬁgh) =0.

De {3.22):
O(w) =
Apoo = —L“f{%k%a P,
O(w?) =
Doy = 17 A, 1;2121:5(; (oare®r - it ")
O(w?) =
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1
o] o By
Tagly@ "7 — 20‘ a0 g =

Ap1] = (WIJ + A_laiaj) kTOO + (UIJ + 2A_laiaj) APOO —_ A_laiajApaa,

Aoi; = (i + 207°0,8;) Ao — AT18:0;A0%, +

1 1
— i o (=3 }'3 lﬂ
—*—A 1 (ppl,'ijApp - valaippyl 7 '2_,0 aI;JAp A + ‘ipaal'n'p ﬁhj) ?

Bly

- e (23 o aﬁ
AT (PaﬁlijAU P+ ApP0aplis — Papi@™ s — Cappyip hj +

1, 1 L g 1 o 8
T9f affi/—\“’ﬂﬁ 57 alijAPﬂﬁ + oF ali¥ 8 it 57 alvif 8 1:’) =0,
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(3.37)



O(w') =
A? Aot pvja ! o Ag® 1. B —0 338
Top|i DO — Oppjai@ ;= 50 ;B0 g+ 50 g0 g 5 = U. (3.38)

72 2

Entretando, das equagdes acima, vemos que o conjunto (3.31) e (3.35) nos permite

identificar certas fungdes livres, de tal maneira que:

Poo > Py = Poo + Xoo,
Piz = Pi; = Pii T Xig
com

Axaeo = 0,

AXij = 0.

E o conjunto (3.32) e (3.36) nos permite identificar, da mesma maneira, as seguintes

fungoes livres:

I
Ugp — gy — Ogo + Too,

7
Tij = Oy == 04 T Tij
com

A’?l'[m == 0,
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A'H’,‘j = 0.

Este conjunto de fun¢des livres pode ser usado para satisfazer as relagoes (3.33,3.34)
e (3.37,3.38). Obviamente, as equagbes para os termos contraidos, (3.29 e 3.30), também
estao sendo consideradas. Nao as citamos no contexto porque jd se encontram implici-
tamente associadas as componentes (00) e (i7). Desta forma, s6 nos preocuparemos em
resolver o conjunto (3.27,3.28,3.31,3.32,3.35,3.36), que nos dard uma particular solugdo
para o problema, e que nos serd suficiente, ja que estamos procurando fixar os parametros
livres, p e g, da teoria. Devemos esclarecer que este tipo de solugdo ¢ apenas especulativo,
uma vez que ndo demonstramos estar as relacdes acimas citadas satisfeitas quando consi-
deradas as funcoes livres y e w. Para comprovar a veracidade desta hipdtese, deveriamos
resolver o sistema de equacgoes para estas fung¢oes, que € ndo linear e bastante complexo.
No entanto, este tipo de solugdo que estamos propondo, pode ser encarada como uma
expansio, onde os termos em O(w®) e O(w*) seriam termos de corregao “pés-pds new-
toniana”, e ndo afetam os resultados a que vamos investigar. Desta maneira, preferimos
atentar & possibilidade de que tais solucoes sejam de fato exatas.

Assim, estaremos procurando por solugoes das seguintes equagoes:

Ap%, = —k(1 + 3p + 3q) Too,

_Mmﬁ 9

—_ A~
1+ 3q 1+3g 7

[+ &)

Apoo =

Api; = (mis + A70:9;) kToo + (mis + 2878:0;) Apoo — A7'8,8;00%,
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143 3
Ao“=—+ P+ 3

1
v B
a 9 (ppVItrpp o — _paah:p ﬁld) +

2

1+3q,_ y y 1, . 1,
2 AT (Ap’”’A”P + Appipp™” ~ §AP aAPﬁﬁ - EAP cthpﬁﬁh) )

A = —2  Ag* e [ g, P __ 4= ,
Too 1+ 3q Tt 4(1 _|_3q) PogixP 2P alv? 8

Aagy; = (Tiij + QA_laiaj) Aogy — A“G,-G,—Aa“a +

- 1 [~ ]' 16 1 e -6
+A . (Ppy]ijApp - ppy|aippV! i gpaathp I} + §P alyi? ﬁhj) !

Vamos seguir o conselho do Rei de Copas?® para resolver as equagdes acima. No entanto,
mostraremos a resolugao apenas daquelas que ndo forem por demais complexas, e que,
envolvendo um grande volume de cdlculos, deixaria tedioso o trabalho de estudar esta
tese. Para estas, listaremos os resultados diretamente no apéndice A.

Antes de mais nada, vamos estabelecer a forma explicita do tensor momentum-energia
da matéria, a fin de termos mais clareza no que seguird.

Admitiremos a seguinte forma para Tyq:
Too = a®(r, ~ 1), (3.39)

onde a ¢ a densidade de momentum-energia, r, o raio do suporte e © (r, —r) é a fungio

%L. Carroll, Alice no Pais das Maravilhas
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degrau, definida da maneira usual,

Vamos definir também, a quantidade proporcional a massa do sistema fisico,
k
m= o [ dVTh.
8w
Desde que Ty é dado por (3.39) e a integragdo é realizada por todo o espago,
= —V,..
T gy

Passemos agora a resolugao das equagdes de campo.

De (3.27),
Ap®, = k(1 +3p + 3q) Too.

o

Integrando num volume V' que abrange todo o sistema, teremos
/dVAﬁgzuku+3p+hfoQm=mﬁwu+ﬁp+3@mﬁwﬂ

mas

A= nija,;aj = —vz = -V,
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ds

Figura 3.1

entao, usando o teorema de (Gauss para integrais de superficie, encontramos:
f dVAp®: = — / 4S5 o™ A,

onde 1 € o vetor unitdrio perpendicular & superficie de integracio, como mostrado na
figura (3.1).
Se admitirmos que p*, = p* (r), e realizarmos a integragao em coordenadas esféricas,

o unico termo do gradiente do campo p nao nulo sera o radial, logo

8p*
—[p2f o
%)

ap*
12 — 2 @
fdﬂdqbsm (8) = —4r (r B )

T, r>T,
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Assim,

= —8r (1 + 3p + 3¢q) m|

TT, "

Mas,

dp%,(r)  dp%(r)

ar dr

e se fizermos r variar na regido (r > r,), transformaremos esta relagio em uma nova

equagao diferencial,

dp™ m
e~ 2(1+3p+3q) =,
T

gue pode ser novamente integrada, resultando:

m

p%, = —2(1+4 3p + 3q) (3.43)

T lr>r,

Vamos prosseguir, resolvendo a equagdo para Apg. Introduzindo (3.27) em (3.31)

obtemos,

1+ p+4q + 3pq + 34°
kTOO,
1+ 3q

Apoo = — (3.44)

que pode ser integrada imediatamente, usando o mesmo procedimento anterior, resul-

tando:
14+p+4q+3pg +3¢°m
=2 — 3.45
poo 1 + 3q r T>T, ( )
Desde que o operador A~ satisfaz a relagdo
AL = (3.46)
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onde f é uma fungio bem comportada, poderemos retornar &s equagoes anteriores e en-
tender o significado da operacdo de A™! sobre To. Ou seja, se aplicarmos este operador

sobre a equagdo (3.44), obteremos

3 2
1+ p-+4q+ 3pg + 3¢ EA

= 0. 3.47
Poo 1+ 3q 00 ( )
Comparando esta altima com (3.45), chegamos a
2m
ATy = —. 3.48
ATy = 2 (3.48)

Uma vez obtidos estes resultados, passemos a resolucdo da equacao (3.35). Substi-

tuindo (3.44) e (3.27) em (3.35),

_ p+q+3pg+3¢°
1+ 3q

Api; = (75— £7'8:8;) kToo. (3.49)

Vamos escolher de resolver esta equagdo por aplicacio direta de A~*. Desta forma, e

usando (3.48), encontramos:

_2p+q+3pq+3q2

L A-lgg\™
3 (ns; — A718:8;) . (3.50)

Py =

Mas, como pode ser facilmente demonstrado,

1 1/ iz
-13.9._ . _ {19 2
A a.a,r 5 ( - + 3 ), (3.51)
logo,
. ptg+3pg+38m ( 3 wiwj)
Pig = 14 3g r \"7 2 ) (3:52)
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Assim, temos resolvido o primeiro conjunto de equagdes, que correspondem a con-
tribuicao linear do tipo de solugdo que propomnos em (3.25).

As préximas equagoes a serem resolvidas, (3.28,3.32 e 3.36), envolvem célculos muito
eleborados, de tal sorte que deixamos listados nos apendices A e B as manipula¢des mais
trabalhosas.

Aplicando sobre a equacio (3.28) a operagao A, e usando os resultados encontrados

nos apendices A e B, chegaremos a seguinte expressao:

2 t
N m o' Q(r, — 7)i : 2
AAo®%, = Sy + czkmaMﬂ—l + ¢3 (ak®(r, — 7))°,
onde ¢; (;=1,2,3) 530 combinagdes dos pardmetros p e g. Ndo nos preocuparemos em explicl-
tar estas combinacoes, até chegarmos & solugdo. A derivada da fungao degrau, apresentada

no segundo termo do lado direito da equagdo acima, € reescrita na forma da fungao delta

de Dirac:

09(r, -r) O0O(r, —7) 0Or z:6(r —71,)

Ozt or dz? T ’

assim,

m? &(r—r,)

ANo®, = a5 + ¢3 (ak®(r, — r))2 —agm= (3.53)

Antes de integrar esta 1ltima, por conveniéncia de notagao, denominaremos a quanti-

dade

flr) = Ao®

ox?

e faremos ainda a consideracdo de que f(r) seja uma fungao bem comportada, de tal forma

que se anule para regides muito afastadas a distribuigdo de matéria. Em verdade, como
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serd visto logo adiante, nds usaremos a hipdtese de que f(r) varie ao menos com o inverso
do quadrado da distincia. Depois de encontrada a solugdo, retornaremos e justificaremos
a validade desta hipétese.

Integrando, entdo, (3.53), no volume limitado pelas superficies Sy e S, como mostrado

na figura 3.2, resulta:

dVle + c3k2a2/ dV@z(r, —r)+
r

V"‘>"s

/ dVAF(r) = e;m?

Vr)r, Vr)r,

§(r - r,).

—acym dV 5

Vror, r

Usando o teorema de Gauss, no lado esquerdo desta relagio, encontraremos:

fo VA == [ av5550) =X [ dsvistr) =

31

d A dr

af(r) df(r)
~Js, 451 dr Sa 452 dr

Se fizermos S; — o0, teremos a integracido nesta superficie se anulando, desde que
admitimos o0 bom comportamento de f(r) para regides afastadas. Assim, e integrando em

coordenadas esféricas, encontramos:

2 df
fv _ AVAf(r) = 4n (r E)

Do lado direito da equagéo, os termos em §(r — r,) e ©(r, — r) s3o nulos na regiao a que

r1
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Figura 3.2:

ds

o
=

vimos integrando, desta forma, o dnico termo que contribui para a solugio externa é:

Igualando ambos resultados,

df oo dr
4 2% — 2 / -
T (T d'r) m [4% |

e, resolvendo o lado direito e fazendo as devidas simplificagdes,

T1

2

df
dr

1 m
=397

T1 m

Se fizermos r variar novamente na expressao acima, ou seja, tornando esta ltima uma
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equagao diferencial, poderemos resolvé-la para a regido externa, resultando:

2
C]_m
fr) = 57

T>Ty
Desta forma, retornando a definicao de f(r), encontraremos:

2

c1 m
Ag® = LT
TaT T34

T>rs

Procedendo da mesma maneira para esta equacgiao, encontramos por fim,

@ ' m
Ga:cl_ﬁ’
com
‘ 15 3. 21 39 , 17 5, 17 17 +1 +1
e = — — - I —_ _— _ — -
1 4‘1 P 210(1 4Pq 4‘1 410 Pq 29 2P+

(3.54)

Vemos, da solugao encontrada acima, que é valida nossa hipdtese inicial de que o2

variasse ao menos com o inverso do quadrado da distancia.

Resta-nos resolver as equagoes para as componentes gog € 0;;. A resolugio de (3.32)

segue exatamente o mesmo procedimento que adotamos para resolver ¢%,, por isso vamos

escrever diretamente sua solugao,

T
Uoo-Czrza
com
, 5 4 7 13, 3, 3, 1
= -2¢® -p — —p® — plg— g —Sp* =3 -
Co 4‘1 P 210‘1’ 410‘1’ 29’ 210 PQ‘+4

(3.55)

(3.56)

Finalmente, passemos a equagao (3.36). Usando os resultados dos apéndices, aplicagao
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do operador A™! e apds algumas manipulagoes algébricas, teremos

1 m?
Tij = (047]'{3' + oA 353;') =t

+A_1A_l (Cs% + C7m;:j) .

Os termos estao todos calculados separadamente no apéndice A. Desta forma, encon-

tramos a seguinte solugdo:

(3.57)

COoIIl

;5 13 1w, 1, 11 1 1 1
=3¢ +20° +Tpd" + P e+ ¢+ TP A opa-ja—5p— 1 (3.58)

As equagdes (3.45), (3.52), (3.55) e (3.57) descrevem o campo gravitacional para a
regido externa a distribuigdo de matéria, definida anteriormente. Como podem ser trivi-
almente testadas, estas solugdes satisfazem ao particular gauge a que vimos trabalhando,

qual seja: h“‘giﬁ =0.

3.3 Equagoes para particulas materiais.

Vamos procurar por uma expressao para as equagdes das particulas materiais se movendo
no campo provocado pela fonte nao-local ’1;,,, introduzida pela equagdo (3.7). Veremos ao
final desta segdo que podemos estabelecer perfeita equivaléncia com uma teoria geométrica
(introduzindo uma métrica g, ).

Consideremos uma nuvem de poeira incoerente nao interagindo. Vamos descrever as

particulas constifuintes deste fluido por quatro fungdes do espago tempo, a que chamare-
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mos a*,(r = 0,1,2,3). Vamos escolher a componente a® para descrever as medidas de
tempo préprio. Definiremos a quadri-velocidade da maneira usual, como a variagao das

coordenadas espago temporals com respeito ao tempo préprio, para uma dada particula.

Ur = —. (3.59)

Dada a lei de transformagao que leva das coordenadas z* em a*,

Jz#
Ja¥

dz# =

pEg
da”,

teremos na expressao (3.59),

Oz# da¥  Oz* , Oz

Ue = = = —,
da¥ da’ 8a¥ °  Oa°

Assim, poderemos reescrever nossa defini¢io de quadri-velocidade na forma,

i
Ue = awo . (3.60)
Ba at,(1=1,2,3)

Vamos definir a densidade prépria de momenium-energia, po. Haja visto que pp é
a densidade de momentum-energia medida por um observador comovente com o fluido.

Entado, a lagrangeana da matéria pode ser expressa da seguinte maneira:

H
EM = §p0UpU“. (361)

Na auséncia de acoplamento, a variagao de £ com respeito as fungdes a# determina as
equagbes de movimento, e resulta na expressio para o tempo proéprio da relatividade

restrita. A lagrangeana de Interacio é escrita acoplando o campo ao tensor momentum-
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energia. Desde que o campo esta sendo considerado adimensional, teremos

Lr=¢"Tn, (3.62)
ou equivalentemente,
Lr=v"T., (3.63)
com
¢.UV - (P#&Pl'ﬁ + W#VP&.B + qP;.wPaﬁ) Qbaﬁ- (364)

Assim, resulta uma densidade total de lagrangeana £,
L= EM + EI:

ou

1
£ = 5poUuU* + 4T (3.65)

Considerando a variagdo de £ com respeito a a°, e usando o principio de Hamilton
(6L = 0), resulta®:
LU 19

l”?ﬁwU Had + %@ (,l)b#"'];y)] da’ = 0.

0

Se evidenciarmos uma derivagdao com respeito a a°, encontramos:

1 0 2

3A variagio de uma fungao qualquer w(z) com respeito ao tempo préprio a?, pode ser expressa na
forma: 5
z
bp(z) = a )50,0.

8a®
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Logo, 1dentificando o termo entre parénteses com uma constante, que normalizaremos,
resulta:

2
N U*UY + ;;»1!)“"?;” = 1. (3.66)

Definimos o tensor momentum-energia da matéria da maneria usunal:
T = poU,U,. (3.67)

Entéao, introduzindo (3.5), (3.59) e (3.67) em (3.66), e realizando algumas manipulagdes,

obtermos,

dz* dz¥ 2
v vVgm =1 — e v
(T}.l-l +2¢# ) dao dCLO ( PO¢ H )
ou, multiplicando toda a expressao por (dao)z,
2 0 2 v
[1 - p—@b‘“’t“ul (da ) == (N + 2py) datde”, (3.68)
0
Definindo o termo entre colchetes por
, ‘
S(4) = [1 - ﬂb%} , (3.69)
Fao
reescreveremos finalmente:
(da)” = S(6)™" (M + 2h0) da*da”, (3.70)
com
-1 2 p 4 /3
S(e) =<1+ p_¢ t + qu”"qp tutag + ... 0 (3.71)
0 0
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Como ja citamos anteriormente, podemos, nesta formulagio, estabelecer uma perfeita

equivaiéncia com uma teoria geomeétrica, identificando a métrica,

Guv = S(Qb)_l (Ww -+ 2¢.W) .

Embora g, seja uma fun¢io local, podemos, para este caso, expressi-la em termos de

campos nao locais*, como pode ser visto diretamente da definicao do campo ¥,,.

3.4 Elemento de linha.

Uma vez dada a descricdo do campo, pelas solugdes (3.45), (3.52), (3.55) e (3.57), e
também as equa¢Oes para particulas materiais, vamos prosseguir reescrevendo a expressao
derivada para a modificagdo do tempo préprio (3.70) em termos destas solugdes. Vamos
primeiramente expressar nossas solu¢des na varidvel fundamental a que vimos tratando.
Neste ponto do desenvolvimento, podemos argumentar que uma boa maneira de estabele-
cer a fungdo w, introduzida em (3.25), € identifica-la & constante de acoplamento k. Isto
sempre pode ser feito se pensarmos que w deve ser tal, que torne o campo A adimensional.
Desta forma, deve ser proporcional a &, mas o fator de proporcionalidade pode ser deixado
a resolver nas equag¢des polinomiais dos parimetros livres p € ¢, que sio coeficientes de
todas as componentes dos objetos que aparecem nas solugdes de ¢. Assim, identificaremos
a partir deste momento, w com k. Retornando entédo, estes resuitados & expressao dada

em (3.25), e esta em (1.26), que é o campo fundamental a que estamos tratande, resulta:

DI =

ho =3 (4~ 8) 2 24 p) () @)

*Todavia, a interpretagao de tal objeto, a métrica, construida através destes campos, nos leva a
conjecturar a possibilidade da formulagio de uma geometria nao lecal, a qual deixaremos para futuras
investigagdes,
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k s { km\?| ziad
I —

e o termo contraido

T

Fum (o -8) 2 (a4 p) (22) (374

Os parametros multiplicativos nas equagdes acima, (¢, b, d e f)), sao combinagdes
dos pardmetros livres da teoria. Nao vamos nos preocupar em escrever a forma expli'cita.
para eles, até que encontremos a forma definitiva para o elemento de linha®. Sempre
usaremos redefinigoes convenientemente, a fim de aliviar a notacio.

Na expressao (3.70), para o caso em que estamos interessados, o fator conforme S G
s6 contribui com o primeiro termo, pois todos os outros sao de ordem maior ou igual que
O(3) (como pode ser visto diretamente de (3.71)), que negligenciaremos®. Desta forma,

trataremos apenas com (da®)’ escrito da seguinte maneira:
IO 2 v
(da. ) = (T + 2¢,,) dz*dz”,
ou, expandindo a soma,

(da%)" = (00 + 2o0) (d2°) + (s + 29h5) da* e’ (3.75)

®Usaremos a denominacio elemento de linha, daqui por diante, apesar da presente teoria nio ser
fundamentalmente geométrica. Desta forma, justifica-se o abuso de linguagem pela simplicidade de
notagdo.

80 fato de desconsiderarmos, neste ponto do desenvolvimento, termos de ordem O(3), na expressao
para a modificagdo do tempo préprio, ¢ realizado tendo em vista que usaremos esta relagio apenas para
resolver os testes cldssicos da gravitagdo, onde tal aproximacao é valida.
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Precisamos derivar as componentes do campo nao-local, ¥,,, que aparecem nesta
tltima relagao. Entao, usando (3.72) a (3.74) em (3.64), e apds algumas manipulagdes,

resulta:

r

Yoo = A (%Tm) + B (%m) , (3.76)

Pi; =

. (2% (2 2 (2 (2 2 gigd
G( m)+D (——km”m,-+ F(——km)+G(km)}mf. (3.77)
r ™ ™ T r

Vamos continuar a derivacao para o elemento de linha, usando, a partir deste ponto até

onde for conveniente, unidades de 2km. Nestas unidades as relagdes acima se escrevem:

A B
Poo = — + g (3.78)

r

D F' G\ a'a?
hi; = (—— + —7) N + (— + ——) . (3.79)

Introduzindo (3.78) e (3.79) em (3.75),

0y? _ A B 0y?2
o 23 F' G\ z*z? o
—_— — .. —_ - t 7
4]—[(14—27‘ +2T2)1],J+(2T +2r2) Tz}dmdm. (3.80)

Esta expressdo esta calculada para um sistema de coordenadas cartesiano ortogonal. Se

escrevermos em coordenadas esféricas, considerando uma nova redefiniciao dos parametros,
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encontraremos por fim,

A b B d D
(dao)z - (1 e _5) df? (1 2y —2) dr? — (1 bk ;) r’dQ, (3.81)
r r

r r

com

dQ = df? + sin’(6)d4>. (3.82)

Enfim, os pardmetros que aparecem nas equacbes acima sdo escritos em termos dos

parametros livres como segue:

a=-3p+qf -2p+qg+1, (3.83)
b=3(p+q)+2(p+a)+1, (3.84)
3 , 5
d=g(p+a)* +5(pta) +1, (3.85)
15 3 57 51 81 11 921
A=t 24 2 3 94 3 O 232 '3 403
167 1P T 167 P9 gP? gl TPt
65 5 3 , 1
—-=pg —4pTq— — — .86
gPd —4r'a 16(?+9‘) +4(P+Q): (3.86)
15 3 57 51 81 29 15
B="Sgt 2yt 0 3L oA Ol22 47 3 19 5
3 4 +2p + 3 P2 + 8M+ YA +16q + g P +
1, 8, 9 , 1
TP+ e (et a) — (e ta), (3.87)
15 3. 21 39 17 1
D=—q¢+-p+_pi" + —plg+— 22 3.88
g7 TP + 5P +16pq+16(p+4) g (3.88)

Na proxima segdo, derivaremos as solugdes para a equagao de 6rbita e procuraremos

resolver os testes observacionais cldssicos, a fim de fixar os bons valores de p e q. Por bons
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valores, entenderemos aqueles que tornem esta uma boa teoria da gravitagao, ou seja, que
possam dar a descricao dos fendmenos cuja previsao tedrica tenha sido experimentalmente

comprovada.

3.5 Testes observacionais classicos.

A expressdo derivada para (da®)? nos permite proceder da mesma maneira como é real-
1zado para o caso da teoria da relatividade geral, para a equagdo da érbita. Do principio

da minima a¢ao de Hamilton,

6/({1&0)2 = 0.

i
P
—
+
ERE:"
—+
S llw
—
[ %)
"
T
.l a,
poiq:‘
—_
ba

+
B,

[n]

[ &)
Pt
R
ps—

T
&
AR
—
—_ ™
| —
X

il

o

. o . - L
E, desde que o principio variacional conduz as mesmas solugdes para § f F'z e § [ F,

facilita-nos prosseguir com a variagao,

d D dn \* d D\ , . do \*
-—(l—l—;-l-;g) r? (@) - (1+;+r_2) r’sin’(0) (c_i;z_a) } = 0.
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donde reconhecermnos a lagrangeana’,

d D\ ,(do\’ d DY\ , . .. (de\’

Uma vez de posse da lagrangeana, poderemos procurar pelas solugdes das equagdes de

FKuler-Lagrange:

L T, (3.90)

Vamos entao, considerar cada uma das componentes de (3.90):

Dp=0z"=t
9oL oL
de® 9t Ot
mas
@ 9L i[(l_f_i)t]
da® Ot da® r? ’
e

ac

E—O.

"Usaremos a notagio (£) para a lagrangeana, entendendo que a mesma nao deve ser confundida com
a tratada na segdo 3.3, como pode ser evidentemente entendido do desenvolvimento que segue.
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Assim, retornando as equacgdes de Euler,

onde vemos que o termo entre colchetes é uma constante de movimento, que definiremos

da maneira que segue:

(1—%-?2-)&5& (3.91)
=1,z =r

doL oL

da® 87  Hr

se resolvermos os termos e retornarmos & equacio de Euler | encontraremos,

2i }+b+£ . ﬁ(i_sz)t'z_!_ £+2_‘§ o2
T dad r r? T\ p2 r3 2 r3 T

T
Dy - d D . .9
+T—2) r(8)* -2 (1 +-+ ;—5) rsin®(8)¢”. (3.92)
i) g =2, 22 = 6:
4 9L oL 0
da® 96 88
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resulta, apos resolvidos os termos,

. d
L2 1+ a + D P =1+ -+ D r? sin(8) cos(8)p>.
da® r 2 r 7

oL oL _
da® 8y By
COTNO NO PIIMEIT0 Caso,
d 9 d d DY 5 . 5.
e Yt b 0
da® Oy da® [(1 + r + 7“2) sin’( )(p] ’
e
oc
?3; = 0.

Assim, retornando as equagdes de Euler,

d d D\ 5 . 5, .1
EE[(I%—;%-T—Z)T sin (G)cp] = 0.

Encontramos,

d
(1 + -+ %) r? sinz(ﬂ)c,b = const.
r r

(3.93)

(3.94)

Vamos estudar a equagio (3.93), a fim de fixar um valor para a variavel §. Por uma

’

conveniente escolha de eixos, podemos fazer §# = Z e # = 0 para algum c? inicial, de

2

maneira tal a satisfazer a equagao acima. Mas, como as condigbes iniciais determinam

54



uma solucao tnica para o problema, resulta:
,¥a®. (3.95)
Assim, usando (3.95) em (3.94), encontramos,
(1+£+—g)r2(p:con3tEL.
roor
Desta forma, determinamos outra constante de movimento:

i D\ ,d
L= (1 +o4 —2) 2 2 (3.96)
T T

da®’

Resta-nos tratar a equagio para a coordenada radial (r), dada em (3.92). Todavia,

devido a sua complexidade, procuraremos resolver usando diretamente o elemento de

linha. Assim, dividindo (3.81) por (da®)?, resulta:
. b D
1:(1—E~—é)t2+ 14—+ = |7+
r r? r o r
d DY ,. d D _
. PN g L R DENE YOIV _
(l-l—r-l—rz)r (1+T+Tz) sin®(0)g (3.97)
Substituindo as quantidades (3.91), (3.95) e (3.96) nesta dltima, resulta:
AN -
1:(1“E_%) Ez—(1+é+g)7‘2_(r2+dr+l))1L2. (3.98)
rooT
Se considerarmos a maneira usual de se encontrar a equagio da érbita,

i dT' 7;' .

== = ¢r 3.9
d(p ('b:}’r (PT, ( 9)

T
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e realizando a substituigdo de variaveis,

S (3.100)
em (3.98), encontraremos,
u? = — (14 bu+t Be?)” (v +du® + Du?) +
— (1 +bu+ B (14 dut Du?)’ 1y

LZ

2 F?

+ (14 but Be?) " (1—au—Aw?) " (14 dut D) = (3.101)

Derivando (3.101) com respeito a ¢, e desde que estamos interessados em resolver o
problema de uma particula afastada da origem do campo gravitacional, de tal sorte que

u = 1 « 1, encontraremos apds cilculos diretos,

p 1 E* 1 E* -1 E?
21
+ (—B + 2D + b — 2bd+d2) EL2 ]u+ ;(b— d)u® + 0(3). (3.102)

Podemos, a partir de (3.102), enconirar a equagdo da drbita para o caso planetério,

onde temos E? = 1. Assim, tomando esta aproximacdo, resulta:

2y 1 E? \ E* 3 .
Eg—i—u:gaﬁ—l—(/l—l—a —ab+2ad)z-2vu+§(b%d)u. (3.103)

Os dois tltimos termos fornecem a precessdo do periélio. Usando, como uma boa aprox-
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lmagao, que

1 E?
U —a

9" L2’

como de fato ocorre para o sistema solar, como exemplo, e retornando as unidades con-

vencionais,

d*u km 24 b 2
E+U_a§+2(—+2a__+_d) kmau.

Vimos trabalhando em unidades de 2km, porém de (3.41),

m=-—— deng
Se definirmos as quantidades,
L2
G=— (3.104)
8
e
M= deTog, (3.105)
resulta:
2
2km =2 [ dVToe = 2GM,
8m
Logo, utilizando esta nomenclatura na equagao da drbita,
d*u GM 2A b
21 — — 4 —d .
d(P +u I a+ ( + 2a 2+ )GMu (3.106)

Assim, o segundo termo, no lado direito, fornece a precessao do periélio.
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O que estamos procurando é ajustar o valor dos pardmetros p e g, de forma a fechar
a nossa teoria para estes valores. Ja temos uma equa¢do que pode ser comparada as
predi¢des com a observacao. Porém, vamos antes resolver um outro teste, que € o desvio
dos raios de luz por um campo gravitacional.

Para raios de luz, todas as aproximagdes feitas acima, até a equagao (3.102), continuam

validas, e ainda mais, temos para este caso,

~ 2 T - .
Entao, descartando os termos % muitiplicados por u, e considerando que para ralos

luminosos da” = 0, encontraremos

d?u 1 E? 3 2
Retornando as unidades convencionais,
d*u E? 2

Na teoria newtoniana da gravitagao, o valor previsto para o desvio dos ralos luminosos

é dado por:

EZ

G’Mﬁ,

que ¢ metade do valor previsto pela teoria da relatividade geral, onde encontra-se,

3G Mu?.
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Se compararmos os valores preditos pelas diferentes teorias, que diferem por um fator

1 . -
5, encontraremos a seguinte reiagao:

E* 3,
L2 2

3
T Tu= 5OM (at bl (3.109)

Daqui, vemos que para as nossas predigées resultarem no valor observado para o desvio
dos raios luminosos, o lado direito da equacgao (3.109) deve ser igual a 3GMv?. Se usarmos
as expresoes (3.83) e (3.84), vemos que a soma (a - b) = 2, de onde resulta exatamente a
predicdo esperada. Desta forma, encontramos para a deflexdo de raios luminosos,

d*u )

d_(p2 +u = 3GM'LL y
que é o mesmo valor predito pela relatividade geral, e verificado experimentalmente,

Agora, retornando a equagao (3.106), vemos que, comparado aos resultados da relati-

vidade geral, o primeiro termo no lado direito deve ser igual a Cﬂ'f . Como temos a solugdo

identidade (a + ) = 2, podemos escolher como uma solugao aceitavel,

a=1, (3.110)

b=1. (3.111)
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Usando esta solugdo na equagio para a precessao do periélio,

d*u GM
2 VT

+ 3G Mu? + (44 + 5d) GMu?.

Para este resultado trazer as mesmas predigdes para a precessao, devemos encontrar, no

lado direito desta tultima: —GL% + 3G Mu?. Assim, fixaremos a equagio polinornial®:
4A +5d=0. (3.112)

Entao, se resolvemos o sistema de equagdes (3.112) e (3.110) ou (3.111), teremos uma

dnica solugao possivel para os parametros p e ¢, qual seja,

p=—1, (3.113)

1
= = 3.114
q=3 ( )

Finalimnente, retornando estes valores aos coeficientes dos termos do elemento de linha,

resulta:

a=1,
b=1,
d =0,
A=0,

8Com esta equagio, temos fechado o sistema procurado, ou seja, desde que as equagées a=l1e b=1
sio, em verdade, uma s6 (como pode ser visto diretamente de (3.110) e (3.111)), resulta, juntamente com
{3.112), duas equagdes para duas incégnitas.
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17

B=—=
367

17

D=—.
36

(3.115)

Estes resultados, quando resolvido o problema do desvio para o vermelho (gravitaci-
onal), também concordam com as predigdes da relatividade geral, como pode ser visto

diretamente da equagao (3.91),
1y dt
E = (l — ——) _— 3.116
r/ da® ( )
O quarto teste também é satisfeito®.

Desta forma, obtivemos os valores dos pardmetros livres (p € g) que tornam esta, uma

teoria univoca a gravitagdo. Substituindo estes valores na expressio (3.81), obteremos:

1 1 17
(da)” = (1-;)¢ﬁ2—-(1+-;-3é:é)d%2—-(14—36T2)fﬂdn. (3.117)

Obtivemos assim, por meio de uma teoria ndo local nao linear, a predigio correta para

os quatro testes padroes da gravitagao.

90 quarto teste é o conhecido Radar Delay Time({8). Uma vez encontrado a expressio correta para o
desvio dos raios luminosos, este teste ja se satisfaz identicamente, desde que é formulado sobre os mesmos
fundamentos. Desta forma, ndo nos preocuparemos aqui, em resolvé-lo explicitamente. O leitor podera
encontra-lo resolvido em varios livros textos de gravitagao.
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Conclusao

Fo1 desenvolvido um modelo ndo local para a descrigao do campo gravitacional, preser-
vando a sua caracteristica auto-interativa. Para este, realizamos projegoes livres dos ten-
sores momentum-energia da matéria e da gravitagio, considerado este dltimo nao linear
de segunda ordem no campo. Resolvemos o problema da ambiguidade na formulagao,
devido a invaridncia na construgdo da teoria, segundo valores particulares dos parametros
livres {introduzidos pelas projecoes livres), comparando as predigbes da mesma com os
testes observacionais classicos. Desta forma, encontramos umn tnico conjunto possivel de
valores para os parametros, compativeis com os dados experimentais. Resultando assim,
em uma teoria univoca capaz de descrever o campo gravitacional.

Uma vez estabelecida a teoria, notamos os varios possiveis caminhos para futuras

investigagoes, dos quais j& podemos enumerar alguns:

e Dada a solugdo dos parametros livres, verificar se alguma escolha de gauge conduz

a uma formulagao local, e suas implicagoes;

e Estudar a compatibilidade de tal teoria na predigao da estrutura de campo forte,

tal como o de estrelas de néutrons;

e Interpretagio geomeétrica - possibilidade de construgao de uma geometria nao-local.
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Apéndice A - Algumas operagoes envolvendo A™'.

Vamos, a seguir, dar um exemplo esclarecedor do método utilizado para realizar as
operagoes de A~! sobre algumas fun¢oes, dependentes da coordenada radial, que nos
interessam na resolugao das equagoes de campo, e a seguir, listar outros resultados que
seguem o mesmo procedimento. Por fim, faremos o mesmo com respeito a algumas fungdes
mnails gerais.

Comecemos por resolver a seguinte aplicagao:

Ou, em termos de f(T‘),

(A1)

que chamaremos, a partir destc ponto, de fun¢ées bem comportadas. Integrando (A.1) em

dV e aplicando o teorema de Gauss, resulta por um lado,

. o 2 df
fv dVAF(r) = — fs dST f(r)h = —4m ('r‘ dr) r

63



e por outro lado,

f d‘i/'1 :f drdfdpr sin(§) = 2mr’
v r .8,

Logo, igualando os resultados e deixando a coordenada radial livre, encontraremos

df# 1
dr 2’

que pode ser integrada novamente, resultando:

ou finalmente, de (A.1),

T

7

(A.2)

Como ja haviamos anunciado anteriormente, listaremos outros resultados importantes

que seguem o mesmo procedimento:

1 1
e T T
A (r4) or?’

1 1
-1 i — -
A (7‘6) o 192p4?

a(ah) =]

pb

r

Vamos passar agora, ao calculo de aplicacoes de A~! sobre fungdes do tipo

T4

r8
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Para isto, vamos considerar que a operagdo de comutagao:
AT00,f(r) = B.8A7 (), (A7)

seja valida. Com f(r) fungdes bem comportadas. Ao término deste apéndice, comentare-
mos a respeito da validade desta afirmagio. Uma prova rigorosa nao se faz necessaria.
Usaremos também, os resultados encontrados anteriormente, sem fazermos citagio a eles.

Vamos desenvolver ambos os lados de (A.7), para f(r) = ,_1—4, separadamente:

i) A”lagaj (:—4) :

1 Tij TiT;
-1 N -1 ] 1 g
artad; () = a7 [1 (i +652)].
e, desde que A~! & linear sob operagao de soma,
1 1 T
~1 — A AL -1 [ El5
AT 0:0; (;‘I) = 4ni & (rs) + 244 ( r8 )

Por outro lado,

i) a0 (&):

_ 1 1 Nis T4
o (1) 00 () - (4 +458).

Comparando ambos os lados, resulta:

. {1 4 T 1 ij Ty
o (1) 00 (22) 00 () - (5 +2).

r8 ré r

ou ainda,

R AT 1 Ll
A ( r8 ) T 364 (mj—i—ﬁ nd ) (A'S)



Finalmente, vamos listar outros resultados que seguem o mesmo tipo de procedimento:

1 [ TiT4 . 1 LT
a7 (%) = g (w1 20 (A4.9)
e
1At (TEY 1 Jxiz;
a7a7 (352) = g (w5757 (A.10)

As operagoes realizadas acima, que necessitaram do uso da comutagao dos operadores
A e 8, sdo justificadas facilmente se apelarmos a resolver o caminho contrario, ou seja,
partir do resultado, e tentar chegar as equagoes que o originaram. Isto pode ser feito em
todas as opera¢Oes acima, sem trazer qualquer problema de divergéncia. Desta forma,
Justifica-se comutar os operadores citados. Se quizermos uma prova mais rigorosa para
isto, € s6 retornarmos a demonstracio da propriedade de projetor do operador P, dada
no capitulo 2, onde usamos esta mesma relagao de comutagao, que se mostrou vélida para

fungbes bem comportadas, as quais vimos usando por todo o trabalho.
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Apéndice B - Termos necessarios a resolucao de Ac,g.

Nesta segdo, listaremos os resultados das contragoes de vdrios termos que aparecem nas

equagbes para opg, 0%, e 05, que resolvemos no capitulo 3. Os parametros que aparecem

o

nestas relagoes sao polindmios em p e g, e deixaremos para explicitar suas expressoes no

final.
2
m
g™ = B (B.1)
A |v gm?

PalnP s = R (B.2)

22 m?
Apaplp™ = B KT + P (B.3)

aply z* m?
Apaglyp = ﬁ4kaoo|iTj + 435‘1-_;, (B.4)
Ap% D0 = Bek* T, (B.5)
fﬂi
Apaag—rpﬁgh = 2ﬁekaoo;iTj: (B.6)
£l m? { .. 3az'z?

pﬂ.@llJAp B = ﬁfikm— (Tilj + 3 ) + 160!21.—6 (‘.‘l’]""'I + 5 2 ) ) (B?)

ﬁh m? 'z
PapBlyip =5 Bani; — Po el (B.8)

o T il

p a|ijApﬂﬁ = 2ﬁ6mk“;2_a ("h‘j + 37’—2) ) (B.9)

« fh_ am o'z’
p al'ytp B3 = a3 5 771_7 3 T2 " (B'lo)

Vamos, a segulir, explicitar as expressdes para os parametros que aparecem em todas

as relagoes acima listadas:

B=—14(p+4q) —8(p+9) -4, (B.11)
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as = —2(1 + 3p + 3q),
Be=4(p+q)+2p+q)+1,
Ba = 24(p + q)°,
Ba=6(p+q)?+4(p+q)+2,
Bs = —36(p + q)°,

Bs = (1 4 3p + 3q)?,

_p+a+3pg+3g
1+ 3¢

Qg = ?

Bs =32(p+q)° +8(p+aq)+4,

B = 24(p + q)* + 24(p + q) + 12.
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(B.17)
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