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3 Flévia,

que me ensina a amar.



To laugh is to risk appearing a fool
To weep is to risk appearing sentimental

To reach out another is to risk envolvement

To explore feelings is to risk exposing your true self

To place your ideas, your dreams, before the crowd is to risk loss

To love is to risk not being loved in return
To live is to risk dying

To hope is to risk despair

To try at all is to risk failure

But to risk we must

Because the greatest hazard in life is to risk nothing

The man, the woman, who risks nothing, does nothing, has nothing, is nothing.

Os versos que antes escrevi mentiam

Mesmo o5 que amor maior nao concebessem:

A meu juizo, entdo, ndo parecia

Que a chama, jé total, mais clara ardesse.
Mas o tempo, entre mil intervengoes,

Se opde a juras € a reais decretos,

Turva a beleza, esgota a obstinagdo,
Desvia a mente forte em seus trajetos
Porque — temendo o tempo eu nio podia

Dizer do amor total, j4 manifesto?

E que o amor € crianga: eu nao ousava

Dar por crescido o que crescendo estava.

William Shakespeare
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Resumo

Perturbacoes Escalares no Universo de Friedman-Robertsor

Walker

A teoria de perturbagdes cosmolégicas no universo de Friedman-Robertson-Walker (FRW)
é estudada segundo o formalismo Quasi-Maxwelliano, usando a decomposigio em harmonicos
introduzida por Lifshitz et al. Restringimo-nos ao caso escalar, relacionado com per-
turbagdes na densidade de matéria. Nao sao estudadas perturbagdes rotacionais nem
ondas gravitacionais. Admitindo um fluido perturbado linear sem fluxe de energia, obte-
mos um sistema dinadmico fechado para duas variiveis basicas, com interpretagdo fisica
imediata e independentes de gauge. Aplicando um tratamento hamiltoniano, obtemos a

instabilidade do universo de FRW.



Summary

Scalar Perturbations in Friedman-Robertson-Walker

Universe

The theory of cosmological perturbations in Friedman-Robertson-Walker Universe (FRW)
is studied following Quasi-Maxwellian formalism, using the decomposition in harmonics,
introduced by Lifshitz et al.. We restric ourselves to the scalar case, related to pertu-
bations in the matter density. Rotational perturbations and gravitational waves are not
studied. Assuming a linear perturbed fluid without energy flux, we obtain a closed dy-
namical system for two basic variables, which are of imediate physical interpretation and
are gauge invariant. By apllying a hamiltonian treatment, we obtain the instability of

FRW Universe.
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Capitulo 1
Introducao

O estudo de perturbagdes cosmoldgicas tém originado muitos trabalhos desde o original
de Lifshitz e Khalanikov [1]. O interesse é duplo: os trabalhos podem ser vistos tanto
como estudos sobre a estabilidade de solugdes exatas das equagdes de Einstein como sobre
a formagio de estruturas no nosso universo. Aqui estaremos preocupados somente com
a evolucio de tais perturbagdes; ndo faremos qualquer suposi¢ao sobre a origem de seu
espectro inicial, embora existam na literatura atual diversos trabalhos neste sentido [2]
[3] 4] [5].

O formalismo aqui empregado se aplica a perturbagdes em espago-tempos curvos com
um fluido perfeito homogéneo e isotrépico como fonte. Contudo, admitiremos que o
fluido perturbado pode apresentar shear, pressio anisotrépica, e — apenas no caso de
perturbacio do universo de de Sitter — fluxo de energia. A equagao de estado ndo serd
alterada pela perturbagao:

p=Ap=>bép=Abp .

Ou seja, somente consideraremos perturbagdes provocadas pelo préprio fluido gerador da



curvatura.

1.1 A Gauge

A definicio de uma perturbagio traz consigo um grau de liberdade a mais, chamado de
gauge. Ela representa a arbitrariedade existente na associagdo entre os pontos do espago-
tempo de fundo e os do espago-tempo perturbado, onde devemos comparar os valores de
um dado objeto para definirmos sua variagao.

Em Mecénica Quantica, o termo gauge designa um grau de liberdade arbitrario, que
pode permanecer indeterminado independente do observador, pois ndo tem relagio alguma
com os dados extraidos de uma experiéncia. No estudo relativistico de perturbagoes
cosmoldgicas, no entanto, o termo gauge designa a liberdade do observador na escolha da
separagio entre o que é espago-tempo de fundo e o que é pertubagdo. Obviamente, tal
escolha nao interfere nos dados — como em Mecénica Quantica — mas é necessaria aqui
para possibilitar a comparagdo das previsoes teéricas com as observagdes.

Diversos esquemas foram utilizados para solucionar este problema. Inicialmente,
tentou-se fixar a gauge mediante uma fixagdo do sistema de coordenadas. Logo percebeu-
se, porém, que isto ndo a determinava completamente, além de impedir a interpretagao
dos resultados por observadores nio adaptados s coordenadas usadas. Bardeen [6] foi
responsével por um grande avango nesta diregio definindo artificialmente objetos inde-
pendentes de gauge (IG, daqui por diante); contudo, nao sdo de facil interpretagdo em um
sistema de coordenadas genérico. Por outro lado, o formalismo de Jordan {7] das equagdes
de Einstein, também conhecido como formulagio Quasi-Maxwelliana da Gravitagao, in-
troduzido por Hawking [8] no estudo de perturbagdes cosmolégicas, nao apresenta esta
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dificuldade. Suas equagdes lidam diretamente com objetos observaveis do fluido — e
portanto de interpretagio imediata.

O objetivo deste trabalho é demonstrar que estas equagdes exibem diretamente os
objetos IG necessirios para a caracterizagio da e-volugﬁo das perturbagoes de todos os
objetos interessantes definidos anteriormente na literatura, permitindo que uma eventual
fixacio de gauge seja feita apenas no fim dos célculos.

Para isto, usaremos a decomposi¢io em harménicos introduzida por Lifshitz e Khalat-
nikov [1] e utilizada por Bardeen [6]. Nos restringiremos aqui aos harmdnicos escalares:
nio serio estudados aqui os casos de perturbagdes rotacionais', nem ondas gravitacionais.
O total desacoplamento destes modos foi provado, no caso de um universo homogéneo,

por Kodama e Sasaki [20].

1.2 Programa de Trabalho

No Cap. 2 sio estabelecidas as notagdes e convengdes utilizadas. O Cap. 3 define os proje-
tores espacial e temporal associados a um observador, e define os parametros observaveis
que caracterizam o campo de velocidades de um fluido. O Cap. 4 introduz o tensor de
Weyl (ou tensor Conforme), suas partes irredutiveis e as propriedades de ambos. No
Cap. 5 sao tratados o tensor Momentum-energia e as equagdes de conservagdo que dele
se originam. Aqui j4 podemos obter as primeiras equagGes para o fluido perturbado. No
Cap. 6 sao apresentadas as equagdes Quasi-Maxwellianas, juntamente com as equagdes de
evolugdo e de vinculo para objetos geométricos e do fluido, obtidas a partir da definicdo

do tensor de Riemann. O Cap. 7 define rigorosamente a liberdade de gauge a que nos

1A exclusdo automaética de perturbagdes na vorticidade no caso escalar é explicada no Cap. 8.
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referimos na Subsecdo 1.1. No Cap. 8, é feita a expansio dos objetos perturbados na base
de harménicos escalares. O Cap. 9 mostra como as equagdes Quasi-Maxwellianas formam
um sistema dindmico fechado para as varidveis introduzidas no Cap. 8. No Cap. 10
expressamos as varidveis basicas aqui definidas em termos dos objetos I.G. ja definidos na
literatura, mostrando que tém a mesma informagio. No Cap. 11, mostramos que é possivel
a definicio de uma hamiltoniana para as varidveis em questio, que esclarece a estabil-
idade de um universo de Friedman-Robertson-Walker para uma classe de perturbagoes
e abre caminho para uma futura quantizagdo destas perturbagdes. O Apéndice A de-
fine formalmente os harménicos escalares, seguindo Lifshitz ¢ Khalatnikov [1] e Harrison
[23]. No Apéndice B, estudamos, por completeza, as perturbaagdes uniformes possiveis
no quadro de perturbagdes escalares. No Apéndice C incluimos o programa em linguagem
para MapleV que calcﬁla. os componentes da parte elétrica do tensor de Weyl quando
o objeto bésico da pertubagio é a métrica de FRW. O resultado deste célculo ilustra a

transposigio entre as variVeis aqui usadas e os objetos introduzidos por Bardeen [6].

12



Capitulo 2
Notacoes

Ao longo deste trabalho, indices latinos variam de 1 a 3, e gregos de 0 a 4. Escrevemos

o elemento de linha de Friedman-Robertson-Walker (FRW, daqui por diante) no sistema

de coordenadas gaussiano:

ds? = g, dz* dz”
= dt?+ g;; dz* da” | (2.1)
~ onde g;; = — A%(t) v;;, sendo A(t) o fator de escala do universo, e ;; a métrica do 3-espago:
i dzt dz? = T R dr? + r? (d’é’"2 + sen’d quz) . (2.2)

A curvatura da 3-superficie de homogeneidade K é definida por:
®Riju = K vijut (2.3)

onde Y.t = Yk Yit — Vit Vsk- Deste modo, K = +1 corresponde a um 3-espago fechado,
K =0 a um plano, ¢ K = —1 a um aberto.
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Os 4-vetores V,, perturbados ou ndo, sdo normalizados a 1:

gap VOVP=1 . (2.4)

Ao longo do trabalho, fazemos

i

1
" 8 G ’

o que nos permite escrever as equagdes de Einstein na forma
1
R}J.U - 'é’ Rgluy = _“"Ty_y ) (2.5)

onde R,, = B*uqu-

fndices entre parénteses sio simetrisados, e entre colchetes sio anti-simetrisados:
A(ag) = Aap + Apa (2.6)

Aap) = Aap — Apa - (2.7)
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Capitulo 3

Observadores e Observacoes

Na relatividade geral, expressa-se todas as grandezas do estudo na forma tensorial. As-
sim, elas podem ser definidas independentemente do observador, e sio de imediata trans-
formagio sob uma mudanga arbitriria de coordenadas, permitindo uma formulagdo co-
variante de toda a teoria. Do mesmo modo, um observador é definido pel<.3 seu 4-vetor
velocidade V*#, tangente & sua linha de universo — sua trajetéria no espago-tempo.

No entanto, um observador nio pode medir tensores. Na realidade, somente podem
ser medidas suas projegdes ao longo de eixos previamente definidos. O eixo temporal
particular de cada observador é definido pela diregdo de seu 4-vetor velocidade, tangente
3 sua linha de universo. Para um dado observador, esta diregao é totalmente independente
das suas particulares' diregdes espaciais — e exatamente por isso é ortogonal a elas.

Assim sendo, o componente temporal de um vetor qualquer A*, relativamente a um

observador com 4-velocidade V¥, é definido:

Ap = A"V,

1As diregdes dos 3 eixos espaciais — mantidos ortogonais a V# — serdo mantidas arbitrarias. Por
isso, & projecdo de um 4-vetor no 3-espago de um observador deve resultar em um 3-vetor.
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Os componentes espaciais vistos por este mesmo observador sdo obtidos subtraindo-se a

parte temporal:

Ap* = A¥ (88 =V, V) = A¥ B2,

O 2° termo do lado direito da equagdo acima serd bastante itil, o que justifica a adogdo
do simbolo compacto h,*. Ele projeta objetos 4-dimensionais no 3-espago do observador,
ortogonal a diregio do seu 4-vetor velocidade. Facilmente verifica-se que ele realmente

satisfaz as propriedades de tal projetor:

hot hug = hap (3.1)

he? Vs =0 (3.2)

Quando desejamos descrever a cinemética de um fluido, precisamos definir o 4-vetor
velocidade de cada elemento desse fluido. Ou seja, se o fluido ndo esta restrito a uma
regiio do espago, é necessirio um campo de velocidades em toda a variedade. A carac-
terizagio do estado cinemdtico do fluido pode ser realizada através da decomposigao da

derivada covariante de seu campo de velocidades nas suas partes irredutiveis. Separando

o componente na direcdo do préprio V,,, teremos:

Vio=a, Vo+a, Vo + h,* hP Vs .

Separando também as partes anti-simétrica, a simétrica e o trago:

Vi = Vot Vut

16



1
+ Sh hvﬁ(Va;ﬁ — Vo) +

2
1 a2, 8 2 .
+ Eh,u hu (Va;ﬁ + %;a - §V € haﬂ) +
1
+ 5V (3.3)

A notagio usada para os componentes dessa decomposigio é [9]:

§:=V , (3.4)

1 o B 2 €
= 5 1 (Vs + Voo = 3V has) 35

1. w. 8
Wiy 2= Eh.u b (Vg ~ VBia) (3.6)
ay, =V VY, (3.7)
que entdo se escreve®:
1

Vi = 3-9 b + 0 tw +a, Vi . (3.8)

O escalar 4 é interpretado® como a expansio do campo de velocidades, e os tensores o, €
w,e como a deformagio* e rotagdo do campo, respectivamente. O vetor a, ¢ a 4-aceleracdo

do fluido. E facil verificar que eles obedecem s seguintes equagdes:

O =0Ouu, Ow V¥=0, 04 Wah’a =048 ; (3.9)

Wy = —Wyy W VP=0, wu b ha=wap ; (3.10)

2D)a condigio de normalizagio do 4-vetor velocidade (g, V# V), segue que o componente de V,;, na
diregdo de V, é nulo: V,;, V¥ = 0; daf segue também que ¢, V* = 0.

3A interpretagio destes objetos pode ser encontrada em [10}.

4do inglés shear.

17



a, V¥ =0 . (3.11)
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Capitulo 4

Tensor de Weyl

Podemos decompor o tensor de Curvatura nas suas partes irredutiveis separando os termos

referentes a seus tragos:

1
Raﬂp.v = 5 [Rap 4g8v + Rﬁu Gap — R 98 — Rﬂp gal/]
1

6R Jopuw + Waﬁpy 3 (41)

onde

Gapuv = Gap v — Gav 981 -

O tensor Wags,. é chamado Tensor de Weyl. Sabendo que o Tensor de Ricci Rag € 0
escalar de curvatura R estio relacionados localmente com a matéria através das equagdes
de Einstein, e verificando que o tensor de Curvatura se reduz ao de Weyl na auséncia
de matéria (R, = R = 0), podemos dizer que o tensor de Weyl representa o campo
gravitacional livre, determinado nao-localmente pela matéria.

Pela sua definigio, pode-se ver que o tensor de Weyl apresenta as mesmas simetrias

19



do tensor de Curvatura, a saber:
Wapu = —Woa = ~Weprs = Wivas
e obviamente ndo tem trago algum:
Wagpor 8 =0 .

O tensor de Weyl apresenta a notével propriedade de ser invariante sob transformagoes
conformes, ou seja, aquelas onde a métrica transformada se relaciona com a original

através da multiplicagio por uma fungéo positiva qualquer!:
gpe = Q!(xa) gpe = chgw = Waﬂi-‘v(gﬂﬁ) = Waﬁ#l’(gpf) '

Por isso este tensor também é muito conhecido na literatura como Tensor Conforme. Duas
variedades cujas métricas estdo relacionadas por uma transformagao deste tipo sao ditas
variedades conformes. Mais especificamente, se uma variedade for conforme a Minkowski,
ela serd chamada conformalmente plana. Em tal espago-tempo sempre existe um sis-
tema de coordenadas no qual é possivel escrever a métrica como a métrica de Minkowski
multiplicada por uma fungo [11].

Definimos o dual do Tensor de Weyl através do verdadeiro tensor 9P = mvé?ﬁ“ﬂ“" )

INote que a posigio dos indices é fundamental, pois

Wagur = foa Wi = O goa W' = QO Wapur -

20



onde €*## & o pseudo-tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civitta:

1
Wagr = Eﬂaﬂpe Woepuws
— 1 pe
Waﬁpu' = 5’7 P Wa,ﬁpc N

Pode-se mostrar que, neste caso, o dual independe do par de indices utilizado:

*

afpy = Waﬁ‘w = Waﬁw" .

Em analogia com o tensor F,, do eletromagnetismo?, define-se as partes elétrica e

magnética do tensor de Weyl relativamente a um observador com 4-vetor velocidade V*:

Ea,ﬂv:: — Wausy veve

H,g = —*"Wape VFVY .
Esta decomposigao pode ser invertida:

Wesw = (gemegfere _ gawde gb) LYK, +

+ (naykagﬁwre + gay.\cr,qﬁufs) VAV;Hac . (42)
Os tensores E,. e H,, satisfazem &s seguintes propriedades:
E.=E,,E,Vt=0, E,¢g" =10, (4.3)

Hy=H,, HuV* =0, Hy, g* =0 . (4.4)

3Para maiores detalhes na semelhanca entre gravitagio e eletromagnetismo, ver Novello e Salim [14].
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E facilmente verificado que a transformagio®

E, — H,
H, —» —E.

é equivalente A transformagao do tensor de Weyl no seu dual.

Substituindo a decomposigio (4.1) na identidade de Bianchi®[14]:
Robw = RHefl (4.5)
podemos escrevé-la em termos do Tensor de Weyl:

Waﬁ,uv — R#[a;ﬁ] +_]; #[“R:.BI
» 6~ .

1 . 1
_ _ET#Ea,ﬂI_}_ Eg#EaT:ﬁI , (4.6)

usando as equagdes de Einstein na dltima passagem. Esta forma das Equagoes de Bianchi
serd fundamental no desenvolvimento do trabalho. Portanto, vamos nos fixar, durante o

préximo capftulo, na defini¢do do tensor T+, que aparece do lado direito destas equagoes.

3Semelhante a uma rotagio de 7/2 na polarizagdo de uma onda eletromagnética.
4 identidade de Bianchi também pode ser escrita na forma [14]

Rap“y;A + Raﬂy)\;“ + Rﬂﬂk“:y =40 .
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Capitulo 5

Tensor Momentum-Energia

5.1 Os Componentes

O tensor Tag no lado direito das equagdes de Eintein é o gerador da curvatura do espago
tempo; por isso deve conter informagdes sobre todas as formas de energia presentes no
fluido! em questdo. Na verdade, uma répida anélise das equag¢des de Hinstein indica
que o tensor T,g — obviamente simétrico — tem unidades® de energia por unidade de
volume (ou, equivalentemente, unidades de pressio), devendo representar, neste caso, as
densidades de energia presentes.

Para nos orientarmos na definicio deste tensor, vamos nos basear em um tensor bem
parecido: o Tensor de Esforgos de Maxwell® M;;. Seus componentes representam a forga
por unidade de 4rea exercida por um campo eletromagnético sobre uma superficie. Mais

precisamente, 0 componente M;; representa a forga (por unidade de drea) na i-ésima

lque pode ser qualquer distribuigio de matéria ou mesmo radiagéo.

2p0 longo deste trabalho, ¢ = 1. No entanto, se descjarmos ser explicitos, [Too] =
[(energia/volume)c?]; [Tos)=[(energia/volume)c]= [energia/unidade de drea times unidade de tempo]
e [Tij}=[energia/volume]=[pressio]

3também conhecide como Tensor das Tensdes.
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diregio agindo sobre um elemento de 4rea orientado na j-ésima diregdo. Elementos da
diagonal (3 = j) séo pressdes® — p — e elementos fora da diagonal (¢ # j) sdo pressdes
anisotrépicas — m;; —, se o sistema e o observador sdo inercias e co-méveis com o sisterna
de coordenadas usado. Esta poderia ser, a principio, a parte espacial do tensor Tag se o
fluido gerador fosse um campo eletromagnético.

Inspirados no 4-vetor Momentum-energia de uma particula na relatividade especial
— onde o componente temporal indica a energia da particula em questio — podemos
esperar que os componentes T, tenham relagio direta com a densidade de energia do
fluido em questdo, visto por um observador inercial em repouso nas coordenadas usadas.
Novamente guiados pela anélise dimensional (ver nota 2), podemos supor que o compo-
nente Ty represente a energia por unidade de volume (multiplicada por c?)— p—eque
os componentes Ty; representem o fluxo de energia por unidade de 4rea por unidade de
tempo — q;.

E importante salientar que esta “colagem” de componentes néo seria um tensor se nao
se comportasse como tal sob transformagdes arbitrarias de coordenadas. De fato, pode-se
verificar que isto realmente acontece.

A interpretacio dos componentes acima foi feita supondo-se um observador inercial co-
mével com o sistema de coordenadas usado. Neste caso, o 4-vetor velocidade do observador

* = §2, 0 que associa o componente & = 0 com o tempo e os componentes a = 1,2,3

<

é
com o espago deste observador. Para tornar esta interpretagao covariante, devemos definir

os componentes temporais como as projegdes em V%, e os componentes espacias como as

*Todos os fluidos aqui considerados apresentam as mesmas pressdes nas 3 direcGes espaciais, ou seja,
o8 3 componentes da diagonal de My; sdo idénticos entre si.
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projegdes em hqg (ver Capitulo 3).

Portanto, se para um observador em repouso, p foi definido como
entio para um observador genérico V¥, a densidade de energia do fluido serd
p="TuVEVY .
Analogamente, a pressio deve ser definida como § da “parte espacial” do trago de T
1 v
p=-Tuh .
3
Pode-se definir um 4-vetor fluxo de energia g, sempre pertencente ao 3-espago do observador®:

o= —The V° h%s .

E a pressio anisotropica pode ser definida como um 4-tensor simétrico sem trago (pois

nio pode contribuir para a pressdo isotrépica p):

Tuy = Tag hap hﬁy —ph‘m.

E facil verificar que as relagdes acima podem ser invertidas:

T = pVi Vi — PR + 2904 Vi) + T (5.1)

5Note que g, V* = 0 pela propriedade (3.2), em acordo com a interpretagéo do observador em repouso.
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Poderfamos ter chegado ao mesmo resultado decompondo (univocamente) o tensor

T.s em suas partes irredutiveis, paralelas e ortogonais a V'*:
T =AV,Vo, +Bhu +C. VL, +C, Vo + Dy

A identificacio de cada um dos termos A, B, C,, Dy, seria entdo feita da mesma forma,

através da interpretagio por um observador adaptado ao sistema de coordenadas usado.

5.2 Equacoes de Conservagcio

A Identidade de Bianchi (4.6) contraida leva & equagao

™, =10 .

¥

que representa a conservagio do momentum e da energia. Projetando-a na diregio tem-

poral e no 3-espago de um observador V:

™, V=0,
TW:V h.uq =0 )
obteremos:
lé + (P + p)e + tjy V.ll + q&;a — @,uv =0 y (5.2)

(P -i-p)a,a - Pu h'un: + ‘i# h“a + GQQ +

+ q" @a_v + qv War + Way;y + 7t e,uv Va = ) (53)
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onde

O = o'p,,—]-%H Py -

A geometria do universo de FRW é gerada por um fluido perfeito, ou seja, ndo ha

fluxo de energia, pressio anisotrépica, nem aceleragio:

e, como o 3-espago do observador coincide com a 3-superficie de homogeneidade do fluido,

temos

Publa=puh?a=0.

Desta forma, a equagio de conservagao (5.2) é escrita:
(o tpf=0, (5.4)

e a eq. (5.3) é identicamente satisfeita.

5.2.1 O Fluido Perturbado

Ao calcular a perturbagio em qualquer das equagdes devemos ser cuidadosos com os
termos que apresentam uma derivada covariante projetada na diregéio da 4-velocidade, ou

seja, termos do tipo

A, = A V7.
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Exemplificaremos abaixo o célculo da perturbagéo de tal termo. No que segue, um til (7)

indica a nova quantidade perturbada, e um delta (§) indica a perturbagao:

A= Afundo -+ 6A .

Vamos entio calcular

I

(A#:Vu) = (A.u.v - f‘fm AE)I}V =

é’*'l

)

= [(Au+6A4,)0 — (TG, + TS, )(Ac + §AL)| (V¥ +6V7) =
= (Auw — 5 Ac + 64, — T}, 64— 6T5, AJ (VY +6V*) =

= Aup V¥ + Ay 6V° 4 [(64,)0 — TG, A V. (5.5)
Portanto,

6(AM) (;l:) - A.u = (Z;) - Au;u VY =

= Ay SV + [(6A,)0 — 6T, A V7 . (5.6)

Se A,, = 0 no espago-tempo de fundo — como ay, g, AL p,u — 2 equagao acima se reduz

a:

It

paad
o

T
il

(5-‘4#):1—' v
= (6Au), V¥ —T5, A VY =

9
(64u)0 — 3644 (5.7)

onde usamos V¥ = §%, e Iy, = §.
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Perturbando as eq. (5.2) e (5.3), ignorando termos de segunda ordem e usando a eq.

(5.7), obtemos as equagdes abaixo. Lembramos que, em FRW: gny =0, a, = 0, 7 = 0.

(8p)"+ p §V° + 8(bp+ 6p) + (0 + ) (68) + (8¢7)ia = 0 (5.8)

5l(6%) + (V%87 — (6p)a M+ (o -+ p)(60)

4
+ hua(897)" + 26(69,) + hua(67°);5 = 0. (5.9)

Neste trabalho, admitimos que o fluido perturbado possa apresentar pressio anisotrépica,
mas admitiremos que a perturbagao no fluido de fundo seja tal que ndo haja fluxo de ener-
gia, ou seja:

5‘:1”,15750 ,5qa=0 .

Contudo, como veremos mais adiante (Segdo 9.1), qualquer pertubagdo em um universo
de de Sitter é obrigatoriamente acompanhada de um fluxo de energia.

Além disso, admitiremos um fluido perturbado &near, descrito pelo argumento a seguir.
De acordo com a termodinamica relativistica estendida, a equagdo de evolugido da pressao

anisotrépica é [12}:

T 'ir;j +my = f(t) oy, (5.10)

onde T & o parimetro de relaxagio e £(t) é a viscosidade. Se 7#;;(t) < mi;(t), ou seja, 0

sistema responde rapidamente a pequenas variagdes na pressio anisotrépica, entao:

mij(t) = €(¢) 0i;(t) - (5.11)
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No regime linear, consideramos que a viscosidade {(t) seja aproximadamente constante,

ou seja:

f(t) et E = ‘.'F,'j(t) o] fcr,'j(t) . (512)

Essa é a chamada aproximagio de fluido linear.

30



Capitulo 6

Formalismo Quasi-Maxwelliano

0 formalismo Quasi-Maxwelliano das equagoes de Einstein da gravitagao tem sua origem
nos trabalhos de Jordan et ol. [7]. Ele consiste basicamente em considerar as Identidades
de Bianchi como equagdes de campo para as partes irredutiveis do tensor de curvatural.
Sob projegdes adequadas, estas equagdes de propagagdo se assemelham as equagles de
Maxwell para o eletromagnetismo, como veremos na préxima segéo.

Este formalismo é bastante 1til no estudo de perturbagées de modelos cosmolégicos
conformalmente planos, pois se Wagn = 0 em toda a variedade, entdo uma variagdo
no seu valor indicaréd uma verdadeira perturbagio. Pode-se mostrar [18] que o inverso
também ¢ valido: uma verdadeira perturbagdo obrigatoriamente altera o valor do Tensor
Conforme. Além disto, este método explicita as equagdes de propagagdo e de vinculos
sobre quantidades independentes de gauge® (§E,., §Hp, S0, Say, etc.).

Este método foi usado pela primeira vez no estudo de perturbagdes cosmoldgicas por

Hawking [8], em 1966. Em 1976, Olson [13] analisou um erro nas equagdes de seu precessor.

1Mals especificamente, as partes elétrica ¢ magnética do tensor de Weyl (ou tensor Conforme) Weg,,
(veja Cap.4).
3Como pode ser vist> pelo Lema de Stewart (Cap.7).

31



Desde entio, diversos trabalhos tém sido publicados seguindo o mesmo método: Em 1983,
Novello e Salim [14] rea.liza.rarﬁ a decomposicdo em harménicos introduzida por Lisfhitz
e Khalatinikov [1], o que lhes permitiu obter outra corregdo no trabalho de Hawking de
1966. Contudo, optaram pela fixagio da gauge (§gon = 0) desde o inicio dos calculos. Ellis
e Bruni [15], em um trabalho de 1989, se fixaram na perturbagéo na densidade em um
universo de FRW, especialmente na sua definigio e no problema de gauge nela embutido.
Definiram variaveis independentes de gauge a partir de derivadas espaciais de objetos
que sé dependiam do tempo no espago-tempo de fundo, tais como presséo, densidade,
fator de expansio etc.. Obtiveram, entdo, equagdes de evolugio para a perturbagao na
densidade, mas supondo um fluido perturbado perfeito, ou seja, nao havia perturbagao
no fluxo de energia nem na pressio anisotrépica (§gs = 0, §map = 0). Em 1990, Hwang e
Vishniac [16], usando também a decomposigio em harménicos, encontraram uma equagao
de evolugio para uma das variaveis IG de Ellis e Bruni — incluindo os efeitos de um fluido
perturbado imperfeito — e a identificaram com uma das varidveis de Bardeen [6]. Além
disso, apresentaram uma solugdo exata para a evolugdo de perturbagdes na densidade,
mas admitindo um fluido perturbado perfeito.

Como ser4 visto mais adiante, algumas das quantidades destacadas pelas equagGes
Quasi-maxwellianas sio suficientes para a caracterizagio de todas as varidveis interessantes
— dependentes de gauge ou nio — e de suas evolugdes. Neste trabalho, a gauge é mantida
arbitriria até o fim. Note que isto ndo é uma falha deste método, mas antes um ponto a
favor: se quisermos caracterizar a evolugio de um objeto que depende da gauge, é obvio
que teremos que fixd-la. A vantagem consiste em poder fazé-lo somente no fim dos calculos

e através de objetos de interpretagio imediata, como veremos mais adiante (Cap. 9).
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6.1 As Equacdes Quasi-Maxwellianas

A identidade de Bianchi
s 1 _ 1
Wobu = _ET.U[&..B] + _gu[aT..B] ’ (6.1)

6

pode ser projetada de 4 formas independentes:

Webs, VeV ha”
Waﬁw;v W”ag VWi,
Wa,@.l-w;y h#{a T]T)AG,S VA ,

Wb Vg by bt -

Substituindo na identidade de Bianchi (eq. (6.1)) a decomposigio (4.2) do tensor de

Weyl em termos das suas partes elétrica e magnética

Wa.@“u — (T]a,_;)wnﬁwe . ga,u)\crgﬂwre) V:\VrEae+

+ (nayAagﬁu'rz + ga;.t)\o'nﬂu'rc) VAVrHo-e ’ (62)
e a decomposigio do tensor Momentum-energia (eq. (5.1))

T = pVu Vo —pPhuw + 290 Vi) + T (6.3)
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e aplicando as 4 projegdes acima separadamente, observando as propriedades (3.9)-(3.11)

e (4.3) e (4.4), obtemos as 4 Equagdes Quasi-Maxwellianas da Gravitagdo [14]:

e h)w EaA;‘y + Tf:ﬁwvﬁ HVA O.y) +3H® w, =

1 (293 H £ 1 £ & v
= §h p,a-|~§q —E(UV—&U,,)q +
1 eu 1 e v
+ 511' a“+§h Mo s (6.4)

KR Honey ~ 1p VB B 0¥y — 3B w, =
= (p+p) - -;— 7 VA qai +

1PN 0up + wup) ™ Va (6.5)
hoth N H™ 4 §HD — %Hy(‘h’% Ve 4

b o VL HL 0, —

— ﬂ:aEﬁ(Aﬂs)m_ﬁ v, +

n _;_Eﬁu;a b Lo ves v, =

- _%q(ewn N %hsx -

N %gﬁ(enx)anu Vide +

n % RNy (6.6)

Bk B 4 0B~ CBSR, VA o

+ nAvu-yncﬁ'roz Ver Ea'yeuﬂ + aaHﬁ(AT]‘haﬁ V‘T _
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1
— EH'B“W h“(tnf\)wﬁ V, =

= “hd(qu;u —gta, — o) —

6

1 1
— Slptr)e? +5ataV —

1 1
- Zh“(chA)a q“;a + Ehash“A ’fl‘a# +

1

1
Ew,g(‘w‘\)ﬁ + %9 e .

+ Zﬁﬁ(cdnﬁ -

Nas equagoes acima,

1
Ou = 0w + gﬂh#y .

Procedemos agora & perturbagio das equagdes acima, lembrando que, em FRW:

E, = 0,
H, =0,
Wo = 0,
0w = 0,
Tw = 0,
a, = 0,
gu = 0

Ignorando termos de segunda ordem, e usando a eq. (5.7), obtemos:

1

(6Ew). h#ahuﬁ + 8 (6Ecxﬂ) — 5(6Ey(“)hﬂ)p YEv L
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d
+ 5"”"”‘ 77 VaVo(6Eea) b —

- (5HA Yoy P (e B)Tvz\v -

= —ip+p) (607 +

2
1 ap 1 (a 16)
+ = B (8") — 5 R (6gu)n +
6 4
1 1
+ "éh“(ahm"( w) 50 (67°%) , (6.9)

1
(5H'“‘”)' hpﬂhy»@ + 8 (6Ha.3) _ E(SHy(a)hﬁ)“ VEv 4

g
+ _T],@wu' na)\'r"r Vuv:r (SHs‘r) hAu _

3
1
B 2(63)\ )ir h#(aﬂﬁ)”) Vy=
1
— 4 hre ﬁcT.tJV (671';;5);1- ) (610)
1
(‘()‘Hml—t);uhmhW = (P + p) (5""2) ) nmﬂp Vi (5%);B ’ (6'11)
oas 1/ ]' [+ 4 1 M &
(6 By ) h™° RH 3(0P)ah™ = 2p (6V°) -
1.
1 & s 4 9 -4
+ 3 hfa (67%)u + 3 (8¢°) . (6.12)

6.2 Equagoes de Evolugao

Pela definicao do Tensor de Curvatura:

Vi — V#;ﬁ;a = #eaﬂV' ) (6-13)
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obtemos as equagdes de movimento para as quantidades cinemdticas.
Projetando em V2 h#y h*, e contraindo nos indices (Ap), obtemos, apds alguns cdlculos

[17], a equagio de evolugio da expansdo, conhecida como equagio de Raychaudhuri:
1 g 2 2 @ 1
9+§+20 + 2w —a;a:—i(p—{-&p) ) (6.14)

Simetrisando no mesmo par de indices (Ap), temos a evolugdo do shear, ou tensor de

cisalhamento:

1
hothg” 0w + Eha,@(—ﬂwz —20% + a*5) + anap —

1 9
- §ha”hﬁ" (Qpw + Qo) + §9 Oa + Tapt¥p + Wauwtp =

1
= —Fap— smas (6.15)

E, anti-simetrisando, obtemos a equagio de evolugio da vorticidade:

1 2
hathg” W — Eha#hﬁy(“‘u;v — ) + 59 Wap +

+  Capw's — oguws =0 . (6.16)

Procedendo como antes — vide eq. (5.7) — obtemos as equagdes perturbadas abaixo:

(1+3X)

(86)° + 6 6V° + %a (86) — (82} = ——5" (8p) (6.17)

. 1 - 1 u
(bou) + Eh,w(&a );a-i(aa)(a;ﬂ) R kP 4

2

1
20 (0,) = —~(6B,) = 5(67m) (6.18)
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2
(6u4)" + 38 (6u) = %n"‘“"” (bag)y Va - (6.19)

6.3 Equacgoes de Vinculo

Da mesma defini¢io do tensor de Curvatura, podemos obter 3 equagdes de vinculos para

as quantidades cinematicas.

A primeira pode ser obtida contraindo-se os indices x € « na eq. (6.13) e projetando-a

no J-espago do observador:
hﬁ'r (Va;a:ﬁ ~ Va:ﬂ;a) = B%qp Ve hB‘r )

obtendo-se:

2 .
Eﬂ.ph“,\ ~ (0%, + W% )hTr — a”(orn +wan) = —qa - (6.20)

O segundo vinculo pode ser obtido somando-se a eq. (6.13) 3 vezes com os indices

permutados:
(Va;ﬂ - Vﬂ;a);‘r + (V'r;a - Vr:ﬁ);ﬁ + (Vﬁrr - Vr;ﬂ):a = (Rpa'rﬂ + R#ﬁa‘r + Ry‘rﬁa) V.u .

Lembrando que as propriedades de simetria do tensor de Curvatura anulam o lado direito,

e projetando o lado esquerdo em V,, obtemos:

W+ 2w a, =0, (6.21)
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A dltima equagio de vinculo pode ser obtida multiplicando-se a eq. (6.13) por 7,7 Vi
1 e a . Byv
- 5 hr ha Me Vo (Uaﬁ + Waﬂ);-r + a(r Wa) = H.y . (622)

Usando a eq. (5.7) no céculo da perturbagao, obtemos:

2 2. 2 .
5(59),,\ R - 37 (6Vi) + 3 (6V°) 8,° —
— (60% +6up) 1P = —bau (6.23)
(60*)a =0 , (6.24)
1
0H,, = 9 ha(# hﬂV) [(‘SU&T);A + (5wa‘r);k] Wﬂeﬂ Ve . (6'25)
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Capitulo 7
Lema de Stewart

O principal problema do estudo de perturbagdes cosmolégicas é a liberdade de gauge, que
definiremos a seguir através do lema de Stewart [19].

Suponhamos um espago-tempo FRW embebido em uma variedade pentadimensional.
Ele faz parte de uma familia de espago-tempos — que desejamos descrever como per-
turbagdes de FRW — nesta variedade. Esta familia pode ser parametrizada pela co-
ordenada € ao longo de uma curva integral de um campo vetorial V ortogonal a cada
espago-tempo em cada ponto. Os pontos de quaisquer espago-tempos situados ao longo
de uma mesma curva integral deste campo devern ser considerados como o mesmo ponto.
Desta forma, podemos definir a perturbagio de uma quantidade através da Derivada de
Lie, do seguinte modo:

Seja Q® o valor de uma quantidade em determinado ponto Py de FRW (denominado
My), e Q. o valor deste mesmo objeto no ponto correspondente, P,, do espago-tempo per-

turbado (denominado M., de acordo com a sua coordenada ao longo das curvas integrais
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do campo V). A definigdo de Derivada de Lie na diregdo do campo V ¢, para ¢ pequeno:

s _ 0f®)
EVQ(D)IMO = Q—GQ""' )

onde @* é o valor de @, nas coordenadas de Mqo. A perturbagio em Q € entdo definida

COITne

§Q = Q" — QO = e Ly QO uy, . (7.1)

O campo vetorial usado acimana associagio dos pontos ¢ arbitrério, desde que mantido
ortogonal a M, em todos os pontos. E esta liberdade — dita liberdade de gauge —
na escolha da associagdo dos pontos de dois espago-tempos distintos que introduz uma

ambigiiidade na teoria.

Existern, porém, objetos cujas perturbagdes ndc dependem da escolha deste campo

vetorial, chamados gauge-independentes.

Seja um campo vetorial W, distinto de V, nesta mesma variedade pentadimensional.

A perturbagdo em @ definida a partir de W &:
6Q = e Lw Q| p, -
Entdo, a variagdo na perturbagao devido & mudanga de gauge é:
A(5Q) = 6Q - 6Q = e Ly_w Q| ns, (7.2)

O campo U = W — V é um campo vetorial restrito a cada M,. Para verificar isto, basta

escolher coordenadas X = (z¥,¢), ¢ = 0,1,2,3, e notar que V* = W* =1, de forma que
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Ut=0.

Isso nos permite enunciar o lema de Stewart:

A perturbagio em um objeto Q seri independente de gauge, isto é, A(6Q) =0, se e
somente se Ly@Q = 0 para gualquer campo vetorial U definido no espago-tempo de fundo
M. Para isto, Q deve ser nulo, ou um campo escalar constante e uniforme, ou uma

combinagio linear de ¥ com coeficientes constantes.
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Capitulo 8

Expansao em Harmonicos

De acordo com suas leis de transformagdo sob uma mudanga de coordenadas no espago-
tempo de fundo, as perturbagdes podem ser classificadas em escalares, vetoriais e ten-
soriais. Deve-ge ser extremamente cauteloso com esta nomenclatura: uma perturbagio
escalar pode, em geral, esta‘r relacionada com a variagio em um objeto escalar, vetorial
ou tensorial. Em outras palavras, a perturbagdo em um tensor pode ser decomposta em
todas as 3 partes acima. Por exemplo, seja 67, a perturbagdo em determinado objeto

tensorial J,..,. Ela pode ser escrita como:
5Jpv = aA,p;v + be;u + Ccpu + ngu (81)

onde a, b, ¢ sdo coeficientes constantes. Obviamente, para que a decomposigdo acima seja
univoca, ou seja, para que seja impossivel gerar um escalar ou um vetor a partir do vetor

B, ou do tensor Cug, estes devem ter divergéncia e trago nulos:

B*, = 0,
C“p - 0 )
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Como foi demonstrado por Kodama e Sasaki [20], em um espago-tempo FRW, equagdes
escalares, vetoriais e tensoriais sao completamente desacopladas entre si se sao covariantes
em relacio a um transformagao de coordenadas na 3-superficie espacial de homogeneidade,
lineares em objetos geométricos desconhecidos, e no maximo de segunda ordem, no caso
de equacdes diferenciais. Podemos, portanto, nos restringir as perturbagdes escalares sem
perda de generalidade.

A equagao (8.1) se reduz entéo a:
§Tw =04, +Cgu - (8.2)

Uma perturbagio escalar é, portanto, uma perturbagdo que pode ser escrita em termos
de um escalar (C), derivadas de um escalar (4,,), ou da métrica (g,,). Note que todo o
argumento se aplica igualmente & perturbagio de objetos vetoriais.

Aqui j& pode-se notar que perturbagdes rotacionals nao podem ser descritas no caso

escalar. Procedendo & perturbagdo da eq. (3.6):
Wy 1= S hy® hP (Vg — Vaia) (8.3)
e sabendo que V, 8 = ghag é simétrico, obtemos:

b = 6 [hu® b2 (Vag = Vi) =

]' [ §
= Ehu h'vﬁ S(Va:ﬁ - Vﬁ;a) =
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. lpehp (Vwstt ~ Vieus)) =

2
= %h,,“ b (~ Vg1 + Tiag Vo) =
= -%hp‘" b (Vao — Vo.a)

Como a perturbagdo € restrita ao caso escalar, podemos escrever
Vo= Va+ > V(1) Q(2). .

Portanto,

bwe = —%hp“ b (Vap — Voa+ V() Qap — V(1) Qpa) =
= _%hua hP V() (Qas — @pe) =

= 0. (8.4)

Através das eqs. (6.25) e (6.10), obtemos que nio existe perturbagio da parte magnética
do tensor de Weyl. Note que para isso é necessiria a restrigdo ao caso escalar, ou mais

especificamente, devemos escrever a perturbagdo no shear o, em termos de um escalar,

suas derivadas, e da métrica:
—_ 7
6Tar = 3.3 = Jar S 9 -

Obtemos entio:

6H,p =0 . (8.5)

Devido ao desacoplamento exemplificado na eq. (8.2), podemos usar uma sé base
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para as perturbacdes de todos os objetos. Como a isotropia e homogeneidade de FRW
permitem uma separagio univoca da dependéncia espacial da temporal, todos os objetos
podem ser escritos como a multiplicagdo de uma fungio do tempo por uma fungdo do
espaco. Por isso usaremos como base os harmdnicos escalares’ Q™)(Z).

Repetiremos aqui as equagdes de definigio desta base para facilitar a interpretagao
das decomposigdes (8.11) abaixo, lembrando que a derivada covariante € simbolizada por
(;), a derivada covariante tridimensional por (||), e a derivada simples por (,). A métrica
do 3-espago é y;, € deve ser usada para subir e descer os indices nas equagdes a seguir.

Os harménicos Q™) satisfazem i equagao
2 Q") =m Q(m) . (8.6)
onde 7% é o operador Laplaciano tridimensional:

v Q™ =v* QG (8.7)

Q= Q%) . (8.8)

O objeto Q( ™) deve ser definido visando a decomposigio de quantidades tensoriais simétricas
e sem trago:

QI = Q™ - QWH,- (8.9)

1
m

lyer Apéndice A.
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Sua divergéncia é dada por:
vy 1 KN
Qrmyitj = 2 (5 - ;n*) Q) (8.10)

onde usamos a convengao:

Q{m) = Q(T“) ]

Assim, podemos escrever as perturbag¢bes de todos os objetos presentes nas equagdes

Quasi-Maxwellianas como:

§E; = Y E™()QY
b0y = Y IME)QT
bry = YO QF
fac = YU Q™
6 = Y a1, (8.11)
Ve = YV,
Ve = YA Q™
bp = LNHQM
56 = S H™(t)Q™ .

(8.12)

Omitiremos, daqui em diante, o indice (m) para simplificar a notagao, pois ndo haverd
mistura de harménicos com m diferentes ao longo de todo o trabalho, uma vez que estamos

estudando perturbagdes em primeira ordem.
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De acordo com a discussio no Capitulo 5, usaremos a aproximagio de fluido linear:

T = € Opp (8.13)

Podemos escrever, portanto:

Sy = EX(t) Qu (8.14)

Pelo lema de Stewart (vide Cap. 7), sabemos que os objetos IG, a principio indepen-

dentes entre si, dentre os listados acima s&o:

5Egj, 52,‘5, 5(1,‘ 6q; . (8.15)

O lema de Stewart é valido pois E;;, i, a; ¢; sdo nulos no espago-tempo de fundo.
Passaremos agora a analisar as equagoes Quasi-Maxwellianas e as de conservagao,
visando obter as evolugdes e os vinculos a que devem obedecer as quantidades da geometria

e do fluido.
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Capitulo 9

Sistema Dinamico Fechado

Neste capftulo, substitufmos as expansdes em harmoénicos, definidas pelas eqgs. (8.11), nas
equagdes de evolugao, de vinculo e Quasi-Maxwellianas, definidas nos Caps. 5 e 6.

A partir da equagéo perturbada de evolugdo do shear (eq.6.18), podemos obter:
: i

uma vez que, a partir da eq. (5.7):

] 26
6(ai;) = (80ij)0 — 5 boij

e a partir das eqs. (8.6) e (8.7)

Q“;a = gaﬁ @pa =
= A9 Qga=A"" 7" Qpja
_ A-2 vz Q =

= mA?Q, (9.2)
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onde (||) indica a derivada covariante na 3-superficie de homogeneidade.
Lembrando que a equacdo de estado do fluido é p = Ap, a equagdo perturbada para

evolugio da parte elétrica do tensor de Weyl (eq. 6.9) pode, da mesma forma, ser escrita

+ Dew T (9.3)

A equagio perturbada de conservagio do tensor momentum-energia projetada no 3-

espago do observador {eq. 5.9) se escreve:

p(14 T = A(N—pV)+§?§5( SR

— 8g—q . (9.4)
E a equagio da divergéncia de E,p perturbada(eq. 6.12) é:

N—-;)V:(l—g(—)—f—ﬁ-—(l—3K)1E—6q. (9.5)

m m ] A?
Observamos que, se nos restringirmos as perturbagdes em que ndo existe fluxo de
energia — ¢ = 0 — a equagdo para evolugdo do shear (9.1) ndo se modifica, mas as
demalis equagdes acima se reduzem a:

E:—[l—;—}\p+%(%+g)]z—(§+g)E+§£w, (9.6)

2 3
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p(1+A)lI::A(N—pV)+3%(1—%)2, (9.7)
Nh;}Vz(l—%)%E——Q(l—%)ZlEE. (9.8)

As equagdes (9.7} e (9.8) nos permitem escrever ¥ em fungio de outros objetos inde-

pendentes de gauge e de grandezas do espago-tempo de fundo!:

wzm(p%)[—AEjL@Jr%)gﬂ] . (9.9)

Desta forma, as equagdes (9.1), (9.6) € (9.9) formam um sitema din&mico fechado para as
varidveis £ e X, onde os coeficientes sdo fungdes do espago-tempo de fundo (p, 4, ), 4, K)

e da ordem do harménico (m):

. 2m) 3K
¥= - E[”m(“x)}*
1 2mé 3N (X1
t 2[H§6+pfl2(l+)\) (1_ m)(§+§)J ’ (9-10)
- g 1 mAé 3K
B= - E[a*#*m@—‘;)}*
214X 1 mé? 3KN (X 1
- 2[1"*“2—P+595‘m(”;)(5+§)] - (011

Pode-se escrever os coeficientes das expansées de todos os outros objetos perturbados
em termos de E, ¥, e quantidades de FRW. Aqueles objetos que dependem explicitamente

de gauge obviamente apresentardo termos ezplicitos de pura gauge, uma vez que E e T

10 caso (1 + A) = 0 — Universo de de Sitter — ser4 analisado logo adiante, na Segio 9.1,
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sdo gauge-independentes:

1 3K
5p: N:E(§E—2E)(1——m—)+ﬁv, (9.12)
1 3K -
§6: H=—>n(1-%Y 546 .
| A2( m) 16V, (9.13)

obtidas a partir das equagdes (6.12) e (6.23), respectivamente.
E necessario frisar que, se realmente quisermos obter uma equagdo explicita para a

definigio ou evolugio destes ou quaisquer outros objetos dependentes de gauge, esta devera

obviamente ser fixada.

9.1 Caso de Sitter

A redugio ao sistema dindmico fechado (9.10) (9.11) sé foi possivel porque foi admitido
que (1 + X) # 0 na equagdo (9.7), permitindo que ¥ fosse escrito em fungéo de E e de
¥. No caso (1 + ) = 0, o fluido de fundo obedece a equagao de estado p = —p. De fato,

existe um fluido que obedece a esta equagdo: o Vacuo, cOmo veremos a seguir [21]:

9.1.1 O Viacuo

Imagine uma camara evacuada e fechada, com um pistao mével. J 4 que a densidade de
energia do vacuo p, é constante, a energia interna da cdmara é U = p, V,onde V é o
volume da cimara. Agora suponha que o pistdo seja puxado para fora, aumentando o

volume de dV. Ao contririo de qualquer substancia, o vicuo manterd uma densidade de
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energia constante apesar do acréscimg no volume. A mudanga na energia entdo sera:

dU = p, dV ,
que deve ser igual ao trabalho realizado:

dW = —pdV ,
onde p é a pressio. Por isso, a equagdo de estado do vécuo é dada por

P=—pu . (9.14)

O Tensor Momentum-energia de tal fluido (obviamente perfeito) é (ver Cap. 5):

Tag = pvgap -

Portanto, tratar o vdcuo como gerador de curvatura ¢ equivalente a inserir uma constante

— a Constante Cosmolégica A = p, — no lado direito das Equages de Einstein®.

9.1.2 O Novo Sistema Fechado

Vamos voltar s equagdes perturbadas, usando as expansces 8.11 e que
A=-—1, (9.15)

p=cte. = p=0. (9.16)

3Justamente por ser uma constante e a geometria riemanniana, a insergdo de um termo do tipo A gap
no lado direito das Equagdes de Einstein ndo altera as Identidades de Bianchi, ¢ por isso nao pode ser
tratado desta forma neste formalismo.
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A equagio de conservagao da densidade de matéria (eq. (5.8)), mostra que sé havera

perturbagio na densidade se existir perturbagao no fluxo de energia, ou seja, g # 0:

.om
A conservacio do tensor momentum-energia, projetada (eq. (5.9)), resulta em:
. 2¢ IK
N== (122 .
g+8q+ 3A2(1 m)ﬂ, (9.18)
e a evolucio da parte elétrica (eq. (6.9)) de Weyl:
. 1, . 48 1 m
_z —E—-E):——— . 1
E 252+3( 26 K (9.19)
A equagdo de divergéncia de E;; (6.12) da origem ao vinculo:
2 3K 1
ﬁ@—;) (E—E.EE)——N—Hq . (9.20)
Se definirmos a quantidade
1
S::E—§§E , (9.21)

verificamos que as egs. (9.17) a (9.20) constituem um sistema dinadmico fechado para as
varidveis S, N, ¢. Note que, em de Sitter, a quantidade N é independente de gauge, pois

a densidade de matéria p é constante e uniforme (vide lema de Stewart, no Cap. 7).
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Capitulo 10

Varidveis G.lI. ja Existentes na

Literatura

Neste capitulo mostraremos que as varidveis independentes de gauge introduzidas por
Bardeen [6] e por Ellis e Bruni [15] podem ser escritas em termos do conjunto minimo

aqui definido, E e & — como deveriamos esperar, sendo este conjunto realmente minimo.

10.1 Variaveis de Bardeen

Para fazermos a ligagio entre o formalismo de Bardeen e o usado neste trabalho, vamos

inicialmente fazer um breve resumo da abordagem por ele utilizada.

10.1.1 Formalismo de Bardeen

Nesta subsegio usaremos a notagio de Bardeen:

S(t) : Fator de escala do universo;
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. :
Qi = '_E Q,i ’
B=-m .

A abordagem & a introduzida por Lifshitz e Khalatnikov [1}: a quantidade perturbada

é o tensor métrico g, € as perturbagdes sdo decompostas em harménicos Q(z'):

foo = —S%(7) [1 + 2A(1)Q(=")] (10.1)
Goi = —SzB(T)Qi(mj) ) (10.2)
G = 52 {[1 + 2Ho(T)Q(=*)] 5 + 2Hr(7)Qi(z%)} . (10.3)

Pode-se notar que os coeficientes da expansio em harménicos sdo claramente dependentes
de gauge.

O grande passo dado neste trabalho foi a definigdo de objetos independentes de gauge,
através de combinacdes adequadas destes coeficientes. Pode-se perceber desde ji que
a interpretacido destes objetos em termos de quantidades observaveis ndo sera nem um
pouco imediata, visto que a prépria métrica ndo é diretamente observivel, mas apenas
sua derivada segunda (o tensor de curvatura Rag,). Os objetos definidos por Bardeen

5a0:
_ 1. 18 1 (/. §.
¢A3A+EB+E§B-7C-2-(HT+§HT) , (10.4)

_ 1 18 15,

onde (') indice, obviamente, a derivada em relagdo ao tempo conforme.

Bardeen também define 2 outros objetos I.G.: um relacionado com a velocidade do
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fluido:

1.
K = V — }':'HT N (106)
onde V é definido pela equagio!:
76 = V(DR ; (10.7)

e um relacionado com a perturbagao na densidade de energia:
15,
Em =6+ 3(1 +,\)Z§(V—B) , (10.8)
onde & é a perturbagao na densidade, obviamente dependente de gauge.

10.1.2 A equivaléncia

Em um trabalho de 1989, Goode [22] expressa as varidveis do fluido e da geometria em
termos dos objetos independentes de gauge introduzidos por Bardeen. Abaixo apresentare-
mos somette 0s componentes escalares das quantidades E e I, visto que seus componentes

vetoriais e tensoriais nao sdo estudados aqui.
ol =—-kSV, Q7 , (10.9)

Ef = %S‘zkz(m - ¢u)Qa" . (10.10)

Se abaixarmos os indices de todos os objetos acima, podemos compari-los com a

decomposi¢io em harménicos definida neste trabalho (vide Apéndice A). Lembramos

1Note que a defini¢io de Bardeen abaixo, para V, difere da adotada ao longo deste trabalho.
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que os harmdnicos sio objetos definidos no 3-espago, e por isso devem ter seus indices

abaixados pela métrica ;; = —S~2(t) gi;. Procedendo desta forma, obtemos entdo® [22]:
n=S8SkVs , (10.11)
E =% (¢a—éx) - (10.12)

10.2 Variaveis de Ellis e Bruni

Em 1989, Ellis e Bruni [15], usando também o formalismo Quasi-Maxwelliano, definiram
varidveis .G., a partir de derivadas espaciais de objetos que s6 dependem do tempo no

espago-tempo de fundo:

X=hiPE (10.13)
p

YVi=hip; , (10.14)

Z, = h,‘j 9_,‘ . (1015)

Obviamente, cada uma destas varidveis é nula no espago de fundo, e portanto sdo I.G.
pelo Lema de Stewart (vide Cap. 7).
A partir da eq. (5.9) e lembrando que p = A p, pode-se expressar a varidvel X em

termos da perturbagdo na aceleragio e no shear;

A
el ML S (10.16)

6% = — ¥

2yide Apéndice C para o calculo da parte elétrica do tensor de Weyl perturbado no esquema de
Bardeen.
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Usando as egs. (9.9), (8.14) e (A.9), podemos escrever X’ na base minima E e I:

2 3K £
%=~ (1 - *m““) (E - 52) Qi . (10.17)

E Sbvio que, como §) = 0, temos §) = A §X.

E, a partir da eq. (6.23), podemos relacionar Z; com X @;:

52, = % (1 _ %) $Q; . (10.18)

Desta forma, podemos notar que todos os objetos acima tém a mesma informagéo, e
que a escolha do par adequado para a descrigio das perturbagdes deve ser feita de acordo

com a facilidade de confronto com os dados experimentais disponiveis.
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Capitulo 11

Formalismo Hamiltoniano

Seria interessante estudar as perturbacdes em FRW A luz do formalismo Hamiltoniano.
Os objetos do conjunto minimo ¥ e E, contudo, nao sao varidveis canonicamente conju-
gadas, como pode ser visto pelas suas equagdes de evolugdo (9.10) € (9.11). Porém, como
este conjunto minimo é uma base para as pertubagdes, certamente podemos escrever as

varidveis canonicamente conjugadas em fungdo deles. Vamos supor uma relagdo linear:

Q a oy bN
= ] (11.1)

P & B E
Vamos fazer uma ocutra suposigao: n = 0 e § = 0. A admissao destas simplificagtes é

justificada pela existéncia de uma solugado que as satisfaz, como veremos a seguir.

Admitindo uma Hamiltoniana H da forma:

1 1
H = '2'01P2+“2‘C2Q2+03,PQ=

1

= §Cl(ﬁE)2+%C2(aE)2+C3aﬁEE , (11.2)
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e exigindo que as equagdes de Hamilton sejam satisfeitas, ou seja:

. oH
P="3g
. OH
=55 -

obteremos, mediante o uso das egs. (9.10) e (9.11), as seguintes relagdes para os coefi-

cientes ¢;, ¢ e c3:

a 2mA 3K
_ B+ £(¢ @
@ = a{ 2 P+§(§+§)‘

o me (1_E{_) (L.,;.) , (11.4)

(14 A)pA? m 2
8 B ¢ 2m ( 3K)' &
23=——+=-F+2|-1+ 5|1 —— - . 11.5
e 3+[3+2[ Ty ' " m/| T (11.5)
As equagdes acima sio bastante simplificadas no caso ¢ = 0, que corresponde a
auséncia de pressoes anisotrépicas no fluido perturbado:
a 2mA 3K
- ackbbSA SN b Rl 11.6
_BQE+A)
CQ=—"5""F, (11.7)
8 B &
=—-+=+4+—-. 11.
203 3 + ﬁ + a ( 1 8)



=38 = B=AQ) ;

onde as constantes de proporcionalidade foram feitas iguais a 1, por simplicidade.

As varidveis canonicamente conjugadas P e @ sio, entio:

Q = ¥, (11.9)
P = AQ)E . (11.10)
A Hamiltoniana, portanto, é:
(1+2) ., 1 2mA ( SK)
- A0 - —— = (1-=2 : :
M= g =rd Q- it e m (- 50)| P (11.11)

De imediato percebe-se que a Hamiltoniana nio é conservada. Isso se deve ao fato do
sisterna nao ser fechado: o espago-tempo de fundo estd em expansio, podendo fornecer

esta energia excedente.

Podemos interpretar facilmente este formalismo se o aplicarmos a um caso bastante
conhecido: o universo estatico de Einstein, descrito por uma densidade de matéria e fator
de escala constantes. Desta forma, a Hamiltoniana acima se reduz a:

1 1
H = 5 P? 4 sz Q? (11.12)

onde u e w sio constantes reais, admitindo que termo entre colchetes na eq. (11.11)
seja positivo. Obtemos, portanto, a hamiltoniana de um oscilador harménico com massa

imaginaria, indicando a instabilidade do modelo de Einstein.
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Para que o resultado acima seja vélido, é necessario que w seja real, ou seja:

2mA 3K

Se A = 0, o resultado é vélido para qualquer valor de m. Se A < —1ou A > 0, os valores

adequados de m sao:

2142
m>3K—%h}— . (11.14)
Se —1 < A < 0, os valores de m devem ser:
2
1
m < 3K — %—’;—’\ (11.15)

Uma pertubagio arbitraria apresentard diversos valores para m — ou seja, diversos modos
na sua decomposigio em harmdnicos —, alguns dos quais satisfario uma das inequagoes
acima (respeitado o valor de A do fluido). As amplitudes de tais modos, por obedecerem
3 Hamiltoniana de um oscilador harménico invertido, crescerdo. Isto indica a instabili-
dade de um universo do tipo Friedman-Robertson-Walker sob perturbagoes sem pressoes

anisotrépicas no regime de fluido linear nem fluxo de energia.
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Capitulo 12
Conclusao

Neste trabalho, estudamos as perturbacdes em um Universo de Friedman-Robertson-
Walker, usando a decomposi¢do em harménicos introduzida por Lifshitz e Khalatnikov
[1]. Devido ao total desacoplamento [20] entre os harmdnicos escalar, vetorial e fensorial,
podemos nos restringir aos harmdnicos escalares. Neste caso, ndo existem perturbagoes na
vorticidade nem na parte magnética do tensor de Weyl ( Cap. 8). Estdo excluidas também
as perturbagdes por ondas gravitacionais, que sO podem ser descritas por perturbagdes
tensoriais.

Obtivemos um sistema de equagdes diferenciais lineares em L e E, que sio 0s co-
eficientes das expansdes do shear e da parte elétrica do tensor de Weyl na base dos
harménicos, respectivamente. Podemos também escrever, em termos deste conjunto, a
evolugio de quantidades dependentes ou ndo de gauge, possibilitando sua fixagio even-
tual apenas no final dos cdlculos. Sdo obtidas relages entre E e ¥ e as outras varidveis
independentes de gauge ja existentes na literatura, definidas por Bardeen [6] e por Ellis
et ol [15].

No dltimo capitulo, foi obtida uma hamiltoniana para as pertubagdes. As variaveis
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canonicamente conjugadas, adequadas no caso de auséncia de pressdo anisotrdpica, sdo
A(t)E e Z, onde A(t) é o fator de escala do universo de Friedman-Robertson-Walker. A
partir deste formalismo podemos verificar imediatamente a instabilidade do universo de
Friedman-Robertson-Walker sob perturbagdes sem fluxo de calor ou pressdo anisotrépica
no regime de fluido linear ( Cap. 5). Como verificagao do resultado, obtém-se trivialmente
a instabilidade do universo de Einstein. Q tratamento hamiltoniano abre caminho, além

disto, para a quantizagdo das perturbagées.

65



Apéndice A
Harmonicos Escalares

Optamos neste trabalho pela base das fungdes harménicas Q™){(z'), independentes do
tempo cosmolégico z° = ¢, definidas nas 3-superficies de homogeneidade de FRW, o que

possibilita a separagao total da dependéncia temporal das fungdes exp andidas nesta base:

Flz*) = Y Fmy(t) @QNa')

As fungdes harménicas Q™)(z*) geram o espago das fungdes escalares e obedecem &

seguinte relagao:

onde m indica a ordem do harménico e 7% é o Laplaciano tridimensional:
V2 Q) = % Q) = 4% QR

lembrando que y* é a métrica do 3-espago, (||) indica a derivada covariante na 3-superficie,
e (;) a derivada covariante 4-dimensional. Nas equagdes a seguir omitiremos o indice (m),

uma vez que ndo haverd acoplamento de modos diferentes ao longo de todo o célculo.
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Admitindo uma solugde da eq.(A.1) do tipo

Q(=') = R(r) 8(4,¢) ,

obtém-se que as solucdes mais gerais para a parte angular sio os harmoénicos esféricos

ordindrios, formados a partir dos Polindmios de Legendre [23] [24]:

(20 +1(1—m)

@(9: 96) = Hmi(ga 96) = ¢ 271_ (l + m)| e:l:imcb 'le(gi 4’) b/

e que a fungio radial obedece a uma equagdo que depende da curvatura do 3-espago, K.

Para harménicos de ordem m, a equagdo é [23]:

(L+3Kr*)P d r? d 11+ 1) ~
r? dr 1+%Kr2$R + m_r2(1+%Kr2)-—2 R=0. (A.2)

As solugbes desta equagdopara K # 0 sdo escritas em termos das FungGes Associadas de

Legendre [23] [24]:

.
R(T) = PM(COS C)-lj:—i»’rz. ’
onde o sinal da equagio é o mesmo de K, e:
1
—l+-
p=itg
1 1

cost = cas(VKa) ,
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onde a é definido por uma das equagoes:

T

1-}-%7‘2’

se K = +1;

Sena =

r
senha = ———_ se K = —1.
1 — Lp2?
3

No caso K = +1, impondoc as condigdes de periodicidade necessarias em um espago

fechado, obtemos os autovalores da eq. (A.1):

—m=(y+2), v=0,1,2,3,... (A.3)
No caso de curvatura negativa (K = —1), nao hé condigdes de periodicidade a serem
impostas, e por isso m pode assumir qualquer valor real negativo:
—m=7 41 4*>0 . (A.4)
Se K =0, aeq. (A.2) se reduz a:
d;i (ﬂ%) +(~mr? —l(I+1))R=0, (A.5)

cujas solugdes sio as fungdes esféricas de Bessel e de Neumann de ordem i:

d™*icos(mr)

Teos T [=0,1,...m—1 .

I, = (sen r)‘

—mm’yz, 7220 '

Aqui se faz necessdria uma observagdo: neste trabalho, estamos interessados nas per-
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turbagées escalares, isto é, perturbagdes de quaisquer objetos que possam ser totalmente
decompostas em termos dos harménicos acima definidos (e suas derivadas), e da métrica.
As definicées de bases para perturbagdes escalares em vetores e tensores sdo Gnicas, a
menos de uma normalizagio. Lembramos que, uma vez que os objetos @ sdo definidos no
3-espago, os indices das equagdes abaixo devem ser levantados (abaixados) com a métrica

4 (v;;). Definimos! entdo o vetor Q; e o tensor Q;:

Qi = Q,i ) (A6)

Qi; = Quj - (A.T)

E necessdria também a definigdo de um tensor siméirico sem trago:

il

Qi — %Q Yii (A.8)

1
m

Qi
cuja divergéncia é dada por:

O* ), = % (1 - ﬁ) o . (A.9)

m

Desta forma, podemos expandir as perturbagdes escalares de escalares (p, 8, Vo) em
termos de Q, de vetores (ai, Vi) em termos de @, e de tensores simétricos sem trago
(E{j, H,'_,', T35, W;j) em termos de Q,‘j (Vide Cap. 8)

Deve-se observar que a decomposigio em harménicos ndo é sempre univoca, como

demonstrado por Stewart {19]: a decomposigdo de um tensor é unica se K = 0, —1; mas,

1Chamamos atengio para a definigao usada aqui, por ser diferente da introdusida por Lifshits [1] e

usada por Bardeen (8], onde Q; = _'\7:—m'Q-"'
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se K = +1, é permitida a adigio de um vetor de Killing na parte vetorial e de um escalar?
¢ na parte escalar. Por sua vez, a decomposi¢do de um vetor em suas partes escalar e
vetorial é univoca a menos de uma constante aditiva no escalar, para qualquer valor de

K. Obviamente, a “decomposigio” de um escalar é univoca.

E conveniente estudarmos separadamente o caso das perturbagdes uniformes em toda
a 3-superficie de homogeneidade, ou seja, aquelas que podem ser expressas somente como

uma fun¢do do tempo:

F(z*) = F(t) .

Isto serd feito no apéndice seguinte.

Jque deve satisfazer (72 + 3)€ = 0.
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Apéndice B
Perturbacoes Uniformes

Podemos supor que as perturbagdes tenham um componente uniforme, ou seja, ¢ mesmo
em toda a hipersuperficie de homogeneidade de FRW. Neste caso, poderiamos escrever a

perturbagdo de tensores mais geral como:

6 F4(t)

Falt) + 3 FQT(E)

m>0

pois, quando m = 0 (vide Apéndice A), ndo podemos definir os harmdnicos @; nem @Q;.
Contudo, vemos que tal decomposicdo nao é possivel: basta derivarmos espacialmente
ambos os lados da equagdo acima. O lado esquerdo e o primeiro termo do lado direito serao
nulos, mas o somatério dard uma contribuigdo diferente de zero. O mesmo argumento
se aplica ao caso vetorial. Isto indica que perturbagdes vetorial ou tensorial uniformes
ndo podem ser acopladas as perturbagdes escalares, devendo ser decompostas na base dos
harmoénicos vetoriais € tensoriais, respectivamente.

Resta o caso das perturbacdes uniformes em escalares. Devemos esperar que sejam

resultado de uma simples mudanga de coordenadas, uma vez que $E;; = 6H;; = 0.
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Verificaremos a seguir que isto de fato acontece. A perturbagio de escalares mais geral
pode ser escrita como:

§F(t) = F(t)+ 3 FM0RM(E) (B.1)

m>»Q

onde o primeiro termo do lado direito pode ser absorvido no somatério quando m puder
assumnir o valor 0 — ou seja, nos 3-espagos plano e fechado. Novamente o termo do
somatério ndo pode existir, pelo mesmo motivo visto acima.

Vamos escrever tais perturbagdes uniformes como:

§p(t) = N(t),
s6(t) = H(t) , (B.2)
§Vo(t) = B(1)

A equacio da divergéncia de E;; (eq. (6.12)) se escreve como:

(6p)a B — pEVE—pVEEVO =0 (B.3)

A equagio de Raychaudhuri (eq. (6.17)} fica:

(80) + -gs 50 = __1_2_3)‘ 5o . (B.4)
A equagio de vinculo (6.23) d4 origem a:
(66) , hoc— 0 6V.+6528V° =0 . (B.5)
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As equagdes de conservagio projetadas em V, e no 3-espago podem ser escritas, re-

spectivamente, como:

(6p) +6(1+X) p+p(1 +2)68=0, (B.6)

p OV, +p82 6V — (bp) g hPa =0 . (B.7)

Substituindo as eqs. (B.2) nas equagdes acima, obtemos:

§Vu=0, (B.8)

. p
H+§m1+1+3wem, (B.9)
N+Q+NIN+(1+A)pH=0. (B.10)

Um sistema de 2 equagbes diferenciais lineares de primeira ordem tem uma dnica
solugio para cada varidvel dependente e admite um total de 4 constantes arbitrérias.

Podemos tentar uma solugdo para o sistema (B.9) (B.10) do tipo:

H(t) = af+b,
Nty = cp+d.
Substituindo-a no sistema, obtemos, apds algumas manipulagdes algébricas:

. 4b g _d
P= "3 d+a~¢) a-c’

d 8 b
-~

§=— .
a—cp a-—c
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Comparando com as eqs. (5.4) e (6.14) do espago-tempo de fundo, podemos perceber que

os nicos valores possiveis para as constantes a, b, ¢, d sdo:

a=c, b=d=0 .

o que faz com que as fungdes N(t) e H(t) sejam:

Nit)=ap , (B.11)

H(t)=af . (B.12)

De fato, se realizarmos uma transformacio de coordenadas infinitesimal:

t—t'=t+4,

a densidade de matéria p(¢) se transformaréa como:

p(t) = A(t) = pi(t) + A(t)to + ...

Portanto,

bp = p(t)to . (B.13)

Comparando esta equagdo com a eq. (B.11), podemos interpretar a constante ¢ como a

variagdo do tempo césmico referente & mudanga na origem da coordenada temporal.
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Apéndice C

Calculo da Parte Elétrica do Tensor

de Weyl Perturbado

Neste Apéndice mostramos o programa escrito em MapleV para o calculo dos componentes
da parte elétrica do tensor de Weyl perturbado segundo o esquema introduzido por Lifshitz
e Khalatnikov — a perturbagao da métrica. Ao longo do programa estéo os comentirios
necessirios para sua compreensio. Os objetos definidos por Bardeen — ¢4 e ¢ — sdo
imediatamente reconhecidos na solugio final, armazenada em linguagem Maple no arquivo
elet.m.

Deve-se observar que, no programa abaixo, usou-se um sistema de coordenadas gaus-
siano, isto &, onde & possivel a definigio de um tempo cédsmico. Para efetuar o mesmo
calculo com tempo conforme, é necessario alterar as definigbes de gaq nas linhas 11 e 34,
respectivamente, para:

ga4:=8(t)"2:

ga4:=S(t) "2+ (1+2%A(t)*Q):
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Abaixo segue o prograrma:

interface{labeling=false):

#CALCULA 0S OBJETOS DO ESPACO DE FUNDO --- FRW ,
#COLOCANDO UM ‘o’ PARA DIFERENCIA-LOS DOS OBJETOS DO ESPACO PERTURBADO,
# E 0S5 SALVA EM fried.m

xi:=r;x2:=theta;x3:=phi;x4:=%;
gl1:=-5(t)"2/(1-K*r"2):
g22:=-5(t)"2%r"2:
g33:=g22+sin(theta)"2:

gi4:=1.

display{metric);

tensor();

for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
go.i.j:=g.1.3:
ho.i.j:=h.i.j:
Ro.i.j:=R.1i.j:
Ro.i.4.j.4:=R.1.4.j.4:
for p from 1 to & do
Co.i.j.p:=C.i.}.p
od
od
od:
Ro:=simplify(R):

save ‘fried.m‘;
#read ‘fried.m‘:

#CALCULA A INVERSA DA METRICA DE BARDEEN,
#E A SALVA EM inverse.m
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ga4:=(1+2+A(t)*Q) :

g41:=B(t)*Qi:gi4:=g41:

g42:=B(t)*02:g24:=g42:

g43:=B(t)*Q3:g34:=g43:

g11:=-5(1) "2+ ((1+2+EL(t)*Q)/ (1-K#r"2) +2*HT(£)*Qi1):
£22:=-5(t) "2+ ((1+2«HL(t)*Q) #r~2+2+HT (£)*Q22) :
g33:=-5(t} 2% ((1+2+HL(t)*Q) +r"2+sin(theta) “2+2*HET(£)*Q33):
g12:=-5(t) " 2¢ (2+HT(t)*Q12) : g21:=g12:
g13:=-S(t) 2+ (2%HT(t)+*Q13):g31:=g13:
g23:=-5(t) 2% (2+BT(t)*Q23) : g32:=g23:

display(metric);

#icalculando a inversa

invmetric({):

siderel:={Q}:
for m from 1 to 3 do
siderel:=siderel union {Q.m}:
for n from m to 3 do
siderel:=siderel union {g.m.n}
od
od:

words(0):
gel0):

#SIMPLIFICANDO 4 METRICA CONTRA-VARIANTE
readlib(mtaylor);
for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
h.i.j:=mtaylor(h.i.j,siderel,2)
od
od:

save ‘inverse.m‘;

#! compress inverss.nm

#CALCULA RIEMANY E O SALVA ENM

#iriemann.m

77



#DEFININDO A CONTRIBUICAC GAMMAijm * (m para a derivada covariante de (m
ki=k':
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
CG.i.j:=0:
for m from 1 to 3 deo
€Q.i.j:=CQ.4i.j+Co.1i.j.m*diff(Q(r,theta,phi),x.m)
od
od
od:

#DEFININDC hatQij e Qi, com k e todas as derivadas necessarias
k:='k’: ’
subseti:;={Q=Q(r,theta,phi)}:
for m from 1 to 3 do
subsetl:=subsetl union {f.m=-1/k*diff(Q(r,theta,phi),x.m}}:
for n from m to 3 do
subsetl:=subset! union {Q.m.n=1/k"2*(diff(Q{r,theta,phi),x.m,x.n)-CQ.m.n)
+1/(3*3(t) "2} *go.m.n*Q{r,theta,phi)}
od
odi

for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
h.i.j:=subs(subset1i,h.i.j):
g-i.j:=subs(subsetl,g.i.j)
od
od:
dimetric():
d2metric():
#Calculando Christoffel
Christoffeli():

Christoffel2():

#Calculando Riemann
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Riemann{):

#save ‘riem.m‘;

#SIMPLIFICACAO DO TENSOR DE RIEMANN

#define a lista de substituicoes para converter os harmonicos em gij e hij

#em objstos que nao sao funcoes, possibilitando assim a simplificacaoc de

#termos de ordem > 2

setsub:={Q{r,theta,phi)=Y}:
for m from 1 to 3 do
setsub:=setsub union {diff(Q(r,theta,phi),x.m})=Y.m}:
for n from 1 to 3 do
setsub:=setgub union {diff(Q(r,thata,phi)?x.m,x.n)=Y.m.n}:
for p from 1 to 3 do
setsub:=setsub union {diff(Q(r,theta,phi),x.m,x.n,x.p)=Y.m.n.p}:
for q from 1 to 3 do
setsub:=setsub union
{diff(Q(r,theta,phi),x.m,x.n,x.p,x.q)=Y.m.n.p.q}
od
od
od
od:

#substituindo
for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
g.i.j:=subs(setsub,g.i.j):
h.i.j:=subs{setsub,h.i.j):
for v from 1 to 4 do
for s from 1 to 4 do
R.i.j.v.s:=subs(setsub.R.i.j.v.s):
od
od
od
od:
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#Define a lista de simplificacoes --- side relations
siderelY:={Y}:
for m from {1 to 3 do
siderelY:=sidexelY union {Y.m}:
for n from 1 to 3 do
siderelY:=siderelY union {Y.m.n}:
for p from 1 to 3 do
siderelY:=siderelY union {Y.m.n.p}:
for ¢ from 1 to 3 do
siderelY:=siderelY union {Y.m.n.p.q}
od
od
od
od:

#simplificando
for 1 from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
for m from 1 to 4 do
for 1 from 1 to 4 do
R.i.j.m.l:=mtaylor{R.i.j:m.1,siderelY,2)
od
od
od
od:

#salvando

save ‘riem2.m‘;

#CALCULO E SIMPLIFICACAD DO TENSOR PE RICCI,
#A PARTIR DE RIEMANN SIMPLIFICADO

#CALCULA RICCI
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for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
R.i.j:=0:
for m from 1 to 4 do
for n from 1 to 4 do
R.i.j:;=R.i.j-h.m.n*R.m.i.j.n
od
od
od
od:

#SALVA

save ‘ricci.mf;
#! compress ricci.m
#SIMPLIFICA RICCI
for i from 1 to 4 do
for j from i to 4 do
R.i.j:=simplify(mtaylor(R.i.j,siderel¥,2))
od
od:
#SALVA RICCI SIMPLIFICADO
save ‘ricci2.m‘;
#! compress ricci2.m
#CALCULGC E SIMPLIFICACAO DO ESCALAR DE CURVATURA

#! compress ricci2.m

R:=0:
for i from 1 to 4 do
for j from 1 to 4 do
R:=R+h.i.j*R.1i.]
od,
od:
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R:=simplify{mtaylor (R,siderel¥,2)):

save ‘resc.m’;

#! compress resc.m

#Calcula a parte eletrica do tensor de Weyl

for i from 1 to 4 do

for j from i to 4 do
E.i.j:=mtaylor((R.i.4.j.4)-1/2+#(R.1i.j*g44+R44*g.i.j~R.1.4%g.j.4-R.j.4*g.i.4)+
1/6*R*(g.1i. j*gdd~g.1.4%g. j.4),siderel¥,2):

od
od:

#save ‘weyl.m’;

#Simplifica e ordena de maneira adequada cada componente de Eij
lista:=[A(t),B{t),EL(t),HT{t),diff(B(t),t),diff(A(t),t),diff(HL(t),¢t),
dift(HT(t),t),diif(HT(t),t,t),diff(HL(t),t,t),k,Yi,Y2,Y3,Y11,Y12,Y13,Y2i,Y23,
¥33,sin({theta)]:
for i from 1 to 4 do

for j from i to 4 de

E.i.j:=collect(simplify(£.i.j,{cos(theta)"2—1=-sin(theta)"2}),1ista,norma1)

od

od:

E21:=E12:
E31:=E13:
E32:=E23:
E41:=E14:
E42:=E24:
E43:=E34:

save ‘weyl2.m’;

#Usa a equacac de definicao dos harmonicos para simplificar os componentes

#de Eij
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#read ‘weyl2.m‘;
W:=0:
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
W:=W-1/k"2%S{t)"2%ho.i.j*(¥.i.j~CQ.1i.3)
od
od:
Ww:
suba(setsub,"):
simplify("):
factor{"):
simplify(",{cos(theta) "2-1=-sin(theta)"2}):
eq:=Y=":
for i from 1 to 3 do
eq.i:=Y.i.i=solve(eq,¥.i.1):
E.i.i:=factor(subs(eq.i,E.i.1))
od:

save ‘elet.m’;

83



Referencias

[1] E. M. Lifshitz e [. M. Khalatnikov, Adv. Phys. 12, (1963) 185.

[2] A. Berera e Li-Zhi Fang, Phys. Rev. Lett. 72, 4 (1994) 458.

[3] J. Hwang, Gen. Rel. Grav. 26, 3 (1994) 299.

[4] A. Guth e So-Young f’i, Phys. Rev. Lett. 49, 15 (1982) 1110.

[5] J. M. Bardeen, P. J. Steinhardt e M. 5. Turner, Phys. Rev. D, 28, 4 (1983) 679.
[6] J. M. Bardeen, Phys. Rev. D 22, 6 (1980) 1882.

[7] P.Jordan, J. Ehlers, W. Kundt, Abh. Akad. Wissund Lit. Maing. Mat. Nat. K1,n°2

(1960).
[8] S. Hawking, Astrophys. J. 145 (1966) 544.

[9] R. M. Wald, General Relativity, University of Chicago Press, Chicago and London,

1984,

[10] L. D. Soares, Notas de aula do curso Gravitagdo, ministrado no CBPF (1993), ndo

publicado.

84



[11] J. L. Anderson, Principles of Relativity Physics, Academic Press Inc., New York and

London, 1967.
[12] W. Israel, Ann. Phys. 100 (1976) 310.
[13] D. W. Olson, Phys. Rev. D 14, 2 (1976) 327.
[14] M. Novello e J. M. Salim, Fund. of Cosmic Phys. 8 (1983) 201.
{15] G. F. R. Ellis e M. Bruni, Phys. Rev. D 40, 6 (1989) 1804.
[16] J. Hwang e E. T. Vishniac, Astrophys. J. 35 (1990) 1.
[17] II School of Cosmology and Gravitation, Ed. M. Novello.
(18] J. M. Salim, Tese de Doutorado, CBPF/CNPq—1982.
[19] J. M. Stewart, Class. Quantum Grav. 7 (1990) 1169.
[20] Prog. Theo. Phys. Supp. 78 (1984) 1.

[21] A. H. Guth, Proceedings of the National Academy of Sciences Collogium on Physical

Cosmology, Irvine, CA, March 27-28, 1992, ed. David N. Schramm.
[22] S. W. Goode, Phys. Rev. D 39 10 (1989) 2882.

[23] E. R. Harrison, Rev. Mod. Phys. 39, 4 (1967) 862. H4 um erro de impressao na
equagio apds a eq.(189). Pode-se verificar que a relagio correta, que leva 4 eq.(190),

é U =Ilsen~1a.

[24] E. Butkov, Fisica Matemdtica Ed. Guanabara (1988), p. 341.

85



“PERTUBAGCOES ESCALARES NO UNIVERSO DE FRIEDMAN-
ROBERTSON”

SERGIO EDUARDO DE CARVALHO EYER JORAS

Tese apresentada no Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisica, fazendo parte da Banca
examinadora os seguintes Professores:
"~ Mario Novello/CBPF
Regina Célia Arcuri/UFRJ
[vano Damido Soares/CBPF

José Martins Salin/CBPF

Rio de Janeiro, 01 de setembro de 1994



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87

