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Resumo

Formulacao integro-diferencial para a gravitagao

Analisamos aqui algumas das consequéncias de considerarmos a variavel Ay, como funda-
mental na descricao da interagio gravitacional. Esta quantidade age como um potencial
para a varidvel usual de dois indices A,,. Com base na teoria de B.Podolsky para o
eletromagnetismo, desenvolvemos um modelo para a gravitagdo nesta nova representagao
e estuclamos a interagao com a matéria. Como resultado, obtemos para a representagao
usual, uma estrutura mais abrangente que nao sé contém teorias ja conhecidas construidas
com fonte nio-local conservada, mas admite também a introdugao natural de termos nao-

lineares no campo que representam sua auto-interagao.



Abstract

Integro-differential formulation of gravity

We analyse here some of the consequences of considering the variable A.p, as the fun-
damental one in the description of the gravitational interaction. This quantity acts as
a potential for the standard variable h,,. Based on B.Podolsky’s theory for electrody-
namics, we develop a model for gravitation i this new representation, and study the
interaction with matter. As a result, we obtain in the standard representation a broader
scheme which contains not only already known theories built with non-local conserved
sources, but also admits the natural introduction of non-linear terms in the field which

represents its self-interaction.
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introducao

Neste trabalho damos sequéncia ao desenvolvimento de uma teoria para o campo de spin-
2 baseada nas varidvels de trés indices Ayp,. Em estudos anteriores a teoria linear para
a gravitagdo expressa nesta nova representagao, fol formulada em suas versdes classica
(19, 20] e quantica [22] e um exemplo particular de uma teoria ndo-linear fol construido
[23]. Estes trabalhos no entanto, se restringiram ao comportamento do campo livre.
Aqui nos propomos a analisar alguns modelos emn interacdo com a matéria, estabelecidos
através de analogia com a eletrodinimica e discutir detalhadamente sua passagem para
a representagdo usual do campo gravitacional através das variaveis simétricas de dois
indices. Estas podem ser obtidas a partir de numa combinagao particular de derivadas da
varidvel fundamental A.g,.

Iniciamos no capitulo 1.1 apresentando alguns aspectos da teoria da relatividade geral.
que como bem sabemos descreve adequadamente os fendmenos de natureza gravitacional
observados. A dificuldade em compatibilizar o esquema geométrico através do qual esta
teoria se estrutura com as outras interagoes ja conhecidas, tem levado diversos autoves a
considerar ahordagens alternativas para descrever a inleragao gravitacional.,

Um dos aspectos que motiva a procura por novas tcorias ¢ a impossibilidade de definir-

mos neste contexto geométrico um verdadeiro tensor momentum-energia para o campo



gravitacional, fato que gera dificuldades por exemplo, no estabelecimento do conceito de
localizabilidade para a energia gravitacional.

Uma das primeiras tentativas de solucionar este problema é apresentada na segao 1.3
[6] onde a utilizagdo de um espago de fundo plano auxiliar é introduzido adequadamente
ao esquema da relatividade geral, trazendo como principal consequéncia a atribuicdo
de propriedade tensorial & alguns objetos da teoria (entre elas o pseudo tensor energia-
momentum do campo gravitacional) e & equagbes que originalmente ndo a possuiam.

No capitulo 2 afastamo nos definitivamente da abordagem geométrica introduzida pe-
los modelos anteriores para apresentar o tratamento convencional dado aos demais cam-
pos relativisticos aplicado & interagdo gravitacional descrita por um campo de spin-2.
Partindo da equacio linear de Fierz-Pauli para o campo A, apresentamos o procedimento
desenvolvido por Feynman [9] que consiste em complementar esta equagio com termos de
auto-interagao de diferentes ordens de modo a obtermos uma teoria nao-linear equivalente
A relatividade geral. Descrevemos ainda outros tratamentos para este mesmo problema
[14, 15] onde algumas das ferramentas introduzidas pela teoria bimétrica descrita em 1.3
se mostram decisivas para o estabelecimento de uma teoria lagrangeana para o campo de
spin-2, que resulta ser completamente equivalente a teoria da relatividade geral.

No capitulo 3 apresentamos a teoria desenvolvida por 5.Deser e B.E.Laurent onde a
gravitagdo ¢ descrita como um campo de spin-2 sem auto-inferagao, em analogia com a
cletrodinirmica onde o féton nio é carregado. A obtencio da fonte conservada, para a
situacio em que a matéria interage com o campo gravitacional, é feita através da aplicacdo
de projetores nio-locais sobre o tensor momentum-energia, resultando em uma teoria que

reproduz o limite newtoniano ¢ fornece as mesmas previsoes para os Lestes experimentais



que a teoria da relatividade geral, apesar de diferirem em aspectos fundamentais, tals
como a inexisténcia de auto-interagao.

Chegamos entao ao capitulo 4 onde apresentamos prirneiramente as principals pro-
priedades de A,g,, que consideramos como a varidvel fundamental para descrever a
gravitagdo, assim como a expressao que nos permite passar desta representagao para a
representacao usual das variaveis simétricas de dois indices h,,. Nos referindo a trabalhos
anteriores, mostramos que esta varidve! contém dois campos de spin-2 e apresentamos o
vinculo a ser utilizado para eliminarmos um destes campos. O estudo da dinamica é ini-
ciado através da apresentagao das equacdes de movimento que decorrem da lagrangeana
estabelecida através de uma analogia com a teoria de Maxwell para o eletromagnetismo.
Seguimos com o estudo da interagao do campo gravitacional com a matéria, representada
aqui, por questdo de simplicidade, por um campo escalar. Mostramos que para o tipo de
interagao que estamos considerando, o efeito resultante pode ser descrito como uma al-
teracao da métrica de fundo plana descrita por 4#¥ para uma geometria efetiva arbitraria
representada pela métrica riemanniana ¢g*¥, gerada por uma combinagao particular de
derivadas de A,pz,. Passamos em seguida a apresentacao destas equagoes reescritas na
representacao das varidvels simétricas de dois indices. Uma analise deste novo sistema
nos mostra que a exigéncia de que a equacao de Fierz-Pauli seja a equagao de movimento
nesta representacao tem como consequéncia o fato de que a matéria [ica sujeita aos efeitos
de uma métrica efetiva que ¢ uma funcao nao-local do campo A,p,. Na sequéncia desen-
volvemos um modelo semelhante aquele proposto por B.Podolsky para a eletrodinamica
[24], e apresentamos as equa¢bes de movimento nas duas representagoes. lemos entao

que as cquacdes de carnpo para as varidaveis hy,, podem ser feitas idénticas as equagoes



integro-diferenciais resultantes do modelo sem auto-interacao proposto por Deser e Lau-
rent descrito no capitulo 3.

A possibilidade de complementar a lagrangeana linear ‘tipe Podolsky’ descrita acima.
com termos ndo-lineares na variavel A,s,, ou mesmo com funcionais da métrica efetiva
g (que como vimos desempenha um papel importante no processo ce interagao com a
matéria), temn como consequéncia a introdugao de termos nao-lineares de aufo-nteragao
nas equacoes de campo para a representagao de dois indices h,,. A analise das con-
sequéncias da adogao destes termos complementares € o objeto de estudo da dltima segéo

deste trabalho.



Capitulo 1

Formulacao geométrica

1.1 Equacoes de campo

A teoria da relatividade geral desenvolvida por A.Einstein no inicio deste século, & con-
siderada hoje por uma grande parte dos fisicos como umn dos mats importantes trabalhos
feitos em fisica tedrica. Fruto da genialidade de seu autor, esta teoria descreve ade-
quadamente os fenémenos gravitacionais através de um esquema de natureza geométrica,
onde o potencial gravitacional é representado pelo lensor métrico de um espago-tempo
riemanniano.

As equagles de campo
Guu = [{-,uu - i/zlli,g,uu — —T;Wz (ll)

relacionam um dado conteide material do sisterna em estudo, representado pelo tensor
momentum-energia, com a geometria do espago-tempo a ser determinada. Uma situagao
completamente nova era entio introduzida na {isica : a geometria, representada aqui pelo

tensor metrico ¢,,, deixava de ser wma estrutura dada ‘a priori’ na qual os lendmenos
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fisicos se desenvolvem, passando a ser urmn objeto dindmico determinado pela sua fonte
T#¥. A matéria por sua vez tem a sua evolugido definida nesta geometria que ela prépria.
quando pensada como fonte originou.

Estas equacoes, trazendo a idéia de que a geometria do espago-tempo é determinada
pela distribuicio de matéria no universo, incorporam o principio de Mach que desempen-
hou um papel importante no desenvolvimento das idéias de A.Einstein que resultaram
nesta teoria.

As equacbes de campo podem ser obtidas por meio do principio de minima agao
através da variacdo da soma das agdes do campo gravitacional e da matéria que age
como fonte. A densidade escalar mais simples a ser escolhida para lagrangeana do campo
gravitacional livre é construida com derivadas de segunda ordem do potencial gravitacional

(representado pela métrica g, ), podendo ser escrita como :
Ligg=vV-gR=V—-g¢"R.. (1.2)
I f4cil mostrar (1} que L, pode ser colocada na forma
Ly =L+ D7,

onde

Pcv — /_gg.\,uFa‘\“+ /_gg.\o(lw,u‘\“

L"I(U) = V=g g’\ﬂ (]'wf\ﬂrﬁﬂ'ﬁ - Fm;tﬁrﬁ,\a) . ( 1.3)
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Como D

» Dao contribui para as equacdes de campo, utilizaremos L'(,y para representar
o campo gravitacional livre. A lagrangeana de matéria sera representada genéricamente

por

E(m) =g L(m). (14)

Ao efetuarmos a varlagao da agao total em relagdo a métrica g*”, obtemos facilimente as

equagdes de campo

onde usamos a definigao

2 6L
T;,tu = f 6 e .
—g °g

1.2 Energia gravitacional

No contexto geométrico brevemente descrito acima, as questoes de definicdo ¢ da localiz-
abilidade da energia do campo gravitacional sao até hoje objetos de frequentes debates e
de novos desenvolvimentos na teoria.

Sabemos que na teoria da relatividade especial, a lel de conservacae de energia e

momentum é representada pela expressao

— 0, (1.6)

quando utilizamos um sistema de coordenadas inercial onde a mélrica assume a forma
W= diag (1, —1,—1,=1) . A integracao de 1.6 em um volume limitado por uma hiper-

1 B
superficie tipo-tempo, junto com a hipdtese de que nosso sistema material possui uma ex-
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tensao tridimensional finita, nos leva apds a aplicacdo do teorema de Gauss a conservagao
de um vetor que denotaremos Py . Este vetor representa a energia ¢ o momentum total

do sistema material. Temos portanto:

dPy

onde

po= ][] 1),

E fato conhecido da geometria riemanniana que o tensor G* = R* — 1/2Rg¢"” possui

divergéncia covariante nula, isto é :
G*, = 0. (1.7)
Como consequéncia, temos através das equagoes de campo 1.5
~ 0, (1.8)
ou a sua forma expandida, lembrando que 7} = \/—¢ T},
7,7, T 1, =0. (1.9}

Vemos desta expressido que o tensor momentum-energia da matéria nao é conservado iso-
ladamente. Procedemos entiao em analogia & mecinica classica onde a lei de conservagio
é restaurada através da identificacao de wma nova forma de energla, supostamente ar-

mazenada no campo gravitacional (cnergia potencial), que ndo estd incluida no tensor

13



momentum-energia da matéria T#”. Vamos denotar por ** a energia potencial, momen-
tum e ‘stress’ relativos ao campo gravitacional. Se conseguirmos expressar o segundo

termo da equacio 1.9 como a divergéncia de uma quantidade que envolva apenas o po-

tencial gravitacional e suas derivadas, poderemos identificar esta grandeza a t* de modo
a obtermos wma lei de conservagao para a soma 7, " 41, a saber:
v v o g
(7,7 +t =0 (1.10)

+

Para mostrar que isto é possivel [2], supomos a validade da equacao 1.10 reescrita agora
da seguinte maneira :

b, =T, (1.11)

o

I facil mostrar usando a equacio 1.9, que generaliza a operacdo de divergéncia, que o

lado direito desta equacao pode ser escrito como :

B Zﬂuu = -1/270;35'&5»#' (1.12)

O préximo passo é eliminar 7°7 através das equagdes de campo de modo que £/, seja
expresso em termos do potencial gravitacional e suas derivadas. Para isto consideramos
a €Xpressao:

A= g*) = V=g (dg" + 1/2¢" g™ dg.3).

Multiplicando os dois lados por £, temos :

R div/=gg™) = —(R™ — 1[2Rg™ /g dg,u.



[Fazendo uso das equagdes de campo 1.5 obtemos :

R, d(v/—gg¢"") = T"dg,..
Segue portanto que
ITl}ﬁgaﬁ,y. = RQ'IB (V _ggaﬁ),u- (113)

Lembrando que estamos usando L'(,) dada por 1.3 como lagrangeana para o campo grav-

itacional, temos

0 (0l 9L
Rap = 5 ( 50, ) hgn (1.14)

onde

G = /—q g™, (1.15)

A equacgao 1.13 pode agora ser escrita como :

0 ac! ac
9Ty, = —1/2 | g, el ) e
/ g ,ﬁ-# 1/ [axﬂ (g i aéa"?p awﬂ

Segue finalmente das equagdes 1.11 e 1.12 o resultado

3] . 0Ly

v ~ o f3 {g) Y

tp, v _1/2 B (gu g aéﬂﬁ - 5;£ (g} | »
que nos fornece de imediato a seguinte expressao pata ¢

Y g 0L o
f,“lV it 1/2 (éﬂﬁ (o) _g -(’i” ﬁ) . (ll())

A indicacio de que este objeto pode representar a energia, momentum e ‘stress’ do



campo gravitacional é fornecida atraves da analogia com o campo eletromagnético: ¢#
é quadratico e homogéneo nas derivadas de primeira ordem do potencial, [ato igual-
mente observado no tensor momentum-energia para o eletromagnetismo. No entanto.
uma diferenca fundamental separa as duas teorias: ¢** nio é uma verdadeira densidade
tensorial uma vez que pode ser anulado em um ponto gualquer da variedade através
de uma escolha adequada de um sistema de coordenadas neste ponto. Segue portanto
que a lei de conservagao 1.10 envolvendo ##*, que denominaremos pseudo-tensor cnergia-
momentum do campo gravitacional, nao mals se constitui em uma equagdo tensorial. Este
fato despertou de imediato dividas em alguns autores a respeito da validade da aplicagao
do principio de conservacio em sua forma tradicional a teoria da gravitacio (Eddington
[2] por exemplo, ndo reconhece t° como o objeto que representa a energia do campo
gravitacional} . Outros autores (Tolman (3], por exemplo ) consideram que o critério para
que as equagdes tenham um significado fundamental, nédo é o de que elas sejam escritas
na forma tensorial, mas o de que elas sejam covariantes (validas em qualquer sistema de
coordenadas ), uma vez que toda equagao tensorial é covariante mas existemn equacoes,
como a que estamos nos referindo, que sio covariantes mas ndo tem carater tensorial. No
entanto, a existéncia do vetor conservado P, associado a lel de consevagao .10, parece
estar condicionada ao uso de wm sistema especial de coordenadas { sistemas de coorde-
nadas quasi-galileanos [3] ) que coincide com o sistema cartesiano a grandes distancias
da fonte em consideracio. De fato, para sistemas cstaticos e limitados espacialmente, a

integracao de 1.10 em um volume, seguido da aplicacio do teorema de Gauss nos fornece

R e S ) T EC AR
7)) )RR =g o ) ) el ) e

16



A hipotese de que o sistema ¢ limitado espacialmente juntamente com a escolha da su-

perficie de integracao S a grande distancia do fonte, nos da -

ap .
d_-;://S_mdz$t‘L Tig .

Uma anélise cuidadosa desta expressio [1] nos mostra que apenas o uso do sistema de
coordenadas quasi-galileanas é capaz de anular o lado direito desta equacao fornecendo
o velor conservado P, . Se nos restringirmos a este sistema de coordenadas é possivel
mostrar { [4] por exeniplo ) que a energia total { Fy } de um sistema fechado com massa
de repouso mg é dada por Py = moc?, um resultado satisfatério do ponto de vista [isico .
O mesmo nao acontece se efetuarmos o cilculo para determinar Fy utilizando um sistema
de coordenadas curvilineas.

O papel diferenciado desempenhado por alguns sistemas de coordenadas é também
verificado nas questoes relativas & localizabilidade da energia do campo gravitacional.
Alguns estudos [5], [4] mostram que a simples introdugae de um sistema de coordenadas
polares é capaz de fazer surgir componentes nac nulas para ¢* mesmo em um espago
plano onde o campo gravitacional esid ausente. Este resultado indica claramente que
se t#¥ representa a energia do campo gravitacional, entio ndo podemos falar de uma
maneira precisa sébre a localizacio desta energia no espago-tempo. [iste comportamento,
visto como problemadtico por vérios autores, motivou a procura por oulras expressoes
capazes de representar a energia do campo gravitacional [4] . O problema no entanto.
continua longe de estar completamente resolvido e constitui area de inlensa atividade de

pesquisa e debate .
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1.3 Teoria bimétrica

Partindo da teoria da relatividade geral, um desenvolvimento do formalismo foi obtido
6], [7] através da consideragao de que em cada ponto da variedade, juntamente com a
métrica ¢*¥, existe uma outra métrica riemanniana correspondente a um espago-tenipo
plano escrita em um sistema de coordenadas arbitrario. A introducao desta métrica que
denotaremos por v*(z) pode ser interpretada como a representagao do espago-tempo
quando o campo gravitacional é removido . Sua presenca gera algumas modificagoes na
estrutura formal da teoria da relatividade geral, que discutiremos a seguir.

Uma delas é a possibilidade de definirmos a operagio de derivagdo covariante associada

4 métrica de fundo v#(z) denotada aqui por ( ; ) . Esta métrica satisfaz a condigao

(1.17)

Fup = 0,

definindo assim a conexdo simétrica (simboio de Christoffel) deste espago que denotaremos
por T, () .

[ facil mostrar que se definirmos o tensor K, (z) através da expressao

K, = 1/29’\0 (Guew + Guosu — g:wm) ; (L.18)

e
a seguinte relagao serd valida em cada ponto do espago-tempo :
KX (x)=T2 (2) =12 (). (1.19)

Ly i

Lernbrando que o espaco-tempo de fundo plano com métrica v () tem tensor de

18



curvatura nulo, podemos expressar o tensor de Ricci de um espago-tempo riemanniano da
seguinte forma:

— T ~or o pof o o3
R, =Ko + R —KGKP 4 K3 K

o 73 o’

(1.20)

Comparando esta expressio com a forma usual de escrevé-la em termos dos simbolos
de Christoffel [, vemos que estes foram substitnidos pelo tensor 7, e que a derivada
simples gf_—a deu lugar a derivada covariante relativa a métrica de fundo denotada aqui por
(;). De uma maneira geral todas as equagdes da teorla da relatividade geral sao validas
neste formalismo, desde que reescritas com as alteracdes mencionadas acima somadas
a substituicio de /g por x = \/QW e do elemento de volume d'z por /=7 d'z nas
integracoes .

Segue entdao que se considerarmos 1.3 como lagrangeana para o campo gravitacional

livre, agora reescrita segundo as regras citadas acima como
L =xg* (K§,KE, — K§,K2,) (1.21)

e 1.4 como lagrangeana para matéria, obteremos ao efetuarmos a variacao da agao total

em relacac a ¢* a equacao de movimento
G =R — 1/2Rg,, = —T,..

onde H,, é agora dado pela expressao 1.20 e R obtido através de sua contragao .
Ui resuitado que lorna este esquema interessante é obtido ao analisarmos a questao
da definicao da energia gravitacional. Aqui, através de um procedimento semelhante ao

utilizado na secao anterior obtemos ndo mals um pseudo-tensor mas sim um verdadeiro
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tensor para representar o conteido energético do campo gravitacional [6] . Lste tensor

termn por expressao

_ 5 oL
0V =x0"=1/2 L6 — ——0gun 1.22
1 X 1 / in agaﬁ;ug =Y ( )
e satisfaz a lel de conservacao tensorial
(T.”+9,), =0 (1.23)

Em um sistema de coordenadas cartesianas onde Y% (z) = 0 esta expressio pode ser

escrita como :

(T, +6,) =0. (1.24)

1

Vemos portanto que uma das consequéncias da introducio da métrica de fundo +** é
a atribuicio de propriedade tensorial & grandezas e equacdes que originalmente nao a
possulam.

Este formalismo deve ainda ser complementado por um conjunto de condigoes que
estabelecem a relacdo entre os dois tensores métricos. Como para um dado tensor g+
a métrica v pode ser escolhida arbitrariamente, segue que por representar um espago
plano, a métrica de fundo estard definida & menos de uma transformacao de coordenadas
que envolve um conjunto de gquatro fungoes arbitrarias. A imposigao de um conjunto de
quatro condigdes entre os dois Lensores na forma de equagoes covariantes [8] é suficiente
para fixar a relagao entre eles. A arbitrariedade de definigao destas condigoes auxiliares é
refletida uo tensor momentum-encrgia 0#" que passa a depender da escolha das mesmas.
Este fato torna em um certo sentido iluséria a vantagem deste formalisino, em relagio a

teoria da relatividade geral, em fornecer um verdadeiro tensor momentum-energia para o



campo gravitacional, pois mesmo que o conceito de localizabilidade da energia gravita-
cional esteja agora bem estabelecido um certo grau de arbitrariedade se faz presente em
sua definicao .

Apesar de diferir da teoria da relatividade geral em aspectos essenciais, veremos no
préximo capitulo que este esquema formal aqui revisto é capaz de fornecer elementos
importantes para formularmos uma teoria relalivistica convencional para o campo grav-

itacional e estabelecermos sua equivaléncia com a teoria da relatividade geral.



Capitulo 2

Gravitacao como uma teoria de

campo

Visto como um campo relativistico evoluindo no espago-tempo de fundo que assumiremos
plano, o campo gravitacional pode ser descrito através de um campo tensorial de dois
indices (spin-2) ndo massivo e simétrico 2*’(z} [9, 10, 11]. Um procedimento direto para
exibirmos a lagrangeana que descreve este campo e consequentemente suas equagoes de
movimento, foi desenvolvido por Feynman em sua tentativa (bem sucedida) de mostrar
ser possivel chegar as equagbes da teoria da relatividade geral unicamente atraves de
argumentos pertinentes a teoria relativistica de campos.

Assim, através de mma analogia com a ji bem estabelecida teoria do campo eletro-
magnético partimos de uma lagrangeana formada com todos os produtos quadraticos

distintos possiveis das derivadas de primeira ordem do campo tensorial £* :

LD = a4 (R B ) + b h) + ag(b,, %) + aal 7D, (2.1)
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Para o termo de interagio com a matéria consideramos a lagrangeana dada por :

L(-i) = I/thwT‘W (22)

Se em uma primeira etapa da construgao da teorta nos restringirmos a sua parte linear
desprezando a auto-interagio do campo gravitacional, podemos determinar uma relagao
entre as constantes presentes na lagrangeana acima através da consideragao de que o

tensor TH¥ é conservado isoladamente, isto é :

" =1, (2.3)

Desta forma obtemos a bem conhecida lagrangeana de Fierz-Pauli, quadratica nas derivadas

de primeira ordem do campo h*¥ [12].

LD = 12y g B — by B) + /AR h  — e B7) (2.4)

Esta lagrangeana, invariante sob transformagoes no campo h*” do tipo

h’;,w — E,uu - h_LLU +- é,u,,u + 61},;.“ ( :

[CN]
o
—

nos leva a conhecida equacao de Fierz-Paull para o campo de spin-2:

G =GP hog = [(896) = )0 + 40707 + 20,0, — 85078, — 67070l hap =

Ly pis ey

Dh‘.uu - IE(,‘LJ'U,U) + h,f-t,u + ’Tﬂu(haﬁ!a!ﬁ o Dh) = 0. (26)
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A variacao de forma desta equagao para

Dh’:ru o h'f(,uo.o,i/) + €1 hi,’p:,;/ + €2 hl&ﬁva,ﬁ?#'/ + C3 Dh’f}ilw - 07 (2?)
estd associada a transformagdes no campo do tipo :
Py = oy = Py + Ay (2.8)

Sabemos no entanto. que o procedimento de anular a divergéncia do tensor momentums-
energia da matéria nio pode ser considerado correto uma vez que desta forma estamos
ignorando o fato de que a prépria energia do campo gravitacional deve também agir como
fonte, fazendo com que no processo de interagao da matéria com a gravitacao tenhamos
a soma das energias gravitacional e da matéria conservada. Portanto, o proximo passo a
ser dade na direcao de construirmos uma teoria exata para para o campo gravitacional
é considerarmos esta energia correspondente a auto-interagao que foi desprezada numa
primeira abordagem.

Seguindo uma vez mais o procedimento proposto por Feynman, procuramos pelo ob-
jeto 7., que vai representar a auto-energia do campo gravitacional, exigindo que a sua

soma com o tensor momenturm-energia da matéria tenha divergéncia nula, isto é:

(1 + T('Z)ﬁ“’)‘u =10. (2.9)

Para determinaros 72 partimos do fato que em uma primeira aproximacao esta
auto-energia deve ser escrita através do quadrado das derivadas de primeira ordem do

otencial h#*. Termos deste tipo na equacio de movimento tem origem em um termo da
{
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lagrangeana que é de terceira ordem no campo 2*”, denotado aqui por LB, uma vez que
a0 ser submetido A variacio gera o termo 7 de segunda ordem (aqui denotado por 72y
) procurado:

5L

Ehe

-

£ deve ser constituido portanto, por todos os produtos distintos da forma c(hOhOh)
submetidos ao vinculo

(7™ + 7-(2)#:/)‘” =0,

que nos levard a determinagio das constantes.

Uma outra forma de obtermos £ é através do procedimento usual [13] de efetuar-
mos a variacio da lagrangeana quadratica de Fierz-Pauli em relacdo a métrica de fundo
(Minkowski por simplicidade) de modo a determinarmos o tensor momentum-encrgia as-
sociado 73 que deve agir como fonte para a equacdo linear 2.6. O termo cubico £
presente na lagrangeana que gera esta nova equagao ndo-linear deve portanto ter a forma
genérica de um produto de 7% com h,,,. Desta forma chegamos a um estdgio da teoria
em que os efeitos de segunda ordem da auto-energla do campo gravitacional estao sendo
considerados .

A procura por efeitos de ordern superior é leita de maneira andloga. O termo cubico
£ agora presente na lagrangeana contribul através do processo de variagao descrito com
url tensor momentum-energia 71 de teceira ordem em A*. A nova equagao nao-linear
de movimento deve portanto ter sua origem em umna nova lagrangeana onde um termo
de quarta ordern £ se [az presente. Desta forma somos levados a considerar uma série

infinita se quisermos computar o efeito da auto-interacao em todas as ordens. Podemos

25



portanto escrever que

i (LD 4 £O 4oy =1,
&by
ou,
(B (T{g)w i O =T (2.10)

A série anterior quando adequadamente somada nos leva as equagbes nao-lineares de
Einstein da teoria da relatividade geral que tdo bem descrevemn o comportamento do
campo gravitacional.

Feynman no entanto mostrou ser possivel construir um funcional, que denotaremos
por £F)_ envolvendo derivadas no méaximo de segunda ordem do objeto g, (z) definido
por

gw(:r) = Y1) +hw/(3:): (2.11)

de tal forma que ele desempenhe o papel da soma de toda a série infinita referida an-
teriormente [9]. Isto significa que quando submetido & variagdo com relagao & g,., este

funcional deve fornecer através da equagio de movimento

SL%)

— T, (2.12)

80

tomada em conjunto com o vinculo

SLE) s L)
s - =0 2.13)
( 75 )’U + Lo (ég(,g (2.13)

(que tem sua origem na expressdo 2.9), as equagdes ndo-lineares completas de Einsten.
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O funcional proposto

obtido por Feynman através de um processo construtivo descrito em [9], satisfaz & estes

requisitos, gerando através de 2.12 as equagoes referidas. De fato, temos de 2.12 que

(%) Y=
oL _ &(/—gR) _ T
T/ 0y

ou

(" = R* —1/2Rg* = T*.

O vincuio 2.13 pode também ser escrito como:
T’w”y = 0.

Vemos portanto que as equagoes de Einstein obtidas na teoria da relatividade geral em um
contexto geométrico sio também as equagdes ‘naturais’ para um campo de spin-2 quando
abordamos o problema com as ferramentas usuals da teoria relativistica de campos.
Uma outra forma de passarmos da teoria linear do campo de spin-2 para as equagoes
nio-lineares completas de Einstein, sem lidarmos diretamente com a série infinita presente,

foi desenvolvida por Deser [14]. Através da linearizagéo da lagrangeana de Einstein

V—gR=TR,

.
I et

cousideramos apenas a parte quadratica nas varidveis A* e tomadas como indepen-
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dentes, através da qual construimos a agao

ppss

S = / AR = / d'a [b (15, = T5,,) + 7 (3,18, = T5,15,)] (2.14)

Esta acio que podemos mostrar ser equivalente a acdo construida com a lagrangeana de
Fierz-Pauli 2.4 [12] , representa como j& vimos a teoria do campo gravitacional livre nao
massivo de spin-2 em sua aproximagio linear. Ao efetuarmos a variagao das grandezas

hiv e I'®

%, independentemente (formalismo de primeira ordem) obtemos as equagoes de

campo

Qrzy - 5zrﬁp - Afﬁ(rfﬁﬂ = hm/]a - hua - hua,y - l/zﬂfp.uh’au

it

re o 1joT? -~ 1/20 =0,

Jr 1o,V Vo

que quando combinadas nos fornecem a equacao 2.6 referida anteriormente por equacao
de Fierz Pauli. A inclusdo da nao-linearidade nesta equagao é feita de maneira analoga a
descrita anteriormente; primeiramente computamos o tensor momenturm-energia simeétrico
através da variacio da lagrangeana quadrdtica inicial em relacao & métrica v de um
espaco de fundo plano com coordenadas arbitrarias. Para isto devernos reescrever a agao
2.14 segundo as regras estabelecidas em 1.3 a saber: as derivadas simples em relagao as
coordenadas devern ser substituidas por derivadas covariantes em relagdo & métrica de

ey

fundo ~* e as conexoes ['® pelos objetos de natureza tensorial K9, A acao 2.14 pode
v uv | - e

enbao ser escrita como :

G = / dha [ (K2, — K0,,) + 4 (W, K, — K, 0,) (2.15)

1y YHY



onde

;w \/_h,u,u

K2, =12, - TS,

e

K%, =K%  + T Ko, —To, K8 — T2, K2,

b

O célculo do tensor momentum-energia nos fornece entao
— (R fen o 8
= (K5, K2, — K5, K5, —ow)

onde ¢, é um termo complexo envolvendo a derivada covariante (;) de termos do tipo

produto {#K). Adicionamos entdo & agao 2.15 o termo

v

§ = f e (K2, K8, — K§K5,) (2.16)

que representa apenas uma parte da contribuigio de T 2) para a nova agao que nos dard
as equacées nao-lineares de movimento. Por independer de v# o termo cubico 2.16
adicionado & acao 2.15 ndo ird contribuir para o calculo de T 3) fazendo com que o processo
interativo de introducao da nao-linearidade seja interrompido ja neste primeiro passo.
Para nos certificarmos que este procedimento foi suficiente para gerar a agao completa que
nos leva as equacoes de Einstein, somamos & agiao 2.15 0 seguinte termo que € equivalent

a uma integral de superticie:
f_ A P o » oy -
S = / dai (Ko, = KL, - (2.17)
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A agao resultante pode entao ser escrita como:

S = / B3 + 1) [K2y — Kl + K2, K8, — K§,K2,]. (2.18)
Se identificarmos agora as varidvels
= 00" = T ) = (2.19)

e nos lembrarmos que o termo entre coichetes da expressao 2.18 representa o tensor de
Ricci associado & métrica riemanniana ¢*¥ conforme visto em 1.20, vemos que a agao 2.18

nada mais € do que a agao geométrica

S = fdﬁlav:\/——gg””RW, (2.20)

que como ja sabemos nos fornece as equagdes nao-lineares completas para o campo grav-
itacional que denominamos de equagoes de Finstein.

De posse destes resultados fica agora facil rearranja-los de forma a exibirmos uma teo-
ria lagrangeana para o campo gravitacional de spin-2, formulada em um espago-tempo de
fundo plano com coordenadas arbitrarias, completamente equivalente a teoria da relativi-
dade geral. Cabe aqui salientar que a restricao & num espago de fundo plano € feita aqui
apenas por questdo de simplicidade, estando os casos mais gerals contidos nos trabalhos
originais de seus autores [14, 13].

Vamos considerar entio a seguinte lagrangeana [15] para os campos tensoriais inde-
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Y o,
pendentes e K[,

Ligy = R (RS, — Ko + (7 + R RS, — KIpIC). (2.21)
A partir desta Jagrangeana, construimos a agio :
Stey = “1/?/d4xﬁ(g)- (2.22)

A variacao de 2.22 com relagdio as variaveis citadas nos fornece as seguintes equagoes de

primeira ordem:

6Ly

6/71"“’ - ;w o 1/21&#01/ o l/of(up oY + I{f:u[{ Auﬁ—hp — (223)
oL - 208 L fo con g

Estas equacdes quando combinadas nos fornecem uma equagao de segunda ordem para
favs

GE = —(KK),, + /270 (KK + Qs (2.25)

onde

‘ C(L) _ Dh‘uy + ’Y”yhu,(jn;ﬁ o fll, O. _ h (1. - ( K

1y [E T ojee?

|
o
[

2@1"“/ o _n“whuﬁ[ o3 + h;w [X’T ] H"ff,, — /l'ur‘{(“ -+ }).fjr([\/;jfj’ﬁfau + [\-;}5"[(\,”) +

+ h,'f.ﬁ(”[{;ﬁ - I(Epf\{p‘r’)[&i/) + h‘uﬁ([\,; pr{}’yp ’Yl'.‘(.l'-) (227)
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(KK),, = K5, Ko — KsKD, (2.28)
K. =K},

E ficil mostrar que o lado direito da equagao 2.25 pode também ser obtido através da

expressao

—1 5£(9) _

= Gy

que define o tensor momentum-energia 7, para o campo h*. Desta forma, podemos

reescrever a equagao 2.25 como

GL‘:‘}) = T (2.29)
onde
T = #([{K)W + /27, (KR + Qi (2.30)

o que indica a consisténcia de nossa teoria nao linear.

A equivaléncia com a teoria da relatividade geral é estabelecida facilmente; a adigao
do termo 2.17 (que nao altera as equagoes de campo) a agao 2.22 nos leva a agao 2.18
que comno ja visto é equivalente & agao geométrica de Einstein 2.20 se a identificacao das
variavelis

i = V—gg" = (" YY)

for eletuaca.

Em termos desta nova variavel §*" as equagoes
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2.23 e 2.24 podem ser reescritas respectivamente como:

R,uu - O (231)

G =0 (2.32)

Estas equacgdes sao precisamente as equagdes que resultam da aplicacio do formalismo de
primeira ordem a acdo de Einstein 2.20, fato que estabelece a equivaléncia entre as duas
formulacoes.

A introducio de campos fisicos, denotados aqui por ¢4, interagindo com o campo

gravitacional h#” é feito através da consideracdo de lagrangeanas da forma

Limy = Lmy 10 B 1 oM, 0 (2.33)

A acio total

Stry = S(g) + Oim);

quando submetida & variagio fornece novamente a equagdo 2.24, enquanto que a equagao

2.23 da lugar a seguinte expressdo:

FKEK) = o Sktm)

Ke, — 12K}, —1/2K] » T

i voip

(2.34)

Quando combinada com 2.24 a equagio 2.34 gera a nova equagio de segunda ordemn para

huu .

ij - (‘Hw + \/—’Y S hio ) . (235)
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Sabemos no entanto, que por definicdo o fensor momentum-energia total associado a
lagrangeana

Loy = Ligy + Loy

¢ dado por

Sy 2 6Ly 2 6Lm

T?(T) == 2 — _|—-
’ B GV R LV A I b g

= Ty + Lo (2.36)

Uma vez que, como ja vimos anteriorinente, a fonte correta para ng) deve ser a ener-

gia total TPE'E), segue que por compatibilidade entre as equagdes 2.35 e 2.36, a seguinte

expressao deve ser satisfeita:

Bﬁ(m)_ aﬁ(m) _Bﬁ(m)_ Bﬁ(m)
Ghav S, ) o 0 A"

(2.37)

e L0

A condigdo suficiente para que isto ocorra é que a lagrangeana de matéria tenha sua

dependéncia funcional restrita a forma

Limy = Lomy [7% 402 (3 + 0) 0!, oM | (2.38)

condicio que simboliza o acoplamento universal do campo gravitacional com os outros
campos fisicos.

Concluimos assim que por interagirem de uma maneira universal com o campo gravita-
cional, todos os campos materiais ficam sujeitos a influéncia de uma métrica riemanuiana
efetiva dada pela expressao 2.19. A inexisténcia de matéria neutra em relagao a interagao

gravitacional torna portanto imnpossivel a observagao da geometria de fundo, agui uti-



lizada como um instrumento auxiliar na construgdo desta teoria. Observamos também
(ue mesmo no caso em que as fontes materiais estdo ausentes ndo € possivel detectarmos
a presenca da métrica de fundo v*¥ | observando por exemplo a propagacao de ondas
gravitacionais previstas pela teoria. Isto pode ser constatado facilmente através da es-
trutura da equagio nio-linear 2.29 que descreve a evolugao do campo gravitacional. A
presenca de termos contendo derivadas de segunda ordem no campo do tipo PP b3 DO
tensor 7., que descreve a auto-interacao do campo gravitacional, faz com que as curvas
caracteristicas associadas ao operador G’Lf,) (geodésicas no espago-tempo de Minkowski)
[16] sejam alteradas impossibilitande a observagdo desta geometria de fundo.
Finalizamos este capitulo observando que neste formalismo o objeto 7, que representa
o contetido energético do campo gravitacional, dado pela expressio 2.30 € um verdadeiro
tensor, fato que nos levaria a pensar que esta abordagem alternativa para a teoria da
relatividade geral solucionaria em definitivo os problemas relacionados & definigao e lo-
calizibilidade da energia gravitacional mencionados no capitulo inicial. No entanto, assim
como na teoria bimétrica brevemente resumida em 1.3, isto ndo ocorre pelo fato de que
apesar de 7,, ser um tensor, ele nao é invariante sob as transformagoes de gauge do tipo
2.5, que mantém as equagoes de campo invariantes, {azendo com que o seu valor nao seja
inico. Entretanto este fato nio interfere nas previsoes experimentais da teoria que estao

em perfeito acordo com a leoria da rclatividade geral [11, 17].



Capitulo 3
Gravitacao sem auto-interacgao

Neste capitulo resumiremos uma formulagao alternativa para o campo gravitacional de-
senvolvida por S.Deser e B.E.Laurent [18], que conceituaimente estd bem afastada das
abordagens descritas até agora neste trabalho. O objetivo é descrever a gravitagao atraves
de um campo de spin-2 linear, isto é, sem considerar a sua auto-interagao. Para isto.
tomamos por equacio de evolugdo para o campo livre a equagio usual de Fierz-Pauli 2.6

(JUE TCESCIEVETEINos CoMmo:
G = G hop = Oy — 6 oy + P — T 08 — ¢ 1) = 0. (3.1)
(lomo ja sabemos esta equagao ¢ invariante sob traunsformacoes do tipo
915;:» - (biw = qsiﬂ/ + &,u:i/ + glf‘,ji (3-2)
¢ possui divergéncia idénticamente nula, isto €,

b =0, (3.3)
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Na presenca de fonte devemos considerar a equagao

GH = 7., (3.4)

ey

onde J,,, por compatibilidade com a equacao 3.3, deve tambem possuir divergéncia
nula. Vemos portanto que J,, ndo pode ser simplesmente o tensor momentum-energia
da matéria pois o mesmo so possul divergéncia nula na situacao idealizada em que nao
interage com o campo gravitacional. Uma vez que estamos procurando uma teoria sem
auto interacao o procedimento empregado por Feynman descrito no capitulo 2 nao é o
adequado para construir a fonte correta (com divergéncia nula) para esta teoria.

A proposta sugerida é a de gerar uma fonte com divergéncia nula através da aplicagao

de projetores nao-locais da forma

L, . -
P,u.u = Ypvr — Ea,u.au (30)

sobre o tensor T, que como veremos adiante representa a soma da energia e momentum
da matéria e de sua interacao com a gravitagao.

A fonte mais gerval que pode ser construida através deste procedumento pode ser escrita
como

J;w = (Pﬂ()lpll_ﬁ + pfp,uuﬂfaﬁ + (I‘Puulpaﬁ) j—w'ﬁu (%6)

onde p e g sao constantes.

A equagao 3.4 pode ser obtida através da variacao da soma das lagrangeanas do campo
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gravitacional com a de interagao. Temos:

Ly = Ligy + Loy (3.7)
onde
Ligy = —1/2¢" G (3.8)
c
Loy =172 Jp. (3.9)

A lagrangeana de interagao pode ser escrita de maneira equivalente como
Ly = 1/, T, (3.10)
se definirmos o campo néo-local ¥#” através da expressao :
G = (PuaPop + PPusios + (PpuPas) 8. (3.11)

Apesar de conceitualmente estar bem distante da teoria da relatividade geral, ao in-
vestigarmos a solugdo estatica, esféricamente simétrica da equagao de campo 3.4 com
fonte pontual dada por 3.6, obtemos que para uma escolha adequada das constantes p e
g esta teoria nos fornece o limite newtoniano correto, assum como os valores observados
para os outros testes classicos que a teoria da relatividade geval salislaz. Os valores das

constantes citadas para os quais a afirmagao anterior é verdadeira sio :
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g = L (3.12)

Para referéncia futura, apresentaremos aqui a forma da fonte J,, dada em 3.6 para o
conjunto de valores 3.12 que reproduz os resultados da teoria da relatividade geral para
os testes cldssicos e limite newioniano da teoria . A forma geral para a fonte 3.6 ao
explicitarmos os operadores de projegdo ¢ dada por:

1 . 1 o 1 o
o = T + P+ )T — ET(,uﬁ’ﬁ;V) - qa"}'wT fia;g - E(P + )T+ {3.13)

1

-I-(l-i—q)[j

|
ET s i

O uso dos valores 3.12, reduz esta expressao para:

1. . 1 5 11,
Ty =T — =T i — =T b a1 (3.14)

wid Tt g HaHEH HY

Para o conjunto de valores 3.12 é possivel mostrar também que o campo @, pode ser
identificado ao campo nao-local ¥, definido em 3.11 atraves de uma escolha adequada
do vetor £, que define a transformacao de gauge 3.2. De fato, a substituicao de 3.12 na

equagio de definigao de v, 3.11 nos lornece:

SN}

=
7

1 1
i — Ao I fox I et ) ‘ =
W = []('D(U- o) 0O (GJ TS ¢ :cv;fj;:-!-;u) : ('3‘1'3)
Esta equacio pode ser pensada como uma transformagao de gauge do tipo 3.2 onde £, ¢
dado pela expressao :

1

[e% 1 5 ]' l J‘ C‘:,’j BIE T
éll- - 75'?'1);; o I‘/‘-)'Egbu‘i + Ea(fb soeifdpt (’3 L())
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A condigao pretendida

QS;w = d),u,y
é entao obtida desde que a seguinte relagao seja satisfeita:
] ; 1 /3
(.D;_L a3 + ]‘/2¢,C¥ - E¢ i 0. (317)

Bste resultado nos permite estabelecer uma forma local para a teoria, uma vez que se
utilizarmos a condicio de gauge descrita por 3.17, através da qual os campos sdo identifi-

cados, podemos fazer a substituigio de ¢, por #,, em 3.8, gerando a seguinte lagrangeana

total
Liry = Ligy + Lo + Levy, (3.18)

onde

1 v (L)
Ly = —1/20" G, (3.19)
Ly =1/24"T,, (3.20)
€

Livy=—at +20(8,% — Xu)- (3.21)

A lagrangeana 3.21 introduz através dos multiplicadores de Lagrange a e b os vinculos a
serem impostos na variagao de ,, decorrentes de suas propriedades, obtidas facilmente
de 3.11 .

No que se refere & interagio com a matéria a siuiples analise de particulas interagindo
com o campo gravitacional ja é suficiente para chegarmos ao resultado conhecido do

capitulo anterior, que a matéria fica sujetta aos efeitos de uma métrica riemanuiana efetiva
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dada pela expressao :

Vg™ = =+ ). (3.22)

No entanto, um esquema padrao de interagao que possa ser empregado para qualquer
qualquer campo material se faz necessario. A fim de mantermos valido o principio de
equivaléncia, adotamos o procedimento de substituir a métrica de Minkowski pela métrica
riemanniana 3.22 na agao usual da matéria para obter novamente a agido para a matéria

livre somada & agdo de interacao conforme indica o esquema abaixo:

Syl — Semlgl =

Sy + 9] = Semylv] + 5[] (3.23)

Desta forma temos que o tensor momentum-energia presente no lado direito das equacoes

de campo 3.4 é definido por :
5S0mr = [ @2 Tulg] 60* = 12 [ deTuul +w] 69 = 1/2 [ e[ 56 (3.24)

Por outro lado, da defini¢io usual do tensor momentum- energia simétrico @, através

da variacao da agio em relagao & métrica de [undo temos:
55 = 1/2/ B /=70, 57" (3.25)

A aplicacao desta expressao para o cdlculo do tensor momentum-energla simétrico asso-



ciado & matéria e sua interagdo com o campo gravitacional nos fornece:

85y = 1/2 [ A=y O 4. (3.26)
Devemos portanto ter:
CH (3.:27)

Este resultado indica que, como citado no inicio deste capitulo, o tensor momentuni-
energia presente na fonte J,, contém também a contribuicao de energia proveniente da
interacao da matéria com o campo gravitacional.

Para concluir observamos que por termos eliminado a auto-interagao da teoria, gue
como vimos no capitulo anterior é responsavel pela incluséo de termos na equagao de movi-
mento capazes de alterar a estrutura dos cones de propagacdo do espago de Minkowski.
os gravitons nio sdo sensiveis a métrica efetiva riemanniana 3.22 .Por consequéncia a
evolugio da radiagao gravitacional ocorre no espago de fundo plano e pode ser em principio
utilizada para a construgao de um sistema de referéncia global mesmo na presenca do
campo gravitacional, fato que evidencia a grande diferenca desta teoria em relagao a

teoria da relatividade geral.



Capitulo 4

A variavel Aaﬁ P

4.1 Propriedades

A partir desta secdo iremos considerar A.g, a varidvel fundamental para descrever a
interacdo gravitacional. Por definigdo este tensor de terceira ordem ¢é anti-simétrico no

primeiro par de indices,

AO,’@“, - —/—lgau (41)

e possui o trago de seu auto-dual nulo:

Ar S =0. (4.2)

ad

Usamos aqul que

A* B page
A-aﬁ = Nappe A"

Assim definida a varidvel A,g, possui vinte graus de liberdade . Como foi mostrado
iy
em [19, 20}, (ver comentdrios nesta se¢do ) esta variavel contém dols campos de spin-2

independentes.
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O contato com a representaciao usual dos tensores simétricos de dois indices utilizada

nos capitulos precedentes, é estabelecida através da definicao das relagoes

Cfbi“’ - A(uc v);e + T]A(#-iu} + gﬁip;pﬁrut/y ('13)
;| _ * 30
Buv = A(p.pu) ] (1‘1)

onde A, = A¢_ . O traco da equagio 4.3 nos fornece:

¢ =2(2¢ 49— A", (£:5)

E conveniente definirmos agora para uso posterior o tensor simétrico by, como:

h;.w - q');w - 1/2 Qi)’)/uv' (46)

Com o auxilio das definicoes anteriores, h,, pode ser relacionado a varidvel Az, através

da expressao:
€ Az .
huw = AgS ye + 1Ay + {1 =1 = A Wy (4.7)
Neste trabalho estaremos considerando apenas um dentre os dois campos de spin-2 pre-

sentes na variavel A.g,. Se optarmnos por eliminar o pseudo-tensor definido em 4.1, o
seguinte vinculo deverd ser considerado ao longo do desenvolvimento da teoria:
P = Ay, =), (1.8)

pprh

Se multiplicarmos esta equagao pelo simbolo de Levi-Civita obteremos apos alguns caleulos
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a seguinte expressao:

Q(A/\(xu;ﬁ + Ace,ﬁu;,\ + Aﬁ,\ i{,cr) = 6;1[1[@\] + 65‘4['\0‘] + 6,1-(“4'[“#3}' (49)

Aqui temos:

. 4 /
A,\a —_ A,\ e f"-,\',cx-

Podemos agora mostrar com o auxilio de 4.9 que a imposicao do vinculo 4.8 implica na
reducdo de A,p, & representacao usual através dos tensores simetricos de segunda ordem,
isto é, na existéncia de nm tensor simétrico y,, tal que a varidvel A,p, pode ser escriba

CoOmo
Aper = Xofpse] TT X[p:’\;f\%]v T8 X [ Vel (4.10)
onde r e s sac constantes.

E ficil mostrar usando 4.10 que

A[W’J = —QT(X['U"\;}\W]). (411)

A substituicio de 4.11 no lado direito da igualdade 4.9 juntamente com o uso adequado
de 4.11 em seu lado esquerdo nos leva a wina identidade. Os tensores ¢ e Ny podem

entao ser relacionados usando as expressoes 4.3 e 4.10

gb,'uz - 2DX}LV + [T —1 + ’?U + 3r”X{,‘f;u);[ +
+ s — (1 = 38) ]\ + [=2r + E(L+ 3]+ (4.12)
— (254 (1 = 35)]0x Y. - (4.13)



Se escolhermos a seguinte relagao particular entre as constantes

N T B ) .
SRR T A

ficamos com uma expressao simplificada ligando os dois tensores de segunda ordem em
questao

buv = G0 %ap (4.15)

onde G2 é o operador de Fierz-Pauli de divergéncia nula definido em 2.6:

GoP = (69670 - §°VOV, — §2VPV, + 4, VOVP — 7,77 0). (4.16)

4.2 Teoria tipo Maxwell para A .3,

Com o objetivo de estabelecer uma dinamica para o campo gravitacional descrito através
das varidveis Ays3,, construiremos o campo tensorial Cygyy a partir de derivadas do ‘po-

tencial” Aqgy :

CO‘.BW) = Fﬂ’ﬁlﬂ/ + '1/2‘4(0“}7.3.& + 1/2‘4(3#)7&!/ - ]-/2‘4(;31))’;"&“ - 1/2/1(0;;)7,81/ 'E‘(“ll?)

+  2/3A% s Vape-

Nesta expressao temos:

F‘nzﬁ,uu = ‘4(&/5[_{(;1/] + A el (‘il . 18)
A av T A‘or‘\ v T A r'.: Ry (419)
nilgr,ﬁ,‘_.‘.i/ = ’YOI;U-A,{,GU — h['CH/,Yﬁ}.L' (4_20)
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De posse deste objeto podemos definir uma lagrangeana para as variaveis Aqg, com forma

semelhante & utilizada para descricio da interacao eletromagnética [19, 20, 22, 21]:

L= /7 1/8C5,,C*F. (4.21)

A equacao de movimento associada pode ser entao escrita como

Cober =0, (4.22)

ou explicitamente em termos das varidveis A,g, pela expressao:

DA&)@# _ Aaﬁe;s + 1/214[&{”;5;;/‘/5]” 1+ 1/2/_1[04#.5:6 ;5] +

+1/20AFk L1 j24x Byele Loy o alewfl 27347 4*Pr = 0, (4.23)

A invariancia do tensor C,g,, sob transformagoes do tipo

Acpu = Alg, = Aasy + Wage — 1/2W,o0m +

+ 129, Wy o (4.24)

onde W3 é uin tensor anti-simétrico arbitrario | juntamente com a hipétese que Az, nao

possui traco, possibilita a simplificacao da equagao de movimento 4.23 para a lormas:

DA’ ,, = 0. (4.25)

Uma detalhada analise dos vinculos da teoria no contexto do formalismo hamiltoniano fot

entao cfetuada [20], gerando os resultados que resumiremos a seguir.
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A aplicagio da decomposicio convencional espago-temporal (3 + 1) ao tensor Aug,.

nos possibilita definir suas partes irredutiveis como:

p = Ao (4.26)
& o= A% (4.27)
v o= Al (4.28)
By = Ao (4.29)
ay = Ak (4.30)
Ay o= Awaen™, (4.31)

onde

Aiir = Aiji + 172 6 4%0.

A partir destas varidveis podemos dar sequéncia ao estudo da estrutura de vinculos e
estabelecer a hamiltoniana para o sistema. Como resultado desta elaborada andlise [20]
obtemos que a hamiltoniana contém a dinamica de dois campos de spin-2, fato que pode

ser constatado através do procedimento que segue [21]. A fixacao de gauge,

& = 0 (4.32)
B; = 0 (4.33)
ol = 0 (4.34)
AT =0, (4.35)

48



nos leva a escrever as equacoes de movimento 4.25 na forma:

Da,-j =0 (436)

DA,'J' = 0, (4.37)

Se expandirmos as variaveis ay; e A;; em ondas planas através das expressoes

ai; = Qiexp—iky2” + Q7 expik,a® (4.38)
Ay = Rijexp—ik,a” + R expik,z” (4.39)
(4.40)

e considerarmos a propagagao das frentes de onda ao longo de uma dada diregao espacial.

¢ possivel decompor a onda em suas partes irredutiveis
Q: =Wu +1Un

Rj = Ry + i Ry,

cada uma contendo helicidade Lo,

A andlise quantica desta teoria [21] confirma o resultado que de fato estamos na
presenca de dois campos de spin-2 com energia de sinal oposto. A eliminagao de um
destes campos como ja comentarnos anteriormente é possivel alravés da imposicao de um
vinculo adicional a varidvel A, g, [20]:

Y=0. (4.41)

/ A
o3
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Fste vinculo de cardter mais restritivo que o apresentado em 4.8 reduz-se a ele no caso
em que

A%, =0

B
A& ‘u;.l

L

Como foi mostrado em [20], a introducio deste vinculo de maneira adequada a la-
grangeana 4.21, reduz o nimero de graus de liberdade da teoria a dois que é o resultado
esperado para um campo ndo massivo.

Convén ainda destacar a possibilidade de contru¢io de ursa teoria do tipo Fermi-

Gupta-Bleuler para as variavels A,g, [21]. A consideragio de uma lagrangeana do tipo

2

L = 1/8Capu % + 3/4(A%* Y, (4.42)

emn estreita analogia ao caso eletromagnético, nos fornece através de analise de sua estru-
tura quéntica resultado idéntico ao obtido através da abordagem maxwelliana.

Na representacio dos tensores simétricos de dols indices, a equacdo 4.23 pode ser
reescrita com o auxilio da relacio existente entre as duas varidveis definida pelas equagtes
4.3 e 4.4. Supondo agora que ¥, = 0, o uso de 4.3 apds derivarmos e simetrizarmos
adequadamente a equacao 4.23 nos fornece:

43 —1 3642
p + 3 o £

O ap (GE i#—) s T —
¢ ¢ +3(2§+nf1)‘ 6028 +n —1)

Opy™* = 0. (4.43)
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Tomando o trago desta equagao obternos:

2026 +n-1)

06 - ==

LEg =0, (140

L

A relacio 4.3 quando tratada adequadamente nos fornece uma equacio idéntica a 4.44
indicando que o traco da equagao 4.43 é nulo. Como o proximo passo no desenvolvimento
da teoria é a introducao da interacao do campo gravitacional com a matéria, o resultado
citado impée uma restricio (trago nulo) a fonte a ser usada para a equagdo 4.43. Este
fato esta relacionado ao uso do tensor Cygyy , que possui trago nulo, na lagrangeana 4.21
que define a dinamica da teoria.

Somos levados portanto a considerar a seguinte lagrangeana construida a partir de

objetos que possuem trago ndo nulo para descrever uma teoria linear para a varidvel

Acpu:
A
L= /=7 (1) 16Fapu FoO% & S Eu P 4 2 F7), (4.45)
onde
podur o qedluel o puvleis) (4.46)
Fovo= A = ) Alsiv) (4.47)
Fr=—4Ar . (4.48)

Da delinicio apresentada acima para o tensor F*% temos que as seguintes propriedades
de simetria

Fnﬁ;w — _l?ﬁ(_y;w - "F'a,t?u,u - -F;u/cxﬁa (Al!]-q)
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juntamente com a propriedade ciclica

rFaﬁva + Fa;u/ﬁ + Fay;_?;,t = 0, (450)

sao satisfeitas.
Com o objetivo de verificar se uma identidade tipo Bianchi é satisfeita, efetuamos a

derivacao ciclica nos dois tiltimos indices de F*P# obtendo:

Fﬂlﬁ,u,u;,\ + Faﬁu,\;ﬂ + Fag.\ugv - (A,uua;‘\ + Avf\a;,u. + A)\ua;v);ﬁ

- ( iy ,‘\+Av/\ u+A\u u); . (4'51)

Segue portanto que a identidade em questao é verificada se tivermos,

pr \+AV\ ,u.+A\,u_ W 0! (452]

que como facilmente pode-se mostrar é uma forma alternativa de expressarmos o vinculo
4.41.
No que se refere & simetriainterna do campo #'*?#*devemos observar que ao efetuarmos

uma transformacdo em A,g, do tipo

/l‘)'.‘j.u(l') = Aufju( ) - /lfklﬂu(:r) +A;/ﬂp.ZO‘ - ,Yﬁﬂzﬁ, (453)

o tensor IF*% go translorma como:

-Fﬂfﬁuv(w) - F’mw( ) = F‘}ﬁﬂ-l/(a’.) - ﬁfﬁ’ﬂZ(ﬁ;V) +713;:-Z(Q;U) +7auZ(ﬁ;;t) - ’Yﬁuz(u;oz)' (/L-54)

it
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Para que esta transformagio seja uma simetria de [yp,, o vetor Z, deve satislazer a
equagao

Zyso + Zu = 0, (4.55)

que imediatamente reconhecemos como a condig¢do que caracteriza 7, como um vetor de
Killimg da geometria de fundo que supusemos minkowskiana.
Vamos agora estabelecer as equagdes de campo que decorrem da lagrangeana 4.45.

Para isto consideramos a agao:
S= / d e /=7 (—1/16 Fup,u F*P" + %FWF”” + %Fz). (4.56)
Sua variacao pode ser escrita como:
58 =1/2 j B o/ (=1 JhF o, 6 0% £ ONF, 6 F* + 20 F§F).  (4.57)

Utilizando as equacoes de definicio 4.46, 4.47 e 4.48 expressamos 4.56 em termos da

variagao da grandeza fundamental A.z,
55 — 1/-2] /= o AP, (4.58)
onde temos

er/’)’_u = Fjorﬁ,ur/;u - ?'A(];:'yp:;ﬁ' - ];‘f)'_u.;or + P:HE;(’}’C\IJL - lrﬁre;c,\/t‘?p) + (LJ‘59)

—4.0'(]3,ﬁ’70u - F,orh/ﬁu)'
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A equacio de campo é entdo obtida através da condigdo de extremo que resulta em
Qup, = 0. (4.60}
Expressa em termos das variaveis dqg, temos:

DAaﬁM_*’i w T A

adv A8 2A(A 8 A = Ay + Apure T (£61)

,uu[ar [om',u ,ua[cv i3]

-+ ‘A[Olo'f:a;ﬁ')/ﬁ].'-'- -+ A’\ [a")/'g -4 0 A R’Yﬁ ) + 160’(A_'\;)\m{,_},a'u _ ‘4/\;'\;57&”) = 0.

E facil verificar que a divergéncia *: u° desta ultima equacaoe se anula idénticamente,
1

4.3 Interagado com a matéria

Se escolhermos um termo do tipo

_ /dﬂtz\/_—,”aﬁujqaﬁuj (4.62)

para representar a interacio do campo gravitacional descrito pela variavel Aap, com a
matéria, vemos de imediato que a fonte deve possuir as mesmas simetrias do campo. O
tensor Jag, sera construido através de uma combinagao adequada de derivadas de um
tensor de segunda ordem S,,, cuja relagao com o tensor momentum-energia da materia
T, sera cslabelecida a seguir. Deverd tambem possuir divergéneia nula, por questao de

compatibilidade com as equagdes lineares de movimento 4.61:

JoP =0, (4.63)



A expressio mais simples para a corrente que satisfaz estas condigdes é dada por:
- oA - :
2 pew = Jufuse] <~ 2 [sn Telw + 1/265,[,.;”/5]1/- (4.64)

A substituicao de 4.64 em 4.62 nos foruece:

Sty = 1/2] d'2 /=Y (Sufusd — S ¥y + 11265 [u7g ) A (4.65)

Se passarmos as derivadas que atuam no tensor S, para o tensor Aug, desprezando os

termos de superficie obteremos:
Sy = 1/2] A2/ S (Ao’ = Al + EA M) (4.66)

Através de 4.3 identificamos o termo entre parénteses como sendo o campo ¢,,, apenas
com a restricio n = —1, necessaria para que a lei de conservagao 4.63 seja vélida.

A identificacdo de S5, diretamente ao tensor momentum-energia da matéria 7., isto

(D~

S =T, (4.67)

femn por consequéncia que o termo de interagao resultante

Sy = 1/2 / Ao /=7 T = 12 / 4/ (hpy — L[ 2hog,0 ) T (4.68)

nada mais é do que o acoplamento convencional da maléria com a variavel simétrica de
dois indices usada para representar o campo gravitacional.

O exemplo da interacio com o campo escalar € adequado para ifustrar as 1déias apre-
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sentadas. Suponhamos um campo escalar ¢ com lagrangeana dada pela expressao
Loy =112/ =710u0.7", (4.69)
através da qual estabelecemos a agao :
Sty = 1/2 f R P (4.70)
Da definicao do tensor momentiun-energia
55 = 1/2 / 4120, 64", (4.71)
aplicada a acdo 4.70 temos:
Tow = 0P — 1/20 30,7 Yau- (4.72)

A acio de interagio do campo escalar com o campo gravitacional na representagao dos
tensores simétricos de dois indices ¢ dada por 4.68 de modo que a agdo total pode ser

escrita como:
S =8t 5h = 1/2./ Ao/ —v o w0 7+ '1/2/ d' e/ (b — 1/ 207 )T (1.73)
Mostra-se [dcilmente que o termo de interagao 4.68 pode ser colocado na forma:
Sy = 112 / A/ B (T — 120 4,,). (4.74)

O uso de 4.72 nesta expressio nos leva ao resultado final para a soma da agao do campo
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escalar com a acao de interagao:

§=5p+50 = 1/2/44-?%#7 (Y + h") Coups - (4.75)
Se efetuarmos agora a identificagao

V=gg" = V=7 (7 R, (4.76)

podemos interpretar o processo de interagao com a matéria, representada aqui pelo campo
escalar, como uma alteragio da métrica de fundo considerada aqui como sendo a métrica

de Minkowski. A matéria representada pela agao
S = 1/2/ dqu —99" w5 (4.77)

estd sujeita & presenca de uma métrica riemanniana efetiva g, caracterizada pela metrica

de fundo e pelo campo gravitacional através da expressao 4.76.

4.4 Formalismo tipo Maxwell com interacao

De posse do termo de interagao 4.62 escrevemos finalmente a agao total que gera a teoria

linear para o campo gravitacional na representacio da varidvel de trés indices Aqp,

§ = Sy + Sy = 1/2. [ B )= (1 By P 4 A B+ 0 %) +

_ / B2/ Sy AR (4.78)
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A variacao desta agdo nos fornece a equagao de movimento,

l/gﬂaﬁ,u = JafFu, (479)

onde 2,3, é dado pela equacido 4.61 ¢ a lonte Jap, pela definigao 4.64.

Nosso objetivo agora é analisar esta equagdo na representagdo usual dos tensores
simétricos de dois indices.Para isto usamos novamente a equacao 4.7, que estabelece a
ligacio entre as duas representacoes em cada um dos termos da equagdo seguinte que é o

resultado da derivacao e simetrizacao adequadas da equagao 4.79:

Q(ﬂﬁu};ﬁ = zj(aﬁn);ﬁ' (4.80)

O termo F*%#"  presente em 4.59 apés longa manipulacio algébrica, adquire a seguinte
w P p g g q g

forma na nova representagdio:

F(cvﬁ,u.)l/;u;ﬁ = Dh’a’# — h(a;y 1) —
1-¢-7 1-¢
— Yo O o = 0. 4.81
51— -2y et T T e (4:81)
Para o termo em A da equagao 4.59 obtemos:
- 2)\(}:‘(\;1,,6 - Ir_,ﬁu;a + -F}3c;£f}’au - ﬁjﬂ\*ﬁ;c":{’,[?#);ﬁ =
E+n—3 2 —

= WM —Ohgy + b oy — = Oy — ————h ). 1.82
(=Ohan + e oy = 577 gy 7 e Ty g el 1182)



Finalmente, do termo em o segue a seguinie expressao:

8o
e (B~ ORYay) - (4.83)

_4‘7(1?,57&#'—‘{?,073#) glfﬂ—zé

Coletando estes resultados a equagao 4.80 pode finalmente ser escrita como:

2 ‘ .
Dhay — hlapsy” + Mb gy + NOhya, = 1—_T)KJ(aﬂn)'ﬁ' (4.84)
onde
£—14+4)+80 2M

M = : 4,80
(2@ 1) (4:89)

1—£&—5n—6A4+2A 2An — 16
v = Lo e n = BAF 2N+ 24y = 160 (4.86)

21 —n-2%)(2 1)

Na auséncia de matéria, o traco desta equacao deve ser compativel com o valor

h‘.\\c . 1 77’1_6 Dh

e = m ; (4.87)

obtido & partir da relagio 4.7 que faz a ligacdo entre as duas formulagdes. Mostra-
se facilmente que isto é verdadeiro se os parametros presentes nas constantes M e N

satisfizerem a seguinte relagao :
o + 84— 1 =0 (4.88)

Se tivermos por objetivo identificar a equagio 4.34 a ja citada equagao de Fierz-Pauls
2.6 ustalmente empregada para representar o campo de spin-2, entio seu lado direito que

representa a fonte deve ser o tensor momentus-energia da matétia conlorme definido em
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4,71 . Devemos portanto ter:

2
1—2Xx

Jiwin)? = —2T . (4.89)

Uma vez que consideramos J,g, como dado pela expressao 4.64, existe una relacao

enire os tensores Ty, € S, expressa por

2
™ =—7—5 Gos 577, (4.90)
onde o operador G é dado pela expressao:
5 n—1
gg;z = [6355‘[] + %éguva]vp — YV, + 67pa(vavn _ ,Yozu-D”_ (4.91)

Lembrando que a acio de interagdo comn a matéria é dada por
—/d4$\/_—”§JaﬁﬂAaﬁ“,
a substituicio de 4.64 nesta equacgio resulta em
Sy = /d 2/ 7 5 b, (4.92)

01

S = [ diey L2065 T (4.93)

- . , -1 ) S
se utilizarmos a relacao 4.90. O simbolo (§)  deve ser entendido como a funcao de Green
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associada ao operador G. Esta dltima expressio pode também ser escrita como,

Sy = /d“x\/-—y T M, (4.94)

se definirmos o tensor simétrico myg através de:

£
Mpe = —(1 — 20)( E&u) Por- (4.95)

Como visto anteriormente, o efeito da interagao do campo gravilacional com a matéria
é o aparecimento de uma geometria riemanniana efetiva g** dada por 4.76 que para a

situacao fisica que acabamos de descrever é dada por:

V=" = V= (" +mM), (4.96)

Vemos portanto que a teoria linear para as varidveis A,g, em interacao com a matéria,
gerada a partir de uma analogia ao esquema de Maxwell para o eletromagnetismo através
da acio 4.1, resulta em uma teoria ndo-local quando analisada na representacio usual das
varidveis simétricas de dois indices. Esta ndo-localidade se manifesta na geometria que
efetivamente é percebida pela matéria que interage com o campo gravitacional conforme
indicam as equagoes 4.95 e 4.96. No entanto, existe a possibilidade de reformularmos
a teoria de modo a eliminarmos o carater nao-local da métrica ctetiva 1.96 através do
procedimento que detalharemos a seguir.

Conforme observado no inicio deste capitulo estamos considerando apenas umn dentre
os dois campos de spin-2 disponiveis na lormulagao que considera a variavel A,z, como

fundamental. Este lato se traduz matematicamente na consideragao do vinculo 4.8, que
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como ja vimos tem por consequéncia direta a possibilidade de expressarmos via equagao
4.10 a variavel Aup, através de uma combinagio adequada de derivadas do tensor ..
Vimos que este tensor estd relacionado a varidvel ¢, definida em 4.3 através da expressao

4.12 que reescreveremos na forrma

b = 267 s, (4.97)

onde o operador G é dado pela expressdo:

. —147(1+3
Gap — goesfo 4 ? +g( F) o0, +
2¢ —2p{1l —3 —2p+£{1 +3
+2 ng( D 05,9 4 L i{ PLovve g (4.95)
- (‘7 )'Y ﬁf?huf'_‘l'

r]

Temos também que da equagio 4.95 segue que a relagio entre os tensores @, € Map

pode ser expressa CoIno

1

R

G map, (4.99)

onde G ¢ dado pela expressio 4.91. Io possivel portanto estabelecermos a igualdade entre

~

os operadores G e G se fixarmos o conjunto de parametros (r,s,17,€). Como resultado

obtermnos que para os seguintes valores dos parametros,

n = -l

¢ = 4 (4.100)
po= 0

s = —1/2
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temos a igualdade:

6P = G = 52600 - 50VIV, + 4970V, V) 470 VIV =4y, 00 (4100)

Este [ato traz como consequéncia imediata a identificagio das varidveis Yag € mag através
da expressaoc:

Mg = —2(1 — 2A)xas- (4.102)

Por outro lado, a equacio de movimento 4.84 pode ser reescrita para a variavel ¢, com

o auxilio da expressao 4.6 como

O gou — opny” + (1~ M) — (1/2+ N) B dyon = 7— \J{aﬁu) ; (4.103)
ou
~of3 2 A ‘
G $ap = Tyl (4.104)
onde
Gl = 53600 — 80VIV, + (1 = M)V, VY, — (1/2 4+ N)y*Pa,.0. (4.105)

Para o conjunto de valores dos pardmetros dados em 4.100 os coeficientes M e N presentes

ern 4.103 e definidos pelas equagdes 4.85 ¢ 4.86 sio escritos como:

Ro 44X — 2AE + 3
6(1 — 2A)

M= (4.106)

160 4+ 4N — QA + 3
N = . 4.107
12(1 — 2) (4.107)




Lembramos ainda que exigimos que na representacao das varldvels simétricas de dois
indices a equacao 4.103 seja a equagao usual de Fierz-Pauli para o campo de spin-2, fato
que se concretizou com a identificagao da fonte lfﬁJ(am);ﬁ a0 tensor momentum-energia
da matéria T, através da equacao 4.89. A consequéncia imediata desta escolha, como ja
visto, é o termo de interagao 4.94 envolvendo o campo nao-local myg.

Formalmente a situacao se apresenta semelhante a discutida no capitulo 3 onde uma
escolha de gauge adequada possibilitou a formulagio local para aguela teoria. Aqui uti-
lizaremos ndo uma relagdo de gauge, mas sim a relagdo existente entre os campos ¢, e
m,., construida através das equagoes 4.97, 4.99, 4.101 e 4.102 que nos possibilita reescrever

a equacao 4.104 da seguinte forma:

Geo G s = —2T,,.. (4.108)

po

A matéria continua sujeita aos efeitos da presenca da métrica efetiva

\/_—gg.w — \/T";’(’YW + mulf)’

que agora devido a reestruturacio eletuada na teoria, assume um carater local e é per-
feitamente determinada pela solucao da equagao 4.108.

£ unportanie observar que a fonte J,g, desta teoria tipo Maxwell para A.p, ¢ uma
fun¢ao niao-local do tensor momentum-cnergia 7, como [dciluente podemos ver se us-

armos a expressao .90 reescrita como

SP7 = (1 —2NEM) T, (4.109)
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na expressao 4.64 que define a fonte Jyg,. Este fato ¢ uma consequencia direta de exigir-
mos que T# seja a fonte da equagio de movimento na representacdo usual das variavels
simétricas de dois indices (equacao 4.103 para é,, ou alternativamente equacao 4.108 para

my, ).

4.5 Teoria tipo Podolsky para 4 .3,

Na secio anterior vimos que a teoria formulada para as variaveis de trés indices Aggpp-
em analogia & teoria de Maxwell para o eletromagnetismo, possui como fonte uma fungao
nio-local do tensor momentum-energia da matéria. Este resultado pode ser considerado
como uma consequéncia direta de exigitmos que a equacao de Fierz-Pauli 2.6, com fonte
dada por T, seja a equagio de movimento na representacao usual das varidvels de dois
indices. Nesta segao ao contrario, ao abrirmos mio de considerar a equacio de Fierz-Pauli
citada como a equacdo de evolucio na representagao de dois indices e exigirmos que a
feoria na representacio de A.g, seja local, obteremos como resultado um ‘cenario’ capaz
de generalizar a teoria proposta por S.Deser e B.E.Laurent que resumimos no capitulo 3.

O principio que ird nortear o nosso desenvolvimento nesta segao & o de que a teoria
em termos da variavel fundamental A.g, devera ter carater local. Assim, dado que a agao

de interagdo tem por expressao

JSr(!') - — /\d‘l.'l',' v J(-_yﬁMAaﬁu,

iremos supor que o tensor Jus, ¢ uma fungao local do tensor momentum-energia da

matéria. Como j& visto, a expressio mais simples que possui divergéncia nula e as simetrias
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do campo é dada por:
2 per = Topusd = Ty ¥ + 1/26T e (4.110)
Como lagrangeana para o campo gravitacional livre vamos considerar a expressao
Ligy = VA (—1/16Fagun FoP* + ;FW:,\F“”;'\ + %E,\F“‘), (L111)

que representa uma generalizacao da lagrangeana tipo Maxwell dada em 4.45, que passa
a possuir derivadas do tensor F@uv,

Umea generalizacao deste tipo para a eletrodinamica foi desenvolvida por B. Podolsky
[24] resultando em uma teoria com equagdes de campo de quarta ordem que se apresentou
satisfatéria no tratamento de problemas ligados a divergéncias no eletromagnetismo.

Neste trabalho nac entraremos nas discussoes usualmente associadas a estas teorias.
que por possuirem derivadas de ordem superior tem sua validade questionada [25]. Como
jé dito, limitaremo-nos a apresentar um esquema coherente que generaliza a formulagao
apresentada no capitulo 3.

Para isto construimos a acio para o campo gravitacional com o auxilio da lagrangeana

4.111:
S(g) — 1/2 / d..l r ,——_Af (__ I/SF&!'jFLU;/\_F&ﬁILu;,\ 1 /\jf'iﬂugl\Fuu;/\ 1 G'F',\I?"\ ) (/}:- ].12)

A variagao com relacao a varidvel A,g, desta agdo somada & agao de interagio 4.62 nos
fornece:

85y = 1/2 /ff‘-r\/ﬂ(ljﬂagﬂ — Jaga)8 A0, (4.113)
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onde

Q-’JIBM - _Fﬂﬁ#ﬂ;u + zA(Fﬂ#;ﬁ o Fﬁu;a + Fﬁf;c’)’a’u - Fae;(vﬁ,u) + (‘1114)

+4U(Fﬁ7aﬂ - F,ﬂ7ﬁ#)'

Se comparado ao resultado da variacio total 4.79 para a teoria tipo Maxwell que de-
senvolvemos na tltima secao observamos que a alteracao decorrente da utilizacao da
lagrangeana generalizada 4.111 é a presenca extra do operador d’alembertiano atuando
sobre a expressio 4.59 que sofreu uma mudanca de sinal em todos os seus termos.

Procedemos agora da mesma maneira que na segio 4.2; estabelecida a equacio de
movimento para as variavels A,g, através de 4.113 partimos para a andlise da mesma na
representacdo das variaveis usuals hy,, com o auxilio da relagio 4.7.

O primeiro passo é explicitar a varidvel Aag, na equacio de movimento que decorre

de 4.113:

- D[DAaﬁu - Aoeﬁ:;/y v T Apia’ B8l 2)\(}1[&0;0 0] -+ ALW[G;U 581 +

prfo

— Afcawye + Agiyio + Alaoe” Vgl A.\;A;[aﬂfﬁ]u + OA@Ya) (4115)

‘+‘ 160—(}1)\;)\;&7'6;4 - A/\;z\;ﬁf}/au] = JO!;G!L'

A utilizacao da relagao 4.7 em cada um dos termos acima nos leva {inalmente a equagao

de movimento para a variavel h,g:

D(Dha,u - h(cx,(i;u);ﬁ + ﬂ/[h,ag,u + IVDh’}fa;z) = W:“‘l’z](mju}’ﬁ. (:L} If))
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As constantes M e N sio as mesmas presentes na equagao 4.84 e sao dadas pelas expressoes
4.85 e 4.86 respectivamente. E conveniente reescrevermos a equacio 4.116 da seguinte

maneira:
1 2

Dh’au, - h(aﬁ;#);ﬁ + ‘!‘Wh',(x;gg + j\’rDh’}’au - - ( 2)‘

J(Otﬁu ) ('L.ll?)

Uma vez que a fonte J.p, é dada pela expressao 4.62, o lado direito desta equagao pode

ser escrito como:

2 1 e .
Jop = 2)‘ 1 J(agﬂ) (4.118)
jaﬁ = 5y — IE(T#Q;A’ —T,u,,\a +7]Ta/\u WT,\E’ T Yeap +§T,cr;,t.'.—€j—',)\' ﬂr’fom)' (41'19)
Para os valores , n = —1, ¢ =0 e A = 1 esta expressao assume & forma
_ 1 art T A T 1Ase L
Joy = E( o ek ) Tt L fﬂf#)v (4.120)
ou ainda,
1 o
Jop = Loy — EIT("‘A ot T,\E Vo (4.121)

Com a fonte dada por esta expressao a equagao de movimento para o campo gravita-

cional 4.117 se escreve como:

1 I /\
_'F(ch

1., ..
= + =T Yo (1.122)

Dhay — h(aﬁ;u);ﬁ + Mhby + NOhvyay = Tay — w) T o

Recordando a teoria resumida no capitulo 3 [13], tinhamos que a fonte mais geral que

possul divergéncia nula é dada pela expressao 3.13:

. 1.
Jaw = Tap+ P+ q)7enT — Ef(a,\'A;xc) +
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IR P Lo e L . Lo
Jr(l + Q)EEI g e T (['lj”(cwfl\e'\’ - E(P + Q’)T,a;u- (4-i23)

Ao compararmos esta expressio a fonte 4.121 obtida acima, verificamos que sao coinci-

dentes para a segninte escolha dos parametros p e ¢:

p = 1

¢ = —1. (4.124)

Este conjunto de valores difere do conjunto 3.12 utilizado para reproduzir adequadamente
os $estes classicos. No entanto, é possivel mostrar que para o conjunte acima, os resultados
fornecidos pela teoria referentes ao limite newtoniano, desvio dos raios luminosos e valor do
‘red shift’ se mantém idénticos aos que coincidem com os valores da teoria da relatividade
geral, havendo apenas uma diferenca quanto ao valor da precessao do periclio.

Vemos portanto, que ao formularmos uma teoria linear e local para as variavels Aaps,
através de uma lagrangeana inspirada no formalismo de Podolsky para a eletrodinamica.
obtemos na representacio usual de dois indices uma teoria nao-local semelhante a apre-
sentada em 3. L& mostramos que pela escolha do termo de interagao o tensor momentum-
energia empregado na fonte de cardter ndo-local, possui nao s6 a contribuiciao energética
da matéria, mas também da parte relativa a sua interagao com o campo gravitacional. Por
este motivo a equacao de movimento 4.122 considerada em conjunto com a equacao de
movimento para a matéria constitueni-se num sisterma nao-linear acoplado. £ mmportante
enfatizar a inexisténcia da auto-interacio gravitacional nesta equagao.

Podemos entao distinguir dois tipos de contribui¢do presentes na fonte do campo
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gravitacional dada pela expressao 4.121. A primeira, expressa por T, € uma contribuicao
local que representa a infiuéncia em um ponto arbitrario P da energia e momentum da
matéria e sua interagdo com o campo gravitacional presentes neste mesmo ponto. A
segunda, expressa através dos termos nao-locals, representa a influéncia neste ponto, da
matéria e sua interacio presentes nas regides causalmente conectadas ao mesmo. Desta
forma podemos dizer que a presenga de qualquer tipo de matéria- energia no universo.
é responsavel nesta teoria pelo cardter nao-linear das equagoes de movimento que regem
o campo gravitacional. A esta nao-linearidade induzida, que ndo se constitui em uma
propriedade fundamental da gravitagao mas uma conseqéncia da existéncia de matéria
em algum lugar do espago-tempo, denominaremos de néo-linearidade ‘machiana’.
Finalizamos esta se¢io observando gque como ja discutido no capitulo trés a métrica
de fundo nio é observdvel uma vez que a matéria sd é capaz de perceber a presencga da
métrica efetiva ¢* dada por 4.76. Entretanto, uma vez que ndo estamos considerando a
interacio direta entre gravitons, as ondas gravitacionais ndo estio sujeitas aos efeitos do
campo gravitacional e podem ser utilizadas em principio para a construgao de um sistema
inercial global através de sua propagacao no espago de fundo plano. Este fato teria
como consequéncia a quebra da covaridncia da teoria. Na préxima segdo discutiremos a
possibilidade de alterarmos esta situagao através da consideragao de uma estrubura tedrica
um pouco niais abrangente que se faz possivel através da introdugao neste formalismo de

termos nao-lineares no campo.
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4.6 Auto-Interagao

A teoria desenvolvida na secio anterior foi obtida tomando como ponto de partida uma
teoria linear para o campo Aqg, descrita através da lagrangeana tipo Podolsky 4.111. No
entanto, podemos supor que wma teoria nao-linear nestas variaveis seja mais adequada
para descrever a gravitagio. Uma tentativa nesta diregdo foi eletuada [21, 23] através do
desenvolvimento de uma teoria nao-linear do tipo Born-Infeld para as variaveis Aapy.

Podemos também considerar possivel a utilizagao de termos extras locais nao-lineares
na lagrangeana para a varidvel Ay, (por exemplo no contexto do formalismo tipo Maxwell
que desenvolvemos), com o objetivo de formularmos uma teoria que seja equivalente a
teoria da relatividade geral. Para que isto seja possivel,devemos ter que a contribuicao
dos novos termos nao lineares em A, quando levados & representacao de dois indices, nos
fornega exatamente o tensor 7, definido em 2.30, que carrega a parte da auto-interagao
gravitacional. Se lembrarmos que a ligagdo entre as duas representagdes é feita através
da equagio 4.3, vemos que a tarefa de encontrar uma lagrangeana para A,p, onde isto
ocorra é muito dificil. No entanto, conceitualmente a teoria se amplia no sentido de que
mesmo nio desempenhando o papel de estabelecer a equivaléncia entre as duas teorias, a
presenca dos termos extras adicionados a lagrangeana linear contribuem para que termos
de auto-interacdo surjam na representacio de dois indices.

Termos desta natureza podem também ser obtidos utilizando-se funcionals da métrica
efetiva ¢* que como ja vimos desempenha um papel importante na compreensao do pro-
cesso e interacio. Isto é possivel pois g ¢ nma varidvel que depende da grandeza Az,

(que € a que consideramos como fundamental na descricho da interagao gravitacional),
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através da expressao:

— AP L9 Ax Yy, (4.125)

V=g = N (RO (7 + AR

De fato, suponhamos que a lagrangeana extra (a ser adicionada a lagrangeana linear}) seja

um funcional de §#¥ = 3 + h* onde,

= v=g9"
N
=

A acao € entdo dada por:

Sy = [ d'2515). (4.126)

Como argumentamos, a variavel a sofrer a variagdo é Asg,. Desta forma temos:

58y = / d%;—a o / iz sk (4.127)
( 5 5f 5f 57 .
Sy = 74 — 9 ey — 2 oz,G,,EU § Arer
(1) ]( * {(65’5”);# (65,;:1/);(4_ (65;&\);‘\{ (6§aﬁ ;'u’y / 3 '
(4.128)

onde usamos a expressao 4.7 para relacionar as varidveis ke A.

A titulo de exemplo, suponhamos que este [uncional f{§*”] seja dado pela expressao

simples

] = b/ —g, (4.129)
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onde b é uma constante. Temos entdo que a vartacao de 4.126 pode ser escrita na forma:

&/ —
8S iy = 6./ daby/—g = bfd‘*mé—‘}wfcsg“w.

Temos que:

5v/=g = ~1/2V/~99,.69".

Mostra-se facilmente que

de modo que 4.131 pode ser reescrita como:
0N ~g = 1/29,.64"" = 1/2v _’Yguuéilw-

Usando agora a relagdo 4.7 com £ =0 e 5 = —1 temos,

5_\/_9 5

o g = \/‘_'YQMU(S(A#W;E — A® Aa;aﬂ.”wk
o g

de modo que 4.130 se escreve como:

55(71[) - b/dﬁlx\/—ﬂf‘gﬂué(Aﬂﬂ’;E ARV Arx;q,}/;w).

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

Passando as derivadas para g, e desprezando as integrais de superficie temos inalmente:

6'5’(11!) = b /ddm\/ — 1 [=1/2(gue — o) + l/?,(gw\;'\’)’w - gs/\;’\"/;w) +

- l/z(gaﬁ;u"ku"/aﬁ — ga.ﬁ;e'ﬂw’]’aﬁ)]é}{“c“ =

- / B o/ b e, SA
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E importante agora observarmos que por g, ter a forma

V=g g ==y (Y + R,

sua inversa, definida de maneira a satisfazer a equagao
I _ su (ras
9" 9u0 = 65, (4.137)

¢ uma série infinita para o campo h dada pela expressao abaixo:

1

1
Tt = O = o bk, = b, ) (4.138)

Desta maneira vemos que adicionando o termo extra 4.136 a dinamica de A,p, temos:
1/20 Q00 = Japu + b Lagy (4.139)
Em termos das varidveis de dois indices h,, a equacao acima pode ser escrita como:
GO = J,, + bl (4.140)

onde Gg;} que representa a parte linear da dindmica e a fonte ./, ja foram obtidas em
4.122 e {,, € definido como:

: i .
I;Lu — El(gﬂz}'c' (414])

Por coustrucao sabemos que a divergéncia de [, é idénticamente nula.
Temos portanto que uma das consequéncias unportantes da introducao do termo ex-

tra 4.129 a lagrangeana tipo Podolsky dada por 4.111, é obtermos na representacio das
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variaveis de dois indices termos de auto interacio capazes de tornar impossivel a identi-
ficagao do espago de fundo plano, mesmo através da propagacdo de ondas gravitacionals.
fato que reestabelece a covariancia geral da teoria. Isto pode ser visto do fato que o termo
[, em 4.140 contribui com derivadas de segunda ordem da inversa g,, da métrica efetiva,
que esconde uma série infinita no campo i . Desta forma a presenca no lado direito de
4.140, de termos envolvendo derivadas de segunda ordem em A, é capaz de alterar a es-
trutura caracteristica de propagacao associada ao operador linear G’Eﬁ) tornando o espago

de fundo com métrica v*¥ ndo observavel.
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Conclusao

Analisamos neste trabalho algumas das consequéncias de adotarmos a variavel A,z, como
a variavel fundamental para descrever a gravitacdo. De maneira a estabelecer contato com
a descricao usnal da interacao gravitacional através dos tensores simétricos de dois indices,
apresentamos a expressao que relaciona as duas representacdes. Retomando trabalhos
anteriores, onde em analogia com a eletrodinamica um modelo equivalente a teoria de
Maxwell foi desenvolvido, estudamos aqui a interagio com a matéria. Como resultado,
obtemos que para o tipo de interacido que estamos considerando, a matéria fica sujeita
aos efeitos de uma métrica riemanniana efetiva que € uma funcao nao-local do campo
gravitacional. Mostramos também que esta néo-localidade pode ser eliminada atraveés da
consideracio de uma equagao de ordem superior cuja introducdo se faz possivel através
da utilizacio do vinculo que elimina um dentre os dois campos de spin-2 presentes na
variavel A, gg.

Desenvolvernos também um modelo bascado na eletrodinamica formulada por 3. Podolsky,
que quando analisado na representacio das varidvels simétricas de dois indices reproduz
como caso particular, as equagdes integro-dilerenciais que decorrem da teoria proposta por
S.Deser e B.E.Laurent (que descrevem a gravitagao como wmna teorla linear sem termos

de auto-interacio). Mostramos entio que se a lagrangeana ‘tipo Podolsky’ que dé origem
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a estas equagoes for complementada por termos nao-lineares em 4,4,, ou mesmo por um
[uncional da méirica riemanniana efetiva g*’, obtemos termos extra de auto-interacao
cuja conseguéncia principal é restaurar a condi¢ao de nao observabilidade da métrica de
fundo plana y**.

Concluimos portante que a utilizacao das varidveis A,g, fornece urn esquema mais
abrangente para o comportamento do campo gravitacional, quando analisado através
dos tensores simétricos de dois indices. Fica definido portanto, um programa de inves-
tigacdao de modelos compativets com a observagdo que pode possibilitar o aparecimento
de novos processos. Um passo nesta direcio esta sendo concluido por V.A . De Lorenci
em sua dissertacio de mestrado sob a orientacdo de M.Novello, onde as equagdes integro-
diferenciais propostas por 5.Deser e B.E.Laurent sio complementadas por um tensor
momentum-energia de segunda ordem representando a auto-interacao do campo. As
solucbes esléricamente simétricas geradas por uma fonte pontual sio obtidas e a com-
patibilidade com os resultades experimentais analisados.

- Como perspectiva de futuro desenvolvimento da teoria em termos da nova repre-
sentacdo, podemos pensar na analise das consequéncias de considerarmos a presenca do
segundo campo de spin-2 em A,g,, que neste trabalho foi eliminado através da relacio 4.8.
Com as variaveis A,s, desempenhando o papel de potencial, podemos construir, como
um exemplo particular, um modelo semethante & teoria de dois potenciais ja desenvolvida

-
]

para o eletromagnetismo. Iistudos nesta direcao ja foram iniciados.
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