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Resumo

Nessa tese, sido feitas corregées a “l-loop” dos campos componentes para calcular
campos de matéria nos modelos de gauge com supersimetria (1,0} e (1,1). Os resultados
obtidos sdo discutidos e conexdo com calculos da carga central.

Mostra-sc que modelos com supersimetria N=1 com configura¢oes de campo com
topologia nao—trivial desenvolvem uma carga central na dlgebra de supersimetria. Este
resultado é, também, discutido na presenca de um termo de Chern-Simons, mantende a
supersimetria nao—estendida.

Baseado na idéia dos grupos quanticos ¢ varidveis de paragrassmann, apresentamos
uma gencralizacio da mecanica cldssica supersimétrica com um paradmetro de deformagao
G = CxXp 5{—‘ ¢ traballhamos com o c¢aso k = 3. As coordenadas do g-superespaco sao: um
pardmetro comutante £ ¢ uma varidvel de paragrassmann #, onde # = 0. O gerador e a

derivada covariante sao obtidos e, taimnbéin, a acao para alguns superacampos.
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sSummary

In this thesis, component-field one-loop corrections are perfomed to integrate out
matter fields in (1,0)- and (1, 1)-supersymmetric gauge models. The results obtained are
discussed in connection with central charge calculations.

One shows that 3-dimensional N=1-supersymmetric models with non-trivial topolog-
ical field configurations develop a central charge in the supersymmetry algebra. This
result is also discussed in the presence of a Chern-Simous term, keeping supersymmetry
non-extended.

Based ou the idea of quantum groups and paragrassmann variables, we present a
gencralisation of supersymmetric classical mechanics with a deformation parameter ¢ =
exp % and we work with the & = 3 case. The coordinates of the g-superspace are a
commting parameter ¢ and a paragrassmann variable #, where 6% = 0. The generator

and covariant derivative ave obtained, as well as the action for some possible superfields.
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Introducao

O estudo de teorias de campos em dimensoes inferiores a quatro vem trazendo con-
tribuicoes importantes a uma melhor compreensdo das teorias em D = 4. Além disso,
sia manipuiacdo é significativamente mais simples, podendo até apresentar solugio ex-
ata, sem a necessidade de recorrer a métodos perturbativos. Assim, em alguns casos, é
possivel fazer, de uma forma quase imediata, a generalizagio para 4 dimensdes, ou até
mesmo encontrar resultados que independam da dimensao.

Em duas dimensoes, podemos assinalar notaveis propriedades dos modelos-o nao—
lincares e sua conexao com teorias nao-Abelianas em [ = 4. Devido & conjectura de
Polvakov, mostra-se, por intermédio de argumentos de Grupo de Renormalizagio, que
os modelos-o apresentam liberdade assintética e que o mecanismo de confinamento é
vidvel em D = 2 [1]. Malis recentemente, o interesse no estudo de teorias de gauge em
D = 2 foi renovado com a conexdo entre a QCT, e outras teorias (inclusive “strings”)
(2, 3]. Neste caso, uma teoria de gauge pura, apesar de ser localmente trivial em D = 2,
ao ser considerada sobre mma 2-variedade, ou introduzindo-se fontes externas de loop
de Wilson, passa a apresentar um cardter nao-trivial. Estas teorias fornecem um modelo
simplificado interessante para estudar certas propriedades de teorias de gauge em qualquer
dimensiao [4]. Também, recenternente, foi mostrado que um modelo de Wess-Zumino-
Witten (WZW) bascado numa extensdo central do grupo Euclideano em D = 2 tem uma
carga central igual aquela do caso D = 4 {5].

O estudo de teorias de campos em D == 3 apresenta vdrios aspectos interessantes das

dimnensbes impares. No caso de 3 dimensoes, modelos a temperatura nula apresentam



propriedades semelhantes aos modelos em D = 4 a temperatura finita [6], ¢ termos in-
variantes de gauge topologicamente nao-trivials geram massa para os camipos de gauge
[7]. Outro aspecto interessante ¢ que as particulas em D = 3 podem possuir spin real,
pois o “little group” associado ao spin é Abeliano, ou seja, as particulas obedecem a uma
estatisticas arbitraria: aparecem os chamados anyons [8]. Estes tém um papel impor-
tante no entendimento do efeito Hall quantico fraciondrio [9]. Foi, também, proposto
por Laughlin [10] que um sistema planar de particulas obedecendo a uma estatistica
fraciondria apresenta caracteristicas de um supercondutor [11], apesar de fenomenologi-
camente violar as simetrias 2 e T. Um aspecto tedrico importante no estudo dos anyons
& que cstes podem ser descritos como bésons ou férmions, com interacao mediada por
um campo de gauge de Chern-Simons [12]. Recentemente, mostrou-se que e uma teoria
Abeliana de Chern-Simons-Maxwell (CSM) acoplada a campos de matéria, os modos de
nmassa 1nla do campo de gauge sio completamente eliminados do espago de Hilbert, ¢ que
uma jnteracio nao-local (de natureza estatistica) entre os campos de matéria (férmions
ou bésons) torna-se dominante. Verificou-se, tambéni, ser esta interagao nao-local a re-
sponsavel pela alteraciio da estatistica obedecida pelos campos de matéria [13]. Um outro
resultado interessante das 3 dimensodes, para o caso de CSM, é a relagio entre o spin,
s, ¢ o paranietro de massa, m: § = ﬁ;ﬁ—l, a qual evidencia a existéncia de dois possiveis
estados despin: s =1 {(m > 0) e s = —1 (m < 0) [14]. Esta andlise leva-nos a concluir
que o féton descreve apenas 1 grau de liberdade fisico em 3 dimensdes espago-temporais.
Este resultado persiste tarnbém no caso do campo de CSM. Mais recentemente, a busca
do entendimento do fenémeno da supercondutividade a altas temperaturas sem quebra
e simetria de paridade levou a uma série de trabalhos que foram realizados por Dorey e
Mavromatos [15, 16].

Com o advento da supersimetria [17], esta se mostrou uma ferramenta importante para
a Teoria Quantica de Campos (TQC) em sua formulagio Lagrangeana, principalmente na
eliminacio completa ou parcial de alguns problemas técnicos e coneeituals como: colocar

num mesmo multipleto bésons e férmions [18}; hicrarquia de gauge [19] e, significativa-



mente, a possibilidade de se construir modelos completamente livres de divergéncias no
limite ultravioleta (Super-Yang-Mills com supersimetria estendida {20] e modelos-o nio-
lineares em D = 2 [21]}. O aparecimento das teorias de strings e a correspondente fisica
na “world-sheet” (onde introduzindo campos de gauge, podemos classificar, usando os
modelos de Schwinger [22], novas teorias de “strings” [23]) despertou a necessidade de
supersimetrizar modelos de campos com dimensbes menores que quatro{l) < 4), onde
modelos como os o nido-lineares supersimétricos com N = 1 [25] sdo vistos como con-
liguracdes de campo de fundo [26] para a “striug” heterdtica; e quando introduzimos um
potencial neste modelo-o com supersimetria (p, ¢) semn tor¢ao, significa que estamos intro-
duzindo um regulador infravermelho em modelos ndo-massivos[27]. J4, recentemente, esta
sendo investigada a conexao entre estes modelos com supersimetria (2,2) e formulactes
de Landau-Ginsburg [28]. Nesta direcao, Witten retoma a correspondéncia Calabi-Yau
+s Landau-Ginsburg [29], usando argumentos nao baseados emn invariancia conforme e
apresentando uma extensdo da correspondéncia desta com uma “world-sheet” com super-
simetria {0, 2) (que tem relagio com modelos grande unificados) [30]. Outro fato relevante
é que, a partir de solugdes de vértice [31] em uma teoria supersimétrica de Chern-Simons
[32] com potencial de Higgs de sexta ordem que satisfaz equagoes tipo Bogomalny {33],
surge naturalmente nm modelo de gange supersimétrico estendido do tipo N=2 [34].

O esquema de apresentagao desta tese é como segue: no Capitulo 1, vamos ter em
mente o modelo de Schwinger (D = 2) como base para os argunentos do aparecimento da
anomalia de fatorizacao lolomdrfica 23], o que indica ser a massa do féton imprescindivel
para wmna teoria na “world-sheet”. A contribuigao deste capitulo consiste na investigagao
do comportamento de campos de gauge com supersimetrias (1,0) e (1, 1) possuindo sime-
tria confornie no regime quantico, e as suas relacdes com a carga central dos modelos
conformes. O gue se constata sfo indicios de uma correspondéncia entre os valores, c,
desta carga central ¢ a presenga (no caso (1,0)) ou nao {no caso (1,1)) de uina anomalia
de fatorizacio [24].

No capitulo 2, dentro da visio de se trabalhar com solugoes tipo vértice em um mo-



delo de Higgs Abeliano supersimétrico com termo de Chern-Simons [35], verificamos que,
para uma (Unica) supersimetria. N = 1 o estudo da dlgebra de supercargas levam-nos
a distingiiir que: os termos topldgicos (tipo “kink” e “anti-kink”) vém do modelo auto-
interagente e, diferentemente de outros autores, as solucoes tipo fluxo magnético aparecem
semn o termo de Chern-Simons [36].

Com o aparecimento de particulas de estatistica arbitrdria em ) = 3, os anyons,
houve a necessidade de se aprimorar a nogao de estatistica e de particulas indistinguiiveis
[37). Uma generalizagao direta vem da deformacio da dlgebra de Lie [38], que tern como
fundamento matematico a algebra de Hopf quase-triangular [39]. Com esta generalizacao,
podemos admitir um spin fraciondrio independente do nimero de dimensoes. Dentro desta
visdo, o desenvolvimento das varidveis de paragrassmann [40] aparece como uma genera-
lizacdo das varidveis de Grassmann, o que nos leva diretamente a introduzir esta questao
em modelos supersimétricos. Apesar destes modelos serem de cunho puramente teérico
(e até matemdtico), verificarnos que, em casos especiais, apresentam estreila relagdo com
a geometria ndo-comutativa [41}, a qual aparece como uma alternativa dlgebrica para
modelos como o de Weinberg-Glashow-Salam, com bous resultados feniomenoldgicos [42,
43].

Entao, dentro da perspectiva de podermos acomodar num mesmo multipleto particulas
escalares e particulas com spin fraciondrio, no Capitulo 3 devemos construir modelos
cldssicos supersimétricos (com um s6 pardmetro t) introduzindo como varidveis do se-
tor “fermibnico” as varidveis de paragrassmann (6% = 0 com k = 3), implicando que
as transformacdes de supersimetria sdo raizes cibicas das translagoes espago-temporals,
ou seja, a Hamiltoniana, H, é proporcional ao cubo dos geradores de supersimetria ¢J
(H ~ Q%). Estas varidveis de paragrassmann impoem-nos varias alteragoes nos conceitos
cde: derivada covariante de supersimetria, de regra de Leibnitz e expansao de Taylor em
A, as quais sao desenvolvidas no texto. Dentro deste cenario, observamos que é possivel
constrair acoes que deserevam a dindmica da particula livre e oscilador harménico, de

mauneira semelhante a supersimetria usual.



Seguem-se as Conclusées Gerals e Perspectivas Futuras, onde apresentaremos os resul-
tacdos mais relevantes sobre os modelos aqui estudados, bem como daremos perspectivas
de proseguimento dos trabalhos aqui abordados. Finalizando, seguem-se 3 Apéndices. No
Apéndice A, apresentaremos as integrais a 1 — loop dos modelos dados no Capituio 1; no
Apéndice B, as relagbes de anticomutacdo para encontar a dlgebra das supercargas dos
modelos do Capitulo 2; no Apéndice C, sdo fornecidas, de forma generalizada, todas as

expressocs algébricas utilizadas no Capitulo 3.



Capitulo 1

Aspectos de Supersimetria

Bidimensional Euclideana

Tendo em mente a consideracdo com supersimetrias (SUSY) de tipo (p,¢q), abordare-
mos aqui agueles valores para p e ¢ de maior relevincia na andlise das supersimetrias
definidas na “world-sheet” das cordas, a saber: (1,0), (1,1) ¢ (2,0). Neste ultimo caso,
alguns resultados de interesse sdo apresentados na ref. {44]. Concentrar-nos-emos nos
dois primciros, quando estudaremos campos de gauge de fundo com simetria U/{1) [23] e
efetuaremos cilculos a 1 — loop que, no caso de duas dimensdes, ¢ a unica ordem que da
contribuigdes significativas; verificaremos se a Algebra de Virasoro, via “operator product
expansion” (OPE) dos tensores energia-momento, é satisfeita; também observaremos as

cargas centrais e sua relagdo com propriedades de natureza diimica (24].

1.1 Teoria Bidimensional Euclideana

Nesta secdo, serao fornecidos os elementos fundamentais para a construgéo de modelos
bidimensionais em termos da coordenadas holomérfica e anti-helewmérfica, tendo como
proposito a posterior formulacio de modelos supersimétricos construidos e superespagos

parametrizados por tais coordenadas.



1.1.1 O Grupo de Lorentz ¢ Espinores de Majorana em 2

Dimensoes Fuclideanas

Em duas dimensoes Euclideanas, pode-se fazer a seguinte transformacio de coordenadas,

levando em conta o grupo de simetria vigente:

1 cosay  Senq T

€. —SENL OS5k To

Com isto, definindo as coordenadas iuclideanas:
z =27+ 1Ty € Z = T — 1Ty,
tem-se a seguinte atribuicio de pesos de Lorentz:

Z=e2 = 2,0, — -1,

7 =e%z2=3z2,0, — 1.
O elemento de “volume” e o tensor métrico resultam:

dry A dry = %dzdi,

1 .
ez = ez = 5 O0 7=t = 2.

Os cspinores de Dirac e Majorana possuem 2 componentes:

N

U =

W,

(1.2)

(1.4)

(1.5)



A matrizes-y em termos das coordenadas (z,Z) sdo:

vyt e ¥ =9 -0, (1.7)
oide
0 1 0 —2
,},1 — e ,Y? — R (]_8)
10 7 0

Escolhendo a representacio de Weyl, onde o operador que define a quiralidade é diagonal,

encontramos

()=, (1.9)

Devemos verificar, para este caso, a conjugacao de carga, a partir das equagoes de Dirac.
Impondo-se a condi¢cdo de Majorana, encontra-se que
A B o
Wy = com WU = (P")", (1.10)
A*
onde o indice T significa transposto, A ¢ A* sendo, respectivamente, as componentes de
quiralidade (+1) e (—1) do espinor ¥y, Com isto, podemos construir a agao para este

campo de Majorana, a partir da equagao de Dirac sem massa:
Sform. = / dzdzi(A 9, AF + A9, \) (1.11)

onde os pesos de Lorentz sao (—|—§) para o campo compouente A e (— %) para a componente
A7 As ecquacies de movimento indicam que, “on-shell”, estes campos sao holomorfico e

antiholoorfico, respectivamente.



1.1.2 Campo Escalar

PPara a construcac de uma aciio, partimos de uma teoria de campos escalares reais. Para

isto, usamos a acao de Klein—Gordon nao-massiva,
Seae. = — [ d2dz (0, $)(0: 9). (112)

Veremos que ¢ possivel construir campos dentro de um espaco ampliado, os chamados
supercampos, cuja versao em campos componentes readquirird a forma usual, como uma
soma de acdes dos campos actma deseritos. Esta agdo livre supersimétrica de matéria

devera aparccer sob a forma da soma das expressdes (1.11) e (1.12), ou seja,

Sy = [ dzdz[~(8:4)(5 ¢) + N DN 4 XD A (1.13)

1.2 Supersimetria

A partir das dimensdes canonicas e dos pesos de Lorentz, vamos encontrar as trans-
formacoes de simetria dos campos, as quais deixam a agdo invariante, para o caso do
wodelo estar fora da camada de massa (“off-shell”). Por cdlculo direto, verificaremos

que, se [izermos as transformagoces,

§p(z,2) = €Az, z) — €Nz Z), (1.14)
SMz,2) = —ied, P(z2),

AN (z,2) = ied: plz,Z),

com [e] =[] = =1/2, [¢) = 0, [A] = [A*] = 1/2 ([..] indica a dimensio candnica), e pesos

de Lorentz: parae = —1/2 e para € = —1/2. Usando que (e A)* = —€ A", a transformagao

da agio le-se:

58, . = / dz dz [—ed,(0:) + eDs( N 0.)], (1.15)



que ¢ simplesmente uma dertvada total. Procede-se agora a uma formulagio que estende

o conceito de espago-tempo bidimensional: o superespago.

1.2.1 Parametrizacao do Superespaco — Derivada Covariante

Para parametrizar o superespago, necessitamos inserir coordenadas Grassmannianas. Elas
sio definidas pela sua propriedade de anticomutacio (que estd ligado ao principio de

exclusao de Pauli), implicando na sua nilpoténcia, ou seja,
0? =9 =0, (1.16)

onde A s6 é definida se o superespago é complexo nas varidveis de Grassmann. Logo, as

coordenadas no superespaco sio definidas como:
Z = (5,%0,8), (1.17)

com os pesos de Lorentz de = 1/2 ¢ § = —1/2. Para os casos que deveremos considerar
aqui, a saber, (1,0}, (0,1) e (1,1), implementa-se a supersimetria no correspondente

superespaco através das transformagoes abaixo:

Z = z 4+ 1€ Z =z
(1,0) = ¢ z/ = 2 ,(0,1) = < # = 7+ 480 (1.18)
0 =0+« 0 =0+¢
e 4
zZ =z + 1ef
7 =7 + iéh
(1,1) = i (1.19)
8 =0+ ¢
0 =0+ €

Para cncontrar os geradores destas transformacoes, usamos a expansao em série de Taylor

para as derivadas no setor fermidnico (varidveis #). E facilmente verificado, devido a

10



(1.16), que

Fz:0) = f(z0) + 0 20 | (1.20)

para f(z;8) uma fungiao qualquer em z ¢ 6. Isto define a atuacdo da derivada em relacao

a variavel 8 como abaixo:

___a(eafg(z)) = 0y (6 /(2)) = 1.f(2) (121)

A atuacio da integral nesta varidvel (integral Bereziniana) [53] resulta:
/dw:&a,,a: 1. (1.22)

Com estas ferramentas, encontramos os geradores (@ e () das translagdes no superespago,
que serao importantes para definirmos as derivadas covariantes de SUSY. Exponenciando-
se estes geradores, e trabalhando-se com transformacoes finitas, estes podern ser represen-
tados em termos de operadores diferencials no superespaco. Com isto, para o caso (1,0)

¢ com € real, temos que
P D(z,7,0)e7C = (2 0) = [Q Q] = —i(dy + 03,) P, (1.23.a)
para o caso {0,1) {com 8 real):
Q = (8 +100,). (1.23.b)

A partir das expressoes acima, podemos encontrar as derivadas covariantes de supersime-

tria, Dy ¢ Dj, usando que

{Q, Do} = {Q, Dg} =0, (1.24)
o que sugere as seguintes representagoes para as derivadas covariantes:
Dy =0y —ifd, e Dy = 95 —i05; . (1.25)

11



Estes serao os geradores e derivadas covariantes que iremos utilizar, tanto para o caso
(1,0) (e {0,1)), como para o caso (1,1). A seguir serao discutidos em detalhe os modelos

em que estamos interessados.

1.3 Modelo (1,0)

PPara desenvolvermos este modelo, iniciamos construindo o seu correspondente superespa-
¢o: sao adotadas as coordenadas (1.2), a parametrizag¢ao relativa ao caso (1,0) e a derivada
covariante Dy,

Como vamos elaborar uma teoria de campos vetoriais de gauge, os campos de matéria

serdo carregados. Portanto, sdo tomados complexos:

b= +iy ¢ ¢ = P1 — ige, (1.26)
comm ¢y e o campos escalares reais, e com

A=A Fid e A= A — iAy, (1.27)

cont Ap ¢ Ay campos espinoriais reais. Usando a expansdo (1.20), podemos encontrar a

expressiao para os supercampos complexos ¢ e O*:
D(z,2,0) = ¢lz,2) + 0Nz, 7) e D(z,z6) = ¢"(2,2) — 0N (2, 7). (1.28)
A simetria~-{/(1) introduzida é dada por:
d =i, (1.29)

onde ¢ é o fator que indica o valor da carga U(1) e A é o paramctro e simetria. Como
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no caso usual, fazendo A ser um parametro local, ou seja
A= A(z,z0), (1.30)

temos que, para a teoria ficar homogénea, € necessario redefinir as derivadas do super-
campo ¢ em relacdo a todas as coordenadas do superespaco, de maneira a termmos a mesma
variagiio que (1.29). Assim, construimos as chamadas derivadas covariantes de gauge (e

de SUSY), ficando

Vy = Dg - ngqI‘g, (1.31.&)

V,=0, —igqgl’, e V; =0 —1iggl;:, (1.31.b)

onde ¢ ¢ a constante de acoplamento e os camnpos [' sdo as superconexoes de gange com

AS CXPressoes:
Ty = + 8V, , SgaugeTo = 5 Dgi. (1.32.a)
Através do chamado vineulo convencional T, = ¢;y [53], temos:
I, =:V, + 008, , Opauge L'z = _EazA, (1.32.b)
¢, independentemente,

I, = iVe + 000" + 8:7) . (1.32.c)
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As derivadas covariantes (1.3) devem obedecer a algebra graduada de SUSY, ou

{Vg, Vg} = =21V, , [Va, Vz] = —igqgWs,

{Vo, V.} = —igqu, V., Vi = —igq.:z, (1.33)

onde Wy, w.g e 2, 5, 830 0s tensores cujos pesos de Lorentz cstdo explicitos nos (sub)indi-
ces. PPara completar a dlgebra com as identidades de Jacobi gradunadas [V, , [V, V,}} +

ciclicos = 0, temos para as diversas combinagoes que

3[Ve, {Ve, Vel =0 = 3[Vy,—i2V,] = bgquw, =0 =

= w,y = 0, (1.34)

Vs, {Vs, Vo}] — {Vs, [V:, Vol} + {Vy, {Ve, V.}} =0 =
= —2i[V,, Vi = (igq){Vo, W5} + (—iga){Vs, W3} = 0=
= 2gq€: — 21gq Dy W5 =0 =

S Q= i Dy W, (1.35)
onde, fazendo calculos explicitos para encontrar os tensores, chega-sc a:

in = azPZ - BEFZ:

W; = o+ 0(0,V; — 6;:V,). (1.36)

Apgora, podemos construir uma superagio que seja um ecscalar de Lorentz (observado o
peso de cada termo) e com dimensdo canénica nula. Como estaremos interessados em
desenvolver um modelo de duas dimensoes na “world—sheet” das cordas, vamos utilizar a

nonualizacao destas, de maneira que a superagdo (real) tome a forma:
5 = 4i /dzd;?df) (V") (Vod) + (V,5)(V,0")] . (1.37)
n
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Quando da formulagdo em campos componentes, {1.37) lé-se:

1 .
5= i / dzdz {[(0z0"3(0,0) + (0:0)(0.0%) + i(AF: N + X" \)] +
o gg[-2AVEN — At — N +

— 20°¢° V3oV, 0} . (1.38)

Com isto, estamos em posi¢io de encontrar as contibui¢des quinticas para o modelo.

1.3.1 Contribuicoes a 1-loop

Sao usados os propagadores no espago dos momenta:

et = (o leela) = oG )

DEN @) = (@) = SRt g

Com estes, podemos caleular, a partir dos vértices extraidos da agio (1.38), as con-

tribuicoes a 1 — [oop para este modelo. Os vértices sao:

Vert. = % (0:¢7) Vo — Voo™ (B.0) — Bz} Voo™ + Vi (8, ¢7) +
g q*
4+ 2IAVEAN it it} — . Vo'V, o, (1.40)

onde o procedimento geral para este cileulo estd indicado no Apéndice A. Seguindo,

verificamos que a soma total das contribuigoes a 1 — loop leva—nos & agao efetiva

‘¢ 8, o, 1.0,
Seff. = v /fiz dz le Ve, + V; = 2+ =t

pe AR (1.41)
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onde observamos que as contribuicoes infinitas se cancelam. O primeiro termo do segundo
membro, apesar de semelliante a wm termo de massa, representa de fato uma anomalia
(de fatorizagio) da teoria [45]. Tal termo é, entretanto, crucial para a simetria de gauge
do modelo.

O que vamos caleular agora é o valor da carga central referente 4 simetria conforme, e
qual a sua relagao com o termo de anomalia acima mencionado. Para isto, reconsidera-se
a agdo (1.38) e se analisa a carga conforme do setor holomérfico, usando a formulacdo
padrao para as “strings” para o cdlculo do tensor energla-momento, via acoplamento com

a pravitagao, ou seja,

— 27 65 _ @ 48
T = 355 — TS, 2
onde
4 T
v — e,uu 8ub Ta b (142}3)

“curvilineas”, 1,y sendo o

com g,, sendo o tensor métrico do sistema de coordenadas
- 4 3 : " . .~y - 3 —— (J.lI U,lI d

tensor wétrico do sistema ortonormal do espago tangente, e = det{e,* ), onde ¢,* é a
“vielbein”e os parénteses na eq. (1.42.a) representam a sirnetria entre os indices. O fator
27 na espressio acima, apesar de 1io ser convencional em teoria de campos, € padrao em

teoria de “strings”. Com isto, encontramos, observando os termos que ndo dependem da

métrica, o seguinte tensor energla-momento:
1 * * *
T(z) = Too(z) = = {0 9") (0o0) + 90[@: ") Vo = (0 Voi'l} . (143)
Usando o teorema de Wick e lembrando que neste caso a funcao de correlagédo é

{p(2) p"(w)) = —2In{z — w), (1.44)
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chega-se a

ou
(1.45.b)

onde se usot que o campo de gauge é de fundo. Esta ¢ a carga central do modelo (0, 1).
Ressaltamos que este resultado tem um papel importante na classificacao dos modelos de

strings [23, 16].

1.4 Modelo (1,1)

Este modelo apresenta, contrariamente ao caso anterior, campos com as duas possiveis
quiralidades. Isto estd representado pela presenca do pardmetro £ e, da mesma forma que
no caso anterior, construiremos os supercampos carregados a partir da complexificacao

de supercampos reais. Ou seja:

Sus]]

B(z,2:0,0) = oz,2) + 00Xz, 2) — On*(z,2) + 00h(z ),

B

3(2,2:0,0) = ¢'(2,2) + 0n(z,2) — BN(2,2) + 000 (2,2),  (1.46)

onde ¢ = @ +iwa, A = AL+ 1A, = Al + 45, A = hy + /o com a mesma simetria

de fase (1.29). As superconexdes espinoriais de gauge sao

To(z,2,0,0) = v+0V, —0f—668p,

U5(2,2,0,0) = ~* + 8V, + 85— 00p, (1.47)
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onde, para completar a dlgebra de supersimetria, as superconexoes de gauge vetoriais

(usando o vinculo convencional) séo
Pz - ’&‘.Dgl—‘g e P;, = iDng. (148)

Observe que, neste caso, os supercampos de gauge, I', ¢ I';, nao sao independentes. A

superacdo deste modelo fica:
S = :117,.; / dz dz df df (V30*) (V@) , (1.49)
onde as derivadas covariantes siao definidas por
Ve =Dy —igqly e Vi=Dg —iggly. (1.50)

q tem a mesma definicdo que a dada em (1.29). Para os cdlculos dos campos componentes,

os comutadores nao nulos da algebra de supersimetria sao

[vﬂa vi] - 7?’9(]1/1/(} 3 [vﬁnvz] - —ing’Vﬁa

V., Vi] = —igqQl,; : Vo, Vit = —iggqwy;, (1.51)
e, tendo-se que Vy (V) comuta com V, (V;), e as expressoes para os tensores sao:

Wy = p—0F,, —08,f —i803,p",
W; = p" +0F,; — 68; f +i608;p,

Q‘zi = ?;P;j + 982[)* — gaz[) - 99_3252 f (152)

Com isto, (1.49) pode ser escrita como:

¢ - [ a7 ( (0ep") (Beip) — iABsn = ind\ 1 X" + i BN + 1+

4
+  gq|=Vae (8.0) + (80" ) Vo — (Bpp) Vo™ + Vz0(8.00") +12AVan + 20" V" +
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P e — N p ke — 26°¢” [V Vil | (1.53)

onde o papel de fotino é feito por p (e p*).

1.4.1 Contribui¢oes a 1-loop

De maneira andloga, os propagadores relevantes sdo equivalentes aos dados em (1.39), ou

seja:

— 2782 (2, — 2)

(p(za) 0™ () = (@ (z) w(z)) = 3 :
Mz (=) = L (;(Zﬂ — 2) :
N (za) 0 () = Qmég“ — ) (1.54)

Entao, adotando o esquema da teoria de perturbacdo, usaremos os vértices:

Vert. = ;if{ (Dep") Voo — Vi (0,0) — (O:0) V" + Vi (0. 07) +
T
+ 2iAVen + 20NVt — pt A - pten — XNpe -t pt)
)
- Ll v v, (1.55)
2m

A resposta final para os contribuicdes a “1 — loop” é dada pela agao efetiva

2 2
=44 vvoo v 80y %0, 10 10
Sepr = 5o /dztiz{TzIz+1z 5 Ve, + 1% 5 Vs 2p|jp+ SPTP (1.56)

Observe que o primeiro termo em (1.56) é o termo dc massa gerado diramicamente,
como acontece no modelo de Schwinger [47, 48]. Agora, como se procedeu na segio 1.3,

obtém-se

T{z) = Ty,(2) = — %{(8399”‘) (D,0) — 2ind. A + gq[(8.9") Voo — (0, 0) Vo 0¥},
(1.57)
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cuja é.lgebréx tensorial é dada por
(T{z)T{w)) = 0, (1.58.a)

do que segue

c = 0. (1.58.b)

O desaparecimento da carga central, corresponderia, a primeira vista, a uma teoria
trivial, sem estados fisicos, no sentido de representacoes da dlgebra de Virasoro, se a
supersimetria (1, 1) da teoria classica nao fosse quebrada, a nivel quantico, através do

termo tipo-massa da expressio (1.56), que é gerado dinamicamente.

1.5 Conclusao

Serdo feitos a seguir alguns comentarios sobre os cdlculos que foram apresentados. De
acordo com as discussoes da ref. [23], a dindmica de campos de gauge tem um papel
ilmportante no esquema de classificagdo dos modelos de “sirings” e, possivelmente, na
questao da quebra de supersimetria nas “superstrings”. Portanto, faz-se necessario um
melhior entendimento das propriedades quanticas dos modelos que envolvem campos de
gauge bidimensionais acoplados a campos de matéria através da supersimetria. Foram
propostas teorias de gauge Abelianas com supersimetyias (1,0) (ou (0,1)) e (1,1). Os re-
sultados encontrados mostram que, em tais modelos supersimétricos, aparece uina anoma-
lia na fatorizacdo holomérfica da parte da acio referente ao campo de gauge no caso do
modelo (1,0} (on (0, 1}). A eq. (1.41} apresenta o contratermo de Quilien, necessario para
reforcar a invariancia de gange da agao efetiva quando da quebra da fatorizacao. Por outro
lado, caleculamos a carga central do modelo (1,0) (ou (0, 1)) ¢ verificamnos, usando a eq.

(1.45.2), que ¢ # 0. A carga central sinaliza a presenca de uma anomalia (contratermo de
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Quillen quando ¢ = 2 para ¢ modelo (1,0) (ou (0,1))) ou geragio dinamica de massa [44]
(modelo tipo Schwinger, com ¢ = 0 para o modelo (1,1)) no contexto da supersimetria
bidiznensional Euclideana. Isto é relevante para célculos exatos de funcgbes de partigao
sobre superficics de Riemann. Resta a ser analisada a generalizacao dos valores de ¢ para

outros relevantes modelos de gauge com supersimetria (p, g).



Capitulo 2

Cargas Centrais e Supersimetria

Simples em (2-+1) Dimensoes

A Algebra da SUSY simples em {2+1) dimensbes é gerada por uma carga espinorial real

de duas componentes, ¢J,, com relagtes operatorials expressas por

{Q(b? Qb} - 27“(;,{7 m (21&)

[Qas Pu] =0, (2.1.b)

onde By, é o gerador das translagdes. O propdsito central deste capitule é mostrar, através
de modelos Lagrangeanos explicitos, que a presenca em tais modelos de configuragoes de
campo com topologia ndo-trivial induz um termo de carga central na relagao operatorial
(2.1.a). Este resultado (conf. [36]) é uma contribuigio original ao assunto e se constitui
na versio 3-dimensional dos resultados encontrados por Olive ¢ Witten no traballio da
ref. [49].

Para reconhiecer se uwn modelo quintico de campos é consistente com supersimetria, é
necessario expressar os geradores das transformagoes supersimétricas (supercargas) como

funcionais dos campos envolvidos para, entao, calcular as relagoes de comutagao ¢ anti-
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comutacio destas supercargas. Deste ponto-de-vista, vamos analisar passo-a-passo, como
contribuem para a algebra de correntes a tempos iguais, os varios termos consistentes com
as siinetrias internas e espaco-temporais que podem aparccer num modelo de SUSY em
(2-+1) dimensdes. Através desta dlgebra de correntes, que tem a importante propriedade
de revelar caracteristicas locais do modelo especifico em consideragao, detecta-se a pre-
senca de eventuais termos de Schwinger [50], fundamentais no processo de quantizagao.

Apesar de nao ser o procedimento aqui adotado, vale a pena ressaltar que, para verificar
a consisténcia de um modelo quintico com a supersimetria, pode-se, alternativamente,
proceder a uma analise das identidades de Ward decorrentes desta invarifincia.

Antes de passarmos aos modelas supersimétricos especificos, serdo dados alguns de-
tallies concernentes A dlgebra espinorial. Como necessitamos de matrizes simétricas para
fazer o mapeamento de vetores com um indice Lorentz em vetores com dois indices es-
pinoriais, temos que construir matrizes obtidas a partir das matrizes-y consistentes com

a métrica ¥ = (—;+, +). Estas sdo:

10
(PO)ab — ('}’0)“‘!15"15 — ,
01
10 0 -1
(O = B = || = RS L]
_ —1

! s s
com E = (v")g, que obedecem A dlgebra

(O (I )a = 7 ;

(I“p:)ab(lﬂu)bd — n,m/(gad . ie,uup(]_‘\p)ad . (23)

Agora, utilizando a matriz de conjugagao de carga, Cy;, a qual funciona como um tensor
méirico espinarial:

Cop = ) (2.4)



Cap = =Cha = C% ¢ CoupC = §%,8%;, podemos escrever as matrizes-T' com um- indice

superior (on inferior). Estas sdo

0 —z
(Po)abcbc = (Pt))ac -
i 0
(Fl)abc — (1—\1)@ _ U (1-12)0:()0 = (I‘Q)a. — — 0 (2.5)
be c ’ be ¢ ’ ‘
4 0 0 =

para as quais sao vdlidas as seguintes relacdes:

(02 = — 7,
(Iw)ab(ru)bd = =" Cy ~ ie#Up(Fp)ad:
(F#)ab(ru)bd (rp)du = —1et¥l,

(T)a(I)°, (1) = 1€ Caa + 9 (T")te — 0" (T)ae — 7" (T)ae.  (2.6)

2.1 Modelo Escalar Auto-Interagente com SUSY-
N=1

A parametrizacao do supercampo escalar atraves da expansao cm série de Tavior na
] i b Y

varidvel espinorial anti-comutante §, lé-se:
P(x,8) = Az) + 0*P.(z) — 0* F(z); (2.7)

A(z) é nm campo escalar fisico, 3,(x) representa um campo fermidnico e F(z) ¢ um
campo auxiliar.

A derivada covariante de supersimetria que utilizaremos é dada por®:

D(!. = an -+ igbaab: (28&)

! A5 notagdes scguidas aqui sdo dadas na ref. [53]
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{Da, Dy} = 2Py (2.8.b)

A agdo renormalizdvel com supersimetria-N=1 e matéria em auto-interag¢ido pode ser

escrifa 1o superespaco como

1 1 A
Sescatar = / d*z d*0 { -5 (De ®)? + quﬂ + gqﬂ} : (2.9)

onde m é win pardmetro de massa e A uma constante de acoplamento adimensional.
Usando a definicio da integral de Berezin {f d?6 = D?|s—p), encontramos a a¢io em

(Z()lfl])OIl(?]ltPSZ

Scscaim' = / dBI { % [%(aub 14)(aﬂb A) + T/)aianb'd)b + FZ] +

+ m(yt + AF) + 2397 A% + AP F) } , (2.10)

onde as transformacdes de supersimetria dos campos envolvidos sao dadas por:

GA = —cy,
5¢{1 = _eb (CabF+ia(LbA))
SF = 18"y, . (2.11)

Comio queremos trabalhar com um modelo com dindmica na carnada de massa (7 on shell”),

ou scja, valendo as equacGes de movimento para o campo auxiliar, temos

oL A, A
_— = TrL £ —_ frovey S = - ‘4 — .
3 F FerLl—l-?A 0 — I [m +2A}, (2.12)

que, substituindo na agio (2.10), leva a

o _ l 3
bescalm' - / &'z {

— ImPAT - tmA At — PN AC } s (2.13)

B —

[%(8@ A% A) + Tp“z'aabwb] + my? + Fap? A2+
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a qual ¢, agora, invariante sob as transformagoes:

4 = —¢ 1!’9, 5

(S'ﬁba = “Eb [ng ( mA - %/\ 4‘13> + 'iau.bA] » (214)

sendo que a 1iltima expressdo em (2.11) torna-se a equagdo de movimento para o campo

W, ou seja,

3 ,
P8y + map® + 5,\1&142 = 0. (2.15)

De posse deste modelo com supersimetria, deseja-se passar agora ao célculo da corrente
de Noether em termos dos campos componentes. Do fato de gque a supersimetria ¢ uma
iuvariancia da acdo, e nfo da Lagrangeana, tem-se que encontrar duas contribuigdes a
corrente: um termo provém do resultado que expressa a variacao da agao como uma
derivada total; o outro termo é a usual contribuicdo & corrente advindo das variagoes

individuais dos campos.
2.1.1 Termo Devido a Invaridncia da Agao

Este ¢ 0 termo que estd relacionado com a invariancia de SUSY da propria agao:

=0 =
=0

5S = / B d9SL = / @5 [~ 0,00 D' L)

= E% = i8S DLy (2.16)

A partir deste momento, ao colocarmos uma barra vertical no final das expressoes, significa
que estamos tomando o valor destas para § = 0. Podemos, entdo, encontrar a primeira

contribuicao a corrente:

| =

[(D" ®)(D*®) + D' D? c1>]| = %[q/)bFJr 34 a“bq/)a] =
1 A i i

= —omAP — AP+ - A0y,
5 M ) ) i) +2 O™ by,

1 .
5772.Db¢>2| = mAyY,

Dt iep*a]| =

AN

b
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A A
gpb@‘*] = §A3wb, (2.17)

do que resulta

; A _
=, = %gac {m I ipg + m AP + S AP 't,/)"'} . (2.18)

2.1.2 Termo Devido a Variacao dos Campos Componentes

Para encontrarmos este termo, faremos a variacdo total da Lagrangeana e usaremos as

tranformacoes de supersimetria dos campos componentes. Como vamos fazer os calculos

“on shell”, usaremos as equagoes de movimento:

&, ( 0L / 5X) s {1[¢8(¢aaabd"’)J S0 + 1 [a(aabfl)(aabA)] 5A} _
Jot, X 2 090, . 4 a0, A

L8 b — 5 (Pa0%) (0% A A} =

= o,

Oy A) ) } ) (2.19)

onde X denota um campo genérico do modelo. Encontra-se:

i A 1 1
Hiz—gmmb@M+§Aﬂ+§w%%A+§mw%, (2.20)

2.1.3 Corrente Total de Noether

A corrente total de Noether nada mais é que a diferenca entre os termos (2.20) e (2.18):

A 1 1
f“‘bc —me = et (mA + 2A“) + 51/)"’ 0% A + 51/)3 g% A +
1
+ 5 0% (AdPhahy) = T2, (2.21)
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Esta corrente pode ser reescrita em notacao vetorial, ou seja:

(r#)ab Jabc = *"':(F“)Cb T’Db (WLA-F %Aa) 2 (P#) (Pu)ﬂcwb o, A+
1
by (09 (P50, A+ o (D) () (4.0, 1) =
= Jh. (2.22)

Usando relagdes entre as matrizes-I" dadas em (2.6), podemos representar a corrente em

sua forma vetorial:

A 3 .
Je o= it (1) (TILA+ —-AS) - %6””'01/3"’ (Tp)ee 0 A +
1
21,.’) ot A+ - A@‘“ he — 5 e* 7 AD, P (T)) ac (2.23)

Note que, para fazermos este calculo, usamos que € Jgy 1h* 0%, A = € 8, 9° 9%, A, ou seja,
que este termo é simétrico nos indices b ¢ ¢. Para encontrarmos a carga de supersimetria,

lomamos a integral espacial da componente-0 da supercorrente dada em (2.23), isto é,

Q. = / P,
oo a /10 )\ 3 J 0 1 (
- /m i (D)o (mA+ SA] o+ Sp oA Aot

EUV{)?’Da (F )ac8 A4+ - 2 UUPAB lp“( ) } (224)

| o=

Outras expressoes que serao importantes para o calculo do anticomntador das cargas de
supersimetria sdo as relativas aos momenta conjugados aos campos e as suas relagoes de

comutagio graduadas, que sao:

AL @ 8t (Im) 8 i

— —_ - — — b 0y, ¢
1-[7!}“ B (9 ’lj)u B 2 860 T/) 1 2 t/) (F )b ,
oL 10 A)0,4) 1.,
Mo = o0 =1 5o 5 0% A (2.25)
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Com isto, podemos encontrar as regras de comutagao e anticomutacao para os campos
e os momenta, partindo-se dos parénteses de Poisson, onde podemos obter as regras de

quantizacdo para os campos [51], {X(z), lIx(y)} = 6*(Z — ¥). Para o campo espinorial

temos:
{vat), S0 @) )0} = 2 (@), W)y (M) = 037 ~ ) =
o=y
= {a(2), VoY) oomye = 20(T9) 8HF — 7). (2.26)

£ para o campo escalar, temos:

[A(z), 8 A()]eomy = F(EF — §) = [Alx), & AY)]semye = 28T — §).  (2.27)

Lo | —

2.1.4 Algebra das Supercargas

Dispondo dos elementos necessarios ao claculo da dlgebra de correntes, mostra-se que
. . 1 .
(Qule), Qo) harmye = 20 PH (o + 206 [ &2 (mA n 5/\Aﬂ) 8, A (T}, (2.28)

oncde PF ¢ a componente-0 p do tensor energia-momento, T4, cujo célculo via acopla-
mento & gravitagao ¢ apresentado no Apéndice. Note que os terrnos de massa e de auto-
interaciio A ¢* contribuem para uma “esperada” carga central da dlgebra das supercargas,
na sua representagio de Majorana de duas componentes. De fato, quando observamos a

quiralidade das cargas, encontramos que:

Q1. Q" = 2i(P" =P -2 [aF (:rnA + %Ai*) DA
(O, Q) = 2i(P'+ PY 2 /'d‘-zf (mA + %Ai*) BA,

{QF,Q} = 24P*— 2 /dzf (mA + %A;") oA, (2.29)
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onde se observa o cardter topolégico dos termos de carga central provenientes da massa e
da auto-interacao da matéria escalar. Tendo visto este resultado preliminar para a matéria
cm auto-interacio, consideraremos em seguida a introducao do setor de gauge Abeliano
com supersimetria-N=1. A incorporacio do setor de gauge é também imprescindivel, a
fim de estabilizar as solugdes tipo-séliton sob a forma de vortices magnéticos com energia

fimita [52].

2.2 Modelo com Campo de Gauge Abeliano
Minimamente Acoplado

Para construirmos um modelo supersimétrico com acoplamento minimo a um canipo
de gauge, devemos complexificar os campos escalares presentes na eq. (2.9). E sabido
que, quando complexificamos um modelo com campos escalares, tem-se uma simetria de
fase (gauge), cujo parametro, urmna vez local, representard uma simetria de gauge. Para
termos uma homogeneidade nas transformacdes dos campos ¢ de suas derivadas sob esta
simetria, necessitamos de uma nova derivada, chamada covariante de gauge. Observe,
que, na verdade, temos duas derivadas:

1) Com carater espinorial (Majorana), com um indice latino, ou
V. =D, F:l,, (2.30)

onde I", é a superconexao de gauge com superhelicidade h — %, ¢ 0s sinais — e + indicam
se a derivada estd atuando nos supercampos (escalares) ® ou ®, respectivamente (P é
o complexo conjugado de ®). I’y é representado pela expansdo em série de Taylor em
relagio a f,:

Fa = Xa + ()b(cubB + ('ivab) =+ 62(2/\a - Z'aabXb) ’ (231)

onde A, é o campo espinorial (gaugino), Vg é o campo de gauge usual, sendo B um

campo escalar e x, um campo espinorial. Estes dois iltimos sdao, na verdade, campos
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compensadores. Com isto, temos que

(V,®) =e*V, P, (2.32)

com o parametro local k sendo um supercampo definido por

K=wt 8, + 07, (2.33)

Agora, usando o método das projecoes, observamos que

1
I‘(LI:X(I 3 §Dara :B:
' 1
—%D(aﬂ,) =Va . 3D'Dells = Ao, (2.34)
tendo, entao
dXa = Ug , B =T,
0Vap = O , 0A, =0. (2.35)

Observe que y, e B sofrem variagoes algébricas de gauge, logo estes podem ser anulados,

bastando para isto cscollier um gauge adequado, chamado gauge de Wess—Zumano, que
l 2 2 ] H q

quebra manifestamente a supersimetria, mas indica o contettdo fisico do multipleto I',.

Esta escolha de gauge leva—nos a escrever o supercampo I', como sendo

L, =i8Vy —20% ), (2.36)

com as transformagoes de ”supersimetria”

Vs = i@y,

(5)\& = % a 8”(& Vc)b . (2.37)
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2) Uma segunda derivada covariante com carater vetorial (derivada usual):
Var = Doy F iFab: (238)

onde Iy, é a (super)conexio de gauge vetorial, para a qual, usando a algebra de SUSY,

LCIIOS

{Va, Vb} = 2V + Fu. (239)

Com o chamado vinculo convencional (F,, = 0), que é necessario para nos levar a repre-
sentacoes irredutivels de supersimetria com um minimo de graus de liberdade, chega-se
a

)
F(Lb = 75 D(a Fb): (240)

implicando que, no gauge de Wess-Zumino, tem-se a seguinte expansao em 8,:
i
Low = Vo + iH(a )\b) — 5 ? E‘)c(u Vb)c. (2.41)

Com a identidade de Bianchi graduada, encontramos que F, . = ¢ Gy Woy, 0 que nos leva

a 1l Novo supercarmpo:

1
W, = 5 DD,y (2.42)
comt o vineulo D*W, = 0 (D*D,D, = 0), implicando que 86 uma componente de Lorentz

de 11, é independente. Pelo método das projecoes, obtemos as componentes
1 :
pVaI = )\u » DaWb| = 5 (aca. VEJC + 8cb Vuc) = faba (243)

com fqp sendo o tensor intensidade de campo de gauge usual. Outras relagbes que sao
calculadas diretamente utilizando a dlgebra das derivadas covariantes, e que serao impor-

tantes, sao as seguintes {ref. ([53])):
V.V:=4iV,V, +iW, e (VH?=0FiW*V,, (2.44)
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onde O é o D’Alembertiano covariante de gauge. Com isto, dispomos dos elementos

necessarios ao estudo de um modelo de gauge Abcliano com supersimetria-V=1.

2.2.1 Super—acao Escalar com Campo de Gauge de Fundo

A aciio que acopla os campos de matéria ao setor de gauge 1é-se, no superespago, conformie

a expressao abaixo:
1 3 2 a T 4
Sescaim‘ - _5 / d'rd H{(v (I))(vaq))} ' (240)

Como veremos, este nao é o unico termo para a agao que pode ser construido. Uti-

lizando, agora, o procedimento das projecdes, sdo definidos os campos componentes:

S=A , B =A
vaq)[ = 7,Da 3 va(f)l - ?,Za )

Vo|=F , VO =F. (2.46)

Observe que estes campos correspondem, na verdade, redefinicoes dos campos compo-
nentes que ja tinhamos anteriormente, sem as derivadas covariantes de gauge (eq. (2.27)).

Abrindo-se a agao (2.45) em componentes, verificamos qgue

1 r . o= _
5 = —/ddmvﬂ (820 + 2 V28]

- j & [2(V28) (V2D) + (VOB)(V, VD) + (VeB)(V,V2B) + B(V2)2E ¢
+<I>(‘i72) o]| =
_ % / @ [2F + VIV, + W) 4 4 iV, — i) Bt
+ A(D WV )P + A(D - iWV,) 8| =
s = ; / P [2FF 4+ (10, + Vi + ’t/)“('i(?ab VY + 200N A — A AN+

+ A(Bup + Vi) A 4+ A(Oap — V)2 4] - (2.47)
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Esta é a acao em componentes, que apresenta nao somente os termos ja conhecidos do
caso cldssico, mas também termos (de campos) auxiliares que preservam a supersimetria

fora da camada de massa (“off shell”). O que vamos estudar é o caso na camada de massa

(“on shell”); isto significa que usarcmos as cquagoes de movimento para os campos I, F

C /\“.Z

F=F=0 e *A—-9"4d=20, (2.48)

e também vamos usar o gauge de Wess-Zumino (B = x = 0). Entdo, a acao “on shell”
fica:

2

F

1 _ _ - B
g == ](iB:r{'t/)“z'Dub Yo + YD oy + ADA + 404}, (2.49)

com as transformacdoes de supersimetria:

5@5“ = EbiDabA R 5’[,bb = *Ec‘iDbCA,

A = —€e*, , A = "1y, (2.50)
@ as equacoes de movimento:
D%y, =0 e D%p, =0, (2.51)

para os cspinores de matéria. Com isto, podemos calcular as correntes de Noether da

supersimetria,

2.2.2 Corrente de Noether
Termo Devido 4 Invariancia da Acao

Analogamente ao caso anterior, temos

5 = f Brd 5L = — / B0 QL = — f d*r D% Q. L

= et /(13;5 DD, L] = ¢ / Py, [wiac“vaH =0=
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= 2% = 4§ VL reo (2.52)

Efctunando os calculos

v [3V?P + (I)VQ@H _ 1 [(v%)(v'ﬂ‘@) + B(VIVID) 4 (VPR)(VED)+
+ B(V'V'D)]| = 5 [(v <I>)(V2<I>) + DAV, +iW) D) + (VPD)(V2D)+
+O(VIY, i) D)) ‘ [wa + AiD% +iANA + PP F 4 AiDYy,

—zAA”A] [w F o AiD“p, + ' F 4+ AiD" ) . (2.53)
do que, reinserindo na expressao (2.52), obtém-se
e

1 _ _
mab 5&:0 {44 Ddb Tpd + ADdbwd} ) (254)

Termo Devido & Variagao dos Campos Componentes

Fazendo a variagao dos supercampos na Lagrangeana, ternos

oL
Sl .
7, (M So 1) =

Y YN EIUAD O3, ) . - 2 (9," A)(8% A)
[ e (S (R0 o

2 FERT DO e
8(0. A% A\ o (98, AV A)
+( g, A )04t o, A oA
(V" Ay AN L -
_ A = .55
( T, A 8 0, (2.55)

do que resulta

[ 60, + o8, -+ (D% A)SA + (D%A)(s;l}} , (2.56)

L\JI»—!
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onde, substituindo as vanagoes, temos

2 {

%Dy A) + P (i D" A) + (D%A) (—etiba) + (D%A)(—Ed?;d)]} =

FDP A+ DA 2 (DAY, + (D”bA)q}c” _ (2.57)

L i
%[

/—Ht\di*—‘

Deste termo, lé-se a contribuigio

— = [B Db A + g DY A+ (D A) + 1D ) (2.58)

L\DI»—l

b
& =

Corrente Total de Noether

A corrente total é calculada como a subtracio de (2.54) do termo (2.58), ou seja,

1 - - - _
5((10 _omab 2 [U)(LDbcA + wancA + 5ca{AD{lb¢d T A-‘Ddb‘l,bd}+

—c

+ 1he( D™ A) + (D 4] =
= J¥_. (2.59)

Em notagio vetorial, a corrente ¢ reescrita comao

(O I, = = o (M) (1) (07 8, A + 90, 4) +
- %(F*‘) (DY (A8, g+ Adyhy)
(M ()8 A+ 50, 4) =
- (2.60)

Obscerve que, novamente, o termo simétrico em , v da primeira linha da expressao acima

¢ nulo, logo

Jhy = -;-gf-“’ﬂ [59 (T))ae B0 A + 0% (0)) 0 0 A] +

1 -
-~ 3 (1 0" A + 4. 0" A) +
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—

— (AP + A" +

i

]

4P (A8, 9% + A8, (L)) e, (2.61)

]

do que resulta

0, = / Lz’ =
-1 L o B
- /d%5 {— (0" A+ 00 A) + €% [ (T})ae B A + 0 (T;)ue By A+

(AP Y+ A Pe) e (AB Y + AP ac) - (2.62)

(s momenta conjugados, necessirios para a dlgebra de supercargas sao:

- Para o campo )y

aL . b 88{1/)[:, - d
Uy, = = = —wp*(I")a L FU a 2.63
- Para o campo
Mg, = — (1), (2.64)
- Para o campo A
oL - d9,A _
[l = — = (D*A4) £ = (D"A) - 65
a=gq = WA g = (DA (2.65)
- Para o campo A
Iy = (D°4). (2.66)

Com isto, podemos cncontrar a representacio candnica para a dlgebra dos campos, que é:

- Para os campos espinoriais 1 e vq

{9, 4} = i (T 10N - ). (2.67)
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- Para os campos escalares 4 ¢ A

(A, D°A] = §* (& — ). (2.68)

2.2.3 Algebra das Supercargas

Para calcular a dlgebra das supercargas, devemos recorrer as relagées algébricas dadas para
as matrizes-I" e as relacdes de comutacao e anti-comutagao para os campos componentes.

Obtém-se que

{Qaa Qb} - _ZiP“(th)ab: (269)

onde P* é operador de momentum que inclui, agora, contribui¢des advindas do setor
de gauge minimamente acoplado a matéria. E interessante observar que nao é gerada

qualquer contribui¢ao, presente nas eq. {2.29) 4 carga central.

2.3 Modelo Escalar de Gauge Supersimétrico com

Termo de Chern—Simons

Para estudarmos este modelo, acrescentaremos & acgido estudada na secao precedente o
terino de Cheyn-Simons (CS) supersimétrico, e verificaremos como este afeta a algebra

de supercargas. Para isto, partimos da expressdo do termo de CS no superespaco:
M
Sos ="y [ dxdoTW,, (2.70)
g

onde M é mn parametro de massa e g € a constante de acoplamento do campo de gauge.

Esta expressdo, em componentes, € no gauge de Wess—Zumino (WZ) fornece:

. M 3.. M2 (e myb 5 . M l 3. M2 b 1Te
S(jg = fj‘? ‘ ¢! .’LD [l D Dal b] = @ od?r D |:(.D ].—‘ ) (Du. Pb)]‘ =
- %/d% [V (8 V) + 407 (2.71)
4
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onde o primeiro termo do lado direito é o nsual termo de Chern—Simons. Entao, incluindo
o termo (2.70) na agao (2.10), implica que em componentes estarnos incluindo a agao (2.71)

e (2.47), resultando em

S = % ] Pz { [QFF + 9210, + Vi )by 4+ 9°(38," — Vo' )aby + 20( AN A — A, A)+

. M
+ A(Oy 4+ V)2 A + Ay — z'v;b)zA} + [W“bamwb + 4)\2]} . (2.72)

g
As equagdes de movimento para F' e F' ndo sao afetadas pela pela presenga do termo de
Chern-Simons, mas a equagao para A,, agora, lica

dL JL

AL 8,0 — — =0
a amL /\a’ 8 /\d

AT AP A —a O A 20N

242 a)\d d )mz
2M fOM d A i
o 22 Aa )\a i ot (1 6ab )\ —

T (a/\d N a/\d) +2g26‘)\ » =0
i - - 4 M

_izaad A\e + ’&‘(?,/)d/‘l . ‘t/)d A) + _2)\(11 -0
g g
B A =0,

= (2.73)

Xt — 4!\[ (wdA wrj A)

Com isto, a Lagrangeana em termos dos campos dindmicos lé-se:

P . ~ 1 B . ~ . -
Ldm = %waaah?/)b + %waaﬂbwb - 5(8@‘4) (aabA) + %(aabA)I/abA - %Ifabfl(aabfl) +

M
VG,V (2.74)

ou, em notagao vetorial, usando a dlgebra das matrizes I,

Ligin = %*ab“(l““)a”am + E‘JJ“(F“)ab@pﬁm = 5(8“,4)(3“‘4) + %(aﬂAJI;A +

iM
~5VIAOA) e VA, (275)
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com as transformacoes de supersimetria "on-shell”:

51 = e, DA : Sipy, = —1e“ Dy A |
0A = —e“y, , A = —e*1),,

(ﬂ/ab = ’J:E(u)\b). (276)

Observe que as equacoes de movimento para 9* e ¥® nao se alteram, ¢ A, esta definido

na eq. (2.730

2.3.1 Corrente

Obteremos, a seguir, as contribuicocs & corrente de Noether advindas da agao de Chern-

Simons (2.71).

Termo Devido & Invaridncia da Acao

Analogamente ao caso anterior, ¢ a partir da expressdo (2.52), o termo de Chern-Simons

[rea:

.M
(Zes)2 = —i8%V'les| = A‘L(;@D“FEWB =
e | M .
- -1 6[0 {@Db(DdF )(_Del—‘d):H o
M 23 b yde b ed
- _8926 c [(D DT‘)(DeFd) + (Drlre)(D Dr )” =
P M ,
= > . [(—2CM0) (Vi) + (iVae) (—2C%07)] =
M
(Jes)s® = *2—(;2‘5%()\(!%6)- (2.77)

Usando as equacoes de movimento para A, chega-se a:
4 - -
(Bes)® = 8% (A -l AWV, (2.78)

ST
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Termo Devido & Variagao dos Campos Componentes

Como j4 foi visto anteriormente, usando a mesma técnica, obtemos

2 M
2

0 Les

v _ {
a—ap‘@é $ = 31,

A4 - C'Vb
[zﬂfva 38,°V, 5%61 _

9,
f 7 09,

Usando a variagio (2.37), a equacio (2.73) resulta :

o EM L g
Ou {_"9—2—1’ |:4j,mf€(b (U‘)C)A 'd)c )]} =

= L0 Ve (A - o A)] = Zadt [V (wd - Gea)| ¢

4
+j, eed,' [V (oA - @EbA)] -
1

= Ve (qp A—yPa) — 8V (ped —paA)| =

= (fes)t® = 1 [/a (%1) A— 't,/)bA) — §b e (’ﬁbdfi — %A)] .

2.3.2 Termo de Chern—Simons para a Supercarga

LAV SV

(2.79)

(2.80)

Em funcdo das expressoes (2.78) e (2.80) mostra-se que a contribuig¢do do termo de Chern-

Simons & corrente de Noetherda supersimetria ¢ dada por
# ’ SR, A b
JSCSC = 5 ! ('lf)c A4 - 'lwa A) ’

do que se obtém:

(@ses)e /d t(Jscs) /dz { VU wcﬂ P )},

o qual, acrescentado & supercarga (2.62), leva-nos a algebra das supercargas:

{Qu,Qi}es = 20 P*(VO)(L)ws
de onde nao se 1é qualquer contribuicao a carga central.
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2.4 Conclusao

No trabalho de Haag, Lopusanski ¢ Sohnius [54], é formulado wmn teorema que diz que
o aparecimento de uma carga central emn modelos supersimétricos em 4 dimensoes s6 é
possivgl no caso de supersimetrias estendidas. Ji em duas dimensdes, solugdes com topolo-
gia nao-trivial sdo as que fornecem uma carga central para a dlgebra [49]. Neste capitulo,
apresentamos alguns resultados da dlgebra de supercargas para wm modelo escalar e para
un modelo de gauge Abeliano em D=(1+2). Estes resultados informam-nos que as con-
clusoes referentes ao caso de duas dimensdes persistem em 3 dimensdes, isto é, a presenga
de configuragbes tipo-séliton com fluxo magnético pode ser a fonte para a carga central
em uma algebra de supersimetria simmples. Também, verifica-se que o termo de Chern-
Siinons N=1-supersimdétrico ndo influencia na carga central. Este resultado ¢é diferente do
encontrado no trabalho de Lee, Lee ¢ Weinberg [34], no qual os autores usam um modelo
N = 2-supersimétrico com potencial tipo A¢® ¢ concluem que a solugio com topologia

nao-trivial que contribui para a carga central é gerada pelo termo de Chern-Stmons.
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Capitulo 3

Formulacao da Mecanica Classica

g-Supersimétrica

Nestes nltinos anos, Algebras de Hopf Quase-Triangulares ou Grupos Quénticos [55, 56,
57} tém atraido muito a atengéo dos fisicos, onde uma das caracteristicas mais interessantes
é que tais estruturas podem ser relacionadas a simetrias subjacentes de espagos onde as
coordenadas s20 nio-comutativas [58].

Recentemente, fol mostrado que os operadores de criagao e aniquilagio do oscilador
harménico ¢-deformado [59]

ool —gata=q", (3.1)

possui mm limite cldssico onde estes operadores podem ser entendidos como coordenadas

obedecendo [38] a

gk =0, (3.2)

onde & é um inteiro, ¢ o fator ¢ da deformacdo é uma raiz da unidade, ¢* = 1. Em geral,
as propriedades destas coordenadas sao generalizacbes de alguma propriedade associada
a varidveis de Grassmann. Promovendo estas coordenadas a fungdes (campos) de um
pavametro {(ndo-deformado) ¢, foi mostrado que é possivel escrever uma agao, a qual

somada & agdo de campos comutantes, tem uma simetria que “lembra” a supersiinetria

43



[60]. Também foi mostrado como fazer integracao funcional sobre uma teoria quantica de
campos heterdtica [61]. Neste capitulo, exploraremos as tranformacoes de tais campos,
¢ as invaridncias da acao, como resultado de uma formulagio de superespago de um
modelo de mecéinica classica, onde suas coordenadas sio varidveis de Paragrassmann (um
g-superespaco), e os multipletos g-supersimétricos sdo compostos de (em geral) campos
nao- comutantes [43].

Na préxima secio, apresentaremos uma breve revisao sobre varidveis de Paragrass-
mann e também mostraremos como se pode construir coordenadas a partir destas. Na
secio 3, construiremos o g—superespaco, as transformacoes entre suas coordenadas, e as
transformactes induzidas sobre os g-supercampos definidos neste espago. Agdes invari-
antes serdo construidas na segdo 4, e particular para uma particula livre e o oscilador

harnionico.
3.1 Variaveis de Paragrassmann e Coordenadas (QQuer-
midnicas

Comecamos por introduzir nma varidvel de Paragrassmann, €, ¢ sua derivada, % = oy,

aque obedece [40] a

g5 =0, 95" = 0, (3.3)

com & um inteiro positivo. Se quisermos que a atuacdo de d; sobre 47 seja proporcional

a #"' ¢ necessdario modificar a regra de Leibnitz para ser
Gy (ad) = (Opa)b+ g(a)(Deb), (3.4)

onde @, b sdo polinémios arbitrarios em 6, e g(e) é um automorfismo da dlgebra, satis-

[azendo a
gla+p3b) = agla)+5g(b),
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glab) = gla)g(d), (3.5)

onde «, # sao “c-numbers”.

Escothendo a = # em (3.4), vemos que dj ¢ # deve obedecer a uma relagio de comutagao

g-deformada {qnomuntagio),
[0g, 8], = 0gf — ¢80y = 1, (3.6)
implicando no automorfismo para 0
¢(0) = ¢ 6. (3.7)

Esta derivada, entretanto, ndo é nnica. De fato, podemos mudar o expoente 1 de ¢
na cq.(3.6) por qualquer outro inteiro, portanto para qualquer valor de k pode-se definir
(k — 1) derivadas diferentes. Para o caso especifico k = 3, pode-se tamhém definir outra

derivada &y [62] que quomuta com € como
[8,0], = 3060 — ¢089 = 1, (3.8)

¢ sua regra de Leibnitz difere da eq.(3.4) pela troca de g(a) por g(g(a)).

Integracao de uma variavel de paragragsmann é definida de tal mancira que
/d@ 6" b i (3.9)

I interessante notar que a eq.(3.1), para k = 2 implicando em ¢ = —1, torna-se o
anticomutador usual, o qual é consistente com as eqs.(3.3) ¢ (3.6), que definemn varidveis de
Grassmann. Tomando & — 00, a eq.(3.1) torna-se o comutador usual. O significado deste
limite na eq.(3.3) é que, sc expandirmos em série de Taylor as fungoes destas varidveis, ela
se tornard uma série ordindria (obviamente, se 8% = 0, £ finito, uma expansdo em Taylor

serd um pelindmio de grau (£ — 1)).
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As varidveis de Paragrassmann podem ser promovidas a coordenadas se as tomar-
mos como funcgdes de um parametro (comutante) . Retornando ao caso das varidveis de
Grassmann, lembramo-nos que temos duas diferentes coordenadas: uma que se comporta
como f (uma coordenada fermionica), e outra que se comporta como #°( uma coorde-
nada (comutante) bosonica). No caso de Paragrassmann, teremos k diferentes tipos de
coordenadas, cada uma correspondendo a uma poténcia de #, e novamente 6° sendo uma
coordenada comutante. Chamamos de ‘% (¢) as generalizagbes fermionicas das coorde-
nadas (¢g-férmions) ou, simplesmente coordenadas quermidnicas e o seu indice (7) indicard
o0 setor{poténcia de #).

Tomaremos dois quérmions de diferentes setores obedecendo as relacdes de quomutacéo
(g-comutagio)

D ) = gyt (3.10)

onde 0s parimetros g ;) 540 poténeias de g% = 1.

Vamos tomar, agora, 0 caso particular k£ = 3, e construir uma agédo, a qual estende o
conceito de particula pontual supersimétrica através do uso destes campos generalizados
[60]. Esta particula generalizada ¢ descrita pelas coordenadas (z(t), v (t), ¥ ® (1)), da
mesma maneira que uma particula puntual supersimétrica é descrita ter as coordenadas

(z(t),v¥(t)). A acdo envolvendo os quérmions ¢ dada por
S = [dt(%x‘z — qCU @0y (3.11)

onde escolliernos a dimens3o da massa igual a um. BEscolliemos o segundo termo em
(3.11) de tal maneira que “lembre” a equacio de movimento cldssica supersimetrica para o
férmion. Q fator tipo—cociclo ¢ ¢ necessario quando da multiplicacdo de dois objetos de
setores diferentes, AT BB) este deve se comportar como um objeto do setor (r+ ) mod 3.
Entretanto, se este fator ndo ¢ inserido, este produto nao quomutaria corretamente com
A ou BB O que estd por baixo deste ponto é o fato que, aqui, diferentemente do caso

fermidnico campos 1guals em pontos iguals comutam.
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Este fator tipo cociclo C%' neste caso, pode se comportar como um contador de
setores, ou seja

Finalmente, com a escolha [¢t! 40

N, = 0, tomando todos os CRIMPOs ComMo reals. o
segundo termo na agao, eq. (3.11). se torna real ¢ ¢ mn representante do setor zero.

Fazendo a transformacio

()i: — q C(b) E{l) 'L.’D(‘Z) \

]

su = S obr Wy

Jw? = gty (3.13)
na agdo (3.11) temos

58 = i/ dt (D), (3.14)

onde usamos [¢, W], = [¢@ Y], = 0. Tal transformacio é similar & transformacio
supersimétrica usual: o pardmetro ¢! é ndo-comutante, a agao transforma como una
derivada total e um dos campos, w't também se transforma com uma derivada rotal. o
que pode ser considerado como indicador que () é o mais alto rermo na expansac em §
de algum supercampo. Poder-se-ia, também, escrever as transtormacoes entre os CAINPOS
com um parametro pertencente ao setor dois. Eutremnto.; pode ser mostrado que esta

transformacao nao é uma simetria da acao (3.11).

3.2 O g-Superspaco e 0s g-Supercampos

Vamos. agora, constriir nma formulacio do g-superespaco qne recobrivd os resnlados
relativos s coordenadas quermionicas presentes na 1liima secao. Comao Lol previamente
cstabelecido, consideraremos em detalhie somente o caso & = 3. Algmmas das idéias
disentidas aqui ¢ na proxima secio também foram abordadas nea rel. 16:3], sendo que nesea

altima, o autor ndo se preccupou corn a homogencidade das relacoes obtidas, com isto
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chegando a conclusoes diferentes.

As coordenadas do g-superespaco sdo {¢;0), onde ¢ é um “c-number” que identifica o
tempo e & uma, varidvel paragrassmanniana que obedece a 8* = 0, sendo tomadas amnbas
como parimetros reais.

Vamos introduzir transformacoes entre estas coordenadas que sde translagoes no g-

superespago. Tals transformacdes siao escritas como:

= 6+¢2Cc0¢,

' = t+qC9 %, (3.15)

onde £ é uma constante infinitesimal que, por homogeneidade, estd no mesmo setor que 4.
O fator tipo-cociclo C'® é necessério porque as coordenadas transformadas (', 8') devem
se comportar sob as relagoes de comutagdo da mesma maneira que (¢,8). A translagdo no
g-superespaco fixa a dimensdo massa de 8 e de £ serem wé.
Tendo como base a eq. (3.6), propomos a defini¢io para o comutador de duas grandezas
Ae B:
A,Bl,=AB—¢B4; (3.16)

a partir desta, escolhemos

{9, E]qz = G, (317)

onde, por homogeneidade e realidade, fixamos
[C® 0], = [C? ] =0 (3.18)

De fato, s6 depois de determinar estas relagGes de quomutacio é que estabeleccinos os
fatores ¢ em (3.15) a fim de preservar a condi¢do de realidade para as coordenadas.
Observe que podemos escolher ¢ 2o invés de ¢ em (3.17) (i. e., podemos tomar I, 8], = 0).
Com esta escolha, necessariamente temos que mudar g < ¢* nas eqgs. (3.15) e (3.18). Mas,

de fato, nao existe diferenca significativa entre estes dois casos. No Apéndice C, indicamos
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os quomutadores numa maneira geral, sem especificar a priori os fatores q.

Depois de introduzir o ¢-superespago (¢, 6), nosso préximo passo é escrever uma funcio
destas variaveis. Como no caso supersimétrico, vamos expandir esta funciio em série de
Taylor em 8, e esta expansao serd um polinémio de grau 2 (para o caso genérico 8% = 0,

o polindmio serd de ordem (k — 1}). Ou seja,
X 0) =z() + @ 0CP B (1) + 202 ¢V D (1) (3.19)

A coordenada z(t) é uma fungdo comutante; entdo, por homogeneidade X (¢, #) tambén
tem esta propriedade, fazendo o mesmo papel que o de um campo escalar. Os 1 (t) sio os

companheiros g-supersimétricos das coordenadas z(t), e suas dimensdes sio [pU)] = ~L

Tomamos os quomutadores correspondentes na eq. (3.19):

{w(l)’wm]qg =0 |, [C’(l), 0(2)]q2 =0,
[0, =0, [P, =0,

WD cW, =0, |, P P =0

[, ¢ =0, [, ¢, = 0.

(3.20)

Com esta escolha , garantimos que X € de fato o campo do setor zero e é real, ou seja,
homogéneo.
As transformacoes infinitesimais de coordenadas (3.15) induzem uma variagdo sobre o

g-supercampo X (#,t) na forma
NO O -X0)=AX=¢2C"MeX. (3.21)

Podemos obter a realizagao operatorial do gerador de transformagoes g-supersimétricas
(2, por expansao de Taylor do Lr.s. desta equagio. Entretanto, devemos tomar cuidado

em definir uma expansidc de Taylor, ja que temos duas derivadas com respeito a 8. Para
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isto, escolhemos os fatores de tal maneira que mantenham a condigdo de realidade, o que

resulta em

[}
o
R

50 X .
(@, ¢) = X(6,1) + Ad (qzaY ° ) X

% +q69 +At5?. (3.

Com esta expansio, e usando a eq.(3.15), @ pode ser lido como

Q=168 +q0 +qd, (3.23)
onde notamos que o gerador estd no setor 67, e sua dimenso candnica é [Q] = 2.
Por um calculo direto, mostra-se que
Q* = —0a,. (3.24)

[sto significa que as transformacdes de g-supersimetria sao raizes cibicas das transla¢des
temporais.
A variagio dos campos componentes de X podem ser lidos da eq.(3.21), comparando

as poténcias em # temos

Az = —qCO 0@ cy®
At = WP o

A = g c@?% o o) eqpV). (3.25)

Como no caso supersimétrico usual, estas sdo transformacoes ciclicas entre os campos.
Ohserve que cstas transformagdes sio equivalentes as da eq. (3.13), no caso anterior,
onde nao tinhamos construido o superespago.

Tenclo escrito as transformagoes do g-superespaco e as variacoes dos ¢-SUpercampos,

vamos construir uma derivada g-covariante I, que é um operador difercncial que obedece
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[DaQ]q:O

D(AX) = A(DX) (3.26)

Por analogia ao caso supersimétrico, escolhemos DD de tal modo a pertencer ao mesmo

setor que (); estes serao proporcionais, ou escrevendo
2 -
D= qC(O) (92 O + q289 +q ()g) , (3.27)

onde o cociclo fard um papel importante, como veremos rmais adiante.
Como no caso supersimétrico, 0s campos componentes, aqui, podem ser definidos por

projecées do supercampo em diferentes setores, usando as derivadas covariantes em & = 0:

Xlo=o = 2
DXlpmo = —qCO?COyp®
D?Xlgmg = —q>CO g (3.28)

Daqui para adiante, desprezaremos o subescritos # = 0.
Escrevemos também algumas relagées eutre poténcias de D) e de (), as quais serdo

itels mais tarde

D.| = ¢C9° Q.|
D2.| — QQC(D)Q2|
D = -8, (3.29)

Além dos supercampos definidos acima, também podemos construir supercampos nos
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setores um e dois. Suas expansoes em # podem ser tomadas como

A = 2D 20070 4+ g2 NN (3.30)

E(Q) (t) — 5(2} + QL(I)f(I) + ngzL(z)F , (331)

onde os superescritos indicam os sefores aos quais os campos pertencem, e 4 e I’ sio
campos bosénicos. A dimensio do g-supercampo 23 ¢ tomada como £, sna componente
I nao tem dimensao e, como veremos mais adiante, comporta—se 2omo num campo auxiliar.
Entretanto, ndo podemos tomar a dimensdo do ¢-supercampo AL como %, pois isto
implicaria numa dimensao negativa para a componente mais alta A2 Logo, tomamos
sua dimensdo como %. Isto, entretanto, leva a equacgoes de movimento diferentes para
snas componentes quermionicas, como veremos na préxima segao.

Admitimos que os campos £9) tdm o mesmo comportamento que 1) com respeito as

relacdes de quomntagao entre eles, com & e com £. As relagdes com os cociclos sdo, entao,

fixadas segundo as expressoes:

0, 1), =o0. (3.32)

Atnando com a derivada covariante num produto de dois supercampos , vemos quc a

componente #? obedece 4 regra de Leibnitz
D{AB) = (DAY B+ A} (DB) + 30 h%(4)) By, (3.33)

onde A, e By sio os coeficientes do termo linear na expansio em ¢ de g-supercampos
genéricos. Notamos que, por causa da regra de integracio (3.9}, este ultimo termo ndo
contribuird na integracio da varidvel de paragrassmann, logo a integragao por partes é

posstvel de ser efetnada ordinariamente. O fator (A} é simplesmente um automorfismo
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com g(A), que é obtido pela regra

2

CO? g2 4 = p(4)CO% 62, (3.34)

ouseja, h(A) = ¢ Acomi = 0,1,2.

3.3 Superacoes

Nesta secao, faremos uma discussdo geral sobre acoes que sao fungoes dos g-supercampos
introduzidos na ultima secao.

Em geral, uma acao para um supercampo qualquer ® deve ser da forma
S = /dtdt? P(®, 8, DB, D*®) (3.35)

onde 7 é um polindmio em @ e suas derivadas covariantes, o qual deve se comportar,
sob relacdes de quomutacio, como 62, pertencente ao setor dois (ja que [df = §y* e S é
escalar),e ji que a medida tem dimensao de massa —% e S é sem dimensao, a dimensdo

de P deve ser %

Comparando a expressao para a derivada covariante e a integracao em 6, verificamos
a relacao

[aza - FC 2|, (3.36)

Vamos, agora, efetuar a transformagao sobre a agao
AS = /dtd@ AP(®,d, DB, D), (3.37)

sabendo que o Jacobiano é trivial. Usando a eq.(3.38), chegamos a conclusao de que S

transforma-—se com uma derivada total
AS = —qCO¢ / dt 9P, (3.38)
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e as transformacdes da eq.(3.15) induzern simetrias sobre a acao.

Vamos agora escrever uma agio para os g-supercampos ¥ e Z(2) definidos na secio
3, e usamos as formulas acima para encontrar suas equagdes de movimento e cargas
conservadas.

Partimos do ¢g-supercampo X. Sua agdo quadritica é

Fa

Sy = g / didy CO(D?X)(D*X) (3.39)

onde m é o parAmetro comutante de massa. Através de cdlculos explicitos de sua integral

em ¢, ou por uso da eq.(3.36), esta agdo pode ser mostrada em suas componentes como
Sy = m/dt Gm? + q20<2>c<%<2>¢<1)> : (3.40)
A equacao de movimento relativa a equacdo acima é
DX =0, (3.41)

a qual em componentes fica & = %) = 0 (j = 1,2), e entiio vemos que 0 SUPErcAmMpo
X representa uma particula livre e seus parceiros supersimétricos. A sua variacao super-
simétrica é obtida:

ASy = qCO / dtd,(C M, (3.42)
A acdo quadrédtica para o g-supercampo A'D é

m

=5

/ dtdd MO (A2, (3.43)

Por conveniéncia, 0 parametro de massa é tomado ser 0 mesmo que na acao para .X. Em

componentes, a agao torna-se

Sp= 0 [t (A% + 2g2 MO M SB A0, (3.44)



onde é interessante notar que a equacio de movimento para A,

AW =0, (3.45)

apresenta-nos em componentes A = A% = 0. Entdo, este g-supercampo também rep-
resenta uma particula livre, mas seus parceiros quermionicos obedecem a uma equagao
de movimento que é de segunda ordem na derivada temporal, enquanto no caso do ¢-

supercampo X é de primeira ordem. A variagdo ¢-supersimétrica de Sy é
ASy = e CO p® f dtA{AW)? (3.16)

Consideramos agora a acdo quadritica para o g-supercampo =, Este é

Sz =m ] didf LA CO* (DY (3.47)

Em campos componentes, a acio fica
Se=m f dt[~2 LD LWe@eh 4 2), (3.48)

A equacdo de movimento para =2 é
D= =, (3.49)

resultando que F = £U) = 0, o que significa, como fot antecipado, qua a coordcnada

bosdnica I é auxiliar. A variagdo de Sz ¢

ASs = —CWL@ L0 / dto, e’ (3.50)
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Os supercampos X e 22 podem ter wma agao quadratica com um termo misto

S_\'E = 'nlw/dt(i9q2L(2)2 Ar.:_ﬂ,(g) , (351)

1

onde w tem dimensdo de massa™', que em componentes é

Syvz = mw / dt I'z. (3.52)
Somando as acées (3.39), (3.47) e (3.51), temos
Spo = Sx + 9=+ Sz, (3.53)
onde vemos que sua parte bosdnica é
Sko = fdt m(é:bz + %FQ +wkFz). (3.54)

Calculando a equacio de movimento do campo auxiliar /', e reintroduzindo-o na agao,

temos

Sy = / dt [‘)mm - 5w (3.35)

F4

que é a agido para o oscilador harmonico.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos uma generalizagio da mecinica cldssica supersinétrica
haseada mum parametro de deformagio ¢, onde a coordenada nao-comutante ¢ nilpo-
tente de ordem 3. Translacdes no g-superespaco induzem transformagdes nos campos, e
foram construidas acoes destes campos que sio, a menos de derivadas totals, invariantes
sob tals transformacoes.

Portanto, existe wn grande paralelismo entre o ¢aso supersinétrico nsual ¢ a for-



mulacio que discutimos aqui. Existem, também. algumas diferengas. A mails importante
¢ a necessidade de se introduzir fatores tipo cociclo para corrigir o comportamento es-
tatistico dos campos. Apesar do fato de ndo sermos capazes de encontrar alguma real-
izacio para os cociclos, esperamos que estes devam ser alguma fun¢ao dos campos, que nao
participaria na dinamica. Poder-se-ia conjecturar que a necessidade de introduzir-se tals
fatores esta relacionada ao fato que o operador identidade de uma dlgebra deve, também,
ser deformado. Por exemplo, o fator g7V que aparece no r.h.s. da eq. (3.1) pode ser visto
como o parametro de deformacdo do operador identidade da dlgebra de Heisenberg. Tais
fatores sio ., também, importantes para as condicdes de consisténcia para a dlgebra, como
a condicdo de associatividade [64]. Entdo, poder-se-ia procurar por fatores na forma de ¢
elevado a algum operador como possiveis solugdes para fatores tipo-cociclo.

Uma outra possibilidade seria tomar os parametros que aparecem nas formulas acima
como comutantes, mas obedecendo a algumas relagbes de quomutacao com os operadores.
Isto encontra—se feito, por exemplo, na ref. [65], onde o pardmetro de massa foi tomado

como nio-comutante para assegurar a unitariedade do operador de evolugdo temporal.



Conclusoes Gerais e Perspectivas

Futuras

No Capitulo 1, tendo em mente o método de Schwinger para a descri¢do do comportamento
quantico de modelos bidimensionais Euclideanos, foram analisados os modelos de gauge
Abelianos (1,0)- e (1, 1)- supersimétricos. Esta andlise foi baseada no trabalho da refl.
23], onde foram calculadas contribuictes a “1-loop” para a agao efetiva. Foi encontrado
que o modelo (1,0) apresenta uma contribuigio tipo contratermo de “Quillen™, o que
garante a invaridncia de gauge do modelo; j& o modelo (1,1) apresenta gera¢ao dinamica
de massa para o boson de gauge. Estes resultados sdo conseqiiéncias naturais do estudo
efetuado na ref. [23]. O interesse maior fol verificar a relacdo dos tcrmos mencionados
com a carga central conforme dos modelos: os resultados encontrados foram ¢=2 e ¢=0,
respectivamente. Para o caso (1,0), o valor ndo-nulo da carga central indica a presenga de
una znomalia (de fatorizacdo) necessdria para a acdo do modelo ser invariante de gauge.
J4 no modelo (1,1), a carga central nula assinala um mecanismo de geragao dindnnca de
massa a la Schwinger.

No Capitulo 2, chama-se em causa o cldssico trabalho de Haag, Lopusauski e Sohnius
[54], no qual ¢ apresentado um teorema que estabelece que uma carga central num modelo
supersimétrico cm 4D pode aparecer somente se a supersimetria for estendida. Bm 2D,
Olive ¢ Witten [49] mostraram como configura¢oes com topologta nao-trivial (chamadas
“kinks”) poderiam ser fontes para um operador de carga central no caso de uma super-

simetria simples. A partir desta constatagio, apresentamos alguns resultados sobre a



dlgebra de supercargas para um modelo de matéria auto-interagente e para um modelo
Abeliano de gauge em D={1+2). Nossos resultados indicam que a conclusao estabelecida
para o caso bidimensional persiste para o caso tridimensional, ou seja, modelos em 3D comn
configuragdes de campo ndo-triviais no infinito apresentam uma carga central na dlgebra
dos geradores de uma supersimetria simples. De fato, a carga central aparece como uma
integral espacial que mede o comportamento dos campos no infinito. Enfatizamos que
os resultados encontrados aqui sao diferentes das conclusdes estabelecidas na ref. [34],
onde os autores adotam um modelo Abeliano com supersimetria V=2, potencial ¢° de
auto-interacdo e um termo de Chern-Simons para o potencial de gauge. Neste trabalho,
eles concluem que a contribuicao com topologia nao-trivial para a carga central provém
do fluxe magnético associadc ao campo estatistico.

No Capitule 3, partimos do conceito de Grupos Quanticos direcionados a considerar
que o parametro de deformacio, ¢, seja uma raiz da unidade [38], o que implica na pos-
sibilidade de obter varidveis que tenham sua regra de {anti-)comutacdo deformada; as
chamadas varidveis de paragrassmann [40]. Analisamos a possibilidade de se obter uma
formulagdo num superespaco g-deformado para alguns sistemas cldssicos. Utilizando a lin-
guagem de Teoria Quéantica de Campos, foram encontradas agdes em (g-)supercampo para
0s casos da particula supersimétrica livre e para o oscilador harménico supersimeétrico.
Estes resultados diferem dos que se encontram na ref. [63], onde ndo se associa a homo-
geneidade em relagdo as regras de g-comutacdo dos supercampos para a consisténcia da
algebra.

Observamos que, dentro das linhas aqui expostas, no que se rcfere ao Capitnio 1,
para se ter resultados mais conclusivos, seria necessario utilizar o mesmo procedimento
para modelos de gauge com supersimetria (p, ¢) diferentes daqgueles estudados. Isto nos
daria uma visiio mais clara sobre a relagao entre os valores da carga central conforme
¢ a presenca de anomalia, ou mecanisimo de geragio dinarnica de massa. No Capitulo
3, para uma andlise mais profunda da possibilidade de se constrnir uma formulagio de

superespaco g-deformado com supercampos homogtneos, seria necessario desenvolver em



mais detalhes a formulacio Lagrangeana e a andlise funcional dos modelos, bem como
encontrar uma realizacdo para os fatores tipo-cociclo que aparecem como base para a
consisténcia da construcgdo.

As perspectivas para futuros trabalhos relacionadas acs pontos citados nesta tese sdo:

~-Dentro da linha estudada no Capitulo 1, além das confinuagoes ja citadas para o
aprofundamento do tema acima, seria interessante analisar as consequéncias de nossas
conclusdes sobre um modelo que possuisse supersimetria local, Ja que este seria o caso que
realmente interessa para o calculo no ambito das "strings”. Uma quebra da fatorizagio
no setor gravitacional constituiria uma observagao notdvel no processo de resclucio das
funcdes parti¢io para teorias definidas sobre superficies de Riemann.

~No que diz respeito ao assunto abordado no Capitulo 2, uma sugestao interessante
seria analisar a eventual presen¢a de cargas supersimétricas das teorias de gauge supei-
condutoras em D=(1+2) propostas por Dorey e Mavromatos [15]. Tais teorias parecem
oferecer também o cendrio natural para a formulacio de supersimetrias estendidas, devido
A presencga de termos mistos nos campos estatistico e do féton.

~Na linha do Capitulo 3, além do desenvolvimento da formulacao em superespago g-
deformado citada acima, seria interessante estudar tal formulacdo do ponto-de-vista de di-
mensoes mais elevadas, em particular no caso de (2 + 1)-dimensoes. Também, poderiamos
investigar se tais campos sdo representacdes de alguma algebra g-deformada, tanto g-

Poincaré como g-Clifford.
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Apeéndice A

Integrais de “Loops” em D=2

A.1 Caso (1,0)

A partir dos vértices extraidos da acao (1.38), as contribuicoes al-loop para este modelo.

Estes vértices sao:

Vert, = 2L3(0:0") Vi~V @* (3:0) = (0:0) Vo0 + Vi (0 9°) +
7 ¥ ; T
2,2

b 2NV +ind A +ine N + L Ve V.6, (A1)
5 8 7 2 ]

onde o mimero sob 0s termos irdo indicar como iremos fazer a cormnbinacao dos vértices para
formar os loops. onde, para simplificar notacio usamos a € b para diferirmos os pontos a
ser realizada a integral. Levando-se em conta os vértices acima e usando os procedimentos
e cdlenlos descritos em [52] para efctuar as integrais. Vemos que poderiamos coustruir

diagramas A 1-loop, somente com os vértices 3, 4, 5, 6 ¢ 7, mas sabendo que
ke g (A.2)
ST TR '

isto implica que estas contribui¢des sio nulas, por isto, relacionaremos, ¢ resolveremos,

somente as que sio relevantes para este caso. Como segue, usando o cdlculo indicado no
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no texto, temos:

/ dza dzy (020" () Vo(a) o) (9:07 (1)) V2(5) $(b) ,

1.1 =

167r32
/a’ iz vz ZE v s \.3
327 Z e 2 (2, 2), ()
verificamos que o loop 1.1 ¢ igual ao 3.3. E analogamente
2 2 2
g q d p Ds pz
2.2 = Vi(—p) Vilp) =
/ % Ve, ) (A.4)
com 2.2 igual a 4.4. Continuando
12 = zgf [ dzadz (0:6"(a)) Vla) 6(a) Va(b) ¢" (0)(0:0(0))
—g?g? dip [1 a
- = g+l 2 (—p) Valp) | A3
s [ s () Vo), (A9

o pardmetro £ tende a zero, vg € a constante de Euler e no argumento do logaritmo. u
é um pariametro de massa que vem da regularizacao. Como vemos este diagrama nos da

uma contribuicdo infinita, a qual se cancelard na soma final das contribuicoes. Seguindo

dzy (0:¢7 (a)) Vz(a) @la) (0:¢(0)) V(D) ¢7(b) ,

1.3 =
- /df'dﬂf’(z 5%%y (2.5 (A.6)
167T DA (AL
14 = ‘lgé_g% [()fZa ffzb( (/b ((I)) ( )(/5((‘-) (b) (/)(b)(az(j)*(f))) :
B g q° d*p [ ,
v -
gy d*p 1 . ot B y ,-
160 J (27) [ e +‘f”( o7 )] Va{—=p) Valp) | (A7)
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23 = 16W2 /d%du,, () 6*(a) (0.6(a)) Vi(b) () (8,67 (D)) .
_gtdt o dp e
= T (zﬁ)glfz(—p)ls(p)+
e ()] v

24 = m L [ ey Vala) (@) (0.6(0)) V() 600)(0.67()
- 16’1T /dzdz‘i/ (2,7) aDa 1.z, 2)

34 = m / dza dzy (9:6(a)) V(o) 6 (a) Va(b) #(0)(3.4" (1))

—g% g? d*p |1 O i

2.2,
8 = L [ ddi Vo) (@) Ve 0) (@) =
27

2.2 d2 1 ar 2 )
géi (25)2 [ — e zn( r )] Vili=p) V:(p) .

dzy X7(a) Vila) Aa) A (B) V() A(B) |

3 5% vz

5.0 =

—¢ ¢ \
6.7 = —— dz, dzymila) & (a) Ala) (b)) s (b)A" (D) |
1672
).

2,2 :
(;_6({:? / dz dzv,r(z,z)%i'r,r(z,

(&3

Observe que

1.1 + 33+ 134556 = 5.5,
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22+ 44+ 24 =

12+ 14+34+23+8 = cdZ VLV
A.2 Caso (1,1)
A partir dos vértices dados em (1.55}, ou
Vert. = 0 0(0:6") Vg = V24" (8,0) —(0:) Ve + Veo (0. 47) +
1 2 3 i

+ 20AVen+ NV —pt A+ p o — N pd + 0 pe"y
———— —_——e e —— R — —

5 _ 6 7 8 9 10
92 2
+ — V"V, @, (A.15)
N G

11

e de modo andlogo ao caso anterior, efetuamos o cdlculo das contribuicoes a 1 - loop. As

Guals sao:

] dz, dzy (0:4"(@)) Vi(a) () (0:47(0)) V() 0(0)

(z, 3 8 Vi.iz, z), (A.16)

1.1 =
167'2

verificamos que o loop 1.1 ¢é igual ao 3.3. E analogamente

2 2 .
97 q d°p paps .-
29 = Vil—p) Valp) =
167— (27_[_)2 pz -( p) .«(p)
Vilz, 2) 0 0 A Z Al7
3% / Vilz, z), ( )

com 2.2 igual a 4.4. Continuando

12 = 41 [ iz dzy (=67 (a)) Vi (a) dla) Va(b) ¢* (0)(D.0(0))

16 7
2,2 2 .
94 dp |1 (e ) ) B
- s ! Vi(=p) Vz(p) . Al
16w / (27)2 L Vi F AT ( e )] 2 (=) Va(p) . (A.18)
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Seguindo:

1.3

1.4

3.4

11

16,” /arzadzb (a) ua) Ba) (B:0(b)) V. (b) ¢*(b)

[mav
16Tr

mz Oz (0267(@) Vila) bla) Va00) 60)0:6°0)).

g*q d’p ;
Vol—p) Vi(p) +
167 (2m)? A=P) V)

2.2 2 2
9°q asp |1 a i PR
167 (27)2 L e i ( a2 )] V(=P Valp) .

m / dza dz, V(@) 6* () (8,6(a)) Va(B) 6(b) (8,67 (D)) .

g% q* d%p .
TP/z— I/:?'
or | @y (=p) Vz(p) +

9 9 d2p 1 Gl,’!T,u.2 ,
R

g g

I [ deudz Vaa) 67(a) (0:9(a)) V3(0) 9(0)(0.97 (1))
g° q° 0, 0,
€6i_tf dzd7 Vilz, ) 55 V(5. 2)

—(2 2 .
0 | dzadz, (0:0(a)) Vila) 67(0) V(b) $(0)(0.0°(5))

2.2 . 2
—g°q dep |1 (L . ,

- — S (=p) Vi(p) .
16’[{ . (2,“_)2 [6 i/ni_/ + fﬂ( (},2 )] 12( [)) ([))

22,
:(2} s / dz, dzy Ve(a)d™ () Vz(a)¢(a) =
T .

2,2 . 2 2

g g dop |1 Lz . .
o In Vil(—p) Vilp) .

el (2ﬁ)2{5 Y+ ri( — )] =(—p) Vz(p)

(A.10)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)



22
= I [ gz M) Vela) nla) M) Va(b) )
d. 0,

<
Ot

— f dZdEI’%(Z,Z) V;(le) 3

6.6 é‘ﬁijmwu)w)M)rmnwww,

5 = ZEE [ ) 670 Me) 01 0) 60000

- L e ),

=J

mﬂé—%?/%mY@MMMW@MW@,

94 TN S
= e /dzdzp(z,z)mp(z,z).

Observe que

1.1 +33+13+66 = 66,

99 4 44424455 = 55,
¢’ g

124144234 30 1 = & /dz,d;f‘i/'g‘i/;.
VI
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Apendice B

Calculo das Supercargas

B.1 Modelo Escalar Auto-Interagente

Para encontrarmos a carga de supersimetria, tomamos a integral espacial do elemento 0

da supercorrente dada em {2.23), isto &,

Q — [,
P - e (70 A s Lo 0 Lo
= /d:c —1* (T ) {m A+ §A +§wca A+§A3 e -+
; 2 3
i Owvp 10 : i Owp a
—5¢ W (Tp)ac @ A + € A" (Tp)ue p (B.1)
4 i 5
Antes de caleularmos a relacao de anticomutagao das cargas, vamos citar nma dentidade

a qual pode ser verificada diretamente. Para guaisquer dois campos: ¢ espinorial ¢ X
escalar (ou vetorial) e seus momentos conjugados IT, ¢ i, com regras de comutagao

graduadas {4, T, } = (X, Hy] = 6*(a ~ y), uds podemos escrever a seguinte velagdo:

[6(2) X (@), Thp(y) ()} = {ui(e), ()} X () Maly) +

Ty (y) () [X (), T ()], (B.2)
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Com estas relagoes gerais podemos calcular a anticomutacao das cargas de Supersimetria.

Da expressao (2.24), como na algebra de operadores, fazendo duas operagoes, encontramos

esta dlgebra para o modelo o qual estamos trabathando. Onde, para efetuar as antico-

mutacdes nds utilizamos as expressoes (B.2), a dlgebra das matrizes I, (2.26) e (2.27),

conduzindo a0 seguinte resultado parcial (ja efetuada a integracao com a funcao delta de

Dirac §*(z — y)):

[Qule), Qulw)} = [ do
1 1
- 27 (E'mQA2 + =mAiA* + “/\ZAﬁ) (I‘O)ab +
2 2 4
3
+ (m A4 % AAF) 8 Con + ithy 0 (m + 3,\142) (T, +
pigt (mA + §AA3> B A (Ve +

1 | 3
+ (mA + 2,\_.43) 8 Cy — 10, (m + 5,42) (1), +

— (0 A AN +
+ '12— (80 V’)b) % +

~ 160 Y@ AT +

- b

[ o~
+ 5 g’ (az Tf)b) wa (Pj)cb +

1
*"jwbaowa +

. 1
+1e¥ (mf‘l + 5/\‘43) 9 A(Tj)ar +

F4

1

w (" ANO Ay +

+ = (3, A)(E AT +

[ oee DO o= B

- Eij 'L,f)b (dt '!r'{"c) (rj)ri.c s (B3)

¥

[t

k

Onde os demais termos sao nuios, ¢ como nos observamos as seguintes manipulacoes para

o calculo:

1 , .
P thy = § Cha ’f/)(' e = Che 'iL"z » (B-‘L"l)
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1
Ty (wb aO rl/)a + p(.[)a aO l.‘;‘/‘l,)) = _wc (FU)Cd 80 rébd (Fo)ab +

+ 'd)c (Fi)r:d 80 'ébd (Fi)ab ) (B-lb)

~5 (£ 4, O (Tdes — €70 W 0 (Tjhea) = e (T°)°, 00" (T)ay +

— e (TH, 080 (T,  (Bdo)

1.2) + 2.1} = 209? (m + A A2) (1), (B.4.d)

{Qe(), Quw)} = [ &

_Qi{i [ 25 %0 (10),7 8y + (° A)(0° A) + 209 ([%)," ey + (8 A)(&" 4) +

— o (m ot 3 4 (w2 tmoat o 22as) | b+

*2@'{% 2446% (00)," 97 ¢y, + (810 4) (69 A) } (Ci)ea + (B.5)

+2i (m 4+ 5,\,43) 8 A (T})es.

Agora a titulo de compara¢io necessitamos da expressao do momento, como componente
do tensor energia-rnomento, que obtemos via gravitagdo, como foi utlizado no Capitulo
1 (36 que para o caso de tcoria de campos, isto €, sem o fator @ na expressao) {1.42.a)
aplicado a acdo (2.10). Este resultado ¢ encontrado por caleulo direto como sendo:
1 b, i, ,
™ = {‘t/)"‘(ﬂ“)u 00"y, — 2(0“&4)((3")14)} +

pa

1 1
b {—%q/;u(rm)(f’,: Dy + (0% 4)(Bad) +
; : . 1, . 1 1., .
+ ot + ;)\'!/)2 A - §'mz AP — 5771/\;—1'1 — q/\‘2 A[’} (B3.6)
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Corn as componentes

| 1
[daTo = P = [ {w ) 60y — (0 )(am)} (B.7)
e
[d'z:r;TOO = po — /az? [T i0%% + ¥(T%). 18" +
- [( P AY(PA) + (FANFA)] — myp? — ‘z,\ W2 AT 4
I 5 1 4 Lo 6
+oomP AT+ omAA 4 2ATA } | (B.3)
Ou seja.

(Qolz), Qp(1)} = 20 P*(Ty)ap + Q-iafj/d% (mA + %A/-ﬁ) % AT)e (B9
B.2 Modelo de Gauge Abeliano

Q = [ &zl =

= /dzr—{ (1. " A + 1, A+ %I [ (T)ac & A + 9" (Tj)ac 6 Al +

L 2

T

3 !

— (A%, + AP + i (A0 + AD, &“)(Pj)m} (3.10)

Para calcular a dlgebra das supercargas, utilizamos as expressoes da algebra de Clifford

das matrizes T, (2.26) e (2.27). Resultando

Loy
{Qulz), Quln)} = 7 / A x
(1.1} 84 (D°A)(D° A (T)s +

(1.2) 43 [(D"AY(D A) + (D" A) (D' A4)| D)y +
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(1.3) — 4 (9o D%y + b D ) +

(1.4) 44 €9 [, Dytpe + pu Dithe] (T7)%, +

(21) 41 [(D°A)(D'A) + (DAY (D' AY| (T +
(2.2) 84 [(D*A)(D,A)] TV -+

(3.1) — 4 (B D%, + s D%P) +

(4.1) 44 €7 [ Ditpe + P Ditpe] (T)°, (B.11)
os demais sao nulos. Fazendo as manipulagoes:

(13} + (3'1) = —4 ['ﬁba(ro)abDowb + '@a(ro)abDUr@Bb} (Fo)ab +

+4 [ (%), DO%° + 164 (T7)%, D0y | ([

(14) +(41) = —4 [Ga(°), D0 + 1w, (0°)%, D] (T)as +

+4 {@Ea(ri)abDiwb + wa(l—\i)abpi@;b] (Fo)a67

Analogamente ao case anterior, vamos fazer uma comparagao com 0 tensor energla-

momento caleulado diretamente usando a expressio (1.42.a), para o caso de teoria de

campos, aplicada a acdo (2.47), o que implica em

T = LG 1 () D ) — (DY) (D7 4) +

+ n#“{—;— [qﬁff-(r(ﬂ)a"v;pﬁ)qpb + ,i.,w(rta)(,_*’?:pa)@,,] n (D"*A)(DQA)} (B.12)

Com as componentes

[ _

™ = P = {’f/_ﬁa(F(U)abiD”'t/u, + w“(F“’)(,.b?:D*)fe/)h} — (DDA, (13.13)

|
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T® = P° = {0 D%, + v (0D + () D +

+ oI 1D} — {(D"A)(D°4) + (DLT)(D'A4)) | (B.14)
Logo, observando as expressoes acima, chegamos

{Qa("ﬁ) ’ Qb(y)} =2 "’:Pﬂ’(r#)ab- (BIS)

B.3 Termo de Chern-Simons

A partir do termo para a carga gerado pelo termo de Chern-Simons, ou seja,

(Uscs)e = /dz-”ﬁ(Jscs)g = /d233 %VD (?j)cﬁ *-L!'JcA) : (B.16)

R

5

o qual vamos adicionar a algebra de supercargas ja calculada anteriocrmente os termos da
formulagao candnica gue faltam, em relacao a carga referente ao termo de Chern-Simons.

isto é:

(Qule), Bwiles = 5 [ 5 x
(1.5) —41VO(y1he — dythe) + 4V (AD°A — AD°AYTO),, +
(2.5) AVYAD'A — AD'AY(T)w +
(5.1) 40V (4pipe — piy) + 4V (AD A — ADPAY(T0)y +
(5.2) 4VUAD'A — AD'AY(T)w +

(5.5) 82 (VO)2AA(TY),, (3.17)
sendo os demats termos nulos. O que podemos escrever simbolicamente:

{Qme}c:s - ZiPﬂ(T/U)(Fy)abu (818)
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onde P*(V0) significa uma fungio que s6 depende da componente V0 do campo de gauge.
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Apéndice C
Expressoes Generalizadas

Neste apéndice apresentaremos uma colecdo de expressées com fatores quomutantes ge-
néricos. Enfatizamos que as relagdes de gquomutacio sdo fixadas pela homogeneidade da
estatistica, e entao, os expoentes sao fixados por realidade. Além do mais, sabe-se que os
Anicos valores significativos sao 1 e 2, e a escolha ¢ arbitraria. O gue nds usamos no texto
ta=14 =4, =2 B =Cy=1,8By =), =2 and n=2.

—Translacdes no parametro do g-superespaco:

0 = 0+qhCOc,

o= t+ MOV, (C.1)
- quomutadores fixados:
[976:](],11 = 0,
[C(“);n‘)}q,xl = 0,
[C ] = 0 (C.2)

Existem duas derivadas paragrassmannianas cque obedecem

(9(;9 =1 + ([“ 9 a,r; . (C;’))

T4



639 =1+ Q‘Qa 959 R (Cil)

e entao a derivada covariante pode ser escrita como
D= qn.-hc(o]n[gzat + qZQaG + q&é};] , (05)

onde podemos, também, o valor de n entre 1 e 2

~ O ¢g-supercampo escalar:
X(t;0) = z(t) + ¢ 0 CPyP () + P 67 COpI (). (C.6)

— Os quommutadores fixados:

[, )] ;
[9: w{i)]qﬁi =0 )
(e, ®] e = 0. (C.7)
- E, entdo,os outros quomutadores:
pe =gt My 9O =B oy,
c O(l) — g2A1+2C[ O{l) c ’ =z C(Z) — q,‘11+2(,'2 O(Z) £,
’lp(l) C(l) — qu Cv(lj ,!/)(1) : ,) (1) C BH»ZA; c (2) 1/)(1
,l/)('-?) o q232+r’12 i) w(2) . 1(2) (2) B C(Q),(IL.(Q) ] (C.8)
[C“)n Cu)]q"‘e“”l'sz =0. (C:.Q)

— A varaciao de um campo ¢ qualquer:

AP =¢h CD:Qd. (C.10)



- Fixando:

pM) OO = gCrt2B ((0) (1)
H OO = g2B2+C2 (0) ()

C(L) O(O) _ q2A1+Bl+‘ZCl_ C(O) C(l) 7

12 00) = qA1+Bg+QC'2 o (2)

— O g-supercampo espinorial (22 setor) =&

'—-_{2 ( ) _ 6(2 Bz+‘25’1+2.429L(1)§(1) + qZBQQZL(ﬁ)F ’

— ag relagdes de g-comutagio:

gL = gBtB g gL =P [P
- L) 41+201+ca JIO : L2 - 2A1+Cg e
5(1) 7 = qBL+r‘12 W 5(1) : E(l) 7.2 231+Ag 12 f(l) :
€O L) = Bt L @) @ ) 282 12D gl
CO LU Z P L@ o™ L) M 2 o)

onde Pé 24, +C, +28, +Cy + 285, ¢ M, Ay + By + 2C,.

JADN JLop- qu+Bx +2:y g (2] p (1)

As expressoes generalizadas das agoes sao as seguintes:

- Para o supercampo X

Sy = / didd [ GO (D* X)(D* X
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(C.14)



que em componentes é
Sx = [ dt[i? + 2¢Ber Bt 02 oW )2 (0] (C.16)
- Para o supercampo =)
[ f dtdo LB GO (pE®)? (C.17)
que em componentes fica
S= = [ dt [-2g B2 L LMD o p7) (C.18)
— Para a acdo de interagio com o termo X=(2)
Syz = 2P / dido L&’ x=@) (C.19)

com 0s termos componentes

Syz = /dt (a4 @28 2B @7 0 [y e

+q31+32L(2)20(1)w(1)§(2)] , (C.20)
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