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Resumo

Teoria de Perturbacoes Vetoriais e Tensoriais
no Universo de Friedman

A teoria de perturbagio, em sua formulagio usual ([1]), foi aplicada para estudar o
problema de dois Universos descritos por métricas que diferem por um parametro pe-
queno. Esta andlise, entretanto, ndo considera as possiveis mudangas infinitesimais de
coordenadas, cujas contribuigbes podem simular uma aparente perturbagio: “o problema
de gauge”.

Embora esse problema tenha sido j4 solucionado com a introdugio das chamadas
“Varidveis de Bardeen” ([2]), sua solugdo é pouco 1til do ponto de vista geométrico: nio
dé um significado claro &s varidveis fundamentais do formalismo resultante.

O presente trabalho utiliza um formalismo baseado nas Equagoes Quase-Maxwellianas
da Gravitagao para obter uma solugio geometricamente significativa e livre do problema
de gauge. Em adigao um formalismo Hamiltoniano é obtido, permitindo assim estudar

o problema de quantizagdo das perturbagdes de uma solugio cldssica das equagdes de

Finstein.

iv



Summary

Vector and Tensor Perturbation Theory in the Fried-

man Universe

The Theory of Perturbations, in its usual formulation ([1]), was applied to study
the problem of two Universes described by metrics which differ by a small parameter.
This analysis, however, do not consider the possible contributions of infinitesimal coordi-
nate transformations, whoose contributions may simulate an apparent perturbation: “the
gauge problem”.

Despite this problem has been yet solved by the introdution of the so called “Bardeen’
s Variables” ([2]), its solution is rather unusefull from the geometrical point of view: do
not give a clear meanning to the fundamental variables of the resultant formalism.

The present work makes use of a formalism based on the Quasi-Maxwellian Equations
of Gravity to get a solution both geometrically meaningfull and free of the gauge problem.
In addition an Hamiltonian formalism is obtained, which opens the possibility of study the

problem of quantization of perturbations of a classical solution of the Finstein’s equations.
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Notacao e convencoes

1. Indices

a) gregos minusculos
g

(e, B--- =0, 1, 2, 3) sdo utilizados em componentes de tensores em base de

coordenadas;

(b) latinos minisculos

(%, 7--- =1, 2, 3) sdo utilizados em componentes espaciais de tensores em

base de coordenadas;
2. Simetrizacdo e anti-simetrizagao
(a) Paréntesis {“(”,“)") indicam simetrizagio.
(b) Colchetes {“{”,“]”) indicam anti-simetrizagao.

(c) O fator 1/n! esta sempre incluido, onde n é o nmimero de indices,
1
Ty = 57(Tij + Ti)-

3. Por simplicidade a presente analise estad restrita ao caso de n = 4 dimensdes, visto

que a generalizagdo para n arbitrdrio é direta.

4. Todo Universo considerado nesse trabalho é suposto descrito por uma métrica (Teo-
ria da Relatividade Geral) simétrica, ndo degenerada, de assinatura definida nega-

tiva (—2).
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5. Derivadas

(a) A derivada simples (parcial) é usualmente denotada pelo simbolo “,”.

{b) As derivagoes covariantes relativas ao espago perturbado e de background szo

w.n

ambas denotadas pelo simbolo “;

(c) A derivada covariante projetada de um objeto na diregao da velocidade V* é

denotada por um ponto (“.”) sobre o objeto.

(d) a derivada covariante relativa ao espago tridimensional do background sio de-

notadas por “||”.

6. Nos Capitulos 3, 4 e 5 utilizamos simbolos como g e outras derivadas de quantidades
do background. Esses objetos ndo devem ser encarados como dindmicos, mas tao
somente como wma abrevia¢io dada pelas respectivas equagoes de movimento do

background (ver Cap. 1).
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Introducao

A Teoria de Perturbagdes, quando aplicada & Teoria de Einstein da Relatividade Geral
(RG) (ver [3, 4]), foi bastante influenciada pelo trabalho de Lifshitz ([1]. Ver também [5, 6,
7, 8]), cujo objeto fundamental € o tensor métrico. Assim ele considera pequenas variagoes
89, de quantidades nio observiveis. Muitos resultados foram pesquisados desde entao
~seguindo essa linha, e até hoje é freqiiente, quando analisando um trabalho desta area,
perguntar-nos: “E quais sdo as perturbagdes em §g,,7?”. O problema fundamental dessa
linha é que a questdo acima ndo tem uma resposta tnica, mas depende do particular
sistema de coordenadas utilizado para descrever o espago-tempo considerado. Assim,
pela analise do tensor meétrico ndo é simples distinguir o que caracteriza-se como uma
“verdadeira perturbagio” e o que é apenas uma mudanga infinitesimal de coordenadas. B
exatamente nesta descrigdo em termos de coordenadas arbitrarias que reside o que ficou
conhecido como “O Problema de Gauge (Restrito) da Relatividade Geral”.

O problema pode ser parcialmente resolvido no formalismo de Debever ([9]), anal-
1sando o problema de perturbagdo em termos de objetos escalares da RG, tal como o
Escalar de Curvatura Riemanniana R. A despeito desses objetos serem independentes do
sistema de coordenadés utilizado para parametrizar o espago-tempo, é conhecido ({10])
que o8 Invariantes de Debever ndo sdo suficientes para descrever completamente o Espago-
tempo da RG. Seriam ainda necessarios escalares adicionais obtidos por derivagdes suces-
sivas do tensor de Riemann (os Escalares de Cartan).

Além disso, temos ainda o problema da caracterizagio das perturbagdes: nio basta

tratar apenas com objetos escalares; de acordo com Stewart ([11]) mesmo um objeto



escalar pode ter seu valor alterado no espago perturbado, devido a uma mudanga no
mapeamento arbitrario que fazemos entre ele e o Background. Nesse trabalho Stewart
mostra que somente objetos constantes (ou nulos) no Background sio independentes de
tal mapeamento. Este é o “problema de gauge estendido”.

Também a solugdo deste problema foi obtida por vérios autores (segundo [2]; veja
também, por exemplo, [11, 12, 13, 14]) na forma de combinacdes de termos envolvendo a
métrica e suas derivadas de uma forma Gauge-Independente! (GI). Embora esta solucao
nao apresente falhas do ponto de vista conceitual, é bastante dificil de entender seu sig-
nificado geométrico?.

Essa dificiuldade conduzin Hawking [16] (ver também [17, 18]) & nogio de ‘bons invari-
antes’, referindo-se a escalares que sio nulos no Background — este conceito serd melhor
descrito no Capitulo 2. Este formalismo foi desenvolvido por Salim [19] (ver [18, 20, 21]),
que serviu de modelo para o presente trabalho. Assim sendo, todo o trabalho aqui desen-
volvido tem como bibliografia fundamental o trabalho de Salim (1982). Esta referéncia
apresenta varias solugdes explicitas da teoria de perturbagdes, e nio vamos repeti-las aqui.
Assim, quando referi-mo-nos as solugies na presente dissertagio estamos subentendendo

tratar-se da obtencdo explicita de um sistema dinamico Hamiltoniano.

!Deste ponto em diante a palavra “gauge” serd utilisada somente no sentido de *gauge estendido”,
definido acima.

YEm (15| uma tentativa de obter esta interpretagio & desenvolvida em termos de uma nova aprox-
imagio,



A estrutura geral da presente Dissertagéo € a seguinte:

Cap. 1 — O Universo de Friedman-Robertson-Walker descreve as caracteristicas

fundamentais do estagio atual do chamado “Modelo Padrio” (FRW).

Cap. 2 — A Teoria das Perturbagoes descreve o formalismo de perturbagoes a ser

utilizado neste trabalho, introduzindo suas convengdes e notagao, algo distintas das

de [19, 22].

Cap. 3 — Perturbacgdes Escalares aplica® o formalismo de perturbagao acima para o

caso escalar?.

Cap. 4 — Perturbagoes Vetoriais aplica a técnica de perturbagoes acima para o caso
vetorial, no qual uma solug@o de interesse é obtida explicitamente no caso particular

livre de fluxos de energia: o formalismo Hamiltoniano associado é obtido.

Cap. 5 — Perturbagées Tensoriais descreve a aplicagio do método acima para o caso

de perturbagdes tensoriais; novamente obtém-se um formalismo Hamiltoniano.

Cap. 8 — Conclusoes sumariza os resultados dos capitulos 4 e 5, e fornece as principais

conclusoes e possiveis ampliagdes do presente trabalho.

Apéndice — As Equagoes Quasi-Maxwellianas apresenta um surndrio das Equagdes
Quasi-Maxwellianas da Gravitagao, bem como sua relagido com as Equagbes de Ein-

stein.

3Este Capitulo ndo fas parte do presente trabalho, mas ¢ apenas uma compilagio de resultados de [23],
¢ foi inclu{do apenas por questdo de completitude, Uma extensfio desse capitulo eatd em andamento
em [24].

4a nogio de ‘escalar’, ‘vetorial’ e ‘tersorial’ neste caso nio corresponde exatamente Aquela do célculo
tensorial usual, e eatd descrita ern detalhes no Capitulo 2



Capitulo 1

O Universo de

Friedman-Robertson-Walker

O Universo de Friedman-Robertson-Walker (daqui por diante denotaremos este Universo
por FRW, por simplicidad= de notagdo) ¢ usualmente conhecido como o “Modelo Padrio”
da Cosmologia ([25, 26, 27, 28]), e é usualmente caracterizado, no sistema de coordenadas
esférico-polares Gaussianas, por um tensor métrico duw cujo elemento de linha associado
é:

ds® = dt* — A%(¢)dS?, (1.1)
dS? = dr? 4 r2[dO? + 5in?0 dy?, (1.2)

onde A(t) é uma fungdo arbitraria do tempo e dS é o elemento de linha de um espago

tri-dimensional com métrica (dita espacial) 4;;. Neste sistema de coordenadas as conexdes

associadas sao

,= 0
= A
F?j - —-I‘Y‘J (1-3)
3;; = %‘5‘.1'

}h = {;h}

onde {J‘b} ¢ o Simbolo de Christoffel de segunda espécie associado & métrica espacial ~;;.



O Tensor de Weyl deste espaco é identicamente nulo (W,g,, = 0), donde dizemos que

Friedman é Conformalmente Plano. O Escalar de Curvatura Riemanniana é

6K
R=5 (14)

onde K € o escalar de curvatura do sub-espago tridimensional de homogeneidade do

Universo FRW. O tensor de Riemann deste sub-espago é

—1 aberto
Rijkl = K’Yijkt: K=40 plano (1.5)
+1 fechado

Podemos construir, a partir das Equagdes de Einstein, um Tensor Energia-Momenturmn
tipico de um fluido perfeito com densidade de energia p e pressdo p. Assim diz-se que o
Universo FRW tem como fonte um fluido perfeito. Lembrando da decomposi¢ao geral de

um tensor arbitririo § de rank 2 em suas partes irredutiveis em relagdo a um vetor V,,
Sy.u = TVyVI-J + Shp.y + q:[“Vy + quVp + hzhe [S‘aﬂ + L(;'aﬁ]’

onde S,5 = Stapy - Shas € Sas = Siap)> € aplicando-a para o tensor Vg temos

8
Vaip = ghap + 0ap +wap + aaVp (1.6)
onde
8 = Vo,
Tag = hE‘ahE)(V;s;v - gh#v) (1.7)
Wag = hf;hE]Vu.,u
Gy V::;ﬂvﬂ

sdo o8 Pardmetros Cinematicos de Expansio, Deformagdo (Shear), Rotagdo, e Aceleracao

respectivamente, associados ao ‘observador’ V¥,



Vale notar que o tdnico paridmetro nao identicamente nulo no Universo FRW € a ex-
pansao 4,

Fazendo uma decomposigdo aniloga para o tensor momentum-energia,
T = PV.qu + phu. + Q(,qu) + H.uw

onde p é a densidade de energia observada pelo observador V*, p a presséo, g, o fluxo de
energia (eventualmente calor) e II,,, o tensor de pressdes anisotrépicas. O modelo padrao
tem como fonte um fluido perfeito, donde os dois ultimos termos acima sdo 1denticamente
nulos em FRW. Além disso supde-se existir uma equagdo de estado termodinamica para

o fluido de fonte, da forma

P:)\P;

onde A é uma constante cujo valor pertence ao intervalo (-1, +1).

Escolhendo V# = §; (Observador Sincrono) obtemos § = 3%, donde podemos escr-
ever a derivada covariante, projetada na diregao da Velocidade V¥, de um objeto arbitrario
X de rank (m,n) como

- OXp' 8.

O o ..m jra

v 8 {+ TN s FUTY
BBy T g, ...ﬁﬂ;aV = Tt +(m — ”)gx,s:...ﬁ,. (1-8)

fazendo uso explicito das Eqgs. (1.3) e da escolha sincrona de observador.

Além da expressdo acima, serd til (nos Capitulos 3, 4 e 5) referir-se a quantidades
ditas “do Background”. Em particular, o presente trabalho visa uma formulagao Hamilto-
niana da Teoria de Perturbagoes, donde uma formulagdo Hamiltoniana para o Background
FRW sera tambem interessante no intuito de compor um problema Hamiltoniano de per-
turbagao.

Para tanto, consideremos as variaveis p, §. Sua evolugio é regida pelo sistema dinamico

nao-linear

il
o

p+(p+p)b



1 g2
6+5(p+3p)+5 = 0 (1.9)

Desta forma procedemos a uma mudanga de varidveis da forma

Qrp = p’

'PF = & (1.10)

onde 7, s sdo constantes. Em termos das novas varidveis as Eqgs. (1.9) se escrevem na

forma

Qr +r(1 +NQrPY* = 0
7‘>F+37>F Py L S+ NQI PR = 0 (1.11)

Para que o conjunto Qp, Pp seja efetivamente um par de varidveis canonicamente conju-

gadas é preciso satisfazer ao vinculo Hamiltoniano (que decorre da definigao prépria da

Hamiltoniana)
aQr Pp
“~— + =0 1.12
aQr + OPp (112)
Substituindo Eq. (1.11) na relagao acima, obtemos
L 1 Ll ]' T - L}
r(1 4+ APY + [3( )7:1/ (1~ —)(1 +aneY Pl — o (1.13)
cuja solugdo é dada por
2 1 .
r=-———- =
3T+

Com esse resultado, valido para 1 + A # 0, as Eqs. (1.11) se escrevem simplesmente

. 2
QrF = EQF'PF

. 1 _3
Pr = —3Ph— (13N (1.14)



e este sistema € descrito pela Hamiltoniana

1 L
He(Qr, Pr) = 3 QxPp— Qp* (1.15)

Observamos diretamente que a Hamiltoniana acima nio depende explicitamente do

tempo,
OH
IME
ot
donde conclui-se (como seria de se esperar) que o Universo FRW admite uma dinamica

auténoma (ou seja, conserva a energia total) na forma

dH
2EE )
dt
Embora a Hamiltoniana acima nao tenha muita transparéncia do ponto de vista con-
strutivista nem seja valida para o Universo de de Sitter, poderfamos obter formas alter-

nativas por meio de transformagdes candénicas. Uma outra forma possivel seria obtida,

por exemplo, usando

Q =
P = A (1.16)
Sabendo que
x 1432 _
A=——5—4p, p = po AN
com p, = const. obtem-se
~1 L
Q = po 't Q%
= 39F (1.17)



uma Hamiltoniana

1 o N
HQ,P) = 1Pt Pog e
= 6po P Hp(Qp, Pr) (1.18)

Embora a relagdo entre as varidveis seja singular, a Hamiltoniana obtida na Eq. (1.18)
permanece legitima para o caso de de Sitter (FRW com A = —1). Dado que p, > 0 a
expressdo obtida acima mostra, em particular, que o Universo de de Sitter é descrito por

um Oscilador Harmonico instvel (devido & sua massa negativa).



Capitulo 2

A Teoria das Perturbacoes

O formalismo fundamental das perturbagtes esta baseado na idéia de vizinhanga de uma
solugdo conhecida de um certo conjunto de equagdes (usualmente diferenciais), onde novas
solugées (ditas aproximagdes de primeira ordem) sdo procuradas.

Embora esse conceito seja assaz claro na sua formulagio usual (dentro dos contextos de
Mecénica Classica, Quéntica ou Estatistica por exemplo), sua aplicacio i Relatividade
Geral e & Cosmologa requerem um certo cuidado especiall: s3o teorias que admitem
transformacdes ditas ‘de Gauge’. E facil verificar que quantidades dependentes de gauge
(assim como o vetor potencial do Eletromagnetismo) nio apresentam uma interpretacio
clara para suas perturbagdes, dado que mudangas infinitesimais de gauge podem simuld—
las em vdrios aspectos (o problema de gauge restrito, descrito no Capitulo 1),

Vamos adotar diretamente a formulagdo proposta por Hawking {16} e adotada por
Salim [19], e considerar os “bons objetos” de perturbagio como aqueles que sdo nulos no
Espago de Fundo (Background ou solugao exata). A linearidade da teoria garante entio
que, se tal objeto for ndo-nulo no espago perturbado, isto se deve i existéncia de uma
perturbagdo real (no sentido que nio existe transformagio de gauge capaz de simula-la).
Strictu Sensu deverfamos aplicar esse método tdo somente para objetos escalares, tais

como os 14 Escalares de Debever [9]. No entanto, é ficil mostrar que, pelo menos para

1Ver [28] sobre a validade da decomposigio em Harménicos, ¢ [4] para a existéncia prépria de solugaes
perturbativas para geometrias FRW,

10
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estes escalares, ndo € possivel utilizar o método perturbativo em 1% ordem utilizando
como Background o Espago FRW. Além disso, ja € conhecido {Ver [10]) que os Escalares
de Debever nao sao suficientes para caracterizar inequivocamente o espago. Assim sendo,
o presente trabalho utiliza-se de uma formulagio dependente de coordenadas (no espago
perturbado) mas ndo de gauge (mapeamento entre os pontos do background e do espago
perturbado), evitando o problema de unicidade de limites em RG evidenciado por Ge-
roch [30].

A Teoria das Perturbagdes, no sentido que aqui damos ao termo, refere-se a validade

das decomposigoes

flz) =2 fM()Q™(&) (2-1)

w(e) = 3 [ (HQMINE) + wi™ ()P (@) )
s9(e) = 3 [sEM(OQUIN(E) + M) PII(E) + S (UH(F)]  (23)

definidas no subespago do Ba.ckg_round ortogonal a um campo de veloadades V* (o ob-
servador comével com o Fluido Cosmolégico). O vetor w'* e o tensor s¥ sdo igualmente
pertencentes a esse subespago, mas exceto isso f, w € 8 sdo totalmente arbitrarios. Dora-
vante omitiremos o indice m por simplicidade de notagao?.

Os elementos das bases escalar Q(Z), vetorial P*(%) e tensorial UY(Z) satisfazem as

seguintes relagdes [1, 21, 22|:

20 presente trabalho restringe-se a teoria linear, donde todas as equagdes sio vilidas para todo m,
visto que ndo hé acoplamento de modos.



1. Base Escalar:

2. Base Vetorial:

3. Base Tensorial:

- 12 -

M_f_l =0
V() = YHQqui(Z) = mQ(Z),
-¢*—1, 0<g<oo, K=-1 (aberto) (2.4)
0<g<oo, K= 0 (plano)
-n*+1, n=1,2,..., K=+41 (fechado)
AP{&) -0

at
Pjn' =97 Py; =0
Pi(Z) := M Pyu(E) = mP(Z),

(2.5)
—¢*—2, 0<g<oo, K =-1 (aberto)
0<g<oo, K= 0 (plano)
~n?42, n=2,3,..., K=+41 (fechado)
Uiy =0
2U(#) _ g
a
Ut );(2) =
V?'U f = ’}f U,J“k: ) mU;j(f), (2'6)

i
—q? -3, 0<g<oo, K =-1 (aberto)
0<g<oo, K= 0 (plano)

~n?+3, n=3,4,..., K=+l (fechado)
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e seus derivados

1. Base Escalar:

Qi) = Qud)
Qi (%) = Qui;(E) (2.7)
Qi(@) = Qy—Z2Qy

2. Base Vetorial:

Piy(2) = Py,(3)
Py(&) = Py
P;' T = P," T
| J(I) [J](:z:) (2.8)
P ‘(f,t) = %E"kPj”k
Pi;(iat) = ile
Py(3,1) = Py,
3. Base Tensorial:
Ui(3,t) = %fyfe,-’"‘Uu“m

. (2.9)
U5, = Ug,

Vale notar que, embora os objetos fundamentais da base nio dependam do tempo,
aqueles da base dual (P* ¢, U; por exemplo) apresentam dependéncia explicita no tempo.

Este fato é responsavel pela quebra de simetria das equacoes em relagdo A rotagio dual

B —cospE,, —sengH,,

H,, — sengE, +cospH,,.

A partir das relagdes acima e da Eq. (1.8), serdo obtidas as equagdes que seguem, cuja

dedugdo, embora simples, estd aqui apresentada para maior clareza:



1. Base Vetorial;

— 14—

P,-;“V“ = “%Pf
_ggpl.j
3 Py = —20P° ¢

(vaPHy)" =58 By
P = (367 Piu) s = 37 Py
}Zeijk GR;™ P, =0
7o (3¢ Bix) = 5™ [Piegn i
[Pimiix + R e P "
1edqmn [ (Pim) i T K Vi P
17y [ ( Py + PR,k Pom + @ Ren i Prt) + K3 ko P
2107 Biun 1+ EA™ (254 Pom 441 Pt )|
3 [(V2P) e + B (2(75™ = 47 ak) Pom + (7™ — k) P
1[(m Py — 2K (P + Pu)| = m (3P,

mPt:'

(2.10)

1 15k, mn
2677



Pijury™
P;r'i;k'ij

" "

Pijxy’
e Tk

F, ik’

F; ;k'ij

'ya-‘Ej)“Pmk:l

Wr en™ Pk

m .kl D
V€ Emkst

15 -

Pijjey* = VP, =m P,
Pigr™® = Pijay™ = v* (Pijus + DR/ P)
(Y Bye) s + KoM = 2K P,

L(m - 2K)P,
Hm — 2K)P;
%(m +2K)PF;

Ve B = Tren®s [Pmnkl + Pkiiml]
,y(r?ej)u%[%(:%)}gm"k,pn + (Pkiilm + (3)Rknman)]

10" [Patim + K (39mk B — Yt Pi — Vet Prn)|
T (30" P im = 17 B = 25 = B3

7 1]

(2.11)

—Fjs
=20 P = S eu (370 L) Wy
— AT L (+’Yj)t") P
— A7 [yt = ] P
— A5 [P — 17 (Pgis + OB P |
~ AR VAR = (7 Py + EY" 4B
~ATE [(m 4 2K) Py = ~ A8 (m + 2K) Py
—as3(m +2K)P;



2. Base Tensorial:

Ui
*.

1]

m . klrrs
i € Umk;z

klirrs
71. €5 Ukm!

ki
71 &5 Ukm!
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~25U;

) 5405

e MU mkft = Vi 5: ( fk”UmTHS) I
V€€ Uppp,f = 1y (—A”G”/”ﬂ) Uprijs™
~ A (1 = YY) Ul = — A8 (V2 U — T
_Amﬁl[m Uij — (Ua”’;;- + ORI, + (3)R,"J-'U,~n)]
—AT 5 [m((0 - 1) + (1 - 3)) K| Us; = —& L(m + 3K)U;;
WM Ui = &% (Geirs U)o

3 (Yim€™ ey Ul = 478130 (i yr8) Uil
A7 o [YEA™ g + Aoy Ayt O
A3 [~ Ui + Uiy

— A3 V20; ~ ((Ua); + OB Ui + OR™ Uz )|
~A7%3 [m— ((0-1) + (1 - 3)) K|U; = — &1(m + 3K)U,,
— a5 3(m +3K)Uy

(2.12)
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Apenas para facilitar a referéncia, segue um sumario das equacoes acima obtidas, que

serao uteis nos Capitulos 3, 4 e &:

=P
R~—u2§ﬂj
Pri - _2213*1'
Py=-53 P}
P*I'”‘ —~0
V2P*i . Pt

vren Pogy = —
m Kl e 1 ]' .
Vi ) Pk = —Fg(m + 2K)F;
0
Uiy = -2 Uy

(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)
(2.17)
(2.18)
(2.19)
(2.20)
(2.21)
(2.22)
(2.23)
(2.24)
(2.25)
(2.26)

(2.27)



Capitulo 3

Perturbacoes Escalares

Conforme ja explicado, o presente capftulo nao pertence ao escopo do trabalho aqui apre-
sentado, mas consiste apenas em uma sumaria compilagao {com leve mudanga de notagio)
de alguns resultados obtidos por Novello et. al. [23], num trabalho desenvolvido no perfodo
em que a presente dissertacao tomou forma e foi por ele influenciada. A componente es-
calar da teoria de perturbagdes é de longe a mais estudada na literatura'. Vamos decompor
as perturbacdes §X das varidveis X em termos dos Harmonicos Escalares, desprezando
as contribuigoes provenientes dos termos Vetorial e Tensorial. Além disso, apenas por
simplicidade de notagdo (introduzida no Cap. 2), omitiremos neste Capitulo o {ndice 0
dessas componentes, que caracteriza a ordem escalar da perturbagio, bem como o indice
m dos elementos da base, que caracterizam o comprimento caracteristico da perturbacgio.

Dessa forma escrevemos

A = 0 fbt = 0 §Hy = 0

ép = N()Q b = 0 6B; = E(t)‘?-'j (3.1)
§p = Aép ba; = Y(t)Q: 6IL; = II(t)Qs;

50 = H(Y) 8V, = V()Q: boi; = L()Qi;

1Veja, por exemplo, {17, 12, 31, 32].

18
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Além da preservagio da equagio de estado p = Ap pela perturbagio, (§X = 0), vamos

supor ainda que o fluido perturbado apresenta uma equagio de estado

8llag =& b0 3.2
i) af

Substituindo a decomposigao acima nas Equagoes Quasi-Maxwellianas (dadas no A-
péndice) e usando a independéncia dos Harménicos, obtem-se as equagdes para as per-

turbagbes na forma

% = —F- -;-52 + m¥ (3.3)

. 8 g

B - —%(erp)E—(g-l—%)E—r—g(%-l—g)E-l-%m{‘I’ (3.4)
(p+P)¥ = XN = V]t 25 (m — 3K)E (35)
N-pV = (m— 3K)Z£2—2 ~(m— 3K)—§5E (3.6)

As duas dltimas expressdes acima permitem obter
¥ =U(E, 3)

— exceto para o caso de vicuo (p + p) = 0, que também foi analisado em {23] - na forma

2 1 1

Resulta entdo que as varidveis (2, F) constituem naturalmente um sistema dinimico

nao-auténomo?.

E possivel, ainda, mostrar que esse sistema admite uma representacio Hamiltoniana

3Veremos no préximo capftulo que o mesmo nio ocorre para o caso das perturbagdes vetoriais.
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da forma

_ 1 ~2mA . 2, Alp+p) 1
H(Q, P)—hQA 1+A2(_p+p)(m 3K)| P +—-~—W4 Q (3.8)

onde as varidveis candnicas (Q, P) sio definidas por

Q = 3 (3.9)
P = AE (3.10)



Capitulo 4

Perturbacgoes Vetoriais

De acordo com os fundamentos da teoria de perturbagio apresentacos no Capitulo 2 va-
mnos decompor as perturbagdes §.X das varidveis X em termos dos Harménicos Vetoriais,
desprezando as contribuigdes provenientes dos termos Escalar e Tensorial. Além disso,
apenas por simplicidade de notagdo, omitiremos nesse Capitulo o indice 1 dessas com-
ponentes, que caracteriza a ordem vetorial da perturbacgio, bem como o {ndice m dos

elementos da base, que caracterizam o comprimento caracteristico da perturbagao.

Assim sendo, escrevemos

X = 0 ft = Q)P* §H,; = H(t)Ey
ép = 0 bg; = q(t)A SEy; = E(t)Py (41)
§p = 0 Sa; = Y(t)P; §; = TI(t)P;
60 = 0 §V; = V()P boi; = YN(£)By

Vale notar que serd importante referir-se & quantidade
S(t):= E(t) — =1I(¢), (4.2)

uma vez que é para essa varidvel que surge uma dinimica natural.

Vamos agora proceder & obtengdo das equagdes de perturbacio do caso vetorial. Es-

21
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1

crevemos as equagoes perturbadas gerais' como

BB Basu W™ = SH(8)— 3pia(VV) + 3080+ ShI(STIa o™ (43)

1
R (6 Haw)u W = (p + powe — 51.*"Va (800 (4.4)
v . 1 1
hehi(8E ) + 08Eag + A mgy " Vo (6Huw )p = — §(p+p)50”a,3 + S hERG(6TL.)"
0
+ "égﬂa.ﬁ 2""{;"" (SQM)W
1
+ Ghosh (60} (4.5)
Rahg(6H ) + 06 Hog — he, gy  Ve(6 B )ia zh(a oy Vo (611 ) (4.6)
RSB (60 qs)" Ly ho8(5 A hP (6aq) 2 50 = —6B, — <8I (4.7)
RS Uuﬂ) +§w (aa);ﬂ_ (s y)(”'a;ﬁ+3 Opp = wr T 50t .
heh(6w,w)® + 96w hi b3 (Bae)n = 0 (4.8)
2 o
h2hP(800a — Swap)e — PUCISERS (4.9)
§Hog = h'“ nﬁ)ATV (60 + W) (4.10)
4
ho(89u)" + 30690 + hap(8T17):x — 8(hopia) + (p + p)baa = 0 (4.11)

Além das equagdes acima, faremos uso de duas outras: uma delas é uma equagio de

estado? do fluido cosmolégico que constitui a perturbagio,

5Ha,g = ESO’,,g (412)

'Ver Apéndice para um sumério das EquagSes Quasi-Maxwellianas, extrafdo de [19, 23] (veja [16]).
Nio cabe aqui apresentar as equagdes escalares, viato que sio identicamente satisteitas.

IA equagio a seguir é apenas uma aproximagio da equagio termodindmica *rfL.,g +Map =€oap
(ver [33]) no limite adiabatico em que o tempo de relaxagio 7 é despresivel ¢ o coeficiente de viscosidade £
é conatante.



e a outra decorze da prépria definicdo da vorticidade,

QP * = §uk = w; = 6(Vy) = e 8(Vi,) =

- eijk (5 V,’),j = Eijk(VPi),j = Veijkpj,k =Vp* k

como parte da derivada covariante da velocidade.

(4.13)

Introduzindo as relagdes (4.1)-(4.2) e as propriedades da base Vetorial P; dadas pelas

eqs. (2.13)-{2.24) em (4.3)-(4.11), estas dltimas equagdes, juntamente com as Egs. (4.12),

(4.13), se escrevem na forma:
1 (m 9

{ ;2 (——~K)H~I—A2[(P+p)ﬂ+q]}P‘—~0

6 0 11 1 1] -
{S+ -5+ H———(T+K)H+§(p+p)2+—q}ﬂj

I
=]

37 24\ 2 2
3 6 2 )%
(B4+S5+I-9}B; =0
{Q-¥}P,; =0
1 1 8
(65055 (FrR)a-sdvrafnmo
{H+ A2 - Q)}P; =0
1
{q-!-ﬂq—--;i-z-(———K)H—I—(p—’rp)‘Il-}-pV}P 0

{0 —¢5}P; =0

{V-Q}P;=0

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
(4.18)
(4.19)
(4.20)
(4.21)
(4.22)
(4.23)

(4.24)
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Fazendo uso da independéncia linear dos elementos da base vetorial, temos que os
termos entre chaves nas equagdes acima sao todos nulos. Inserindo nas demais equagbes

as relagdes que surgem de (4.23), (4.24) (ou seja, eliminando as varidveis V e 1I) obtém-se

finalmente
. 8 1 ¢ 1 - 1
X1 = — — I —g = 4.25
X1 S+3S+[2(p+p)+£3}2 so+H + 5e=90 (4.25)
X2 =S+ S+E8-T =0 (4.26)
a:=0-T =90 (4.27)
ta=H- 8¢5 =0 (4.28)
Xs:=¢—2(E+pR+0g+(p+p)¥=0 (4.29)
=% -Q+H=0 (4.30)
~ g
b3:=a_ H-[(p+p)Q +ql= (4.32)
. ¢
@4:::3*2——[25-{':5{'9—{—(;:0 (4.33)
onde definimos zx = 5(2+K) e H = -5 H apenas para simplificar a forma das

equagoes. E facil verificar que o vinculo ®4 ndo ¢ essencial,

. . K A%
$y =20, - O 2[,;4»3———3( )

373 yE 3 ﬂ:ﬂ:ﬂél-f'(ig

Observamos ainda que podemos simplificar os vinculos acima,

ﬂ}:ﬂ

- 8 -
@z—i—g@g:ﬁ_{S‘f'

L

obtendo em definitiva o seguinte sistemas:

. 8. Il Mo 1 - 1
N P N L 1= 4.34
xi = S+3S+[3o+p) FEz|B-suil+ g =0 (4.34)
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X2 = L4 SHEE-T=0 (4.35)
s = Q-0 =0 (4.36)
xe = H—§—¢tn=0 (4.37)
Xs = - fL+pQ+0q+(p+p)¥ =0 (4.38)
d = B-Q+H=0 (4.39)
B, = S+§I§T—O (4.40)
B = (p+p)—a_ H+gqg=0 (4.41)

Por questao de consisténcia, apresentamos abaixo as equagdes de evolugdo dos vinculos,

na forma:

‘bl = X2— X3t X (4.42)
: g 1 1

&2 = it gxa— 5ot p)®1 — 503 (4.43)
(§3 = (p+p)xa—T-Xa +xs— 2Dy — 05 (4.4:4)

Essas iltimas equagdes mostram que os vinculos sio preservados pela dinamica do sistemna
(ndo temos vinculos de segunda classe®). Este resultado é consistente com a hipdtese inicial
de que as equagles iniciais sdo essencialmente as Identidades de Bianchi escritas numa
notagao conveniente.

Em tempo, é usual eliminar a varidvel ¥ por meio da relagio de definigio a® = V<.

No nosso sistema de coordenadas essa equagao fornece

.8
UP, = {V - 2§V] P, — 619, (4.45)

que é claramente dependente de gauge. Desta forma nio consideraremos esta equagédo em

nossa analise,

3Terminologia do formalismo de Dirac de sistemas vinculados. Ver [34] para discussao e notagdo.



Sec. 4.1 — O Sistema Nao-Auténomo

Como se apresenta acirna, o sistema (4.34)-(4.38) é um Sistema Dindmico Aberto: a
varidvel ¥ nao possue equagdo de evolugio nem pode ser eliminada diretamente do sis-
tema, mas constitui-se num grau de liberdade a ser externamente fixado.

E Possivel resolver o sistema admitindo que a variavel ¥ seja dada por uma fungéo
arbitriria do Background (\IJ = \I’(t)) Nesse caso é mais conveniente do ponto de
vista pratico tomar como varidveis fundamentais o par (H, ). Os vinculos (4.39)-(4.41)
servem, entdo, para definir as varidveis (S, X, ¢q) como fungoes do par escolhido acima.
Como nao ha vinculos de segunda classe podemos ignorar as equagdes de evolugio dessas

quantidades. Com isso obtemos o sistema acima na forma

H = “(g+£)f1+§9

0 = O (4.46)

Podemos integrar diretamente o sistema (4.46),

t t
H = a7 ®late [ara()e g+ [ arwe
i
0 = g+ [arue) (4.47)

onde a,f = const. A forma mais elegante de obter a solugio do problema, no entanto,
é procurar por sua formulacio Hamiltoniana. B facil mostrar gue podemos obté-la de

forma simples com uma dnica fungio do Background FRW,

-

@ = aH

= Q (4.48)
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Derivando Egs. (4.48) e substituindo Egs. (4.46), (4.48) no resultado temos

- [g—(§+5)]g+5av>

- (4.49)
A condigdo de existéncia da Hamiltoniana fornece
:- (g T 5) ~o
cuja solugdo é a(t) = Aeft. Com isso as variaveis tornam-se
Q = Ae®'H P=0 (4.50)

Sua evolugao é dada por

P = ¥ (4.51)
e corresponde a uma Hamiltoniana
1
H(Q, P) = 5gAef"P2 —~¥Q (4.52)
Vale notar que a solugdo explicita das egs. (4.51) é
t ¢
Q) = B+ g/dt‘A(t‘)ef" {a-{- /dt”\ll(t”)
¢
P(t) = a+ f dt’ w(t') (4.53)

onde a, f = const. Substituindo este resultado em (4.48) e lembrando das definigdes

intermediarias obtemos finalmente
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¢

§ = —zATleT¥Q()

T o= —Ale#Q(t) +P(t)

2 = P)

H = Ae%Q(t)

g = z A7 ®Q(t) - (p+p)P(t) (4.54)

E possivel generalizar a solugdo acima supondo que a aceleragio seja dada por uma

fungao linear arbitraria das coordenadas candnicas?:

o

T = y(t)Q + z(t)P + g(t), y(t): = 30’

At):= g% (4.55)

¢ escrever os vinculos (4.39)-(4.41) para eliminar as varidveis H, S, ¢:

H = -YX+80Q
d g
= =Y -—-=0 4.56
§ = gE-3 (4.56)
q = —z_X+z_0}

O sistema dindmico (4.34)-(4.38) sujeito a (4.55), (4.56) reduz-se entdo a

: 8 8
Q=0 (4.57)

Introduz-se as variaveis Hamiltonlanas

Q a b bY r 1 {6 ¢ (Q )
P/ \c d/\a Q/ A\ dJ\p
*A linearidade é necessiria para preservar o cardter da ordem perturbativa do nosso método; para

alguns exemplos de situagGes de interesse fisico em que essas relagoes lineares surgem, ver o pardgrafo
que segue a Eq. (4.68).
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a b
A= det ( ) (4.58)
c d

Derivando (4.58) e substituindo (4.57), (4.58) no resultado obtemos

{a— (g+§)a}2+{i)+ga}ﬂ+[a+b]\li

P = {é_(g+§)c}z+{d+gc}n+[c+d]@ (4.59)

-
I

Escrevemos o vinculo Hamiltoniano como

_ Af0Q &P
¢ = A(ag*ap)

:{ (+«f)a}a+{b+
- (Gee)efeefe

= [a +bb+cc+dd) (g+§)[aa+ca]+g[a5+ccﬂ+A[(a+b)y+(c+d)z]

}B+Am+ﬂy+

}%+Ak+ﬂz

g
= A- ( +E)A+[(a+b)y+(c+ d)z] A (4.60)
e escolhemos a solugdo de ® = 0 (ver Eq. (1.12)) na forma
a=d=A" (4.61)

Por consisténcia devemos ter (¢ + b)y + (¢ + d)z = 0, cuja solugdo requer a analise de trés

casos distintos:

i) y#0,Vz —f=% b=-a(l+f), c=0;
u) ym(],z?é(] — b::O, ¢ = —a; (462)

i) y=0, 2=0 — b=0, c=0.

Para o primeiro caso acima a dinarmica do sistema fica
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& = ~[5(5+¢)vao-[i+ (F+evas) rrep-ars
P = [%(g-kﬁ)-kaz}??-kayQ-Pag (4.63)

descrita pela Hamiltoniana,

H(Q, P) = H%[f—k(g-ki-kaz)fntf} PE—éayQQ-F

- E (g + 5) + az} PQ—ag{Q+ fP} (4.64)

O segundo caso apresenta a dinamica

. 1/8 9
Q = §(§~—E)Q+(§+az)73+ag

P = _%(g—g)PHQ (4.65)

;

assoclada a Hamiltoniana

1(8 1 1 (4
H(Q,P) = =|cH4az|PP—~£Q*+-|-+¢)PQ+agP (4.66)
2\3 2 2\3
O terceiro caso é equivalente & situacdo descrita pelo sistema (4.46), e escreve-se na
forma

. 8 f
Q = — (§+§)Q+§’P+a9

1

2

1(86

5 (3- + 5) P +ag (4.67)
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com Hamiltoniana dada por

10 1{86
QP =137 -3 (S +e) Petap- @) (4.69)
A solugao apresentada acima €, sem divida, a mais formalmente simples. Todavia,
é pouco significativo do ponto de vista fisico impor ad hoc o valor de ¥, associado ao
observador V* 4 6V*. Assim optamos por resolver o sistema acima somente em certas

situagoes particulares de interesse fisico. Surgem aqui trés situacdes particulares simples:

1. Caso Isotrépico: ¥ =0,

Il

S=FE.
0

Y
2. Caso Causal: =0, v
3. Caso de Stokes: ¢ =0, v

e -0, (p+p) #0.

Usualmente os textos que tratam do tema de Perturbagoes Vetoriais ndo se ocupam
dos dois primeiros casos, e € mesmo comum encontrar a denominacao “Perturbagoes Rota-
cionais” como sinénimo de Perturbagdes Vetoriais. Usando o formalismo de Bardeen [2]
Coode [13] mostrou que ndo existemn perturbagdes vetoriais nio-triviais se do,s = 0 ou
dwsg = 0. O sistema obtido acima permite verificar que, para a decomposigao adotada no
presente trabalho, essa prova é matematicamente correta, mas de pouco interesse fisico
por himitar-se ao caso de perturbagdes materiais do tipo fluido perfeito. Quando essa

hipotese é relaxada é possivel violar aquele resultado. De fato, para o primeiro caso temos
. ]
Q=-—--0
3
(com solugdo imediata) e o sistema torna-se

- (@)

H = Q
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¢ = [z~ (p+p)]Q (4.69)

onde A, = const. Para o segundo caso resulta

- 0

uma solugdo também simples

H = -X%
6
= -5
S 3
g = —z_% (4.70)

Embora a solugio trivial seja possivel em ambos os casos, ela nio é em absoluto inica.

Para o terceiro caso obtemos finalmente um Sistema Dinamico Fechado Vinculado

: 9 1 9 1 -
S = —‘55—— |:§(P+P) +£§:I E+E$+H
L I_
Vo= Sl - n 400
[ P+P]é
. ;E_
. P+P£
H = S+¢% (4.71)
¢y = T-Q+H=0

(I)g: = S'l-g'ﬁ:[)

Py = (p+p)t—zx_H

1
=]

(4.72)
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Sec., 4.2 — Uma Tentativa a 4 Dimensoes

Vamos procurar a solugio do sisterna (4.71)-(4.72) na forma Hamiltoniana. Assim, passe-
mos a um novo conjunto de varidveis mais apropriado. Dado que estamos trabalhando
com tima Teoria de Perturbagoes linear, é interessante manter a linearidade das variaveis,

e tomaremos inicialmente a mudanca da forma

o S
P 2
Q:: ’ XZ:
Qs 0
Py n
¢ b ¢ d a b ¢ d
e [ g h } e f g h
M. = , M= _ _ _ (4.73)
it 3 1 m ORI T S
r s t u F g t
onde
Ar=det M M‘l——iM @=MX Y—lﬂ'Q
- 1 _"A 1 - ) - __A

Substituindo no sisterna (4.71) as definigdes (4.73) a dinamica dessas variiveis resulta

da forma




o}

P

Qs

Py

g

. 1 ] x_ T_
}5—!—{b- [§(p+p)+£§] a— [1—;-4_;] b+p+pEC+Ed}Z+

+ {e+ M0b+ MO+ {J+ %m+a} i

g
= {e—“?;ﬂ—f

}S+{f— [%(p+p)+£§]e-[ p+p]f~rp—é’g+£h}

. 1Y -
+ {g+A8f+AHg}Q+{h+§m+e}H

. 8 .
G e EAR R B L (et e R B
4 {i+mj+,\az}n+{m+%m+i}ﬁ
é g z
= {fmgrus}th{éﬁ[%(p+p)+{§]r—[1— +p]s+ﬁft+§u}
+ {i+A93+Mt}Q+{ﬂ—i—%m+r}ﬁ' (4.74)

O vinculo Hamiltoniano, generalizagdo da eq. (1.12) para o caso de umn sistema dinamico

a 4 dimensdes, é dado pelo sistema

09, " apr, 0Q, 8P

8Q; 9Q, aP, AP,

0L 0% _ 97 _ - 4.
ap, 0P 30, 30, ° (4.7)
80, 9P, 8Q; | 0P, _

80, Tap, =0 50, " am, °

Inserindo as Eqs.

8Q, P,

(4.74) nas equagdes acima resulta

0=2% 4
0¢:

. . ;
02, ap’ 1 { 4 l = jz_\um} (4.76)
ptp

que o determinante A da transformacio (4.73) é dado por

Astokas = Do A1) f A‘(l'”)[ i ]dt' (4.77)
p+p
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onde A, = const. Procurou-se, a partir desse dado, uma solugio de (4.74) que satisfizesse
os vinculos (4.75) na forma de Hamilton-Jacobi (Hamiltoniana nula, onde todos os termos
entre chaves em (4.74) sdo nulos e os vinculos sio identicamente satisfeitos. Nao foi
possivel, no entanto, encontrar uma solugio para o sistema de 4 equagSes diferenciais
lineares acopladas que resultam desse procedimento. Desta forma optou-se por obter uma

dindmica vinculada bidimensional; este parece ser o método mais simples de resolver o

sistema (4.74).

Sec. 4.3 — O Formalismo Vinculado

Como j& exposto acima, é mais conveniente escolher como variiveis de interesse o con-
junto (3, ). Assim sendo, visto que os vinculos sio conservados, vamos substitui-los

diretamente no sistema dinamico; com isso escrevemos

H = Q-%
g -
g = —(ptp)Qta_H

Substituindo essas expressoes nas relagdes (4.71) obtemos o sistema

- T 6 6

o= —lef1- ~2lnt 2+l

F( p+P) 3] +( +3)
. T
R = &——X+ 20 4.79
‘SP t+p (4.79)

sujeito ao vinculo de auséncia do fluxo de calor (ou seja, perturbagdes sem gradiente de

temperatura)

%= {1-—”“’]9 (4.80)

x

—
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Novamente podemos procurar por um formalismo Hamiltoniano para o sistema (4.79),

definindo
Q a b by X 1 {e ¢ Q
_ L (4.81)
P c d)\@Q /] A\ 4] \»
a b
onde A = det = ad — bc. A dinamica desse sistemna & obtida diferenciando @, P
c d

por (4.81) e substituindo as Egs. (4.71), donde

Q = { [ +£(1 P+P)]a+[P+P]b} {aQ—FE’P}—F
+ {b+(1+3)0)8a— aeb} 1 {50 +dP}

. (4.82)
P = e )er sl g dna e
+ {d+ (14308 —20d} L {6Q + dP}
A consisténcia do formalismo Hamiltoniano di
aQ  ap . 8 T_
P:=A A—]= 1 - A —AA =1 4.83
(BQ+6P) [3+£( p+p)] (48%)
cuja solugio é da dada por
NS TR
b=¢ = 0 =b=d

Substituindo Eq. (4.84) em (4.82), (4.80) obtemos finalmente uma Dinimica Hamil-

toniana Vinculada
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0 - —%[(1—3A)-§+5(1— °- )}g+[(1+3>~)—§-]p

p+p
. 1 f T_ T_
P = 5[(1—3)\)§+§(1—p+p)]79+[«Ep_l_p]Q

(4.85)
T
- |1 - P 4.86
o= -5 (0
cuja Hamiltoniana tem a forma
Y PRI PO P D
HQ, P) = 2[(1+3A)3]7> Qhﬂ]g ¥
1 g T_

— = {1 -3))= 1 4.87
2{( )3+E( p+p)}PQ (487

Como exemplo de solugdo explicita, vamos integrar o sistema (4.85) substituindo o

vinculo na equagdo de evolugdo de P, que resulta da forma

P = -;— l(l + 3,\)—2-] P (4.88)

Esta equagao pode ser integrada diretamente, e encontramos

Q=a [1 - M] AR Q = aAF(1+3Y) (4.89)

T

onde a é uma constante de integragdo. Substituindo Eq. (4.89), (4.84) na definigio de P
pelas Eqgs. {4.81) resulta, em particular,

- a_(¢)
Q = AP = go 30 1= (4.90)

que a perturbagao na vorticidade parece crescer rapidamente com o tempo para compri-
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mentos de onda da perturbagio tais que z_ > (1 + A)p, ou seja

m > 2K + 2(1 + X\)A®p > 2K, (4.91)

onde a ultima igualdade a esquerda vale para o limite assintdtico ¢ — oo com A < 1/3.
Da Eq. (2.5), no entanto, obtemos que m < 2K. Assim a Eq. (4.91) jamais é satisfeita, e
o sisterna nao apresenta instabilidade exponencial. Este fato era j& esperado por razdes
de conservagdo de energia e momentum angular do sistema total — as perturbagoes nao
podem crescer indefinidamente sem extrair energia e/ou momentum de outro lugar. Este
argumento ¢ discutivel no que tange & energia, pois o background FRW néo ¢ um sistema
isolado nem estdtico, donde poderia ceder energia para as perturbacoes; sendo FRW

irrotacional, no entanto, a objegdo da conservagio do momentum angular permanece

valida.



Capitulo 5

Perturbacoes Tensoriais

A componente tensorial da teoria de perturbagdo tem uma extensa bibliografia (ver, por
exemplo, [7, 14, 35, 36, 37]). Ainda em acordo com os fundamentos da teoria de per-
turbagdo apresentados no Capitulo 2 vamos decompor as perturbag¢des §X das varidveis
X em termos dos Harmoénicos Tensoriais, desprezando as contribui¢des provenientes dos
termos Escalar e Vetorial. Além disso, apenas por simplicidade de nota¢io, omitiremos
nesse Capitulo o Indice 2 dessas componentes, que caracteriza a ordem tensorial da per-

turbagdo, bem como o indice m dos elementos da base, que caracterizam o comprimento

caracteristico da perturbacao.

As equagdes de defini¢ao das quantidades tensoriais sao dadas por

6\ = 0 bw' = 0 §H;; = H@)US
p g (8)Us; (5.1)
5p = 0 5&; = 0 5ng = H(t)Ugj
59 = { 5‘/: = 50’,‘,‘ = E(t)U,J
Novamente, serd importante referir-se & quantidace
1
S(t):= E(t) - EH(t). (5.2)

39
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Vamos agora proceder a obtengdo das equagdes de perturbagio do caso tensorial.

Escrevemos as equagdes gerals para o caso tensorial’ como

1 1 .
hehg(6 Ey)® + 06 Eag + h?anﬁlihm(‘SHw):A = - i(P +p)6oag + Ehﬁh,'é (8T1,)

g 1 y

+ 65Haﬁ - §hfaﬁ-3)(69u);v
1

-+ Ehczﬂhw('s%);v (5.3)

1
h2h5(5ﬂw)' + 66 Hap - h?a"?ﬁlghmeﬂV);l = §hi‘aﬂ,@'§h‘4(5ﬂpu);x (5.4)

=] L) 1 = d 2 L
h“hg(éoa,s) + ghpuh ’3(5@&);3 - h(,uhf)(gaa):ﬁ + 59 00y = 6By, — 561—1“" (5.5)

é-Hﬂﬁ = _hé‘anﬁl)IATVT(é‘o’pv -+ &-"’pv);A (56)

Além das equagbes acima, conforme a nota no capitulo anterior, faremos uso da

equagdo de estado do fluido cosmolégico que constitul a perturbagao,
5Ha,3 = E §Jaﬂ (5.7)

Introduzindo as relagbes (5.1)-(5.2) e as propriedades da base Tensorial U,s dadas
pelas Eqgs. (2.25)(2.27) no sistema (5.3)—{5.6), obtemos essas iltimas, juntamente com a

Eq. (5.7), na forma:

{S+§S+§H+%(p+p)2+%%(m+3K)H} U;; =0 (5.8)
U -2 H - (S + I} = 0 (5.9)
{Z+S+MO}U; =0 (5.10)

{A’T + HYUS =0 (5.11)

-3} =0 (5.12)

Wer Apéndice.
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Fazendo uso da independéncia linear dos elementos da base tensorial, temos que os
termos entre chaves nas equagbes acima sdo todos nulos. Inserindo nas demals equagdes

a relagao obtida da Eq. (5.12) (ou seja, eliminando a varidvel T1) obtém-se finalmente

=8+ §S+ [%(p +p)+5§}z- %(m+3x)1;r: 0 (5.13)

X2 =2+ 8+£8=0 (5.14)

Zs= H+ S+£0 =0 (5.15)

¢ ;=L H=0 (5.16)

onde novamente definimos H := —%H por conveniéncia. Substituindo no sistema

(5.13)~(5.15) o vinculo &, (Eq. (5.16)) obtermos em definitiva o sistema (ndo-vinculado):

-8
x1 =98+ gSerE:O (5.17)
X2 =L +84+£8=0 (5.18)
onde definimos
1 g 1
z = §(p+p)+§§——§(m+3K) (5.19)

E notavel o fato que, a diferenga do caso vetorial (ver segio 4.1), o modo tensorial ndo tem
contribuigdo ndo-trivial se qualquer das duas varidveis (E, ¥) for nula, como o sistema

acima mostra claramente.

Apenas por consisténcia, apresentamos abaixo a equagio de evolugo do vinculo ;:

‘bl = )Z’z ~ X3 (5-20)

{X1=0
xa=10

constitui um Sistema Dindmico fechado a duas dimensdes. Embora tal possa ser estudado

O sistema
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na forma acima, estamos interessados em obter sua descrigdo em termos do Formalismo
Hamiltoniano. Assim vamos passar das coordenadas “naturais” S, X para coordenadas
canonicamente conjugadas (Q, P). Dado que a teoria em questao é uma teoria de per-

turbagoes linear, vamos nos restringir a transformagoes lineares de coordenadas, da forma

oG s () a ()
B)-+() ()-te(() e

onde A := det M # const. A dindmica (5.17), (5.18) desse sistema, em termos das

variaveis harmiltonianas, se escreve na forma

QO = aS+bT+aS+bY

= [d—~ga—b]5+13—a:a~£b}5]

1 .8 T _
= —A—{[(a,Hgam—b)a—i—(b—a:aufb)c]Q
—1—[(dmga~b)g+(5~ma_§b)¢f]p}
P = é854dY +c§ 4 d0

= [c’~§c—d]3+[€i—$c“fd]z

= %{[(é—ga——d)&-}-(ci—mc—fd)il Q
T Ke— gc—-d) B+(d—xc—gd)¢f] P} (5.22)

A existéncia de uma Hamiltoniana para o problema em questio reduz-se & solugio da

seguinte equagio diferencial

aQ 9P _
a3 = 0 (5.23)



Usando as Egs. (5.22) na relagao acima resulta

1, g
ZIA - “1AY=0 5.24)
Essa equagao pode ser diretamente integrada, com solugao

At) = ATLEZ_)E&’ Ay = const. (5.25)

Escolhemos agora uma solugao de Eq. (5.25) particularmente simples para a matriz M,

da forma

10 )
M= 0 Al2eatt (5.26)

onde tomamos Ay = 1. Assim

Q — A1/2e%£t S

P = AlYleitty, (5.27)
Com a particular escolha acima a dindmica hamiltoniana (Eq. (5.22)) reduz-se a
: 1 g
Q = E(E—E)Q—mp
: 1 8

P = -Q—-_[€é—- -

Q 5 (E 3) P (5.28)
e é descrita pela Hamiltoniana

'H(Q,’P)=§ Q —zP* + E_E PQ (5.29)

E possivel encontrar a evolugio explicita desse sistema para o caso particular de de Sit-
ter com { = 8/3 e (m + 3K) = 0 — observe-se que, da Eq. (2.6), sé6 podemos assumir

essa equagdo no limite do espectro de m e para K = -1, 0. — Da eq. (5.19) temos
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z = ¢ 8/3 = ¢, donde o sistema torna-se
1 o, z_,
H(Q, P) =59 - ;P (5.30)
auténomo (Hamiltoniana independente do tempo), e evolui com

Q = ¢[Cre® 1 Coe ]

(5.31)
P o= - [Creft - Cye¥

onde C, C; sdo constantes. A possibilidade de termos C; # 0 é interpretada como
um indicio da instabilidade do modelo considerado. Obseva-se ainda que a restrigio

(m + 3K) = 0 nio é essencial na obtengio deste resultado.



Cap. 6 — Conclusoes

A Teoria de Perturbagdes é uma das ferramentas matematicas mais poderocsas da ffsica,
e o presente trabalho obteve sua aplicagao no contexto da Teoria da Relatividade Geral
usando o método (j4 utilisado por Salim {19]) do Formalismo Quasi-Maxwelliano.

No Capitulo 4 - Perturbagfes Vetoriais obteve-se diversas solugdes alternativas para
a evolugdo do espectro de perturbagdes vetoriais. Em particular, a secao 1 apresenta
situagdes em que as solugoes sdo explicitamente ndo decrescentes, donde verificamos
que os Modelos FRW nio sdo estiveis. I notdvel que, na solugdo, surgem termos que
assemelham-se a uma instabilidade exponencial, a qual é eliminada pelo espectro possivel
do comprimento de perturbagao.

No Capitulo 5 — Perturbagoes Tensoriais obteve-se a solugdo Hamiltoniana para as
Ondas Gravitacionais no Background FRW, e novamente verificamos a falta de estabili-
dade.

As funcées Hamiltonianas obtidas constituem o ponto central do trabalbo, por permi-
tirem uma ponte entre a Teoria de Perturbagdes e o Formalismo de Hamilton da Mecénica

Classica. Esta conexdo permite mesmo que o estudo seja realizado em um contexto semi-

F]

cldssico®: € possivel tomar as Hamiltonianas como operadores definidos no espago de

Hilbert das perturbagbes e quantizar estas perturbacGes em torno da solugdo classica.

Este projeto é a etapa seguinte desse trabalho,

1Ver (37, 38] para exemplos de quantisagio das perturbagses.
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Apéndice — As Equacgoes

Quasi-Maxwellianas

As equagbes Quasi-Maxwellianas da Gravitagido constituem um formalismo alternativo
(mas equivalente) para as equagdes de Einstein®. Com efeito, usando as equagdes de
Einstein e a defini¢gdo do tensor de Weyl, podemos escrever as Identidades de Bianchi na

forma

1

Wo:ﬂpv;v —  Relesdl _ s g#[a R4
1
= —Hefl 5g,xu[r:«Tnﬁ'I (5.32)

Decompondo o tensor de Weyl em fungio de suas partes elétrica

Eaﬂ = - auﬁyVﬂV"

e magnética

Haﬁ = c:pﬁvVqu

3Ver (39, 19] para discussdes mais amplas,
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podemos projetar a divergéncia covariante do tensor de Weyl de 4 formas independentes
Wa,ﬂyv;u V'BV“ hacr
Wa,ﬂ,uu;y na’.\aﬁ p;“VA
Wb, hn(a ’TT)Acxﬁ Vi

Wa,ﬁ,uu;v % h,u(‘r ho)a-

tais que sua forma assemelha-se &s Equacdes de Maxwell do Eletromagnetismo Cléssico.

Assim as Equacbes Quasi-Maxwellianas nao perturbadas se escrevem na forma

BB Bany + 10, VP B oy 4 30 o

1 EO @ e 1 £ & »
= gh p'°‘+§_ —-5(0',,_3w,,)q
1 1
t g a By, (5.33)

PR hl"f ch\‘,-y _ neﬁpu Vﬂ Evl O'“A —3E w,
1 e
= (p+pj’ ~ 57 P2V das

1
T 30N 0w + was) 74, T (5.34)

hu*h H™  + QHA — g3 N,y
+ n’\y‘m’n‘ﬂfa VpV:r Hnn: ®v,6
— 20, Egp)ras v,
+ Egt h(sn?hras v,

30 1,
- -.-2.q{ w’\) + .é_h A q“w,u
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1
+ 5opt VP,

]
S L (5.39

huh  E® 4 @E® _ E (5N ymw
BT VY, Bar®up + 20, HalPye0
— Hﬁ“;a h”(fnﬁ}‘raﬁ Vv,
_ ghz'\(gﬂ;» — ¢*a, - ™0,
— %(p +p)at 4 glegt)
- %h“("h”" Qs + %h;hﬁ ToH

+ %wﬂg(‘o)‘)ﬁ - %rﬁ(‘w")‘e + é“@'ﬂ'd\. (5.36)

As Identidades de Bianchi contraidas, juntamente com as Equagdes de Finstein, fornecem

a lei de conservagio

T, = 0.

Podemos projetar esta €quacao tanto na diregio do observador V. quanto em seu espago

ortogonal, de onde obtemos
P+ (P +p)O+¢V, + ¢, —nivo, = (5.37)

(,0 + p)aa - p,uhua + q'yhpa + GQG

t 0 Ou + v + 1,7, + 1OV, = 0 (5.38)

Da definigdo do tensor de curvatura de Riemann

V;:;a:ﬂ - Vn;ﬂ;a = Rmaﬁv'
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temos a evolugdo das quantidades sinematicas dadas por

2

1
hothg” 6, + ghaﬁ(“%ﬁ — 2% + a’\;A) + a.ap
2
— he" hgy” ay, + 5@0’0,3 + Tauots + wauw® g

1
= Racg VYV = (R VAV hog (5.40)

2
ho*hg” Wy, — h{a#hﬁ]u(an:v — Gy;p) + gewﬂﬁ

+  Oouws — ogwt, = 0. (5.41)

Além das relagdes acima, a definiciode BRapyw fornece 3 vinculos adicionais entre as

quantidades cinemnéaticas:

2
§ea.uh'uk — (% W )by — a’ (o +wan )= Ry, VERY,, (5.42)
W+ 2w a, =0 (5.43)
1
- 3 he® By Tkﬁw V. (Urxﬁ + Wap)y + 2a(; wyy = Hry. (5-44)

530 essas as 12 equagBes que constituem o Formalismo Quasi-Maxwelliano. Vamos
utilizd-las para calcular a evolugio de pequenas perturbagdes em torno de um Universo

FRW. Escrevendo os objetos perturbados na forma

X(pcrturbado) = X(buckground) +6X

obtemos de (5.33)-(5.44) as expressdes perturbadas de primeira ordem {que sio o ponto
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de partida dos capftulos 3,4eb)

(6B™) h"hSf + © (6B°P) — (8, (=)k9), yu
N %Ms TNV VL(6E) b
= (6H), ey,
= —5(p+p) (55)
NEICTAA e

+ AR (611,00 + -é— O (6T1*A)

(6H*)* h,*hP + O (§H®) — (6H, )P, ymw
0
U T LV, (§H,) b
~ (8Ey"), h»(a"?ﬂ}rﬂv'r

1 |
= 3 MV, (s1),

ae [ 1 e
(6Hau);vh h#-ﬂ) = (P + P) (6&) ) - 5 Ti Au V.u (6q“)-3

(34 1 e 1 M &
(JEnu):uh M = 5(59)@}" - §P (6V )
- V(v Ve

1 O
+ 5 hq (5Haﬂ);u + EY (&I‘)

(60)" +36 (66) ~ (507 = ~LEW) 5

L 1 c o
(b)) + Ehw(&‘ Jia — (Ja(a);ﬁ) by h®

2 1
+ é‘@ (bow) = —(6B,.) - ‘2‘(611#")

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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Iy 2 o 1 apfy
(8wh)* + 59 (60*) = 9 (b2p)y Vo

2 2. 2 .
30 R 39 V) +z0vVa(svy,

- (aaaﬁ + ‘Swaﬁ) hﬁp = _(5‘1#)

(6w™)a = 0
(EH#,,) = ha(u hﬂV)((EUaT);A + (‘Swav) ) 775”" Ve

(60)" +© (6p + 6p) + (p + ) (80) + (6g7)0 = 0

PUEVL) + BVa(8V™) V.~ (8p)a b2, + (p + p) (6a,)

4
+ hm(Eq“)' + EG) (5‘1#) + Ppa (57ra'6);ﬂ =0.

(5.51)

(5.52)

(5.53)
(5.54)

(5.55)

(5.56)
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