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Resumo

Sao investigados alguns modelos para transporte ativo em biomembranas
cujas equagdes dinimicas associadas possuemn um cariter nao-linear.

As bases experimentais de tais propostas sao discutidas.

Um dos objetivos centrais deste estudo foi procurar os elementos essenciais
capazes de gerar wm comportamento nio-trivial em sistemas de transporte ativo.

Os esquemas de reagao propostos foram estudados através dos sistemas de
equagbes diferenciais ordindrias relativos s redes de reacdes quimicas, associadas
aos diversos modelos de transporte. Para levar a cabo este objetivo s3o empregadas
ferramentas matemadticas especialmente construidas para o estudo de redes complexas
de reagdes quimicas. A teoria relativa a estes métodos, em geral pouco conhecida, é
apresentada.

Os mecanismos investigados deram origem a oscilagdes no fiuxo transportado,
para conjuntos adequados de constantes cinéticas. Nio se conhece um resultado como
este na literatura sobre transporte ativo.

Para entender o efeito da difusdo das proteinas transportadoras, uma rede
de reagbes simples foi simulada via autémato celular probabilistico. Este sistema

apresentou oscilagoes, “ondas quimicas” e formagio de padroes espaciais.



Abstract

We investigate some models for active transport whose associated dynamical
equations have a non-linear character.

The experimental basis for these models is discussed.

One of the objectives of this study was to search the essential aspects that
could generate some non trivial behavior for active transport systems.

The proposed schemes have been studied through the differential equations
systems associated with the reaction networks related to the active transport mech-
anisms. This investigation has been done by means of some mathematical tools
designed for complex reaction networks studies. The theory associated with these
tools is presented.

The proposed equations originate oscillations for some sets of rate constants.
As far as we know, this kind of behavior has not been previously reported in the
literature about active transport.

To study the effects of transport protein diffusion, a simple reaction net-
work has been simulated by means of a probabilistic cellular automaton model. This

reaction-diffusion system shows oscillations, chemical waves and spatial pattern for-

mation.
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Introducao

O uso da matemastica na descrigio dos fenémenos naturais é o aspecto mar-
cante da ciéncia moderna. Ainda que em graus diferentes, desde a fisica, a mais
antiga parceira, até a biologia, todas as ciéncias procuram de uma ou outra maneira
descrever alguns de seus aspectos de forma matematica.

O grande avango observado este século na compreensio do fenémeno da
vida se deveu, talvez de forma fundamental, a0 avango no entendimento da estrutura
atomica e molecular, decorrente dos progressos da fisica quantica. Estes progressos se
fizeram sentir nao s6 na melhor compreensio teorica, mas também no desenvolvimento
de diversas técnicas e equipamentos para a andlise experimental.

Em décadas recentes, varios processos que ainda pareciam misteriosos, como
a morfogénese, a auto-reprodugido e a auto-organizagio nos seres vivos, passaram a ter
algumas de suas caracteristicas capturadas, pelo menos em seus aspectos essenciais,
por modelos matematicos e computacionais.

Nao obstante, muito continua por fazer, seja do ponto de vista do entendi-
mento dos aspectos fundamentais, seja no entendimento dos detalhes de funciona-
mento dos diversos mecanismos. Tudo isto para ndo falar da integracio entre os
VArios processos.

O surgimento e a manutengo de ritmos biolégicos tem sido uma das questées
intensamente investigadas. Porém, pode-se dizer que a compreensio de tais fendmenos
ainda estd em seu inicio. Cada processo que ocorre nos seres vivos apresenta o seu
préprio ritmo, gerado por eventos particulares, ¢ que nio impede a integragio de

mecanismos diferentes agindo sobre 0 mesmo sistema.



Entre os componentes fundamentais dos seres vivos estéo as biomembranas,
nas quais, entre outros, tém importancia vital os processos de transporte. Serd o
estudo da formagio de ritmos biolégicos em sistemas de transporte nas membranas
a principal motivagio deste trabalbo. Tal estudo serd levado a cabo através das
equagbes matematicas que descrevem os fenémenos e seu comportamento dinamico.

No capitulo 1 sao apresentados os elementos essenciais associados &8 mem-
branas biolégicas e ao transporte de substancias através das mesmas, notadamente o
transporte ativo, objeto principal de estudo nesta tese. Também neste capitulo sao
discutidos a presenca e o papel de oscilagbes em sistemas bioldgicos.

No capitulo 2 sdo descritas as técnicas matematicas empregadas no estudo
dos diversos modelos. Estas técnicas permitem a determinacio de diversas carac-
teristicas da dindmica devida a sistemas de equagbes diferenciais ordinarias relaciona-
dos com redes complexas de reagdes quimicas. Além da parte operacional, as ferra-
mentas matematicas usadas fornecem elementos tteis na anilise dos aspectos fisicos
fundamentais dos fendmenos investigados. A descricio destes métodos pretende ter
um carater diditico em face da pouca divulgagio dos mesmos,

No capitulo 3 sdo apresentados todos os modelos estudados nesta tese, alguns
dos quais serao mais profundamente investigados nos dois capitulos seguintes. Neste
ponto sio dadas as razdes que motivam cada uma das diferentes propostas. Alguns
resultados, relativos as propostas mais simples, sio descritos.

No capftulo 4 sio estudados os modelos com uma etapa chamada auto-
catalitica. O aparecimento de dinimica oscilatéria nestes sistemas pode ser ligado
a ritmos bioldgicos. Um modelo simples é estudado em detalhe, sendo determinado
todo o conjunto de constantes cinéticas para as quais ocorre a mudanga entre os
comportamentos oscilatério e ndo-oscilatério. Os sisternas aqui estudados assumem
uma importincia ainda maior por servirem de base para os estudos levados a cabo
no capitulo seguinte.

No capitulo 5 modelos com uma maior motivagio biolégica em resultados ex-
perimentais sio apresentados. Neste caso, sao investigadas mecanismos de transporte

contendo, além de ciclos usuais, a formagio de dimeros entre as proteinas trans-



portadoras ¢ a formagio de complexos entre as proteinas transportadoras e outras
moléculas. Tais modelos também levam ao surgimento de ritmos biolégicos. Serd
mostrada a relagio entre as redes com reagdes autocataliticas e as redes com formacao
de dimeros.

No capitulo 6 um modelo de autémato celular para uma rede de reagao
quimica, associada ao transporte ativo, é apresentado. Este sistema foi estudado
com o objetivo de acoplar as reagbes associadas ao tramsporte ativo e a difusio
das protefnas transportadoras. O autéomato celular apresenta oscilagdes, “ondas
quimicas” e estruturas espaco-temporais.

No capitulo 7, ao lado da conclusio em cima dos resultados anteriores esta

uma projegao de possiveis extensdes deste trabalho.



Capitulo 1

Aspectos do Transporte Ativo em

Biomembranas

. Entre todos os seres vivos hd uma série de caracteristicas comuns, as quais,
além de fornecerem suporte & teoria de uma tnica origem para a vida na terra,
facilitam o estudo destes mesmos seres. (Comeo seria o estudo da biologia em um
planeta constituido por seres vivos cujas caracteristicas bioquimicas essenciais sejam
diferentes entre certos grupos ?).

Dentre os aspectos comuns aos seres vivos esti a presencga constante das
biomembranas. Estas possuem como fungao mais evidente compartir o sistema. As-
sim, nos seres multicelulares, ndo apenas cada célula se encontra separada das demais
por meio de uma membrana celular, mas também dentro de cada célula os diver-
sos compartimentos (se existirem) se encontram separados por meio de membranas
[4, 63].

Por si 86, este seria um aspecto suficientemente relevante, pois a vida (como a
conhecemos) exige diferenciagio em relagdo ao meio circundante. Entretanto, existem
inimeras outras funcdes exercidas pelas biomembranas.

Entre outras tarefas, as biomembranas sio fundamentais na comunicagio
celular e em diversas rotas metabélicas. Dois importantes processos de conversio e-

nergética : a fotossintese nos cloroplastos e a fosforilagio oxidativa nas mitocondrias,
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ocorrem, basicamente, nas membranas, Além disto, as biomembranas sio essenciais
na criagio e manutengéo de gradientes eletroquimicos entre as partes separadas pelas
mesmas [74], objeto de investigacio do presente estudo.

Apesar de delimitarem diferentes células e organelas, de possufrem composi-
¢do quimica diferente e, mesmo, de exercerem fungdes diferentes, todas as membranas
possuem a mesma estrutura e componentes bdsicos. Estudos diversos acabaram por
permitir a elaboragao de um modelo para o arranjo molecular nas biomembranas,
conhecide por “modelo do mosaico fluido * [4, 74].

Nas préxima segao sera aprésenta.do este modelo. Na se¢io posterior estario
discutidos 08 elemento essenciais do transporte quimico em membranas, particular-
mente o chamado transporte ativo. Finalmente, na fltima secio, serad discutida a

questao dos fendmenos oscilatérios em sistemas bioldgicos.

1.1 Modelo do mosaico fluido

O elemento estrutural basico das biomembranas é uma bicamada de lipidios,
composta majoritariamente por fosfolipidios [63, 74). Esta bicamada se forma princi-
palmente devido ao cardter anfifilico dos lipidios, isto é, pela diferente afinidade por
dgua que estas moléculas de forma alongada possuem em suas duas partes. Assim,
a cabega polar dos fosfolipidios (hidrofilica) tende a hidratar, enquanto suas cadeias
de hidrocarbonetos (hidrofébicas) evitam o contato com a 4gua. Esta estrutura se
mantém pela interagdo eletrostética e pontes de hidrogénio entre as cabegas polares
€ a agua, e pela atragio de van der Waals entre as cadeias de hidrocarbonetos (13].

Esta é uma estrutura fluida no sentido de permitir a difusio de moléculas
individuais no plano da membrana. Isto torna possivel a formacio de dominios com
caracteristicas distintas na superficie das membranas [74].

A bicamada tem espessura da ordem de 10 nm, é permedvel i 4gua, pequenas
moléculas hidrofébicas (O , benzeno) e pequenas moléculas polares sem carga (COy,
uréia), mas é virtualmente impermeavel a jons e moléculas maiores (Ca?*, glicose,
ATP) [63, 74].



Proteinas

Figura 1.1: Representacio esquemética do “modelo do mosaico fluido”.

A composigao quimica lipidica variada entre as membranas de diferentes
subestruturas (e mesmo entre as duas camadas de uma mesma membrana) bem como
a existéncia de transigdes de fase em biomembranas podem indicar um papel nao
apenas passivo das bicamadas lipidicas [11, 63].

O segundo elemento basico das biomembranas s3o as proteinas. De fato sdo
estas as principais responsaveis pela maioria das fungoes das membranas.

Uma representagio esquematica do “modelo do mosaico fluido” contendo os
dois elementos basicos, lipidios e protefnas, pode ser vista na figura 1.1.

Uma primeira caracteristica diferenciadora das proteinas de membrana se
deve & sua localizagao. Estas proteinas se encontram, basicamente, posicionadas ou
em um dos lados da membrana (proteinas periféricas) ou atravessando-a completa-

mente (proteinas integrais) [74].

No caso de proteinas periféricas, a ligagdo com a bicamada lipidica se di



através de interacio eletrostitica ou, em alguns casos, por ligagbes covalentes. As
protefnas integrais possuem em sua superficie regides hidrofilicas e regides hidrofébicas.
A interacio destas regides com a bicamada lipfdica e a 4gua sio fundamentais, nao
apenas para a fixacio das protefnas integrais, mas também pela manutengéo da forma
ativa destas proteinas [4, 74).

A érea de membrana ocupada por proteinas bem como a razéo entre o peso
total de lipidios e o peso total de proteinas varia muito entre os diversos tipos de
membrana e estd intimamente ligado & prépria fungdo biolégica exercida por cada
membrana [5, 74].

Entre diversas tarefas, pode ser destacado o papel das proteinas de mem-
brana em processos de comunicacéo intercelular e intracelular (recepcio de horménios
e outros sinais qufmicos) e em processos estruturais {ligacio intercelular, suporte
mecinico para a membrana citoplasmitica via filamentos de actina, etc.) [63].

Como ja foi dito, poucas sio as moléculas com livre transito pela bicamada
lipidica. As proteinas cabe entdo o papel de transporte de moléculas de um lado a0

outro da membrana. Na proxima segio sera discutido este aspecto.

1.2 Transporte ativo em biomembranas

A ingestdo de nutrientes, a excregio de refugos metabdlicos e a manutengio
de niveis adequados de concentracio das diversas substancias no interior das células
e organelas sio aspectos essenciais para o funcionamento celular. Os mecanismos de
transporte sao pegas-chave nestes processos.

O transporte de substincias pode acontecer tanto no sentido de diminuir a
diferenca de potencial eletroquimico entre os dois lados da membrana (transporte
passivo), como no sentido de aumentar esta diferenca de potencial (transporte
ativo). Este dltimo processo exige uma fonte de energia, sendo as mais comuns a
hidrélise de ATP, a absorgio de luz ou gradientes quimicos de outras substancias [59].

As proteinas associadas ao transporte passivo sao chamadas de protefnas for-

madoras de canais. Aquelas associadas ao transporte ativo sio chamadas de bombas.



Interior (mM) Exterior (mM)

Nat 515 145
K+ 140 5
Mg+ 0.5 1-2
Calt 104 1-2
Cl- 5-15 110

Tabela 1.1: Valores tipicos de concentragao no interior e no exterior de uma célula de
um mamifero [4].

Bombas e canais sio constituidos fundamentalmente por proteinas integrais. Durante
o transporte, canais e bombas sofrem mudangas conformacionais, responsaveis pelo
processo de transporte. A diferenca fundamental entre os dois processos estd na de-
pendéncia (transporte ativo) ou nao (transporte passivo) de uma fonte externa de
energia.

Cabe ressaltar que, mesmo no transporte passivo, a regulagio do fluxo é
um fenémeno bastante complexo. Além disto, h4 uma alta seletividade quanto as
moléculas a serem transportadas por um determinado canal [74].

O papel do transporte ativo pode ser apreciado ao se verificar a diferenca
de concentrcio tipica entre o interior e o exterior de uma célula de mamiferos, como
mostra a tabela 1.1 [4).

A forca motriz é o mais importante elemento de diferenciagdo entre os diver-
sos mecanismos de transporte ativo. Como ja foi dito, estas forcas sio, usualmente,
a hidrdlise de ATP, a luz ou um gradiente quimico. O surgimento e a evolugao dos
diversos processos de transporte ativo tem sido discutido na literatura [75, 78). A
compreensio desta evolugio tem sido baseada tanto no mecanismo de cada processo
como em informacgdes sobre as sequéncias de aminodcidos das diferentes bombas.

Mesmo entre as bombas cuja forca motriz é a hidrélise de ATP existe uma
subdivisdo relativa & existéncia ou nio de um estado intermedidrio fosforilado [78).

Neste estudo serao vistos modelos com motivagio em sistemas ATP-ase



classe P, isto €, aqueles sistemas de transporte ativo para os quais a hidrélise de
ATP ¢ a fonte de energia que possuem um intermedidrio fosforilado. Qs métodos
tedricos empregados sao, todavia, de alcance mais abrangente.

Diversas sao as substancias transportadas por bombas ATP-ase classe P, e
sua presenca se di nas mais variadas espécies [78].

Técnicas de biologia molecular tem permitido a identificagdo dos sitios de
ligacao das moléculas de ATP e do fosfato inorganico com as bombas [5]. De fato, este
estudo, bem como o de sequenciamento das bombas ATP-ase classe P tem mostrado
uma grande homologia entre os diversos tipos de bombas. Parece existir uma grande
conservacdo das seqiiéncias de aminodcidos nas regides de ligacio de ATP e fosfato,
podendo ser inclusive proposta uma linha evolutiva para as bombas desta classe [50,
78].

Embora a partir da seqiiéncia de aminodcidos seja possive] propor o arranjo
destas proteinas nas bicamadas lipidicas, séo poucas aquelas cuja estrutura tridimen-
sional é bem conhecida. Isto explica, em parte, 0 mal entendimento do caminho
realizado pelas substincias a serem transportadas. Todavia, com este intuito, virios
modelos tem sido propostos e estudados [50, 68].

Praticamente todos 08 modelos para o transporte ativo entre as ATP-ases
classe P sao baseados no chamado modelo do acesso alternado [59, 84].

A bomba é vista como um conduto ao longo do qual existe um potencial
energético sentido pelo fon ou molécula a ser transportada [59]. Uma barreira ener-
géticd marca a restricao a livre passagem de um lado ao outro da membrana. Uma
barreira de menor intensidade marca a existéncia de um sitio de ligagio. A mudanga
conformacional da proteina é o passo dependente de energia, marcada pela troca de
posigdes entre os dois picos energéticos. Assim, em um dado estado um dos lados
da membrana ¢ mais facilmente acessivel aos fons do que o outro. Apés a mudanga
conformacional, e conseqiiente mudanga do perfil energético no interior da membrana,
a situacd@o se inverte, Estas idéias estdo representadas na figura 1.2.

Uma versdo simplificada do modelo doacesso alternado é o chamadomodelo

minimo do acesso alternado [59]. Um ciclo de quatro estados contendo reagbes de
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Figura 1.2: Representacdo da barreira energética sentida por um ion no interior de

uma bomba de transporte ativo.

fosforilagao e defosforilacdo bem como mudangas conformacionais constituem a rede
de reagdes associada. Um esquema deste ciclo pode ser visto na figura 1.3.

Completando este ciclo completa-se também o transporte através da mem-
brana. Olhando para o processo como um ciclo de reagdes quimicas fica claro que um
excesso relativo da concentracio de ATP pode induzir o transporte mesme contra o
potencial eletroquimico do soluto.

Além de ATP diversas outras substincias quimicas afetam o transporte
ativo, seja ativando ou inibindo o processo, por exemplo, Mg?t+ e calmodulina no
transporte de calcio [3, 12, 52].

A calmodulina é uma proteina presente em diversos sistemas[16]. Sua par-
ticipagdo nos mais diferentes processos envolvendo calcio a tornam um importante

elemento regulador. A calmodulina se liga a jons de cilcio, ativando a seguir enzimas
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Figura 1.3: Modelo Minimo do acesso alternado. Representagio de um corte tranver-
sal da membrana, mostrando a bicarada lipidica e uma proteina integral transporta-
dora. A elipse sombreada representa o ion a ser transportado. As reagdes coma ATP
e a ADP, bem como a rea¢io com o fosfato inorganico estiao indicadas. O simbolo P;

significa que a bomba estd fosforilada.

especificas. Neste trabalho serio estudados modelos de formacao de complexos entre
bombas e moléculas externas. A ativacio por calmodulina é uma referéncia para tais
modelos.

Assim, em estudos experimentais, é fundamental um controle rigido sobre
as substancias presentes no sistema. De qualquer forma, esta regulagdo do processo
por diversos componentes € um outro indicador da complexidade do sistema.

Uma questio ainda nao resolvida para diversos sistemas de transporte ativo
€ quanto a unidade funcional do processo [5, 47, 51, 52, 76]. Para muitas bombas
€ discutivel se o transporte acontece através de uma tnica protefna ou atraves da
associagdo de diversas proteinas. Em diversos casos parece clara a ocorréncia de
oligomerizagdo, mas o mecanismo completo de transporte ainda é discutivel. Nesta

tese, serdo estudados possiveis efeitos da oligomerizagio entre as bombas.
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1.3 Oscilagoes em sistemas biolégicos

Diversos argumentos e vérios resultados experimentais permitem concluir
pela importancia central de processos oscilatérios para o fenémeno da vida.

Um primeiro argumento provém da existéncia de ciclos naturais (noite-dia,
estacdes do ano, marés, etc.) aos quais a vida necessariamente teve de se adaptar.

Por outro lado, observa-se que todas as mdquinas conhecidas funcionam em
ciclos, convertendo continuamente energia em trabalho.

Finalmente, 0s processos bioquimicos podem ser descritos matematicamente
por equagdes diferenciais nao-lineares, as quais estdo associados, muito frequente-
mente, comportamentos oscilatérios (af incluido o caos como uma “oscilagio sem
periodo nem amplitude definidos”).

Mais do que oscilar acompanhando um agente externo periédico, sio fun-
damentais aqueles mecanismos cuja dinimica interna, desprovida de um ritmo e-
vidente, leva a uma oscilacio autdnoma de tais sistemas. Estas sio as chamadas
auto-oscilagdes [96].

Diversos fendmenos auto-oscilatérios sio conhecidos em sistemnas biolégicos,
desde o nivel molecular, como na gliclise e na fotossintese [69], passando pelo ritmo
cardiaco, até o nivel da dinimica de populagdes, como é conhecido desde o trabalho
de Volterra e confirmado por observagdes de campo [69, 96].

Estes fenémenos auto-oscilatérios e outros processos de auto-organizagao,
como estruturas espaciais ou espago-temporais, sio conhecidas como estruturas dissi-
pativas [69], pois tais ﬁmcwsos dependem da dissipagio de energia para sua ocorréncia.
Estas estruturas estio ligadas, por exemplo, aos processos de morfogénese. Desta
forma tém sido estudados diversos processos de auto-organizagio em sistemas biolégicos.

A presenga de oscilag&eé no transporte em membranas tem sido estudada e
verificada experimentalmente [36, 60, 67, 77, 80, 85, 89, 93, 103]. Em alguns casos,
a existéncia de comportamento oscilatério no transporte em membranas se deduz
indiretamente a partir de out ros fenémenos, cujos processos dependem do transporte.

Tais processos sio, em geral, associados a uma conjuncio de mecanismos, sendo o
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papel do transporte ativo, nestes casos, considerado como auxiliar.
Assim, seria interessante saber sob que condigbes o transporte ativo é capaz

de gerar um fluxo de fons oscilatério. Este é o principal objetivo do presente trabalho.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos e Redes de

Reacoes

Neste capitulo s3o apresentadas as definiges e teoremas fundamentais as-
sociados a3 técnicas matemdticas usadas neste trabalho. Além de aspectos basicos
e gerais relativos aos sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, sdo apresentadas
e explicadas, em certo detalhe, algumas técnicas especificas para o tratamento de

redes complexas de reagdes quimicas. Todos os resultados deste capitulo provém da
literatura.

2.1 Ferramentas Matemadticas

Nesta secio sao apresentados os resultados da teoria de sistemas de equagdes
diferenciais ordindrias mais relevantes para o presente trabalho. Sio dadas também

as definicdes bésicas associadas as equagdes relativas as redes de reagbes quimicas.
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2.1.1 Equagoes diferenciais associadas & redes de reagodes

quimicas

Se um determinado processo é descrito (modelado) por um dado conjunto
de etapas de transformacoes, este conjunto constitui a rede de reagbes associada ao
processo. A rede de reagoes fornece uma estrutura topolégica, indicando as diversas
conexoes existentes entre as espécies quimicas participanies do mecanismo de reagio.
Além disto, define a estequiometria entre as espécies.

Por exemplo, seja a seguinte rede com trés espécies e duas reagdes :

A+B - C
C - 2D

Ela mostra que um elemento da espécie A reage com um elemento da
espécie B dando um elemento da espécie C, e um elemento da espécie C se trans-
forma em dois elementos da espécie D.

Em termos de conectividade tem-se A, B e D ligados a C por alguma reagio
(seja consumindo C, seja produzindo C). A e B estao presentes em uma mesma reagio,
0 que representa forte conectividade, mas nao tém ligagio direta com a espécie D
(embora estejam ligados & espécie D através da espécie C).

Para a descricdo dinamica do processo, deve ser feita a ligacio entre a rede
de reagdes e a taxa de variagdo no tempo da concentragio de cada uma das espécies.
Isto é, dadas as espécies X;,...,X;, 0 objetivo é obter as n-equacdes diferenciais

= fi([Xa];- .. [Xa])
relacionando a taxa de variagio da concentragio da espécie X; com o tempo e as
concentragbes das espécies X, ... ,X,. Serd usada a notagao compacta &; = dX;/dt.

De uma forma mais geral, pode ser considerada a difusio das espécies,

diXi]
&

levando a um sistema de equagoes diferenciais parciais. Esta é a classe das famosas
equagdes de reacao—difusao [69]. Este tipo de modelo sera estudado neste trabalho

através da técnica de simulagio via autdmatos celulares, a ser apresentada mais adi-

ante,
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A fungéo f descrita acima, é decorrente da cinética adotada para o sistema
(uma definigao formal de cinética serd dada na segio 2.1.3). Aqui, serd adotada sem-
pre a lei de acido de massas, por ser a cinética propria, do ponto de vista experimental,
para reagoes elementares, como as que se pretende tratar aqui.

A lei de agiio de massas associa uma constante cinética k; a cada reagéo i,
e diz que a taxa de variagio de cada espécie participante da reagdo i com respeito
& mesma seréd proporcional & k;, s concentragdes dos reagentes e a um coeficiente
estequiométrico definido pelo niimero de moléculas daquela espécie criada pela reagio
menos 0 numero destruido pela reagio.

Por exemplo, dada a seguinte reagéo

A+BAaC
Tem-se as equagdes dinimicas : !

A = —k.AB

B = -k.AB

C = k.AB
outro exemplo

A+BRoA
dando )

A = k.AB

B = —k.A.B
ou ainda

2ARB4C
dando .

A = —2.k3.A2

B = k3. A?

C = kyA?

1Serd usado X; =[X;]
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Ao longo deste trabalho, serdo consideradas nio somente as reagdes “tradi-
cionais” do tipo A + B 22 C, mas também as chamadas pseudo-reagdes (ver [19, 43))
do tipo
A+alB

onde « tem concentracio constante, por exemplo, considerando & como proveniente

de um reservatério. As equagoes dinamicas ficam :

A = —FaA
B = Klo.A
[e) = 0

Pode-se “incorporar” [a] & constante ¥/, fazendo k = k'.[a], a reacio acima

ficando representada por :

ALB
com as equagdes :
A= -kA
B = kA

Outro tipo importante de pseudo-reagio é :
ok A
onde a tem concentracio constante. As equacdes dinamicas ficam :
A = Kl
a =0
Neste caso pode ser feito k = ¥.[a]. O simbolo O serd usado para denotar

a simples presenga de um reservatério quitnico em um dos lados da reagio. A reacio
anterior fica :

com a equagao :
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Assim, muito freqlientemente, aparecerao pseudo-reacgdes e pseudo—constantes
cinéticas, embora daqui para frente seja pouco empregado o prefixo “pseudo” para
cracteriza-las. Todas as reagbes serdo tratadas em pé—de-igualdade,

Uma caracteristica importante de reagdes quimicas é que, rigorosamente fa-
lando, se um sistema apresenta uma reacao em um dado sentido, entao ele também
apresentara a reagio de sentido oposto o que, em principio, permitiria ao sistema atin-
gir seu estado de equilibrio. Assim, ainda que uma reagao tenha, no sentido oposto,
uma constante cinética muito pequena, é mais real considerar todas as reagbes como
sendo reversiveis. Assim, na maioria das vezes, serdo estudadas redes de reagao
reversiveis. Todavia, alguns sistemas com etapas de reacéo irreversiveis irdo ser estu-
dados e serdo igualmente importantes no contexto deste trabalho.

A ultima questio geral importante sobre redes de reacao a ser levantada
nesta visdo inicial diz respeito & ordem das rea¢oes (com a cinética da lei de ag¢io de
massas).

Uma reagao é dita de ordem zero se o reagente for o D
Uma reagao é dita de primeira ordem quando hi um reagente

Uma reagao é dita de segunda ordem quando ha dois reagentes
e assim por diante.

Muito embora sistemas de terceira ordem tenham sido estudados [69] e sejam
importantes do ponto de vista tedrico e histdrico, a suposiciao realista de redes com
reagoes de, no maximo, segunda ordem sera adotada neste trabalho.

Resumindo, serdo estudados os sistemas de equagoes diferencias ordinarias
associados a redes de reacdes quimicas, para as quais serio assumidas a cinética da
lei de agio de massas, a existéncia de pseudo-reagdes (a2 serem tratadas em pé-de-
igualdade com as reagbes usuais), e ordem de reagio maxima igual a dois.
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2.1.2 Breve revisao sobre sistemas de equacoes diferenciais

ordinérias

Nesta secao serao apresentados, sem prova, alguns dos principais resultados
conhecidos sobre sistemas de equagdes diferenciais ordinérias, os quais serao impor-
tantes em anélises posteriores.

Os resultados apresentados estao bem estabelecidos e se encontram detalha-
dos, demonstrados (e acompanhados de muitos outros resultados) em diversos livros
(6, 38, 46, 71, 82].

Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias é um sistema :

%?' = fl(zh san ,Imt)

A = fuen...,2ml)
Se todas as funcbes f; forem independentes do tempo o sistema é dito
auténomo. De qualquer forma, fazendo z,41 = ¢ qualquer sistema pode ser con-

vertido em um sistema auténomo, o qual pode ser escrito compactamente :

dx .

:1? =X= f(X) (2.1)
ondex € UCR"ef : U— R" com f continua, e neste trabalho, com derivada
continua de todas as ordens.

O campo vetorial f gera um fluxo ¢, : U — R"™, onde ¢:(x) = ¢(x,t) é uma
funcio continua e diferenciive] definida para todo xem Ue t €1 = (a,b) CR, onde

¢ satisfaz a equagao 2.1, isto € :

d(¢(x,t))/dt e=r= £(¢(x, 7))
para todox€Uer € L

A definicio mais geral de campos em variedades pode ser encontrada em
6, 71).
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Os dois primeiros teoremas aqui citadas sao dos mais gerais dentro da teoria
de sistemas de equagdes diferenciais ordinérias.

Teorema 1 (Teorema de existéncia e unicidade local) Seja U C R* um sub-
conjunio aberto de um espago Euclideano, seja f: U — R" uma fungdo com derivada
continua. Entdo eziste uma constante ¢ > 0 e uma tnica solugcdo ¢(xy,-) : (—c,c) =

U, satisfazendo a equagdo dx/dt = f(x) com condigdo inicial x(0) = xo.

Se as solugbes ¢, estiverem contidas em subconjuntos limitados e fechados

(isto é compactos) de R", entdo hi uma versio global do teorema acima.

Teorema 2 O sistema de equagdes diferenciais x= f(x),: x € U, com U compacto e

f diferencidvel com derivada continua, possui curvas de solugdo dadas por :
¢(Xo,°) : (—00,00) = U

Uma importante classe de solugbes da equagao 2.1 é a dos chamados pontos
fixos (ou singulares, ou de equilibrio, ou, como serao chamados neste trabalho, estados

estaciondrios) X. os estados estaciondrios sdo os pontos em que o campo vetorial f se
anula

dx/dt |x =% =£(X) =0

Um estado estacionério é dito estdvel se para toda vizinhanga V deXem U
existe uma vizinhanga Vo C V e Xy € Vo com ¢(xo,?) em V para todo ¢ > 0, isto €,
uma solugio x(1) que passe suficientemente perto de X permanece em uma vizinhanga
de X para todo tempo.

Um estado estaciondrio é dito assintoticamente estdvel se for estivel e,
além disto, Vo pode ser escolhido de tal forma que ¢(xo,%) — X quando ¢ — oo, isto
é, existe uma vizinhanga de X tal que toda solugéo baseada nesta vizinhanca tende a
X para um tempo infinito.

Um estado estaciondrio é dito instédvel se nao for estivel.

Um primeiro caminho para caracterizar estados estacionarios vem do método

da chamada funcio de Liapunov, que provém do seguinte teorema :
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Teorema 3 Seja um estado estacionérioX e F : W — R uma fungdo diferencidvel

definida em uma vizinhanga W C U de X tal que :

(()F(X)=0e F(x)>0 VYx#£X
(i) F <0 em W — {X})

entdo X € estdvel,

se, além disto
(ii)) F < 0 em W — {X}
entio X ¢ assintoticamente estdvel,

No teorema acima a fungao F é definida por :

. e OF z. OF
F=) Bt = > Bz.f,'(x)

=1 0%j i=1
Os mais simples, mas importantes, tipos de sistema de EDO sio os sistemas
lineares, definidos como :

x= Ax, x €R"

onde A é uma matriz n X n com coeficientes constantes. note-se que se A for invertfvel,
o tinico estado estacionario do sistema sera o 0 (a origem de R*).
Os autovetores de A definem trés possiveis subespagos :
os autovetores com parte real dos autovalores Re()\) > 0 formam uma
base para o subespaco instdvel E*.

os autovetores com parte real dos autovalores Re(A) = 0 formam uma
base para o subespago central E°.

os autovetores com parte real dos autovalores Re{\) < 0 forrnam uma
base para o subespago estivel E?,

Se xo esta contido em algum subespago entao ¢(xo, ) permanece neste sub-
espaco para todo f.
Além disto, se xo estd contido em E* entdo ¢(xo,t) — 0 quando ¢t — —oo,

se Xg estd contido em E* entao ¢(xo,t) — 0 quando ¢ — 0.
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Em outras palavras, os subespacos instaveis, centrais e estiveis, definem
subespagos para os quais a origem 0 é, respectivamente, instavel, estivel e asintoti-

camente estavel,

O método de Liapunov origina o seguinte teorema para sistemas lineares,
ver [7,19] :

Teorema 4 Para um sistema linear X = Ax a origem € assintoticamente estdvel
se ¢ somente se exislir uma matriz simétrica, positivo-definida B (como a matriz é

simétrica, isto significa que todos os seus autovalores sdo reais positives) tal que :
BA+ATB=-C

onde T indica e¢ operagcido de transposicio e C € uma malriz simétrica positivo-
definida. '

Pode ser observado que sistemas lineares para os quais todos os autovalores
da matriz A tem parte real negativa sdo assintoticamente estiveis, pois assim R" se
decompde em um inico subespago estavel, E* = R".

Todo este estudo dos sistemas lineares é fundamental para a classificagio de
sistemas n3o-lineares. Como foi visto (equagio 2.1), um sistema de EDO geral pode
ser escrito como X = f(x). Em cada ponto Xp uma “aproximacao” para o sistema
nao-linear serd dada por x = Dfly,.(x — Xp), onde Df = [3f;/8z;] é uma matriz
n X n, conhecida como o Jacobiano de f. O seguinte teorema, fundamental para
todo o estudo posterior, faz a conexao entre o comportamento de sistemas lineares e

sisternas nao-lineares, em torno de seus estados estacionarios.

Teorema 5 (Hartman—Grobman) Se Df(X) nde possui aufovalores com parte real
nula, entdo eziste um homeomorfismo (fungéo continua bijetiva com inversa continua)
definido em uma vizinhanga V de X em R", localmente levando drbitas de x = f(x)

em drbitas do sistema linear X = Df |z .(x — X). Este homeomorfismo preserva o

sentido das orbitas.
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Em outras palavras, o teorema de Hartman-Grobman diz que o sistema
% = f(x) na vizinhanga de X é topologicamente equivalente ao sistema linear dado
pela equaio % = Df jz .(x — X), ou ainda, que o comportamento local em torno dos
estados estaciondrios de um sistema nao-linear é equivalente ao de sua aproximacao
linear em torno deste ponto, desde que os autovalores da matriz de linearizagso, isto
éo Jacobiano, tenham parte real nio-nula. Estes estados estacionirios sdo ditos
estados estacionérios hiperbdlicos.

Assim, um sistema nao-linear sera assintoticamente estivel em torno de um
estado estacionario se Df |z possuir todos os autovalores com parte real negativa.
Se o Jacobiano possuir a0 menos um autovalor com parte real positiva, o estado
estacionario possui a0 menos uma diregio de instabilidade e serd, portanto, instavel
pela definicdo de estado estacionario instavel.

Os autovalores de uma matriz A sao calculados resolvendo-se a equagéo
caracteristica Det(A — A\.I) = 0, onde Det ¢ a fungio determinante e I a matriz iden-

tidade de mesma dimensio que A. Para uma matriz n X n a equagio caracteristica

pbde ser escrita na forma

A=A+ X+ taarta, =0 (2:2)

Antes do préximo teorema, é necessiria uma outra definigéo.

Seja uma matrizn X n :

an a1z -+ Oy

Gny Gnz *°° Gpq

Um menor principal diagonal da matriz acima serd o determinante :

ay a2 -+ Gim

.
+*

Gprl Gm2 ' COmm
onde m < n. O seguinte teorema[l9, 34] relaciona as condigdes necessarias e su-

ficientes para que uma equagao caracteristica tenha todos os seus autovalores com

parte real negativa.
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Teorema 6 (Condicoes de Routh-Hurwitz) Para que todas as raizes da equagdo
caracteriatica 2.2 tenham parte real negativa € necessdrio ¢ suficiente que todos os

mmenores principais da matriz de Hurwitz

( a a3 4y -+ 0 \
1 az; a4 0
0 a; as 0

\0 6 0 - a,)
sejam positivos

Uma simplificacdo significativa do trabalho necessirio para se testar as

condi¢oes de Routh-Hurwitz é dada pelas condi¢oes de Liénard—Chipart :
Teorema 7 (Condicoes de Liénard—Chipart) Para que todas as raizes da equacdo
caracteristica 2.2 tenham parte real negativa € necessdrio e suficiente que

l) a; >0, 1=0...1

2) Ap1>0, Ap3>0,--

onde A, é um menor principal diagonal de ordem k da matriz de Hurwitz.

Uma condi¢ao suficiente, simples, para que todos os autovalores de certo
tipo de matrizes nio tenham parte real positiva é dado pelo seguinte teorema [21].

Teorema 8 (Xu Daoyi) Se ume matriz M, n X n, a coeficientes reais M = {m,;}

satisfaz m;; <0 Vie
my |m12| e Imlkl

m m cee m
| -21| 22 ] 2k| >0

(-1

|mk!| Imk2| ver Mk

para todo k = (1,2,...,n), entdo nenhum autovelor de M tem parte real positiva.



25

Outro importante aspecto dos sistemas dindmicos é o seu comportamento
asgintotico. Define-se uin conjunto I invariante pelo fluxo ¢, em R"™, como sendo o
subconjunto T C R tal que ¢(x) €T paraxeZ VieR.

Os estados estacionérios e os subespagos estdveis, instdveis e centrais sao
exemplos de conjuntos invariantes pelos fluxos.

Um subconjunto invariante fechado A C R™ é dito um conjunto atrator se
existir uma vizinhanga V de A tal que ¢(x) € V parat > 0 e ¢; — A quando
t -+ o0 VYx € V. Umn conjunto repulsor é definido analogamente, fazendo uma
inversdo temporal, isto €, trocando-se ¢ por —t.

Os estados estaciondrios assintoticamente estiveis sio um exemplo de con-
junto atrator.

Outra importante categoria de conjuntos atratores é formada pelos ciclos-
limite estdveis. Estes sdo solugbes periddicas do sistema 2.1 tais que ¢¢(x) = @ey7(x),
onde T é o periodo de oscilagdo. Esta érbita é um conjunto atrator.

A existéncia de ciclos-limite em sistemas dindmicos nem sempre ¢ facil de
se demonstrar. Todavia, este tipo de solugio é muito importante, em particular
quando o sistema dindmico esta associado a algum sistema fisico de interesse, como
sera o caso desta tese, uma vez que o carater oscilatério do ciclo-limite implica em
um comportamento n3o trivial do sistema. E também de se notar que este é um
comportamento exclusivo de sistemas nao-lineares.

Menos triviais, e ainda bem menos compreendidos, sio os chamados atra-
tores estranhos. Estes sdo os atratores que aparecem nos chamados sistemas cadticos,
o8 quais tém sido muito estudados nos ltimos anos. Estes sistemas s6 comegaram
a ser melhor entendidos em meados da década de 70, e, mesmo hoje em dia, restam
muitas questoes fundamentais néo respondidas. A caracteristica mais marcantes de
sistemas caodticos € a sensibilidade a condigbes iniciais.

A existéncia de sistemas com tal peculiaridade j& havia sido detectada por
Poincaré em seu trabalho sobre o problema dos trés corpos. O trabalho de Smale na
década de 60 sobre estabilidade estrutural de sistemas dindmicos e a sua famosa cons-

trugdo da “ferradura de Smale” também trazem embutidos o fendmeno de caos [38].
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Foi, porém, com os trabalhos de Lorenz [66], 0s quais ficaram conhecidos amplamente
apenas alguns anos apés sua publicagdo, que comegou a ficar clara a importancia e
a presenga dominante de sistemas dinamicos caéticos. Ultimamente, esta tem sido
uma érea de intensa pesquisa e interesse, tanto para fisicos e matematicos como para
biélogos, economistas, filésofos, etc.

Tanto no caso de ciclos-limite quanto no caso de caos, mas também para
outros fenémenos, como estados estaciondrios miiltiplos, esta presente o chamado
problema de bifurcagdo. O significado matemitico de bifurcagéo é o mesmo da vida
didria, isto é, “ponto em que alguma coisa se divide em dois ramos” [31].

O primeiro, nem assim o mais fécil, problema de bifurcagbes a ser atacado
foi o da caracterizacio dos pontos de “desdobramentos” de pontos estacionarios em

uma familia de equagdes diferenciais. Seja :
x = £,(x); x € R* u € R* (2.3)

uma familia de sistemas de equagdes diferenciais, dependentes do parametro k-di-
mensional . Os estados estaciondrios sdo dados pela solugdo do sistema de equagoes
f,(x) = 0. Pelo teorema da fungao implicita, ao se variar u estes pontos estacionarios
constituirdo fungbes continuas e diferencidveis de u fora dos pontos em que o Jaco-
biano de f,(x) com respeito a x (Dxf,) possuir um autovalor igual a zero. Estas
fungdes serdo os ramos de equilibrio de equagio 2.3. Os pontos em que Dyf,, possui
autovalor zero sdo pontos de bifurcacio da equagio 2.3 [79].

Os ciclos-limite também surgemn, normalmente, através de bifurcacdes, as
chamadas bifurcacbes de Hopf. Neste caso, ao ser variado um parametro 4 € R,
chega-se a um ponto em que Dxf, possui um par de autovalores imagindrios puros
(A e X). Se, além disto, dRe(A(g))/dp # 0, ou seja, se a variagao da parte real destes
autovalores com o pardmetro g for nio-nula, entio o estado estaciondrio estivel da
origem a um ciclo-limite (que podera ser estivel ou nao) [38].

Estas bifurcacdes sio algumas das chamadas bifurcacoes locais (isto é, a
partir de estados estacionirios). As bifurcagdes associadas aos atratores estranhos

sao bifurcacdes globais. Um tipo importante de bifurcagio associada a atratores
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estranhos é conhecida por bifurcagdo homoclinica [38).

Estes problemas podem ser atacados tanto analiticamente, em geral o ponto
de partida de qualquer estudo, quanto numericamente. O 1ltimo enfoque € impor-
tante, principalmente, quando se trata de sistemas com um nimero muito grande de
variaveis, ou quando se quer um quadro mais geral, por exemplo, um diagrama de
bifurcagbes no espago dos parametros do sistema.

As rotinas numéricas desenvolvidas nesta tese foram baseadas em algoritmos
fundados nos chamados métodos de continuagio [54, 55, 79]. Estes métodos estio bem
estabelecidos e sio amplamente empregados em trabalhos da area de bifurcagio em
sistemas dinamicos.

Finalmente, vale mencionar o importante problema estudado na teoria de
sistemas dindmicos, chamado problema de estabilidade estrutural [71]. Este problema
trata, grosso modo, de estabelecer classes de sistemas e caracteristicas topologicas que
. se mantém inalterados sob pequenas perturbagdes (definidas no espaco de sistemas de
equagdes !). O teorema de Hartman—Grobman (Teorema 5) se encaixa neste enfoque

como uma primeira, € mais local, visdo do problema.

2.1.3 Estrutura bisica das equagoes associadas i redes de

reagoes quimicas

Os sistemas de equagdes diferenciais ordinarias associadas as redes de reagao
quimica possuem uma estrutura especial, da qual se pode tirar partido para se obter
informagoes dificilmente conseguidas para sistemas gerais de mesma magnitude.

A estrutura sobre a qual as diversas teorias estudadas a seguir se baseiam

sera apresentada adiante.

Um conceito que se mostrou muito importante no estudo de redes de reagdes

foi o de complexo.

Seja uma rede de reagées com n espécies X,;,---,X,, € r reagdes. Cada
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reagao da rede tem a forma genérica
n n

¥ o Xi =Y 0 Xi

i=1 i=1
onde y; , e y; ,, 08 coeficientes estequiométricos das espécies, séio niimeros inteiros, i
indica o coeficiente da i-ésima espécie (em uma ordem escolhida), » € p indicam se o
coeficiente € relativo a uma espécie reagente ou produto, respectivamente, da reagio
niimero a.

Os vetores y, . € ¥;.q, constituidos, respectivamente, dos coeficientes este-
quiométricos de todos os reagentes e de todos os produtos da reagao a, sdo os vetores
de complexos da rede, relativos aquela reacdo. Note-se que, em principio, os vetores
de complexos podem ser repetidos.

Os indices r, a e p,a podem ser condensados em um 86, escolhendo-se uma
ordem para estes complexos. Assim, daqui em diante, y, e y, indicardo vetores de
complexos nimeros r e p, respectivamente, em uma ordem qualquer escothida.

Associando a cada X; o vetor da base canénica de R”®, definido da forma
{i—1)-elementos

et m— , . .
usual ¢, =( 90,...,0 ,1,0,... ,O)T com i-ésima componente um e as demais nulas,
mele;e_ntm .. .
tem-se um espago vetorial £ = R", chamado espacgo das espécies. O superescrito T

denota, como de hébito, a operacio de transposi¢io de matrizes (e vetores).

Ao complexo O é associado o vetor nulo 0.

Por exemplo, seja a rede :

A4+B = 2A 7
B <= C (2.4)
C = A

com seis reacoes e seis complexos A + B, 2A, B, C, C e A, correspondendo, no espago

das espécies aos vetores :

[
Do
[=]

1

(—]

Y= Y=



0 1
Yu= Yes=10 Ya=| 0
1 0

A partir destes complexos podem ser formados os vetores de reagao. Seja

- o

uma reagdo Y, — Yy, & esta reagio é associado o vetor de reagao y, — y,. Assim, os

seis vetores de reaciio da rede 2.4 serdo :

1 -1 0

Yi-—i=| -1} yi—-yY2=]| 1} Ya—Ya=| -1
0 I 0_ I 1‘
o I N

Ys—Ya= 1] Ye—ys={ 0| ¥s—Ye= 0
| -1 | 1] -

Os r vetores de reacdo de uma rede formam a matriz N, n X r, chamada

matriz estequiométrica. Para a reagio 2.4 acima a matriz estequiométrica é :

1 -1 0 0 1 -1
-1 1 -1 1 0 0 (2.5)
0 0 1 -1 -1 1

Dentre os vetores de reacio podem ser obtidos d vetores linearmente independentes,
com d € n que formam uma base para um subespago vetorial S C £, chamado
subespago estequiométrico.

No caso da matriz 2.5 acima, os vetores da base do subespaco estequiométrico
podem ser obtidos através de procedimentos usuais de algebra linear, resultando, por

exemplo, nos vetores :

1
-1 0
0 -1

Para cada reagio y, — Y, existe uma fungio taxa K,_.,(x): R} — R. A

fungio taxa caracteriza a cinética adotada para a rede. Esta fungao deve cumprir :
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(1) K'r—p(x) é diferencidvel com derivada continua
(i) Krp(x) 20

(iii) Krwp(x) = 0 se e somente se alguma espécie reagente desta reagio
tiver concentragio nula

A lei de agio de massas é dada por :
n .
Koy = by T X8
i=1
ou seja, a constante cinética k,_, multiplicada pelas concentrages das espécies reagentes
elevadas ao seu respectivo coeficiente estequiométrico na reagao r — p.

Para se obter a taxa de variacao da concentragao de cada espécie devida a
reagio r — p multiplica-se K,_., pelo nimero de moléculas daquela espécie criada
pela reagio menos o nlimero destruido na mesma. Fazendo : x = (Xi,...,X,)T a
equacio geral fica :

| x= ; K,—p(x)-(yp — ¥r) (2.6)

onde ¥ 5 significa soma sobre todas as reagbes do sistema.

Para sisternas com a lei de agdo de massas a equagao 2.6 fica :

n .
X = ; kr—p D;Xiy;'(YP —yr) (2.7)

Nota-se imediatamente que os vetores X pertencem ao subespago estequiométrico
S, pois sdo combinaéﬁes lineares de vetores de reagio y, —y,. Isto leva a conclusio de
que a dindmica do sistema estara restrita a um subconjunto do-es;)a,go das espécies,
que sera um subespaco afim paralelo ao subespago estequiométrico S. |

Mais tarde sera mostrado que, de fato, a dindmica do sistema esta restrita
a um subconjunto deste subespaco afim, chamado de classe de compatibilidade es-
tequiométrica do sistema [27], que é a intersegdo do subespago afim com o ortante
positivo R}.

No caso da rede 2.4 acima, foi visto que o subespaco S admite como base o
conjunto de vetores : {(1,—1,0)T,(1,0,—1)T}. Na figura 2.1 estd representada geo-

metricamente, no espago das espécies, o subespago S e uma classe de compatibilidade
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Classe de Compatibilidade
Estequiométrica

(lr'luo)

(19-1)

Figura 2.1: Subespaco estequiométrico e uma das classes de compatibilidade este-

quiométrica para o exemplo acima. Os vetores de reagio que geram o subespaco
estao indicados.

estequiométrica. Vale ressaltar que este ltimo conceito sera fundamental em todo o

estudo posterior.

A equagao 2.6 pode ser reescrita como :

x=N.v (2.8)

onde N é a matriz de estequiométrica, definida anteriormente, e v € 0 chamado vetor

taxa de reacao, definido como :
v = (diagk).u(x)

onde k ¢ o vetor das constantes cinéticas k;_; e diagk € uma matrizr xr definida

com k na diagonal e demais elementos iguais a zero. O vetor u(x) é obtido a partir
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da lei cinética, o que, no caso da lei de agdo de massas, fica :

u;(x) = ﬁ X

i=1

donde :
vi(x) = k; J[ X:¥5 (2.9)
i=1

onde o coeficiente j varre as r reagdes da rede em questdo e os coeficientes de
complexos considerados 540 apenas os de complexos reagentes. De fato, os vetores de
complexos reagentes formam uma matriz Y, n x r, chamada de matriz dos expoentes
estequiométricos.

Usando a notagio x¥i = [T, XY e xY = (x¥1,...,xY-)T sendo y; o

vetor do complexo reagente da j-ésima reagio, a equago 2.7 pode ser reescrita como :
x = N.(diag k).(diag xY)

Emn uma rede com r reacgoes, o conjunto de reagbes entre os complexos pode
ser representada pela matriz W, r x r, definida da seguinte maneira : seja a j-ésima

reagao entre os complexos y,;y — ¥p(j)-

1 sei=p(j)
Wi =9 -1 sei=r(j)

0 de outra maneira

Usando as matrizes Y e W a equagio 2.8 fica :
x=YWxv
As trés condigbes de equilibrio importantes para um sistema quimico sao :
e Os estados estaciondrios, onde x = 0.

¢ Os estados com balango de complexos, onde W.v = 0, o que é suficiente,
mas nao necessario para a existéncia de um estado estacionario. Esta condi¢do
de balang¢o de complexos implica em que, globalmente, nenhum complexo esta

sendo criado ou destruido no sistema.
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¢ Os estados com balango detalhado, onde K,_., = K., 0 que é suficiente, mas
nao necessdrio para a existéncia de um estado estaciondrio e também suficiente,
mas nao necessario para a existéncia de um estado com balanco de complexos.

Esta condicéo é a condi¢do tradicional de equilibrioc quimico.

A rede de reagoes pode ter quantidades conservadas, cuja caracterizagao fica
facilitada com as definigoes acima. Foi dito que d vetores de reagao linearmente inde-
pendentes formam uma base para o subespaco estequiométrico. Assim, o subespago

estequiométrico terd esta mesma dimensio :
dimS=d

Porém, por definigio d serd também o posto da matriz N, n X, e, portanto,
d < min{n,r}. Como a rede possui n espécies e d equagdes linearmente indepen-
dentes, existem entdo n — d quantidades conservadas, isto é, equagbes linearmente
dependentes. |

Pode ser formada a matriz de conservacio I' com n — d linhas linearmente

independentes e n colunas, com as seguintes propriedades :
F'x=c
I'N=o

onde ¢ € R*? ¢ o vetor de quantidades conservadas.

Para a rede 24 n = 3,d = 2 e, portanto, n —d = 1, ou seja, hd uma

quantidade conservada. A matriz de conservagio sera :

v=(L1,1)
o que representa simplesmente A+ B+ C =T, isto é, a soma das concentra ¢des das
espécies A, B e C e igual a uma constante T.
Note-se que os elementos da matriz I’ sao todos positivos e que cada linha de
T' ¢ ortogonal a todos os vetores de reagao (as colunas de N). Assim, cada linha de T’
é ortogonal ao subespago estequiométrico S. Entdo, a condigdo necesséria e suficiente
para que haja quantidades conservadas é que exista um vetor 4 € R} (uma “linha”

da matriz I') ortogonal a S.
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2.2 Resultados matematicos preliminares

Aqui sio apresentados os primeiros métodos de ataque aos sistemas de

equagdes devidos as redes de reagdes quimicas.

2.2.1 O 1° sistema equivalente

Na secio 2.1.1 foi estabelecido o tipo bisico de rede de reagdes que serao
estudadas nesta tese, quais sejam, aquelas com ordem de reagdo maxima igual a dois,
reversiveis, admitindo pseudo-reacoes e obedecendo a lei de agao de massas.

Foi mostrado por Willamowski [99] que este tipo de rede é equivalente a um
tipo de rede denominada p-molar, isto é, estes dois sistemas apresentam o mesmo
comportamento dindmico. Diversas caracterfsticas gerais destas redes y-molares ja
sio compreendidas.

A molaridade g, de um complexo y, é igual a soma das componentes do
complexo : 7

Ba=2Tin Ya
fta = ¥Ya.(1,1,...,1)7

Uma rede sera pt-molar se todos 0s complexos tiverem molaridade igual a p.

(2.10)

As redes p-molares possuem sempre quantidades conservadas. De fato,
como os vetores a base do subespago estequiométrico sio da forma y, —y,, e pela
equagao 2.10, entio o subespago estequiométrico é ortogonal ao vetor (1,1,..., )T € R:,
que era a condigio necessaria e suficiente para que houvesse quantidades conservadas.

O inverso, porém, nao é sempre verdade, como se pode mostrar por contra—exemplos.

O fato importante é que toda rede que ndo seja p-molar pode ser associada a
uma rede p-molar através de uma transformagao afim [99], mantendo as propriedades
dinamicas do sistema, como niimero e estabilidade dos estados estacionarios, estabi-
lidade dos ciclos-limite e outras caracteristicas.

O sistema de equagdes X = f(x) de uma rede p-molar com ordem de reagéo
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méxima igual a dois, reversivel, isto é, uma rede 2-molar, € da seguinte forma :
fi=xT.Plx ie<l,n>={1,2,...,n} (2.11)

onde P sio n matrizes n X n, cujos coeficientes p',, devido a estar sendo assuimida
y CUj Piks

a lei de acdo de massas, satisfazem as seguintes condigoes :

(i) Pu=r Vi,j,k€<1,n>

(i) P20 Vi#ik£ie<l,n>
(i) Th,pl =0 Vi ke<l,n>

(iv) p; <0 Vi e<l,n>

(v) Py <0 para algum [(z)

(Vi) Py > 0 para algum j(i) # i, k(i) # ¢

Este sistema se encontra dentro de uma classe mais geral de equagdes, estu-
dada por Jenks [48, 49, 99, 100], os quais possuem as seguintes propriedades :
1) As trajetérias do sistema 2.11 estdo restritas as classes de compatibili-
dade estequiométrica.

2) O sistema 2.11 possui, pelo menos, um estado estaciondrio na classe de
compatibilidade estequiométrica.

3) Os estados estaciondrios que eventualmente estejam no contorno das
classes de compatibilidade estequiométrica, estardo todos nos vértices das
mesmas. Em tais condigdes, estes estados serdo instaveis.

4) O Jacobiano do sistema 2.11 nos estados estacionarios instaveis terd, ao
menos, um autovalor com parte real negativa, isto é, o sistema nao admite
fontes, sendo todos os estados estaciondrios hiperbodlicos estaveis ou selas
generalizadas.

O nimero maximo de estados estacionarios mmpq, de uma rede de ordem dois
e posto da matriz de reagao igual a d, correspondendo a d equagdes independentes,

em uma classe de compatibilidade estequiométrica sera igual a :
Mumaz = 27 (2.12)

Este nlimero my,,; provém do teorema de Bézout [1], de acordo com o qual,
o niimero de zeros simples reais (contando a multiplicidade) de d polinémios indepen-

dentes em d varidveis com coeficientes reais serd, no maximo, igual ao produto dos



36

graus destes polinémios. Com redes de ordem dois o grau de cada polinémio é menor
ou igual a dois, justificando a férmula 2.12. De fato, em cada caso concreto pode-se
obter uma estimativa ainda melhor para este nimero.

O padrao de estabilidade destes estados estacionirios pode ser obtido a par-
tir do teorema de Poincaré-Hopf [35, 39, 100]). Aqui serdo considerados somente
sistemnas com todos os estados estacionarios hiperbdlicos (os quais, do ponto de vista
matemidtico, constituem a grande “maioria” dos sistemas [71]). Neste caso, os auto-
valores do Jacobiano do sistema calculado no estado estacionario possue parte real
nao nula.

Seja ; o nimero de autovalores do Jacobiano da fungéo f no estado esta-
cionario ¢ com parte real positiva, e considere-se que o niimero de estados estacionarios
no interior das classes de compatibilidade estequiométrica m seja finito. O teorema

de Poincaré-Hopf leva a :

S -1 =1

i=1
Como (—1)™ = +1 segue-se imediatamente que m é impar, o que, junto

com a equacgao 2.12 resulta na seguinte desigualdade :
m<29-1 (2.13)

A tabela 1 a seguir mostra os possiveis padrdes de estabilidade para uma,
duas ou trés espécies independentes (d = 1,2 ou 3) [100). Neste caso, como o niimero
de autovalores é igual a dimensdo do sistema e pela propriedade 4) acima (existe, no
minimo, um autovalor com parte real negativa), conclui-se que #; < d— 1. Uma das
importantes conclusbes a tirar da tabela é que para a existéncia de mniltiplos estados

estacionarios é necessario que haja pelo menos um estado instével.

2.2.2 Andlise de deficiéncia

Nesta secio sao apresentados os aspectos essenciais da teoria desenvolvida
por Horn, Feinberg e Jackson (25, 26, 43, 44, 45] para tratar de redes complexas

de reagdes quimicas, iniciada na década de setenta, mas cujo desenvolvimento ainda
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Tabela 2.1: Padroes de estabilidade para dimensdes d = 1,2 ou 3. m é o numero
de estados estacionarios. 7; é o nimero de autovalores do estado estacionario : com
parte real positiva. 7; = 0 implica em estabilidade. #; > 0 implica em instabilidade

(algum autovalor com parte real positiva).
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néo se esgotou, como se pode ver pelos recentes resultados obtidos por Feinberg
[27, 28, 29, 30). Esta teoria fornece critérios relativamente simples para determinagao
da estabilidade de estados estacionarios.

Um conceito fundamental é o de deficiéncia.

Seja uma rede com y complexos. Agora, deve ser formado o diagrama padrao
de reagdo, que consiste em escrever cada complexo uma iinica vez e desenhar todas as
reagoes entre o8 complexos. Procedendo deta maneira, se tera um diagrama com uma
ou mais pegas desconexas, Cada uma destas pegas constitui uma classe de ligacio da
rede. A letra I denotara o niimero de classes de ligagio de uma rede. Por exemplo,

seja a seguinte rede :

A+B = C
C = D+E
+ (2.14)
D+E = F
2A = B+G

Para a rede 2.14 existem seis complexos, A+B, C, D+E, F, 2A e G, e duas classes de
ligagao, a saber :
A+B = C=D+E=F
2A = B+G

Para a rede apresentada na equagdo 2.4 vista na se¢do 2.1.3, o diagrama

padrao fica :
A+B = 2A
B = C=A
A deficiéncia § de uma rede com y complexos, ! classes de ligagio e posto

da matriz de reacio N igual a d é entdo dada pela férmula :
b=y—-1—-d (2.15)

No caso da rede 2.14, o posto da matriz de reagio é 4, logo a deficiéncia da
redeserd § =6—-2—4=0. Paraarede24temse y=5e d =2, como [ = 2,
donde §=5—-2-2=1.
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A deficiéncia de uma rede sera um ntimero inteiro, pois evidentemente y, l e
d o sio. Mais ainda, a deficiéncia é sempre um numero nao-negativo, como se prova
a seguir.

Seja uma simplificagio da rede na qual cada complexo esta ligado ao ntimero
minimo de complexos, de forma a ainda manter as mesmas classes de ligagao. Este
esquema simplificado possuird a mesma deficiéncia da rede original pois y e ! sao
0s mesmos, por construgdo. O posto da matriz de reacdo {d) serd o mesmo, pois
qualquer nova reagio a ser adicionada que reproduza a rede inicial, serd acrescentada
dentro de uma classe de ligagao ja existente e podera ser obtida por combinagoes
lineares de outras reagdes presentes na rede simplificada, nio alterando, portanto, o
posto da matriz N.

No esquema simplificado montado acima, o niimero de reagoes é y — . Como
o nimero de reagdes € maior ou igual a d, entio y — ! > d, implicando em 6 > 0.

O primeiro teorema fundamental demonstrado neste desenvolvimento se
aplica a uma classe de redes que engloba a das redes reversiveis, a das chamadas
redes fracamente reversiveis. Uma rede sera fracamente reversivel se, dados os com-
plexos y, e y, tais que exista um caminho de reagio indo de y, para y,, existir

pelo menos um caminho de reacio indo de y, para y,. Por exemplo, na rede

A —- B
B~ C
C — A

nenhuma reagao é reversivel, mas entre os trés complexos existe sempre um caminho

entre as reagoes.

Com estes conceitos pode ser enunciado o Teorema de deficiéncia zero :

Teorema 9 (Teorema de deficiéncia zero) Toda rede fracamente reversivel, con-
siderando a lei de agdo de massas, cuja deficiéncia § € zero possui apenas um estado
estaciondrio em cada classe de compatibilidade estequiométrica. Alem disto, esle es-

tado serd assintoticamente estdvel.
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Este teorema se prova mostrando que a condigio de balango de complexos
é suficiente para assegurar a existéncia de um rnico estado estaciondrio por classe de
compatibilidade estequiométrica, o qual sera assintoticamente estdvel. As condigoes
de reversibilidade fraca e deficiéncia zero s3o entdo mostradas necessdrias e suficientes
para que haja balanco de complexos.

Para a rede 2.14, cujo sistema de equagdes diferenciais € :

A= —k.AB+k_,.C-k.A*+k_BG
B —k1. A B4+k_1.C 4+ k. A?* —k_4.B.G
¢ = AB~k,C~-kC+k,.D.E

D k3.C — k_3.D.E — k3.D.E + k_3.F
E = kC—k3DE—k.D.E+k_3.F
F ks.D.E — k_s.F

G = k.A’—k_4+BG

pode ser afirmado que havera, para cada conjunto de coeficientes cinéticos k, um tinico
estado estacionario por classe de compatibilidade estequiométrica, assintoticamente
estavel, pois para esta rede foi visto que 6§ = 0 e a rede é reversivel, em particular,
fracamente reversivel. O resultado é notavel, pois a rede 2.14 apresenta uma grande
quantidade de termos nio-lineares. De outra maneira, o estudo desta rede seria,
possivelmente, bastante dificil.

Definindo é; como a deficiéncia de cada classe de ligag3o, considerada como

uma rede de reagéo independente, Feinberg [27] anunciou o seguinte teorema :

Teorema 10 (Teorema de deficiéncia um) Seja uma rede com lei de agio de

massas, fracamente reversivel, contendo 1 clasées de ligagdo. Se entre a deficiencia

§ da rede como um todo ¢ as deficiéncias §; de cada classe de ligagio ezistirem as

relagdes : |
() &<1 i=1,...,1
() I, 6=6

entdo o sistema admite um unico estado estaciondrio por classe de compatibilidade

(2.16)

estequtomeélrica.
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Este teorema ndo se aplica & rede 2.4 pois as duas classes de ligagéo que con-
stituem o sistema tem deficiéncia zero. Como se pode ver por este exemplo, apesar
de toda a forca destes dois teoremas, hé ainda varias redes para as quais os resulta-
dos destes teoremas sio insuficientes para decidir se ha ou ndo estados estacionarios

instdveis. HA entio necessidade de outros métodos para atacar o problema.

2.3 O método da anilise de redes estequiométricas

O préximo método é a principal técnica a ser empregado nesta tese. A bem
da verdade, todos os resultados apresentados até agora formarao com a andlise de

redes estequiométricas um todo, do qual este iltimo é o micleo.

2.3.1 Novos parametros

0O método da anilise de redes estequiométricas, desenvolvido por Clarke
[18, 19, 20] permite encontrar uma parametrizagio que descreve todos os estados
estacionarios, evitando calcular, para cada conjunto de constantes cinéticas, os estados
estaciondrios associados, 0 que é quase sempre impossivel de forma fechada, mas
permitindo uma analise de estabilidade dos mesmos.

Como foi visto na secao 2.1.3 (equacio 2.8), a férmula geral para um sistema
quimico com n espéciese r reagdes pode ser escrita como X = N.v, onde N é a matriz
estequiométrica n xr ¢ v € R]. |

No estado estaciondrio fica x = 0, implicando em N.v°® = 0, onde v° é o
vetor v no estado estacionario. Como N é uma matriz a coeficientes constantes, para
uma dada rede v° deverd pertencer ao chamado nifcleo & direita de N. Este nicleo
a direita de N (Kerp N) é um subespago vetorial de R’. Isto pois se z,y € KerpN,
entao :

N(z+y)=Nz+Ny=0=>zr+y€ KerpN

N.(Az) =AN.z=0 = Az € KerpN
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Mas v € R, logo v° € R}, N Kerp N. O conjunto de todos os v° forma

um cone Cn contidoem RY.
Cx = {v°|N.v* = 0}

O conjunto Oy pode ser redefinido usando-se o politopo Px. Um politopo é
uma generalizacio para dimensdes superiores dos conceitos de poligonos e de poliedros

nas dimensdes 2 e 3, respectivamente. A definicdo de Py é:
Pn={v’ e R, |Nv° =0,el.v° =1}
onde e, = (1,...,1)T € R"
Cn = {Av°{vo e P, A 2 0}

Os politopos, assim como os poligonos e poliedros, podem ser representados

por combinagdes convexas de seus vértices
P— .
Pu={EjljeR], efi=1}

onde E é a matrizrx f cujas colunas sio os f vértices de Py e e; = (1,...,1)T € RS,

Este problema é equivalente ao de se encontrar as solugdes basicas vidveis
em programagio linear [19, 40]. Estas solugdes sao chamadas de correntes extremas
por Clarke.

O cone Cy fica entdo :
Cn={Ej|j e R}

Para calcular a matriz E, é empregado um algoritmo, descrito a seguir.

Devem ser encontradas todas as solugdes basicas vidveis de :
Vv=w

onde V é uma matriz (d + 1) X r com uma linha de r elementos, todos iguais a um
r-elementos

. - . . - Id
(1,...,1), abaixo de d linhas linearmente independentes da matriz N e o vetor w €
' d-elementos

definido como w = (0,...,0,1)T € R,
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Estas solugdes basicas sdo encontradas resolvendo-se o sistema
Vivi=w (2.17)

onde V' sao todas as submatrizes (d+ 1) x (d+4 1) de V.

Seja v° uma solugao do sistema 2.17. O j-ésimo elemento v°', correspon-
dera & j-ésima coluna de V’. Esta j-ésima coluna de V', por sua vez, provird, por
exemplo, da l-ésima coluna de V. Assim, o ]-ésimo elemento da solugdo basica v° serd

igual ao j-ésimo elemento de v*'. Desta forma sao calculadas as correntes extremas.

Como exemplo, seja a seguinte rede nao reversivel :

A =B
A+B — 2A

neste caso, a matriz de reacao é :

-1 1 1
N =
[ 1 -1 —1]

cujo posto € igual a 1. Uma matriz V possivel € :

-1 11
V=
. 111
Os trés subsistemas a resolver entao sao ¢

111 [ey] [of
1 1] [w] [1]

b - b

11 [w] Jo]
1 1] ] o]

-

As solugdes dos dois primeiros subsistemas sao (o dltimo subsistema nao

tem solugao) :
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1/2 1/2
e
1/2 1/2
Como no primeiro sistema foram tomadas as colunas 1 e 2 de V, a solugao

basica correspondente é :

1/2
1/2
0
Para o segundo sistema foram tomadas as colunas 1 e 3, ficando entao a solu

cao basica correspondente igual a :

1/2
0
1/2

A matriz de correntes extremas (normalizada) associada a matriz V fica :

11
10
01
O politopo Py, neste caso, € tao somente um segmento de reta. O cone
Cn é um setor de plano no espago R3 (O espago de reagio é o R3, pois sao trés as
reagoes da rede). Estes objetos estao mostrados na Figura 2.2
Foi visto na segao 2.1.3 (equacgao 2.9) que :
Mg:@ﬁxw
i=1
Assim
w2(x) = b [ X%

i=1

donde

o = vix) [T(5)%

i=1 )



Figura 2.2: Politopo Py e cone Cy para o exemplo acima.
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fazendo
1
=h; 2,
X7 h (2.18)
como v? = (E.j),, chega-se a :
k= (E§), [[a¥ (219)
=1
A rede 2.4 da segan 2.2.2 ¢ :
A+B = 2A
B = C
C = A

com a matriz de reagio :

N=t-1 1 -1 1 0 O
6o 0 t -1t -1 1

A matriz das correntes extremas associada a esta 1iltima matriz é:

(1001 0]
10001
c_l01o0
01010
00101
0011 0]

Cada coluna de E representa uma corrente. Estas correntes estao no espago
das reagbes da rede. Assim, cada elemento de uma corrente representa uma reacao
quimica da rede. Desta forma, estas correntes extremas podem ser representadas
graficamente, como na figura 2.3. Nesta representagio, o nimero de “flechas” indica
a estequiometria dos reagentes e 0 mimero de “penas” indica a estequiometria dos

produtos.
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C = A

Figura 2.3: Representagao grafica das correntes extremas para a rede 2.4.

Fazendo j = (h,%,7,k,1)T e h = {a,b,c)T e aplicando a equagao 2.19, as

constantes cinéticas da rede acima admitem a seguinte parametrizagao : -

ky
k_y
ks
k_z
ks
k_s

(h + k)ab
(h + 1)a?
Z+0b
i+ k)c
(7 +c
(7 + k)a

As equagdes 2.18 € 2.19 constituem uma nova parametrizagao para o sistema.

Com esta parametrizagao, o vetor j define um estado estacionario, independentemente

do valor atribuido a h, isto €, para qualquer concentragio positiva sempre existird um

conjunto de constantes cinéticas que tornam aquele estado um estado estaciondrio. .

A principal vantagein desta parametrizagio, contudo, vem da possibilidade de se

estudar a estabilidade de todos os estados estacionarios do sistema, como sera visto
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na proxima secao.

2.3.2 Matriz de linearizacao parametrizada

Seja x° um estado estaciondrio do sistema de EDO x = f(x). Fazendo
¢ = x — x°, o sistema de EDO, em torno do estado estacionario, é equivalente, pelo

teorema de Hartman-Grobman (teorema 5), ao sistema linear :
dé/dt =

 onde M é o Jacobiano de f. |
Para calcular a matriz M em termos dos parametros j € h deve-se expandir

a equagao 2.8 da secao 2.1.3 em série de Taylor em torno de x° :

Bv;

NV,—ZN,;['UI(}( k+ZaX°(o ( '—X;’n)-{—---]
m=1
mas 5
5 = Ui 010, KX, = gy e )

logo . .

(Nav)i = (Nv)i + 2 Nat [Y byl 00, k)X — X3,) -]

=1 m=1
mas
Nv' =0

e

vn(x°, k) = (Ej)

donde, em primeira ordem :
T Con
=Y Na (B} X b y(Xon — X7))
=1 m=1
ou, em forma matricial :

% = [N.(diag E.j).Y7.(diag h)].(x — x°)
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donde a matriz M de linearizacdo do sistema é :
M = N.(diag E.j).Y? .(diag h) (2.20)

Para a rede 2.4 da segio 2.1.3, a matriz de linearizagio é :

—a(h+j+20) bk + k) e(j +1)
alh—k+20) —bh+it+k+1) efi + k) (2.21)
a(j + k) b(i +1) —c(i+j+k+1)

Pode-se mostrar que a matriz M, n X n, possuir, pelo menos, n — d au-
tovalores nulos, associados as quantidades conservadas, os quais ndo interferem na
dindmica do sistema [48, 49]. Os demais d autovalores relevantes de M determinam
o comportamento do sistema, se nenhum deles possuir parte real nula. Como ja foi
dito na seqdo 2.1.2, se, para um dado estado estaciondrio, todos os autovalores de M
possuirem parte real negativa, este estado sera assintoticamente estivel. Se um dos
autovalores tiver parte real positiva, o estado € instavel.

Pode-se ver agora a enorme vantagem de trabalhar com os novos parametros
j e h). Desta maneira ndo é preciso resolver o sistema de d equagoes algébricas nio-
lineares (quase sempre impossivel de ser feito de forma fechada) para encontrar os
estados estaciondrios e, a partir dai determinar sua estabilidade. Como os vetores
j e h parametrizam todos os estados estacionarios, basta saber se existem valores
destes vetores para os quais M possui autovalores com parte real positiva. Se isto for
verdade, o sistema apresenta estados estacionarios instaveis.

Se puder ser mostrado para todos os valores de j e h que todos os autovalores
relevantes de M tem parte real negativa, entdo para todos os conjuntos de constantes
cinéticas, os estados estaciondrios serao assintoticamente estaveis. Em particular, em
cada classe de compatibilidade estequiométirica havera um tnico estado estacionario,
como corolario dos resultados de Willamowski, apresentados na seg¢do 2.2.1.

Aplicando o critério de Routh-Hurwitz 3 matriz 2.21 acima, é encontrado
que a rede correspondente é assintoticamente estivel para qualquer valor ndo nulo

das constantes cinéticas.
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Pode-se também procurar construir fungdes de Liapunov que garantam a
estabilidade assintética dos estados estacionarios.

As matrizes de linearizagdo da i-ésima corrente extrema sio :
S; = —N.(diagE:).Y”

assim

I
M=- Zj,-.S.-.(diagh)

i=1

Seja a seguinte funcao de Liapunov :
L=¢T.B.e

onde B = (diag h)

Com o teorema 4 da segdo 2.1.2, e a fungio de Liapunov acima tem-se :

BM+MTB = YL, ji.[(diag h).S;.(diag h) + (diag h).S7.(diag h)]
= 2%L, ji[(diag h).5{"".(diag h)

onde
§vm = (ST +5:)

A condigdo suficiente para que a corrente extrema i seja estavel é que nenhum
autovalor de S (uma matriz puramente numérica!) tenha parte real positiva. Uma
tal corrente extrema serd chamada estdvel misturdvel. Qualquer combinagdo deste
tipo de correntes extremas é estavel.

Clarke [19] provou também que se

;. I7T =0
posto(S;) = d
entdo a corrente i é assintoticamente estidvel misturavel. Mostrou também que

correntes extremas fracamente reversiveis de deficiéncia nula sao assintoticamente

estiveis combindveis. Este dltimo resultado é muito 1itil pois elimina, sem muito
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esforgo, uma grande quantidade de correntes extremas como candidatas a fontes de
instabilidade.

Outro teoremaimportante provado por Clarke [18] diz respeito a estabilidade
de redes topologicamente similares.

Seja uma rede a contendo a reagao
A+B—-C+D (2.22)

com A, B, C e D podendo ser quaisquer espécies, podendo mesmo ser iguais entre si
ou a pseudo-espécie O,
Uma extensio da rede a sera uma nova rede com todas as reacdes iguais as

daquela rede, exceto a reagio 2.22, que pode se transformar em :

a)A+B—=X—=C+D
b)A+B—-C+X—-D

Clarke mostrou que se a rede original possui estados estacionarios instaveis,
entdo as extensdes a) e b) também possuirao estados estaciondrios instiveis.

Como poderé ser melhor apreciado adiante, este resultado é extremamente
atil. Ele permite analisar, a partir de modelos simples, redes muito complexas, para
as quais mesmo os métodos descritos acima sdo de dificil aplica¢io, devido as di-
ficuldades computacionais originadas com célculos algébricos dos determinantes de
Routh-Hurwitz.
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Capitulo 3

Modelos Nao-Lineares para o

Transporte Ativo

Neste capitulo sdo apresentadas as motivacdes existentes para o estudo de
diversos modelos adicionais aos modelos usuais de transporte ativo. A necessidade
basica de se estudar outros esquemas para o transporte ativo estd no fato de os
mecanismos ja bem compreendidos e estabelecidos do ponto de vista bioquimico nao
fornecerem elementos para a explicagio de fendmenos tais como oscilagoes, auto-
controle, e outros.

Assim, novos esquemas s30 propostos com base em mecanismos que ainda
devem ser confirmados em termos bioquimicos. A validade de tal estudo se baseia
na perspectiva de este poder, em principio, fazer predi¢des que ajudem a apoiar ou
rejeitar diferentes propostas de mecanismos de reagao.

Também neste capitulo comega a ser ilustrado o poder dos métodos discuti-
dos no capitulo 2. Desta forma, uma classificagio de diversos modelos para transporte
ativo é iniciada. Nos capitulos 4,5 e 6 alguns dos modelos aqui apresentados serdo
estudados de forma mais detalhada.



33

3.1 Modelos Usuais

Como foi visto no capitulo 1, o modelo do acesso alternado traduz o mecan-
ismo basico para o transporte ativo em biomembranas no caso de ATPases tipo P,
isto €, aquelas bombas transportadoras de cdtions que formam um intermediario fos-
forilado. Dentre os modelos de acesso alternado, o mais simples, chamado de modelo
minimo de acesso alternado [59], foi apresentado na segio 1.2. As reagdes associadas

ao modelo sao :

A+X =B
B+ ATP = C+ ADP
C=D4+X"
D=A+P
onde X’ representa o ion a ser transportado no meio externo e X” este ion no meio
interno.
As hipétese principais do modelo sao :
1) Os sitios de ligacio sdo acessiveis, alternadamente, a partir do lado
externo da membrana ou do lado voltado para o citoplasma.

ii) As reagoes de fosforilagio-defosforilagdo e as transigdes conformacionais
sdo tratadas como passos elementares.

ii1) Cada bomba transporta apenas um fon por ciclo.

iv) Néo serd assumida a simplificagdo usual de equilibrio entre os estados
com sitios de ligagio vazios e cheios [59].

v) A concentracdo de ifons e as concentragdes de ATP, ADP e P; sao
consideradas parametros externos.

Com pequenas mudancas o modelo poderia ser adaptado para modelos de
cbtra.nsporte, pela introdugio de um segundo ligante nos passos I e III. A Hipdtese
iii) seria entdo desnecessaria. Para adaptar o modelo ao transporte de mais de um ion
por ciclo seria 1itil considerar que os sitios de ligagdo estarao sempre ou completmente
cheios ou completamente vazios. Qutra hipotese assume que as bombas serao fosfo-

riladas ou pelo ATP ou pela reacio direta com fosfato inorginico. Devido 3 hipdtese
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v), as concentragbes de ATP, ADP, P; e X, ou mesmo de um segunda substincia,
sao tomadas como parametros fixos durante a evolugdo dindmica do sistema. As-
sim, as constantes de reagio podem ser substituidas em cada caso pela constante de
reacio efetiva, dependente de concentragdes controladas externamente. Por exemplo,
k¢! = k. X". De fato, pode-se considerar que, neste modelo, cada uma das quatro
etapas de reacio representa, em realidade, um conjunto de reagbes complexas, com-
postas por outras etapas elementares. Convém salientar que tais consideragbes serdo
assumidas ao longo de todo o trabalho.

Extensoes naturais deste modelo sio esquemas compostos por 5, 6 ¢ 8
espécies quimicas diferentes. Estes modelos tém sido propostos a partir de diversos
resultados experimentais em bioquimica, e servem de base para intimeros trabalhos
tedricos sobre cinética de reacio, efeitos de campo elétrico aplicado & membrana, e
outros {3, 59, 64].

Alguns esquemas compostos por mais espécies sdo considerados, por exem-
plo, ao se estudar efeitos da adigio de magnésio, como foi visto no capitulo 1. Embora
alguns destes dltimos modelos sejam suficientes para explicar o comportamento nao-
Michaeliano de certas curvas experimentais, todos estes esquemas bem como aqueles
derivados do modelo minimo de acesso alternado apresentam um comportamento
dinamico trivial, isto é, todos estes modelos levam a um dnico estado estacionario,
assintoticamente estavel, Isto se vé facilmente aplicando a cada caso o teorema de
deficiéncia zero. De fato, qualquer rede de reagbes quimicas cujos complexos séo todos
unimoleculares tem um valor de deficiéncia igual a zero [45)].

O comportamento dinimico trivial torna estes modelos maus candidatos
para processos de controle quando, por exemplo, é necessaria uma operagdo de trans-
porte em dois niveis de fluxo de fons com ordens de grandeza bem diferentes ou quando
é necessaria a passagem de um regime com fluxo de ions constante para outra, com
fluxo de ions oscilatério.

Além de possuirem comportamento dindmico trivial, estes modelos sdo in-
capazes de fornecer curvas ajustdveis a alguns dados experimentais de fluxo de ions

versus concentragio de protefnas tranportadoras [52, 53].



85

3.2 Etapa Autocatalitica

Reagoes autocataliticas sao ha muito tempo conhecidas em quimica e biolo-
gia. Com os trabalhos de Lotka e Volterra [69], alguns efeitos interessantes da adigio
de etapas autocataliticas em redes de reagbes quimicas (€ modelos de dindmica popula-
cional) ficaram conhecidos. Com os trabalhos da escola de Bruxelas [69], liderada por
Prigogine, ficou bem estabelecida a relevancia deste tipo de processo para a formagao
das chamadas estruturas dissipativas, &s quais estdo intimamente associadas varios
fendmenos biolégicos, entre outros.

A reagdo autocatalitica mais simples € A + B — 2A. O papel desta etapa
em sistemas de transporte ativo tem sido mostrado em artigos publicados na litera-
tura [92, 93, 98).

No caso de transporte ativo, a reagio autocatalitica é introduzida para sim-
ular uma cooperatividade dindmica. Para entender este processo de cooperatividade
é importante lembrar que as bombas se difundem rapidamente nas membranas celu-
lares e intracelulares [74, 98], e que a concentragio de bombas de um mesmo tipo
atinge valores elevados em certos casos [5], permitindo uma forte interagio entre as
mesmas.

J4 em um modelo de quatro etapas de transporte (ciclo de transporte ir-
reversivel) com uma etapa autocatalitica adicional pode ser observada uma curva
sigmoidal para fluxo de ions versus concentragao de bombas, o que nio ocorreria
se o0 modelo ndo possuisse a etapa autocatalitica. O modelo estd representado na
figura 3.1.

Fazendo todas as constantes cinéticas iguais a um o sistema de equagbes

diferenciais ordinarias associado a este modelo fica ;



Figura 3.1: Modelo 1

T QW o

T =

D—A+AD
= A—-B

B-C

C-D-AD

A+B+C+D
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onde T & a concentragio total de bombas. O estado estaciondrio do sistema pode

ser obtido analiticamente. Pode também ser provado ser este um estado estacionario

assintoticamente estavel. Para o modelo 1 acima a equagdo de fluxo de ions por

bomba. (® = k,.B/T) no estado estaciondrio fica :

& =T—4+ (T 4+ 4T 4+ 16)"/2/6T

Na figura 3.2 pode ser observado o comportamento sigmoidal do fluxo de

fons por bomba versus concentragio de bombas.

Uma extensdo simples do modelo 1 é considerar todas as reagdes como sendo

reversiveis. O modelo 2 esta mostrado na figura 3.3.
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Figura 3.2: Curva de fluxo de ions por bomba versus concentragio de bombas

O sistema de equagbes associado é :

A= —kA+k  B+ksD—k gy A+ ks.A.D— k_5.A?
B = b A—k,B—Fk.B+k.,C

C = kB-k3.0—ks.C+k_3.D

D = k.C—k_3.D—kyD+k_gA—ks. A.D+k_5.A?
T = A+B+C+D

Este sistema possui duas equagdes de grau dois, as demais equagdes sendo
de grau um. Como o nimero de bombas se conserva, pode ser eliminada uma das
equagdes. Se for eliminada uma das equagdes de grau dois o sistema passa a contar
com uma Uinica equagio de grau dois, sendo as demais de grau um. Assim, aplicando
os teoremas de Bézout e de Willamowsmi [1, 99, 100] (ver capitulo 2, secio 2.2.1) se
mostra que o sistema possui um unico estado estaciondrio fisico. Pode ser também
calculada a deficiéncia do sistema, cujo valor é um. Assim, o teorema de deficiéncia
zero nao se aplica neste caso. O teorema de deficiéncia um também nao se aplica
pois as classes de ligagdo possuem deficiéncia zero. Assim, em principio, o estado

estacionario encontrado poderia ser instavel.
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Figura 3.3: Modelo 2

O préximo passo, neste caso, € aplicar o método de analise de redes este-
quiométricas para estudar a estabilidade do estado estacionario associado ao modelo
2. O calculo (exato) das correntes extremas foi feito .por um programa desenvolvido
durante esta tese, escrito em linguagem Pascal. Os cdlculos algébrico posteriores
foram feitos usando programas de computagao algébrica DERIVE € MATHEMATICA.

A matriz de correntes extremas para o modelo 2 é :

(

"

10000011010
100001001071
01000001010
01000000101
00100001010
001000007101
00010001000 |
00010000100
00001100010
L0 000101000T1)

Os diagramas de correntes extremas associados a esta matriz sio apresenta-
dos na figura 3.4. |
As correntes 1 a 7 sdo de deficiéncia zero. Desta forma elas sio assinto-

ticamente estaveis misturaveis, ou seja, qualquer combinacdo entre estas correntes
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Figura 3.4: Correntes extremas do modelo 2

extrema fornece uma rede de reagbes com um Unico estado estaciondrio, o qual é as-
sintoticamente estivel. Aplicando o critério de Routh-Hurwitz {19, 34]} (ver capitulo
2, teorema 6) pode ser mostrado que as correntes 8 a 11 sio assintoticamente estaveis.
Pode ser mostrado também que combinagoes destas correntes extremas duas a duas
sdo assintoticamente estaveis. Assim, o estado estaciondrio associado ao modelo 2
parece ser assintoticamente estivel em qualquer condigdo. A combinagio de todas as
correntes nao pode ser feita devido & dificuldade computacional envolvida.

Como ja foi dito, o modelo de quatro etapas para transporte ativo é o mo-
delo minimo para o mecanismo de acesso alternade. Uma vez que o modelo 2 possui
um tnico estado estacionario, o qual parece ser assintoticamente estavel para qual-
quer valor das constantes cinéticas, a pergunta é : Modelos de 5, 6 ¢ 8 etapas com

uma etapa autocatalftica também possuem um inico estado estaciondrio ? Este(s)
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Figura 3.5: Modelo 3

estado(s) é (sdo) estdvel(eis) 7

As respostas a estas perguntas sdo sim e ndo, respectivamente. Isto é, todos
estes modelos possuem um vinico estado estaciondrio, mas este estado sera instavel
para uma escolha adequada de constantes cinéticas.

O modelo 3 aqui estudado inclui seis estados da proteina transportadora
além de uma reacdo autocatalitica, como pode ser visto na figura 3.5.

Assim como o modelo 2, este modelo possui um tnico estado estacionario
fisico. A rede de reagdes associada também é de deficiéncia uin. No préximo capitulo
sera mostrado que este modelo apresenta comportamento oscilatério em regides no
espaco de constantes cinéticas. Ser visto que apenas uma corrente extrema do modelo
é a fonte de instabilidade. Esta corrente estd mostrada na figura 3.6.

Esta rede de reacdes merece, portanto, um estudo a parte. Em realidade,
uma rede semelhante com cinco estados ji é capaz de levar o sistema a apresentar
ciclos limites. Este serd entdo o modelo 4 (ver figura 3.7).

Como foi mostrado acima (modelo 2), uma rede semelhante ao modelo 4
com quatro estados nio apresenta instabilidade. Assim, o0 modelo 4 € o mais sim-
ples, associado ao transporte ativo, no qual se observa a existéncia de ciclos-limite.
No préximo capitulo serd determinado todo o conjunto de bifurcacio de Hopf deste

sistema.
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Figura 3.7: Modelo 4

3.3 Formagao de complexos entre as proteinas

transportadoras e outras macromoleculas

Nos sistemas bioldgicos € bem comum a associa¢ao entre as diversas espécies
quimicas para a execucao de diversas tarefas. As bombas de transporte ativo nao
fogem a esta regra. Além da possivel oligomerizagio entre as bombas para a realizacio
do processo, a formagio de complexos com outras moléculas, por exemplo com a cal-

modulina, ja foi1 discutida no capitulo 1.
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Figura 3.8: Modelo 5

A calmodulina influencia alguns processos de transporte. Nestes casos, o seu
papel parece ser o de ativar a reagdo [52, 53]. Porém, as etapas de reagdo nas quais
a calmodulina aparece associada is bombas ainda nio estao bem estabelecidas.

A suposigao mais simples envolvendo a formacao de complexos é assumir sua
formacao a partir de dois estados distintos da bomba. Como sera visto a.diaﬁte, tal
hipotese nao significara que sistemas mais completos deixario de apresentar o tipo de
comportamento de suas versdes simplificadas. Ao contrario, sistemas mais completos
sao ainda melhores candidatos a apresentar dinamica nao trivial.

O primeiro modelo envolvendo formagio de complexos é o modelo 5 apre-
sentado na figura 3.8.

Para estudar este modelo sera 1itil {para fins matemdticos) considerar que o
estado A estd assoclado a um reservatdrio de bombas, todas elas neste mesmo estado.
Acrescenta-se deste modo ao modelo 5 a reagdo O == A. Aplicando o método de
analise de redes estequiométricas para este modelo é possivel calcular a sua matriz de
linearizagao no estado estacionario. Esta matriz serd chamada daqui para frente de
matriz Mg. Todos os elementos de My tém sinal definido, sendo todos os elementos

na diagonal negativos. Isto permite a aplicacio direta do teorema de Daoyi [21]
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(capitulo 2, Teorema 8). Pode ser assim provado que todos os autovalores de Mp
tém parte real negativa.

Como as constantes cinéticas da reagdo O + A podem ser tomadas tido
pequenas quanto se queira, a matriz de linearizagdo associada ao modelo 5 pode ser
colocada tao préxima quanto se queira de Mn [71]. Assim, os autovalores da matriz
de linearizacio associada ao modelo 5 deverdo estar na vizinhanga dos autovalores
de Mnp. Como estes iltimos possuem parte real sempre negativa, os autovalores
associados aos pontos estaciondrios do modelo 5 ndo podem possuir parte real positiva.
Isto prova que o modelo 5 possui um tinico estado estacionirio hiperbélico, o qual é
sempre estavel.

Um modelo no qual se associa a formagio de complexos de moléculas exter-
nas com as bombas de transporte ativo e uma etapa de reagdo autocatalitica ja foi
discutido na literatura [98]. Naquele modelo foi mostrado o surgimento de estados
estacionarios miltiplos. Foi também discutido como estes estados miiltiplos podem
ser ligados a processos de auto-regulagio do transporte ativo. Aquele modelo, porém,
nio envolve todo o ciclo de transporte via monémeros [97).

No modelo 6 a seguir é considerado, além de um ciclo completo de seis

estados, a formacio de complexos de dois estados diferentes da bomba transportadora
" com moléculas externas, e uma etapa autocatalitica (ver figura 3.9).
No capitulo 5 sera mostradoe que este modelo apresenta, além de estados

estacionarios miltiplos, comportamento de fluxo oscilatério.

3.4 Formacgao de dimeros

Entre as diversas questoes nao totalmente resolvidas associadas ao trans-
porte ativo se encontra a seguinte : Qual é o nimero de unidades de protefna
necessdrio para realizar o processo ?

Embora para muitos sistemas tal pergunta parega estar respondida, hi di-
versos outros para os quais esta é ainda uma irea de pesquisas [5, 47, 52, 53, 76].

Dos diversos trabalhos nesta linha vale realgar o de Kosck-Kosica e colabo-
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Figura 3.9: Modelo 6

radores [52, 53], indicando para a bomba de célcio da membrana celular do eritrécito
a existéncia de duas vias basicas para a ativagdo do processo de transporte. Uma das
vias seria através da ativagio de monémeros por calmodulina. A outra seria através
da formagao de dimeros entre as bombas. Todavia, estes tipos de mecanismos tém
sido objeto de poucos estudos tedricos.

A existéncia de um ciclo completo de transporte via dimeros é entio uma
possibilidade. Uma outra possibilidade ¢ considerar a formagao de dimeros apenas
como uma rota mais rapida dentro de urmn ciclo via monémeros.

Estas duas hipéteses, isoladamente, também levam a uma dinamica trivial.
Existe, porém, um outro aspecto a ser levado em consideragao, isto é, a dinimica
de reaciao destes dimeros, ou seja, sua continua formacao e dissociagio. Nesta linha,
serao estudados dois modelos com formagio de dimeros.

Um primeiro modelo inclui um ciclo completo de seis estados de monémeros
e um ciclo completo de oito estados de dimeros, existindo competitivamente. Ao lado
destes dois ciclos sdao incluidas duas etapas de formagao e dissociagao de dimeros (ver
figura 3.10).

Este modelo apresenta cormportamento oscilatério, como sera visto no capitulo
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5. Serd mostrado que a escotha arbitraria dos tipos de dimeros a serem formados di-
namicamente nio implicard em um comportamento a desaparecer quando do estudo
de um modelo completo. Pelo contrdrio, um modelo com formagio dinimica de todos
os dimeros apresentard ainda mais facilmente o tipo de comportamento nao trivial
associado a0 modelo 7 acima.

Um segundo medelo inclui a formagio de dimeros como uma etapa cineti-
camente mais ripida dentro do ciclo de transporte. Fste modelo incluird também
uma outra rota cineticamente favorvel através da formagio de complexos ativados

com calmodulina, cuja concentragio neste caso serd tomada como constante (hipétese
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Figura 3.11: Modelo 8

razoavel sabendo-se que a concentragio de calmodulina é usualmente bem superior a
das bombas). Neste caso, o ciclo bésico de monSmeros foi tomado como tendo cinco
estados. Além disto, as tranformages entre estas etapas foram assumidas como sendo
irreversiveis. Estas duas ultimas hipdteses foram usadas por outros autores ao estu-
dar o ciclo de transporte de cilcio na membrana do eritrécito {2, 3]. O modelo é
esquematizado na figura 3.11. '

Este modelo também apresenta comportamento oscilatério. Além disto,
leva a curvas de fluxo de ions versus concentragio de bombas semelhantes aqueles

encontrados experimentalmente por Kosck-Kosica e colaboradores. Como ja foi dito,
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tal tipo de curva (sigmoidal) ndo aparece em modelos que consideram somente ciclos

de mondémeros.
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Capitulo 4
Reacao Autocatalitica

Cormo foi visto no capitulo anterior, a introdugio de uma etapa autocatalitica
produz efeitos nio usuais na dinimica de modelos para transporte ativo. Neste
capitulo sdo estudadas em maior detalhe as conseqiiéncias advindas da presenca desta |
nova etapa nos modelos de transporte ativo. Aqui é feito também um estudo com-
pPleto da bifurcacio de Hopf no modelo 4, o mais simples associado com transporte

ativo capaz de levar o sistema a um estado de auto-oscilages.

4.1 Oscilagoes em um modelo com autocatdlise

Na figura 3.5 do capitulo 3 foi apresentada a rede de reagdes representando
um modelo de transporte ativo com seis etapas de reacao e um passo autocatalitico.

O sistema de equagdes associado a este modelo é :
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= —k.A+k_ B4+ keF—k oA+ k7. AF —k_g.A?
ki.A—k_y.B—ks.B+k_,.C
k2.B —k_3.C — ka.C + k_3.D
k3.C —k_a.D— ky.D + k_4.E
ks.D —k_4.E — ks.E+k_5.F
ks.E —k_s.F — k. F + k_g. A~ k1. A.F + k_g. A
= A+B+C+D+E+F

o I T < Bl R B B

Este sistema é composto por duas equagdes de grau dois e as demais de grau
um. Como o niimero total de bombas é conservado, pode ser eliminada uma equagao
linearmente dependente. Eliminando uma equagio de grau dois, o sistema passa a
possuir somente uma equagio de segunda ordem. Aplicando os teoremas de Bézout
e de Willamowsmi {1, 99, 100] (ver capitulo 2) se mostra que o sistema possui um
tnico estado estacionario fisico, tal como o modelo 2. Pode ser mostrado também
que a deficiéncia do sistema é um, e, portanto, o teorema de deficiéncia zero nao se
aplica. O teorema de deficiéncia um também nio se aplica, pois as duas classes de
ligacio do modelo também apresentam deficiéncia nula, como é facil verificar. Assim,
em principio, o estado estaciondrio encontrado pode ser instdvel.

A matriz de correntes extremas para este modelo é :
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1000000001071 0)
1000000000T1O0°1
01000000010T1°0
0100000000101
001000000T10T10D
001000000071 071
0001000001010
0001000000101
0000100001010
0000100000T1GO0:]1
0000010101000
0000010010100
0000001010071 0
\0000001100001}

Os diagramas de correntes extremas do modelo séo apresentados na figura 4.1.

Pode-se ver que as correntes 1 a 6 sao equivalentes as correntes 1 a 4 do
modelo 2, as correntes 7 a 9 sao equivalentes as correntes 5 a 7 e as correntes 10
e 11 sao equivalentes as correntes 8 e 9 do modelo 2. Todas estas correntes sao
assintoticamente estaveis. As correntes 12 e 13 sao semelhantes as correntes 10 e 11,
respectivamente. Pode ser mostrado que a corrente 13 do modelo 3 é assintoticamente
estave].

Porém, aplicando-se o critério de Routh-Hurwitz & corrente 12 conclui-se
que esta é instdvel, sendo entdo uma fonte de instabilidade para o sistema como um
todo. De fato, quando esta corrente tem um peso suficiente, e para vetores h bem
definidos, o estado estaciondrio do modelo 3 é instavel. O sistema passa entao por
uma bifurcagéo de Hopf, em outras palavras, possui um ciclo limite. Do ponto de
vista de transporte ativo, isto implica na existéncia de regimes para os quais o fluxo
de ions transportados é oscilante. No caso da corrente 12 acima é dificil realizar

uma analise sistemadtica do conjunto de bifurcacao de Hopf, como sera feito adiante
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para uma rede equivalente com 5 estados. No entanto, ndo é muito complicado achar
pontos para os quais a rede 12 é instavel.

Como ja foi dito, a hipétese de uma reacio autocatalitica associada ao trans-
porte ativo se baseia principalmente no fato de haver situagdes nas quais hd uma
grande possibilidade de interacio entre as proteinas de transporte [5, 8, 98]. Por
outro lado, como serd visto mais adiante, uma reacio autocatalitica pode ser vista
como um versao simplificada de um processo de formagio de dimeros. Esta iltima
reacio aparece sugerida para diversos sistemas de transporte ativo [5, 51, 52, 53, 76].
Assim, apenas por esta razao, o estudo da reagio autocatalitica ja se justificaria.

Fora as questdes levantadas no Gltimo paréagrafo, a existéncia de bifurcagio
de Hopf neste sistema ja o torna digno de preocupagio. Embora o transporte ativo
esteja envol vido em diversos modelos levando & estruturas espago-temporais, seu papel
tem sido quase sempre auxiliar e a estrutura de reagdes estudada envolve, em geral,
cinética cooperativa [36], e ndo as etapas elementares de transporte.

Entretanto, resultados experimentais recentes [85] mostram oscilagdes de
calcio no citoplasma acompanhadas por pulsos discretos de extrusio de cilcio no meio
extracelular, via bombas de transporte ativo. Qs autores corcluem que a extrusio
via bombas de Ca?* da membrana tem um papel importante no caso de oscilagdes
transientes. Pergunta-se entdo se, em alguns casos, a cinética de transporte ativo
isoladamente poderia ser responsavel por um tal processo. Foi também sugerido que
oscilagdes de Ca?* no Physarum plasmodium [89, 103] poderiam estar relacionadas
com o transporte ative em mitocondrias. Este tltimo problema tem sido estudado
por diversos autores, por ser um sistema capaz de fornecer diversas respostas acerca
dos mecanismos de movimento muscular. Por tudo isto, o estude de modelos teéricos
capazes de levar & oscilagdes parece estar amplamente justificado.

As constantes cinéticas do modelo 3 sao parametrizadas por :
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ki = afca+cotar) ko1 = b(a+cor+as)
ks = b.ca+cio+c12) ks = clea+en+as)
ks = c(ca+cio+c12) ks = dfcs+cu+ as)
ke = dics+co+ a2) ks = efcat en+ aa)
ks = efcs+ciotaz) ks = f.(es+ en+ ca)
ke = fico+cs+cr) ke = afcs+cg+cn)
kz = a.flcr+cs+ o) kor = a(cr+ co+ 13)

onde j = (e1,...,¢13)7 e h=(a,b,c d, e, f)T sao os parametros da anélise de redes
estequiométricas.
Por exemplo, para o vetor h = (40,1,1,1,1,0.05)T, a matriz de linearizagio

da corrente 12 possui os seguintes autovalores relevantes :
(0.02 + 1.5¢,0.02 — 1.5¢, —1.15 4 0.9z, —1.15 — 0.9z, —1.8)

Como ha um par de autovalores conjugados com parte real positiva, o estado
estacionario da corrente 12 para este vetor h serd instivel. Mais ainda, hd uma
indicacao da ocorréncia de uma bifurcacio de Hopf, o que de fato serd verificado mais
a frente.

Para comprovar ser esta uma bifurcagio de Hopf basta acompanhar a evolugao
da parte real dos autovalores responsaveis pelo instabilidade contra a variagio de uma
das constantes cinéticas. Desta maneira, é possivel verificar que a parte real destes
autovalores nao apresenta derivada nula com relagio & constante escolhida [38].

Pode ser feita uma analise de bifurcagio a partir destes valores basicos,
deixando livres, por exemplo, as constantes k; e k_;. Esta analise, para a equacio em
questdo, s pode ser feita numericamente. Os algoritmos empregados em tal analise
estao descritos na literatura [55, 79). O programa usado para realizar a andlise de
bifurcagoes foi desenvolvido em linguagem Pascal.

Dando um peso alto para a corrente 12, por exemplo, ¢;2 = 100, e pesos

pequeno para as demais correntes, zero em muitos casos, suficientes apenas para
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parimetro valor parimetro valor

kq 100 k_z 0.01
ks 100 k_3 0.01
ks 100 k-4 0.01
ks 100 k_s 0.0005
ke 0.0005 kg 0.4
ky 200 k_7 16
T 24.025

Tabela 4.1: Constantes cinéticas para o modelo 3. As unidades das constantes sdo

arbitrarias.

fazer com que nenhuma constante cinética seja nula, o modelo 3 possuird entdo um

estado estacionario instdvel. Pode ser escolhido, por exemplo :
i=1(0,0,0,0,0,0,0,0,0.01,0, 0.01,100,0)7

Com os valores de h e j escolhidos ficam definidos os valores das constantes
cinéticas, apresentados na tabela 4.1. Os valores aqui empregados possuem um
carater tio somente demonstrativo. Nesta tabela estio todos os valores das constan-
tes cinéticas empregados para fazer a anilise de bifurcagdo, com excecdo dos valores
de k; e k_;, que sdo deixados livres. O valor de T é obtido somando-se os inversos das

- componentes do vetor h. Na figura 4.2 estd mostrado a dindmica oscilatéria do mod-
elo 3 (calculado numericamente com os pardmetros da tabela 4.1) ap6s um transiente
de uma unidade de tempo. Os valores de k e k.., estio indicados na figura 4.3, que
mostra a curva dos pontos de bifurcacio de Hopf no espaco das constantes cinéticas
ky x k_;.

A determinagio de diagramas de bifurcagio pode ser muito til para com-
paracdes com dados experimentais. Desta forma, modelos e constantes cinéticas pro-
postos para um determinado sistema poderiam ser acompanhados em uma determi-
nada faixa na qual se espera a ocorréncia de uma bifurcacio de Hopf. Uma boa

coincidéncia entre os resultados seria um forte indicativo favoravel ao modelo.
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcagao para o modelo 3
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Voltando & origem da instabilidade do modelo 3, isto €, a corrente extrema
12, deve-se notar a presenga da reagao autocatalitica A + F—2 A. Cabe, porém,
ressaltar que nada de especial h4 nas espécies A e F capaz de originar tal instabilidade.
Esta é uma caracteristica oriunda da topologia da rede de reagdes. De fato, qualquer
corrente extrema equivalente a corrente 12 acima, com uma reagido autocatalitica
semelhante entre outras espécies, levaria & mesma instabilidade. Mais ainda, se todas
estas reagoes fossem consideradas simultaneamente o sistema poderia, ainda com um

leque maior de opgdes, passar por uma bifurcacio de Hopf.

4.2 Determinagao completa do conjunto de bi-

furcacdo de Hopf para o modelo 4

Nesta secio é investigada a bifurcagdo de Hopf para a rede de reagio anel
com cinco espécies e uma etapa autocatalitica. Serd mostrado que a hipersuperficie
de bifurcagio no espaco das constantes cinéticas é a fronteira de um conjunto sim-
plesmente conexo. Esta hipersuperficie é calculada através de métodos numéricos,

A rede de reagio anel com cinco espécies e uma etapa auntocatalitica, o

modelo 4 deste trabalho, possui as seguintes reagoes :

A S B
B XL ¢
¢ S
) QA
CAHE Do

onde A',B’, C',,e E' s30 as espécies quimicas e as letras sobre as setas indicam as
constantes cinéticas de cada reagao.
Esta rede pode ser vista melhor graficamente na figura 4.4.

Este tipo de rede de reagoes foi chamada de rede de reagio anel auto-
catalitica [19, 94].
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O sistema de equagdes diferenciais associado a esta rede é:

A

B =
C =
D =

E

—a.A' + " ALE'

a.A'—¥.B

¥.B'—c.C (4.1)
O —d.D

d.D —e" A'E

onde A, B!, C', D', e E' sao as concentracdes das respectivas espécies. ( A variavel

de tempo nesta equagao é assumida como sendo igual a #').

As diferentes espécies representam diferentes estados de um unico tipo de

bomba, cuja concentragao total é constante, ou seja, T' = A'+ B'+ C'+ D' + F/,

onde T” é a concentragao total de bombas.

O sistema 4.1 pode ser transformado fazendo :

b=Vfa,c=Cfa,d=d[a,e =¢"fa,t=1]a

Esta é uma simples mudanga de escala de tempo e nao altera as carac-

teristicas fundamentais do sistema.
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A equagio 4.1 fica :

= A+ AFE
= A-bB
bB - c.C'
= c¢C'-d.D
E = dD—-¢e. A E

T Qo

Este sistema possui dois estados estacionarios :

el VA, =B, =C,=D,=0 E =T

e
(A = (@-E)/Q+Q/¥ +1/¢ +1/2))
B. = A/b
e2’){ C, = Afe
D, = A/d
| E, = 1/¢

O estado estaciondrio ee2’) tera sigﬁiﬁca.do fisico se e somente se T > 1/¢’.
Esta condi¢do aparecera naturalmente no que se segue.

A estabilidade dos estados estaciondrios é dada pelos autovalores da matriz
Jacobiana do sistema de equagdes diferenciais calculada no estado estacionario.

Pode ser mostrado que o estado eel’ sera sempre instivel. Este estado,
portanto, nao gera nenhuma bifurcagio de Hopf.

O Jacobiano calculado em ee?’ é igual a :

0 0 0 0 e.A
1 -5 0 0 0
0 b — 0O 0
0 0 ¢ —d 0
-1 0 0 d —e.4, ]

Pode-se notar que sistemas com valores iguais para b,c,d e (¢’A!) apresen-

tarao o mesmo padrio de estabilidade, pois possuirdo os mesmos autovalores. Isto
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induz a seguinte mudanga de coordenadas :
A=AJA,,B=B'[A, C=C'|A,D=D[AE=FE[A,,T=T/A,e=¢.A,

Agora o sistema de equagdes esta adimensionalizado. Sobre este sistema de

equagoes sera feito o estudo a seguir. O sistema é:

= —A+eAE
= A-bB
b.B—c.C (4.2)
= ¢C—d.D
= d.D—eAF
com a condigéo de conservagio : T=1+1/b+1fc+1/d+1/e.

= O Qo

Para este sistema o estado estacionario importante é :

¢

A, = 1
B, = 1/b
ee2) § Co = lfc (4.3)
D, = 1/d
| E, = 1fe

O Jacobiano J calculado no estado estacionario ee2 (4.3) é :

[ 1

0 0 0 0 e
1 -b 0 0 0
0 b —< 0 0 (4.4)
0 0 c —d 0

-1 0 0 d —e

O polinémio caracteristico associado & matriz 4.4 (Det [J - x.I} = 0, onde X

é a matriz identidade 5x5) é:

x5 +x4(b+c+d+e) +x3bc+ bd + cd + ¢ + be + ce + de)+
x?(bed + be + ce + bee + de + bde + cde) + x(bee + bde + cde + bede) = 0
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Este polindmio possui uma raiz trivial devido a condigdo de conservagéo.
Esta raiz indica tao somente que o sistema esta restrito a um hiperplano associado a

esta grandeza conservada.

Assim, a estabilidade do sistema dindmico sera dada pelo sinal das partes

reais das soluges de :

x'+a.x3+azx*+azx+as=0 : (4.5)

onde :

a = b+c+d+te,

a; = be+bd+cd+e+bedt cetde,

az = bed+ be+ ce+ bee + de + bde + cde,
Gy = bée+bde+cde+bcde

O critério de Routh-Hurwitz pode ser aplicado para se estudar a estabilidade

do estado estacionario ee? 4.3.

Sejam Rz e R, os dois determinantes de Routh-Hurwitz da equagdo 4.5

a a 0
Ri=|1 a; a4
0 a a3
€
Ry = a; as
1 e

Como a;,az,a3,€a, >0 e By >0 V b,c,d,e > 0, o estado estacionarioi
ee2 (4.3) sera instavel se e somente se Ry < 0. Neste ponto vale lembrar que uma
rede semelhante com quatro espécies é sempre assintoticamente estivel como foi dito
na secdo 3.2. Isto porque, para aquela rede, os determinantes de Routh-Hurwitz sao
sempre positivos.

Foi mostrado que as condicdes necessarias e suficientes para uma bifurcagho

de Hopf podem ser escritas em termos de determinantes de Routh-Hurwitz [23, 83].
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Seja P = P(b,c,d,e) = R; [apéndice, eq. a)]. Para osistema 4.2 as condigoes

necessarias e suficientes para a existéncia de uma bifurcagio de Hopf se reduzem a :

AP=0

B) 0P/db # 0, OP/dc # 0, OP[0d # 0 ou IP[de # 0 (4.6)

As condicdes que envolvem derivadas parciais sdo condigdes de transversali-
dade. Sabe-se, do teorema de transversalidade de Thom [38} que estas condigdes sao
satisfeitas genericamente. Matematicamente, um subconjunto é genérico no conjunto
que o contém se for aberto e denso no mesmo. Do ponto de vista fisico, condigdes
genéricas 8ao aquelas que levam uma determinada propriedade (genérica) a ser valida
mesmo sob pequenas perturbacoes. Mais adiante serd mostrado que o conjunto de
valores para os quais a condigdo B) ndo é vdlida forma um conjunto de medida nula
no espago de parametros.

O primeiro objetivo desta secdo é determinar o conjunto no qual a condi¢do
A) acima é vélida.

Sejam :

P = {(hede) bode €RY)
N = {(be,de)eP; P(bede) <0}
Z = {(b,c,d,e) € P; P(b,c,d,e) = 0}

Como P é uma fungio continua, Z é a fronteira de N.

Na préxima segao serd provado que o conjunto N é simplesmente conexo.
Na secio seguinte serdo usados métodos de continuagao para calcular o conjunto Z.
Sera também discutida a questdo das condigdes de transversalidade. Desta forma,

sera obtida uma descrigdo completa da bifurcagio de Hopf para a equagdo 4.2.

4.2.1 O conjunto N

Pode-se verificar facilmente que o polinémio P é invariante sob quaisquer
permutagoes entre as variaveis b, ¢, e d. Primeiramente serd investigado o quadrante

(b, ), isto &, serdo considerados fixos os valores de d e e e seré vista a restrigio de
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N ao primeiro quadrante (b > 0,¢ > 0) do plano (b,c). De fato, pela invaridncia de

P sob permutacdes, as mesmas conclusdes serdo validas para os quadrantes (b,d) e

(e, d).

O plano (b-c)

Seja ¢ = r.b. Para valores fixos de r pode-se estudar as variagdes de sinal

de P ao longo de um raio vindo da origem no quadrante (b,c). O polinémio P fica :
P=ab +8.b6 +7.0°+860° +eb+(

onde @, 3,7,6,¢,( sao funcdes de d,e,r [apéndice, eq. b))

' O niimero méximo de zeros reais positivos para um polindmio em uma
varidvel é dado pela regra de sinais de Descartes [14]. Esta regra diz que tal niimero
¢é igual a vaﬁagé.o de sinais dos coeficientes do polindmio, arranjados na ordem de-
crescente do grau cotrespondente das varidveis.

Neste caso, a,8,6,( > 0 Vd,e,r > 0. Como apenas v and § podem
ser negativos, e aplicando a regra de sinais de Descartes, pode ser provado que o P
possuira, no maximo, dois zeros para b > 0. Assim, P serd negativo, no maximo, em
um tinico segmento de reta ao longo de raios do primeiro quadrante do plano (b,c)
(ver fig. 4.5).

Agora seja ¢ = h/b. Para valores fixos de h pode ser estudada a variagao
de sinais de P a0 longo de hipérboles no primeiro quadrante do plano (b,c). Multi-

picando P por 5 (o que nio altera o sinal de P pois b > 0) fica :
BP=abll+8.0°+yb0 +682+eb®+(b+n

onde a,f3,7,86,¢,(,n sio fungdes de d, e,r [apéndice, eq. c)].

Neste caso a,3,(,n >0 Yd,e k> 0.

Novamente aplicando a regra de sinais de Descartes, uma vez que apenas
~, 8 e ¢ podem assumir valores negativos, mostra-se que P serd negativo, no maximo,

em duas regides disjuntas em hipérbolas do primeiro quadrante do plano (b, c).



P<O

A4

Figura 4.5: Sinal de P ao longo de um raio no plano (b, ¢)
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Como P é invariante sob permutagdes entre b e c, se P(by, o) < 0 entdo
P(bo, CO) = P(C(h bo) < 0’
Sera mostrado agora que P(v/by.co, vbo.co) < P(bo, cg).

O polinémio P pode ser escrito como :

P =Y abic

onde a;; = a;j(e,d) e a;; = aj;.

Assim,

P (b0, ¢o) — P(y/bo-co, /bo-co) = 3" (ai;/2)(bich + Bhch — 2(boco)(+)/?) =

3 (aii/2)(boco) (B3 + €57 — 2(boco)F=12) =

> (aii/2) (bocol (672 — ) > 0

P (bo, co) 2 P(y/bo-co, y/bo-co)

Com a mudanga de coordenadas ¢ = h/b os pontos (v/by.co, vbo.co) € {(bo, o)

pertencem a uma mesma hipérbole. Porém, nio pode haver trés regides disjuntas

Donde,

nesta hipérbole para as quais P é negativo (ver fig. 4.6). Assim, conclui-se que a
regidao negativa em hipérboles no primeiro quadrante do plano (b,¢) sera tnica, e,
além disto, passa necessariamente pela bissetriz do quadrante.

A bissetriz é um raio especial (aquele tal que r = 1). Ao longo deste raio
existe, no maximo, um segmento de reta para o qual P < 0. Assim, fica provado que
nos primeiros quadrantes dos planos (b, c), (b, d),{c,d) existe, no maximo, uma tinica

regiao, simplesmente conexa, na qual P <0 , para todo ponto do conjunto P.



N/

Figura 4.6: Sinal de P ao longo de uma hipérbole no plano (b,c)
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O ortante (b-c-d)

Seja P(b,c,d) < 0 para um dado valor de e, com & > ¢ > d. Pela in-
variancia sob permutagbes, P assumira os mesmos valores, no minimo, nos pontos
(b,¢,d), (b,d,c), (¢,b,d), (c,d,b), (d,b,c), (d,¢c,b). Além disto, existem caminhos
ligando estes pontos através dos primeiros quadrantes dos planos (b, c),(b,d), (c,d),
ao longo dos quais P assume somente valores negativos, a saber :

(b, c,d) para (c, b,d) pelo plano (b, ¢)
(¢,b,d) para (d,b,c) pelo plano (b,d)
(d, b,¢) para (d,c,b) pelo plano (c,d)
{d, ¢, b) para (c,d,b) pelo plano (b,¢)
(¢,d,b) para (b,d,c) pelo plano (b,d)
(b,d,¢) para (b,c,d) pelo plano (¢,d)

Seja Njcq a restrigao do conjunto A ao ortante (b,c, d). Pelo que foi visto
acima conclui-se que tal conjunto serd um sélido tridimensional em torno da reta
(b=c=d).

De fato, o conjunto N4 devese encontrar com areta (b = ¢ = d). Suponha,
por absurdo, que Nj.; nao se encontre com a reta (b = ¢ = d). Entdo existe um-
cilindro K em torno desta reta que também nao se encontra com o conjunto Ny
(MNoca € um conjunto aberto, por definigio). Agora, seja o primeiro quadrante de um
plano (b,c), tal que o cilindro K corte este quadrante. Desta maneira, o conjunto
N restrito ao quadrante (b,c) tomado ndo sera um conjunto simplesmente conexo,
o que é absurdo. Assim, Nj.q deve se encontrar com a reta (b= c = d).

Agora seja c=b e d =b. O polinémio P fica :

P=oab+p8.6°+7.bt 466+ eb+ b+

onde a, 3,7,6, ¢, (,n sdo fungdes de e [apéndice, eq. d)].
Como a,f,68,¢,{,n >0 Ye >0, pela regra de sinais de Descartes, P sera
negativo somente para um segmento de reta se b> 0.

Pode ser entio conclufdo que o conjunto Ny4 é simplesmente conexo.
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O eixo “”

O conjunto A néo sera simplesmente conexo se e somente se houver dois
subconjuntos disjuntos do conjunto E = {e;e > 0} para o3 quais N4 nio seja o
conjunto vazio.

Como N4 sempre corta a reta (b = ¢ = d), € suficiente verificar se existem
dois subconjunto disjuntos de E para os quais a intersegao de M4 eareta (b=c=
d) nao seja o conjunto vazio.

Seja b = ¢ = d = l. Neste caso bastara estudar o conjunto A restrito ao
primeiro quadrante do plano (I, e).

O polinémio P fica :
P = 8I° 4 24%¢ + 241%¢? — 3l'e + 8P€® + 10 + 91263 + 31€® (4.7

Se ! = ¢ = 0 entio P = 0. Pode ser aplicado o método do poligono de
Newton [90] para estudar os ramos das solu¢ées da equagdo P = 0 préximo a origem.
O poligono de Newton associado a equation 4.7 estd mostrado na figura 4.7. O ponto
(4,1) é o tinico correspondendo a um coeficiente negativo na equacao 4.7. Como ele é
um vértice inferior do poligono, entio ele leva a ramos de solugdes de P = 0 a partir
da origem.

Existem dois ramos : e = [32 e e = £I%. Préximo & origem, estes ramos
sdo as fronteiras de uma regiao na qual P é negativo (esta regido sera denotada por
N) (ver fig. 4.8).

Se for provado que N € o 1inico subconjunto do primeiro quadrante do plano
(I,€), e que, além disto, este é um conjunto simplesmente conexo, entao fica provado
que N é simplesmente conexo, como era desejado.

Seja um ponto (Iz, e;) fora de N. Tome um outro ponto (I3, ;) no interior
de N tal que l; < I,e; < ez. Existem k,n > 0 tais que {; = k.e} I = k.e}. (n=
log(egfel)/log(lg /11)). Agora sejam dois niimeros naturais o e m com as condigoes
m<n<o, o—m=1, Se forem feitas as substitui¢des [ = k.e® ou ! = k.e™

no polinémio P, este continuard com, no maximo, um finico coeficiente negativo.
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Figura 4.7: Poligono de Newton associado 2 equacao 4.7. Os eixos definem os valores
dos expoentes de [ e e, respectivamente, para cada monomio da equagao. O quadrado

em branco marca o inico mondmio com coeficiente negativo
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Figura 4.8: Regido N no plano (I, €)
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Uma vez mais, pela regra de sinais de Descartes, mostra-se que P sera negativo, no
méximo, para um tnico segmento de reta no conjunto E ( e > 0). Se for feita a
substituicio [ = k.e",, entdo P deve estar em uma posi¢ao intermedidria aquela dos
casos em que foram feitas as substituigdes { = k.e®, e I = k.e™. O mesmo vale para
a derivada de P em relagao ao parimetro e.

Assim, fica provado que P({l;,e;) n3o é negativo, ou seja, N é o tnico
subconjunto do primeiro quadrante do plano (I,e) para o qual P é negativo. Além
disto, N é simplesmente conexo, pois nao pode haver buracos em seu interior.

Fica provado que o conjunto A é simplesmente conexo.

4.2.2 A hipersuperficie Z

Como j4 foi dito, o conjunto Z é a fronteira de A'. Foi mostrado que
N é simplesmente conexo. Pode-se mostrar que A" é limitado, pois para valores
dos parametros b,c,d e e suficientemente grandes hi um termo do polinémio P
dominante, o qual é positivo. Entdo £ uma hipersuperficie fechada.

Os pontos de Z tais que :

P/3b=0 , AP/Oc=0 , OP/0d=0 e OP[Oe=10 (4.8)

sdo aqueles para os quais ndo hé bifurcagio de Hopf.

Cada uma destas condigbes &, de fato, uma hipersuperficie em R*. Como
P é um polinémio, entao estas hipersuperficies sdo analiticas. Isto fica mais evidente
quando se pensa em Z restrito a um plano, {b,¢) por exemplo. Neste caso, existem
termos de ordem maxima 3, ou seja, é possivel mesmo conseguir uma expressao
algébrica para a curva que representa 2 restrito ao plano (b,¢).

Porém, curvas analiticas se cruzam em pontos constituindo um conjunto de
medida nula nas mesmas.

Para perceber isto, sejam duas fun¢bes analiticas f e g. Tome agora a
fungio f —g. A tnica funcio analitica a se anular em um conjunto de medida néo

nula é a fungio identicamente zero. Este caso s ocorrerd se f = g. Como as fungdes
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Figura 4.9: Cortes do conjunto 2.

definidas a partir das condigdes 4.8 nio sao idénticas, pode-se concluir que as mesmas
se encontrario em um conjunto de medida nula.

Em outras palavras, “quase todo” ponto da hipersuperficie Z é um ponto
de bifurcacio de Hopf para algum dos pardmetros b,c,d ou e.

Alguns cortes do conjunto Z estio mostrados na figura 4.9. Estes cortes
foram obtidos numericamente, por métodos de continuagao [55, 79}, embora nao seja

muito mais dificil obté-los analiticamente.

4.3 Discussao

Os modelos apresentados neste capftulo cumprem algumas fungdes. Talvez
a mais evidente seja a de apresentar modelos, cujo ponto de partida é o transporte

ativo em membranas, para os quais hd comportamento oscilatério para um conjunto
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adequado de constantes cinéticas.

No capitulo seguinte serdo apresentados modelos com formagio de dimeros,
para os quais o8 modelos deste capitulo servem de base. Assim, a possibilidade de tais
modelos representarem, ao menos, uma aproximacio de sistermnas reais sera discutida
posteriormente.

De qualquer maneira, o estudo de fenémenos em modelos simplificados sem-
pre foi Gtil para o entendimento de sistemas mais complexos. Assim, no sentido em
que os modelos aqui discutidos sdo os mais simples de sua classe, seu estudo se torna
necessario.

As constantes cinéticas usadas e os diagramas de bifurcagio obtidos tiveram
como objetivo maior uma compreensio qualitativa dos fenémenos observados. Além
do mais, fornecem uma visdo das possibilidades de tratamento dos modelos.

O tratamento ainda mais detalhado para o modelo 4 se encaixa na idéia de
um entendimento maximo possivel sobre sistemas mais simples. Como conseqiiéncia
deste tratamento pode ser percebido o grau de dificuldade envolvido no estudo de
modelos mais completos. Isto pode ser melhor apreciado pelo tamanho do polinémio
relativo ao determinante de Routh-Hurwitz do modelo (ver apéndice). Polinomios
muito maiores sao encontrados para os outros modelos.

Assim, ainda que os programas de computacio algébrica se tornem cada
vez mais sofisticados e poderosos, hd sempre uma limitagio em termos de memdria
de méquina. Além disto, mesmo que este dltimo empecilho possa ser também cada
vez menos relevante, é questionavel que um estudo compreensivo possa ser feito em
todos os modelos. Serd certamente mais proveitoso mostrar em que razio os tipos de
simetrias encontradas em modelos simplificados, como o modelo 4, sdo preservados
em suas extensoes.

Resta ainda, pelo menos, uma pergunta a ser feita sobre a equagio 4.2: O

sistema pode se tornar cadtico para algum conjunto de parimetros ?
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Capitulo 5

Formacao de Dimeros e de

Complexos

Neste capitulo serdo apresentados os resultados relativos a modelos nos quais
sio introduzidas etapas com formacio de dimeros entre as protefnas transportadoras.
Sao também apresentados mais resultados relativos a formacgio de complexos entre
as proteinas transportadoras e outras moléculas do ambiente celular.

Estes dois tipos de modelos sio interessantes, entre outras razdes, por pos-
suirem uma motivagdo experimental mais forte do que a da etapa autocatalitica,
estudada no capitulo anterior.

N3o obstante, sera mostrado neste capitulo em qual sentido a reacio auto-
catalitica pode ser encarada como uma etapa que “resume” modelos mais completos
envolvendo formacao de dimeros. Isto did a reacdo autocatalitica uma relevincia
maior, pois seu estudo ajuda a compreender sistemas cuja complexidade dificulta a
obtengao de informagdes mais detalhadas.

Na tltima segao do capitulo é apresentado um modelo simples envolvendo

simultaneamente formacio de dimeros e de complexos.
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Figura 5.1: Algumas correntes extremas do modelo 6.

5.1 Formacao de complexos entre as macromolé-

culas

Foi mostrado no capitulo 3 que a simples adicio de reacoes com formacio
de complexos em um modelo para transporte ativo com seis etapas (modelo 5) nao
altera o comportamento dinamico trivial do sistema.

O modelo 6 introduzido no capitulo 3 envolve nio apenas um ciclo de trans-
porte com seis etapas, mas também duas reages reversiveis com formagio de com-
plexos € uma etapa autocatalitica.

Estudos feitos anteriormente [97] j4 mostravam ser possivel obter regimes de
transporte com multiplos estados estacionéarios a partir de modelos com formagao de
complexos e uma etapa autocatalitica para transporte ativo. Aqueles estudos, porém,
nio levavam em conta um ciclo completo de transporte via monémeros.

Para poder analisar o comportamento dinamico do modelo 6 é necessario
empregar a andlise de redes estequiométricas. Desta forma, sdo obtidas as cor-
rentes extremas associadas ao modelo. Algumas correntes extremas significativas
estdo mostradas na figura 5.1.

A maioria das correntes deste modelo sio equivalentes aquelas analisadas

quando do estudo do modelo 3. Foi mostrado que a maioria de tais correntes, iso-
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ladamente, levam a um comportamento dinamico trivial. Por outro lado, a corrente
7 do modelo 6 é equivalente & corrente 12 do modelo 3, a qual, como se viy, é a
corrente responsavel pelo aparecimento de comportamento oscilatério para diversos
modelos. Assim, o modelo 6 também apresentard comportamento oscilatdrio [92, 93],
pelo menos, se forem escolhidos valores suficientemente pequenos para as constantes
das reacées nio pertencentes a corrente 7.

O método da andlise de redes estequiométricas permite também a deter-
minacio das reagdes responsaveis pelo surgimento de estados estacionarios multiplos.
Uma condicdo necessaria para a existéncia de um ponto de bifurcagao para estados
miiltiplos é a anulagiao do determinante da matriz de linearizagao. Pode-se mostrar
que este determinante se anulard apenas quando combinadas algumas correntes ex-
tremas. De fato, a corrente essencial para a anulagio de tal determinante é a corrente
20. Desta forma, estados muiltiplos serdo encontrados quando a componente associ-
ada a esta corrente possuir um “peso” suficientemente grande no vetor j € para uma
escolha adequada do vetor h.

Na tabela 5.1 sdo apresentados os valores escolhidos para as constantes
cinéticas empregados na determinacgio de um diagrama de bifurcacdo do modelo 6.
Também neste caso os valores empregados tém carater demonstrativo. Os coeficientes
k; sido as constantes cinéticas, T' é a concentragio total de bombas mais a concen-
tracdo do complexo Z e P éigual a concentragio do complexo Z mais a concentragio
da molécula W.

Na figura 5.2 esta mostrada a dependéncia da concentr¢io da espécie C no
estado estacionario com a constante k_3. Neste grafico ficam evidentes o aparecimento
de estados estaciondrios miltiplos e o comportamento assintético da concentragao C
para valores mais elevados da constante k_s.

Na figura 5.3 estdo mostradas (no plano k3 x k_3) as regides para as quais
o modelo 6 possui 1 ou 3 estados estacionarios, usando os valores da tabela 5.1. O

diagrama resultante é o padrao para este tipo de bifurcacao [79].
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constante valor constante valor

ks 40 k-1 4

ks 8.3 k_s 0.065
k4 18.8 k_4 6.16
ks 10.6 k_s 12

ke 0.00002 ke 12

kr 0.3 k-7 0.00007
ks 0.00004 k-s 3.8

ko 30 ko 0.000006
T 68 P 2.5

Tabela 5.1: Parametros para estudo de bifurcagio no modelo 6. As unidades empre-

gadas sao arbitrarias.

80 I i 7

[C] 40 | i

4 8 12 16 20

Figura 5.2: Variagao da concentragio da espécie C no estado estaciondrio em relagdo

a constante cinética k_3.



97
0.06 I T T

ks
0.02 |-

0.00

9 1 13 15
ks

Figura 5.3: Diagrama de bifurcacio para o modelo 6 no plano k3 x k_3. Os valores

no interior da figura indicam o nimero de estados estacionarios em cada regido

5.2 Formacao de dimeros entre as proteinas trans-

portadoras

O modelo 7 introduzido no capitulo 3 é constituido por dois ciclos de trans-
porte, um via mondmeros e outro via dimeros [92, 93]. Além disto, sdo introduzidos
dois passos com a transformagio de mondémeros em dimeros e vice-versa. O obje-
tivo deste modelo é saber que tipo de dinimica pode ser gerada se for possivel a
oligomerizagio das bombas de transporte [5, 47, 51, 52, 53, 76].

Embora nio sejam consideradas todas as possiveis rotas de formagio de
dfmeros, o modelo possui uma complexidade razodvel, resultando em um sistema
de equacdes diferenciais com treze equagoes acopladas, linearmente independentes,
sendo vérias destas equagdes nao-lineares. Além disto, ficard claro mais adiante que
a introdugio de outras etapas de formacao de dimeros nao ird alterar os resultados
bésicos obtidos.

Apesar de tal complexidade, 0 método da andlise de redes estequiométricas
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19)
AA — AB — BB

7) AA<— AB /

21)
17) A—B
SR
] I
E~—D \Q,

EB ~— DE
Figura 5.4: Algumas correntes extremas do modelo 7.

permite a determinacdo de condigbes para a instabilidade do sistema. As correntes
extremas do modelo 7 estao mostradas na figura 5.4

Como se pode ver na figura 5.4, a corrente 21 é uma extensdo da corrente
12 do modelo 3. Assim, pelo teorema de redes topologicamente semelhantes [18]
{ver capitulo 2, segdo 2.3.2), estas redes também sao capazes de gerar instabilidades.
Um outro aspecto importante, nao descrito pelo teorema de redes topologicamente
semelhantes, é a possibilidade de se obter indicagdes sobre as regides de instabilidade
para redes estendidas a partir do conhecimento das regides de instabilidade de suas
reduzidas. Isto justificou um estudo mais aprofundado para o modelo 4, 0.qual, em

iltima andlise, é a base de varios outros modelos aqui estudados.
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constante valor constante valor constante  valor

k_y 0.00007 ka 3 k_3 0.000007
ks 0.000007 ks 0.018 ks 881
k_s 0.00006 ke 3 k_¢ 0.00085
k7 0.001 k_z 0.0001 ks 0.001
k_s 0.0001 ko 0.001 kg 0.0001
k1o 0.001 k_10 0.0001 k11 0.001
k_n1 0.0001 k12 546 k12 0.0003
ki3 0.0014 k_i3 0.0001 k14 0.001
k_14 0.0001 k15 0.003 k_15 709
ke 5.8 k_16 0.0001 T 200

Tabela 5.2: Pardmetros usados para anilise de bifurcagio do modelo 7. As unidades

empregadas sio arbitrarias.

Na tabela 5.2 estao apresentados os valores das constantes cinéticas empre-
gadas para um estudo de bifurcacio do modelo 7, novamente com carater demonstra-
tivo. Os k; sio as constantes cinéticas e T é igual A concentragio total de monémeros
mais duas vezes a concentracio total de dimeros. Alguns diagramas de bifurcagao
obtidos com os pardmetros desta tabela estao mostrados na figura 5.5.

Na tabela 5.2, o valor relativamente mais elevado para as constantes cinéticas
k12, k_15 € ki é revelador. Isto implica em que o comportamento oscilatério tende
a ocorrer quando as etapas de formagio do dimero no estado DE passando para o
dfmero no estado EE e sua posterior dissociagdo em dois mondmeros no estado E,
devem ser significativamente mais rdpidas do que as demais etapas. Desta forma,
além de ser uma extensio da corrente 12 do modelo 3, a corrente 21 leva o modelo
7 a uma situagao de instabilidade, com comportamento oscilatério, quando as etapas
controladoras da mesma sao justamente aquelas da corrente 12.

Qutra questdo que fica clara é a do papel das etapas de formagao de dimeros.
Se outras destas etapas fossem consideradas no modelo, outras correntes extremas
semelhantes & corrente 21 iriam aparecer. Isto daria ao modelo assim estendido uma

flexibilidade ainda maior para possuir uma solugio oscilatdria.
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Capitulo 5

Formacao de Dimeros e de

Complexos

Neste capitulo serio apresentados os resultados relativos a modelos nos quais
sao introduzidas etapas com formagio de dimeros entre as proteinas transportadoras.
Sao também apresentados mais resultados relativos a formacao de complexos entre
as proteinas transportadoras e outras moléculas do ambiente celular.

Estes dois tipos de modelos sio interessantes, entre outras razées, por pos-
suirem uma motivacio experimental mais forte do que a da etapa autocatalitica,
estudada no capitulo anterior.

Nio obstante, sera mostrado neste capitulo em qual sentido a reacao auto-
catalitica pode ser encarada como uma etapa que “resume” modelos mais completos
envolvendo formacio de dimeros. Isto d4 a reagio autocatalitica uma relevancia
maior, pois seu estudo ajuda a compreender sistemas cuja complexidade dificulta a
obtencio de informacgses mais detalhadas. .

Na tltima seciao do capitulo é apresentado um modelo simples envolvendo

simultaneamente formagio de dimeros e de complexos.
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constante  valor  constante valor
ky 0.1 51 ko 1000 s~1
k3 50 71! ks 50 s
ks, 50 s~1 kr 1000 s
ks 1000 s-1 kg 1000 n~1,5?
k]o 1000 s} k“ 1000 3—.1

Tabela 5.3: Constantes cinéticas para o modelo 8. As unidades usadas sdo : s =

segundo e n = unidade de concentragio {arbitraria).

A funcio ® vem dada em unidades de ciclos por unidade de tempo. Em ou-
tras palavras, ® indica o niimero de ciclos completos de transporte ocorrendo em uma
determinada guantidade de tempo, quando o sistema atinge o estado estaciondrio.

A tabela de constantes cinéticas 5.3 foi construida, em parte, baseada na
ordem de grandeza de valores empregados na literatura [2]. Estes dados foram usa-
dos para o ajuste de resultados experimentais para um modelo de reacdo considerado
bastante simples, com um ciclo de monémeros irreversivel de cinco etapas. Os demais
parametros permitem obter valores para ® compativeis com a ordem de grandeza
verificada usualmente (menor do que 100 ciclos por segundo [59]). Além disto, possi-
bilitam obter uma curva do tipo sigmoidal para a fun¢io @ x concentragio de bombas
(T'). Para isto, tanto a etapa de formagio de dimeros quanto a de formagio de
complexos devem ser etapas cineticamente favorecidas.

Na tabela 5.3 ndo esta indicado um valor fixo para o parametro x. Este
parametro é uma funcao linear da concentragio da molécula formadora de complexos.
Assim, podem ser obtidos diferentes curvas ® x T variando-se o valor de x. Quando
k£ = 0 nio hé formagio de complexos, € 0 modelo se resume a um ciclo de mondmeros
com uma etapa de formagio de dimeros. Na figura 5.6 sdo apresentadas duas curvas
de® xT,comr=0ex=10."

As curvas mostradas na figura 5.6 s3o0, qualitativamente, iguais as obtidas ex-

perimentalmente por Kosck-Kosica e colaboradores (52, 53]. Naquele trabalho foi in-
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Figura 5.6: Curva ® x T para o modelo 8, com « = 0 e « = 10.

vestigada a Ca?*-ATPase do eritrécito em micelas reconstituidas. Em tais condigdes,
o comportamento expeﬁmental foi explicado considerando como unidades ativadas
os dimeros formados entre as proteinas transportadoras e complexos destas bombas
com a calmodulina. O modelo reduzido com formagio de dimeros e complexos aqui
apresentado serve como contrapartida tedrica a esta proposta.

Aplicando 0 método da anélise de redes estequiométricas ao modelo 8 pode
ser mostrado que o mesmo também deve apresentar estados estaciondrios instdveis.
Como o modelo 8 s6 possui um estado estacionario, pode ser presumida a existéncia
de bifurcagio de Hopf no modelo. De fato, com os parametros da tabela 5.4 é obtido
um comportamento oscilatério, mostrado na figura 5.7. Os parametros da tabela 5.4

- também foram gerados a partir de ordens de grandeza de dados experimentais.

5.4 Discussao

A relevancia dos modelos apresentados nesta secdo com respeito a sistemas

biolégicos estd no fato de haver indicagio experimental da formacdo de dimeros e com-
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constante valor constante  valor
ky 0.0001 s—! k; 2000 s~!
k3 10 s ky 10 s71
ks 10 571 K 108 g1
k; 106 s ks 10-¢ 571
ke 100 n—1.s1 k1o 5000 s™!
ki1 5000 s T 23 n

Tabela 5.4: Constantes cinéticas para comportamento oscilatério no modelo 8. As

unidades usadas sao : s = segundo e n = unidade de concentragao (arbitraria).

plexos durante o ciclo de transporte. A partir deste fato torna-se relevante averiguar
as possibilidades intrinsecas de modelos com estas hipoteses.

O modelo 8 estudado acima permitiu wm ajuste qualitativo com curvas en-
contradas na literatura. Este resultado tedrico se encaixa com a proposta de Kosk-
Kosica e colaboradores para o transporte ativo de calcio na mebrane celular do eri-
trécito [52, 53]. Nesta formulagdo, o transporte ocorre via ativagio por calmodulina
ou via formagdo de dimeros. O modelo 8 parece ser dos mais simples possiveis, com-
pativeis com tais suposigoes.

Neste contexto, o aparecimento de oscilagdes nos modelos 7 e 8 vem como
uma conseqiiéncia adicional. O significado deste resultado est4 na possibilidade de o
transporte ativo poder ser um mecanismo auténomo na geragao de oscilagoes.

Fendmenos oscilatdrios associados ao transporte sio bem conhecidos. Porém,
sua existéncia se liga, usualmente, a processos envolvendo canais e outros elementos
[36, 77, 80]. Por outro lado, a existéncia de um mecanismo auténomo de oscilagbes
via transporte ativo pode ser importante para uma methor compreensio deste e de
outros fendmenos oscilatorios.

Recentemente, Tepikin e colaboradores, estudando o transporte de calcio na
membrana de células pancreéiticas [85], encontraram um sistema no qual fenémenos
oscilatérios e transporte ativo parecem estar mais fortemente associados. Os resul-

tados obtidos naquele estudo, de fato, nio permitem concluir pela existéncia de um



105

J

0 I I
0 1 2 3
tempo

Figura 5.7: Evolucao temporal do fluxo de ions por bomba no modelo 8.

mecanismo autdonomo de oscilacoes via transporte ativo. Porém, o papel do transporte
ativo na extrusdo repetid= de cdlcio do interior do citoplasma, neste caso, parece ser
mais relevante do que usualmente admitido. Esta extrusao repetida via fransporte
ativo torna sugestiva a idéia de um tal mecanismo autdnomo de oscilagoes.

De toda forma, sendo confirmada a existéncia de sistemas de transporte
ativo nos quais ha formacio de dimeros, fica levantada a possibilidade da ocorréncia
de oscilagoes. Este fenémeno tenderd a ocorrer apenas em situacées particulares,
e o estudo de tais situagbes podera servir para refinar modelos propostos para os
sistemas em questao. Neste momento, a utilizagdo ou nao de tal mecanismo em

processos bioldgicos podera merecer alguma reflexao.
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Capitulo 6

Sistemas de Reacao-Difusao e

Automatos Celulares

Até agora tém sido considerados sistemas homogeneamente distribuidos es-
pacialmente, isto é, a concentragio de cada espécie quimica é assumida constante em
todo o espago. Porém, sistemas fisicos e biolégicos comumente apresentam distibuicéo
espacial nao uniforme. Neste caso, as equacdes dinimicas devem levar em conta as
inhomogeneidades do sistema.

Matematicamente isto significa (tradicionalmente) trabathar com sistemas
de equagdes a derivadas parciais, nas quais sdo levadas em conta derivadas de con-
centragio em relagio ao tempo e ao espago.

A complexidade de sistemas de equagées diferenciais parciais pode ser bem
apreendida considerando que tais sistemas sio equivalentes a sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias de dimensao infinita.

Por outro lado, em anos recentes, um enfoque diferente vermn sendo adotado
por um namero cada vez maior de pesquisadores. Este caminho é o da aplicagio dos
chamados Autématos Celulares. Nesta linha tém sido tratados problemas de dinamica
de fluidos [24)], solidificagio [24], fenémenos de transporte [17, 24], sistemas quimicos
de reagdo-difusio [9, 91, 95, 102}, modelos de populacio[22] e sistemas biolégicos

[22, 57, 58, 91] para citar os casos mais freqiientes.



107

Alguns pesquisadores chegam a afirmar que os autématos celulares podem
ser uma alternativa s teorias fisicas usuais e nao apenas uma aproximagéo das mes-
mas [86]. Neste aspecto estd também a questdo de o proprio espago-tempo poder ser

uma varidvel discreta, como argumentado na literatura [61, 62].

6.1 Automatos Celulares

A origem e a histéria dos autdmatos celulares (AC’s) pode ser encontrada em
outras fontes [101]. Embora na origem os AC’s ndo tivessem a intencdo de substituir
os sistemas de equagdes diferenciais parciais, esta tem sido uma de suas principais
aplicagbes.

Em sua forma mais simples, um autémato celular (AC) é constituido por
uma rede finita de sitios (ou células), regular e uniforme, com condigbes de contorno
periédicas ou fixas, em uma ou mais dimensées. Cada sitio da rede pode assumir
um nidmero finito de estados discretos. O estado de todos os sitios é atualizado
simultaneamente em passos discretos de tempo. A atualizagdo da rede se dé através
de uma regra fixa vilida para todos os sitios. Por estas regras, o valor de cada sitio
¢ mudado dependendo dos valores assumidos pelos sitios de sua vizinhanga. Esta
vizinhanga pode ser definida de diversas maneiras. Finalmente, a regra pode ser
probabilistica ou determinfstica, isto é, a atualizagio dos sitios pode depender ou ndo
de varidveis estocasticas.

Em termos formais a regra de atualizagio da rede fica :
att! = F(al_,,...,a},...,al,,; {R})

onde, a! é o valor do sitio i no tempo ¢, af_, e af,, sdo os sitios de fronteira da
vizinhanga definida, { R} indica um conjunto de variiveis estocdsticas, que podem ou
n#o ser consideradas pela regra em questdo, e F representa esta regra de atualizac3o.

No caso de sistemas de reagio-difusio, como aquele a ser apresentado mais
adiante, geralmente sio empregados AC’s probabilisticos{95, 102]. Os valores de cada

sitio representam uma das espécies quimicas envolvidas, sendo geralmente atribuido
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um valor nulo a sitios vazios. As reagbes do tipo A—B sio associadas as probabili-
dades de transicio pyp. Assim, em cada passo de tempo, um sitio que se encontra no
estado relativo i espécie A passara ao estado relativo a espécie B com probabilidade
pap. Reagoes mais complexas do tipo A+B — C ou A+B — 2A podem ser realizadas
de diferentes maneiras.

Nestes sistemas, outro elemento essencial € a mobilidade dos seus constitu-
intes, isto €, a difusio dos elementos envolvidos. A difusdo das espécies também pode
ser feita por diferentes métodos. O método aqui empregado se deve a Margolus, e foi
desenvolvido com o objetivo de construir um AC bidimensional com difusdo a partir
de uma regra deterministica [87]. Todavia, tal algoritmo também se presta a modelos
com regras probabilisticas.

No esquema de Margolus (probabilistico) uma rede bidimensional quadrada
com Lx L sitios é dividida em blocos 2x2. A cada passo de tempo todos os L?/4 blocos
sofrem rotagdes de 0, /2, 7 ou 37/2 radianos, com base em uma variavel aleatoria.
No passo de tempo seguinte a rede é novamente particionada, estabelecendo, porém,
vizinhancas diferentes daquelas do passo anterior. A alternincia entre duas partigoes
de rede diferentes gera difusao. O processo de particionamento esta exemplificado

para uma rede 4 x 4 na figura 6.1.

6.2 Modelando o Transporte Ativo com Automato

Na secio 4.2 foi estudado um modelo para transporte ativo, o qual é o
menor possivel capaz de levar o sistema a apresentar auto-oscilagbes. Este modelo &

constituido pelas seguintes reagoes :

A—-B—-C—-D—E

6.1
A+E—2A (6.1)

Uma pergunta a ser ainda respondida é : Qual o efeito de se considerar

difusio em um tal sistema 7

De fato, pode-se mesmo perguntar se a difusio teria algum efeito em outros
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Figuara 6.1: Difusao de Margolus. As duas partigoes alternativas para uma rede 4 x 4

sdo apresentadas.

modelos cuja dinamica, no caso de nao haver difusdo, é trivial. Diversos trabalhos
[56, 65, 70, 81, 88] tém mostrado que a simples existéncia de difusdao pode alterar rad-
icalmente o comportamento de sistemas que, de outra maneira, teriam uma dindmica
mais simples. Aqui serdo investigados basicamente o modelo 6.1 e, numa tiltima secio
deste capitulo, a reagio A+B—2A em uma dimensdo.

Sera visto que o modelo 4 com difusio, modelado por um AC, apresenta auto-
oscilagGes, propagagio de ondas quimicas e formagao de estruturas espaco-temporais.
Serd esbogado, no espaco das probabilidades de transicio, um diagrama de fases para
os estados oscilatério e ndo-oscilatério do modelo [91].

Sera visto também que no limite termodindmico as oscilagées globais de-
saparecem, devido a desincronizagio entre subsistemnas, os quais ainda apresentam
dindmica nao-trivial. Recentemente tem surgido na literatura uma discussdo acerca
da possibilidade de AC’s apresentarem oscilagbes no limite termodinamico[15, 32, 33,
37, 41]. Apesar de haver exemplos de AC’s com este tipo de comportamento, ainda

nio hd uma teoria plenamente satisfatéria para o fendmeno [10, 42, 73]. Dentro desta
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questao, os resultados aqui apresentados parecem indicar tio somente que AC’s prob-
abilisticos néo sao bons candidatos a exemplos de autématos oscilatérios no limite
termodinamico.
No AC estudado a seguir, além das reagdes mostradas em 6.1, é considerada
a seguinte reagio :
E—A

Esta reagao é empregada tio somente para evitar extingdo do processo, e nao
altera o comportamento do sistema, fora evitar o seu término precipitado. Para tal,
a probabilidade de transicao do estado E para o estado A é tomada muito pequena.

O esquema final da reagio esta fica :

AR p®R ¢ BpEgRA
A+ E — 2A
As espécies A, B, C, D e E sao associadas, respectivamente, aos estados
1,2,3,4 e 5. O estado 0 indica auséncia de “proteina” no sitio. As probabilidades
associadas as reagbes i — j estdo limitadas por 0 < p; € 1. A difusdo, como ja
foi dito, sera feita segundo o algoritmo de Margolus probabilistico. Em cada passo
de tempo a rede é dividida em blocos 2 x 2 chamados de Vizinhangas de Margolus.
A reacio A+E— 2A ocorre quando sitios nos estados 1 e 5 estio em uma mesma
vizinhanga de Margolus. Nesta circunstancia, os sitios no estado 5 passam ao estado 1.
Em cada passo de tempo repete-se em cada vizinhanca de Margolus {VM)
0s seguintes passos :
i) Se existe ao menos um sitio na VM no estado 1, entdo faca AUTO-
CATALISE = sim. Em outro caso fagca AUTOCATALISE = nao.

ii) Para cada sitio na VM, em um estado diferente de 0 é gerada uma
variavel aleatéria R, com 0 < R < 1. Seja i o estado do sitio em questio.
Se R < p;;, entdo o sitio passa paraoestado j. (j =i+ 1sei=1,2,3
oudej=1sei=235)

iii) Se AUTOCATALISE = sim e existem sitios na VM no estado 5 entdo
estes sitios vio para o estado 1. Este passo simula a reagio autocatalitica.

iv) Rode a VM por 0, 7/2, 7 ou 37 /2 de acordo com uma variivel aleatdria.
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Note-se que os passos i) e iii) sao independentes dos demais, 0 mesmo valendo
para o passo ii) e para o passo iv). Controlando a freqiiencia relativa do passo iv) em

relacio aos demais podem ser obtidas velocidades de difusdo diferentes.

6.3 Comportamento do Automato

Para o autémato celular descrito na seqao 6.2 foram encontrados dois regimes
fundamentais de funcionamento.

Em um regime, as concentragoes das espécies atingem um estado estacionario
apés um certo transiente. Observa-se tio somente flutuagbes nestas concentragoes, as
quais diminuem com o aumento do tamanho da rede. A distribuigdo das espécies na
rede nio apresenta qualquer padrio. Por concentragao de uma dada espécies entende-
se a razio entre o nimero total de sitios no estado correspondente € o niimero total de
sftios ocupados da rede. A concentragio da espécie relativa ao estado i serd denotada
por C..

No outro regime, as concentragdes das espécies apresentam um comporta-
mento manifestamente oscilatério, o qual se pode comprovar através da transformada
de Fourier das séries temporais obtidas. Além disto, a distribuigio dos estados na
rede mostra padroes espaciais, caracterizados por “ondas quimicas”.

A ocorréncia de um ou outro regime depende do conjunto de probabilidades
pi; escolhido. Mais adiante ser4 apresentado um esbogo de diagrama de transicio de
fase no espago de probabilidades p;;.

Como condicdes iniciais para o AC foram tomadas, salvo explicitamente
dito, condigdes aleatérias, isto é, uma distribuigio espacial aleatoria das espécies. De
fato, foram feitas diversas simulagGes com condigdes iniciais especiais, mas nenhuma
destas situagdes levou a um comportamento distinto, ou teve uma influéncia qualquer
no comportamento final do AC apds um certo periodo transiente.

Para ilustrar o comportamento do AC, na figura 6.2 estd apresentado o
comportamento do mesmo com L = 60 e p;2 = 0.7 em diferentes passos de tempo

ap6s um transiente de 1000 passos. As demais probabilidades empregadas foram
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P23 = p3q = Py = 0.1 e psy = 0.0001. O passo de tempo relativo a cada imagem e o
codigo de cores usado estio indicados na figura.

A evolugio temporal do AC pode ser estudada através de dados de concen-
tragio de uma espécie contra o tempo. Na figura 6.3(a) estd mostrada a evolugao de
C; com o tempo para o mesmo conjunto de probabilidades empregado ao se obter a
figura 6.2. Os dados foram obtidos apds um transiente de 2000 passos. O comporta-
mento oscilatdrio fica ainda mais evidenciado pelo espectro de poténcia mostrado na
figura 6.3(b).

Na figura 6.4(a) estd mostrada a evolugio temporal de C; para a probabili-
dade p;; = 0.1. As demais probabilidades sio as mesmas empregadas nas figuras 6.2 e
6.3. Neste caso, a concentracao do estado 2 flutua em torno de um valor estacionario,
o que fica ainda mais evidenciado no espectro de poténcia dos dados, apresentado na
figura 6.4(b).

Como ja foi dito no capitulo 1, as proteinas de transporte nao ocupam toda
a superficie das membranas, embora em alguns casos possam ocupar uma fracio
aprecidvel das mesmas. Desta forma, foi investigado o efeito da introdugio de sitios
vazios na rede do AC. Como se pode ver pelas figuras 6.5(a) e 6.5(b), a introdug¢io de
sitios tende evidentemente a diminuir a interagio entre os estados reagentes, levando
concomitantemente a uma diminuicao do efeito de oscilagio. Uma situacio a ser
considerada é a de aumentar a difusividade das espécies. Isto poderia levar a com-
portamentos interessantes no caso da introdugao de sitios vazios.

O aparecimento de oscilagbes no AC se mostrou, neste caso, acompanhado
do surgimento de padrdes espaciais. Estes padrdes se caracterizam pela existéncia de
ondas quimicas e pela aglomeragao espacial de bombas no mesmo estado. Para medir

esta aglomeragio é definido um parametro A;, o qual mede a aglomeragao dos sitios

Figura 6.2: Autémato Celular em diferentes passos de tempo. pya = 0.7, pza = pss =
pas = 0.1 e ps; = 0.0001. O cdédigo de cores e o passo de tempo correspondente a

cada imagem estdo indicados na figura. Pdginas seguintes.
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Figura 6.3: (a) Evolugio temporal da concentragdo do estado 2. piz = 0.7. Com
P23 = pas = pas = 0.1 e ps; = 0.0001. L = 100. Sem vazios. Transiente de 2000 passos

de tempo. (b) Transformada de Fourier da figura anterior.
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Figura 6.4: (a) Evolu¢io temporal da concentragao do estado 2 para p;; = 0.1. Com
P23 = Pas = pas = 0.1e p5; = 0.0001. L = 100. Sem vazios. Transiente de 2000 passos

de tempo. (b) Transformada de Fourier da figura anterior.
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Figura 6.5: Evolugio temporal de C; em um AC com (a) 20 % de sitios vazios. (b)

50 % de sitios vazios. Os demais parametros sdo os mesmos da figura 6.3.
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no estado 1 em um certo instante de tempo. Este parametro é definido pela seguinte
equagio :

A.-=d.-°—E

onde d; é a distancia média entre primeiros vizinhos da espécie 1 calculada em um
determinado passo de tempo do AC e df é o valor esperado para a distdncia entre
primeiros vizinhos no caso de uma distribuigao aleatéria para a mesma concentracio
da espécie ¢ no passo de tempo considerado. Os dados de d? para diferentes concen-
tracoes foram obtidos através de simulagdes nas quais apenas a etapa de difusdo para
o AC foi considerada. O valor de A; para cada conjunto de probabilidades é o valor
médio obtido durante uma certa quantidade de passos de tempo, apdés um periodo
transiente.

Na figura 6.6 estd mostrada a dependéncia de A; com a probabilidade p;.
As barras de erro ddo uma indicagao da vinculagao (neste caso) entre aglomeracao e
oscilagio. Assim, o aumento da aglomeracio estd associado ao inicio de oscilagoes,
as quais levam a uma maior dispersao nas medidas de aglomeracio.

Para os parimetros empregados na figura 6.6 o inicio de uma aglomeragio
marcante e de oscilagoes esta associado ao valor py; = 0.6. O periodo de oscilagio de,
aproximadamente, 40 passos de tempo por ciclo (ver figura 6.3) é quase independente
do valor de py2, quando p;2 é maior do que 0.6. Este periodo depende ligeiramente
de p.3, pas € Pys. Estas informagdes também podem ser obtidas por uma anélise dos
espectros de Fourier relativos as séries temporais. Com estas observagbes € possivel
esbocar um diagrama mostrando a regido de oscilagao-aglomeragao no espago das
probabilidades p12 X pzs (com pas = pss = paa). Este diagrama estd mostrado na
figura 6.7.

Os efeitos de tamanho de rede finito foram estudados através da medida
do desvio-padrao em torno da concentragio média durante a evolugao temporal do
sistema. Os dados para dois valores diferentes de py; estao mostrados na figura 6.8.
Neste grafico os valores de desvio-padrao (com as barras de erro correspondentes)

estao na ordenada e o inverso do tamanho linear da rede correspondente estao na
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Figura 6.6: Aglomeragio A, para diferentes valores da probabilidade p1;. p2s =
pag = pgs = 0.2 e ps; = 0.0001. L = 100. Sem vazios. Valor médio para 1000 passos
de tempo, apds 1000 passos de transiente.

abscissa.

O comportamento linear em ambos os casos indica um decaimento do tipo
1/v/N, onde N é o niimero de sitios da rede. Fste comportamento pode ser visto
como uma simples consequéncia do teorema central do limite. Para pi2 = 0.1 o
sistema apresenta comportamento oscilatério em redes finitas. Assim, o desvio-padrao
tendendo a zero no limite de uma rede infinita indica auséncia de oscilages globais
para redes suficientemente grandes. Em outras palavras, no limite termodinimico o
AC nao apresenta oscilagdes globais.

Neste ponto cabe ressaltar que, em redes de todos os tamanhos finitos in-
vestigados, subsistemas com um tamanho fixo qualquer apresentaram oscilagoes de
mesma amplitude e freqiiéncia. Esta é também a amplitude e freqiiéncia de uma
rede com o mesmo tamanho linear e condigdes de contorno periédicas. Juntamente
com a conclusio do paragrafo anterior, isto significa que, no limite termodinamico,

embora oscilagdes globais estejam ausentes, haverd oscilagdes locais em subsisternas
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Figura 6.7: Esbogo do diagrama de transi¢io para a regido de oscilagao-aglomeracao
no espaco de probabilidades pi12 X pas (pss = pss = p23)- A drea hachurada indica
a transicao da fase nao-oscilatéria para a fase oscilatéria. A linha tracejada indica a

transigao esperada para pequenos valores de pss.
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Figura 6.8: Desvio-padrao contra inverso do tamanho de rede para para os valores de
probabilidades p;; = 0.7 (linha tracejada) e p;2 = 0.1 (linha cheia) apés um perfodo

transiente de 1000 passos e evolugdo de 1000 passos de tempo.

de tamanho finito.

6.4 A Reacao Autocatalitica A+B—2A

A reacio autocatalitica A+B—2A, com difusio, em uma dimensio foi in-
vestigada através de simulacio computiacional.

Tal estudo foi motivado pelo papel central desempenhado pela reacio au-
tocatalitica nos modelos estudados anteriormente. Além disto, diversos trabalhos
publicados recentemente revelaram ser possivel em reagbes muito simples com di-
fusdo, observar comportamento diferente do esperado por um célculo de campo médio
[56, 65, 70, 81, 88], no caso presente, a solugio de uma equagio diferencial ordinéria.
Nestes modelos sdo investigados, usualmente, a evolugio assintética das espécies e,
em alguns casos, a distribuigio espacial das mesmas.

O modelo simulado é muito simples. Em uma rede unidimensional sao dis-
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Figura 6.9: Esquema do modelo para a reacio A + B — 2A

tribuidos aleatoriamente os estados A e B, deixando um niimero pré-definido de sitios
vazios. Em cada passo de tempo é sorteado um numero de sitios igual ao total de
sitios ocupados por A e B. Para cada sitio sorteado, é escolhido se o mesmo ird se
mover um sitio a direita ou um sitio a esquerda. Se o sitio escolhido estiver vazio
ocorre o movimento. Se o sitio escolhido estiver ocupado e se os dois sitios em questio
estiverem em estados diferentes, o sitio cujo estado é B passa para o estado A. Se
os dois sitios em questdo estiverem no mesmo estado nada acontece. O modelo esta
representado na figura 6.9.

Pela solugio de campo médio do sistema (solugio da equagio diferencial
associada) € esperada uma evolugio do tipo B = exp~*. Na figura 6.10 esti apre-
sentado o resultado da simulagdo numeérica. A simulagdo indica um comportamento

—g1/2

do tipo B = exp . Este resultado € coerente com estudos realizados sobre reagoes

semelhantes [81].

6.5 Discussao

O comportamento oscilatério das concentragoes das espécies observado para
o modelo 6.1 esta relacionado & aglomeracio das espécies e propagacao de frentes de

onda. A reagao autocatalitica A+E—2A é uma etapa fundamental no processo. De
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Figura 6.10: Evolugdo da concentragao da espécie B com o tempo.

fato, como discutido na secao 6.4, esta reagio, mesmo em uma dimensao, apresenta
aspectos nao triviais.

Para a ocorréncia de oscilagies o processo bdsico parece ser o da trans-
formagio do “mar” de sitios no estado 5 em uma mistura de estados 2, 3, 4 e 5 pela
propagagio de uma frente de onda no estado 1. O decaimento do estado 1 deixa um
rastro de estados 2, 3 e 4. Os encontros entre as diferentes frentes de onda extigiie
o processo de propagagao, com os sitios nos estados 2, 3 e 4 “blindando” a reacio
autocatalitica 1 +5 — 1+ 1.

A relagao entre as velocidade da reagio autocatalitica e do decaimento do
estado 1 e a eficiéncia da blindagem pelos estados 2, 3 e 4 podem explicar a de-
pendéncia do aparecimento de oscilagdes em relagio is probabilidades de transicio.
As oscilagbes surgem para uma transigio 1 — 2 suficientemente ripida, permitindo
a regeneracao de regides no estado 5. Por outro lado, embora a blindagem pelos es-
tados 2, 3 e 4 deva ser eficiente, para evitar o consumo continuo dos sitios no estado
5, o decaimento dos estados 2, 3 e 4 deve ser suficientemente rapido para permitir a

regeneragao de regides no estado 5.
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Outro aspecto essencial a ser observado é a auséncia de oscilagdes em um
modelo semelhante com trés estados. Para um modelo semelhante com trés estados
foi mostrado nio haver comportamento oscilatério, se a difusividade das espécies nao
for muito diferente [56). Para o modelo com quatro estados foi encontrado apenas
um regime oscilatério incipiente e mal definido em regides extremas do espago de
probabilidades. Isto reforca a idéia de que a passagem por um certo nimero de
estados deve ser essencial no processo.

Como foi visto no capitulo 4, o modelo de cinco estados com uma etapa
autocatalitica é o modelo minimo para o aparecimento de oscilagbes para sistemnas
com ciclo de reacdes, em se tratando de equagdes diferenciais. Neste caso, a relagdo
entre automatos celulares e equagdes diferenciais parece bem estreita, o que néo deixa
de ser surpreendente. Por outro lado, mesmo a simples reagio A+B—2A em uma di-
mens3o apresenta aspectos diferentes quando levada em conta a distribuicdo espacial.
Além disto, o AC mostra a formacio de estruturas espaciais e permite um melhor
entendimento do mecanismo subjacente ao fendmeno oscilatorio.

O fato de, no limite termodindmico, nao haver oscilagio global no AC, em-
bora relevante do ponto de vista da discussao geral em torno do problema, nao é
t3o significativo para sistemas de tamanho finito. Nos seres vivos, as membranas
de cada compartimento possuem, tipicamente, uma 3rea da ordem de grandeza do
pm?. Em sistemas com alta densidade de bombas o nimero das mesmas é da ordem
de 30.000/pm? [5]. Assim, torna-se relevante saber, para este tipo de sistema, que

resultados podem advir da dindmica de um nimero finito de unidades.
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Conclusoes

Nesta tese foram estudadas diversas propostas n3o-lineares para o trans-
porte ativo em biomembranas. A necessidade de se estudar tais modelos provém de
varias fontes. Dentre estas poderia ser destacada a incapacidade de sistemas lineares
em explicar alguns comportamentos encontrados experimentalmente ou de prover o
mecanismo de transporte com possibilidades importantes do ponto de vista biolégico,
tais como oscilagoes e auto-controle.

O resultado principal foi demonstrar a existéncia de comporta-
mento oscilatorio em modelos de reacao baseados no transporte ativo em
biomembranas.

O modelo mais simples apresentando tal comportamento se baseia em um
ciclo de transporte com cinco etapas acoplado a uma reagio autocatalitica. Foi de-
terminada toda a estrutura do conjunto de bifurcacio de Hopf para este modelo, isto
€, todo os pontos do espaco das constantes cinéticas para os quais o sistema passa a
apresentar oscilagoes.

Esquemas mais complexos foram estudados a partir de processos cuja e-
xisténcia em sistemas de transporte ativo possui uma forte motivagio experimental.
Estes processos foram a formagio de complexos das bombas transportadora com ou-
tras moléculas e a formagio de dimeros entre as bombas. Em tais condigdes, foi
mostrado o surgimento de comportamento oscilatério. Este fendmeno pode ser ob-
servado em um modelo reduzido com formagao de dimeros e complexos, usando um
conjunto de constantes cinéticas na mesma ordem de grandeza de constantes empre-

gadas em estudos experimentais por outros autores {2, 3]. A correspondéncia dos
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resultados para curvas de fluxo de fons por bomba versus concentragio de bombas
entre este modelo reduzido e resultados experimentais [52, 53] é, no minimo, sugestiva.

Embora a existéncia de oscilagbes autébnomas em sistemas de transporte
ativo ainda ndo tenha sido verificada experimentalmente, os resultadoes existentes
permitem supor que tal fendmeno seja possivel. De toda maneira, a existéncia de
oscilagoes em modelos simples para transporte ativo levanta a questao de saber em
que condigdes tais propostas poderiam modelar sistemas biolégicos experimentais ou
situagdes in vivo. Fica também a questao de saber em que condigdes estes modelos
poderiam ser uma alternativa a explicagbes tradicionais para fenémenos oscilatérios -
conhecidos.

As técnicas matemadticas aqui empregadas mostraram ser alternativas viaveis
para o tratamento analitico de equagdes diferenciais associadas a redes complexas de
reacdes quimicas. Além do valor operacional estas técnicas sho também tteis na
analise dos fenémenos. | | |

A partir da aplicagio da andlise de redes estequiométricas foi possivel de-
terminar em que sentido os modelos mais simples se encontram na origem do com-
portamento oscilatério de modelos mais complexos. Tal fato se baseia na existéncia
de correntes extremas dos sistemas mais simples cujas extensbes sio correntes ex-
tremas de modelos mais complexos. Esta foi a chave que permitiu estudar redes mais
completas.

Ap6s este estudo ficou claro o papel central desempenhado pela reagio au-
tocatalitica em todos estes processos, seja na forma direta, seja indiretamente, por
extensoes desta reagao, através da formagao de dimeros entre as bombas transporta-
doras.

Na tltima parte do trabalho o modelo com cinco etapas e uma reacio au-
tocatalitica voltou a ser estudado, sendo considerada agora a difusio das proteinas
transportadoras lateralmente na membrana. Para analisar o sistema foi usada a
técnica de modelagem via autématos celulares. Foi mostrada a existéncia de os-
cilagoes neste automato. Além disto o sistema apresentava a evolugao de “ondas

uimicas” e a formacio de estruturas espaciais, caracterizada por uma aglomeraca
k)
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de bombas no mesmo estado.

Estes resultados fornecem um mecanismo mais evidente para a ocorréncia
de oscilagbes. Pode ser presumido que outros automatos (simulando a formagio de
dimeros, por exemplo) possuirdo o mesmo comportamento em situagdes adequadas.
Finalmente, é clara a analogia possivel com processos conhecidos de evolugio de
“ondas quimicas” em biomembranas [67]

As possibilidades de continuagdo do trabalho sio muito grandes. Seja apli-
cando as técnicas e programas desenvolvidos em outras redes de reagio, seja apri-
morando 0s modelos e procurando uma aplicagao a sistemnas bioldgicos especificos.

Como caminho mais evidente esta a busca de uma melhor correlagio entre
um modelo com formacio de dimeros e complexos e 03 resultados experimentais.
Para isto seria necessario, entre outras coisas, encontrar o conjunto mais adequado
de constantes cinéticas e uma defini¢io melhor dos mecanismos envolvidos.

Do lado dos autdmatos, como jé foi dito, é de se esperar a ocorréncia dos
mesmos fenémenos aqui encontrados no AC para uma rede de mondémeros quando for

considerado um AC com formagio de dimeros.
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Apéndice

a)

P(bc,de) = c*dPe+ Ed + e + c*de? + Ade? + ede? + 22 d%e? + dPe? + cde® +
ce® + e + de® + 2ede® + Pde® + de® + cdPe® + VP (Pd + cd® +Pe+
%de + d%e + € + ce® + de?) + B(cPd + 2¢3d* + of® + c®e — cde + 4cPde +
ded?e + e + ce? + 2c%€? + de® + dede® + 2d%e? + €2 + ce® + de®) +
W(APd?? + & — c*de + 2c%de — cd’e + 4c?dPe + 2cd®e + %€ +
e + ede? + APde? + dPe? + dedPe® + de? + € + 2¢e® + e +
2de® 4 2cde® + d%e®)

b)

P(b,d,e,r) = b¥(rPd+r®d +rle+r’)+
b(rd® 4 2r&* + r3d® + 2rde + 4r’de + 2rde + re* +
2r2e? + r2e?) 4 b (rd® + r2d® — rde — rlde + d’e + drd’e + 4r’dPe +
ri*d? + €2 + re? 4+ r%e? + rie? + de? + drde® + 4rfde® + r3de® +
red + r2e3) + b*(—(rd%) + &% + 2rd’e + r’dPe + de? + rde? + ride® +
o2d%e? + drd?e? + Wid%? + € + 2re® + re® + ded + 2rded 4 ride®) +
b(d?? + rd?e? + £e? + rd®? + € + re® + 2de® + 2rde® +
d?e® + rd?e®) + d?e* + de® + d%e®
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<)

b®.P(b,d,e,k) = bd%e+ €+ de?) + bP(hd? + 2hde + e + he® + de? + 2d%e* +
€2 + de®) + b*(h%d + hd® + h%e — hde + 4hd®e + he? + 4hde® + dPe? +
de® + € + he® + 2de® + d*e®) +
b(2h%d? + 4h?*de — hd*e + 2hd’e +
2h2e? + hde? + 4hd?e? + dPe? + 2he® + de® + 2hde® + &%) +
b?(h3d + h2d® + ke — hide + 4Ah2dPe + h2e? + 4h2de? + hd?e? +
hdPe? + he® + h%e® + 2hde® + hd*e?) +
b(h3d? + 2h3de + h?d + h3e? + h2de? + 2h2d%e? + h?e® + hde®) +
Bd%e + h?e? + hide?

d)
P = 888 + 24b5¢ + 24b%? — 3b%c + 8b%e® + 10b3e? 4 9b62%€3 + 3be3
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