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RESUMO

O método de Galerkin se revela estavel na resolucao das equacCes
da elasticidade dos materiais compressiveis, usando o elemento de Taylor-
Hood: Q2 para os deslocamentos e Q1 para a pressao.

Depois de apresentar os principios da implementacdo deste
problema a partir de uma formulacdo variacional simples, em {u,p), destas
equacdes, nds propomos uma formulacao mais geral, incluindo a primeira.

Esta segunda formulacaoc permite de resolver o problema para a
pressdo hidrostatica, assim que para © pardmetro de pressac definido na
primeira.

Os testes numéricos mostram que, porém tenha um problema de
definicdo das formulacdes variacionais (para certos valores de pardmetros
dos quais elas dependem), o método empregado converge para 0s €asos

fisicamente possiveis.
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1. INTRODUCAO

O problema de Stokes ja foi bastante estudado na literatura (cf. ref.
(7) por ex.).

Todavia, este problema impde uma restricao: o material estudado €
incompressivel. E interessante, portanto, introduzir uma formulagao
dependendo de um pardmetro A de compressibilidade. Claramenté, ela tem
que coincidir com o problema de Stokes para corpos incompressiveis. Uma
tal formulacdo ja foi apresentada na literatura (ref. (1) p. ex.).

Depois de sua apresentacdo detalhada, nés desenvolvemos o seu

principio variacional que pode ser escrito da forma:

achar {u,p) eV x W tal que

a{u,v) + blv,p} = f(v} VveV
b(u,q)+cip,g) =0 Yge W

A diferenca entre esta formulacdo e o problema de Stokes ja
conhecido vem do termo ¢ (p,q). Ele nos impede de usar o teorema de Brezzi
para verificar a existéncia de uma solucéo {u,p) dnica.

Nés empregamos entdo o teorema mais geral de Lax-Milgram que
revela que ndo podemos afirmar que esta solugdo existe, nem que ela é
Unica, para materiais muito compressiveis ou, de maneira equivalente,

quando A tende em direcdo de zero.



Todavia, a implementacdo desta formulacaoc pelo método de
Galerkin conduz a resuitados numéricos estdveis para as interpolacdes de u e
p, usando o elemento de Taylor-Hood, Q2-Q1, com 0 < A < + oo,

Esta formulacdo nao nos permite resolver o problema para A = 0.
Nos propomos, portanto, uma formulagdo variacional alternativa do mesmo
problema. Ela é baseada na separacdo do tensor de tensdes, e introduz um
novo parametro B. Para [ = 1, as duas formulacGes sdo iguais. Para B = O,
as varidveis da segunda sdo os deslocamentos e a pressdc hidrostatica, ppig-

Os resultados numéricos da implementacdo pelo método de
Galerkin dessa formulacde dao interpclacoes estaveis de u e ppjg, ¢ NOVO

parametro de pressdo, com o eiemento Q2-Q1.



2. 12 FORMULACAO FORTE DO PROBLEMA

2.1. Formulacdo Forte (ref. (1}, (2}, (3))

Consideramos um sdlido homogéneo, isotropico, linearmente
elastico. Ele ocupa a regido @, de fronteira T, do espaco R™, ngg = 2
(ngg = 2 ou 3} sendo o numero de dimensdes do espago. Esse corpo ¢
submetido a um campo estatico de forcas de volume f.

Vamos supor (por simplicidade} que o0s deslocamentos sao

prescritos iguais a zero sobre I' {problema homogéneo de Dirichlet).

Sejam:

u=u;, i=1,.. Ngq 0 campo dos deslocamentos;
e=gj i) =1, .. Ng, O tensor das deformacoes;
g=0; I,j =1, ..., nNg, O tensor das tensoes;

p. 0 parametro de presséo.

os dados do problema incluem:

f=1",i=1,.. ngem Qo campo de for¢cas de volume

u=20 sobre I', as condi¢cdes de contorno.

Temos entdo as seguintes relagdes entre os diferentes campos:



» as equacOes deslocacdo-deformagao:

g(u): = ;_( Vu+ Vi w para pequenas deformacoes
1
& E’ij (u) : = E( Ui,j + uj,i} em

« a5 equacoes constitutivas {lei de Hooke generalizada): (ref. (4))

¢ =E¢ {(2.1.1)
& Gij = Eijkl £y em Q
onde E = { Eyy)) € o tensor dos coeficientes elasticos.

Ele verifica as propriedades de simeftria:

ikl = B simetria maior
i — Ejik . '

simetrias menores
ik = Eiik

E é positivo-definido:

Eijia () Wi Wi 2 0
Eijlg 00 W g =0 = v =0
¥ x e ﬁ, A \]J’U = le

No caso presente de corpo isotrdpico homogéneo, temos:
Eijkt () = Ejjig = 1 {0 O + & Jji) + A &5 O

(2.1.1}) é entdo equivalente a:



6 =21Le(u) + Adivu.1 (2.1.2)

A e 1 sendo os coeficientes de Lamé (constantes dependendo do
material).

L é chamado moduio de rigidez.
« as equacoOes de equilibrio:

-dive = f (Z2.1.3)

& o+ f =0

» as equacles constitutivas para a pressao

divu + 2 =0 (2.1.4)

= Ui +

> {T

Nota: Nas férmulas precedentes, os indices vao de 1 a ngy, € a

convencgao de somacao de Einstein é usada.

(2.1.2) e {2.1.4) dao:

¢ =2pe(u-p1

gue combinada com (2.1.3) da:

-div (Zpe{u)) + divip1) = f

Finalmente, nossa 1° formulacdo forte do problema é:



(F1)
Dada f: Q — R™

achar u: Q — R™

p: QIR
tais que:
—divi2pefu)} +divip. 1) =1 (2.1.5)
divuﬁ—ip:O (2.1.6)
e
uix) =0 ¥ xel (2.1.7)

Notas:

« Nessa formulacdo, u e p sdo as duas variaveis dependentes, A e
IL dois pardmetros.

« Com as nossas condicbes de contorno (cofrespondentes ao
problema de Dirichlet homogéneo), a pressido é determinada a

menos de uma constante aditiva.

2.2. Argumentacdo Sobre os Valores dos Parametros (ref. (4), (5))

Consideracdes termodinamicas sobre a positividade da energia livre
de um corpo deformado conduzem a positividade de y, mdédulo de rigidez, e

de x, modulo de compressio (ref. (5)). Ou sejs,

>0

K >0



A relacido entre x e os coeficientes de Lamé é dada por:

Por outro lado, o estudo da extensao simples de uma barra nos

leva a relac@o seguinte para o médulo de Young E (ref. 4):

. 9xy
T Bkt

Evidentemente, E > O

Temos também:

E.v
?"(1 + V)(1-2v)

v sendo o coeficiente de Poisson, tal que:

I
-1 fvs 4
2
Portanto, A € v tem o mesmo sinal.
Mas, um solido com um coeficiente de Poisson negativo se

expandiria transversalmente quando estirado longitudinalmente. Portanto

v 20 e em conclusao:



ouseja, Ae [ 0, + oof.

Nos ja vimos que u > 0. De fato, é possivel, para qualgquer valor
de n € ] 0, =, de levar o estudo do nosso problema (parametrisado por U &
A) ao estudo do problema normalizado a i = I:

Com efeito, definindo:

- ag
“:——:1
I
- p
b= =
I
u=u
f=1
L
B
A A

(F1) é equivalente a:

achar u, p tais que:

~div(2ne(u)) + divip. D =F

— ’I*
A

uix) =0 Vxel



formulacao cujo parametro relevante é

> =

1
A
Nota: Atencdo, esta normalizacao ndo é adimensionail.

Em seguida, vamos portanto considerar o parametro | fixo, e mais
particularmente, L = 1.

Assim, nossa formulacdo (F1) € vélida tao bem para um
comportamento compressivel do corpo em questdo quanto incompressivel:

Quando temos

1
V= —
2
= A > oo
= K > o

{2.1.8) se torna a condicdo cinemética de incompressibilidade.

divu =0
e nossa pressido, p = - A div u, é igual & pressdo hidrostatica
_ tro
Pha =~ n

sd

= —(7& + EJdivu
nsd

0 nosso problema torna-se entdo o problema de Stokes.



10

1 : e .o
Quando v < > ou seja, A é finito, p e ppjg s@o diferentes, de um

termo A . div u.
Msd

0 maximo de compressibilidade ocorre quando v = 0, A = O.

Mas, claramente, a formulacado (F1) do nosso problema nao é entao definida.
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3. FORMULACAO VARIACIONAL CORRESPONDENTE A (F1)

3.1.

com.

Teorema de Brezzi, Teorema de Lax-Milgram

Lembramos primeiro o resultado seguinte bem conhecido (ref. (6},

Seja a formulacdo mista seguinte:

Dadaf e V¥ e g € W*, achar {(u,p) € VxW tal que:

(M) alu,v)+blv,p) = fv} VveV
b(u, g} = alg) Vge W

V, W: espacos de Hilbert reais

V* W*: os duais deles
a: VxV — IR

formas bilineares continuas
b: VxW — IR}

f, g funcionais lineares dadas dos duais de V e W,

respectivamente

HHV ‘norma emV

“”W ‘normaem W

Entdo, temos o teorema de Brezzi sobre a existéncia e unicidade de

uma solucio de M: (ref. (7))
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Teorema de Brezzi:
Se

B-1 {Continuidade de a e b)
40<C,,C,<ee tais que

awvi<cful, b,  Vuvev
b, al<C,ful, Jd,  Vuev  Vaew

e as condicBes de estabilidade:

com

B-2 (K - elipticidade de a)

Jo>0 talque
Yve K

2
v

v

|a(v,v)|za\

={veV/blv,a1=0 Vgew}

B-3 {Condicdo de Babus ka-Brezzi)

16=>0 talque

biv,a)
Sep v

>Blo],  Vasw

v

Entdo (M)} tem uma solucéo unica (U, p} e VxW

Este teorema é uma conseqldéncia do teorema mais geral:

{ref. (6})
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Teorema generalizado de Lax-Milgram:
Sejam H e G espacos de Hilbert reais e seja B(.,.} uma forma
bilinear sobre HxG verificando as propriedades seguintes:

L-1
(.,.) é continua:
3M>0  talque  [Blu, v} < Mlul, v,

YueH Vveg@

com Mo IHl as normas sobre H e G respectivamente.
L-2
{.,.)écoerciva:
Ja>0 talque inf sup Bu,v)|>o>0
[l =1 ||V'G =1
L-3
YVv#0 G,
suP‘B(u,v)’>O
Entao:

Jlu *¢H talque B{u*v)=F{v} Vve G
Notas:
« SeH = G e B(,.) ésimétrica, as condicdes L-2 e L-3 podem ser

substituidas por:

L-2'
Ja>0 talque B{u,u) 20‘””":

« Ngés chamaremos esse Ultimo teorema de L.M.
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A conexdo entre os dois teoremas se faz da seguinte maneira:

e Introduzindo a farma bilinear B(.,.):

(VW) x{VxW)— IR
{{u,p), (v, gl =alu,v)+blv,p)+blu,q

e a forma linear:

VxW — IR
(v,gl=f{v)+gla)

entao, {MV) escreve-se:

Achar (u,p)e VW talque
((u,p),(v,ql)=F(v,q) V(v,q)e VxW

» A norma sobre VxW é dada por:

=|v

ftv.a e,

VxW

Aplicando o teorema de L.M. a essa formulagdo, e B(.,.) sendo
simétrica, as condigbes L-2 e L-3 reduzem-se 3 condi¢do L-2 que nesse caso

formula-se: (ref. 6)

Ja>0 talque
alu,v) +b(v,p) +blu, q)|

L AL

Viu,ple VxW
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Assim, o teorema de Brezzi pode ser mostrado a partir do teorema

de Lax-Milgram.

Em particular, a(.,.) e b{.,.) sendo continuas, temos a desigualdade

(3.1.1} se elas satisfacam as condicdes B-2 e B-3 do teorema de Brezzi.

3.2. Formulacdo Variacional e Fungdes Admissiveis

Voltamos agora ao nosso problema.

A formulacdo variacional de (F1) é obtida multiplicando (2.1.5) por
uma funcio peso v tal que v =0sobrel” e integrando por partes sobre Q, e,
da mesma maneira, multiplicando (2.1.6) por uma fungdo peso g e integrando

sabre Q :

[(2.1.8) v dQ:

[~ div(2pne(u)).vdQ+ [divip.1).vdQ=[fvdQ
O Q Q

& [ 2pe(u).e(v)dQ-[p.divvdQ=[f.vdQ (3.2.1)
Q 192 Q

[(2.1.6).qdQ:

9]

~ fdivu.qdQ—(1/A) [p.qdQ=0 (3.2.2)
£ Q

» Espacos de funcoes admissiveis: (ref. (6)}
Observando os integrantes das equacdes (3.2.1) e (3.2.2), e
lembrando-se as condicdes de contorno (2.1.7), os espacos de funcoes

admissiveis sao 0s seguintes:
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p,ge W=L,(Q) /IR (pressdo definida a menos uma constante

aditiva).
uv e V={VE(H1 (Q))”“’ /v=0 sobre r}
=(H ()"
com
Lo (Q):  espaco das fungdes de quadrado integravel definidas em
Q..
H1(Q}: espaco de Sobolev das funcOes de valores e derivadas de

quadrado - integrdvel, em £,

Q) espago de Sobolev das fun¢@es iguais a zero sobre I

Assim, a formulacgdo variacional correspondente a (F1) é:

(V1)

achar (u,p) € VxW tal que

2u(e(u),e(v) —~(divv,p)=(f,v) VveV
—(divu,q)—%(p,q):o vqe W

(.,.) sendo usado para o apropriado L, - produto escalar.
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Notas:

. (s(u},s(v})zjtr[ET(u) .a(v}]dﬂ

« A formulagao (V1) & simétrica.
3.3. Analise da Formulacdo Variacional

Usando as notacdes seguintes:

2u (e{u},elv))=alu,v)

—(diVVrp} =b(Vrp)
(f,v) =f{v)
—%(p,q) =c{p,q)

(V1) escreve-se:

achar {u,p) € VxW tal que

a{u,v}+b(v,p) =f{v) Vve V
b{u,q)+ci(p,g)=0 Vge W

Nota: Claramente, a diferenca entre este problema e o problema

(M) mencionado no paragrafo 3.1 vem do termo c{p.ql.

Introduzimos a forma bilinear, B{.,.}:

(VW) x{VXW)—IR
((u,p),{v, gt =alu,v}+b(v,p) +blu, g} +clp,a)

e a forma linear F(.}:
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F:V—=IR
Flv) = f(v)

(V1) escreve-se:

Achar {(u,p) € VxW tal que
B{(u,p), (v,q)) = Flv) ¥ (v,q) € VxW

Assim, a condigdo L-2 do teorema de L.M. é:

do>0 talque

la(u,v)+b{v,p) +b(u,q)+clp,q)

o, +lol, ) 120

M, +1d,
v (u,p) e VxW
J& sabemos que se al.,.) e b{.,.) satisfazem as condicdes (B-2) e

(B-3) do teorema de Brezzi, temos (3.1.1}).

Ora,
su |a{u,v) +b(v,p)+b{u,q) +clp,q)
Wi?f}.céu}#)éw HV”v + Hq”vv
a(u,v)+b{v,p}+b(u,q)
su >o(ful +[p..)
. (Vf?:],s);f)w “VHVJ'_HC{HW H Hv H “W

lc(p, )
0,

Uma condicdo sobre ¢f.,.) para ter (3.3.2) é portanto:
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,a)|

dy>0 talque su ‘C(p > ” H Vpe W
Y q qEW— 0) “q“ —Y p W p

)

Nesse caso:

alu,v)+bl{v,p)+blu, gl +clp,.at| 1
" > Ha(ll, +J, ) el

{v.gleVxW v + ”
v.q)#0 v 19

e (3.3.2) é verificada.

Podemos agora fazer uma lista das condigcOes que tém que verificar
as formas a(.,.), b(.,.), cl.,.) e B(.,.) de nosso problema para poder aplicar o
teorema de L.M. e assim argumentar sobre a existéncia de uma unica
solucao:

C-1 continuidade de B(.,.):

W tataue [Bttw.p1.tv o <waful o} {Iv| o
V{u,p),{v,qle VxW

C-2 K - elipticidade de a(.,.):
da>0 talque |a(v,v)‘2oc”v”i Vve K

—{ve V/blv,q)=0  VqeW]

C-3 condicao de Babuska-Brezzi:
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ip>0 talque

b{v,q)
Sup ‘ ® lZB"C‘Hw vaqe W

C-4 condicdo sobre cf.,.):

dy>0 talque

ctp,a)
eS\.bI— o}
1l

2tpl,  veew

Vamos, portanto, verificar estas propriedades.

1) Temos as desigualdades seguintes: (ref. (7))

o sww=fon e et <o,

b) ‘b(v,p)‘: (divv,p)LS\E V||, [P}
o) [ete.a|-| oo

Portanto,
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B{u,p), (v, q)| <[atu,v)/+o(v, p)|+ by, )|+ |c(p. a)

< 2ulo] o+ o ol

1
ul |al+5: el

gmax[zu,@,%J.(‘v1\+\;q11).(||u(|+Hp\|)

wlwal,, up

VW

com

2) Desigualdade de Korn: (ref. 7)

3C(Q) talque [e(v)|2C(Q) ],

=3C(Q) talque (e(v),elv))>C*(@) v Vvev

que prova C-2 com o = 21 C3HQ)V v e Ve portanto Vv e K,
3) Para provar a condicdo de Babuska-Brezzi, vamos fazer a

hipdtese seguinte: (ref. (7))

Vqel,(Q)/IR,3ve V talque
deZq
L5Cfd

v

entao,



bv,al vl o 1

5 M. rw ‘_H' e dl
Vgel, (£} /1R
que implica C-3 com B = 16
4)
clo,a) 1 (p,a)]
i ) o]~ o 1) nld

Vemos entdo que as constantes das inigualdades pedidas C-1 e C-2

dependem de A em % Claramente, A > 07 = M, vy — +eo.

Em particular, a condicdo sobre a continuidade de B(.,.}, coloca em

evidéncia o problema de estabilidade que pode ccorrer nesse caso.
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4. FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS
4.1. Formulacdo de Galerkin

O primeiro passo da formulagao em elementos finitos do nosso
problema variacional continuo é discretizar os espacos de fungoes V e W (de
dimensao infinita}) em espagos de dimensao finita: V, <V e W, < W.

Assim, a formulacéo de Galerkin do nosso probiema escreve-se

(G1)
ada f,achar({u,,p, )€ V,xW,_ talque:

2i(elu, ), elv, )} —{divv, p ) =(fv) Vv, eV,

. 1
—(d!VUh,qh}"X(ph.qh):O \v,qh EVvh

ou ainda:

Dada f, achar {un.pp} € VpxW,,  tal que:

afu,,v.)+blv,,p, ) =f(v,) Vv, eV,
b(uh'qh)+c(phJQh):O th EWh

com as mesmas notactes do capitulto anterior.
Esta nova formulacdo tem que ser vista como dando uma solucdo

aproximada (up,pp) do nosso problema variacional.
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Vamos estender agora a nossa condicdo de contorno u = 0 sobre
I" a condicdo mais geral u = g sobre I' (condicdo de Dirichlet nao
homogénea).

Assim, supomos que o0s elementos v, de V satisfazem
aproximativamente v, = O sobre I e que portanto os deslocamentos up, que
estamos procurando, podem Ser escritos como up, = wp + g Com wp € Ve
gp resultando da aproximacao da condicdo de contorno u = g sobre I

(G1) se torna entao

dadas f : Q —IR™

g: [ —IR™
achar
up = wh + gn, Wp € Vy
Ph e Wy
tais que:
alwy, vi,) + blvy, py) = flvy) - alg,, vy Vv, € Vi
b{wy, an) + (P, an) = - blgh, ap) Y qp € W

Nota: Claramente, as funcOes u, procuradas agora tem que
satisfazer as mesmas condicdes de integrabilidade que

precedentemente.

4.2. Discretizacdo de £; Nos

Precisamos, para continuar, definir mais explicitamente o0s
conjuntos Vi, e Wy dividimos primeiro o nosso dominio 2 em ng

elementos Q& , e = 1, ..., ng, Ndo se sobrepondo.
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No caso bi-dimensional, esse elementos podem ser tridngulos e

quadrildteros, e para ngg > 2, suas generalizagoes.

o=
e=1
a-() Q°

Figura 4.2.1

As funcdes formando as bases dos espacos finitos Vi e Wy sao
construidas a partir de "nés”. Esses naés podem existir em qualquer lugar do
dominio ©, mas aparecem mais freqlentemente nos vértices dos elementos e
nas fronteiras interelemento.

Assim, temos dois conjuntos finitos de nds:

- O conjunto dos nos de pressdo, a partir do gual nés vamos
construir Wy.  Chamamos o conjunto dos numeros globais
associados aos nés N = {1,2,...,ﬁnp}, ﬁnp sendo o numero dos
nds para a pressao.

- O conjunto dos nds dos deslocamentos, a partir do qual Vy, vai

ser formado.
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n = {1,2,...,nnp} é o conjunto dos ndmeros globais desses nos,
e N, O seu numero. Entre esses nds, podemos distingdir
particularmente aqueles submetidos a condigdo de contorno
ul = g.  Os seus numeros formam o conjunto mMg, € ©
complemento de g em T, anotado Mg , € entac o conjunto dos

numeros associados aos nds aos quais temos que determinar uh,

Notas:

Nenhuma condicdo € prescrita em relagcao a pressao. Ou sgja, ph
tem que ser determinada para todos os nés cujos NUMEros
pertencem a 1.

O termo de numero global de um né tem gque ser entendidc em
respeito a numeracdo dos nds sobre £, o dominio inteiro.
Praticamente, um né de pressac pode ser também um nd de
deslocacio, mas nac necessariamente, e, de qualquer maneira,
eles seriam tratados nesse caso como dois nds diferentes, um

cujo nUmero pertence a T & 0 outro a m.

4.3. Forma Matricial do Problema, Ponto de Vista Global

Podemos agora definir com precisdc 08 nossos espacos Vy e Wy

W, é o espaco de todas as combinac¢bes lineares de funcoes

dadas, Nx: Q— IR, Ae 7.

Assim, pp e W, =3 pa , A e 1 tais que

ph (x) = Nz (x) . pa vxe Q

ot
m
=N
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Ph {X) é a interpolagdo da pressao. NA & a funcdo de Interpolacao
da pressdo associada ao né de pressdo ndmero A,
Da mesma maneira, a funcdo peso da pressao pode ser escrita:

g x) = ¥ Nj (x).qz

Ac]

« Similarmente, podemos escrever que Vh é gerado pelas fungoes

Np : Q- IR Ac NNg:

w, eV, = 1d, Aen-mn, taisque
w, = 2 N.d,

AE'zkng

+ gy sendo definida como a interpolacdo nodal da funcao dada g a
partir das funcdes de interpolagdo de deslocamento associadas
aos nds situados sobre I, pode ser expressa:
gh = 2 Na 9a

Asn,

aa = 9i{xa) = g, §

Notas:
« as incognitas $a0:
Pi, A e 1 (a pressdo ao ng A)
da, A€ MMy (0 deslocamento ao né A aonde ela nao é

prescrita).
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« g}, é somente uma aproximagao de g.

Definimos a base candnica do espago euclideano no gual estamos

trabalhando:

{ei' i = 1, Cag nSd}
assim,

w, = w, e, (comaconvencdode somacdosobreosindicesi)

VVL = 22 DJA (jk

Aen—n,

= W, = 2 N, d, e

Aen-1,

da mesma maneira:

v, = > N,c,e,

Asn—n,

Substituindo essas igualdades nas expressfes envolvidas em (G-1):

divv, = 3 [ s aiNA}c;

=1 AsTT,
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alw,_,v, )= Zu(e(wh),e(vh))

=¥ v (e eeN,e)).d,.c

ij=1 A,BE)]—ng

=Y Y alN,e,Nye).d,.ci

i1 ABen-n

b(v,,p.) = —{divv,,p,)
:4"52“ 2 )y (aiNA,N;\)CiA-p;A

i=1  ABen-n, Aef

n

flv,)=(fv,) =3 Y I(fe,Ne)c,
iji=1 Aen—m,
—alg,,v,) = —2u(eg,),elv,))

n

=-2u% ¥ T (elN,e)elNe)). d,.cl

=1 Asng Ben-ng

> > a(NAei:NBe])-giA Cfa

Nay
=1 Aeng Ben-n,

LJ

b(w,,q,) = —{divw,,q,)

:_i‘ 2 2 (aiNAII’\U‘IA)diA-QE\

i=1  Aen-m, Asii

1 .

A Afei

1
ci{p,, a,) = fx(ph,qh) = -

-blg,,q,) = (divg,.q,)
:E 2 Z (aiNAr&A)giA'Q;\

=1 Asn, Aef

Assim, o sisterma de equacdes (G-1} é equivalente a:
(lembrando-se que a primeira equacio é valida para gqualquer V,, ¢ a

segunda para qualguer Q)
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a
2

Y alN,e,Ne,)d, -3 (9N,,K;)p;

1 Ben-ng Ben

i

Nsy

‘_; (Fe. Ne)-3 3 a(Ne,Ne) g,

= =1 Beny
Aen-mn,
i=1...,n,
¥ 3 (0N Rl -3 (NG p
=1 Ben-m, Beit
2 2 (aj BINA)QJB
J=1Ben,
Ae 7
Claramente, esse sistema & lingar nas incégnitas

d,,p;.Ben—-m,j=1..n,Be.

Ele pode ser escrito da seguinte forma matricial:

o )=

K vem do termo a {wp, vy} em (G-1)
G vem do termo - (div vp,pp) em (G-1)

GT vem do termo - (div wy,qp) em (G-1)

M vem do termao - % (pr.an) em (G-1)

F vemn do termo (f,vy) - a (g, vy} em (G-1)

H vem do termo - (div gy.qp) em (G-1)
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Introduzindo © esguema seguinte para a numeracao giobal das

equacOes para as deslocacdes:

P se Aen—n
D (i, A) = :
0 se Aen,

onde
i & o numero de grau de liberdade (no nosso caso, 0 numero da
componente)
A o numero global do n¢ de deslocacao

P o numero global da equacao para as deslocacdes

podemos escrever com

= D (i, A)
Q =1D{(),B)
= (Kpg )
po = alN,e, Nye )
G =1(Gy)
Gp = — (N, N;)
d = {dy)
d, = di
= (Fp)

. = (fN,e)- Y 3 alN,e, Nge,) gl

Beny, =1

G' ={G,,)
= (Mj )
1 o =~
=~ NG
P :(pg)
= (H;)

;=2 Y (9NN gl

Ben, =1
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Notas:

« K é simétrica, definida positiva, assim ¢ M, exceto para A — oo

(M = 0).
Portanto, a formulacao matricial também € simétrica.
. KPQ = d (NAGEJ NBei)
= {e"(Ne,)De(Ne,}dQ
Q

= eiTleB;DBB dQ} e

com, para ngy =2:
200

=ul0 20
001

N NA,1

A2

e para ngq = 3:
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2
2
2
_— 1
1
1

N,, O O

0O N, O
o 0o N,
g O NA,3 A2
N,, O N,

NA2 NA,1 O

4.4. Ponto de Vista do Elemento

As matrizes globais - K, G, M, F, H - apresentada na sec¢ao
precedente sdo definidas, a partir do produto escalar, como integragoes sobre
€ de certas funcoes.

Assim, podemos decompor essas integrais em integrais sobre cada

elemento:

onde ng é o numero de elementos e (¢ o dominio de cada elemento e.

Assim, por exemplo:

=z Mo, M = (Mg )
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com

o @
m:
>

QOra, veremos no capitulo seguinte que as funcgdes de interpolacao
s30 construidas de maneira que elas sejam diferentes de zero SO nos

elementos contendo o nd associado a funcao considerada.

Portanto, por exemplo so vai ser diferente de zero se A e

° .
AB
pertencam ao elemento namero e.
Assim, de um ponto de vista numérico, € particularmente
interessante de construir as matrizes globais a partir de matrizes elementares,

de ordern menor, e cujos elementos sao em geral diferentes de zero.

Nos notamos esta construgao de maneira seguinte:

S A(K), G=Alg) , M= A (m°)
e=1 e=1 e=1

F=AI(F), H=A(h)

A sendo o "operador de montagem”™ gue soma elemento por
elemento as contribuicdes elementares nas locactes apropriadas das matrizes

globais.

k* = (k%) , g =(g5), m" =(m5), f* = (), h° =(h)

k. =e | [B°DB:dQ e

pa i
e

9 =~ JNZ@ N: dQ

me, = -~ [Re R dQ
A
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fo o= [N dQ-Yk, o
0 =1

q

nL‘C
o e
h" 2 gq;} gq
g=1
Sp’qS'nee: en sd;p: sd(a_1)+|’q:nsd (b_‘l}+J
<ij<n, ; 1<ab<n, ; 1<3,bsh,
Ne, = numero de nos de deslocamento num eiemento.
Nen = NUmero de nés de pressdo num elemento.
p,q = numeros locais de equacéo de desiocamento.

g
a,b = numeros locais de nd de deslocamento.
é,B = numeros de né {e de equacao) de pressao.
N, = funcdo de interpolagdo associada ao né de deslocamento
numero a, do elemento e.
Na = funcao de interpolacdo associada ao nd de pressdo ndimero a,

do elemento e.
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5. 22 FORMULACAO DO PROBLEMA

5.1. Separacdo de ¢, Formulacdo Forte

Apresentamos agora uma formulacao alternativa do nosso
problema (2.1.F1), introduzindo um novo parametro B permitindo, em
particular, de resolver o problema para A =0.

Esta formulacdc se baseia na separacao de ¢ em duas partes.

Podemos escrever:

c =2ue{u)+Adivu
=20 A(u)-TT1

com

A(u):e(u)+Mdivu.I:D(u}+-ﬁ—.divu.I

nsd nsd

n——{z““"m”nw}divu
N

ad

B=0 sendo um pardmetro.

1
D{u)=€{u}——divu,1 é o tensor das deformacdes de trago zerc:
”'.»'J
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trD(uL:UWEun)——l—qutrH)

nsd
=tr(e(u)) —divu
=divu —-divu
=0

Notas:

B=0 = Af{u) = D(u}

o 2hEngg oo
Ned

- K divu

= Phid

p,.; sendo a pressio hidrostatica.

2}
B=1 = Aflu)=¢e{u) e TII =-Adivu.

e voltamos ao problema inicial {(2.1.F1)
Claramente, esta separacao & so somar

£divu 1 a Di{u)

N

sd

e subtrair esse mesmo termo a ppyg (que € equivalente a somar pela

convencio de signo da pressao):
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A(u):D(u)+—B—divu

sd

H:phid+-B—~divu
n

sd

Alids, pegando o traco de cada parte da decomposicao de o,

temaos:

trG:tr{ZuA(u)}Hr{—l—[ I}
= 2uBdivu+(2u(1-B)+An,, ) divu
=(2u+An).divu

=n_ K divu

a definicdo bem conhecida da pressdo hidrostatica.

H_—{K——z—ug}divu

nsd

||d .
-— s + —
:}{K ) }II leU'—fo

—divo=f

G—ZuA(u)ﬁﬂI}j_dgv(zuA(u)an =f
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Assim, com essas decomposicdes, podemos substituir a
formulacdo forte (2.1.F1} do nosso problema por:

(F2)

Dada f:Q —I[R™

achar B
u:Q —IR™
M:Q—IR
tais que
—divi2u A{u))+V [[=f (5.1.1
Ny )
_led e .
{KHSd_ZMB}Herwu {5.1.2)

ulx)=0 vVxel

u e [ sdo as duas varidveis e essa nova formulacao depende dos

trés parametros , «, p.
5.2. Formulacédo Variacional

A nova formulacdo variacional € obtida de maneira totalmente
analoga a primeira. Assim, multiplicando (b.1.2) por uma funcao peso q e

integrando sobre €2, nds obtemos:

nsd

L E— -0
K”sd—QMB} (]—[’q}

—(divu,q){

E, multiplicando (5.1.1) por uma fungdo peso v tal que v = O sobre

I" e integrando sobre £:
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Zu{(e(u),a(v))Jr[H(divu,divv)} ~ (I, divv) = (f,v)

nsd

A obtencao dos termos (f, v) e (I1, div v) dessa ultima igualdade é

trivial. Detalhamos aquela dos primeiros termos do lado esquerdo:

n

v. |- div(2n Aw)} = Zu{—vdiv(a(u)) + B—T.(—v).div(divu.l)}

sd

integrando sobre €, o primeiro termo da:

i

—[vdivie(u))dQ = — [ve, dQ
Q ¥
=[v,g, dQ {por integracdo por partas)
Q

il i

= jv“’n e, dQ  (por utilizagdo do Lema 1 abaixo}
0
= (e(v), e(w)

onde i, = 1, ..., Ngg.

A convencdo de Einstein foi usada, e o lema seguinte foi
empregado:

Lema 1:

Seja {t;) um tensor ndo simétrico e {s;) um tensor simétrico. Entao

tij Sij = t“j) Sije t(ij), sendo a parte simétrica de (ti}')I

[~v . div({divu. 1) dQ =[divvdivudQ

[9)

= (divv,divu)  (porpartes)
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Esse sistema é da mesma forma que aquele da formulacao (V1), A

sendo substituido por K e € por D.

Adotando as notagoes:

a(u,v) = 2u(D(u),D(v))

bip,v} = —(p,divV)
flv) = (fv)

1
cip,a) = _E(D'Q)

As equacdes (5.3.1), (5.3.2) escrevem-se:

alu,v)+bip,, v} = f{v)
b(qru)+C(phid'q) =0

Além do problema que poderia ocorrer para K muito pegueno
(todavia, K#0 conforme capitulo 2.2) uma nova dificuldade aparece nesse
gltimo caso:

al.,.) ndo e mais K-eliptica.

Com efeito:

D{u} = e(u)—idivu |

sd

:(D(u),D(u)) :(E(u),e(u))+i2(divu 1, divu I)ﬂ—g(s(u),divu l)

sd nsd

= (e(u), () andiquZ

sd

Ora, pela inigualdade de Friedrich: {ref. (9))
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3e>0/VueHy Q) |ul<c|divy|

2

=

2
u S(C-H)Hdivu

2 2
=l +
HI

‘divu

—3Jc'>0/Vue Hy (Q) 1 uf’

Mad

divu“S—c' 1
H

1

nsd

Portanto, a presenca do termo — Hdivu”2 em (D(u),D(u}) nos impede de

concluir & K-elipticidade de al.,.).

Nota:
~éanormasobreH' (Q) e H.Héanorma sobrel_, (Q)

H

v Hvqu”diva Y v e H{Q)

H‘_

5.4. Formulacdo em Elementos Finitos

A discretizacdo de Q, V e W ja foi explicada anteriormente.

Assim, a formulacdo de Galerkin desta 2° formulacéo é:

dada f, achar (uy, [I} € VxWy, tal que

ou(tetu, ) etv,))+ P = (divu,, divy,)
nsd
—(divv, I1,) = (f,v,) Vv, eV,
: nsd
(dlvuh'qh)_Knsd—ZHB(n“'qh)_O vq,e W,

A forma matricial escreve-se, para o problema de Dirichlet:
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) () o

vemdo termo: 2u((e(uh),E(Vh))

:2u[k—1](divuh,divvh)

ﬂd

G : —{divv,,I1,)

G’ . ~(divu,,q,)
-z

F (f,v,))

d é o vetor dos graus de liberdade nodais, incdégnitos, dos
deslocamentos; e IT o vetar de graus de liberdade nodais de presséao.

As definicdes das matrizes sao:
- AtC) G- Alg)
= AUr) M= A ()
F=Af)

A sendo o operador que soma as contribuicdes elementares nos

lugares certos das matrizes globais.

e e A L LA
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e T el e

ke, = e {[Ba DBbdQ}ej
ke

) - IN:,i Iﬁi dQ2

pb
Q°

re, = 2u[ﬁ_q [N, N,, dQ

nsd

me. = | ——— | INENZ dQ
ab (KnSd_ZMB}d[ a ‘b
£ = [N dQ

QC

Sp, qsnee = nen ”nsd

p=n_{a-T+i
q=ng,b-1+]

Nota: Como jd mencionado, a principal diferenca desta formulagao

com a primeira é o termo

{divu,_, divv,}

gue traz, na formulagdo matricial, a matriz R.
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6. RESULTADOS NUMERICOS

6.1. Funcées de Interpolacdo e Elementos: (ref. (8))

Vamos agora caracterizar com precisao as funcdes de interpolacao
e o tipo de elementos empregados nesse estudo.

As funcdes de interpolagdo, que sejam para a pressao ou para os
deslocamentos, sdo tipicamente polindmios. Np , respectivamente NA, e
diferente de zero s6 nos elementos que contém o no nudmero A,
respectivamente A. Assim, como jd mencionado no capitulo precedente, as
matrizes globais podem ser construidas a partir de matrizes elementares,
cada elemento tendo uma contribuicdo "localizada™ na tabela representando a
matriz global.

Ainda mais, nods pedimos que as fungfes de interpolacdo

satisfacam:

N, (X;)
N, (x,) =8,

1
()
B
m

(6.1.7)

Neste estudo, nds consideramos interpolagdes continuas da
pressdo e dos deslocamentos, ou seja, as fungbes de interpolacdo sao
continuas nas fronteiras interelementos. Assim, o salto das suas derivadas

as fronteiras é finito, e elas pertencem a H! {Q).
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O nosso estudo numérico se limita ao tipo de interpolacoes

seguintes, para ngg = 2: {cf. ref. T e 8)

« para a pressdo : interpolacao bilinear
NEE S ER TR ET I S s

(x1,x2) sendo as coordenadas de x e Q, o, i = 0, 1, 2, 3, sendo constantes
reais.

O elemento representativo é o quadrildtero definido pelos quatro
nos-veértices.

Em outros termos, a interpolacio para a pressao € de tipo Q1.

. para os deslocamentos: interpolagdo biquadratica

1 2y 1 2 1.2 w22
A X, XP) = g+ 00X+ 0,XT F o XX+ 0, (X)X

%OL5X1(X2)2+OL6(X1)2(X2)2

O elemento correspondente € o nove-nds elemento, e a

interpolacdo e do tipo Q2.

quadro-nds (1) - elemento bilinear nove-nos (Q2) - elemento biguadratico

Fig. 6.1.1.
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Notas:
» 0s o sdo determinados a partir das condi¢coes {6.1.1};

« as funcdes de interpolagdo sdo, de fato, produtos de polinomios

de Lagrange.

6.2. 1° Formulacao

Os testes numéricos foram efetuados considerando o problema
ramp cavity:

Q & um quadrado unitario (definido pelos pontos (0,0}, (1,0), (0,1},
(1,1) de IR2}. As condicBes de contorno para os deslocamentos sao
ul=1,u2 = 0parax? = 1(0 < x! < 1) eu = 0 sobre as outras fronteiras
(x1 = 0ex! =1, 0sx2<1;x2 =0,0<x!<1). Essas condigbes sdo
descontinuas nos pontos. Os detalhes de como ¢é tratada esta

descontinuidade sdo mostrados na figura 6.2.1.
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Fig. 6.2.1.

0 nosso quadrado unitdrio é dividido numa malha uniforme de 8x8

elementos quadrados.

Cada elemento tem 4 nos de pressao e 9 do deslocamento como

descrito na figura 6.2.2.
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e no de deslocacao

0 no de pressio

Fig. 6.2.2

As interpolacdes, como j& mencionado no capitulo precedente, sgo:

Q1 para a pressao

Q2 para os deslocamentos.

Esie elemento Q2-Q1 ¢é chamado de elemenio de Taylor-Hood.
Temos entdo um total de 289 nds para os deslocamentos e 81 para a
pressao.

L é fixado: n = 1,00 (cf. Cap. 2.2}.

Variando os valores de A, podemos observar o0s resultados
seguintes:

Como esperado, gquando A=0 o programa ndo d& nenhum
resultado {ele ndo consegue calcular).

0O método fica estavel para um grande ndmero de valores de A>0,
de A muito pequeno a A muito grande: 10-20; 10-10; 2.10°8; 10°7; 1075, 104;
2.103; 102; 2,10°2; 4.10°2; 5.102; 10-1; 1; 5; 10; 20; 50; 100; 2.108.

Para esses valores, 0 método da resultados "estaveis” para as
interpolacées de ul, u? e p.

Nota: Testes foram também realizados para valores de A

negativos e mostraram  resultados  instdveis  para

.1,0 £ A £ 0,5, para a interpolacdo de uZ, enquanto as
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interpolacdes de ul e p convergiam para todos o0s testes
efetuados.
Alguns testes sdo ilustrados em anexo, assim cCOmMo exemplo de

instabilidade.

6.3. Segunda Formulacéao

Para B = 1, a 2° formulagdo € igual a primeira e portanto nao pode
resolver o problema para (u, p) com A = 0. O interesse desta formulacao é
entao:
a) botar p = O e estudar a estabilidade da formulagdo para {(u, ppig)
em
A= 0;

b) botar A = O e estudar a estabilidade da formulacado para {u, p) na
vizinhanca de p = 1 {mas com B # 1).

Os testes numéricos foram realizados com o problema descrito no
paragrafo 6.2 {ramp- cavity, Q2-Q1, 64 elementos).

O método fica perfeitamente estdvel para A = 0, B = 0. Este
resultado é ilustrado em anexo. Assim, a implementacao de Galerkin da
formulacdo variacional em {u, pp;q) das equacdes da elasticidade € estavel.
Na vizinhanca de B = 1, para A = 0, 0o método fica estavel com f = 0,999 e
B = 1,001. Para B > 1, podemos observar uma mudanca do signo da

interpotacdo da pressado { em respeito a f < 1); vem da mudanca do signo
n
sd

de —————
K nsd _ZMB

emfB = 1{comngy = 2e p = 1) (cf. 5.1.2)

Nota: O computador utilizado para os testes numéricos & um

"Sparc Station 1+ servido por um "Sparc Server 390."
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7. CONCLUSAOQ

Uma formulagdo variacional das equacdes da elasticidade
dependendo de dois parametros A e [ foi apresentada nesse trabalho. Aé o
parametro de Lamé directamente ligado a compressibilidade do corpo
estudado. Quando P=1 os deslocamentos u e a pressdo p sdo as variaveis
do problema. Com B=0, as incdgnitas séo u e a pressdo hidrostatica. A
introducao desse parametro B permite resolver nosso problema para A€
[0,eo[, com a pressdo hydrostética quando B=0, e o pardmetro de pressao p
com B=1. A implementagédo desta formulagdo pelo método Galerkin, para
um elemento Q2-Q1 deu resultados numéricos estaveis.

O fato que o método de Galerkin desse uma resolugédo aceitavel é
interessante. Com efeito é o método mais facil de implementar e analisar, em
respeito a métodos envolvendo vérios termos de estabilidade e parametros.

Todavia, esse trabalho s& é um inicio: seria interessante, por
exemplio, de um ponto de vista matemadtico, entender porque o método da
instabilidades para A numa vizinhanca de -1. Poderiamos, também,
experimentar outras interpolacdes, de mesma ordem, por exemplo. Seria
interessante, também, estudar o efeito da variacdo de [ sobre as variaveis
interpoladas: quando eu resolver o problema com B = 1+¢, posso dizer que

a pressao interpolada é aproximativamente p?



(1)

(4)

(b)

(6)

(8)

(9)
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exemplo de instabilidade
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos
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elemento QQ2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

vetores deslocamento
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

vetores deslocamento
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

perfil de pressao
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

perfil de pressao
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

contornos de pressdo
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MAX GLOBAL :

elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos
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SEGUNDA FORMULAGAO

X



elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

vetores deslocamento
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

vetores deslocamento
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

vetores deslocamento
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

perfil de pressao
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 3x8 elementos

perfil de pressao
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elemento Q2/Q1, ramp cavity, malha regular, 8x8 elementos

contornos de pressao
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