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Resumo

Nesta tese estudam-se modelos de redes de neurdnios e outros sistemas dinamicos nao
-Iineares, analiticamente como também mediante simulagdes por computador.

No capitulo 1 fazemos um resumo da biologia do cérebro e de como, sendo um
sistema fisico, ele pode ser considerado e analisado como um sistema estatistico com
uma dinamica propria.

No capitulo 2 consideramos redes com diluigdo das sinapses. Estudamos o efeito
de cortar sinapses de forma simétrica e assimétrica em modelos de redes de neurénios
analdgicos. Encontramos que as propriedades de reconhecimento dos modelos sédo pouco
afetadas para graus de diluigéio razoavelmente elevados, de modo similar ao que acontece
em modelos discretos. No caso de diluicao assimétrica, simulagbes por computador
revelam uma fase cadtica na dinamica da rede.

No capitulo 3 estudamos a estabilidade das memorias numa familia de regras de
aprendizado hebbianas. Consideramos memodrias com superposigao nao nula e regras
assimétricas. Uma andlise sinal-ruido das memorias revela que, no limite de baixa
atividade, a regra étima é simétrica, enquanto que regras assimétricas sdo mais robustas,
para valores gerals da atividade.

No capitulo 4 apresentamos um estudo analitico das possibilidades de generalizagao
numa rede neuronal analégica. Encontramos que o sistema é capaz de reconhecer cate-
gorias, desde que seja apresentado um numero minimo de exemplos das mesmas.

No capitulo 5 estudamos, por meio de simulacdes , a interagéo entre a parabola
logistica e um autémato celular determinista. Encontramos uma dindmica que apresenta

uma forma de ruido ndo- trivial: bandas multiplas.
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Abstract

In the present thesis we study neural network models and other dynamical systems,
both analyvtically and by means of computer simulations.

In chapter 1 we make a review of the biology of the brain, and of how it can be
considered and analyzed as a statistical system with its own dynamics, taking into
account that it is a physical system.

In chapter 2 we consider networks with dilution of synapses. We study the effect
of symmetric as well as asymmetric dilution in models of analog neural networks. We
find that the retrieval properties of the models are mildly affected for relatively high
levels of dilution, similarly to what occurs in dicrete models. In the case of asymmetric
dilution, computer simulations reveal a chaotic phase in the dynamics of the network.

In chapter 3 we study the stability of the memories in a family of hebbian learning
rules. We consider memories with finite overlap and asymmetric rules. A signal-to-noise
analysis reveals that, in the limit of low activity, the optimal rule is a symmetric one.
However asymmetric rules are more robust for general values of the activity.

In chapter 4 we present an analytical study of the possibilities of generalization in
an analog neural network. We find that the system is capable of recognizing categories,
if a critical minimum number of examples of them are presented to the network.

In chapter 5 we study, by means of computer simulations, the interaction between the
logistic map and a deterministic celular automaton. We find a dynamics that presents

an unusual type of noise, namely multiple bands.
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Introducao

Desde o iltimo decenio, as mais diversas areas das ciéncias vém juntando esforgos
para estudar problemas de carater notadamente multidisciplinar. Problemas tais como a
evolu¢do das espécies, o funcionamento do sistema imunoldgico, crescimento e evolugio
de populagoes ,a fisica de sistemas magnéticos e o estudo de fungdes do cérebro, entre
muitos outros, estao pondo em evidéncia a necessidade de que as diferentes ciéncias
salam do isolamento para aportar cada uma suas técnicas e experiéncias no estudo

destes temas.

Um dos empreendimentos mais ambiciosos é a compreensao das fungdes do cérebro
onde, embora muito avango tenha sido feito neste século, muito ainda é desconhecido.
A medicina, a biologia, a psicologia e a quimica tém feito grandes aportes ao estudo do
cérebro. Na segunda metade deste século, com o aparecimento dos computadores, surgiu
uma linha de pesquisa conhecida hoje como “inteligencia artificial”. Os pesquisadores
nesta area, fundamentalmente engenheiros e matematicos, comegaram a tentar simular
o comportamento logico do cérebro com méquinas de estado sélido, os computadores.
Em 1943 Mc Culloch e Pitts [1] introduziram o primeiro modelo de neurénio artificial:

simularam o neurdénio como uma simples unidade légica. Ele podia estar em um dentre



dois estados: ativo ou em repouso. Por sua vez, cada neurénio estaria ligado a outros,
dos quails receberia e aos quais enviaria sinais elétricas, formando desta forma um cir-
cuito, ou rede de neurdnios. O fisico-matemadtico von Neumann, na década dos 50, foi
dos primeiros a estudar as possibilidades 16gicas das “maquinas inteligentes”. Na década
dos 60 muito trabalho foi feito em modelos conhecidos como “perceptrons”. Estes séo
redes formadas por wma ou varias camadas de neurénios, onde a informagao flui numa
direcao preferencial. O avango nesta linha de pesquisa foi interrompido pelo apareci-
mento do livro “Perceptrons”, de autoria de Minsky e Papert [38], no qual se fazia uma
dura critica sobre as possibilidades destes modelos no avanco da inteligencia artificial.
Em 1974 aparece um trabalho de Little {2], muito importante conceitualmente, no qual,
pela primeira vez, a dindmica de uma rede de neurénios é considerada como a de um

sistema termodindmico a temperatura fixa.

O grande avanco feito no final da década dos 70 na teoria de sistemas desordenados,
e particularmente na teoria de campo médio de certos sistemas magnéticos conhecidos
como vidros de spin {70,54,3], fez aos fisicos pensar que certas fungdes do cérebro podem
ser modeladas considerando o proprio cérebro um sistema desordenado. Cada neurdnio
seria o andlogo ao spin e o valor das sinapses que conectam os nerénios seria equivalente
ao valor da interagdo magnética. Esta interessante analogia, percebida pela primeira
vez por J. Hopfield [4], abriu caminho para uma nova linha de pesquisa em fisica, a
das redes de neurdmios. A analogla baseia-se na possibilidade de identificar cada um
dos multiplos estados de baixa energia de uin sistema desordenado com uma memdria,
ou conceito na rede neuronal. Este descobrimento, além de dar novo impulso 4 antiga
linha ligada & inteligencia artificial, abriu a possibilidade de modelar certas fungdes
do cérebro bioldgico. Na década dos 80, poderosas ferramentas da fisica-matemaética
foram utilizadas no estudo e desenvolvimento de modelos de redes de neurdnios, prin-
cipalmente no estudo da memoéria: armazenamento e reconhecimento de padrées . Os
modelos ntroduzidos, ainda longe de ser realistas, vao aperfeicoando-se continuamente
desde a proposta original de Hopfield. Dentre as contribuigdes mais importantes, Amit,
Gutfreund e Sompolinsky [12,13,14] resolveram a mecanica estatistica do modelo de

Hopfield, e E.Gardner {39] introduziu uma andlise no espago das interagdes (sinapses)



que permite se tornar independente de um modelo particular.

Nos ultimos anos, novos problemas, além do da memoéria, vém sendo estudados,
tais como possivels mecanismos de aprendizado e a possibilidade de generalizar a par-
tir de exemplos. Dentre as extensoes e generalizagoes dos modelos originais, aparecem
como particularmente interessantes modelos nos quails as variaveis dinamicas, ou seja
o estado do neurdnio, sdo continuas [16,18,19], conhecidos como redes de neurinios
analdgicos. Estes modelos sao de mais facil implementagao em forma de circuitos e per-
mitem modelar outros aspectos da dinamica das redes, ja que se baseiam na codificagao
de freqiéncias de disparo dos neurdnios e nao na codificacao de pulsos discretos como
no caso dos modelos tipo Hopfield.

Na presente tese vamos introduzir e analisar alguns aspectos de modelos de redes
de neuréomos analdgicos. O capitulo 1 estd dedicado a uma introdugao , necessaria-
mente muito limitada, a biologia das redes de neurénios, a codificagio e transmissao da
informacgdo , a relagao entre a dinamica do fluxo de informagéo e o processo de memo-
rizagdo e reconhecimento e finalmente, a uma discussao sobre o problema da dinimica
do aprendizado.

Nos capitulos 2, 3, 4 e 5 sdo apresentadas as contribuigdes originais da tese. No
capitulo 2 estudamos como as propriedades de reconhecimento numa rede de neurdnios
analdgica sio afetadas quando é cortada uma certa fragdo das sinapses da rede [55].
Os modelos assim incorporam um ingrediente realista, isto é | conectividade restrita
por neurdénio. Numa primeira parte estudamos o efeito de diluir de forma simétrica as
sinapses e, para a analise, nos aproveitamos de uma interessante equivalencia entre diluir
e adicionar um termo de ruido na matriz de sinapses. Numa segunda parte consideramos
as conseqiiéncias de cortar sinapses de forma assimétrica. Nos dois casos calculamos os
diagramas de fases com as capacidades criticas de armazenamento em fungio do grau
de diluigao .

No capitulo 3 introduzimos uma familia de regras de aprendizado Hebbianas [6§],
que permitern analisar uma grande variedade de condi¢des nas atividades dos neurénios
pré e pos-sinapticos. Na forma mais geral as regras sdo assimétricas. Consideramos

padrdes com atividade e, usando uma anilise sinal-ruido, estudamos a estabilidade das



memorias para diferentes regras, simétricas e assimétricas, bem como para diferentes
valores da atividade dos padrées . Consideramos o limite, interessante do ponto de
vista biologico, de padrées com baixa atividade, e procuramos a regra que otimize as
condigdes de reconhecimento em fun¢do do grau de assimetria da regra ¢ do nivel de
atividade dos padroes . Utilizando simulagées por computador verificamos os resultados
da analise sinal-ruido.

No capitulo 4 deixamos o problema de reconhecimento de padroes para estudar as
possibilidades de generalizagdo em redes de neurdnios. Depois de fazer uma revissio
do trabalho feito em redes tipo perceptron, usamos uma rede de neurénios analégica
com umia estrutura hierdrquica simples das memérias, e investigamos a capacidade do
modelo para criar um conceito representativo de uma série de exemplos do mesmo
apresentados a rede no processo de aprendizado [81]. Fechamos o capitulo com uma
discussao sobre a possibilidade de criar maquinas “inteligentes”, com uma definicao
operacional de inteligencia.

O capitulo 5 estd dedicado a um estudo numérico da dindmica de interagio entre
um mapa unidimensional (parébola logistica) e um autémato celular determinista [1185).
Estes sistemas dinamicos apresentam propriedades similares as das redes de neurénios
no que diz respeito & presenga de pontos fixos, ciclos limite e atratores cadticos nas
suas dinamicas. E interessante a possibilidade de definir grandezas comuns, tais como
expoentes de Laapunov, para caraterizar os atratores em sistemas tio diversos como a
parabola logistica (definida pela iteragio de uma varidvel continua), e um autémato

celular (sistema com muitas varidveis discretas em interagéo ).



Capitulo 1

Redes Neuronais: elementos fisicos e
biolégicos para a modelagem de funcoes do

cérebro

1.1 A Fisica e o Estudo do Cérebro

Tradicionalmente objeto de estudo da medicina, biologia, psicologia, o funcionamento
do cérebro tem interesse tanto pratico como tedrico. As redes neuronais sugerem novas
estruturas para sistemas computacionais e novos métodos de aprendizado. No entanto,
a maior ambi¢do no estudo das redes neuronais é a compreensao do sistema nervoso,
No despontar deste século, no auge da fisica como mae das ciéncias da natureza, Sir
E.Rutherford dizia: “Ciéncia ¢ fisica, o resto é colecionar selos”. Certamente a rea-

lidade da ciencia na atualidade é outra e outras ciéncias, que nio a fisica, tomaram



seu lugar na vanguarda da aventura cientifica. Talvez a biologia tenha sido responsavel
pelos descobrimentos cientificos mais importantes da segunda metade deste século XX,
desde a descoberta da estrutura do ADN, o cédigo genético, até o alto status que a
Teoria da Evolugiio tem atingido nos tltimos anos. Tentando aportar alguma coisa
nova, gragas aos seus poderosos métodos analiticos, nos tltimos anos a fisica tem-se
juntado a outras ciéncias num empreendimento muito ambicioso: explorar o cérebro
e tentar compreender como compreendemos. Certamente este empreendimento devera
ser multidisciplinar: a biologia, como ciéncia pioneira no estudo do cérebro, continuard
a aportar muitos dos avangos na area, principalmente na descri¢do da morfologia e da
fisiologia do sistema nervoso; a ciéncia da computacdo terd muito a dizer no que diz
respeito &s propriedades computacionais do cérebro; a fisica aplicard sua experiéncia
considerando o cérebro como um sistema fisico, com massa, temperatura, campos; €
assim por diante com muitos outros ramos cientificos que seréo imprescindiveis para

obter uma idela clara de como o cérebro funciona.

A fisica ingressou definitivamente no estudo das funcbes cerebrais no comeco da
‘década de 80 com o trabalho pioneiro do neurobidlogo John Hopfield[4]. Partindo de
modelos conexionistas, ele exploron uma a.nalogié. entre as redes neuronais e certos
materials magnéticos conhecidos dos fisicos como vidros de spin. Modelos conexionistas
Ja eram conhecidos nas neurociéncias desde varias décadas antes dos trabalhos de
Hopfield. Partem do pressuposto de que 0 comportamento do modelo é conseqiéncia da
interagdo de um nimero grande de unidades “conectadas” entre si, e nao somente das
propriedades de cada unidade. Esta filosofia faz-nos lembrar & fisica estatistica a qual é
capaz de analisar sistemas formados por um grande niimero de unidades simples que, no
entanto, apresentam comportamentos de carater cooperativo quando interagem entre
si. E assim que a fisica devera considerar o estudo do cérebro em dois niveis diferentes:
primeiro enquanto sistema fisico comum, determinando a natureza das reacdes quimicas,
registrando a resposta dos neurénios aos estimulos elétricos, analisando os caminhos dos
sinais elétricos na rede celular, etc., e segundo, como sistema fisico altamente complexo,
devera estudar propriedades gue nao estdo presentes em sistemas com niveis menores

de organizagdo . Algumas das propriedades essencialmente coletivas, préprias do com-



portamento cognitivo, sio : armazenamento de memérias, reconhecimento de padrées,
assoclagao, generalizagao, aprendizado, resolugho de problemas, ..., e finalmente os
problemas das percepgoes , sensagbes e consciencia. A partir do trabalho original de
Hopfield podem-se distinguir duas grandes linhas de pesquisa que se diferenciam por
suas motivagbes : por uma parte estd o projeto de desenvolver maquinas inteligentes,
capazes de substituir o trabalho do homem, inclusive o intelectual, empreendimento
similar, ainda que mais ambicioso, do que o da revolugéao industrial no século passado;
por outra parte estd o interesse cientifico de compreender o funcionamento do cérebro
real, biologico. Obviamente, ambas linhas de pesquisa estio fortemente entrelacadas e
os avangos nurna delas é imediatamente aproveitado na outra area.

Para poder discutir alguns dos desenvolvimentos na 4rea de redes neuronais nos
ultimos anos, vamos comegar com uma resenha muito simplificada dos elementos que
formam as redes neuronais, os neuronios, sua estrutura e a forma como eles carregam a

informagao que serd responsavel pelos comportamentos extraordinariamente complexos

proprios do cerebro.

1.2 Os atomos do cérebro: os Neurdnios

Vamos comegar esta se¢do chamando a atengao para o fato de que em qualquer resenha
simplificada do sistema nervoso, intentos de fazer afirmagées gerais é dificil e perigoso.
Podem-se achar tratados autorizados da biologia do sistema nervoso nas Refs.[5]- [8].
Na Fig.1.1 vemos uma representagio esquematica de uma célula do sistema nervoso:
o neurdnio, dos quais existem = 10'° no cérebro. Um neurdnio estd formado basica-
mente por trés partes: o corpo celular ou soma, que contem o nicleo da célula e é o
responsavel pela atividade metabdlica normal. Saindo do corpo celular, apresentam-se
umas foliagoes , sdo fibras chamadas dendritos, que podemse ramificar repetidarmente
porém mantendo-se perto do corpo celular. A terceira parte importante na morfolo-
gia de um neurénio é uma fibra longa chamada ax&nio, o qual pode-se estender por
uma distdncia consideravel desde o corpo celular até se ramificar. Levando em conta

que a escala de distancias caracteristica do mundo neuronal é o micron g = 10"%m, os



SINAPSE
AXONIO
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CORPO CELULAR

DENDRITES

Figura 1.1: Versao simplificada de um neurdnjo

didmetros do corpo celular variam entre 5-100 g, a largura do axénio entre 1u chegando
a 20p em casos extremos e seu comprimento varia entre & 0.1mm até &~ Im no homen.

A variedade nos padroes dos dendritos sao ainda mais impressionantes.

1.2.1 Transmissao da informagao no sistema nervoso

O grau de conectividade no cérebro (um neurdnio estard conectado em média a = 10°
outros neurénios numa intricada rede neuronal) pode nos dar uma idéia da incrivel
complexidade dos processos de transmissio da informacdo no sistema nervoso. Cada
uma das partes canonicas de uma célula nervosa-drvore dendritica, corpo celular e
axonio— ¢ especializada para uma fungao particular no processamento da informagao

A informacio é recebida pelos dendritos ou o corpo celular, e vem em forma de
estimulos elétricos, que podem provir de fontes externas ou de outros neurénios. Estes
neurdnios comurnicam-se com o neuronio em questdo via jungoes sindpticas ou simples-
mente sinapses (ver Fig. 1.2). As sinapses sio formadas pela proximidade do terminal

de um axonio com uma dendrite ou o corpo celular de outro neurénio. A comunicagao €



Axdinio do neuronio

Presinaplico
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Neurotransmissores
sInApticas
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pos-sinaptice Receplores

Figura 1.2: Esquema de uma junglo sindptica quimica, o terminal do axénio pré-sindptico e o

dendrito do neurdnio pés-sindaptico
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feita em geral mediante um processo eletro-quimico. Enquanto a membrana celular nao
recebe estimulo algum, € mantida através dela uma diferenga de potencial, denominada
potencial de repouso. Este é produto do equilibrio nas concentragoes de diferentes fons
dentro e fora da célula. Em condi¢oes de equilibrio, néo temos fluxo liquido de corrente
ionica através da membrana e resulta um potencial de repouso de = ~T70mV, o sinal
negativo indica que o interior da membrana em repouso estd negativamente carregado
com respeito ao fluido exterior. Quando estd ativo, o neurdnio pré-sinaptico libera a
traveés da membrana do seu ax6énio, umn composto quimico conhecido como neurotrans-
missor. As moléculas neurotransmissoras séo difundidas através da sinapse em direcéao
a membrana pos-sindptica onde se fixam a receptores. Estes sdo grandes proteinas
que formam canais que atravessam a parede da membrana pds-sindptica, e alteram a
sua permeabilidade com respeito a certos fons, principalmente sédio Na* e potéassio
K*. Sao geradas pequenas correntes iénicas, que produzem flutuagdes no potencial
da membrana com respeito ac seu valor de repouso. Estas flutuacdes chamadas po-
tenciais pés-sinapticos (PPS) podem ser positivos (correspondendo a um estimulo
excitatério), ou negativos (correspondendo a um estimulo inibitério), dependendo da
natureza da sustancia neurotransmissora ¢ da natureza dos receptores na membrana
pos-stnaptica. Um PPS excitatéorio implica num fluxo de Nat para o interior da célula,
e um PPS inibitério uma corrente local de At do interior para o exterior da célula.
O primeiro caso “depolariza” a membrana (seu potencial torna-se menos negativo) e o

segundo caso “hiperpolariza” a membrana.

O corpo celular, além de manter os processos metabolicos da célula, também é
responsével pela integracao dos estimulos que chegam ao neurénio. Os PPS, originados
localmente nos diversos pontos dos dendritos e do corpo celular, decaem com a distancia
percorrida e com o tempo. O efeito conjunto é finalmente integrado na regido onde
o axbnio encontra-se com o corpo celular. O resultado da integragio pode ser um
aumento do potencial de membrana, uma. depolarizagio excitatdria, ou uma diminuigao
do potencial ou hiperpolarizagéo inibitéria.

Se o potencial de membrana cresce acima de um certo limiar, acontece um evento

catastrofico, como causa do desbalanceamento das concentragoes internas e externas
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Figura 1.3: Evolugao temporal de um potencial de agdo , Vg indica o valor de repouso

de sddio e potassio. Quando o potencial cresce até valores positivos e o interior da
membrana carrega-se positivamente, fecham-se os canais de so6dio e sdo abertos os canais
de potassio, permitindo que fons potassio carregados positivamente satam da célula, e
assim se recomponha o valor de repouso do potencial. Esta grande e rdpida flutuagzo
do potencial de membrana é chamada potencial de agao e estd esquematicamente
representado na Fig.1.3.

A excitagao (ou pulso), € transmitida ao longo do axonio rapidamente € sem atenuagao
, a velocidade de transmissao variando entre 1-120 m/s em mamiferos.

A transmissido de informacgao entre os neuromos tem varias escalas de tempo, que
podem ser importantes na modelagem dos processos neuronais. Se um neurdnio dis-
para um potencial de acao , deve aguardar um certo tempo até poder efetuar um novo
disparo, independentemente da magnitude do estinlo. Este tempo morto é conhecido
como periodo refratdrio absolufo. Sua duragao é de uns poucos milisegundos. Também
existe um periodo mais longo, durante o qual o neurénio ¢ menos excitavel do que

normalmentie, de forma tal que um potencial de acao é produzido somente quando o
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estimulo ultrapassa um limiar maior do que o normal. Este ¢ o chamado periedo re-
fratdrio relativo e pode durar até = 50ms. Uma conseqiiéncia da natureza refratdria
dos neurénios é a observagdo da unidirecionalidade da transmissao dos pulsos na
rede neuronal: se afastando do corpo celular e descendo pelo axoénio até seus terminais.
Também a natureza assimétrica das sinapses é responsdvel por um outro aspecto do
fluxo unidirecional da informacéo em sistemas neuronais. A influencia da assimetria em
modelos de redes neuronais sera analisada em detalhe nos capitulos2 e 3. O periodo re-
fratario fornece uma escala de tempos para os eventos neuronais, outra escala é fornecida
pelo retardamento sindplico entre a chegada de um potencial de a¢ho ao terminal de
um axoOnio pré-sinaptico e a produgdo de um PPS na membrana pds-sinaptica. Este
retardamento pode levar entre uns décimos de milisegundo até 3-4 ms.

Resumindo, os principais pontos na resposta unitaria de um neurénio séo os seguintes:

» Depois de receber estimulos de uma ou mais células (ou de alguma fonte externa),
o neurénio pode apresentar uma resposta local, que decal no tempo, de magni-
tude dependente do estimulo recebido. Exemplos sao potenciais pos-sinapticos

excitatorios ou inibitdrios.

¢ Se um neurdnio recebe um estimulo despolarizador que é suficientemente grande
num tempo relativamente curto, ele pode emitir um pulso elétrico, ou potencial
de agdo , uma unidade de informacao sempre a mesma para a mesma célula, e

com uma amplitude independente da magnitude do estimulo.

Baseado neste comportamento, se diz que o potencial de agao € um processo “tudo
ou nada”, e que o neurdnio funciona como um elemento binario com um certo limiar
de disparo. Esta forma de raciocinio leva-nos a pensar que a codificagio da informacao
numa rede neuronal ¢é feita pela presenga ou ausencia de um pulso, ou seja, uma serie de
zeros e uns ou uma serie de i11ter§a.los entre pulsos (potenciais de agio ). Fala-se entao
de codificagao de pulso.

Como todos os potenciais de agao de um neurénio especifico sao iguais, os pulsos
individuais nada podemnos dizer acerca do sinal que esta sendo recebido, exceto que

sua intensidade é maior que wn certo limiar. No entanto, como é observado usualmente
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em sistemas sensoriais, um neurénio podenos dizer que estd “sentindo” um estimulo
maior, disparando pulsos com uma freqiiéncia maior. De acordo com este comporta-
mento, a freqiiéncia de pulsos num neurénio pode ser considerada como uma medida da
intensidade do estimulo. Fala-se entao de codificagao de freqiiéncia da informacgao
neuronal. O aumento da freqiiéncia dos pulsos pode ser conseqiiéncia de outros fatores
além do aumento da intensidade do estimulo, mas nao vamos nos aprofundar mais na
analise desta questao .

Codificagao de freqiiéncia é evidentemente mais apropriada na descrigio da atividade
neurcnal quando o neurdnio recebe estimulos prolongandos no tempo, e os potenciais
de acao sao intensos e rapidos. Porém, codificacao de pulso faz maior sentido quando
os estimulos sao transitdrios ou esporadicos, e o trafego de potenciais de ac¢io é esparso.

Neste sentido as duas descrigdes da resposta neuronal sao complementares.

1.3 Da Biologia a Modelagem do Processamento da Informagao

1.3.1 Fluxo da Informagao em Redes Neuronais Analégicas

Na presente tese vamos estudar propriedades de modelos simples de redes neuronais,
baseados na codificacao de frequéncia, ou seja, as variavels basicas dos modelos tomarao
valores reals num intervalo continuo(9]. Estes modelos sao conhecidos como redes
neuronais analdgicas. No entanto, modelos baseados na codificacao de pulso tem
sido os mais populares na ltima década. Nés nao vamos considera-los em muito de-
talhe: resenhas muito interessantes e atualizadas podem ser encontradas no livro de
Daniel Amit[11] “Modelling Brain Function” e na Tese de Doutorado de Francisco A.
Tamarit[34].

Consideraremos modelos nos quais o processamento da informagao dependerd so-

mente de dois grupos de varidveis:
1. A distribuicao de frequéncias entre os neuronios.
2. O catalogo de eficacias sinapticas.

Especificamente: vamos supor que ndo ha estimulo externo presente na rede. Num
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intervalo de tempo da ordem de 1-2ms podemos registrar a freqliéncia de disparo de cada
neurdnio. Isso daré a distribui¢io instantinea de freqiéncias. O catdlogo de sinapses,
na ausencia de aprendizado, fixa a “arquitetura” ou “diagrama de conectividade™ da
rede, representando as interagdes . A frequéncia instantanea determinard a liberacio
de neurotransmissores pelos axonios pré-sindpticos. Os valores das eficacias sindpticas
determinarao quanto cada neurénio ird receber. Esta é a informagéo essencial que um
neuronio necessitara para computar seu estado préximo (variacao da sua freqiiéncia de
disparo), e isto € o que mantém o processamento de informacio em andamento.

De acordo com o expressado anteriormente, numa rede neurcnal consistente de
N neur6nios e as correspondentes sinapses, a saida (output) do neurénio i-ésimo, z;,
sera uma varidve] continua e sua dindmica pode ser expressa pelo seguinte conjunto de

equagdes diferenciais ordinarias acopladas[9,10]:
T._;:—xi+F ZJ!'_:,' r; |, t=1...N, (11)

onde N é o nimero de neurénjos na rede e 7; € uma constante de tempo, que basica-
mente fixa o tempo de decaimento do potencial pés-sindptico. Pode-se observar que em
ausencia do iltimo termo a freqiiéncia de disparo ird decair exponencialmente com uma.
constante de tempo dada por 7;. A entrada (input) ao neurénio i-ésimo vem dada pela

expressdo entre paréntesis, que nada mais é do que o potencial de acio :
N -
hi = Z Jij Tj (12)
i=1

E uma soma linear dos estimulos recebidos dos restantes neurdnios que estao ligados
ao i-ésimo pesados com as correspondentes eficicias sindpticas J;; . Finalmente o soma
faz uma integracdo nao-linear da entrada via a funcdo de transferencia F. A funcio
F apresenta geralmente uma ndo-linearidade em torno da origem e satura para valo-
res muito afastados da origem. Uma escolha muito comum é a tangente hiperbélica
F(z)=tanh(gz), onde ¢ mede o grau de nao-linearidade (ver Fig.1.4). A interpretagio
da funcdo de transferencia é a seguinte: quando o PPS toma valores muito positivos,
a freqiiéncia de disparo satura, o neurdnio estd emitindo pulsos na maxima freqiiéncia

possivel. Se o PPS toma valores muito negativos a freqiiéncia é muito baixa e 0 neurdnio



15

15
1.0 et e e
- ’//";‘ 09/"‘/_-
/_,/'/ ////
// S ~0.3
o g
'z 08 ,/ '
v T
-
// / /
- - /
:4/,/ ——// -
e -~
([+X 1] T T T TV TR N TR TR UU T Y
-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 20 3.0 4.0
PPS

Figura 1.4: Funcao de transferencia continua para diferentes valores do ganho

estd em repouso. QQuando o grau de nao-linearidade ou genho g é muito grande, a
freqiiéncia flutua entre maxima e nula. e pode-se fazer uma equivalencia compileta com
os modelos discretos, baseados na codificagdo de pulso. Se a matriz de sinapses J;, é
simétrica, a dindmica das egs.(1.1) sempre atinge um estado de equilibrio no qual z,(t)

deixa de flutuar, entéo dz,;/dt = 0 para todo 1, € todos os neurdnios obedecem :
]\? .
3','=F EJ:‘_-,' T; 1. 3:1}\" (13)
3=l

As suas solugdes serao os atratores da dindmica. Se a matriz de conexdes € simétrica
(Ji; = Jji) pode-se definir uma fungéo energia ou funcéo de Liapunov para o sistema de

equagdes (1.1) :

1 N N

L{ty = ;jZJ,;,- zi{t)a;(t) + Y _Gi(ai(t)), (1.4)
i, =1

Giz) = [ Fe): | (1.5)

e pode-se demonstrar que os atratores sao somente pontos fixos[9].
Estas equagoes sao intelramente equivalentes as equagoes que descrevem um circuito

eletronico. Mediante adequadas mudangas de varidveis podemos reescrever as eqs.(1.1)
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da forma:

df h,‘

N
—]' el .o . — ——
Ci dt - j:ZIJt_Jg(hJ) Ri (16)

Agora as variaveis dindrmicas s40 0s potenciais pos-sinapticos h; que vao mudar de valor

devido a dois fatores:
1. Correntes induzidas pela atividade de neurénios pré-sinapticos.
2. Correntes de difusio devido a resistividade finita da membrana.

Uma tercemra fonte de entrada podem ser correntes externas; estas nao serao tidas
em consideracdo . O lado direito da equagao contém as correntes que irdo contribuir
para carregar a capacitancia C; da membrana i-ésima pelo potencial dh;,. O primeiro
termo representa as contribuigbes devidas as atividades de todos os outros neurdnios
com as sinapses J;; fazendo o papel de resistencias, e 0 segundo representa as correntes
difusivas devidas a resistencia R;, entre o interior e o exterior da membrana. Na ausencia
do primeiro termo o potencial h; decal a zero com uma constante de tempo igual a
R;C;. A representacdo em termos de circuitos eletrénicos é muito conveniente para as
implementagdes em hardware de redes neuronais, e oferecern um esquema muito préximo
do que € um circuito biologico real.

As equagOes (1.1) evoluem em tempo continuo. No entanto na presente tese consi-
deraremos o conjunto de mapas acoplados (1.3) como o sistema que define a dinAmica
bésica da rede neuronal, com tempo discreto e atualizagcdo em paralelo. A atu-
alizagdo em paralelo é mais natural e conveniente para fazer grandes simulagoes com-
putacionais. Nao serd considerada a atualizacdo sequéncial. Notamos que nenhuma
das duas prescri¢oes de atualizacio tradicionais (seqiéncial e paralela) sio boas aprox-
imagoes ao fluxo de informacio numa rede bioldgica. No entanto ¢ interessante notar
que a escala de tempos tipica de um ciclo neuronal é de uns poucos milisegundos, o que
é aproximadamente umn milhao de vezes mais lento que num chip de silicone, embora o
cérebro possa processar informacao de fornra muito mais rapida em fungoes como visao
, controle motor e decisbes baseadas em dados incompletos ou com rufdo. problemas

estes que estdo muito além da capacidade de um supercomputador Cray. Obviamente



1sto é possivel gragas ao fato de que bilhdes de neurénios operam simultaneamente, em
paralelo, de uma forma otimizada por milhdes de anos de evolugiao . O problema impor-
tante de retardamento na transmissao de informacao entre neurdnios, j& foi considerado
por alguns autores{18,19,20].Uma diferenga importante entre as duas dinamicas (tempo
continuo ou discreto), ¢ que entanto no caso das egs.(1.1) os atratores sao sempre pon-
tos fixos (sempre que as sinapses sejam simétricas), a dinamica paralela no sistema
de mapas acoplados pode gerar ciclos de periodo 2. Porém todos os ciclos podem ser

eliminados, dimimindo o ganho g para satisfazer a seguinte condigao [16]:
1
- > _)‘min (17)
g

na qual Ani, € 0 minimo autovalor da matriz de sinapses J;; . No entanto, se a matriz
de eficicias sindpticas é assimétrica, as caracteristicas da dindmica podem mudar
completamente. A frequencia z;(t) pode oscilar, e no caso de conexdes completamente
aleatorias, pode-se apresentar caos na dinadmica como veremos no capitulo 2.

Uma caracteristica importante com referencia as egqs. (1.3), € que se a funcgao de
transferencia ¢ a tanh, as equagdes sdo as mesmas que as solugbes para a magnetizagio
média num sistema estocastico de spins de Ising com interagtes de longo alcance. A
freqiiéncia z; corresponderd ao valor medio do spin < s; > no modelo estocéstico, o
potencial poés-sinaptico corresponderd ao campo local médio h;, e o ganho ¢ 3 inversa da
temperatura 4. Conseqilentemente podemos utilizar uma rede neuronal com varidveis
continuas para resolver o problema de campo medio de um sistema estocastico a tempe-
ratura finita, com interagbes de longo alcance. Esta analogia muito interessante estard
presente de forma geral nas solugdes de modelos de redes neuronais com memérias

associativas [12,16].

1.3.2 Os Atratores da Dinamica e o Processo de Reconhecinmento

Um ponto fixo estével da dindmica sera identificado com urma atividade neuronal im-
portante, se ele manifesta-se como um periodo no qual alguns neurénios apresentam
freqiiéncias de disparo perto do méximo, entanto que outros apresentam freqiéncias

muito baixas. A identificacdo de uma atividade neuronal importante com pontos fixos
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Figura 1.5: Representagao esquematica da metafora de vales e colinas para um processo mental

atratores. sugere a imagem de superficies com vales e colinas. sobre as quais o processo
dinamico executa uma caminhada, que termina no fundo de um dos vales. Essa imagem
é muito atrativa na fisica, onde sio comuns os processos de relaxagao até minimos de
energia. Como nds estamos interessados em fungdes neuronais tais como memorizagdo
, reconhecimento, correcéo de erros, classificagao ,etc., vamos considerar metaforica-
mente como um desses processos pode ser representado. Vamor supor que desejamos
armazenar memorias, elas estario representadas pelas coordenadas do fundo dos vales
M;, My, Mj na Fig.1.5. Um estimulo “cai” como uma gota verticalmente sobre a su-
perficie, e faz contato com ela num ponto de coordenada zo. De aqui em diante, a
gota escorrega sobre a superficie, descendo sempre que puder até que depois de um
tempo ela ficard no fundo do vale localizado estritamente embaixo do ponto onde ela
fez contato com o vale. A gota atingiu um “ponto fixo atrator”, um minimo no seu
caminho pela superficie. Os minimos representados pelas coordenadas M,, My, M, Q,
e Q; serdo as memérias reconhecidas pelos estimulos. Todos os estimulos entre m; e
m, reconhecerdo a mesma memoria M,. Este fato de todos eles reconliecerem a mesma
memoria é conhecido com o nome de reconhecimento associativo. O intervalo entre
m, € my é a bacia atratora da memoria M,. Desta forma um estimulo imperfeito, ou

com um certo numero de erros, fluird dinamicamente até a memdria mais proxima. O
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sistema associa muitos estimulos diferentes (configura¢ées numa certa bacia atratora),
com uma unica memoria, a que reflete mais de perto as caracteristicas dos estimulos;
fala-se de meméria associativa. E simples de ver que uma rede ncuronal deste tipo
é capaz também de corrigir erros. Partindo de uma informacao deficiente ou parcial
de um certo conceito, o proprio processo dinamico “purifica” o estimulo de partida,
finalizando no conceito desejado. Uma outra questao interessante é que no processo de
geracao da superficie (por exemplo no processo de aprendizado que sera discutido na
proxima segio ), em geral sdo gerados vales e colinas de diferentes profundidades e al-
turas, geralmente os vales mais fundos serao identificados com as memodrias do sistema,
1o nosso exermplo os vales M;, My e Ms, e os restantes serao estados “indesejédveis” em
geral, ou estados espurios. Existem formas de eliminar os estados esprios, por exem-
plo calibrando a temperatura num sistema estocastico ou o valor do ganho nurma rede
analdgical21]. No entanto no capitulo4 sera estudada a possivel utilidade dos estados
espurios na capacidade de generalizagio de uma rede neuronal analogica. Esta metafora
da superficie ndo tem validade geral na descrigdo de um sistema dinamico, inclusive no
caso dele apresentar atratores. Ela e valida somente naqueles sistemas onde pode ser
definida uma func¢ao das variaveis dinamicas do rﬁesrno, que decresce a cada passo da
dinamica. Esta func¢ao é a chamada fun¢io de Liapunov do sistema; em sistemas fisicos,
uma boa funcédo de Liapunov é geralmente a energia potencial.

Os atratores podem ser visualizados efetivamente, seguindo a evolugao temporal das
superposigoes entre as configuragoes instantaneas da rede neuronal, e todos os padroes
memorizados. As superposigoes sdo uma medida da distincia entre configuragoes da
rede neuronal. Um sistema que armazene p padroes podera ser caracterizado mediante

p parametros de superposi¢ao (ver proxima segao ):

N
mi(t) = - 3 € 3i(t) (h=1,...,9) (1.8)

Estes pardmetros {omarao valores reais entre -1 e +1. Se o estado da rede estd desco-
rrelacionado completamente com um certo padrao , seu correspondente m* serd nulo.
Se a correlagao for completa (estado da rede coincidente com um certo padréo ), essa

superposigdo particular sera um. Em qualquer circunstancia, quando o sistema atinge



um ponto fixo atrator, os valores das superposigdes ficam fixas.

1.4 Aprendizado em Redes Neuronais

Vamos considerar o problema do aprendizado como um processo dinamico da rede neu-
ronal, mediante o qual é alterada sua estrutura de conexdes por causa da interacao da
rede com estimulos externos. Uma discussao geral do problema do aprendizado [79,23]
sai fora do marco da presente tese. Até agora temos considerado a matriz de sinapses,
Ji; , como um simples parametro resistivo no funcionamento da rede neuronal. Na ver-
dade ela joga um papel fundamental no processo de aprendizado da rede, especialmente
1o que diz respeito ao seu funcionamento como memoria associativa, Ja que nas sinapses
serao armazenadas as memorias que o sistema vai incorporando, por exemplo mediante

aprendizado. Esta idéia foi sugerida num tratado do neurofisiologista Donald Hebb{24]:

“Quando um axénio de uma célula A esta suficientemente perto para excitar
uma célula B, e repetidamente ou de forma persistente participa no seu
disparo, tem lugar algum processo de crescimento ou mudanga metabdlica
em alguma ou ambas células, de forma tal que a eficicia de A, como uma

das células que causam o disparo de B, é aumentada”.

Mediante este processo as memorias sao armazenadas de uma forma distribuida na
rede, pequenos pedagos de informagao de cada memoria sdo codificados em pequenas
mudangas em muitas sinapses. E claro que este mecanismo ¢ muito dificil de ser venfi-
cado experimentalmente, no entanto um ntimero crescente de experiencias emn sistemas
neuronais estao dando crédito a proposta de Hebb [95,26,27]. No capitulo 3 sera feita
uma discussdo detalhada das possiblidades das chamadas regras de aprendizado Heb-
bianas. Agora vamos descrever brevemente alguns dos mais conhecidos algoritmos de
aprendizado em redes neuronais, tais como a regra de Hopfield, a do perceptron, a

pseudo-inversa e uma versao local dela:

1. Talvez a mais popular, por ser a mats simples, é a proposta feita originalmente

por Hopfield [4], que, mesmo estando longe de ser uma regra realista, apresenta
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uma serie de propriedades muito interessantes. Vamos discuti-la como protdtipo
em algum detalhe. O problema pode ser colocado da seguinte forma: queremos
armazenar na rede neuronal uin conjunto de p padrées , ou configuragoes estaveis
da dindmica neuronal. Os padroes serao memorizados no sentido de que cada uma

das configuracdes da rede:

7= E" i=1...N,

H

para cada um dos p padrées numerados pela letra p, sera um ponto fixo da
dindmica. Entao £ representa o valor do atividade do neurdnio i-€simo ne memo-
ria pi-€sima. No modelo proposto por Hopfield, os padrbes sio configuracoes
aleatorias, £ = £1 com igual probabilidade. Uma matriz de sinapses que satis-

faz as condigdes anteriores é :

p

1
Ji = gL &6 Ji; = 0. (1.9)

u=l1

A diagonal igual a zero implica que nenhum neurdnio forma sinapses com ele
mesmo. O produto das atividades dos neurdnios pré-sinaptico j e pos-sindptico ¢
nada mals é do que uma forma simplificada de realizar matematicamente a pro-
posta de Hebb, apresentada acima. O comportamento do modelo como memoéria
associativa depende da capacidade de ermazenamento a, que se define como a
razao do niunero de padrées armazenados pela conectividade efetiva por neurénio.
No caso do modelo de Hopfield, o = p/N = 0.14. Nos modelos se procura que o
numero de padroes a serem armazenados seja o malor possivel, ou seja, maximizar
o numero de configuragbes estdveis (pontos fixos) da dinamica, ou, tecnicamente,
fazer @ o maijor possivel. Algumas das caracteristicas importantes da regra de

Hopfield sio as seguintes:

s A matriz de sinapses é simétrica e completamente conectada. Cada par de
neurdnios apresenta sinapses nas duas diregdes , entéo o diagrama de conetivi-
dade da rede apresenta N(N-1}/2 sinapses diferentes. A simetria assegura a

existencia de uma fungio de Liapunov para a dinamica. A relaxacdo destas
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condigoes (simetria e completa conectividade), certamente nao realistas, e

suas conseqiiencias serao analisadas em detalhe nos capitulos 2 e 3.

A regra € local num sentido topologico; ela depende somente das atividades
dos neuronios pré-sinaptico e pos-sinaptico, embora os neuronios possam es-
tar metricamente muito afastados, devido &s interagdes de longo alcance.
Regras néo-locais tem sido estudadas, por exemplo a pseudo-inversa[29],
que consegue armazeunar padroes com uma correlagao arbitraria, ao prego

de perder a localidade que € uma caracteristica desejavel.

A regra é incremental, cada nova memoéria a ser incorporada adiciona-se

linearmente as anteriores, o que simula um processo de aprendizado.

Todas as memorias tem a mesma hierarquia, nao interessando a ordem na
qual elas foram apresentadas & rede. No entanto, comportamentos muito
interessantes relacionados com memorias de curto alcance surgem quando as

memorias sao pesadas diferentemente [32].

Como £ = +1 com igual probabilidade, entdo aproximadamente a metade
dos neurénios num padrao estio ativos. E conhecido experimentalmente, que
a atividade de uma rede neuronal é geralmente muito inferior a 50%, quando
reconhece um padrdo . (O problema relacionado 4 memodrias com valores

arbitrarios da atividade serd discutido no capitulo 3.

Cada neuronio possui, em média, igual namero de sinapses excitatérias (posi-
tivas) e inibitdrias (negativas), emergindo do seu axénio. Existe um consenso
geral no sentido de que neurénios tipicos possuem sé um tipo de sinapses

emergentes dos seus axonios, é a chamada Lei de Dale [33,34].

A regra é susceptivel de modificagbes simples que dio lugar ao estudo de
fenoémenos novos e interessantes, como generalizacoes que levem em conta o
cardter excitatorio ou inibitdrio das sinapses {35], os efeitos de cortar sinapses
no processo de aprendizado (ver capitulo 2), efeitos de considerar sinapses
com valores discretos [41], saturagio nos valores das sinapses [51,41,36] e

muitos outros.
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2. Nos algoritmos do tipo perceptron se inmcializa a rede com sinapses aleatonas,
e no processo de aprendizado s6 sio modificadas aquelas sinapses que produzem
erros no reconhecimento de um padrao . A estabilidade local dos padroes é garan-

tida 1mpondo-se a seguinte condigio :
hi€l > T>0; i=1,...,N; u=1,...,p (1.10)

Cada vez que a condi¢do nao € satisfeita para o sitio i-ésimo do padrao y, as

sinapses sao atualizadas para todos os j#t segundo a regra:
1 - 1
T =J5 +W§f§f (1.11)

O pardmetro de estabilidade T esta diretamente relacionado com as bacias atra-
toras das memorias, quanto maior for T maior serd a bacia atratora do correspon-
dente padrao [37]. O Teorema do Perceptron [38] assegura que o procedimento
converge a um conjunto de acoplamentos que serao os melhores possiveis com as
condicdes impostas (1.10). Para padrdes sem correlagdo isto 1mplica que € possivel
atingir uma capacidade critica a, = 2. O algoritmo é também aplicdvel a padrdes
com correlagao e no limite de correlagdo completa o sistema pode apresentar uma
capacidade de armazenamento ilimitada (a. = oo) [39]. Se bem o Teorema do
Perceptron assegura convergencia do processo iterativo num numero finito de pas-
s08, 0 nuimero aumenta linearmente com N, o nimero de neurdnios, o que implica

uma convergencia lenta.

3. Também foram propostas regras de aprendizado ndo-locais, que sao capazes de
armazenar padroes com uma correlagao arbitraria, e reconhecé-los sem erros {28,
29,30]. E a chamada regra de aprendizado pseudo-inversa ou do projetor.
Nesta regra a matriz de sinapses J;; € escolhida como sendo a solugao do conjunto

de equagoes :

N
SN =xgr; i=1,....N; p=1,...,p, (1.12)
J=1
sendo A uma constante positiva. Uma possivel solugdo para A =1¢:
Jo =L 3 e era (1.13)
vTN tohy Ty -

=1
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onde A7} € a inversa da matriz de correlagoes entre os padroes :

1 &,
Ay = —]\—IZ £ €L, pv=1...,p. (1.14)
=1

Esta solugao requer padroes linearmente independentes o que limita o numero
de memorias armazenadas a N, o nimero de neurdnios (a. = 1). Este numero é
muito maior do que o permitido pela regra de Hopfield, no entanto as bacias de
atragdo dos padroes somem quando p=N/2. Claramente a matriz de correlagdes
¢ a responsavel pela nao localidade da regra, fato este que a torna pouco plausivel
biologicamente, embora nao seja nnpossivel que uma sinapse dependa, direta ou
indiretamente, da historia de um conjunto de neurdonios diferentes dos vizinhos

imediatos.

. Para evitar o problema da nao-localidade da pseudo-inversa, foi proposta uma
regra local que converge exponencialmente para a matriz do projetor [31], e nao
requer nenhuma condicio sobre os padroes a serem aprendidos. Cada padrao e
memorizado em um evento, que consiste em uma ou mais apresentagoes do padrio
ao sistema. Um novo padiao £* é apresentado n; vezes a rede reajustando a matriz

de sinapses de acordo com a regra:

Jh=J5"+ i(Am)ij (1.15)
COIN
km—l
(Bm)iy = — (& —hi & — hy) (1.16)

A,, representa a mudanca na matriz de sinapses na m-ésima apresentagiao , e o

campo h; é calculado depois que m — 1 mudangas foram feitas, ou seja:
N m—1
_ u-1 . @
hi = Z Jij + Z(Aq)u gj (1-17)
=1 g=1
O pardmetro k é chamado “coeficiente de meméria” ji que quanto maior for k
menor serda o numero de passos necessarios a fim de memorizar os padroes . Esta
regra soma as vantagens da pseudo-inversa o fato de ser local, nao impor restrigoes

sobre a natureza dos padroes e ter convergencia rapida se comparada com regras

tipo perceptromn.
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Na presente tese consideraremos modificacoes da regra original proposta por Hop-
field, adicionando alguns dos elementos discutidos previamente procurando tornar os
modelos mais realistas do ponto de vista bioldgico.

- Podemos concluir esta se¢ho resumindo a filosofia do aprendizado no contexto da

presente tese:

APRENDIZADO E UM PROCESSO NO QUAL A REDE NEURONAL AJUSTA
DINAMICAMENTE SUAS EFICACIAS SINAPTICAS COM O OBIJETIVO DE ACO-

MODAR UM CERTO PADRAO £¥ COMO UM ATRATOR.
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Capitulo 2

Redes Neuronais com Conectividade

Restrita: o Papel da Diluicao

2.1 Diluicao em Redes Neuronais

A simplificacao de supor completa conectividade entre os N neurénios numa rede neu-
ronal é certamente artificial e, em vérios aspectos, até indesejavel. Do ponto de vista
da biologia, 0 niimero de sinapses por neurénio no cértex cerebral (= 10%) é bem in-
ferior ao ntimero de neurdnios (= 10'%). Vérios processos podem ser responsaveis pela
diminuigao da conectividade: desde o nascimento até atingir um estagio maduro, uma
certa fragio das sinapses originais sdo cortadas, “desativadas”. O processo de morte
de sinapses também pode acontecer devido a doengas ou acidentes cerebrais. Em uma

série de interessantes trabalhos M.A Virasoro[40} investigou as consequéncias de cortar
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aleatoriamente uma certa fragio das sinapses na capacidade dos modelos em reconhecer
categorias, problema ligado ds doengas conhecidas como agnosia e prosopagnosi:.

No desenhio de redes neuronais artificiais, a total conectividade das unidades (ncurénios)
¢ um problema de engenharia. Consegue-se uma grande siimplificago se um sistema com
conectividade restrita conserva as suas propriedades essenciais de reconhecimento. Sob
a abordagem da fisica, 0 problema da diluicao em redes neuronais apresenta diferentes

aspectos:

A Estrutura de Conectividade da Rede : partindo de uma rede complet:unente
conectada, a maloria dos modelos estudados consideramn diluiggo aleatsric das
sinapses [41]-44]. Neste caso, o conjunto de sinapses a serem eliminadas ¢ es-
colhido aleatoriamente do total. Uma outra possibilidade é considerar estru-
turas locais na conectividade [45,46]. Por exemplo modelos definidos num esiaco
de dimensao finita, onde cada neurénio interage com um conjunto de viziihos
préximos. Esta possibilidade é muito interessante para o desenvolvimento de re-

des de neurdnios artificiails, ja que estruturas locais sao de fabricagao mais simpies.

A Simetria das Sinapses : podem-se estudar os efeitos de uma diluigio siméirica
[41,45] ou assimétrica [43,47]. A escolha mnals simples é diluir simultanecmente
as sinapses J;; € Jj;. Desta forma é preservada a simetria da matriz de eficicias
sindpticas, e consequentemente, o modelo pode ser analisado com os mfiodos
da mecanica estatistica de equilibrio. J4 um modelo com motivacén hiologica
deverd apresentar diluigao assimétrica das sinapses, porém esta escoiba lmplica na
inexistencia de uwma fungao de Liapunov para o modelo, e a possiblidade de usar
as ferramentas tradicionais da fisica no seu estudo veem-se severamente fimitadas,

como serd discutido em detalhe na se¢éo 2.3.
O Grau de Dilvicao : numa rede com N neurdnios apresentam-se dois casos

1. Apéds o processo de diluigdo , o mimero de conexdes por neurdnio € igual a
eN. ¢ é uma constanie que representa o grau de diluigéao e permanece finita
quando N - oo . Neste caso o sisterna permanece densainente conectado no

. A ta4eoac
limsite termodingmico [41,481
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2. No limite chamado de diluigao extrema ¢ representa o numero meédio de
conexdes por neurénio e quando N — oo , ¢/N—0, ou seja, o sistema é

fortemente diluido [43,49].

A Estratégia de Diluicdo : talvez seja o ponto mais importante no que diz res-
peito & otimizagdo da performance do modelo diluido como memodria associativa.
Num trabalho muito interessante, K. Kirten [50] compara a performance de mo-
delos diluidos seguindo trés estratégias diferentes: diluicdo aleatoria, diluigio das
sinapses de menor valor absoluto, e diluigio seletiva de sinapses. Sirnulagoes por
computador mostram que a estratégia dtima consiste em escolher seletivamente
aquelas sinapses que melhor estabilizam um conjunto de padrées jé que, além de
obter uim sistema com estabilidade maxima, consegue-se uma grande economia na
conectividade. Além disso, o método permite armazenar padrdes com atividade

nao necessariamente 1/2 (ver capitulo 3).

2.2 Diluigao Simétrica numa Rede Neuronal Analdgica

Consideremos uma rede neuronal com N neurdnios analdgicos, com atividades (1), que

g

evoluern no tempo de acordo com a dindamica:
z;(t + 1) = tanh(gh(t)), 1=1,..,N. (2.1)

k; ¢ o potencial pds-sindptico no neurdmio i-ésimo, originado das atividades de cuiros
neur6énios j que interagem com o i-ésimo via as eficicias sinapticas J;;. Se seus efcitos

adicionam-se linearmente, entao :

N

Finalmente, o parametro g é o ganho da fungéo de transferéncia na origemn e mede o
grau de nfo linearidade da mesma.

As eficécias sindpticas J;; sevdo determinadas pelo aprendizado. Neste caso consi-
deramos a regra Hebbiana:

dlj - Helt
3= pTe F3 . 2.
JIJ (1 "'-C{:)_;"\_ E g‘ 6.’1’ 7 J:I: 0, { 3)
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onde os {*’s formam wmn conjunto de p padroes estatisticamente independentec {ie.. sem
correlagao algume) e £ = +1 com probabilidade 1/2. O pardmetro d,; seia responsivel

pela diluigao das eficacias sindpticas. Pode valer 0 ou 1 com a seguinie probadiiicd-de:
P(di;) = dé(di;} + (1 — d)é(d;; ~ 1), (2.4)

e 0 <d < 1. Desta forma a conectividade média por neurdnio é (1-d}N.

Vamos considerar o caso de dilui¢do simétrica, ou seja, di; = d;;. De arordo com
esta prescricdo , cada par de neurénios terd ambas conexdes ou nao icra nesnbuma,
modelo claramente nio realista, mas que apresenta a vantagem de ser analiticamente
solivel. Na solu¢do do modelo vamos nos aproveitar de uma analogia descoherin por
H.Sompolinsky([41,51] entre um ruido gaussiano adicionado a matriz de sinapses, € o

efeito da dilui¢ao simeétrica.

2.2.1 Ruido Gaussiano nas Sinapses

E natural supor que, no processo de aprendizado, estejam presentes Lorinrhacles de
diversas origens, que vao afetar a efetividade do mesmo. A presenca de teimnos, na
matriz de eficdcias sindpticas, que néo s&o efeitos puramente do aprendizaco i sugorida
por G.Toulouse et al.[f*] para dar conta do fato de gue, no comeco co prosesso de
aprendizado, o cérebro ja apresenta um diagrama de conexdes internevronsi: ¢r o zm
provavelmente genética. A suposicdo de uma condicao inicial “tabula re-2”. como no
modelo de Hopfield, é claramente ndo realista. Inspirados no desenivolvin:. ~c de troria

e e

de vidros de spin e no modelo de Hopfield, esses autores sugerem que i

:1ite

& rede neuronal pode apresentar uma superficlie de energia tipo vidro ¢e £2% .. com
uma estrutura complexa de vales de diferentes tamanhos e profundezas. Ro posterior
processo de aprendizado, mediante estimulos externos, seriam selecionados certos vales

ST r reforcad fundados. e certir tados findamental
que viriam a ser reforgados, aprofundados, e se convertiriam nos estados fundamernials,
de 1ais baixa energia, do sistema.

iano adi-

Uma forma possivel de introduzir estes efeitos é mediante vm ruido geas

cionado, por exemplo, a regra de Hebb:

t2
(ol
~—

1 P
Jij = N 5 ELEE + & (2.
N =
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6;; € descorrelacionado dos padrées e tem uma distribuigho gaussiana com valor médio
e variancia respectivamente;

— 2

- 5 A

(‘)}j =0 &

—_ o
V= (2.6)
Se A é da ordem de um, entio a componente aleatéria nos Ji; é da ordem de N™1/2,
Mediante uma andlise estatistica dos potenciais pos-sindpticos h; , similor & con-
siderada por C.M.Marcus et al.[16] na andlise do modelo de Hopfield com: neurdnios
analégicos, podemos obter win conjunto de equagdes auto-consistentes para a super-

i

posigao com um padrao escolhido v: m No apéndice mostramos os deiaihes da

derivagzo das equagdes . Estas sio :

+oo
m = / dHY P(H") tanh(gH")

+ou

¢ = /_ dH" P(H") tanh*(gH") (2.7)
+oo

R = / dH* P(H") tank'(gH*) = ¢(1 — q)

onde taph'(z) é a derivada da funcao , e da andlise (ver apéndice) surge ¢ue H” é uma

variavel aleatoria com distribuigdo gaussiana:

. 1 (HY —m¥)?
PUL; )= e | (2:5)
[>4
Qq 1 2 Oy
SRR A =)

Os pardmetros g e R, conhecidos da teoria de campo médio do modelo de visiro G+ spin
de Shermington-Kirkpatrik {70], descrevem o congelamento de spins nio coi:elacionndos
espacialmente e o ruido gaussiano efetivo, respectivamente [11]. Na préxiniz ==¢o vamos
estudar as solugdes destas equagdes , explorando a analogia entre o ruido raussiano A

e o nivel de conectividade (1-d)N numa rede diluida simetricamente.

2.2.2  Analogia com uma Diluigao simétrica nas sinapses: performance dos
modelos

A regra ce aprendizado 2.3 pode ser reescrita na forma:

Jij o= T+ 60 {:

R
;__n
o)
S
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onde T;;

f

1 P
N LY (211)

6T, = —1| Ty (2.12)

[(1 —d)
H.Sompolinsky{41,51] demonstrou que, no limite N — oo , 6T}, ¢é assinteticamente

equivalente a um ruido gaussiano com média e variancia:

T = (2.13)

a

Hﬁ‘.rz_. = — 2
§T? =i an (2.14)

0

A? ad
N

Na ref.[4]], esta importante idéia foi aplicada ao estudo da termodiniinica de uma
rede neuronal com neurdnios discretos, que podem estar em um dentre dsoic estados
possiveis, ativos ou inativos. Na presente tese, a analogia serd aplicadua ao estudo das
propriedades de reconhecimento de uma rede analdgica diluida, definids pelo sistema

de equagtes (2.1). Fazendo uso do resultado obtido na secao anterior, reescievemos as

equagdes (2.7) para o caso A? = ad/(1 - d):

Foo aq dag ]
14 — D 7 pri
m /_OD z tanh g(m +Z\/(1—~R)2+(1-—d))_

+co ag deis 3
— 2 v
g = /_Oo Dz tank? g (m* 42/ 20+ l—d‘} J (2.15)
i = 4(1—-q)
dz 22
Dz = exp |l ——

Pode-se notar que os potenciais pds-sindpticos apresentam trés contribuicies :

1. Um termo proporcional a m" , ou sinal, que favorece o reconhecimento do padrio

{U

2. O primeiro termo na raiz quadrada, que provem das superposi¢des aleatdrias com
os restantes p — 1 padroes .

3. O segundo termo na raiz quadrada € efeito da diluigdo aleatdria das sinupses.

Os dois tltimos s&o ruidos gaussianos que desestabilizam o processo de reconl:ecimento.

Consequentemente, vereinos que a capacidade critica de armazenamentc a. = p/N,
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Figura 2.1: Superposigio critica vs. grau de dilui¢ao , numa rede neuronal znaldgica, para

diferentes valores do ganho g.

diminw com valores crescentes da diluicgo d. No entanto. € interessanie notar que,
para um nimero finito de padroes (@ = 0), o ruido interno € zero, incepencents Go nivel
de diluicdo , e o sistema reconhece sem erros.

As egs.(2.16) para a superposigdo m* do sistema definido peios mas:
(2.1}, séo as mesmas da solu¢ao de campo meédio encontradas por

para a termodinamica de uma rede de neuronios de 2 estados,

em (2.16) corresponde a inversa da temperatura § = 1/T na re
e 2.2 mostranios as solugdes das eqs.(2.16). Pode-se observar gue a perio:mance do
modelo é otimizada para valores de ¢ — oo, ou seja, o limite no qual ¢ estado do
neurénio pode tomar s6 dois valores. Para g — oo, todos os padsdes sao reconhecidos
com uma superposicio maior que 90%, para niveis de diluicio de até 80%. Neste caso
cada neurdnio permanece conectado 6 com 20% dos restantes neuvrdnios. Com uma
&sieno de 409 Gmero de er 0 reconhecimento é de 2.55 cenncidade d
Hluigio ce 4U% o mimero de e1ros nio reconlicamnento ¢ ae YOy, € & CeDhaciGade de

reconhecimento ritica a., cal de 0.14 para 0.1 .
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Figura 2.2: Capacidade de armazenamento critica vs. grau de dilui¢ho , numa rede neurconal

analdgica, para diferentes valores do ganho g.

Para g=2 a rede diluida a 80% reconhece com uma superposicao maior gue 0.8. O
o, cai para 0.05 para niveis de diluigéo e::tre 0-40%. O nivel de erros no recorhecimento

¢ de 6.5% para diluigao de 40%. A performance continua -endo muito bos.

2.3 Diluicao Assimétrica

Depois de ter analisado em detalhe as imphcagoes de limitar a conectividade numa rede
neuronal diluindo simétricamente uma fragdo das sinapses, o passo seguinte procurando
tornar o modelo mais realista é considerar diluigdo assimétrice. Isto é equivalente a
considerar, no modelo introduzido na segéo 2.2, que d;; nao necessariamente serd igual
a d;;. No caso mais geral de diluicao assimétrica aleaidria, d;; e d;; serédo variaveis
sleztorias independentes, e entdo um par de neurdnios i-J, poderd ter ambos canais Jj; e
J; diferentes de zero [42], s6 um deles (J;; ou Jj;) diferente de zero, ou ambos nulos, em

cujo caso o par de neurdnios estard corpletamente desconeciado. Liberar a restricao
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de simetria nas sinapses tem conseqiéncias muito interessantes, ji que, além de tornar
os modelos mais perto da realidade bioldgica (ver capitulo 3), a assimetria pode ser
responsavel por comportamentos dindmicos muito complexos. O fato de ter Ji; # Jj
implica na inexistencia de uma fungio energia ou fungao de Liapunov para o mo-
delo. No caso dos modelos estatisticos, a impossibilidade de definir uma energia implica
que ndo é possivel utilizar as técnicas da mecanica estatistica de equilibrio para resolver
os modelos, como foram usadas na solugio do modelo de Hopfield [12,13,14]. Entdo o
caminho a seguir para estudar estes modelos é resolver explicitamente a dinémica dos
mesmos, empreendimento em geral muito dificil por causa das correlagoes existentes
na dindmica de um sistema de muitos corpos interagentes. Outra possibilidade é ex-
trair informacoes titeis mediante simulagdes por computadores. Importantes resultados
analiticos tem sido obtidos no limite de diluigho extrema definido na secao 2.1. Mais
especificamente, se ¢ < In N, o conjunto de neuronios gue, desde o tempo {=0, infiuen-
ciam o estado de um neurdnio qualquer x;(t) no tempo ¢, é diferente do conjunto que
influencia o estado de qualquer outro neurénio z;(t). Em outras palavras: com uma
alta probabilidade, a dindmica dos neurédnios da rede é descorrelacionada, e portanto ac-
cesivel a uma solugao analitica completa. Num trabalho cléssico, B.Derrida, E.Gardner
e A Zippelius [43] estudaram o modelo de Hopfield com dilui¢do assiméirica aleatéria no
limite de dilui¢io extrema, para os casos de dindmica seqiiencial e paralela. A equugédo
que define os atratores da dinamica resulta ser a mesma para ambas dinémicas. Nos
limites N — o0 ,p — o0, ¢ — oo, (p/c=a) nessa ordem, com ¢ < lu N, a equagho

para a superposi¢io com uma menoria é ;

™m = fjm Dz tanh [ﬁ (z\/a+ m)] , Dz = —=exp (2.16)

onde f=1/Ty, To =T/ec.

Os principais resultados sdo os seguintes [43]:

s As transicoes entre as fases de reconhecimento (m # 0) e ndo reconhecimento
(m=0) com « finito sho continuas para qualquer valor de 3, diferentemente do
que acolrtece comn o modelo de Hopfield completamente conectado. Como con-

seglifncia, a deterioragio das propriedades de memdéria anmenta de forma continua.



¢ Para (= oo a capacidade critica de reconhecimento ¢ ¢

o = 2 0637, (2.17)

™

sensivelmente superior ao valor «,. = 0.138 do modeio de Hopfield. Ainda neste
limite extremo, a rede niao perde suas propriedades essenciais de boa memoria

associativa.

Em outro trabalho nesta linha, foi estudada uma rede neuronal fortemente diluida com
interagoes multi-neuronio, ou seja, com eficacias sinapticas efetivas entre um conjunto
de R neurdnios [53,54]. Novamente os resultados sio melhores do que aqueles obtidos
no caso de redes com conectividade completa.

Para niveis gerais de diluicdo , resuliados analiticos tem sido obtidos {48] usando
idéias introduzidas por E.Gardner. Na segao seguinte serdao apresentados resuliados
obtidos mediante simulacoes numéricas, numa rede neuronal analdgica com diluigao

aleatoria [55].

2.3.1 Simulando uma Rede Neuronal Analégica

Tendo como objetivo investigar os efeitos de diluir assimetricamente uma rede neuronal,
mantendo a conectividade por neurdnio ¢ finmita, simulamos no computador uma rede
neuronal definida pelas eqs. {2.1) e (2.2) [55]. A regra de aprendizado é simnilar & (2.3),
exceto na normalizaco , por razoes historicas. Nas simulagoes escolhemos:
di. &
e M Hel 2
J13 - I\T Z 62 £j (—“18)
p=1
Diferentemente do caso considerado na Segao 2.2, agora o parametro d;; € independente
G ) P j !
de d;;. Novammente o parametro de diluigio € escolhido de acordo com a distribuicao
j p G G
de probabilidades (2.4). Claramente, a fonte de assimetria nas sinapses ¢ a indepen-
dencia nos valores de d;; e d;;, ou seja, diferentemente do que acontece nos modelos
gue consideraremos no capitulo 3, onde a assimetria € consequéncia da propria regra de
aprendizado, no presente modelo eln € causada pela diluigdo das sinapses.
Os principais resultados das simulacdes foram obtidos com redes de 480 neurdnios
1 P S 3
emnbora também foram reabizadas <smulacdes em redes de 50 e 100 neurénios, para estu-

dar os efeitos do tamanho finito da rede. Os diagramas de fases que serfio aprescutados
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nas sec¢oes seguintes foram obtidos com condigdes iniciais para os estados dos neurénios
nos vértices de um hipercubo x,{(0) = £1,7 = 1...N. Para eliminar efcitos de tran-
sientes foram descartadas as primeiras 500 iteragdes . Os valores finais das grandezas
calculadas correspondem a uma média sobre 100 diferentes realizagdes da matriz de
sinapses J;; . A identificacao das fases foi feita da seguinte forma: quando o sistema
atingia um ponto fixo na sua dindmica calculavamos a superposi¢iao entre o estado
assintético da rede e os p padroes £ :
1N

mto= =3 ael (2.19)

=1

Foram considerados t1és casos:

1. Se m* < 107% o estado for considerado erigem, ou seja, todos os neurénios no

estado z; = 0.
2. Se m* = O(1/v/N) o estado foi considerado vidro de spin.
3. Se m* = O(1) o estado foi considerado de reconhecimento.

No caso de ciclos limite ou caos m* nao estd definida. Nos estados origem, vidro de
spin, e reconhecirnento, e longe de fronteiras criticas, o sistema converge para um atrator
no maximo em 20 iteragoes . Antes de descrever os resultades das simulacoes é bom
lembrar que a dinamica da rede é paralela, ou seja, todos os neuronios sao atualizados

simultaneamente.

2.3.1.1 Diagramas de Fases

O espaco de parametros do modelo é tridimensional; os trés parametros livres sdo @ o
nivel de dilui¢fio d, a razdo de armazenamento a = p/N, e o ganho da funcao de trans-
feréncia na origem g. Nos obtivernos cortes bidimensionais para dois valores particulares
do parametro «. Para valores pequenos do parametro o = 0.01, o diagrama diluicao
vs. genho (fig.2.3) apresenta somente duas fases: se g ¢ suficientemente pequeno a
rede atinge um atrator no qual r; = 0, + = 1... N, ou seja, a origem é umn ponto fixo

estavel. Ao aumentarmos g, cheganios a um velor critico acima do qual o estado estavel



37

o8 - ORI GEM

06 o
d o5 - RECONHECIMENTO
04 4
0.3 4

0.2 4

0.0 T T T T

—f

Figura 2.3: Diagrama de fases diluigdo vs.ganho para vma rede de neurdnios anzldgica com
a=0.01. Os¢ quadrados sio o resultados de simulagdes numa rede com 480 neurénios e s linha

clieia € uma aproximacao tedrica para o limite N — oc e @ — ( (ver texto).
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Figura 2.4: Diagrama de fases dilui¢do vs. ganho para uma rede de neurdnios araldgica com
o = 0.06. Os quadrados sao resultados de simulacdes numa rede de 480 neuronios. As regioes
com linhas curtas assinalam as possivels fronteiras entre as fases nao-estaciondria, vidro de spin

e reconhecimento. As linhas cheias sao uma guia para o olho.

€ um ponto fixo de reconhecimento, ou seja, a dinamica da rede converge a um estado
que apresenta uma superposi¢io macroscopica com um dos padroes armazenados. Na
mesma figura observa-se que conforme aumenta o nivel dt.; diluicéo , a origern apresenta
um dominio de estabilidade maior, isto é ,0 reconhecimento é desestabilizado. Neste
sentido pode-se dizer que a rede reconhece melhor quanto maior for o valer do ganho,
independentemente da diluigio , efeito ja presente no caso de diluigao simétrica da segao

2.2.2.

Este comportamento pode ser aproximado tedricamente fazendo uma suposigao sim-
ples: assumindo que quando a — 0, o efeito da dilumicao é simplesmente uma renorma-

lizacdo da matriz de sinapses,
1-d) <
5 =020 > g (2.20)
=

Fazendo uma anélise de estabilidade linear no sistema de mapas acoplados (2.1), en-

con:ramos que a ironteira onde a fase origem perde estabilidade ¢ determinada pela
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condigio :
(1 —d)Ape =1, (2.21)
onde
(1 = Aoz = (1 = d)(1 + 2v/a) (2.22)

¢ o autovalor de maior valor absoluto da matriz (2.20). Quando a — 0 podemos definir

uina curva para o ganho critico:

ge % (1 - 2/a) (2.23)

Este resultado ¢ uma o6tima aproximacio para os resultados das simulacoes |, como
pode-se conferir na fig. 2.3. Para a = 0.06 o diagrama diluicdo vs.ganho apresenta
quatro fases, como podemos observar na fig. 2.4: para niveis de dilui¢do entre 0.1 e 0.5
o sistema apresenta uma fase vidro de spin, entre as fases origemn e reconhecimento, as
unicas presentes para @ = 0.01. Num estudo do niimero de estados metaestéveis de uma
rede de neurdnios com diluigao assimétrica, A.Treves e D.Amit [47] acharam uma banda
grande de estados com superposi¢ao quase nula com os padroes . Este resuitado similar
ao nosso esta , no entanto, em contraposicao com outros trabalhos, que sugerem que
uma quantidade arbitrariamente pequena de assimetria seria suficiente para suprimir os
estados vidro de spin [56]. As regides com tragos pequenos assinalam que parad = 0.7 a
rede nao reconhece pois s6 estao presentes as fases origem e vidro de spin. Para d = 0.9
nao existem solugdes de reconhecimento nem vidro de spin. Para um valor do ganho
g = 3, a origem perde estabilidade, e apresenta-se uma nova fase que chamamos ndo-
estaczondrig pelo fato de o sistema n&o atingir um atrator periddico em 500 iteracoes .
As simulagdes foram feitas para g no intervalo [0.1,100] e passos Ag = 0.5. Com esta

precisio nao foi encontrada evidencia de fases vidro de spin ou nao-estaciondria para

a =10.01.

2.3.1.2 Fases de Reconhecimento

Para estudar as propriedades de reconhecimento do modelo, foram feitas simulacoes
com wina condigéo inicial (estimulo) coincidente com um dos padrdes . Na fig. 2.5 pode-

se observar um diagrama superposigdo vs.ganho, ou seja, a variagio da superposicao
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entre o estado assintético da rede e um dos padroes armazenados, em fungio da nao-
linearidade da fungdo de transferéncia na origem, para o = 0.06. Até diluigoes de 50%
a rede reconhece com um valor de mm > 0.9 se ¢ > 50. A performance do modelo
para valores grandes do ganho é similar a do modelo com dilui¢io simétrica da Segao
2.2. Para valores pequenos do ganho a comparagio é dificil, ji que o a, diminui e as
simulagées correspondem a um valor fixo @ = 0.06. Pode-se notar que ao aumentar
a diluicao , a fase de reconhecimernto aparece para valores cada vez maiores de g, e ja
para d=0.7 o sistema ndo reconhece. Neste sentido o modelo simétrico é melhor que o
presente, porém € importante assinalar que a perda das propriedades de reconhecimento
no modelo assimétrico vem acompanhada do aparecimento de uma fase néo-estaciondria,
que pode ter interessantes consequéncias numa analise mais abrangente das fungoes

cerebrais que podem ser consideradas com os modelos fisicos.

Nossos resultados para valores grandes de g sao consistentes com simulagoes apre-
sentadas por D.Amit [57], para um modelo de Hopfield com diluigao assimétrica. No seu
modelo, um nivel de diluicéo de 100% corresponde a conexdes unidirecionais, e a capaci-
dade de armazenamento critica diminmu com a dilui¢do . Também proliferam trajetorias
(definidas pelo conjunto de mapas acoplados (2.1)) ndo periodicas conforme aumenta d.
A comparagao entre ambos modelos tem que ser feita com cuidado, levando em conta
a diferente forma na qual a diluigéo é incorporada, assim como o fato da dindmica do
modelo de Hopfield ser sequencial, e a do nosso paralela. Na fig. 2.6 sao analisados os
possivels efeitos de tamanho finito no modelo para redes com 50, 100 e 480 neurdnios,
observando a variagdo da superposicio em funcgao da dilui¢io , para num valor fixo do
ganho g=10. Exceto por uma importante flutuagao no valor da superposigao para d=0.5
e N=480, ndo observamos uma forte dependencia dos resultados com o tamanho da rede.
E interessante notar gue para uma diluicao de 90%, foram obtidos pequenos valores da
superposigao {m = 0.15) para redes com N=50 e N=100. Jd para N=480 o sistemia nao

comverge para um atrator periddico como foi discutido na secio anterior.
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Figura 2.5: Superposi¢do vs.ganho para uma rede de neurdnios analégica com a = 0.06. Os
circulos sdo resultado de simulagdes numa rede com 480 neurdnios, e um nivel de diluigéo de

10%. Os triangulos correspondem a uma diluigdo de 50%. As barras correspondem a dispersao

estatistica dos resultados.
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Figura 2.6: Superposicdo vs. diluicéo numa rede de neurdnios analdgica para a = 0.06 e trés
tamanhos da rede: N=50 (quadrados), N=100 (circulos) e N=480 (tridngulos), e um valor fixo

do ganho g=10.

2.83.1.83 Caos em Redes Neuronais

O modelo estudado nas secoes anteriores apresenta, além das fases usuais de reconheci-
mento e vidro de spin, uma nova fase que chamamos de nao-estacionaria, e que apresenta
uma dindmica cadtica para niveis de diluigdo grandes. Como foi indicado na secaoe 2.3,
como conseqiiéncia da assimetria da matriz de sinapses, néo é possivel definir uma fungao
de Liapunov para o modelo. Nas simulagbes achamos que para sistemas com 50 € 100
neurénios interagentes existe um regime intermediério, separando as fases estacionana
(pontos fixos) da cadtica. Ou seja, mudando o valor do pardmetro g o sistema apresenta
diferentes atratores: pontos fixos, ciclos limites e finalmente caos. Os ciclos limites
tornamn-se progressivamente mais complexos com o aumento da nzo-linearidade g. No
entanto, a rede com 480 neurénios apresenta uma transi¢do direta de uma fase com
pontos fixos a outra cadtica, sem passar por ciclos limites. Este comportamento ja foi
observado em outros trabalhos[59], e sugere que, com o aumento da dimensionalidade

do sistema, a janela de periodicidade é cada vez mais estreita, até colapsar acima de
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uma certa dimensionalidade critica {que pode ser infinita).

Caos em redes neuronais analogicas foi encontrado num modelo com dinémica em
tempo continuo[58], nos limites N — oo , e diluigio extrema discutido na se¢éo 2.1.
Nesse trabalho, utilizando uma técnica de campo médio dindmico[59], fol calculada a
funcio de correlagio temporal dos potenciais pos-sinapticos, e existe um regime no qual
a correlagio vai para zero, indicando a presenga de uma fase cadtica. De fato, no limite
N — 0o, o sistema apresenta uma transigao de um estado estacionario (para valores
pequenos de g) para um estado cadtico (para valores grandes de g), quando varia o grau
de nao-linearidade ¢ no sistema. Surpreendentemente, no limite ¢ — oo, a capacidade
critica de armazenamento nao concorda com o valor encontrado para um sistema de
neurénios discretos por Derrida, Gardner e Zippelius (eq. 2.17). O valor para o limite
no sistema analégico é a, = 0.87 [58], um pouco malor do a, = 0.637 da ref.[43]. Sugere-
se [58] que a diferenga é devida as diferentes dindmicas, mesmo no limite g — oo.

Na filosofia de considerar as redes neuronais como sistemas computacionals, € inde-
sejavel a presenca de dindmicas cadticas nas mesmas. Porém, no que diz respeito aos
neurdnios biolégicos, é um fato experimental a presenga de respostas cadticas a estimulos
periédicos. Por exemplo, foi achado experimentalmente em axdnios de lulas gigantes,
e teoricamente nas equagdes de Hodgkin-Huxley [61], que a resposta de membranas
de neurdnios em estado de repouso a excitagbes periodicas nem sempre sao periddicas,
e as respostas aparentemente nao-periddicas podem ser entendidas como caos Geter-
ministico (ver ref. [60] e referéncias nesse trabalho). Estudos levando em consideragao
propriedades biologicas dos neurdnios, como respostas analdgicas, periodos refratarios
relativos e soma espago-temporal dos estimulos [60], sugerem que o caos deterministico

pode ter um papel funcional no comportamento de redes neuronais biologicas.

2.4 Conclusoces

No presente capitulo foi considerado em detalhe o efeito causado, nas propriedades de
reconhecimento de uma rede neuronal analdgica, pela diluicho de uma certa fragio das

conexoes entre os neurdénios da mesma. Numa primeira parte considerou-se o efeito da
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diluigdo siméirica de sinapses. Esta aproximagao biologicamente artificial nos permitin
fazer um estudo analitico do modelo. Comprovamos que até niveis de dilumigao muito
elevados, a rede nao sofre uma grande degradac@o em sua performance como memoria
associativa. Comparada com a rede completamente conectada, a rede diluida apresenta
uma capacidade de armazenamento de padrées um pouco menor, porém isto € compen-
sado pela grande economia no nunmero de conexoes . Este fato é muito immportante na
hora de fabricar redes neuronais artificiais, que apresentam o problema da limitagao do
espaco fisico no qual a rede deve ser fabricada. Do ponto de vista funcional, também ¢é
importante que a rede continue a reconhecer satisfatoriamente mesmo sofrendo cortes
aleatorios em algumas das sinapses.

Com o objetivo de tornar o modelo mais realista do ponto de vista biologico, estudou-
se numa segunda parte o efeito de uma dilui¢do asstmétrice das sinapses. Também neste
caso comprovamos que a rede apresenta uma performance muito boa, para niveis de
diluicao razoavelmente grandes. A grande novidade da assimetria em redes analogicas €
a presenga de caos na dinamica dos neurénios. Ainda nao é claro se a dinamica cadtica
pode ser de importancia nas fun¢des computacionals das redes neuronais, embora exista

evidencia experimental de dinamicas caoticas em neurdnios biologicos.

2.5 Apéndice: analise estatistica da rede analdgica com ruido

gaussiano nas sinapses

De acordo com (2.1), e como £ = +1, a superposicao

1N

m’ = — Y 294
N6 (2.24)

pode ser escrita:

1N
m” = N Z; tanh (g€ hi) (2.25)
ou

m” = tanh(gH}), (2.26)
onde H? = £Yh; . A barra superior indica uma média sobre o indice 1, 7 = _3\_ S{\:I ;.

No limite N — oo esta média pode ser escrita como uma integral na disiribulgao de
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probabilidades do H*:

+oo
= f dH* P(H") tanh(¢H") (2.27)
De acordo com (2.2) e (2.5), o potencial pos-sinaptico no neurdnio i-ésimo é
1 N p N
hi =5 20 2 €T 2 byt (2.28)
7=1 pu=1 7=1

Vamos considerar solucdes de reconhecimento da forma m* = O(1), m# ~ O(N~1/?) se

p#F v
P N
HY =m* + &Y &mr +£ > bya; (2.29)

utv 7=1

Devido a independencia dos £/’s entre eles, e dos £/’s com os é;;'s, no limite N — oo,
p — oo, p/N = a, a variavel H? terd uma distribui¢ao gaussiana, com valor médio igual
a soma dos valores médios dos trés termos. Temos que tomar a média na distribuigao
dos £f''s, e na distribui¢ao dos é;;’s. S6 o primeiro termo tem valor médio nao nulo,

entao

7 = m (2.30)

A varidncia serd a soma das varidncias. A variancia do segundo termo é

1 N N P P
g = < ﬁZ DD D e e >
: i=1 k=1 p#v p#v
PP
- Z Z m* mf L E >, (2.31)
u#v pfu
onde < --- > representa uma média com respeito a distribui¢ao dos £/’s. $6 os termos
com p = p terdo valor médio ndo nulo, entdo
P
o5 =3 (m#)? (2.32)
v
Para calcular m* levamos em conta que:
1 N
m* = ~ S €F tanh(ghi) (2.33)
1=1

Se A; e B; sao varidveis independentes, entdo o quadrado da média do produto é igual

a média do preduto dos quadrados:

1y S
2 p2 .
(I\_’Z A:'Bi) = J\—,Z A; B (2.34)
=1

=1



46

No nosso caso, £ esté correlacionada com tanh{gh;) pelo terimo que contém £ no

potencial pos-sindptico. Entao teinos que analisar este terino separadainente:

N P
me = %;{f tanh [g (‘ft’-‘m“ + Z{,’-’m")} (2.35)

pER
Como m*~ Q(N~Y/?) é possivel expandir a tanh em poténcias de £/m”. Até primeira
ordem em m* :
1 N P r
= FZ: {tanh (gglﬁfm”) + £Fm# tanh’ (g%{fvn”) } (2.36)

Definimos:

N —
= -J%Imzta.nh'(ghi) = tanh'(gh,) (2.37)

=]
A soma nos argumentos da tanh e da tanh’, na eq.(2.36), difere de h; num termo de

O(N~1/?), entio vamos consideri-la como o proprio h; .

p# b

m* (1 - R) = Z £¥ tanh (Q'Z £f mﬁ) (2.38)

Agora no lado direito da expressao anterior, temos uma soma de um produto de variaveis

independentes,
(m* Y(1 — R)* = sz tanh®(gh;) (2.39)
Definimos:
1 X T
= N—Z tanh®(gh,) = tanh®(gh;) (2.40)
Finalmente, se p > 1
i 2.41
Uﬁ_(l—-R)Q (2.41)

O terceiro termo de Y tem uma varidncia:

N N
= [Z Z 6,_] kT L :| (242)
3=1 k=1

Como 6;; é independente de é;, entéo biiby ;0 = 0,se 3 # k. [---] representa uma média

na distribuigdo das varidvels &;; .

N
- [Z (5,-ja-j)2] (2.43)



Fazemos uma analise similar a do termo anterior:

N
§;x; = &, tanh lg ( Z Ebiar + Z STy + 5]',:&‘)}

u=1} k=1

N N
= & {tanh[ ( Z {’f‘ffark —}-Z Ok )}
N (-

k=1
+ &;@; tanh’ |:g (

+O(62 2

Jlt

N
=]

!—17%"

2] -

= ‘f_.Mv

P N
Y il + ) b )}
k=1

u=1

Como é;; = 6;;, em segunda ordem em ¢;; temos:

(6;,2;)% = &;;° tanh®(gh,)

A variancia do H} sera :

~(1-Rp
Entéo H} terd uma distribuicido de probabilidades:

[(H," - m")z]

P(H!_U): Der?

exp —

1
Va2To

As equagoes auto-consistentes para a superposicio com a memoria v serao :

+00
m’ = ] dH" P(H") tanh(gH")
+oo R
g = /_m dH* P(H") tanh*(¢H")

+oo
R = ] dHY P(H") tank'(gH") = ¢(1 - )

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.49)
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Capitulo 3

Padroes com Atividade e Regras Hebbianas

com Assimetria

3.1 Motivacoes

Nos capitulos prévios tém sido considerados modelos de memdrias associativas nos quais
os padrdes apresentavam, em média, o mesmo nimero de neurdnios ativos e inativos.
Isto quer dizer que quando a rede atingia um ponto fixo atrator, 50% dos neurdmos
ficavam no valor +1 e 50% ficavam no —1, como conseqiiéncia de escolher ' = +1 com
probabilidade 1/2. No entanto, é conhecido experimentalmente que a atividade média
espacial no cortex é relativamente baixa. Num ponto fixo atrator, a percentagem de
neurénios que ficam ativos (¢ = +1) é aproximadamente 4-5% [62]. Este fato faz

necessario modificar os modelos previos, baseados em igual percentagem de +1's e —1's,
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se quisermos nos aproximar da realidade biolégica. Mesmo pensando em problemas
como reconstrugao de imagens, por exemplo, é comum ter um fundo uniforme (—1‘s
na nossa codificagiao ), e sobre ele uma imagem que carrega a informacao util que nos
interessa. O interesse por considerar padroes com atividade também provem da nece-
ssidade de armazenar memodrias correlacionadas, ou inclusive estruturadas em arvores,
que permitam ao sistema formar categorias como serd estudado no capitulo 4. O baixo
nivel de atividade encontrado no cérebro reforgou a procura de modelos que tivessemn
uma grande capacidade de armazenamento nesses niveis baixos. Em particular, num
importante trabalho, E.Gardner [39] calculou um limite tedrico para a capacidade de
armazenamento de uma rede neuronal com atividade arbitraria. Supreendentemente, ela

obteve que a capacidade pode aumentar indefinidamente no limite de baixa atividade:

1
(1 —le[)(In(1 — Ja])

o, =

(3.1)

( a mede a atividade da rede e serd definida com precisdo na proxima se¢ao . O limite de
baixa atividade corresponde a |a| — 1). O resultado é independente de qualquer regra de
aprendizado particular; entdo a partir dai o problema foi encontrar regras de aprendizado
que aceitassem padroes com atividade e tivessem, no caso ideal, a performance 6tima
encontrada por Gardner. Uma candidata natural é , certamente, a pseudo-inversa, que
pode armazenar até N padrées com correlagho arbitrdria, desde que sejam linearmente
independentes, sendo N o ntimero de neurénios, como se viu no capitulo 1. Emibora
a pseudo-inversa resolva o problema da correlagio , ela tem uma capacidade critica
«, = 1, bem maior do que o modelo de Hopfield (a, = 0.138), mas ainda muito longe
do possivel oo do caleulo de Gardner. Qutra possibilidade explorada com maior sucesso
foi voltar as regras locais, e fazer modificagbes na regra de Hopfield. Na préxima segao
varmnos ver o que acontece com a regra de Hopfield quando é guebrada a condigzo de
independencia estatistica entre os padrdes , e alguns caminhos possiveis para resolver

as dificuldades que se apresentam.
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3.2 Padroes com Atividade

A forma mais simples de considerar padrées com atividade ¢ mantendo sua independen-
cla estatistica, porém pesando as configura¢des com um malor nimero de +1’s do que
—1’s ou vice-versa. Na linguagem dos sistemas magnéticos, isto é equivalente a conside-
rar configuracbes com uma magnetizagdo fixa. Especificamente, podemos escolher os
padroes com a seguinte distribui¢ao de probabilidades:

14+ a 1 -

P(EF )= —= 2 6(EF — 1)+ — §(€4 +1) (3.2)
2 2

onde —1 < a < 1. A atividade média num padréo € (1+a)/2. Por exemplo, o caso a=0
corresponde ao modelo de Hopfield (50% de atividade media). No caso a=1 todos os
padroes sao idénticos com todos os neurdnios no valor +1. A média para o estado de

um neuronio num padrao qualquer sera :
L& >=a (3.3)
e a superposi¢ao entre dois padrées qualsquer sera :
LE Y »=d’ (3.4)

O simbolo < --- » representa uma média tomada com respeito & distribuicéo (3.2).
Outras distribuicoes deverao ser usadas se quisermos armazenar padrdes com maior
estrutura interna, ou mesmo padroes estruturados hierarquicamente; nés ndo vamos con-
siderar essas possibilidades na presente tese. E importante comentar que freqiientemente,
na literatura de redes de neurdnios, fala-se de padroes correlacionados quando se quer
indicar padrées que, mesmo sendo estatisticamente independentes, apresentam uma

superposi¢do nao nula, como o caso que acabamos de considerar. Claramente, esta

identificagdo é impropria.

3.3 Estabilidade dos Padroes : Analise Sinal-Ruido

3.3.1 A Regra de Hopfield com padrdes independentes

Nesta seciio vamos fazer umn estudo da estabilidade dos padrbes armazenados com a

regra de Hapfield. Vammos exigir como condigio de estabilidade dindmica para um padréio



qualquer v , que satisfaga
Y hy >0 t=1,...,N (3.5)

o que nada mais é do que o alinhamento do estado do neurénio na meméria v com seu
potencial pos-sindptico (PPS), ou campo local. Se o sistema atingiu um atrator, por

exemplo a memdria £} , o campo local no sitio 1 para a regra de Hopfield (1.9) serd :

1 I P
RIPIELY (3.6)
# :
Temos uma soma de p(N-1) termos; separando os termos que correspondem a p = v

obtemos:

N
h; ——_£V+A,ZZ£££” (3.7)
i v

O prumneiro termo da soma, que contem contribuigdes do padrio v-ésimo (o qual estamos
analisando), € conhecido como sinal. O segundo termo representa um ruido gerado
pelos p — 1 padrdes restantes. No limite N — oo o sinal é igual a £¥ e, como o0s
padroes sao independentes, o ruido fica representado por uma caminhada aleatdria com
(N —1)(p—1) passos de valor +1 ou ~-1. O valor médio do ruido serd conseqiientemente
zero, e apresentara uma dispersao igual a \/p/N. Podemos ver entao que, se mantemos
p fixo e N — 00 , o ruido € essencialmente nulo, e assim o sinal do estado do neurdnio
sera igual ao sinal do seu campo local (PPS), portanto a préxima configuragao da rede
serd 1gual a atual, o que quer dizer que o sistema estd nwn ponto fixo da sua dinamica
(i.e., a estabilidade do padrio estd assegurada). Mesmo se p crescer proporcionalmente
a N, de forma que p = a/N, o valor absoluto do ruido s6 ird ultrapassar o sinal se
Vo > 1, o que implica que, segundo esta analise estatistica, a capacidade critica de

armazenamento da rede é a, =~ 1.

3.3.2 A Regra de Hopfield com padroes com atividade

Agora vamos ver o que acontece com a capacidade de armazenamento da regra de
Hopfield, se armazenamos padres com atividade (1+a)/2, dada pela distribui¢ao (3.2).

Podemos decompor o campo local da mesma forma como fizemos na segio anterior. O
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sinal (S) novamente serd igual a £ , porém aguarda-nos uma surpresa ao calcular o

termo de ruido (R). Em virtude das correlagoes (3.3) e (3.4):

1 L [T 2p ¢
R=md ) age =a) ¢ (3:8)
1# pFe nFu

O maior valor que pode tomar a soma no Gltimo fator é (p — 1) e entao os padrdes sio

desestabilizados quando:
(p=1)a =1 (3.9)

Este resultado é catastréfico para o modelo ja que, por exemplo, se uns 5% dos neurdnios
estao ativos (no valor +1), a = —0.9, e p nao pode exceder de 2 independente do N.
Certamente, uma rede que sé pode armazenar 2 memorias nao € muito interessante

como rede associativa.

3.3.3 Armazenamento eficiente de padroes com atividade e o limite de baixa

atividade

Numa tentativa de reduzir o ruido R (eq.3.8) e, conseqiientemente, aumentar a estabili-
dade dos padrdes , Amit, Gutfreund e Sompolinsky [15] introduziram uma modificacio
simples na matriz sinaptica do modelo de Hopfield, que permite armazenar um ntimero

de padroes proporcional a N, com atividade arbitraria:
1 14
Ty = 52 (€ —a)e (310)
u:

Se os padrées sao gerados de acordo com a distribui¢do (3.2), a analise sinal-ruido

permite demonstrar que, no limite N — oo , o valor médio do ruido é zero e
aela) = (1 - lal)al0) (3.11)

Este resultado implica que &, é sempre menor do que o correspondente valor para
o modelo de Hopfield (a=0), e se anula no limite |a| = 1. Este resultado ainda nio
corresponde as expectativas previstas no calculo de Gardner. O modelo introduzido na
ref. [15] ainda apresenta outras dificuldades como, por exemplo, proliferacéo de estados

esptrios a medida que a cresce. Tanto este problema como a diminuicio do a, com e
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s&o resolvidos modificando a dinarica do modelo, limitando o niimero de configuragoes
dindmicas accessiveis a aquelas que satisfagam £ ¥, z; = a. Porém, a capacidade
critica do modelo, ainda que com a dinamica modificada, cai a zero no limite ¢ — 1,
contrariamente ao desejado.

Em dois trabalhos independentes, Buhmann, Divko e Schulten [63] e Tsodyks e
Feigel'man [64], reflormularam o modelo de Hopfield voltando as varidveis {0,1}, mais
naturais do ponto de vista biolégico do que as {-1,1}, na representagao de estados
neuronais passivos e ativos. As novas variaveis dinamicas S’, e padrées 7 , sdo definidos

em termos dos antigos S, e £, pelas transformacoes

= w (3.12)

. _ &+

7 5 (3.13)

Esta mudanca, a priori formal, acarreta uma mudanga nos limiares de disparo dos
neurénios, o que, por sua vez, traz como consequéncia uma melhora importante na
capacidade de armazenamento da rede. Lembremos que, no modelo de Hopfield (a

temperatura nula), cada neurénio apresenta um PPS
(z; +1
hi = Z Jy ——= ) (3.14)
J# 2

e sua dinamica é governada pela equagao
it + 1) = sinal (h; (t) — U}, (3.15)

com o limiar de disparo U; = ZJ# . Se, diferentemente, escolhemos U; cons-
tante, a performance do modelo muda. Especificamente, escolhem-se p padrées com a
distribuigao

P(n )=ad(ni —1)+(1-a)é(n;" ) (3.16)

O modelo de Hopfield corresponde a e=1/2. Baixa atividade corresponde a valores
pequenos de a. A menos de fatores constantes, em ambos trabalhos a matriz de sinapses
é

= —Z (nf —a)(n! —a) (3.17)
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Uma andlise sinal-ruido do campo local evidencia a necessidade de introduzir um limiar
uniforme U/ = 1/2 — a, de forma tal que o campo local sobre o neurdnio 3, no padréao v,

sera
N
hy = 2 Tym: = U (3.18)
J#
O resultado € interessante:
e Padroes sem superposicéo {a=1/2) sao desestabilizados para a, = 1/2. A capaci-
dade do modelo, calculada mediante uma andlise sinal-ruido, ¢ a metade da do

modelo de Hopfield (a, = 1).

¢ Com a diminui¢io da atividade @, o ruido diminui e a capacidade cresce como

1
e = — .1
a P (3.19)

No limite de baixa atividade a— 0, a capacidade do modelo diverge.

Uma analise de campo médio do modele permite obter um valor mais preciso para a

capacidade critica:
1

alna

Qe A2

(3.20)

Este valor estd muito préximo do limite tedrico obtide por Gardner (eq. 3.1). Inspirados
nestes trabalhos, C. Perez-Vicente e D.Amit [65] generalizaram a transformacao (3.12),
mtroduzendo um novo parametro b:

- B (3.21)
além do limiar uniforme U, e voltando as antigas varidaveis {-1,1}, tanto para as varidveis
dinamicas z; como para os padroes £, que sao escolhidos , novamente, de acordo com
a distribuicio (3.2). O principal resultado deles é que € possivel escolher um valor
adequado de b que otimize as propriedades de reconhecimento da rede, obtendo também

uma divergencia no «, no limite de baixa atividade (¢ — 1). Mediante uma anélise

sinal-ruido, os autores obtém uma aproximagao para o o,

_
(1-a?)

X =

(3.22)
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Uma analise de campo médio do modelo melhora a previséo ( qualitativamente correta)
da andlise sinal-ruido, e permite obter uma capacidade critica [65]

. k(a)
1 -a)n(l-a)

(3.23)

O resultado, similar aos previos, também estd perto do limite de Gardner.

Todos os trabalhos anteriores tém o mérito de atingir grandes capacidades de ar-
mazenamento de padrdes no limite de baixa atividade. No entanto, as regras de apren-
dizado sao , todas, pouco plaustveis biologicamente. Elas sao simples modificacoes da
regra de Hopfield, e apresentam, entre outros pontos fracos do ponto de vista bioldgico,
o fato de serem simétricas. Na préoxima secao vamos estudar uma generalizacao das
regras de aprendizado Hebbianas que ird nos permitir considerar regras assimétricas e,
em particular, recuperar os modelos descritos previamente para valores especificos dos

parametros.

3.4 Regras Hebbianas Generalizadas e o Papel da Assimetria

D.0.Hebb publicou, num livro agora classico [24], uma idéia que impulsionou a procura
de uma teoria da memoria:“a eficdcie de uma sinapse ezcitatéria eumenta quando os
dois neurénios que se unem estiéo ativos”. Experimentos feitos por Levy e colabo-
radores [66] no hipocampus de ratos mostram evidencias de que, quando os neurénios
pré-sinaptico e pds-sindaptico est&o ativos simultaneamente, a sinapse que os une € re-
forcada fortemente. Esse efeito pode ser modelado pelo incremento AJ;; da eficicia
sinaptica (excitatdria)

r; = 1 se o neurdnio estéd ativo, e i = 0 se estd em repouso. A equagdo (3.24) representa
aregra de Hebb, e mais: ela diz que a eficécia sindptica J;; néo é modificada sempre que
qualquer um dos neurdnios, o pré-sinaptico ou o pos-sinaptico, estiverem em repouso.
Em particular, os experimentos de Levy mostram que, quando o neurdnio pré-sindptico
j estd em repouso e o pds-sinaptico i esta ativo, a eficicia sindptica excitatdria sofre

um decréscimo importante. Entdo , as sinapses excitatorias ndo sé podem armazenar
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_ neurénio|
pré-sinaptico | ¥ .=2-1 |[X.=41
neuronio ’ ’
pos-sinaptico i
- s- ’
X, == ( v
. ﬂ;,‘ 0:, ‘
hi=+1 (antitlebb) | (Hebh)
(<) | (>0

Tabela 3.1: Parametros experimentais de sinapses excitatdrias,

atividades em conjuncdo como também anti-conjuncéo de atividades. Em lugar da

€q.(3.24) a regra para a variagio da eficacia sindptica pode ser
AJ,'J‘ X I;.T; (3.25)

z; = 2zt — 1 € a transformagao (3.12). Claramente, a regra (3.25) leva em consideragao
mais informagio sobre as atividades simulténeas de z; ¢ z; e, consequentemente, o
sistema de armazenamento de memdrias na rede deve ser mais eficiente. A regra (3.25)
é , basicamente, a regra de Hopfield. No que diz respeito & observagéo experimental, a
regra (3.25) ainda ndo é satisfatéria. Alguns dos seus porntos fracos jé foram discutidos
antes em diversos pontos da tese. No contexto da presente discussao , a regra tem como
consegiiéncia indesejdvel que a eficdcia sindptica é refor¢ada quando os dois neurdnios
que se unem estiio em repouso (z; = r; = —1). Experiencias feitas por Rauschecker e
colaboradores [67] no cértex visual de gatos apresentam evidencias de que as eficacias
das sinapses excitatérias nao sao modificadas quando o neurdnio pés-sinaptico 1 esta
em repouso, qualquer que seja a atividade do neurénio pré-sindptico 7. Na tabela 3.1
podemos observar os parametros experimentats de sinapses excitatérias. Podemos levar

em conta este Gltimo ponto modificando a regra (3.25) da forma
AJ,'J' o (.’L‘,‘ -+ 1).1’j (3.26)

As consideracdes anteriores correspondem a sinapses excitatérias. Muito pouco se sabe
da plasticidade de sinapses inibitdrias, e muitos investigadores sugerem que as sinapses

inibitdrias sao muito menos plasticas do que as sinapses excitatorias.
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J ¥ zal X,=41
3 3

X,==-1 a " a "

i

X,.=4+1 e*" a*"
i

Tabela 3.2: Parametros tedricos para as sinapses

Sem divida, devido a complexidade do cérebro, com seus diferentes modulos espe-
cializados em diversas fungbes , seus varios tipos de neurénios (piramidais, -stellate-,
etc.), as diferentes arquiteturas de conectividade dos neurdnios nas diversas partes do
cérebro, uma grande variedade de regras devem ser necessarias na rodelagem dos pro-
cessos de aprendizado. Muitas destas regras podem ser introduzidas por meio de quatro
parametros (ver tabela 3.2) que podem se relacionar diretamente com os parametros
experimentais discutidos acima. A questao € encontrar uma regiao no espago destes

parametros no qual o sistema apresente boas propriedades como memodria associativa.

Vamos introduzir agora uma classe de regras de aprendizado Hebbianas generalizadas
que incorporam uma série de ingredientes biologicamente motivados como, por exemplo,
assimetria estrutural e padroes com atividade [68]. Por outro lado, estas regras
recuperam, €m casos especiais, diversas regras de aprendizado conhecidas na literatura.
Estas regras vao ser utilizadas em sistemas formados por N neurénios {z;}i=1..N, Que
armazenam p padrbes com atividade (1 + a)/2 escolhidos de acordo com a distribuigao
(3.2). Assumindo que cada novo padrio memorizado modifica cada sinapse somente
por meio do neurénio pré-sindptico j e do neurdnio pés-sindptico 7, temos que a forma
analitica mais geral que néo mistura os padroes para a variagdo da eficdcia sindptica

pode ser escrita

AJi; (&8 .6 )=A+BE +C& + D& ¢ (3.27)

A, B, C e D sdo quatro constantes, a priori arbitrarias, que podem ser relacionadas de
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forma muito simples, com os parametros da tabela (3.2)

AJ;(-1,-1) = ¢ = (A-B-C+D)
AJ;(-1,41) = et = (A-B+C-D
i ) a ( ) (3.28)
AJi;(+1,-1) = ot~ = (A+B-C- D)
A Ji; (+1,41) = ot = (A+B+C+ D)
e conseqiientemente
A = Ya~~at—at +att)
B = Ya~ —at+at —att) (3.29)
C = Yo~ +at—at” —att)
D = Ya~+at +at” +att)

Desta forma, dado qualquer conjunto de pardmetros com motivagdo experimental
{at*,a %,a*",a**}, obtemos um conjunte {A,B,C,D}, e a correspondente regra de
aprendizado.

Sem levar em consideragio fenémenos de saturagéo no valor das sinapses, parece
razoavel supor que os padroes aprendidos adicionam-se linearmente (como na regra de

Hopfield), e entéo obtemos a seguinte classe de regras Hebbianas generalizadas [26]:

Sy =30 (A+BE +CE +DEE) (3.30)

=1

O fator 1/N foi introduzido para efeitos de normaliza¢ao da relagio sinal-ruido das
regras. Claramente, sempre que B # C estas regras sao assimétricas. Esta assime-
tria é uma propriedade intrinseca da regra e entdo vamos denomind-la assimetria
estrutural, para distingui-la da assimetria gerada por um processo de dilui¢éo , caso
que foi tratado no capitulo (2). Tomando valores particulares dos parametros A, B,
C e D podemos recuperar diversos modelos conhecidos. Por exemplo, se A=B=C=0
e D=1, recuperamos o modelo de Hopfield. O caso, A=B=C=D=1/4 corresponde a
proposta original de Hebb: sé aqueles neurdnios que estiverem simultaneamente ativos
contribuiréo para a modificagao (reforgo) da correspondente sinapse. Ja se considerar-
mos padrdes com atividade (14a)/2, a eleicio A = a®>, B = C = —a e D = 1 corresponde
A regra introduzida por Amit, Gutfreund e Sompolinsky [15] para armazenar padroes

com superposi¢iao nio nula entre eles.



59

As regras anteriores sao todas elas simétricas. Nés esperamos que, a priori, regras
mais gerais, com B # C, poderiam apresentar uma performance melhor, no que diz
respeito & capacidade de armazenamento , do que as simétricas. Com a intencéo de
estudar esta possibilidade, fizemos uma analise sinal-ruido das regras (3.30), procurando
uma regra no espago dos parametros {A,B,C,D} que permitisse otimizar a capacidade
de armazenamento da rede.

Considerou-se que o neurénio pos-sinaptico ¢ recebe um estimulo (PPS) ou campo

local

1\1
h,- = Z J,'J' (.’BJ' - b) -U (331)
J=1

Os parametros b e U modificam os limiares de disparc neuronais e, como iremos ver, irdo

nos permitir otimizar as propriedades de armazenamento da rede, além da otimizagao
permitida pelos pardmetros da regra {A,B,C,D}. O parimetro U (um campo umforme
sobre cada neur6nio), ird intervir no cancelamento de termos perturbativos na parte do
sinal no campo local. Como vamos requerer uma média nula para a parte de ruido no
campo local, o parametro b também sera 1itil.

Vamos supor agora que a rede tem evoluido até o padrao {¢' = ¢!}, entdo

132
=Nl L (AHBE HCE HDEENE YU (3

J# p=
Da mesma forma que fizemos com a regra de Hopfield, ao analisar a estabilidade de

um padrao , podemos decompor o campo local em duas partes:
hi =5+R (3.33)

O termo de sinal S sera produzido pelo padrao selecionado,

N

S:%?Z(A+353+05§+D€35§)(£}—5)—U (3.34)
j#i

Os restantes (p — 1) padrées vio gerar um ruidoe R, que ird desestabilizar o padrao

selecionado,
1 N P

R=530 D (A+ B +C¢ + Deres )(g - b) (3.35)

s#i p=2
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Sem perda de generalidade (sempre que D # 0) podemos fixar D=1. O nosso ob-
jetivo serd entao otimizar a razéo sinal-ruido p = S/R no espago dos parametros
{A,B,C,U,b,a}.

De acordo com a distribuigao (3.2) o valor médio para o sinal é
€S >=Ala-b)+C(1l—~ab)+[Bla—b)+D(1—ab))¢] - U (3.36)

Na expressdo anterior tem se mantido fixo o valor de £}, jd que representa o nivel de

atividade do neurdnio i-ésimo no padrao cuja estabilidade queremos analisar. Clara-

mente, o valor de U que otimiza o sinal €
U=A(a—1b)+C(1-ab) (3.37)
Da mesma forma caleulamos a média do ruido e obtemos

< R>=(a—1b)

A(p—l)+aC(p~1)+(B+a)Xp:Ef} {3.38)
p=2

Parece natural impor que € R »»= ( a fim de maximizar a estabilidade do padrao
£}, entao devemos escolher b=a. Como foi apontado antes, o parametro b permite-nos
anular a média do ruido causado pelos p — 1 padrdes restantes. Vamos considerar agora

o efeito da variancia do ruido. Temos

< R »=o(l—d?) {p [(A +a*)+a(B + C)]2 +B*+C*+2a(aBC+B+C)+ 1}
(3.39)
onde definimos a@ = p/N (com p -+ oo e N -+ 0o ) como o pardmetro que mede a
capacidade de armazenamento da rede. Vamos querer que, para um valor de p arbitrario,

< R’ >» seja pequeno. Entdo o termo entre colchetes proporcional a p deve se anular
A+ad*+a(B+C)=0 (3.40)

A regra simétrica da referéncia [65] cancela automaticamente este termo. No en-
tanto, como nés estamos interessados em regras mais gerais {assimétricas), vamos tentar

otimizar < R? >» impondo uma assimetria simples entre B e C:

B =~C, (3.41)
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para valores gerais de 4 (7 = 1 recupera o caso simétrico). Da eq.(3.40) obtemos:

a4+ A
= ———— 42
a(y+1) (3.42)

Substituindo na eq.(3.39),

< R*>»=a(l -d*) [A2(2 + ¢/a®) + 2A(3¢* — 14 ¢) + a*q + 2a* + (o* — 1)2] ,
(3.43)

onde
(v* + D(1 —3a®) — 47d®
(v+1)? '

Para valores gerais de e, temos que maximizar a razao sinal- ruido p, como fungao

q (3.44)

de duas varidvels: A e a assimetria . Levando em conta que o sinal médio otimizado
nao depende nem de A nem de 7, s6 temos que minimizar a variancia do ruido. Ela
apresenta um minimo absoluto nos valores ¥ = 1 ¢ A = ¢?. Chegamos ao resultado de
que, dentre o grande namero de regras definidas pelos pardmetros A, B, C e D, a dtima
(no sentido de maximizar a razio sinal-ruido) é a regra simétrica A = a?, B = C' = —aq,
D=1, estudada na ref. [65].

Quando a intensidade do ruido torna-se comparével com a do sinal (p = 1), os
padroes comecam a ser desestabilizados e, consequentemente, podemos estimar a ca-
pacidade de armazenainento critica a., fazendo uso das eqs.(3.36) e (3.43) e impondo
p = 1. No caso particular v = 1 e a=0 (regra de Hopfield), obtemos p = a™*/? e entéo
a, = 1.

Na figura (3.1) podemos ver, para diversos valores de ¢, a. como fun¢éo do pardmetro
de assimetria «, resultado da analise sinal-ruido anterior, fixando p = 1 com a condi¢ao
(6tima) A = «*. No limite de baixa atividade (a — 1), a, diverge no valor 6timo
~ = 1. Claramente, esta solu¢ao nao é robusta frente a assimetria. De fato, um pequena
assimetria provoca o colapso das capacidades de armazenamento da rede, como pode se
observar na fig.3.1(a). Nas figuras 3.1(b)-(d) podemos ver que, quando a diminui, as
regras assiumétricas apresentam uma performance cada vez melhor (no que diz respeito
a sua robustez), exceto na vizinhanga de 4 = —1 onde aparece um minimo a, = 0.

No limite ¢ — 0, vemos que a, — 1, independentemente do valor de +. Seguindo as
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Figura 3.1: Capacidade de armazenamento critica a, vs. parimetro de assimetria 7 de uma
analise sinal-ruido (7 = 1 corresponde a regras simétricas): (a) a=1; (b) a=0.6; (¢) a=0.2; (d)

a=(.05 .
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figuras podemos observar que o minimo em v = —1 sempre esta presente e produz uma
convergencia nao uniforme ao valor a, = 1 no limite ¢ — (.

Levando em conta gue uma analise sinal-ruido so representa uma primeira aproxi-
magio ao comportamento de um modelo, temos testado os resultados obtidos mediante
simulagbes de computador. Com esse fim, simulamos uma rede neuronal anal6gica
composta por N=400 neurdnios. Os estados dos neurdnios evoluem de acordo com uma
dinamica determinista, definida pelo seguinte sistema de mapas acoplados (similar ao

introduzido no capitulo 1 e estudado no capitulo 2 em relagéo a sistemas diluidos)
N
J‘;(t-{—l):tanh g(z J'ij (:EJ; (t)—"b)'—U) N 1= 1,...,N. (345)
1=1

Como foi discutido no capitulo 1, z;{(1) representa a freqiéncia de disparc do neurénio

1-ésimo no tempo t, € pode tomar valores continuos no intervalo [—1,1]. Ambos extremos
representam o neurénio em repouso e disparando com frequéncia maxima, respectiva-
mente. O pardmetro g mede o grau de ndo-linearidade da fungio de transferéncia ; no
limite g — oo recupera-se um sistema com variaveis discretas bindrias; no limite ¢ — 0
podemos expandir a tanh até primeira ordem em g, obtendo como unico estado estédvel
aquele com z,;,=0 (i=1,...,N), ou seja, o sistema perde suas propriedades de reconheci-
mento de memérias. J;; , a matriz de sinapses, é definida pelas eqs.(3.2) e (3.30). Os
pardmetros U e b foram fixados nos seus valores otimizados. Foi escolhida uma atual-
izagio em paralelo dos estados dos neurdnios , ou seja, todas as unidades sao atualizadas
simultaneamente. Esta forma de atualizacao da rede apresenta o problema da presenga
de ciclos limite em certas regides do espago de pardmetros. No entanto, ela é mais
adequada na hora de fazer simulagoes muito grandes em processadores em paralelo (ver
discussdo no capitulo 1}). De qualquer forma, nem a dinamica paralela, nem a sequencial
sdo boas aproximagbes para a dindmica de uma rede neuronal bioldgica.

A evolugdo do processo dinamico for o segunte:
1. Fixamos um valor de a e geramos p padrdes com a distribuigdo (3.2) para a = 0.2.

2. Como estudamos a capacidade de armazenamento da rede, a condigao inicial para

as simulagdes sempre foi um dos padroes armazenados.
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Figura 3.2: Capacidade de armazenamento critica a. vs. parametro de assimetria 7 obtido

simulando nma rede com 400 neurénios analégicos para a=0.2. Os quadrados vazios {tridngulos

cheios) correspondem a g=100 {g=2.5).



65

3. Deixamos evoluir a configuragao (padrao ) escolhida de acordo com a dinamica

(3.45).

4. Cada. vez que o sistema atingiu um ponto fixo, calculamos € armazenamos a su-

perposicéo final com o padrao usado como estimulo inicial.

5. As etapas 2-4 sao repetidas para a metade dos padrées armazenados em cada uma

de 40 realizagbes diferentes deles (o que da um total de 20 - p rodadas).

6. Finalinente calculamos a superposicao final “média”, formada por todas as ro-
dadas que acabaram em um ponto fixo. As rodadas que acabaram em ciclos foram

deixadas fora da média, embora tenham sido contabilizadas separadamente.

7. Consideramos o sistemna como estando numa fase de reconhecimento (para um
o particular) sempre que a superposi¢ao final média for major que 95% (valor
convencional) e o nimero de ciclos for menor do que 5% do ndmero total de
rodadas. o, foi definido com o valor de « para o qual uma das condigoes anteriores

nao for satisfeita.

Para ¢ = 100 perturbamnos em torno da regra 6tima encontrada antes, a procura
de uma direcdo no plano B-C na qual alguma regra tivesse umn a, maior do que o
da regra simétrica. Esta busca foi feita para diversos valores de o sem exito, confir-
mando a predicao da andlise sinal-ruido. Também estudamos numericamente o efeito
do pardmetro de assimetria ¥ (mantendo os outros parametros fixos nos seus valores
otimizados). Podemos ver os resultados na figura 3.2 para a = 0.2, e dois valores do
ganho: g=100e g=2.5.

Podemos notar que, no caso ¢ = 100, quando o sistema € praticamente discreto, o
valor de saturacao de a,, para v > 1, estd perto do valor para o modelo de Hopfield
(a. = 0.14). Isto parece estar emn contradicho com a predigdo da andlise sinal-ru-
ido (a. = 1). Porém esta diferenga néo é inesperada, ja que, como foi apontado,
a andlise sinal-ruido sé prové uma descrigdo qualitativa. Na mesma figura também

podemos ver que o efeito de reduzir o ganho é basicamente uma redugéo da capacidade
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de armazenamento. E importante notar que, para qualquer valor de a e g, o se anula
para ¥ = —1 {caso extremamente assimétrico).

Voltando a anslise geral, € interessante destacar que os resultados encontrados por
Peretto [26], para e=0, podem ser melhorados muito mediante a introdugdo de um
campo otimizador U=C. Porém, neste caso, o0 maximo «, para a = 0 continua sendo o

do modelo de Hopfield, como se segue da andlise geral.

3.5 Conclusoes

E importante notar que, apesar de que a andlise feita por Gardner no espaco das in-
teragoes admite que sistemas de redes de neurénios com sinapses assimétricas possuam
excelentes qualidades de armazenamento, até hoje sé foram propostas, em nosso co-
nhecimento, regras simétricas. Nos encontramos que as regras assimétricas estudadas
previamente, apesar de nao serem otimas no que diz respeito as suas capacidades de
armazenamento, sao mais robustas do que as regras simétricas, para valores da ativi-
dade ndo nmito baixos. Além disso, a introdugao dos quatro parametros A, B, Ce D
permite uma relagio direta com valores experimentais em regras de aprendizado, como
foi discutido no comego da sec¢ao anterior.

No6s limitamos nossa analise principalmente ao estudo do efeito da assimetria na
capacidade de armazenamento da rede. Seria interessante estudar, para esta classe de
regras, a influencia de ¥ (bem como do resto dos pardmetros) emn outras quantidades
de interesse como, por exemplo, a quantidade de informagéo das regras quando padroes
com atividade sao armazenados, os tempos de recuperacao de padrées , o tamanho das
bacias atratoras e o diagrama de fases.

As regras Hebbianas generalizadas estudadas neste capitulo podem ser amnda gene-
ralizadas, considerando termmos que misturem as memodrias na matriz de sinapses. Por

;:gp{vl .

exemplo, termos do tipo £/'€¥ para u e v arbitrarios. O caso particular ciclico £¢;™ jd

)
tem sido considerado no estudo da recuperagéo de segiiéncias temporais [11].
Finalmente, no caso A=B=C=U=b=0, D=1, o modelo deterministico com uin ganho

¢ pode ser mapeado nuin modelo estocastico com um parametro 7 que faz o papel
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do inverso de uma temperatura [16]. Seria interessante verificar se & equivalencia é

preservada no modelo mais geral.
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Capitulo 4

Aprendizado e Generalizacao em Redes de

Neuronios

Até agora temos estudado propriedades de redes de neurdnios, fundamentalmente
no que diz respeito ao seu comportamento como memdrias associativas. No entanto,
se nosso objetivo final é modelar o cérebro real, bioldgico, estes modelos deverdo ter a
capacidade de realizar outras fungdes , além de possuir boas memorias. Mesmo pen-
sando em aplicagdes tecnoldgicas, é um desafio muito interessante e importante poder
reproduzir o melhor possivel uma variedade de fungoes proprias do cérebro humano. No
presente capitulo vamos estudar o problema do aprendizado e generalizagdéo em modelos
de redes de neurdnios. A grande maioria dos trabalhos relacionados com aprendizado
e generaliza¢do concentram-se num tipo particular de arquitetura da rede neuronal,

uma arquitetura na qual a informagdo flui numa unica direcdo , diferentemente do que
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acontece com os modelos até agora estudados. O protdtipo dos modelos com fluxo uni-
direcional de informagéo é o percepiron, cuja regra de aprendizado foi introduzida na
se¢do (1.4). A arquitetura do perceptron mais simples, que foi introduzido por

Rosenblatt [77] em 1962, consiste em uma camada de neurénios que recebem o estimulo
inicial € um unico neurdémo de saida. Versbes posteriores mais elaboradas incluem um
maior numero de camadas internas entre a camada inicial (input) e a camada de saida
(output), que ndo necessariamente consta de um tnico neurénio. Sao as chamadas redes
multicamadas, nas quais a informacio flui da camada de entrada até a camada de saida,
sem ter retro-alimentagio nos neurénios. Em poucos trabalhos [78,81,79,80] estudou-se
o problema de generalizagio em redes com aetratores, como no modelo de Hopfield. Na
se¢do (4.1) vamos fazer um resumo dos trabalhos em redes tipo perceptron, as quais
historicamente foram as primeiras a serem estudadas. Na secdo (4.2) vamos discutir
brevemente as redes hierdrquicas, que de alguma forma introduziram o problema de
categorizagdo em redes com atratores, problema estreitamente relacionado ao de gene-
ralizagio . Na segdo (4.3) vamos introduzir um modelo de rede de neurdnios analégica, e
analisar em detalhe a sua capacidade de generalizagiio . Finalmente na se¢ao (4.4) vamos
discutir a possibilidade de umficar o estudo do problema de aprendizado e generalizagao

em redes tipo perceptron e redes com atratores tipo Hopfield.

4.1 Aprendizado e Generalizagao em Redes de Neurdnios tipo

Perceptron

Nos 1ltimos anos, muito esfor¢o tem sido aplicado na tentativa de desenvolver uma
mecanica estatistica para atacar o antigo problema do aprendizado e generalizagio em
redes tipo perceptron {82]-[92]. Nés vamos somente fazer um resumo do formalismo
desenvolvido, bastante geral e poderoso, e marcar os principais logros nesta linha de
pesquisa. Consideremos uma rede neuronal comm M neurdnios na camada de entrada,
Si(i=1,...,M), N sinapses W; (i =1,...,N), e um tnico neurénio de saida

g = a(W;8). Para cada conjunto das N sinapses W, o sistema define um mapeamento

de S para 0. Neste contexto, a arquitetura, determinada pelos valores de N e M, mais
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Figura 4.1: Esquema de uma rede tipo perceptron.

os valores das sinapses W, definem uma rede (ver fig. 4.1). O aprendizado pode ser
visto como uma busca, no espaco das sinapses, a procura de uma rede que possua as
propriedades desejadas, por exemplo, que satisfaca uma certa regra, definida por um
conjunto de padrées de entrada e de saida. No caso do eprendizado supervisionado, as
sinapses siao ajustadas de forma a satisfazer o melhor possivel a regra desejada o¢(S).
Uma forma de atingir este objetivo € prover a rede com uma série de ezemplos. Estes
exemplos irdo consistir de um conjunto de P pares de entrada-saida, (Sl, O’o(sl)), com
l=1,...,P. O caso de aprendizado nio supervisionado nao sera considerado. Vamos
supor que o conjunto de exemplos de entrada S! ¢é escolhido, dentre o conjunto total
de possiveis entradas, de acordo com alguma medida du(S). Os exemplos podem ser

utilizados para construir uma energia de treinemento

P
E(W) =" ¢W;s') (4.1)

i=1
A funcéo erro (W S!) representa uma medida do desvio da saida real da rede o(W; S)
com respeito a saida desejada o¢{S). A funcio erro deve ser nula sempre que ambas
saidas sejam coincidentes, e positiva em qualquer outro caso. Uma escolha comum é a

funcéo quadratica

(W, 8) = Z{a(W; 8) — ao(S)} (4.2)

N1 —
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A etapa de treinamento consiste, geralmente, em minimizar a energia , por exemplo,

via um decréscimo pelo gradiente (gradient descent):

= ~VwE(W) (4.3)

A energia de treinamento mede a performance da rede num conjunto limitado de
exemplos, porém o objetivo ultimo é encontrar uma rede que realize a regra desejada
para qualquer entrada, néo s6 para os exemplos do treinamento. A performance de uma
rede W no espaco de entrada completo é quantificada pela fungio de generalizagdo . E

definida pela média do erro da rede, no total do espago de entrada,
(W) = [du(S)e(W;S) (4.4)

Pode-se distinguir entre regras realizdveis € regras nao-reclizdveis. As primeiras séo
aquelas nas quais a salda desejada 0o(S) pode ser completamente realizada pelo menos
por uma das redes definidas no espago das sinapses. Consequentemente, para uma regra

realizdvel, existe um vector de sinapses W* que satisfaz
e(W*,S)=0, VS (4.5)
ou, equivalentemente, { W*) = 0. Uma regra nfo-realizivel ¢ aquela cuja saida verifica
Emin = TTL,e( W} >0 (4.6)

Regras nao-realizdveis ocorrem, basicamente, em dois casos. No primeiro, quando os
dados necessarios para o treinamento apresentam ruido. A segunda situagao possivel é
gquando a arquitetura da rede impossibilita a realizagdo completa da regra.

E possivel generalizar a dindmica de aprendizado (4.3) para considerar-se efeitos

estocasticos. Uma possivel regra de evolugao das sinapses é

oW

o = ~VWE(W) = (1) (+.7)

onde 7 representa um ruido branco, com varidncia

() m;(t")) = 2Té;56(t — t') (4.8)
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Esta dindmica produz um decréscimo gradual da energia porém, as vezes, a energia
pode aumentar devido ao efeito do ruido . A T=0, o termo de ruido desaparece, ¢ &
dindmica se reduz & da eq.(4.3). As equagdes anteriores séio apropriadas para sinapses
que podem tomar um conjunto continuo de valores. No caso de sinapses discretas, a
dindmica andloga & (4.7) é uma dindmica de Monte Carlo com tempo discreto. Em
geral, o efeito da temperatura é evitar que o sistema fique preso num minimo local da
energia. No entanto, no presente contexto, ndo é muito importante atingir o minimo
global da energia de treinamento e, sim, obter uma boa qualidade de generalizagao .
Acontece que a temperatura pode ser importante para evitar sobre-treinamento, ou
seja, evitar que a apresentacao de um excessivo nimero de exemplos da regra produza
uma diminuicao da capacidade de generalizagao . Ja que, a tempos longos, a eq.(4.7})
produz uma distribui¢gao de Gibbs, no espa¢o das sinapses W, podem-se estudar as

propriedades médias de equilibrio do ensemble de solucées para a regra desejada.
P(W) = Z7e PEW) (4.9)

onde agora a variancia do termo de ruido no processo de treinamento sera a temperatura

T = 1// do sistema. O fator de normalizacio ¢ a fungao de particao
Z = [ du(W) exp|-BE(W)) (4.10)

Agora com o formalismo da mecanica estatistica, podem-se calcular médias térmicas
com respeito a distribuigao P(W), que serdo representadas por (---)y. Ainda depois de
ter realizado a média térmica, existe uma dependencia com os P exemplos S! . Como
0s exemplos sdo escolhidos estocasticamente e logo fixados, eles representam desordem
congelada (quenched). Conseqiientemente, para estudar o comportamento tipico dos
sisternas, devemos realizar uma média na distribuigdo dos exemplos, representada por
{({--)) = [T1, du(SY). Os erros médios de treinamento e generalizagio vém dados pelas

equagoes

e(T, P) PTH{{E(W))1)) (4.11)

&(T,P) = {({(W))r) (4.12)



73

respectivamente. A energia livre e a entropia da rede vém dadas pelas equacgoes

F(T,P) = —T{{In2Z)) (4.13)
S(T,P) = ={{ [ du(W)P(W)In P(W))) (4.14)

e estdo relacionadas pela identidade
F=Pe¢-TS (4.15)

Conhecendo F, pode-se calcular o erro de treinamento médio

_ 19(BF)
©«=73 Y] (4.16)
e a entropia por melo de
5= (417
T Tor A7)

As quantidades relevantes para a performance da rede serdo ¢,(T, P) e ¢(T, P); sao
as chamadas func¢oes de aprendizado. Este formalismo é estritamente valido no limite
termodindmico, ou seja, quando N — oo . Pode-se demonstrar que, neste hmite,
o numero de exemplos P deve escalar com N linearmente, P = a/N, sendo & uma
constante,

O formalismo descrito anteriormento pode ser aplicado a uma diversidade de re-
gras, a mais estudada das quais é a do perceptron. A regra do perceptron consiste no

mapeamento
1 N
c=g|-=> W;S;} =g(N*W.S (4.18)
(,/Nj:1 - 3) ( )

onde g(x) é uma fungao sigmoidal de z. Os exemplos s&o gerados por outro perceptron,
o “instrutor”, e o objetivo do aprendizado pelo perceptron “alune” é inferir os valores
das sinapses do instrutor. Os resultados mais importantes, referentes ao aprendizado e

generalizagao supervisionados da regra do perceptron, sdo os seguintes:

e No aprendizado, a temperatura finita tem um efeito positivo. Para uma T fixa, a
medida que o numero de exemplos cresce as sinapses atingem seus valores 6timos,
ou seja, os valores que minimizam o erro de generalizagao . Ainda quando o a (7))

e 0 ¢, crescem com T, treinar a rede a T finita ¢ satisfatério no que diz respeito
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aos tempos de convergencia; os tempos de convergencia a T=0 sao geralmente

excessivamente longos [92,88].

¢ No caso de redes com sinapses continuas, e no hmite a — oo, tanto ¢, quanto ¢,
aproximam-se a um limite comum, €m;,, segundo uma lei de potencias (x 1/a).

Este resultado é vélido para regras realizdveis e nao-realizéveis [92].

e No caso de sinapses discretas e regras realizdveis, e para qualquer temperatura,
para um certo mimero de exemplos Na(T), o perceptron treinado congela no
estado do perceptron de referéncia, passa de uma fase de generalizacdio pobre a
uma de generalizagéo perfeita. ou seja, o objetivo do aprendizado € completamente

satisfeito para um nimero finito de exemplos por sinapse [89).

¢ A natureza, continua ou discreta, das sinapses, € determinante na natureza das
curvas de aprendizado. O caso de sinapses binarias é em certo sentido marginal,
€ apresenta-se uma transigéo brusca entre uma fase de generalizagao pobre a uma
de generalizacio perfeita. Ao aumentarmos o nimero de possiveis valores que
podem tomar as sinapses, 0 tamanho da descontinuidade na transi¢ao diminui

substancialmente ja para os casos de sinapses com 4 ou 6 valores possiveis [91].

¢ Finalmente, a forma das t-:unas de aprendizado ndo s6 dependem da natureza
das sinapses, bem como da arquitetura da rede (que define regras realizdveis e
néo-realizéveis), e da regra particular a ser aprendida (reconhecimento e geragao
de voz, reconhecimento de escritura a mao , predigéo de estrutura de proteinas,

etc.).

4.2 Redes de Neuronios com Estrutura Hierdrquica das Memorias

O problema da generalizacio em redes com atratores, como o modelo de Hopfield,
originou-se de forma diferente ao caso das redes tipo perceptron. Logo depois de com-
preender de forma bastante completa o funcionamento do modelo de Hopfield, ficou claro
que a necessidade de armazenar padroes com superposi¢éo nula era uma limitagao muito

forte. Se os modelos deviam progredir simulando o mais possivel o comportamento do



cérebro, entao suas memorias deveriam possuir algum tipo de organizagao hierarquica
interna. O cérebro nao funciona com por¢des de informagao desconexas, ele se aproveita
das associagdes entre essas informacoes . Em relagio a este ponto, é que surge a ne-
cessidade de orgamzar as memdrias, estrutura-las, de acordo com suas semethangas, em
diferentes classes ou categorias. Outro problema ligado 4 necessidade de orgamzar as
memodrias em categorias ¢ a possibilidade de controlar erros no reconhecimento, sejam
erros devidos a presenca de estados espurios ou a saturagac no niumero de padroes ar-
mazenados. Por exemplo, um animal nao pode cometer certos erros mais de uma vez
na sua vida; se suas memorias estiverem armazenadas em classes ou categorias, um erro
néo fatal seria confundir individuos da mesma classe, ja se ele ndo conseguisse distinguir
entre as classes, o erro poderia ser fatal. Eo que acontece entre predador e presa. Uma
possibilidade para contornar o problema das memérias ortogonais é organiza-las em uma
arvore hierdrquica. Essa é a forma de organizagio que apresentam os estados estaveis
do modelo de vidro de spin de Sherrington e Kirkpatrick (SK) [69,70], conhecida como
ultrametricidade. Se escolhemos ao acaso tres estados estaveis do modelo SK, e calcu-
lamos as superposi¢des entre eles, os dols mais proximos ficam exatamente & mesma
distancia do terceiro, ou seja, formam um triangulo i1sésceles. A ultrametricidade nos
permite, entdo , posicionar os estados nas “folhas” de uma drvore, logo a distancia en-
tre dois estados vem representada por quanto temos que subir desde as “folhas” até os
correspondentes ramos convergirem (ver fig. 4.2). Por exemplo, na fig. 4.2 , a distancia
entre os estados 1 e 4 é 2. Dada a semelhanca entre os modelos de redes de neurénios
com atratores e o modelo SK de vidros de spin, viu-se a possiblidade de modelar uma

rede neuronal ultramétrica e, assim, organizar os padroes em categorias.

4.2.1 Alguns exemplos

O exemplo mais simples de drvore hierdrquica cousiste num padrdao “ancestral” e um
conjunto de “descendentes” ou “filhos”. O ancestral £ = {£} (i = 1,...,N) é um padrao
que pode tomar os valores £; = 1 com igual probabilidade. Depois se escolhem os filhos

que serdo um conjunto de p padroes £#. Cada bit de cada filho pode ser mais ou menos
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Figura 4.2: Esquema de uma arvore hierdrquica.

o valor do correspondente bit do pai, de acordo com

com
P(n=41)= %(1 +a) (4.20)

Conseqiientemente, a superposigao entre dois filhos quaisquer sera
y
_ 2
N Z (& =a (4.21)
1=1
ou seja, todos eles sio equidistantes. Para poder armazenar eficientemente padrdes

com esta estrutura foi necessario modificar a regra de Hopfield para:

1 12
Jij = &bt ZZ:} (7 —a)(nj —a) (4.22)

Esta regra introduzida por Parga e Virasoro [71] foi estudada em detalhe por Feigel’'man

e Iofle [72]. Os principais resultados sao os seguintes:

¢ Escolhendo A = 1 — a?, o ancestral e os descendentes tem a mesma energia.
Consegiientemente, o modelo é equivalente a um modelo com p + 1 padroes , e a

capacidade critica é a usual do modelo de Hopfield, a. ~ 0.14 .
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o Mudando o valor de A quebra-se a degenerescéncia entre ancestral e descendentes.
O parametro pode variar no intervalo

(1 -a*)(1+a)

a

1-d* <A<

(4.23)

e continuar mantendo os descendentes estaveis. No entanto, o ancestral é o padrio

de minima energia € os p descendentes sao estados metaestdveis.

¢ Quando é quebrada a degenerescéncia, existem duas linhas criticas a{A): al(A)e
a?(A). Acima da primeira nao existem estados de reconhecimento; entre as duas
somente o pal € um atrator, e embaixo da segunda podem ser reconhecidos ambos,

ancestral e descendentes. Para A = 1 — ¢? as duas linhas coincidem.

Este tltimo ponto é , claramente, um indicio de classificacéo de padrées . O sistema
apresenta trés regimes: num deles reconhece aos individuos dentro da classe, no outro
s reconhece & classe, e no terceiro o sistema é incapaz de reconhecer ainda a classe.
O modelo pode ser facilmente generalizavel para estruturas de arvores mais complexas,
com varias geragbes . O comportamento, porém, € similar ao descrito, a diferenca con-
sistindo em possibilidades de classificagdo muito malis ricas quanto maior for o mimero
de geragoes na arvore.

Foram feltas virias outras propostas para armazenagem de padroes hierarquicamente
organizados, por exemplo, Gutfreund [73] introduziu um modelo hierdarquico no qual as
diferentes geragdes sdo armazenadas em diferentes redes, uma rede para cada geragao .
Desta forma, se damos como estimulo a uma das redes que armazenam ancestrais um
padrio descendente, a rede reconhecera as semelhangas e, portanto, reconhecers a classe
antes do que os individuos. Outra possibilidade explorada por Tamarit e Curado [54,74]
¢ armazenar padrdes correlacionados aos pares. Este modelo também apresenta trés
regimes: reconhecimento dos individuos do par, reconhecimento do par, embora nao dos
individuos {classe), e um regime “paramagnético” no qual o sistema ndo reconhece nem
a classe nem o individuo. Finalmente, Virasoro estudou, em uma série de trabalhos 75,
40,76], modelos hierdrquicos que podem ter relevancia no estudo de doencas cerebrais,

como agnosia e prosopagnosia, quando um certo numero das sinapses sao eliminadas

(diluigdo ).



78

Todos os modelos discutidos (exceto o da ref. {74] no qual os padrdes sio estatis-
ticamente correlacionados) apresentam, como ponto em comum, a necessidade de se
modificar a regra de aprendizado de Hopfield, com o objetivo de armazenar padroes
hierarquicamente organizados. Os ancestrais, ou padroes representativos das classes ou
categorias, sao explicitamente armazenados na rede. Desta forma a capacidade de ca-
tegorizar ndo é espontdnea nestes modelos, ela é imposta como condigao na prescrigéo
da regra de aprendizado. Neste ponto fazemo-nos a seguinte pergunta: Serd possivel
fazer um modelo que seja capaz de criar um estado representativo de um conjunto de
padrdes similares, sem que esse estado aparega explicitamente na regra de aprendizado?
Este é basicamente o problema de generaliza¢ae em redes de neurénios com atratores,

a0 qual vamos dedicar a proxima segao .

4.3 Generalizagcao numa Rede de Neuronios Analégica

Vimos na secio (4.1), que a capacidade de generalizacio numa rede tipo perceptron
esté relacionada a capacidade de inferir uma regra a partir de um conjunto de exemplos
da mesma. Em redes que apresentam atratores, como as redes analdgicas estudadas
nos capitulos anteriores, as possibilidades de generaliza¢ao tém sido estudadas funda-
mentalmente no que diz respeito as possibilidades de cnar categorias, de agrupar os
padrdes em diferentes classes. Na segéio anterior, vimos como modificando a prescrigéo
para as sinapses, pode-se obter uima rede de neurénios com memorias organizadas hi-
erarquicamente em categorias. No contexto de redes de neurdnios com atratores, entao
, a capacidade de generalizagdo referir-se-a a capacidade do sistema em criar um con-
ceito, que seja representativo de um conjunto de padroes . Em outras palavras, iremos
dizer que a rede generaliza se é capaz de inferir as caracteristicas comuns aos padroes ,
independentemente dos detalhes que cada um deles possa apresentar.

Nesta linha, J.F.Fontanari {78] estudou a capacidade de generalizacgdo num modelo
de Hopfield a temperatura zero, com uma organizagao hierarquica das memérias em dois
niveis. Utilizando a técnica de réplicas, demonstrou que o sistema consegue generalizar,

desde que os conjuntos de memérias do nivel mais baixo da hierarquia apresentem um
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mimero minimo de padrdes . A técnica de réplicas predize uma transigao descontinua
de uma fase de reconhecimento de individuos, ou uma fase vidro de spin dependendo do
valor de a, a uma fase de generalizagao . Na fase de generalizagdo , quando o nimero
de exemplos cresce o erro de generalizagio decail exponencialmente. E.N.Miranda [79]
fez um estudo numérico do modelo anterior, confirmando as predigdes gerais do tra-
balho analitico de Fontanari; entretanto as simulagoes por ele feitas com redes de até
512 neurdnios detectaram uma transigdo continua, e um decaimento do erro de genera-
lizagio como uma potencia do mimero de exemplos. Num trabalho recente, mediante
simulagdes com redes de até 8192 neurénios, M.C.Branchtein e J.J.Arenzon [80] estu-
daram o mesmo modelo, utilizando como condigao inicial nao sé um conceito {como
no trabalho de Miranda), como também fizeram simulagoes partindo dos exemplos. Os
dois casos apresentamn curvas de generalizagio diferentes, pelo menos quando o — 0.
Partindo de um exemplo, eles recuperam a transi¢io descontinua prevista pela técnica
de réplicas. No caso da condicao inicial ser um conceito, a transigao € continua. Na fase
de generalizacao , as curvas coincidem para ambos casos, € o erro de generaliza¢io decai
com uma lei exponencial do niumero de exemplos, confirmando novamente os resultados
analiticos de Fontanari.
Dando continuidade ao estudo de diversas propriedades em redes de neurénios analogicas,

vamos apresentar uma analise das possibilidades de generalizagao neste tipo de re-

des [81].

4.3.1 O Modelo

O modelo é , no que diz respeito a sua dinimica, o mesmo que ja for estudado nos
capitulos 2 e 3. A mudanca esta na regra de aprendizado, onde agora voltamos a regra
mais simples possivel, a regra de Hopfield. Sé para relembrar, a dinamica é definida por

um conjunto de mapas acoplados
zi{t + 1) = tanh(gh; (1)), i=1,...,N (4.24)

sendo g o parametro de ganho da funcio de transferéncia, e

h,‘ (‘t) = i Jij .’L‘J‘(t) (425)



80

representa o potencial pés-sindptico, ou campo local, no neurénio i-ésimo no tempo 1.

Neste caso, J;; , serd a matriz simétrica de Hopfield (1.9),

1 r
J,'J' = 'N Z 6:‘ ;L N J,',‘ =0 (4.26)
=1
onde {€! = +£1},u =1,...,p, representam os padroes armazenados.

Devemos gerar uma rede com uma arquitetura adequada a tarefa de generalizacio
Para isso, primeiramente geramos uma configuragio aleatdria {n;}, com n; = %1
com igual probabilidade. Esta configuragéo apresentara as caracteristicas comuns a um
conjunto de s padrdes . As componentes destes s padroes serao variaveis estatisticamente

independentes, escolhidas de acordo com a seguinte distribui¢ao de probabilidades:

P(EE) = 5 (L4 mb) 6(€2 = 1)+ 5 (1~ mib) 6(€2 +1) (427)

onde b € [0,1]. Vamos considerar o caso no qual s é finito, com p = aN. As com-
ponentes dos restantes (p — s) padroes também sdo varidveis estatisticamente inde-
pendentes, tomando os valores £1 com igual probabilidade. Com esta escolha para
os padrbes , o sistema apresenta a estrutura hierarquica mais simples possivel com-
pativel com o armazenamento de um ntimero de padroes proporcional a N (ver fig. 4.3).
Podemos pensar na configuragéo {7}, como representando um concesto. E importante
notar que este conceito ndo estd erplicitamente representado na regra de aprendizado,
diferentemente do que acontecia com os modelos hierdrquicos para estudar memoria
associativa. No entanto, o conceito é introduzido na rede por meio de s exemplos do
mesmo. O parametro b mede a proximidade, a semelhanga, dos exemplos com o conceito
que os representa. Vamos considerar o processo de aprendizado como uma estratégia
de treinamento, ou seja, mediante a apresentagio de um certo numero de exemplos,
vamos procurar o Minero minimo necessiario para que a rede tenha o conceito como
um atrator. A medida que os exemplos sdo apresentados, a rede devera modificar sua
estrutura de atratores, de forma a gerar um atrator particular para o conceito.

De acordo com a estratégia acima proposta, vamos nos interessar pela superposigao

, a tempos longos, entre o estado da rede e o conceito que ela devera gerar.

N
m.(t) = %Z n; z;(t) (4.28)
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Figura 4.3: Organizagao hierdrquica das memérias na rede analégica

Neste contexto, vamos definir o erro de generalizagdo , €;, como o numero de sitios dife-
rentes entre o conceito € o estado da rede para tempos longos (distancia de Hamming).
Conseqilentemente, ¢, estd relacionado ao valor de m, nos pontos fixos dos mapas (4.24)
mediante

1 —m;,

€ =~ (4.29)

4.3.2 Anilise Estatistica e Equagoes dos Pontos Fixos

Vamos utilizar a técnica introduzida no capitulo 2 na analise de uma rede analégica
comn diluicdo simétrica. Primeiramente, vamos considerar as superposicoes entre cada

uma das memédrias € um ponto fixo das eqs.(4.24)

1 N
i=1

Procuramos um conjunto de equagdes auto-consistentes para estas superposicoes . Em

virtude das egs.(4.24), (4.26) e (4.30), podemos escrever as equagtes para o ponto fixo

fal
x7 = tanh(g Y & m*), i=1,...,N (4.31)

p=1
Vamos supor que as superposicoes sdo quantidades auto-mediadas, ou seja, no limite

N — oo , uma realizagdo particular das varidvels aleatdrias “congeladas” ¢ representa-
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tiva do comportamento médio das mesmas. Conseqlientemente, podemos substituir a

soma no indice : pelo valor médio
P
m* = (( " tanh(g > £*m"))), w=1...,p (4.32)
p=1

((---)) representa uma média nas varidveis {£/'} e {n;}, nessa ordem.
Ja que estamos interessados em reconhecer o conceito (néo as memérias individuais),
e ele apresenta a mesma superposi¢ao com todos os exemplos, consideraremos solugoes
que tenham a mesma superposi¢do de O(1) com os s exemplos, e uma superposigio
de O(N~1/?), com os restantes (p — s) padroes . Em linguagem mais técnica, estamos

interessados em solucoes simétricas da forma

smg = {(z, tanh [g(mszs +> gﬂmﬂ)] )) (4.33)
p>3
onde z, = 3 °_ ) £#. Vamos fazer uma aproximacéo na qual, para tomar a média nas

primeiras s varidveis £, z, € considerada uma variavel gaussiana. O valor médio de z,
serd sby, e a variancia ¢ = s(1 - §?). Notar que até aqui ndo foi tomada a média na
varidvel n. Nos limites p — oo ,N — oo ,com a = p/N finito, pode-se demonstrar [16]
que o segundo termo do argumento da fungio de transferéncia representa um ruido

gaussiano, com média zero e variancia ¢} = a(g — C)/g(1 — C)2. C vem definida pela

equagio

C = ({g sech® lgr(wfnszs + Zf"m“)} ) (4.34)

B>S

Tomando as médias no ruido gaussiano, z, e 5, nessa ordem, obtemos um conjunto de

equagOes nao-lineares acopladas

ms = %/Dz /Dh {[b + 01z/8]tanh(©O) — [b — 0y 2/3] tanh((?)_)} (4.35)

g’ —
¢ = ¥ [ Dz [ Dhfseck¥(@*) + sech¥(0)] (4.36)
com OF = m (20, £ sb) + o2k, e
D:= exp(—2%/2), ph= % exp(—h?/2) (4.37)

V2 V2

Fazendo uma andlise similar para a superposicio com o conceito, obtemos

me = %jDz /Dh [ta.nh(®+) — tanh(@“)] (4.38)
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Nas préximas segoes estudaremos numericamente as solugdes das equagbes para m,, C
e m,.
4.3.3 O limite g — oc

No limite ¢ — oo a tanh vira uma fungéo sinal, ¢ as varidveis dindmicas tornam-se

discretas. Neste limite as equagdes para m,, m, € C se simplificam

m(1 — b?) (m,sb)? m,8b
\/7 exp [ SA2 ] + berf [\/_A] (4.39)

B 2 (m,sb)?
C = 4 Aze:‘(p[ SA? ] (4.40)

me = erf [Tfﬂ (4.41)

com A? = s(1 — b¥)m? +a/(1 - C).

Na fig. 4.4 podemos ver o erro de generalizagéo €¢; em fung¢io do nimero de exemplos
s, para diferentes valores de o e para b = 0.2 . Ao aumentar o valor de a, aumenta o
rufdo gerado pelos padrées com superposicdo nula e, conseqlientemente, o sistema deve
experimentar um nimero cada vez maior de exemplos para comegar a generalizar, Para
cada valor particular de a, existe um valor critico de exemplos s,, necessario para que
a rede comece a reconhecer a categoria de forma continua. Este resultado ¢ diverso do
que acontece no modelo de Hopfield, no qual a transigéo é descontinua [78]. Para s > 1,

ms — b, m. — 1 e ¢, decal exponencialmente

€ & \[ o eXP {———.I (4.42)

com 71 = (1 — b*)/(sb?). Utilizando o fato de que, perto da transigio , m, < 1,
expandimos as equagdes para m, e C, obtendo uma relagéo entre os valores criticos a.,
b. e s,

= 2 bis, — 172 (4.43)
T

Este resultado estd de acordo com resultados prévios obtidos por Fontanari e Kéberle [93]
e Erichsen e Theumann [94]. Na fig. 4.5 apresentamos, para diferentes valores de a.,

as curvas criticas, acima das quais aparecem solugdes nac nulas para a superposi¢ao
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Figura 4.4: Erro de generalizagio ¢, vs. nimero de exemplos s no limite g — oc, para b=0.2

ea=20,01,05¢l 04 -

0.3 -

0.2 4

0.t 4

0.0 T T T Ll
30 10 110 50 180

Figura 4.5: As curvas criticas b(s) no limite ¢ — oo, para o, = 0.05, 0.1,0.5¢1. O sistema

comeca a generalizar acima da correspondente curva.
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Figura 4.6: Erro de generalizagio ¢; vs. b no limite ¢ — oo, para s=50 e o = 0, 0.1, 0.5¢ 1.

m,. E interessante notar que a. diverge com s., apesar dele nao estar relacionado com
a capacidade de armazenamento critica do modelo. Abaixo destas curvas, o sistema
apresenta solugoes de reconhecimento, ou vidro de spin, dependendo do valor de a. Um

estudo sistematico destas solugbes ainda nao fo1 ferto.

Se exigimos que o sistema nao cometa erros na representagao do conceito, apre-
sentando um numero de exemplos fixos, entdo necessariamente se devem cumprir as

condicbes b = 1 e a = 0. O erro de generalizagdo apresenta a mesma forma funcional

da eq.(4.42)
o~ /22 exp [—;,3—] (4.44)

com Yy = ﬁ’%;ib———J],"’?—l Na fig. 4.6 pode se ver ¢, como funcao de b para s=50 e para

diferentes valores de a.
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Figura 4.7: Erro de generalizagio ¢, vs. nimero de exemplos s, para g=1,b=02ea =

0,0.1,0.5¢1.

4.3.4 Resultados para g finito

Na fig. 4.7 temos a resposta do modelo através do erro de generalizagao em fungéo do
numero de exemplos quando g=1, b=0.2 e diferentes valores de a. Da comparagao
destes resultados com os obtidos para ¢ — oo, notamos uma melhora na capacidade de
generalizar da rede: o sistema necessita um numero menor de exemplos para comegar a
generalizar. Esta melhora pode-se observar claramente na fig. 4.8, na qual comparam-
se as curvas criticas b.(s.), para @ = 0.1 e dois valores de g. Finalmente, na fig. 4.9
comparamos e, vs s, para ¢ = 1 e g — 00, sendo b = 01 e a = 0.1. Notamos que,
se bem que para ¢ = 1 a transi¢io acontece para um numero de exemplos menor do
que para g — 00, neste ltimo caso o sistema funciona melhor se requerermos um erro

pequeno (s 3> 1).
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Figura 4.8: As curvas criticas b(s), acima das quais o sistema generaliza, para g=1e g — o<,

com o = 0.1.
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Figura 4.9: Erro de generalizagao ¢, vs. nimero de exemplos s, para g = 1 € g — oc, sendo

b=01lea=0.1.
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4.3.5 Conclusoes

Neste trabalho foi demonstrado que uma rede de neurénios analégica é capaz de classi-
ficar uma dada quantidade de estimulos (entradas) , de acordo com a sua proximidade.
Ou seja, a rede é capaz de generalizar sempre que um minimo niunero de exemplos da
classe lhe seja apresentado. Se compararmos com o limite discreto do modelo g — oo,
valores finitos do ganho provocam uma pequena melhoria na capacidade de generaliza-
¢ao . Isto quer dizer que um menor mimero de exemplos da classe € necessario para que
o sistema comece a generalizar. Para um futuro trabalho fica uma analise detalhada das
diferentes fases destes modelos. Também seria interessante estudar a performance, no
que diz respeito a generalizagio , de modelos com estrutura hierdrquica mais complexa.
Finalmente, ainda néo tem sido considerada a possibilidade de estudar estes modelos
por meio de uma anglise no espago das interagoes sindpticas, como foi feito para os mod-
elos tipo perceptron. Achamos que umna analise nessa linha seria muito esclarecedora no

que diz respeito as capacidades de generalizacdo das redes de neurdnios com atratores.

4.4 Discussao e Perspectivas

No presente capitulo temos’ analisado o problema do aprendizado e generalizagao em
redes de neurénios, considerando de forma diferente os problemas segundo a arquite-
tura especifica. Fizemos uma revisdo do formalismo desenvolvido para arquiteturas
tipo perceptron, e depois introduzimos e analisamos um modelo explicito, no caso de
redes com atratores. As duas formas de abordagem do problema apresentam diferengas
claras. O formalismo mecanico-estatistico desenvolvido para arquiteturas tipo percep-
tron é mais geral e poderoso que o utilizado nas redes com organizagao hierdrquica das
memorias. Este fato talvez seja conseqiiéncia do carater um tanto restrito da fungao
de generalizagio em redes com atratores. Nestas redes, como ja fol apontado, genera-
lizagao é sinénimo de categorizagio ou classificagio . A arquitetura especial das redes
tipo perceptron as torna adequadas para realizar diferentes tipos de célculos, que noés
chamamos de “regras”. Segundo a opinido de D.Amit [11], as redes tipo percetron

sao particularmente adaptadas para realizar “cilculos espontdneos”, e como sistemas
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de entrada-saida. No entanto as redes com atratores estariam melhor adaptadas como
sistemas internos, capazes de realizar fungdes superiores. As duas arquiteturas sao ,

neste contexto, complementares, e poderiam formar parte de uma estrutura maior.

Um ponto de vista um pouco diferente é apresentado por G.Parisi num trabalho re-
cente [95]. Ele apresenta um formalismo estatistico no qual as variaveis sio as diferentes
arquiteturas possiveis, e o objetivo é estudar, em funcao da arquitetura, a propensao de
uma rede para generalizar uma certa regra. Esta “propensao ” ¢ quantificada definindo
uma “entropia” de forma adequada. Se duas arquiteturas diferentes apresentam uma
propensao equivalente , a defini¢ao de uma medida da distincia entre as arquiteturas
permite distinguir a performance das mesmas sobre diferentes conjuntos de regras. O
formalismo utilizado esta baseado na distribui¢ioestatistica de Botzmann-Gibbs. No
entanto, é possivel considerar tais problemas sob o ponto de vista de outros formalis-
mos estatisticos baseados na teoria da informagio . Um destes formalismeos, introduzido
por C.Tsallis [96], generaliza o conceito de entropia e contem a estatistica de Boltzmann-
Gibbs como caso particular. Estas estatisticas poderiam ser mais adequadas do que a
de Boltzmann-Gibbs como estimativas da propensao de generalizagio das regras {97,98).
J4 entrando numa fase mais especulativa, Parisi se pergunta como definir a inteligen-
cia de uma arquitetura. Uma possibilidade consiste em definir uma arquitetura que
serd a mals inteligente. A inteligencia de qualquer outra viria dada pela distancia a
anterior. Para definir “arquitetura mais inteligente”, o autor especula que conceitos,
tais como complexidade algoritmica e profundeza ldgica (logical depth) de uma regra,
séo grandezas importantes. A complexidade algoritmica de uma regra é definida como
o comprimento do menor cédigo que consegue calcular a regra, por exemplo, o menor
namero de sinapses necessérias num perceptron para realizar certo calculo. A profun-
deza l4gica é o tempo de céleulo, o mimero de operagbes , necessario para calcular
a saida para todas as possiveis entradas, numa maquina que utiliza o menor codigo
possivel. Em outras palavras, o nimero minimo de bits necessirios para identificar uma
regra representa a sua complexidade algoritimica. O tempo necessario para utilizar
esta informacio é a sua profundeza légica. Estes dois conceitos sdo , de certa forma,

complementares. Muitas regras comn complexidade algoritmica pequena tém profundeza
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16gica muito longa. Por exemplo, o programa para calcular os primeiros 10'° digitos de
7 pode ser relativamente curto, no entanto o tempo de célculo pode ser muito longo.
Uma generalizagio inteligente para uma méquina seria escolher a regra mais simples
compativel com os dados que se querem analisar.

Estas especulagdes sobre o problema de generalizagio em redes de neurdnios deixam-
nos com a sensacio de que o problema pode ser ainda muito explorado, e sem davida
futuros trabalhos irao esclarecer o papel da generalizagao em relagao ao comportamento

inteligente.
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Capitulo 5

Sistemas Dinamicos Complexos: Mapas

Unidimensionais e Automata Celulares

Os sistemas dindmicos podem apresentar uma grande variedade de comportamen-
tos nas suas evolugbes temporais. Este comportamento depende de muitas condigoes ,
algumas gerais, outras particulares de cada sistema. Por exemplo, uma condigéo geral
¢ a classificagio dos sistemnas dinamicos em conservativos e dissipetivos. Sem tentar-
oS ser Tigorosos, os sistemas conservativos preservam, em sua evolugao dindmica, o
volume 1o espaco de fases. Se diz que “conservam” o espago de fases. Em termos e-
nergéticos, eles conservam a energia (por exemplo, o oscilador harménico simples). Os
dissipativos evoluem num subespago do espago de fases inicial, as vezes um simples
ponto, € ndo conservam a energia (por exemplo um oscilador amortecido). Uma outra

grande classificacio é entre sistemas lineares e nao-hneares. Os sistemas lineares sao
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aqueles cuja evolugio dindmica é governada por forcas lineares (oscilador harménico).
Diferentemente, os sistemus nao-lineares apresentam nao-linearidades nas equagbes que
definem sua dindmica (osalador anarménico). Os sistemas lineares apresentam uma
fenomenologia mais simples do que os néo-lineares e, conseqiientemente, as suas pro-
priedades sdo muito mais conhecidas do que as dos sistemas ndo-lineares. Nos capitulos
anteriores vimos exemplos de uma familia particular de sistemas dinamicos néo-lineares
e dissipativos: as redes de neurénios. Vimos como, para tempos de evolugao longos,
a dindmica pode ser muito simples: pontos fixos ou ciclos limite. Porém, as vezes,
sob certas condicbes particulares, os sistemas podem apresentar uma dindmica muito
mais complexa do que as anteriores. E o caso das dinamicas cadticas. A denominagio
sistemas complezos faz referéncia ao conjunto de sistemas dinamicos que podem apre-
sentar, para certas condigoes especificas, dinamicas ndo triviais como, por exemplo,
caos. Uma introducio sistemdtica aos sistemas dindmicos estd fora dos objetivos da
presente tese. O leitor interessado pode encontrar excelentes introdugoes aos sistemas
dindmicos nas referéncias [99], e aos sistemas cadticos, em particular, nas [100,101].
No presente capitulo vamos apresentar um estudo da interagdo entre dois sistemas
dindmicos complexos: um mapa unidimensional e um autdmato celular. Os mapas
unidimensionais séo , surpreendentemente, os exemplos mais simples de sistemas com-
plexos [102]. Sdo definidos pela iteragio (tempo discreto) de uma variavel z que, geral-

mente, toma valores reais num certo intervalo,
T4l — F(.’Et,?") (51)

7 é um parametro que pode representar uma grande variedade de condigoes do sistema,
por exemplo, temperatura num sistema fisico. O exemplo mais conhecido de mapa
unidimensional é a pardbola logistica, cujas caracteristicas bédsicas serao descritas na
préxima secao . Um exemplo muito mais elaborado de sistema dindmico complexo €
representado pelos automata celulares, sistemas com muitos graus de liberdade nos quais
o tempo, o espaco, e cada grau de liberdade séo discretizados. Na segéo 5.2 resumi-
mos as principais caracteristicas dos automata celulares. Estudos completos podem se

encontrar nas referéncias [103,104]. Na secéio 5.3 introduzimos e estudamos a dinémica
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que resulta da interagio entre a pardbola logistica e um autémato celular determinista.

5.1 A parabola logistica

A pardbola logistica é um sistema dinadmico ndo-linear, dissipativo, em tempo discreto.
O valor da varidvel z; no tempo t é mapeado ao novo valor z;4; no tempo ¢t + 1, de

acordo com a fungio nao-linear
iy = T&:t(l - $t) (52)

O parametro de controle r satisfaz 0 < r < 4, para os quais z, fica restrito ao intervalo
0 <z, <1 se assim for xo. Para uma condigio inicial z¢ no intervalo (0,1}, estamos
interessados no comportamento do mapa 5.2 depois de passadas um numero muito
grande de iteragoes , especificamente, no limite { — oo.

A dindmica do mapa 5.2 depende fortemente do valor do pardmetro r. Para
0 <r < 1, 7, val assintoticamente (para { — oo) para 0, independentemente da condi¢éo
inicial. Ou seja, apds o transiente, todos os pontos no intervalo (0, 1) séo atraidos para
o ponto fizo £* em z = 0. Formalmente

limz, =z~ =0. (5.3)

t—oo

Uma simples andlise de estabilidade linear mostra que o zero é estavel no intervalo
(0,1). Para 1 < r < 3 encontramos um ponto fixo atrator que depende do valor de .
Podemos calculd-lo facilmente j4 que, num ponto fixo, #; = z¢41 = ™. Substituindo na
€q.(5.2) obtemos que

]
limz, =z"(r)=1— - (5.4)
t—o0 T

De acordo com a relagio anterior, quando variamos rentre 1 e 3, o valor do ponto fixo
z* vai desde 0 até 2/3. E importante notar que no intervalo (1,3) o ponto fixo anterior
é estavel. O zero continua a ser um ponto fixo, porém, neste intervalo é instavel. A
mudanca de estabilidade em r = 1 é chamada bifurcagdo . Uma bifurcagao mais in-
teressante acontece em r = 3. Agora, em lugar de se aproximar de um ponto fixo, o

comportamento assintético do mapa oscila entre dois valores: o sistema apresenta um
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ciclo imite atrator de periodo 2. Ao continuar aumentando r novas bifurcacoes acon-
tecem. Para valores de r=3.5 e maiores, o sistema bifurca em ciclos limite atratores de
periodo 4, 8, 16, 32,...,2". Todas estas bifurcagoes acontecem até um valor de r. & 3.57.
Acima de r., o conjunto atrator, para muitos valores de r, nfio apresenta periodicidade
alguma. O conjunto consiste de uma seqiiéncia de pontos z, que nunca se repetem. Para
estes valores de r, a simples pardbola logistica apresenta caos determinista, e o conjunto
atrator (muito mais complexo que um ponto fixo, ou um ciclo limite) é conhecido como
atrator estranho.

Este complexo comportamento aperiddico motivou o nome “caos”. No entanto, uma
evidencia analitica de que o atrator é mesmo cadtico pode se obter através da medida
da sensibilidade as condicdes iniciais. Um atrator estranho apresenta grande sensibi-
lidade as condigdes iniciais; dois pontos arbitrariamente proximos num tempo i nao
permanecem préximos a medida que o tempo transcorre, eles se separam exponencial-
mente no tempo. Tecnicamente, a sensibilidade as condigdes iniciais ¢ determinada pelo

valor do ezpoente de Liapunov, A, definido como

1 T
A(r) = 111_120 7 > W |F(r,zy)] (5.5)
t=0

Com esta definicio , um valor de A > 0 implica que pontos inicialmente préximos se
separam exponencialmente. Desta forma, as regides cadticas correspondem valores de
A >0, e &s regides periddicas A < 0.

Uma outra questdo interessante destes sistemas néo-lineares € a forma pela qual
tais sistemas passam de um movimento periédico para um movimento cadtico. Na
parédbola logistica, isto acontece por meio de uma cascata de bifurcagoes com duplicagbes
de perfodo, ou seja, por meio de uma sucessio de ciclos limite, com periodos que se
incrementam como 27°. Feigenbaum [105] demonstrou que os valores do parametro r,

para os quais acontecem as bifurcacdes , convergem geometricamente. Se definimos

5, = fn " Tal (5.6)
Patl — Tn
ele obteve
lim 6, = é = 4.669... (5.7)

Nn—00
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Uma observagao de Feigenbaum ainda mais importante foi que é néo depende dos deta-
lhes da pardbola logistica; qualquer fungéo que possua um maximo “genérico” (derivada
segunda nio nula) terd a mesma 6. Desta forma 6 é uma grandeza universal.
Finalmente, ¢ importante ressaltar que a cascata com duplicagéo de periodo nfo é
o unico caminho ao caos. Tem sido encontradas outras formas, tais como gquasiperiodi-

cidade [106], intermitencia [107], € o gap roed [108].

5.2 Automata Celulares

Os automata celulares (AC) sao sistemas dindmicos formados por N unidades em in-
teragdo . Como foi apontado acima, nos automata celulares, o espago, o tempo e o
ntmero de estados por unidade sao discretos. Cada unidade discreta do espago (conhe-
cida como “célula”) possui um certo numero k de entradas, e uma regra que determina
o seu estado no intervalo de tempo seguinte em fung¢ao das entradas. Todas as células
atualizam seus estados simultaneamente. Cada uma das N células pode tomar r estados
diferentes, o; = 0,...,r—1; + = 1,..., N. Entdao um automato celular determinista fica

definido pela regra
Ui(t‘i‘l):fi(aj(t);j :13---3k)= (58)

onde as funcdes f; tomam os valores 0,...,7 — 1. Muitas generalizacoes desta definigao
podem ser feitas [110], por exemplo podemos definir um autdmate probabilistico, in-

cluindo uma dependencia num ntmero aleatério z

a{t+1)= fi(o;{(t); 5 =1,...,k;z) (6.9)

Como podemos notar, a definicdo de automata celulares € muito geral e, como con-
sequéncia, eles apresentam um comportamento dindmico muito rico.

Para k entradas por célula, temos um total de r* configuragdes de entrada, e para
cada uma destas configuragbes associamos um dos 7 possiveis estados de saida. Entao
temos um total de r™" regras. Na tabela 5.1 apresentamos dois exemplos de regras com

k=3 e r=2, as regras 90 e 22 decompostas em forma bindria. Podemos ver que a regra
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regra 111 110 107 100 011 010 001 000
80 o 1 0 1 1 0 1 0
22 o 0 0 1 0 1 10

Tabela 5.1: As regras C=90 e C=22 decompostas em forma binaria.

90 d4 1 sempre que as duas células vizinhas estejam em estados diferentes, e a regra
22 d4 1 sempre que somente uma das trés entradas seja 1. As regras também podem
apresentar simetrias. Por exemplo, invertendo todos os 0’s a 1’s, e todos os 1’s a 0's nas
entradas e saidas da tabela 5.1, a regra 90 vira a regra 165, e a regra 22 vira a regra 151,
no entanto a regra 51 ¢ invariante frente a esta simetria. A consideragio das simetrias
simplifica a analise das regras.

Wolfram propdés uma classificagio dos automata celulares de acordo com os seus
comportamentos para tempos longos. A fig.5.1 mostra os diagramas espago-temporais
de alguns automata celulares com k=5 e r=2, e configuragéo inicial aleatéria. De acordo

com Wolfram, podemos observar quatro classes:
e Classe 1 (regras 4 e 16 na fig.5.1): apresenta um estado final homogéneo.
¢ Classe 2 (regras 8 e 24): produz estruturas periddicas separadas espacialmente.

e Classe 3 (regras 2,6,10,12,14,18 e 22): produz padroes desordenados que apresen-

tam buracos de diferentes tamanhos.

o Classe 4 (regra 20): produz estruturas complexas localizadas.

As classes com comportamento mais interessante, sio claramente, as 3 e 4. A classe 3
pode ser associado um comportamento cadtico. Também ¢ possivel observar invariancia
de escala nos padroes produzidos pelas regras da classe 3. No limite de tempo infinito,
esta invariancia produz estruturas auto-similares, tipicas dos sistemas fractais. Uma
estrutura é auto-similar quando vistas de regioes com diferentes amplificagoes { e a
mesma resolucao ) sao indistinguiveis. A classe 4 apresenta commportamentos ainda
mais complexos, com estruturas localizadas no espago e no tempo, que dependem muito
fortemente das condi¢oes inicials. Alguns pesguisadores conjecturam que estes automata

podem funcionar como computadores universais.
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Figura 5.1: Diagramas espago-temporajs para algumas regras com k=5 e r=2. No sentido

vertical, a evolucao temporal.
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A classificacho anterior é pouco precisa quantitativamente. No entanto, foram
introduzidas diversas grandezas para estudar o comportamento dos automata celu-
lares, por exemplo, diferentes entropias, e mesmo uma grandeza similar ao expoente de
Liapunov A definido para sistemas dindmicos continuos. Uma possivel definigdo de A em
automata celulares [109], consiste em considerar duas configuragdes iniciais 1dénticas,
exceto em uma tnica céhila. Deixar evoluir os sistemas, e graficar as células diferentes
para cada tempo. A resulta ser a inversa da inclinagio do contorno da figura produzida.
Fisicamente, A é a velocidade com a qual o dano inicial se propaga, ou seja, uma me-
dida da sensibilidade &s condigbes iniciais. A idéia de propagacao de danos em sistemas
discretos tem sido generalizada e amplamente aplicada ao estudo de diferentes sistemas,

como automata celulares probabilisticos [111] e sistemas magnéticos [54].

5.3 Interacgio entre a Parabola Logistica e um Autoémato Celu-

lar

As vezes, é possivel descrever a dinamica de um sistema fisico particular, tomando
como ponto de partida um modelo conhecido, e acrescentando flutuagdes na dinamica.
As flutuagdes podem refletir a influéncia de outros sistemas sobre o considerado, ou
simplesmente representar o efeito de algum parémetro externo. Nesta se¢io vamos ver
a influéncia que produz um autémato celular determinista na dindmica da parabola
logistica. Surpreendentemente, sendo ambas dinamicas deterministas, o efeito pode ser

visto como uma forma de ruido nao trivial.

5.3.1 A Dinamica da Pardbola Logistica com Perturbagoes

A natureza das flutuagoes provocadas num sistema dinédmico depende do acoplamento
entre o sistema fisico modelado e a fonte de perturbacbes . A dindmica de muitos sis-
temas reais pode ser satisfatoriamente modelada considerando perturbagoes na parabola
logistica. Crutchfield et al. [112] estudaram o efeito de adicionar um ruido gaussiano na

forma:

i1 = F(T., iL't) + Di, (510)
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onde p; é uma varidvel aleatdria, com distribuigio gaussiana, média zero e varidncia
o. o representa o nivel de ruido introduzido no sistema. O resultado qualitativo mais
importante é que, a medida que o nivel de ruido aumenta, as érbitas peridédicas tornam-
se bandas, semelhantes a atratores cadticos. As flutuagoes afetam a estabilidade local
dos atratores. Como efeito das perturbagbes , a distingao entre drbitas periddicas e
atratores cadticos deixa de ser simples, como no caso puramente determinista. Todos
os atratores passam a encher intervalos de uma largura que depende do nivel de ruido.
Pode-se dizer que o efeito das flutuacoes é tomar a média de um conjunto de atratores
deterministas que correspondem a um certo intervalo nos valores do pardmetro. Neste
sentido, existe uma equivalencia entre a perturbagdo de uma 6rbita e a perturbagao do

pardmetro. Entdo , uma forma equivalente da eq.(5.10) é

zip1 = F((r + q.), %) (5.11)

Réssler et. al. [113] estudaram a dindmica da parabola logistica com pardmetro de-
pendente do tempo, quando o mesmo pode tomar somente dois valores: r, = A, B, em
sequiéncias peridodicas ou aleatdrias. Eles encontraram que o sistema pode entrar em
caos, para valores de A e B inferiores ao limiar r, &= 3.569. Por exemplo para A=3.36 ¢
B=2.25 o expoente de Liapunov é positivo, indicando a presenc¢a de caos na dinamica.
Os autores denominam este fenomeno de “early chaos”. Também é possivel o fendmeno
contrario, valores de (A,B) que apresentam um A negativo, e nos quais A ou B séo
maiores que .. A explicacio do fenomeno esta baseada em manter o sistema num tran-
siente permanente, introduzindo perturbagdes com a fase correta. Também foi estudado
o caso de uma modulacio periédica do pardmetro r [114]. Quando a freqiiéncia da mo-
dulagao esta perto da frequéncia propria da pardbola logistica é observado novamente

o fenémeno do “early chaos”.
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5.3.2 A Paridbola Logistica Controlada por um Automato Celular Deter-

minista: uma classe de ruido nao trivial

Nesta secdo vamos apresentar um estudo da dinamica da pardbola logistica, com valores

do parametro dependentes do tempo:
Ty = Ttl‘i(]' — :l:i) (5.12)

com a seqiiéncia {r,} controlada por um autdmato celular (AC) determinista [115}.

Consideramos
ry = a+ boi(t), (5.13)

com a e b constantes reais. o;(t) representa o valor (0 ou 1) que corresponde ao sitio
i-ésimo do AC no tempo t. Com esta prescricdo , r, pode tomar somente dois valores,
a ou a+b. O caso particular b=0 corresponde & parébola logistica usual, eq.(5.2). Esta
classe de modelos pode representar sistemas reais, nos quais a evolucdo dinamica local
é controlada por fendmenos cooperativos globais (ver refs. [113,114] e referéncias nesses
trabalhos).

Especificamente, nés consideramos o AC determinista definido pela regra 90, se-
gundo a classificacio de Wolfram (ver tabela 5.1). Nesta regra, o estado de uma célula
particular é determinado simplesmente pela soma médulo 2 das células vizinhas no in-
tervalo de tempo anterior. Sendo a regra determinista, ela gera, para cada célula do
AC, uma sequiéncia determinista de zeros e uns.

E importante notar que esta modulagio do parametro r, é diferente das introduzidas
por Rossler et. al. [113]. Nos dois casos estudados por esses autores, a modulagao €
invariante por translagdo temporal (translacio arbitraria no caso aleatério, e translagao
num miltiplo do periodo no caso periddico). No nosso caso, a modulagao € invariante
por escala temporal (como foi apontado na secdo 3.2, a regra 90 gera uma estrutura
fractal).

Consideramos um AC com N células, e condigdes de contorno periddicas. Na con-
figuracio inicial, todas as células estao no estado 0, exceto uma que esta no estado 1.

Para a pardbola logistica fixamos xo = 0.2. Foram estudados os atratores do sistema
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b+ 0

b+ 0.0%

Figura 5.2: Representagio esquematica dos atratores das eqs.(5.12) e (5.13), para trés niveis

de ruido diferentes

definido pelas egs.(5.12) e (5.13), analisando os diagramas espago-temporais, € as dis-
tribuicdes de freqiiéncias D(z) no espago de fases (f; D(x)dz = 1). Nao observamos
diferencas relevantes para N sendo par ou impar. A distribuigiao assintética D(z) € a
mesma para todas as células ( exceto para algumas com alta simetria, como a que esteve
no estado 1 na condi¢do inicial). Trabalhamos no limite termodinamico, no sentido de
N ser suficientemente grande para nao mais influenciar D(z) (N=50 foi suficiente para
todos os casos estudados). Foram descartados os primeiros 5000 passos de tempo para
eliminar efeitos de transientes: o relacionado ao tempo necessirio para o sinal atingir
todas as células do AC (da ordem de N), e o necessario para a evolu¢do temporal global
atingir o estado assintético. Para determinar satisfatoriamente D(x) consideramos as

10000 iteracoes posteriores.

Vamos apresentar os resultados, seguindo a influencia de b nos atratores (ver fig.5.2).
Para b = 0 recuperamos o caminho ao caos via duplicagido de periodo, que foi descrito

na secao 5.1. A estrutura de bifurcagdes comeca a apagar-se ao aumentar o valor



de b, por exemplo, para b = 0.05 somente a primeira bifurcagao é claramente distin-
guivel. Neste intervalo de valores de b, pode-se intuir o resultado, que é basicamente o
obtido por Crutchfield et.al. [112] introduzindo um ruido branco. Podemos notar que
a primeira bifurcagdo (assim como o caos) é antecipada, no sentido que acontece para
a & 2.9, que ¢ inferior ao valor (a = 3) correspondente para b = 0. Esta propensao
a antecipar a entrada no caos ¢ intuitiva, e se acentua ao aumentar o valor de . Na
fig.5.3(a) apresentamos um exemplo tipico (¢ = 2.95). Consideremos agora o caso
b = 0.1 da fig.5.2. Neste exemplo é que observamos um tipo de ruido néo trivial, ja
que apresenta uma estrutura interna a priori nao esperada: um atrator com miltiplas
bandas, no lugar da banda simples gerada por um ruido branco, ou observada no caso
b = 0.05. Na fig.5.4(b) podemos ver um exemplo tipico (¢ = 2.38), com um ruido que
apresenta trés bandas. O diagrama espago-temporal mostra que, toda vez que se apre-
senta uma sequéncia de zeros no AC, o sistema converge rapidamente para o atrator de
(a,b) = (2.38,0), que é um ponto fixo. Quando o AC produz uma seqiéncia alternada
de zeros e uns, o sistema é mantido num atrator ciclo dois. Como nunca aparece uma
seqiiéncia de uns, o sistema nunca atinge o atrator de (e, b) = (2.48,0), que também
é um ponto fixo. Esta ausencia de simetria entre zeros e uns ¢ devida ao fato de ter-
mos inicializado o AC com uma tunica célula com valor um { se tivéssemos comegado
com uma Unica célula com valor zero, a situacio complementar seria observada). Se
inicializassemos o AC com uma configuragao aleatéria, esperariamos que esta assime-
tria desaparecesse. E interessante notar que a convergencia para o atrator com b = 0
ja estava presente na fig.5.3(a) sempre que uma seqiéncia de zeros do AC aparecesse,
porém com uma velocidade de convergencia muito menor, devido & proximidade da bi-
furcacio (a = 2.95). Outro caso tipico € apresentado na fig.5.5(c). De forma similar ao
que acontece nas figs.5.3(a) e 5.4(b), sempre que se apresenta uma seqiiéncia de zeros
no AC o sistema converge ao atrator correspondente a b = 0 (neste caso, o ciclo dois
correspondente a a = 3.14). Sempre que alternam zeros e uns, o sistema se aproxima

de um atrator diferente (porém, também um ciclo dois).

O comportamento dindmico do sistema parabola logistica-AC pode ser descrito sa-

tisfatoriamente como a alternancia entre dois tipos de transientes: um deles tentando
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Figura 5.3: Diagramas espago-temporais dos atratores das egs.(5.12) e (5.13) para as primeiras
100 iteragdes depois do transiente (5000 iteragdes ); circulos cheios correspondem a o:(t) =1, €
os vazios a 0;(t) = 0. No detalhe, as correspondentes distribuigoes de freqiiencias, para 10000

iteracdes apSs o transiente { o intervalo [0,1] foi particionado em 2000 subintervalos iguais).

(a)(a,b}=(2.95,0.03).
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Figura 5.6: Distribuigio de freqiiéncias para trés casos tipicos que satisfazem a + b = 4.

Superposto ao caso b=0, a distribuicao exata 1/7/z(1 — z}.

convergir para o atrator correspondente a b = 0 (quando se apresenta uma seqiiéncia de
zeros no AC), o outro dirigido a um atrator ciclo dois (induzido pela alternancia de zeros
e uns na dindmica do AC). Os atratores entre os quais alterna a dinamica dependem
das particularidades do AC, que determina uma sequiéncia particular de zeros e uns.
Para outros AC’s, diferentes da regra 90, é de se esperar outras alternancias, porém
esperamos o mesmo fenémeno bdsico.

Completando a descrigio da dinamica do sistemna, notamos que para a+b = 4 0 atra-
tor finito é abandonado (a pardbola logistica pura abandona o atrator finito exatamente
parar = 4). A densidade D(z) é apresentada na fig.5.6, para os valores b = 0, 0.05¢0.1.
Notamos que o ruido gerado pelo AC (b # 0) produz picos na densidade, nao presentes

no caso b = 0.

5.4 Conclusoes

No presente capitulo foram considerados dois tipos de sistemas dinamicos de naturezas
completamente diferentes. Por um lado, a parabola logistica, exemplo cléssico de mapa

unidimensional, modelo descrito pela evolugio em tempo discreto de uma varidvel real.
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Por outre, um automato celular determinista, sistema com muitas variaveis, discretas,
em interacdo . Os dois tipos de sistemas apresentam dinamicas complexas. Embora
apresentem diferengas bésicas, ambas dindmicas podem ser caraterizadas usando, basi-
camente, as mesmas ferramentas: expoentes de Liapunov, distribuigdes de freqiiéncias,
diagramas espago-temporais, entre outras. Utilizando estes dois dltimos métodos, estu-
damos a dinamica que resulta da interagdo entre os dois tipos de sistemas. Introduzi-
mos um modelo que apresenta caracteristicas que néo estio presentes nas dinfimicas dos
sistemas componentes. A dinamica do modelo apresentado pode ser entendida, basi-
camente, como produzida pela alternancia entre transientes induzidos pelas seqiiéncias
geradas pelo AC. Desta forma, o sistema permanece num estado de transiente per-
petuo. Este fato é responsével pela geragio de um tipo de ruido néo trivial. Este ruido
esta caracterizado pela presenca de brandas miltiplas. Para melliorar a compreensao
do comportamento destes sistemas, seria interessante fazer um estudo dos expoentes
de Liapunov A, que permitiriam caraterizar melhor a regiao caotica. Igualmente, seria
importante estudar a influéncia detalhada das condi¢oes iniciais do AC, da parabola

logistica, bem como do fato de considerar outros AC’s diferentes da regra 90.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste capitulo fazemos um resumo dos principais resultados e conclusoes da tese.
O capitulo 2 foi dedicado a estudar como sdo afetadas as fungoes de armazenamento
e reconhecimento de padrées em redes de neurénios analdgicos quando é cortada uma
certa fragao das sinapses da rede. Nos casos estudados a rede permanece densamente
conectada depois da diluicho . O caso de diluigdo extrema nao foi considerado nesta
tese [53]. Primeiramente consideramos o caso de diluigdo simétrice aleatdria de sinapses.
Partimos da regra de aprendizade de Hopfield e, para poder fazer um estudo analitico,
aproveitamos o fato da equivaléncia entre diluir as sinapses e acrescentar um termo
de ruido na regra de aprendizado [41]. Por meio de uma anélise estatistica das super-
posicdes calculamos as curvas que déo a variagdo da superposigao {m) e da capacidade
de armazenamento critico (a.) em fungio do nivel de diluigéo (d), e para diversos va-

lores do parametro de ganho (g) (ver figs.2.1 e 2.2). Achamos que a performance do



109

modelo melhora quando g aumenta. No caso 6timo (g — oo ), uma diluigdo de até 80%
das sinapses permite reconhecer padroes com uma superposi¢do maior que 90%. Para
niveis de diluigao entre 0 e 40% , a capacidade de armazenamento cai de 0.14 {(quando o
modelo se reduz ao de Hopfield) até 0.1 respectivamente. Para g=2, com uma diluigao
de 80% a rede ainda reconhece com uma superposicao maior que 0.8. O o, cai de 0.09
até 0.05 para diluigoes de 0 e 40% respectivamente. Estes dados numéricos demonstram
que a rede analogica é muito robusta, tanto com respeito a diluigao severa de sinapses,

quanto a diferentes valores do ganho g.

Numa segunda parte incorporamos um elemento realista no modelo: assimetria.
Devido as dificuldades para se tratar analiticamente modelos assimétricos, recorremos
a simulagbes por computador. Encontramos uma fenomenologia muito mais rica do que
no caso de diluigdo simétrica [55]. Para um valor do pardmetro a = 0.01, a dindmica
assintotica so apresenta duas fases: uma fase origem, na qual todos os neurdnios vao para
o valor zero para valores pequenos do ganho g, e uma fase de reconhecimento para valores
grandes de g. Quando a diluicdo cresce, a fase de reconhecimento torna-se estiavel para
valores grandes de g (ver fig.2.3). Para um valor de o = 0.06 aparecem duas novas fases
no modelo (ver fig.2.4). Para valores moderados da dilui¢io (d=0.1-0.7) observamos
uma fase vidro de spin entre as fases origem e reconhecimento. Este resultado nio
concorda com o resultado de alguns trabalhos [56] nos quais se suspeitava que uma
pequena quantidade de assimetria seria suficlente para suprimir a fase vidro de spin,
indesejavel num modelo de memodria. Como sempre, a fase de reconhecimento é estavel
para valores grandes do ganho. Para um nivel de dilui¢io d=0.9 ( o maior alcangado nas
simulagdes ) s6 estdo presentes duas fases: uma fase origem para valores pequenos do
ganho e uma fase cadtica para valores de ¢ > 3. As propriedades assintoticas do modelo
mudam com o tamanho da rede simulada. Para valores grandes da dilui¢éo e redes de
50 e 100 neurdnios existem ciclos limite que separam fases definidas por pontos fixos
estdveis e caos. A janela de ciclos limite vai colapsando a medida que o tamanho da rede
aumenta. J4 para uma rede de 480 neurdnios (o maior tamanho que utilizamos) no
ha presenca de ciclos limite. A existencia de uma fase cadtica certamente é indesejavel

do ponto de vista do reconhecimento de padroes ; no entanto dinémicas cadticas tém
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sido detectadas em experiencias com neurdnios reais embora ainda néo seja claro o seu
significado no que diz respeito as fungdes cerebrais [60]. Certamente é um dos pontos

de interesse para investigagoes futuras.

Em geral, tanto para dilui¢io simétrica como assimétrica, os modelos continuam
a funcionar muito bem como memérias associativas ainda depois de sofrer o corte
de uma fragio consideriavel das sinapses. A pequena diminuigdo nos valores das ca-
pacidades criticas de armazenamento («.) dos modelos diluidos com respeito acs dos
completamente conectados é compensada pela grande economia no numero de sinapses
necessarias. Este fato é importante na hora de fabricar redes neuronais artificiais, o
espago fisico que deve ocupar a rede € , na pratica, muito limitado. Para futuros traba-
lhos resta fazer um estudo sistematico da fase caotica nas redes assimétricas para melthor
caracteriza-la. Um estudo analitico do modelo talvez possa ser feito tomando como base
o trabalho de Tirozzi e Tsodyks [58] para o caso de dilui¢io extrema. Seria interessante
também fazer um estudo da capacidade de armazenamento critica do modelo ja que,
como vimos, nos dois valores de a sirnulados, os diagramas de fases sdo bem diferentes

e apresentam diferentes fases.

No capitulo 3 estudamos as propriedades de reconhecimento em uma variedade de
modelos caraterizados por diferentes regras de aprendizado Hebbianas, simétricas e assi-
métricas, e por armazenar padroes com niveis arbitrarios de atividade dos neurédnios [68].
As regras de aprendizado consideradas estdo caracterizadas por 4 parametros (A,B,C
e D) que permitem uma grande variedade de condigoes nas atividades dos neurdnios
pré e pos-sindpticos. Primeiramente fazemos um estudo analitico da estabilidade dos
padroes , em fungao do grau de assimetria (7y) e atividade {a), por meio de uma analise
sinal-ruido. A andlise evidencia a necessidade de se introduzir dois parametros adicionais
para otimizar o sinal, um campo externo uniforme (U) e um parametro (b) que define os
possivels valores da atividade dos neurénios. Como resultado da analise comprovamos
que o valor maximo para a capacidade de armazenamento, a, = oo, se obtem para uma
regra simétrica (7 = 1) [65] no limite de baixa atividade (|a| — 1). Esta solugao é pouco
robusta frente & assimetria (ver fig.3.1). Para valores de |a| < 1 as regras assimétricas

sao gradativamente mais robustas. A capacidade de armazenamento cai a zero para
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regras antissimétricas (y = —1) para qualquer valor da atividade e converge de forma
nao uniforme ao valor 1 no limite de a = 0 como no modelo de Hopfield (v =1, a=0).
Cientes que a andlise sinal-ruido sé permite uma primeira aproximacio & performance
de um modelo, fizemos simulagdes numa rede de neurdnios analégica para dois valores
do ganho g=100 e g=2.5. Os resultados para a=0.2 confirmam as predigoes gerais da

analise sinal-ruido.

Considerando padrdes com atividade é importante conhecer a quantidade de in-
formacao armazenada nos padrdes ; este estudo é objetivo de um futuro trabalho.
Também seria interessante considerar termos que misturem memoérias na matriz de
sinapses para estudar o possivel armazenamento de sequiéncias temporais nos mode-
los [11].

O capitulo 4 esta dedicado ao estudo da capacidade de generalizagao em redes neu-
ronais analdgicas [81]. A capacidade de generalizar é evidenciada quando o sistema é
capaz de aprender uma certa regra através de exemplos. Nos demonstramos, por meio
de uma andlise estatistica do modelo, que ele é capaz de criar um atrator representativo
das caracteristicas comuns a uma série de padrées armazenados. O ponto interessante
é que este atrator nao é armazenado explicitamente na regra de aprendizado, ele é ge-
rado pelo sistema como conseqiéncia da superposicao existente entre um certo ntimero
de padroes (que sim sdo armazenados na regra de aprendizado), numa rede com uma
estrutura hierdrquica simples. Esperamos que esta capacidade de generalizar, ou classi-
ficar padrées de acordo com a sua semelhanca, continue a estar presente em modelos
com estrutura hierdrquica malis complexa. Achamos que o sistema comega a generalizar
para um valor critico de exemplos do conceito a ser aprendido. A transicao na rede
analdgica é continua, diferentemente do que acontece no modelo discreto [78] no qual a
transicao para a fase de generalizagio é descontinua. Notamos que ao aumentar o valor
do pardmetro o = p/N, aumenta o ruido gerado pelos padroes que nao sao exemplos do
conceito e entio sio necessarios mais exemplos para o sistema comegar a generalizar.
Para um ntimero de exemplos s 3> 1 o erro de generalizagio decai exponencialmente. O
sistema. apresenta uma leve melhoria na capacidade de generalizagio para valores finitos

do ganho g com respeito ao valor g — oo (ver figs.4.4 e 4.7), ou seja, para valores finitos
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de g ¢é necessario apresentar ao sistcma um ntmero menor de exemplos para que elc
comece a generalizar do que para ¢ — 0c.

Em futuros trabalhos seria interessante estudar as diferentes fases deste modelo,
assim como o tamanho das bacias atratoras na fase de generalizagio . As extensoes deste
trabalho podem ser muitas, ja que pouco se sabe sobre as possibilidades de generalizagao
em redes com atratores. Até hoje o esforgo tem se concentrado no estudo do aprendizado
e generalizagho em redes multicamadas, sendo o exemplo mais simples o perceptron.
Seria muito interessante estudar estes problemas em redes com atratores introduzindo
um formalismo mecanico-estatistico no espago das interagoes . Um ponto de partida
poderia ser a introdugao de uma entropia adequada para tais problemas como é sugerido
na ref.[95]. Uma possivel candidata é a forma entrdpica introduzida por Tsallis [96]
que generaliza a forma classica de Shannon. Essa forma generalizada para a entropia
poderia ter como consequiéncia a necessidade de se apresentar um numero reduzido de
exemplos para que o sistema generalize. J& que a estatistica do aprendizado em redes
de neurdnios ndo tem que obedecer necessariamente a estatistica de Boltzman-Gibbs,
possivels generalizagoes como a proposta podem ser importantes.

No capitulo 5 estudamos a dinamica que surge da interacdo entre dois sistemas
dindmicos muito diferentes: um mapa unidimensional {a parabola logistica) e um autémato
celular determinista (AC) [115]. Interagdes entre sistemas dinamicos diversos podem ser
de utilidade na descrigio de fenémenos complexos. Achamos um fenémeno interessante
que ndo esta presente nas dinamicas dos sistemas componentes. O automato celular,
mesmno sendo um sistema determinista, perturba a dindmica da parabola logistica e gera
um atrator com ruido. A diferenga com o que acontece quando se adiciona uma fonte
de ruido branco é que os atratores apresentam bandas maltiplas, em lugar de bandas
simples como as estudadas na ref.[112]. As sequéncias de zeros e uns produzidas pelo
AC mantém o sistema num estado de transiente permanente, o qual pode ser visualizado
como um ruido néo trivial. O célculo dos expoentes de Liapunov para diversos valores

dos parametros permitiria caraterizar melhor os atratores deste modelo.
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