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Resumo
Com base em uma representacao para o spin-2, diferente da usual, desenvolvemos
uma Lagrangeana e estudamos suas conseqliéncias. Mostramos que a teoria € unitaria
e propaga dois graus de liberdade, tal qual a teoria de Einstein-Hilbert. Desenvolvemos
uma forma de auto-interagao, bem como de interacdo com campos de diferentes spins.
Finalmente, analisamos a teoria em trés dimensbes e comparamos com os resultados

obtidos para Einstein-Hilbert.
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Convengoes

As Convengoes adotadas sao :
e Assinatura da m’etrica em quatro D: ( + ,-,-, - )
¢ Assinatura da m’etrica em trés D: ( + ,-,-)
¢ Indices Gregos: a=0,1,2, 3.
o Indices latinos: 1 = 1,2, 3.
¢ Varidveis de Fierz usuais: h,, = h,,
¢ Variaveis de Fierz,Ashtekar: A, s, + Auop + Agpe = 0.

¢ Tensor de Levi-Civita em trés D:

+1 para permutagoes pares de ( 0,1 ,2)

. —1 para permutagdes impares de ( 0,1, 2)
afu =

0 para indices repetidos

¢ Propagador Livre do campo de Fierz-Ashtekar: < T[0](Aapu(z)A0c(y) >

¢ Propagador Livre para Férmions:< T[0](¥(2)¥(y)) >

< TOHE) >= [ G2 e <TI0 h(r) >

< T0)J(L(~p)¥(p)) >= }%

iv



o Matrizes Gamma de Dirac: * segundo convengio do Bjorken-Drell.

¢ Derivada funcional do cammpo Aagu:gjf;—ﬁ?
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Capitulo 1

Introducao

Desde o final da década de €60, umna das grandes dreas de interesse da Fisica Tedrica
tem sido o problema da quantizagdo da teoria de Einstein - Hilbert, que foi estudada
emn profundidade por Veltman, Deser, Zumino e outros.

A Gravitacio de Einstein-Hilbert demonstrou ser nao renormalizavel a ordens per-
turbativas superiores a 1 loop embora unitaria a tree-level . Teorias alternativas como a
Supergravidade , os Strings e Superstrings foram propostas justamente justamente para
tentar contornar este problema , sendo que cada uma .veio a sofrer de outro problema
particular que acaba , em termos gerais , sendo relacionado com a série perturbativa .

Ao invés de partir para teorias de corpos extendidos , varidveis anticomutantes
ou uma mistura de ambas tentaremos uma proposta simples baseada nas simetrias
apresentadas pelas varidveis de Fierz-Ashtekar [6] {7] [5], bem como uma proposta de
introdugéo de termos nao lineares .

As varidveis de Fierz-Ashtekar foram introduzidas na literatura visando a facilitar o
estudo dos vinculos existentes na gravitaciio [8][13], permitindo uma quantizacio cujo

tratamento de vinculos fosse preciso e rigoroso.
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Ainda segundo o préoprio Ashtekar em um trabatho em conjunto com Balachandran
estas variaveis sho apresentadas no sentido de se formalizar uma analogia entre a liber-
dade de se perfazer uma rotagao interna nas tétrades e a liberdade de transformagoes
de gauge locals na teoria de Yang-Mills.

Ainda segundo o mesmo trabalho esta reformulacao de variaveis é feita para permitir
a analise do problema de CP da gravitagéo tal qual é feito no caso de Yang-Mills[37].

Esta formulacdo tem ainda a vantagem adicional de permitir o estudo da quantizacéo
da gravitagio de forma nao perturbatiiva no campo, na gravitagio de Einstein [18] o
campo g, ¢ aproximado em wma série perturbativa g,, = 1., + kh,, + o(k?).

Ainda segundo Ashtekar tal formula¢io tem a vantagem de evidenciar problemas de
quebra cle simetria que a gravitacao apresenta e permanecem mascarados na formulacéao
em termos de g,,,.

Baseando-se nisto desenvolvemos uma teoria com auto-interagdo e estudamos alguns
aspectos relevantes.

Provaremos a Unitariedade do propagador a tree-level em 4 dimensoes simultanea-
mente obtendo o niumero de graus de liberdade envolvidos e provando a necessidade de
urn termo tipo Chern-Simons em 3D {21] que também sera analisado.

Por fim analisarei o propagador do setor de ghost da teoria , sua interagao com o
campo de Fierz e o que ocorre ao se interagir outros campos por este método , bem

como conclusoes .



Capitulo 2

O Spin-2 no SL(2,C) , suas formas e
Estudo de Unitariedade

2.1 A equacao de Bargmann-Wigner para o Spin-2

O grupo de Poincaré comporta uma descrigdo dindmica, através das equacoes de
Bargmann-Wigner[3], para campos de spin genérico[32], ao qual iremos nos referir como
spin s; tal equagdo nada mais é do que a generalizagido da equagdo de Dirac [4] de forma
a poder descrever os 1nossfveis campos massivos, ou nao, de spins genéricos (s):

(148, Uy = im ¥, (spin 1)
(740%), Yoo = im ¥y, (spin 1) (2.1)

(’y“@#)il lpbﬂz-ﬂ-azs = iﬂl@al_“a% (spin S) )

onde o spinor [1] de rank 2s é completamente simétrico em seus indices spinori-

als e, quando a massa é nula, faz-se necessario acrecentar a esta equagdo a condigdo

suplementar

(75)21 Uhagzz. = Layoan, (2.2)

Como queremos um spinor gue descreva o spin-2 ¢ satisfaga a equagao de Bargmann-

Wigner com restricdo de massa nula, vamos nos utilizar da matriz conjugacéo de carga
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de forma a escrever o spinor [2] em termos de wmn tensor:

1
\I]bcde = Z(’Yﬂuc)bcq]#ua’/\(’}’(j/\c)de M (23)

onde a auséncia de termos do tipo v*C se deve as propriedades da matriz +°.
O tensor ¥, pode ser escrito em termos de W4 facilmente por meio de simples

inversao da defiricdo, de forma que:

\Ijbcde(c—l,},aﬁ)de — Al_t(’)/m/c)bcqjuya/\(’}’o/\c)de(C_l’ya'ﬁ)de
((C™7) Weae( €™ 97) = 1(CT 9o Vo (1 C e Wraor (172 Chae C T80 (2.4)
\I],u.uo,\ - f_é(07]'Yuv)abq]abcd(c'_lp}’a/\)(:d

Fica, portanto, claro que o tensor possui as seguintes simetrias expheitas:

\I’;_Lua/\ = qlcr,\,u..’/ - “\I’I/_uc'/\
\IJ,LLVG'/\ - \I]WG'/\ - \I]'uya— = \I’}]TJH (25)
gy, =0,

onde a barra indica que o dual estd sendo tomado.
Em virtude da auto-dualidade ¢ da propriedade de trago nulo, temos que um tal

tensor obedece a relagio ciclica:

\II;WOA + \Ilpa,\uo' + \I’,u.cr/\u =0 (26)

Ao utilizarmos o spinor escrito em termos deste tensor na equagao de Bargmann-

Wigner, temos como equagao de movimento

Pt =0 (2.7)



Introduzindo um tensor real { ' ) de forma que ¥ possa ser escrito em termos deste

tensor e de seu dual , obtemos:

F,uuo/\ + F,u)\uo + Fuo,\u =

£y =0
FLLUL;/\ =0 (28)
N

A
F,\ugo,,u +Fup,gog +F,u/\gaw = {)

Devido as simetrias apresentadas, podemos exprimir o tensor de curvatura como
sendo formado por derivadas de um tensor simétrico em seu segundo e terceiro indices
(B = 0). Porém, se quisermos escrever o tensor B em termos do tensor de Fierz,

devemos fazer a seguinte identificacéo

Agcn\ - BQO’/\ - Bog,\ (29)

A simetria ciclica na curvatura [17] passa a ser escrita como:

Agv,\,u + Aau,\,g + Aug/\,a =0 (210)

Usando estas substituicoes na definicio da curvatura F[16], podemos reescrevé-la

Cormo:

Faﬁ;u} = A-aﬁ[u,u] + ‘4-;w[(1,}3’] (211)

Embora o que tradicionalmente seja feito para obter a equacao de Einstein lin-
earizacda neste contexto seja realizar a substitui¢do da variavel de Fierz, A, em termos

de derivadas de tensores simétricos e utilizar a propriedade de trago nulo de F,



Aspp = hufag)
By = 0 o
Fﬁy___():2*(Dhgy+hﬁaﬁav—h?ﬁ,v)’”) ’

tomaremos um caminho mais semelhante ao Eletromagnetismo[10] [14], e utilizare-
mos como variavel fundamental a prépria variavel de Fierz, bem como a equagdo de

movimento, que sera dada em termos da derivada da curvatura F

Fefm 4, — 0 (2.13)
sendo esta tomada como equagao de movimento no caso de nao existir interagao.

2.2 As Variaveis de Fierz e sua Dinamica

Tal como demonstrado por N. P. Neto [15] [25] [28] as simetrias da varidvel de Fierz
podem vir a gerar uma Lagrangeana que descreve, em principio[g], 10 graus de liberdade,
tal qual a equagao de Einstein seja escrita em termos de g¢,,, desde que utilizemos como
Lagrangeana

1

L= % i C P (2.14)

onde a curvatura Cap,, € dada por:

Copuwr =  Aaplue] T Al

1

+ §(A(crl/)n5,u - A(an)r"?ﬁv

+ Ao — Agy)Now)

2 [+3
+ "jAai\(T?a.u??Uﬁ -~ NNy



+ A=A, +AL, (2.15)

L€

Como as simetrias de Cl,g,, impdem uma ciclicidade [19] ( idéntica & do tensor de

Weyl), temos que, além das simetrias
Aapre = A7 =0 (2.16)

* 1 i
o = 50 Awu (2.17)

uma simetria [26] que envolve uma ciclicidade das derivadas da variavel de Fierz é:

AT = 0 (2.18)

Reaplicando estas simetrias na Lagrangeana[10][11], e expressando-a em termos do

campo e suas derivadas, podemos reescrevé-la como:

3

1
— B .
L= OAQIQ#(DA )

e

1
A:}ﬁl:u _ nﬁ#(DAC;)\ + §A>“’ /\)) (2.19)

I,

Tal Lagrangeana nos sugere como escolha mais simples de gauge [20] um termo

tipo” - Aagu( A — 7]3“/1”);";’) , que pode ser escrito como:

o GeplAIG" 4] (220)

Sendo G,p[A] definido por:



gaﬁ[A] = \/gAaﬁ,u + A/\cr N s (221)

ficando livre apenas o parametro a.
Com esta escolha de gauge, e fazendo o = 1, obtemos para a expressio do propagador
[20]no espago dos momenta

< TIOUAH(~ k) A (R)) > = ey

7250
oo B('Vnc}#

+ o7y

By, alo ou

— gt
+ (bl fu

Bl eleyon)) (2.22)

Convém resaltar que as simetrias das variaveis de Fierz e a simetria sob a troca de
indices no propagador estio naturalmente presentes no segundo membro da expressao
1

aciima. Se observarmos bem, veremos que o termo g seguido do conteudo dentro do

paréntesc, nada mais é do que a unidade para tensores com as simetrias de Fierz[30]:

(?7 nfon P — o7yl 4 pfeyelgds —pfryeloge = (1)afuaee (2.23)

De posse do propagador, é necessario o seu acoplamento com correntes para ver-
ificagéo da unitariedade a tree — level; para tanto, definiremos 4 vetores linearmente
independentes e escreveremos as correntes em termos destes.:

9



A forma mais geral pela qual a corrente pode ser escrita em termos destes [35] vetores

¢ dada por :

Jasp(R) = a(k)(kakipky — Eakiaky
+ bk (o kighuy — kgkeaku)
+ il k) (kakgey — Fokael)
+ dig(k)(kaelpely — kaelacl)
+ (k) (kakgsely — kpk(acl))
+ fri(k)kacigely — koclocl)
+- mi,j,z(fiﬁfﬁfb

- e}ge’gael ) (2.24)

u)

A condicio de gauge fixa que a derivada da corrente seja igual a zero [33][35], e como
j4 temos a corrente escrita em termos dos vetores de base, no espago de momento, basta

fazer a identificagao :

TP () = 0 — TPk =0 (2.25)

Como o pélo do propagador é em k* = 0, devemos proceder esta anilise tomando

sempre as contragaoes k?, ef'k,, ek, iguais a zero quando necessario.

TapulB)E" = 0 = b(2ko kg — 2kska )k, k" + ei(kaey — ket Ve k* (2.26)

10



Contraindo com ¢} temos:

— eikpel & =0 (2.27)

Da condi¢ao acima determinamos que os coeficientes e; e b sdo 1guais a zero.
Partindo para o calculo explicito da unitariedade devemos saturar o propagador com
as correntes, visto que este produto é proporcional & matriz Amplitude de Espalhamento

[35] escrita no espago dos momenta :

AE = J7g,(k) < T(A*(=k) A7) > Lyoc(F)
AE = =5 (Jzp, 000 — Ji=737)

k2 \Yalp

(2.28)

No acoplamento entre as duas correntes, os Unicos termos que sobrevivem sao os
terrnos m; i, ou seja, no pélo k* = 0, todos os outros coeficientes que aparecem na

expansao da corrente nio irdo contribuir no cdlculo da matriz dos residuos.

J;ﬁ”J“ﬁ“ = —97?1;9“,3-,1171"’3'"
Jx "’Jgﬁ = ~9mf,j3m§’,

ot

(2.29)

Tendo em méaos a matriz de espalhamento, é necessario determinar a positividade, ou
nao, do termo imaginario co residuo no polo k? = 0. Caso ImRes > 0, a unitariedade
estd garantida, porém se o ImRes < 0, a teoria é ndo-unitaria e, portanto, contém
ghosts € a matriz de espalhamento permitira probabilidades negativas para ocorréncias

(eventos) .

Res(k? = 0) = ~i(jag(R)°00(k) — I3, (B)I57 (k) (2.30)
ImRes(k* =0) = 9(’”?,j,zm”3’l - m;)_gm},l) .

11



lembrando que m; ;; possul as mesmas simetrias que o tensor de Fierz - com a ressalva
de que os indices tomam apenas os valores 1 ou 2.

ImRes(k? = 0) = 18(| ma11 |* + | m1,2,2 |?)
A=mo11B=my2, (2.31)
ImRes(k? = 0) = 18(A*A + B*B)

Este resultado garante que temos tao somente 2 graus de polarizagio[35], como seria
esperado para uma boa teoria sem massa.

Todo este estudo sobre a unitariedade foi feito desde o inicio baseando-se no fato
de que nos encontramos em 4 dimensdes. Seria interessante estudar o comportamento
desta teoria para dimensdes menores, bem como comparar com com os resultados da
Gravitacao linearizada (suficiente para que se possa estudar o pédlo e o residuo do propa-
gador de Hilbert-Einstein). Se, quando abrimos a Lagrangeana proposta por N. P,
Neto[15][14], tivéssemos deixado aberto a dimensio em que estamos trabalhando, en-

contrariamos apds fixar o gauge a Lagrangeana escrita da forma:

1 2
l afu
g Aap AT = 5

nPeA%) (2.32)

Em primeira analise, ¢ 6bvio que a teoria néo é definida em 2 dimensdes devido a
fracao df—g que diverge.E porem necessario estudar a matriz de espalhamento no caso
de 3 dimensodes [24][31] para verificar se existe ou ndo algum estado de polarizagao
que esteja sendo propagado. Esperamos, em analogia com o caso da Gravitagdo de

Einstein-Hilbert, que nio existam graus de liberdade propagados na teoria pura.
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AE = J35,(R) < T(A2PH (=) A7 (k) > Tyoe(k) (2.33)
= =T I = T T |

Logo o residuo da matriz de espalhamento também dependera da dimensio em que

se esta calculando.

.2 _ _ * Ll 2 % g, bl
ImRGS(L = O) = g(mi!j,ﬂn d_.zmi‘j T i

I?TLRCS(A’:Q = O) e 9(| mM21,1 |2 (1 - ﬁ)*l* | My 2,2 |2 (1 - di_i!)

fld)y=1-5 (2.34)
d=4f(d)=1
d=3f(d) =0

Por meio deste cdlculo mostramos que a teoria apresentada € unitaria [35] e possul
2 estados de polarizagao em 4 dimensdes e nao é definida em 2 dimensodes, bem como
nao tem nenhum grau de liberdade em d = 3. Em capitulo posterior mostraremos como
introduzir dindmica em 3-D, por meio de um termo topoldgico [31][24]{23][27] ( Chern
- Simmons }.

Fagamos agora um breve éstudo da equacao linearizada de Einstein em 4-D[18], que
nos permita comparar como os dois propagadores se comportam.

A Lagrangeana linearizada de Einstein se escreve:

17 uv A
§h'u s 1A L

2.35
Purph = (DT??#(KW)\)V + %mﬂi*ﬂ)\ + 7.0 8,0, — nuf\aﬁau) ( )

Novamente, por questio de simplicidade, restringiremos nosso estudo do propagador

a um gauge especifico, neste caso o gauge de De Donder, que ¢ dado por.

Lof = Salklg'[A (2.36)
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Onde g,[h] = hy)} — B3 .
Acrescentando-se este termo na Lagrangeana de Einstein, o operador diferencial [33]

a ser inUeI‘tidO passa a SEr:
O O /\
- W ( 4 ( A ( _J:Cl’) _.: " ( 2(}' A[ ] ) ( ’ )

ao qual, novamente por simplicidade (porém sem perda de generalidade), ao invert-
ermos, tomaremos o parametro « = 1 para obtermos o propagador da forma malis curta
possi'vel. Como este propagador ja fol exaustivamente invertido e estudado na liter-
atura, tendo inclusive sido estendido o conceito de projetores para campos de 2 indices

(Projetores de Barnes-Rivers ), fornecenos diretamente o resultado [33]:

7
< T (—k)hea(k)) >= g(m(m,\)u — 21,015 ) (2.38)

Quanto & corrente, ¢ dada por :

Tuw = (Lk‘(ﬂku) + dfe%uk” + ffajeiuei) (2.39)

O propagador saturado com as correntes fornecerd um residuo no pdlo x* = 0 que
néo envolve nenhuma projecao de spin-1 do campo; ao invés disto, temos uma projegio

de spin-zero que servird para garantir a unitariedade deste propagador:

Res(k?> =0) = 2i(75, 3" — 7510, (2.40)

que fornece a parte imagindria do residuo, dada por:

14



ImRes(k® = 0) = i(fi, f* — fr'f) (2.41)

Tem-se ImRes(k* = 0) > 0 e resultam apenas 2 autovalores para a matriz de residuo.
De posse destes dados, podemos dizer que, do ponto de vista da unitariedade, as teo-
rias sdo equivalentes a tree — level |, ndo possuem taquions e propagam 2 estados de

polarizacdo em D = 4.
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Capitulo 3

Interacoes , Spins - % -le

Autointeracao

3.1 Introduzindo nao - linearidade

De posse do propagador dado pelo termo bilinear da Lagrangeana, e tendo provado
que este é unitario a tree-level e descreve realmente um spin - 2, passa a ser necessario de-
senvolver um método que permita a introducao de termos nao-lineares na Lagrangeana,
de forma a mimetizar {12] a nao-linearidade apresentada pela equagio de Einstein-
Hilbert.

Como modelo para introduzir os termos nao-lineares, lembramos que as simetrias
das varidveis de Ashtekar sdo as mesmas que as apresentadas pelo tensor de Lanczos.
Na forma sugerida por Lanczos {17] para as grandezas relevantes na Gravitagéo , de-

screvemos a curvatura f,p,. como:

Ra,@;w = Laﬁ[u;u] + L,uu[a;ﬁ] (31)

sendo que a derivada covariante (denotada por;) é dada em termo destes potenciais.

Utilizando uma estrutura equivalente que, de certa forma, lembra a estrutura de nao

16



-linearidade das teorias com simetria tipo SU(n), descreveremos uma nfo -linearidade
a la Lanczos.

Ao invés de introduzir um termo extra em uma derivada ( ex : 8, — 9, + ¢T" A,
SU(N} ), com simetria ciclica, tentaremos descrever a derivada parcial comum de 1 indice
de espago-tempo em termos de algo que possua 3 i/ndices, de forma a ter as simetrias
apresentadas pela varidvel de Ashtekar.

Assim, definimos:

Seap = N30« — TieOp (3.2)

Para nos utilizarmos deste tensor a fim de obtermos uma derivada com um indice,
usaremos apenas a constante de estrutura do Grupo de Lorentz [29]. Sendo assim, a

escolha légica seria 8, — £*7S, 4,, a qual apllicada a um vetor forneceria:

Va/;i == C(EJA)ZSJ/\QK

‘ e 3.3
ZC(V,E Muex — Vo) (33)

Ou seja, obtemos novamente a derivada de V, em relagdo a ¢ e um termo "tipo
traco”, desagradéavel por acrescentar um escalar construido a partir do vetor V,. Além
disto, devemos verificar se tal "derivada” satisfaz a regra de Leibnitz, ou seja:

(Vﬂvﬁ)/# = a/#Vﬁ + V&Vﬁ/u

(VaVe)ju = c(((572)5 8000 Ve ) Vi + 0a((272)5.5005V0) (3.4)
= Q/#Vﬁ —+ VaVﬁ/u

Desta forma, a regra de Leibnitz estd garantida, embora tenhamos também escalares
para cada vetor e uma constante multiplicativa que ,aparentemente, nao influencia cam-

pos vetoriais, devido a forma da curvatura para tals campos ser dada em termos de um
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tensor de 2 indices antissimétrico. Tal constante deve ser determinada para o caso
fermiénico (equacao de Dirac,spin%) de forma a garantir que esta equacfo continue
obedecendo ao limite p*p, — m* = 0 dado pela eq de Klein-Gordon:

W (Eey* (874 Spn, ¥) — m¥)

E"’\w = [y, 9" (3.5)
= PV(3cy' ¥, — mV¥)

De onde concluimos que, com ¢ = %, reobtemos a Lagrangeana de Dirac Py, —
m¥).

A generalizacio desta derivada de forma a conter o campo Aug, é feita simples-
mente acrescentando-se este ao tensor S,g, da forma Su.g, = Sasy + ¢gAasu. Desta
generalizacao, torna-se claro o porqué de se definir umn tensor S,g, que possui as sime-
trias da variavel de Ashtekar|[7]. Definimos, entdo, um tensor Tos, = Sags + ¢ Aase que
possul as simetrias anteriormente citadas para a variavel de Ashtekar. De posse desta

derivada generalizada, devemos aplica-la no lugar das derivadas comuns que tinhamos

na Lagrangeana da forma:

7
Aaﬁu;u = 5(20’\)5(1},\&1‘195” + Ta»\ﬁAaeu + Ta/\uAaﬁa) (3'6)

Embora nesta definicao de derivadas existam termos que sdo derivadas da variavel de
Ashtekar multiplicadas pela métrica plana iremos abandona-los, pois o termo utilizado
como curvatura { Chp,, ) possul trago nulo, eliminando completamente todos os termos
que correspondem a produtos de derivadas por etas. Explicitaremos apenas o termo

cinético e de interagao.
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g

g g
SAQuaAeﬁu - ”"AE:/,@AW# + "Aeu,uAaﬁg (3‘7)

Aaﬁu;u = Qi(_Aaﬁ#,u + 3 3

Utilizando este resultado, podemos escrever :

Acplu) + Apvias) = =2 Aaplue] + Apifa,s)

g
+ 2§AQV[QA?G]#

59
+ 2’§AQ#[.3AQQ]U
59
+ ZgArwaAa?G) (3-8)

Da1, obtemos o tensor que serd utilizado como uma curvatura W,z,. escrita em

termos de Cupg,, (parte linear), acrescentado dos termos de interagéo [30] da forma:

anﬁ,uu = C‘O(,G,U.U
2 (A pra Al
b 2 (A0,

+ A, + A0 A,

alv

+ %(A@g AL, + A Ay — AAY, L + ALAS Y,

g T o o

+ §(‘490A€7u + A%{ AQUU o AQAQ(Q'U) + Auf;Aor 9)?75#
g T T o

_ g(A@ﬁAaw + A% Apo — ApAlpy + A AL e

g
3

g P
+ §(3A AQAO'/\Q - 2AQAQ)(”&[.LL77V}5) (39)

(AGAS, + AL Ague — ApAlp,) + AL AL 0o
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Desta forma, obtemos que uma Lagrangeana [25][14] escrita como

1
£ =~ Wapu W (3.10)

possui termos de auto-interagéo de ordem g e g2, sendo os termos de ordem ¢ dados
por interac¢do de Cypu, com os duplos da varidvel A, Um termo de ordem g¢ tfpico
é C“ﬁ“”AMiAD,BQ; os termos de auto-interacao de ordem ¢* sdo na realidade produtos
de 4 campos (ex Aﬂf}AaggA””)‘Aaf }. Resta-nos entender, agora, como se processa a

auto-interagio quantica para uma dada ordem de g¢.
3.2 A auto-interacao do ponto de vista quantico

Em primeiro lugar, é necessario separar os termos de ordem ¢ na Lagrangeana. Isto é
feito lembrando que tanto o tensor Weg,,, quanto o tensor Cyg,,, possuem o traco nulo.

Desta forma, os termos de ordem g s&o dados por:

© g Y e /
2-§C b (Aeu[chﬁ@],u + AQ#[BAif}u + A;ﬁ/Aaﬁ@) (3.11)

Utilizando a propriedade de anti-simetria do tensor C,5,, no par uv e no par «f,

podemos reescrever o termo de interagao como :

Lilg) =850 Ao Aly, +25C P 4,8 Ao, (3.12)

Esta forma ainda nao é interessante para desenvolvermos a série perturbativa na

integral de caminho, pois devernos explicitar o tensor Cyp,. em termos dos campos e



suas derivadas. Fazendo isto, as contragdes se reduzem, em sua forma mazis simples, aos

termos abaixo:

9 golliw
- 34 (164 40 A%
T AALAu,) +4TAIALAL,
+ 245,427 — Ayl AY

[+ 2 g [ 20 . A7
- -41/90 -45 ) + 85‘4‘ a'\,/\(";iuiAﬁg

b 24,0 A% 24,,,A%Y) (3.13)

De posse dos termos de interacdo de ordem ¢ na Lagrangeana, passemos a obtencao
do funcional gerador emn sua aproximagao de primeira ordem.

O funcional gerador em ordem zero [20][35] é dado por :

Zolj) = eapi [ d*(@;p)iare(@) < TIOIA™ (@)A™) > jiaes (v) (3.19)

Para procedermos & obtengdo do funcional gerador em primeira ordem é necessario
substituir os campos de interagio por derivadas funcionais[34], de forma que o fun-
cional gerador é dado pela aplicagdo da Lagrangeana de interagdo ( escrita em termos
das derivadas funcionais ) sobre o funcional de ordem zero. Para isto procedemos a

identificacao :

1 )

?WZJJ]

Anpulz) = X

21



1 6 1 3§
v 8jeen(z) i 5507 (2)

- ATAT(2)A,8(2) Aupe(2) >

Lim(u) — =

g 1 ) 1 6
_ 42y nd
38{“) 2 6 apn(u) i 67% (2)
1 &

;W)—hm(u) — Z

x 40%A";\”\(z)Awg(z)A‘”’Q(z) - 4ogaw
16 1§ 1 ¢
2 07,5(u) 2 87#¢(2) 1 6 ,p(%)

— 162472, (2) Aga(2) A% (2) =

lim(u) — z

9
g {u)l ) 1 )
— 1620M= -
97 i 877,(u) 7 5o (2)
2 i)
e ) — z
187 pan(2)
x 8247(2) Aga(2)A%(2) =

3

9 A(w) 1 o 1 ]
g7 = -

3-as 1 0Fer(w) t 87¥(2)
} &
b 67,9(2)

— AT Aol )AT(E)

Iem(u) - =z

g., 1 & 1 &
3707 85,5 (u) 1 6jeve(2)
(R
;5jgg z)

lim(u) - =z (3.153)

Fazendo esta aplicagio, obtemos o primeiro termo (2[]) da expansao do funcional
gerador em série perturbativa. Séo fornecidos os termos Z[j] relativos a cada wn dos
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termos em separado, devido ao extremo tamanho de cada termo.

- mgmﬂﬂ’“mmﬁuﬁ - Z

= limw — z ~ 16%i / 2]~ < TION A2 5(2) Agon(2)) >
% [ dzjosda)(@y < TIONA™ (@) A% (w)) >

= B, <TI0 A () A" () >)

— (8 < TIOJ(AP(w) Agan(z)) >

— G,y < TIOJ(AP (W) Agau(2)) >

x [ dty < TIONAL ()4 (1) > s (v)

— (&, < T[O)(AS5A%(w)) >

— By < TO)(AS A% (w)) >)

x / B2 jase(z) < TIO)A® () Apan(2)) >

+ / A2 jase(z) < TOJ(A™(2) A yau(2)) > f d'y < T[0)(A%, 4% () >
X aer(y) ¥ /d%

X (8 < TIO)(A " (w)A™ (0)) >

— Gy < TIONA™ (w) A (v)) > Juaes(v)] Zalj] (3.16)

w)

162 404,45 = 2,

He

= limw — z - 4ggi/d4z[—i < TO)(AG(2)Au(2)) >



X

[ d'2janc @),y < TION(A™ (@) A%H (w)) >
— B, < T[0)(A®(2) A" (w)) >)

— i3, < TIO)(A™P (W) Ay (2)) >

— B, < TIO(A™ (1) Ayue(2)) >

x [ d'y < TIONALA™ (1)) > jaes(v)
— i(8f,) < T[0](A5(2) A7 (w)) >

— 8, < T[O(ALA (w)) >)

5 [ dan(e) < TIOHA™ () Auva(2)) >
+ [ @) < TONA™ () Auel2)) >
% [ dy < TIOIAGA™ (1)) > jues(v)
x f (3, < T[OJ( A (w)A™ (v)) >

— By < T[OHA () A% (v)) >)aes(v)) Zol] (3.17)

4L A A, A%
3

ad pcte g A
37
4%,4(3* YA A = 2
limw — z4%ifd4z[
1 < T{O](Aai(z)Aga\a(s)) >
[ d'jase(@)(Ey < TIONA™ (@) AL (w) >

9y < TIOI( A () Agaa(2)) >



x

[ d'e < TIOJ(AA® (2)) > jues()

— / d*Yjase(y) < TIOJ(A®(y)Apal2)) > 8,y < T[O)(A%(2) AL (w) >
x [ dijud) < TON(A™(2) Agra

x / d'y < TO)(A% (2) A% (y) > Jues (v)

X / ) < TOJ(AL) () A% (0)) > jyuilv)
— < TOI(A% () Apal2)) >

x [ )0 < TIO)(A)(w)A" (=) >
— 405y < T[O)(A")(w) Agra(2)) >

x [ dte < TIONAZ()A™ (2)) > jaus(x)

~ / d*yjascy) < TIOJ(A™(y) Apral2)) >

x 8y < T[0)(A%) ()AL (w)) >

— i [ d'yjudy) < TONA™ () A pa() >

x O

(w)

< T[0)(A%) () AV (w)) >

X

[ d'saly) < TONA™ (W) Ara(2) >

x

[ d'y < TIONA ) A () > jues(y)

x

/ a3l < TIOJ( A7) (0) A7 (0)) > jgni(v)) Zolj] (3.18)

9 iclav
8§A (,6 )AQ(UO’]
T ENCTRY
400 — g2 e,
T 3 €
Ag(ua)Agg
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Z =lhmw — z

sgifd%[ﬂ' < TI0)(A(2)Ayay(2)) >

[ d*ju(2)3y < TIONA(2) AL (w)) >

0, < TIOI(AL™ () Ay (2)) >

[ dte < TION(A% A% (2)) > jues()

i [ d'yiasely) < TIONA™ (1) A pgumy(2)) > T

< TIO)(A% ()AL (w) >

i [ @yiudy) < TIONA™ ()4 o)) >

By < TIOJ(A% ()AL (w)) >

[ d'viasely) < TIONA™ (4) Ao (2)) >

[ d'y < TOIA% ()4 (4)) > jaes ()

[ 08, < TIOIAL(w) AP (0)) > fgn(v)

i < T[0)(A% () A ey (2)) >

/ 422185, < TIO)(AT (w) A (2)) >

190, < TIOJ( A (w) Aguay(2)) >

[ dts < TOI(A%(2)A™ (2)) > juus(e)

i [ djaly) < TIOIA™ () Agtuay (2)) > Bsy < TOY(AY (2)A4%) () >
i [ i) < TONA™ () A yey(5) > 85, < TIOIAT ()4 () >
[ @'yiasdy) < TOUA™ () Agoar(2)) > [ d'y < TOIAS (DA () > jues(v)

[ dtdfs, < TOHALIH w) A7 (0)) > jg(v)] 2015 (3.19)
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De posse do funcional gerador Z[j], em aproximagao de primeira ordem, bastaria,
para obiermos os propagadores relativos a interagao de ordem ¢, que fizéssemos uso das

derivadas funcionais atuando sobre Z[j] e tomdssemos as fontes iguais a zero.

11 ) o 6
< T(Aaﬁu(x)AVW(y)AI\WE( )) > =0 "r”nig Z[]] 5j°[‘8”($) 6juga(y) 5j/\"“(z) [.?] (3 0)

Para evitar o aparecimento de graficos desconexos na série perturbativa, convém
passsar ao gerador W [20][34], W[j] = InZ[j], das fun¢bes de Green conexas. Tal fato

é facil de entender pelo calculo abaixo.

W i 6z 52
7T e = 5imeaw)
s 1 6z
1@ E61eI)
i -1 87 | 07 |

ZE0]67(=) | 8()

1 8z —
Z6J(2)87(y) =) (3:21)

Assim procedendo, podemos obter propagadores conexos relativos 4 interagao de

ordem ¢ como por exemplo :

W] _
"Ejbe(z)8 4 (y)8je (w)

+ /Cﬂz(%g < T[O](Aabc(x)Am#(z)) >

< T Aape( @) Ades (y) Agri(2)) >

x < T[0V(AS4(2) A% (y)) >



x (80 < T[0](A“P*(2) A% (w)) >

— P < TONA (2) AT (w)) >)

+ [ @t <T@ Apal2)) >
x < T[OJ(A5(2)A™ (y)) >

x (8 < TIO)(A*(2)A*™ (w)) >

— & < T[O(A (2) A% (w)) >)

- du(‘—;ﬁ < TIO)(A™(2) Agra(2)) >
x < T[O)(A%)(2)A% (y)) >

x 8 < TIOI(AL (2) A () >

- /d A28 < T(0)(A%(2) A pra(2)) >
x < T[0](A%(2)A™ (y)) >

x & < T0)(A%(2)A%* (w)) >

b [ < T4 (@) Ay (2)) >
x < T[OI(A% (£)A™ (y)) >

x & < TONALY(2)A% (w)) >

+ /d"Z(%q- < T[OJ(A™ (@) Ap(ua) (%)) >
x < T[0)(A% (2)A™ (y)) >

x OV < T[0)(A*)(2)A™ (w)) > (3.22)

Com o cuidado de fazer as permutagdes nos indices livres, ou seja :



abe ght abe

1
AI Azef X Aa :>6(/_\1

X ALA]

ght

1
+ AibcAzhiAz’ef)"l"g(A:[ef
x AL

abe

1
+ A;efAEhiAzbc) + E(A;hz’

2 A3
X AL AL

4+ AAL AL (3.23)

ghi

Apenas por este grafico ja é visivel a dificuldade de se manipular uma tal quantidade
de termos, por este motivo nao sera apresentado o funcional gerador para a interagao de
ordem g% Apenas a titulo de demonstragdo do niimero de termos a serem calculados,

sao listadas a seguir as interacdes de ordem g2.

L) = 4g?A.p, A5 AM A
+ 297 Ay A%
x (AMlg )]
b A - A A
+ 62 A AT AMA]

+ A,\uﬁA/\cc _ A/\UEA.)\‘?)

+ 2¢*(Asar A7



+ Aoua A% — Agpe

% Aor{;)(A}\a[SA/\Ig]

+AMEAG - AMAY)

+ g A AL AL AT

A A™)

x (AP

4 OAMAS — AN A (3.24)

3.3 Interacao com Campos Fermidnicos de Dirac

Como ja foi calculade anteriormente o fator multiplicativo da derivada que permite
manter o termo cinético da eq de Dirac[32], devemos obter agora o termo de interagéo

para calcularmos o funcional gerador. O termo de interacao ¢ dado por :

A
\1‘357”5[7”,7’\]gf10,\#\1‘ (3.25)

O funcional gerador Zy[j] livre que contém também os termos do propagador livre

devido ao campo fermiénico [20][36] é :

Zolj] = eapi [ Ao u)(uselw) < TA@)A™ () > faes(y)

b a(e) < T((2)B(y) > o(y)) (3.26)
O termo de perturbagio em primeira ordem do funcional gerador Z[j] é dado por :
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Ziy] = ]d' 6350( )7“

ooy ’Y —""NSJG,\“( %)
< o) Bl (3.27)

E necessério lembrar que, como se trata de integracio funcional em varidveis de
Grassmann [35][36], as derivadas funcionais também devem ser feitas com cuidado. As
derivadas em relacio & corrente fermidnica barrada (&) tém os seus resultados tomados
A direita e a derivada em relacio a o tem resultados tomados & esquerda. Tomados

estes cuidados, o primeiro termo da expansao do funcional gerador W{j] fornece:

Wils] = —%J-/ dqz(] diz,y,w) < T(P()T(y)) > oy
X < T(Ara(2)A™(2)) > Jare()F (w) < T(T(w)¥(2)) >

[ ey < TEEVE) >

X

f&$<ﬂaw@mm@n>ﬂwﬂ (3.28)

Se caleularmos o propagador que fornece a regra de Feynman da interacéo entre dois

férmions ( de spin—— )} por meio de uma particula de spin-2 obtemos:

_ 83 1
< (\Ij( )Aabr:(y)qj(z)) = iﬁa(r)ﬁAaZ\Ey)(?&(z) =

—-%f$w<ﬂ (0)T(2)) > 7477

< T (Apaa(w)A™ (1) >< T(¥(2)¥(w)) > (3.29)

X
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Ou, se colocarmos as matrizes gamma na mesma ordem dos indices do propagador

de spin 2,

- _i%/d“w < T(T(0)¥(2)} > (V7"
x < T(Apnu(w)A%(y)) >
— 447 < T(Aai\\(tu)Aabc(y)) >)

X < T(¥(2)¥(w)) > (3.30)

Deste propagador, obtemos uma regra de Feynmann para a interagdo por troca de
particulas de spin-2,a qual possui estreita semelhanca com a interagio entre férmions
por troca de fotons, inclusive o trago aparecido para fornecer uma interagdo do mesmo
tipo que a do Eletromagnetismo na componente de spin-1.

A regra de Feynmann difere da regra para o Eletromagnetismo [35] pelo propagador a
ser colocado na linha de interacéo (linha interna} , bem como pelo fator a ser introduzido
nos vértices. O fator de vértice no Eletromagnetismo é (—zey*) e, neste caso, o fator é
mais complexo. A tabela abaixo compara a interagéo entre dois férmions massivos por

meio de interacao tipo foton e por meio do cammpo de Ashtekar.

| || Féton ” Ashtekar |
Férmion in pﬂ;m T
I3 ' ki
Férmion out m T*:’GE
interagao k—;;—:_‘fTE kernel no cap 1
Vértices || —ie(7,)(2m)76(2™) || 2(y* y ") (2m) 1620 )

Onde p = p*y,, p = momento e os indices nas matrizes y se referemn a ordem dos

indices do campo acoplado.
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Deste modo, ja obtemos as regras para a auto-intera¢do em primneira ordem e sabe-
mos como ela ocorre na interagao ent?e 3 campos quanticamente (como temos classi-
camente a interacao entre 4 campos podemos montar o lego de Feynmann para esta
interacdo ). Obtemos, também, as regras da interacdo com férmions, que pela forma

como ocorrein, ¢ uma interagao com o trago do tensor.
3.4 Uma Equacao Para Spin — Zero

Como notado no item de spin—%, ainteragao ocorre utilizando a constante de estrutura do
grupo SL(2,C) de forma que, ao tratarmos de campos desprovidos de cardter spinorial
(escalares puros), néo nos é possivel um acoplamento ” tipo minimo 7.

Existem, porém, outros meios de se descrever spin-zero, além de utilizar um puro
escalar de forma que possamos realizar um acoplamento minimo. Se nos utilizarmos
de uma variavel antissimétrica (y,, = —¢.,.) podemos escrever wma teoria de gauge
baseada na Invariancia &, = [, que possua todos os requisitos desejados.

Definimos uma curvatura para esta variavel de forma que :

Fove = @von + @uve T Couw (3-31)

De posse desta curvatura, escrevemos uma Lagrangeana para o spin-zero sem massa

da forma L{s = 0) = S+F,,,F**2 que, ao ser aberta na forma ” campo,operador difer-

encial,campo”, é igual a :

[N

3 [24 FIwe
- EQI‘QW(DW [‘77 8 +
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x prlraflar

1 14
- 5n“[ﬂfaﬁ}a ) Pap (3.32)

Como se pode ver, esta Lagrangeana para ter o operador diferencial invertido ex-
ige um gauge, logo nao se pode simplesmente adicionar um termo de massa do tipo
m?p,, ", pols isto quebraria uma invaridncia explicita na qual esta Lagrangeana se
baseia (8¢, = k[.,)) .Além disto, a substitui¢do das derivadas pelas derivadas anterior-
mente definidas causa uma quebra explicita {22) da simetria desta Lagrangeana. Assim
sendo, nao temos um meio eficiente de introduzirmos uma interagao com o spin-zero .

Em resumo, a interagao com o spin—% produz regras de Feynman que levam a de-
pendéncias na secao de choque do mesmo tipo da que ocorre no Eletromagnetismo.

Nao ocorrem auto-interagdes com o trago da varidvel 4%*, de forma que podemos

supor que o Eletromagnetismo estd embutido no campo Agg,..

3.5 Os Campos Fantasmas Associados

Quando fizemos a inversio do propagador associado ao campo A*#, fez-se necesséria
uma. escolha de gauge adequada que, no caso foi feita em analogia com a escolha do
gauge unitéria do Eletromagnetismo ( a saber 5—(B%)? ).

No caso do campo de Ashtekar A,g,, utilizamo-nos do gauge —=Gop[A]G*P[A]
onde Gag[A] = 370" Aug, + 112007 A\, o qual nos permitiu ndo sé inverter o operador
diferencial como também demonstrar a unitariedade do propagador.

Porém, quando tratamos o problema de quantificagdo por melo de integral funcional,

fica claro que a escolha de um gauge implica tambem na determinacdo de campos
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“fantasmas” associados. Estes Ghosts de Faddeev-Popov [38] podem se desacoplar,
como no caso do Eletromagnetismo, ou podem se manter acoplados, como no caso das
teorias de Yang-Mills [37].

Antes, porém, de tratar do determinante obtido através da invaridncia do campo
Aup,, devemos verificar a prépria invaridncia do campo. Se tomarmos apenas a La-
grangeana linearizada, podemos ver que a invariancia é dAug, = ¢(Wa(s,n) — Walaw))
onde wyp = —Wgaa- E licito supor que a generalizagao desta invariancia para o caso de

auto-interagao é tomar, no lugar da derivada comum, a derivada covariante.

6Aop, = Wa(piu) — W) Wabu

i o
= 5((53 M) Ty raWep

+ ((EUA);% e76Wag)
27
— —3(21%5,” + wg‘[%na]u

+ Q’Ai[awﬁ}a) (3.33)

Logo a invaridncia do campo A,g, no caso néo linear é dada ( a menos do fator %‘

global} por:

§Anp, =

[

(wor(ﬁ;u] — Wh (o)
N,

+ we[ﬁna]ﬂ

+ gAQu[aw:G]Q)
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+ g‘A?@anﬂ]Q

- gAQQ[,Gwpa]g (334)

Podemos agora tratar mais profundamente do problema da fixagao de gauge e do
aparecimento dos campos fantasmas associados. Usaremos um funcional é baseado no

gauge fizing [38] j4 usado para inverter o propagador livre da forma :

8§1Gag] = O[378" Agg,
+ naﬁa/\AAc;

Multiplicando o funcional gerador por :

fH;,.uDQ#uerp(é—;é]d"mgaﬁg‘”ﬁ) (3.36)

- a menos de uma constante multiplicativa absorvida na constante de normalizagao

do funcional-temos:

i —
10 DGueap( T [ %00, 0Gu) = exn([ [ d*(30" Aap,0 A

+ (845 (3.37)
Em consequéncia desta igualdade o funcional gerador se escreve como:
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6Gap(z')
()

t Jap AT Z[] = N/DAaﬁ#d =

Zj] = N/DAaﬁ“det( )5[Qw]e$p(i/d‘lm£

§Gap(z')

5,,(7) V6[G ] e:ﬂp(z/d4$£

. _7' 4 1 v
b japeAcin f A2 (30" Anp 0, A%
4o
+ (A0 (3.38)
Resta agora converter o determinante em um termo exponencial, de forma a poder

ser tratado perturbativamente como qualquer campo. Devemos porém notar que w,, é

antissimeétrico e tal simetria deve ser mantida no cdlculo deste determinante.

6Gag($

5ww(m

8Gap(z’)

det(————= 5w, (2)

=N / D, Dwagezp — i f A2 diam,5(x) 2 Ly (2) (3.39)

Ao tomarmos conta da antissimetria em w,,, obtemos contribui¢ao apenas do termo

(3)20* Augp,, de forma que o céleulo de gfiﬁ((zg se reduz a :

= y 64'01!3#(:6)
(3) ( 5106\(,3})) (3) ( NalzTN3
+ na[aa)\]aﬁ
- nﬁ[aa)\]aa)

+(3)20"(g(A°
1 o e

+ 'Q-Acxu)nﬁ['\nﬂ@_g(Apﬁ
1 2

+ §A3#)77a[walg

+ Jac 3.40
9 aﬁ’?u['\”c’]@) (3.40)
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Estes célculos nos levam a ter a seguinte integral funcional definida para o termo de

ghost [38}:
/leiupwﬂyewp( - i/d:l(.xay)(waﬁ@aﬁ,ox\wm\ - aﬂwaﬁ('zg/'lau[aw%]
+ nga,uw%
— gAY + g AW, )) P ap0n (3.41)
Pagor = (2770:[577,\],@[:'
= Nafo 0103 — M1 Ou) (3.42)

3.5.1 Analise do Propagador Fantasma livre

De posse do termo linear da Lagrangeana de campos fantasmas, resta inverter o oper-
ador diferencial de forma a obter o propagador livre entre os dois campos fantasmas.
Para isso, utilizaremos os projetores de Barnes-Rivers, que nada mais sdo do que uma
generalfzagéo dos projetores 8, e w,, para campos que possuem dois indices vetoriais

ao invés de um:

no:[o'??,\]ﬁ[j = Q(P[l)b+ P(l)l)aﬁ,a,\mna[o‘a/\]aﬁ
= (Oafp + Wals Jwr0
— ?;,3[08)\]80.
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- _(9.3[0 - wﬁ[cr)w,\]agna[aa/\]aﬁ
- 77,3[0'6)\] aa
= (Bappwrg — Ogpetor)e )0

= 2(PW1),5.0: (3.43)

Logo wapen = 4(P(l)b + P(I)Z)Qﬁ,g)‘ + Q(P(l)f)agla)\.
A inversiao do operador diferencial assim escrito é simples: Basta tomar o produto

deste no propagador e igualar a unidade antissimétrica:

Paporp vy = Mww—ﬂﬁb+ﬂww*”

1.1
- §(§P 1)b+ P l) sgD cx,@a’)\
NP
= (’?aaﬁ\]ﬁ*‘ (na[a }5
PP 1
— M) (3.44)

D D

Pelo préprio método de inversdo utilizado fica claro que o propagador livre trans-
porta apenas spin-1. Deste resultado passamos a ter o funcional geraclor na orcdem zero

(quando consideramos apenas o campo A,g, e fantasma w,, ) descrito da forma:

- o Da AT Y)Y o, : THY - “o
Zy = e:cp(zfd4(x,y)J Pr(x) B 2( )J A {(y) Azfd“(a:,y)j'u (Jc)tpuiaﬁj ‘G(y))
(3.45)

Os termos de interacéo entre fantasmas e campo A,g, dados por &*w™? (2945 4w

+9 Aganw —9Asp,0% +gAupow?,) a interagio em primeira ordem € tomada substi-
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tuindo os campos por suas derivadas funcionais de corrente correspondentes e aplicando-
se este termo assim escrito sobre o funcional gerador de ordem zero. Como quere-
mos apenas os graficos conexos, novamente utilizarel o funcional conexo WI{j| que, na
primeira aproximagao , levando em conta apenas o que é obtido das interacoes campo

fantasma, campo de Ashtekar fornece.

Wi = 5§ 26 6
1 j = g 353:},’3 26JU[MQ 36]0‘8]
N 4] )
i§Joer 550
& )
18Pk 18] &
) 4]
+iwww@ﬁ) (3-46)

W = [ di@)glima .8, (- [ &EeT 0w - y)
X GewX=2 [ &)@ Daseonial® = 2)
x [ d')e)
X @A 2)
- /f@ﬁm@nmwww—@
x [ e A - 2)

+ / d'(2)J**(2) Dase,opu(z = 2)

X

[0 (e it = 2)
wn fd4($)Jabc($)Dabc,aﬁa(m - ‘Z)
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x [ d e i = ) (3.47)

De posse do funcional gerador em aproximagao de primeira ordem, vemos que o

termo de interagao possfvel de ser obtido é dado por:

< T (a) A7 (b)) > = / di(z)g(Bfy 0 (2 — a)

AT —1nl,o
x (2D aula¥ ]

Ar —171’9,0
+ D7 ¥ s

aofl

VAT —1xf,a
D a,@,u(l‘o a

+ D’Yf:'éa(‘g-—lrrﬁ',o (348)

I

Com isto podemos dizer que possuimos todas as regras de Feynmann referentes a
esta interacio e portanto caso venhamos a estudar interac¢des de ordem mais elevada,

basta utilizar a regra de Feynmann daqui obtida como um lego.
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Capitulo 4

A Propagacao Livre em Tres
Dimensoes

4.1 A propagacao livre em trés dimensoes

Todos os calculos feitos até o momento sdo relativos ao problema em quatro di-
mensdes. Que diferenga ocorre quando tratamos a questio em dimensdes inferiores
a quatro? No Cap.1, tratamos a Lagrangeana linearizada de forma a obter o propa-
gador livre que, ao ser saturado com as correntes, forneceu-nos os graus de liberdade
propagados pela teoria . Uma vez tendo o propagador saturado, comparamos com o
analogo obtido da equacao de Einstein-Hilbert. Existe um porém neste célculo, devido
3 dimensao do sistema calculado a priori. Quando escrevemos o tensor Chug,, nos 0
definimos de forma a ter traco nulo, defini¢do esta absolutamente dependente da di-
menséo em que o problema estd sendo tratado. Entdo , analisamos o propagador obtido
desta Lagrangeana (Z-Cop,,C ") para d = 3. Quantos graus de liberdade estamos
propagando desta forma [27] [21] ?

A defini¢do exata do tensor Cyp,, em um numero nao definido de dimensées é dada

por:
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1
Copuw = Raﬁut/"d—_;(T?u[aRﬁ]u

?711[04 R,G],u) + ) R(’?a[.u??r/]ﬁ)v (4]’)

1
(d—2)(d—1
onde a curvatura R,g,. ¢ dada por Asppu,] + Auueg)
De posse desta defini¢io , antes mesmo de escrever a Lagrangeana, podemos ver que
existemn problemas quando a dimenséo do problema é igual a dois. Sendo a Lagrangeana

linearizada escrita na forma "campo operador campo” dada {(apds conveniente escolha

de gauge), temos :

2 &
- AT (4.2)

Para verificarmos o nimero de graus de liberdade propagados, simplesmente satu-
ramos o propagador < T{ A% (~E)AM(k)) > com as correntes, e estudamos o nlmero

de graus de liberdade propagados.

O propagador < T(A®P#(—k), A*¢(k)) > em dimensdes arbitrarias ¢ dado por:

—1
2

1
(G " o

K
_ nao‘?, Bly, . c)u
i)

_ aly, ole, Bu
5d—2) d_z)(” n"n

= 7ftylaen)) (4.3)
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Ao acoplarmos este propagador com as correntes, da forma:
Tagulk) < T(A“(— ), A(R)) > Tl ) (4.4)

obtemos como resposta um termo dependente da dimensao dado por:

Tapu(k) x < T(AP(=k), AV(k)) >
X Joee(k) =

)
— "E(Jaﬁujaﬁ”
K
2
d—2

Jaod 7)) (4.5)

No Cap um definimos os vetores de base que servem para a expan¢ao das correntes
e estes servem perfeitamente para o caso de dimensao d > 2; logo, ao analisarmos o
imaginario do residuo do propagador, trataremos de apresenta-lo ja descrito em termos

desta base definida:

2

Res(n® = 0) = —i(Jupud " = ==2 15T 7) (4.6)
3 ) o
ImRes(k? = 0) = 9(mym' — mmijm’“} (4.7)

Definindo m21; = a € my22 = b, obtemos que o imaginario do residuo é proporcional

o ) ()
(:b)( 0 1 b (4.8)
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Como o autovalor duplo, 1— E!_}ET depende explicitamente da dimenséao , recuperamos
o resultado ja anteriormente obtido quando a dimensao d = 4. Néao cabe a analise
quando d = 2, pois pela definigio de Cuguy, vemos que este tensor nédo faz sentido
para as dimensdes d = 1 e d = 2. Logo, o autovalor -co obtido quando d = 2 nao
descreve nenhum grau de liberdade fisico. Esta andlise é particularmente interessante
para d = 3, pois, neste caso, obtemos que ndo ha nenhum grau de liberdade fisico
propagado. Disto podemos dizer que, utilizando uma Lagrangeana simplesmente do
tipo FCapu C?7* ou I Wapw WP nao iremos obter nenhum grau de liberdade
propagado, e consequentemente, nenhuma mnteragdo em d = 3. No caso da Gravitagao
de Einstein-Hilbert, obtemos o mesmo efeito em d = 3 [31][24][23], que é contornado por
meio da incluséo de um termo tipo Chern-Simons. Como a teoria foi construida de forma
a ter uma estreita semelhanca com o Eletromagnetismo, convém lembrar como ocorre
o mecanismo de Chern-Simons para o Eletromagnetismo em trés dimensoes. Dada a
Lagrangeana de Maxwell em 3D, também se chega o problema de nao existirem graus
de liberdade propagados. Para corrigi'Ala, introduzimos um termo invariante que, apesar
de conter apenas uma derivada, fornece um propagador de polo % [27] como veremos a

seguir:

L= —FF*F,+ %EPMF,MAC, F A, (4.9)

cuja equagdo de movimento é F* + beral B = jv.

Definimos F™** = %e”oﬂFag e reescrevernos a equacao de movimento como:
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T S A (4.10)

ue multiplicada por 8%e,y, fornece:
q !

a'\(F;,,\ - ;,a + ko
= €ng’) = OO L]
- by

= Eo,\ual\ju (411)

De posse desta equagao , é conveniente lembrar que:

B FL 4 pF™ = §*) (4.12)

fornece simplesmente pf™% = 7¢,. Usando as duas equagdes, obtemos naturalmente

o resultado:

OF + 24°F;

-~ (n“nmr - EauAaA)jU (4'13)

Ao invertermos esta equacio de forma a obter o dual de F como um propagador

aplicado sobre a corrente, temos:
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* __i(f__ _ Eaud Al ru
=5 +2p2(ma # ")j (4.14)

Por meio deste exemplo simples, podemos ver que o termo de Chern-Simons, além de
alterar o imaginario do residuo, também torna o pélo do propagador masstvo. O termo
de Chern-Simons,conhecido também como termo topolégico [21][23], aparece ainda no
estudo de anomalias ligadas & matriz v+ como um fenémeno exato [39] (apesar de
ter sido descoberto originalmente no contexto de teoria de perturbagéo ), obtido da

invariancia da medida de integracao funcional para férmions.
4.2 O termo de Chern-Simons para o campo A,3,

Da mesma forma que o termo de Chern-Simons para o Eletromagnetismo, a Gravitacao
de Einstein-Hilbert deve ser invariante perante a shmetria apresentada pela Lagrangeana
usual. Assim sendo, qualquer termo invariante pela simetria do campo Aggy, que tenha
sua contracao dada por wm termo tipo €,5,, €, em principio, um bom termo de Chern-
Simons. Comparando ao termo utilizado no Eletromagnetismo [27], uma primeira pos-
sthilidade de escolha seria Aaﬁ“ec‘fR”. Este termo, porém, é nao -invariante e deve ser
acrescido por outro termo semelhante, de forma a obter um conjunto invariante segundo
§Aapy = Wagpp) — Wpam (como se pode notar pelo uso de derivadas comuns, queremos
estudar apenas a contribuicdo para o propagador livre). Tendo em mente que a cur-
vatura Rug,, € suas contragdes sdo invariantes, a inclusao de termos tipo Chern-Simons
necessita apenas de cuidados com a invariancia do campo.

Iremos nos concentrar no termo:
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Agpp(e A RO — ¢ W Roly (4.15)

A Lagrangeana original, %C’aﬁwcaﬁ“”, é obviamente quem define a dimensido do
campo A. Sendo a agao dada pela integral d-dimensional da Lagrangeana, temos em

3 e a unidade do

d = 3 as seguintes unidades: [L] = mass® pois [S] = 0 [d°z] = mass™
campo dada por [4] = massZ.
De posse destes dados, é possivel determinar qual a constante que deve multiplicar

o termo de Chern-Simons de forma a garantir a dimensionalidade correta para a La-

grangeana. Uma andlise simples leva a:

le] = 0,[Aop,) = ﬂms.s%,[RagW] = mass? (4.16)

Disto fica determinado que a corrente deve ter dimensio de massa, ficando o termo

de Chern-Simons dado por:

Lo = JLLAQ»GM(E;,L\RU/\Q‘? - EU[A’BRQ]#J/\) (4'17)

Reconduzindo (5.17) & forma quadrdtica no campo Agg,, chega-se a

L8 = 4pAnp, S AP, (4.18)

onde S = 0%,
Utilizando o gauge — fizing adequado na Lagrangeana acrescida do termo de Chern-

Simons obtemos:
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1 X
;Aaﬁ.u( D(A fn

2 oy
S5 (A%)))

441A 4p, S AP (4.19)

Para exemplificar as simetrias contidas nesta Lagrangeana vale exemplificar as sime-

trias de forma a mostrar a identidade para os tensores de trés indices que possuem a

simetria ciclica. Os termos desta Lagrangeana pocdem ser escritos como:

Anpnd8, AP

Agpn 0t AZPE

Aa = O A%e
ao(d_z) Aa

P A—
o0 (] _ 9)
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DA% = AapuB(5—5T) U Ay

1 o o«
Aaﬁuauaﬂg(n 7775( ) e

Iﬁ(wnd#

Q‘O’T

B I

UL TR W (4.20)

AapuOt (L)1 A, (4.21)

2 1
= Aupa0(5—5) 7 (0"l

d—-274

7Pl AL,

(4.23)
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O termo de Chern-Simons fornece como operador associado :

1
(cs)aﬁunm — g(nﬁ’vna(asf)#

nownﬁ(v Gelw

nﬁcrna(-y Sc),u

+ ??aor??,ﬁ(')‘sc),u) (424)

Assim, reescrevemos a Lagrangeana (ja com o gauge fixado) na forma :

2T
)+ p(CS)P A (425)

Aapu(B((1) -

Como, ao montarmos a Lagrangeana, retiramos o trago do tensor de curvatura,
devemos tomar também uma unidade que leve em conta este fato. Tal unidade é dada
- '
em termos da anterior e do tensor T da forma (1) = (1) — ZZ.

De posse destes dados, lembrando que o projetor S é justamente o projetor de Chern-

Simons para vetores, obtemos o propagador dado por:

1 :
— (1

_ %(cs))aﬁwaﬁ (4.26)

(Dél)aﬁ,u,,'ycrc — (

Para que o pélo seja do tipo O+ m?, devemos redefinir a massa no termo de Chern-

. 1 .
Simons da forma g — (%)?m, e o propagacor passa a ser escrito como:
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1
[0 4 m?

(CS)

) (4.27)

(D)o = ( 1)~ (3

Acoplando-se as correntes ao propagador para procedermos & analise de unitariedade,

obtemos :

Tupu(—k) < A%H(—k), A7 (k) > Topelk) = ;_“_i@(tfaﬁwﬁﬂ

K2

2 I aF
- d_ 2 a/\J’

8 4 A
- 4(5)70@ —J"ﬁ") (4.28)

Isto ird fornecer um imagindrio do residuo, no polo &* = m?, dado por:

ImRes = —Jup,J%

2 A Too
+ mJQ,\JO'

. Y e
+ 4(3)° Jopu€or5 7 b (4.29)

Uma vez definido o termo de Chern-Simons no propagador, e obtido um pdélo massivo,
devemos rever os vetores de base utilizados para expandir as correntes. Apesar do polo
ser massivo, esta massa ndo é uma massa no sentido de Poincaré. Sendo esta massa
topoldgica os vetores de base devern possuir k*k, = 0 pois estes refletem apenas a

invariancia de Poincaré. Os vetores LI que podem satisfazer claramente esta base sao :

k= (B F) R = (RO, =k s e = (0,6) 10 = (1,2) (4.30)
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ek, =0 ek, =0: ki =0: .?';'#f:“”' =0:¢e", =—1 (4.31)

O tensor de corrente que obedece a todas as simetrias e ainda a invariancia de gauge

¢é dado por:

Japulk) = e(k)(kakipen — (kakiaty))
-+ f(k)(k‘aﬁ(ﬁfm — (kﬁE(D,E”))
+ gk (kakqpeny — (kakiacn)

+ h(k)(i?af(ﬁeﬂ} - (}';“,36(06“)) (4.32)

TA(k) = f(k)(=2ka) + A(k)(—2k) (4.33)

Pode parecer estranho & primeira vista fazer k*%, = 0 nos vetores de base se o polo
é bk, = m? porém, esta massa ¢ topoldgica e nio advem do Grupo de Lorentz. O
shift feito no polo se deve a uma quebra da invaridncia topolégica que, embora afete o
propagador quantico, ndo tem ligagio direta com a massa como autovalor de Poincaré.

O termo de trago da corrente fornece:

T AT = —4{ f(~T)h(k) + B(—k) f(E))EEq (4.34)

J4 o termo de Chern-Simonss nao contribui para a unitariedade. Como se pode ver,
este resicuo pode ser escrito, devido & simetria, da forma:
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8

ImRes = )

F(=R)h(k)kE, (4.35)

Este tinico autovalor define a ocorréncia de apenas um grau de liberdade propagado,
tal e qual a prépria gravitacio de Einstein-Hilbert acrescida do termo de Chern-Simons
correspondente. Vemos entao que o termo de Chern-Simons permite a teoria propagar
um grau de liberdade em d = 3. Este estudo em dimensoes inferiores a do espago-
tempo usual permite formar idéias para o estudo da teoria mesmo em d = 4. Por
fim, um estudo sobre os termos topoldgicos pode ainda ser feito mediante a analise
das anomalias ligadas & invariAncia da medida fermiénica em quaisquer dimensoes, em
d = 4, na teoria de Einstein-Hilbert para o spin 2 aparece o termo de Pontriaguin [39],
que fornece entdo uma explicacio para os termos topologicos em fungao da existéncia

de neutrinos.
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Conclusao

Desenvolvermos uma teoria que, como demonstraimos no cap 1, permite a propagagac
de uma particula sem massa com dois graus de liberdade associados ao spin 2 propagado
em 4 D. Utilizando o método de uma " derivada covariante generalizada”, introduzimos
uma forma de interacdo que demonstrou ser bastante interessante no caso de auto-
interacdo , gerando termos semethantes ao caso de Yang-Mills. Estas auto-interagoes
fornecem um " Power-Counting” favordvel 4 teoria, desde que ndo utilizemos este método
paraacoplamentos com outras Lagrangeanas que tenhao saido de um principio de gauge.
Verificamos que a interacdo com férmions da-se através do trago do tensor Aug,, que
representa a componente de spin 1 do cammpo, de forma que ao usarmos tal teoria para
descrever a gravitacao , seriamos incapazes de ao nos utilizarmos de um detector material
distinguirmos as ondas gravitacionais de ondas cletromagnéticas fracas. Tal qual a
interacdo eletromagnética, nesta teoria, os férmions séo capazes apenas de observar a
componente de spin-1 do campo, desta forma uma onda gravitacional seria indistinguivel

dentro do ruido eletromagnético que um tal detetor capta-se de uma fonte qualquer. No

o4



caso da interaciio com o eletromagnetismo, a proposta de interagéo falha por introduzir
uma quebra explicita da simetria apresentada pelo féton, criando um termo equivalente
a uma "massa dependente do campo A,g,”. Tal problema poderia sugerir que estaa
interacio no caso do féton se faz por recorréncia, e deveria ser analisada mais a fundo
antes de ser descartada. O mesmo caso ocorre para o campo de spin zero, onde se
faz necessério introduzir um campo antissimétrico de gauge para descrever o spin zero.
Novamente temos uma “massa dependente do campo” que quebra expli’citamente a
simetria de gauge. Finalizando demonstramos que um terma topolégico éfacilmente
introduzido para dar conta de propagacée quando a teoria é definida em trés dimensces.
Encontramos a matriz de residuos e vimos que tal qual a gravitagio de Einstein Chern-
Simmons, em 3 D, apenas um grau de liberdade é propagado, com a vantagem de termos
desenvolvido um termo topoldégico mais simples que o da gravitagio usual. Por fim,
mesmo que esta tese n&o esgote o tema e, embora existam nela certos fatos normalmente
discutiveis em teoria de campos, seus resultados sdo em geral bastante interessantes para

a comologia e, principalmente, para a possibilidade de detecg¢io de ondas gravitacionais.
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Apéndice A
Unitariedade, Causalidade e
Residuo de Propagador

5.2 Unitariedade, Causalidade e Residuos

A unitariedade da matriz S reflete o principio fundamental da conservagio de prob-
abilidade. Apesar de introduzirmos em certas circuntancias o dispositivo artificial de
uma méirica indefinida no espago de Hilbert, as quantidades fisicas sempre se referem a
estados com norma positiva, preservando a propagac¢io normal no tempo. Desenvolvi-
mentos formais nio devem obscurecer este fato, refletido em um niimero de relagoes. O
protdtipo disto é o Teorema Otico de Bohr, Peiers e Placzek. Sendo a matriz S dada
por § = 1+:T, onde T é a matriz de transicdo entre os estados final e inicial, devido a

imposicao de que o produto de matrizes S seja igual & unidade, temos:

SIS =1=1+T"-T)+T'T (A.1)

De acordo com a transformacao de Fourier que permite relacionar estados |¢,in >

com estados |p1, p2, in >, temos:
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o Lp Py . . A
bin >= | Sttany apitemytt P apolPy pain > 42)

E, além disto, tendo em vista que a transigdo de probabilidade é dada por:

Wy =| < fooutli,in > | = | < f,out|S|i,in > |? (A.3)

podemos escrever a matriz de transi¢ao como:

< fITli >=(20)'8%(pf — pi) < fIT|i > (A4)

O operador reduzido T atua sobre a camada de energia. Tomando a relagéo advinda

da unitariedade de S15, obtemos:

(T —TH =TT (A.5)

Usando as duas relacoes acima obtemos o Teorema Otico, dado por:

(Tyi — T3 = i, (27 6 (pn — pi)T,  Tuis (A.6)

T =< n|Tli > (A7)

Envolvendo uma soma sobre todos os possiveis estados |[n > acoplados a i > e
|f >. Em casos praticos o processo de espalhamento € iniciado por um estado de dois

corpos. Concentremo-nos em wm espalhamento eldstico de dois corpos. Generalizando
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esta definigdo nds assumiremos que as particulas possuem numeros quanticos associa-
dos as suas leis de conservacao , niuneros quanticos estes discretos ou continuos. Por
simplicidade nés ignoraremos o caso de particulas idénticas. Faremos |f >= |i > no
Teorema Otico, que corresponde ao forward scattering, com spin e varidvels internas
iguais nas configuragdes final e inicial. Nds assumiremos a auséncia de forcas de longo
alcance. O lado direito é relacionado com a se¢éo de choque total o,,(7) acrescida de
um fator de fluxo contribuido do estado inicial. Para ser especifico denotaremos por
(ma,sa) e (mb,sh) as massas e spins das particulas iniciais. Da relacio entre a secao de
choque e a matriz T temos:

do = (271')45(2)f - :!'51 _p~2) || < flTlﬁlaﬁZ > |2 (AS)

ding | ™

Esta relagio pode ser escrita absolutamente na base discreta como:

1

2)\%(3, ma2, mb?)

O10(2) = Ba(2m)*6 (pn — pi) T T (A.9)

Mal,z2,23) = (S (2)") — 28 @ ta 2o (A.10)

rd
Usando esta relacao no Teorema Otico obtemos a expressao :

ImT; = /\%(S,m(;ﬁz.mbg)am(i) (A.11)

Como neste caso discreto a substituigao para uma base continua de tipo usado em
teoria quantica dos campos seria passar da base |1 > para a base |k >, substituiriamos
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ImT; por ImRes < k|T|k > e 04,(1) por gu(k).

Voltando ao caso discreto, assuiremos que as polarizagoes do estado inicial sdo in-
variantes sobre rotagfio sobre o momentum incidente. A se¢io de choque elastico deve
ser integrada sobre o angulo azimutal e expressa em termos do momentumtransfer t,
e do cosseno do angulo de espalhamento. No processo A + B — A + B (definidos por
(pa,pb) — (p&,pf)) respectivamente, 0 momento final e inicial) satisfazem a conservagao
de energia-momento (pa + pb = pa + pf)).

As varidveis de Mandelstam sao definidas por:

s = (pa + pb)* = (pé + pb)’ (A.12)
t = (pa — p)* = (pb — pb)* (A.13)
u = (pa — ph)* = (pb — pa)® (A.14)

5 4+t +u=2(ma® + mb®) (A.15)

A secéao de choque diferencial pode ser escrita como:

dae T (s, )
) = A.16
dt (s,1) 167 A(s, ma?, mb?) ( )
O forward scattering é caracterizado por ¢ = 0 e 7 (s,0) consequentermente:
do. 1 ReT )? , 2 (1
7 5,0) = (BeT)' 1 o2 (i) > Tt (4.17)

dt 167

167 A(s, ma?, mb?)
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I
Em colistes a altas energias o que ocorre ¢ o dominio da parte imaginaria do forward
scattering sobre a parte real. Neste caso, a equacao anterlor serve para rormalizar a

secdo de choque diferencial, assumindo que a segdo de choque total seja bem conhecida.
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Apéndice B
Analogia de integrais com
Faddeev-Popov

5.3 Analogia de integrais com Faddeev-Popov

Suponha que S é dado como fungéo de m + n varidveis reais z;(1 = 1,—>,m +n)
porém S depende das varidveis finais (21, = @, ). As varidveis (Zmp1, = Timtn) modelam
as componentes transversas do campo de gauge e as variaveis (21, — z,,) modelam os
componentes longitudinais bem como S modula a agao .

Z = [dz; — [dzmyme” modela o funcional gerador sem fontes e tornar-se-ia infinito
porque S ndo depende de todas as variaveis de integragdo (as integrais sao entendidas
como sendo de - co a + o).

Consideremos 2 = fdtmer — [dtmenc™ que contém integracdes somente nas
variaveis das quais S depende e assumimos que esta integral é finita, apés continuacao
no espaco de Euclides.

Fazendo z; = fi(@my1,— @Tmin) (2 = 1,— m) que define uma superficie arbitrdria

(dada acima como uma fun¢ao igual a zero, Fi(&1, = Tm, Tm41, = Lman) = 0) temos:

fﬂ iy TT AF ST 6(F) (B.18)
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Trocando as variaveis Fy, — F,, por z;,— &, lembre-se que :

Fi(l’l?—‘* [Em,fEm+1,-+$m+n) :0(3 = 1,—~>m) (Blg)
Obtemos entao :

or,,
Jxy

x T7,6(F) (B.20)

£ = f M7 da 'S det(

As deltas de Dirac nos for¢am a avaliar o determinante somente sobre a superf"{cie
definida por Fi(x1,— Zmia) igual a zero. A quantizagao de Faddeev-Popov [38] para

campos de gauge é analoga a integral acima.



Apéndice C
Projetores de Barnes-Rivers

5.4 Projetores de Barnes-Rivers

Da mesma forma que usamos os projetores para campos de um indice ao inverter

os operadores diferenciais do termo livre da Lagrangeana, também temos os projetores

de campos de dois indices que sdo usados tanto para campos simétricos como antis-

simétricos. Descreveremos a obtencio do propagador por meio destes. Os projetores

s . ~
para campos de um 1indice [34] de espago-tempo sao :

pry — T?,uu _ afia"l
O
('.UPW — a”au
O

Estes projetores obedecem #as seguintes relacoes:

O Lt = ??;w

60,0 = 0,

it

W, = wh,
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Estes projetores sdo comumente usados para se obter os propagadores dos campos
vetoriais de gauge. O projetor & é normalmente chamado de projetor transverso e
W de projetor longitudional; é facil ver que tal nomenclatura se deve a expanséo do

campo A* da forma:

AF = (07 4 w)A, (C.26)

E se reduz a:

067467 A, = 06 Ay, (C.27)

Os projetores para campos de dois indices ja existem em maior nlmero e estdo
relacionados de forma a cobrir tanto a unidade simétrica quanto a antissimétrica. Estao
divididos por spin (que se apresenta como o niimero superior entre parénteses) ¢ por
letras que representam as suas relagbes com os trivetores obtidos ao realizar derivagoes
sobre estes campos.

A tabela multiplicativa destes projetores serd tomada da forma (PJ-“))W,M :

Pﬂggpgo,:c,\ o P,u,u,;:,\ (028)

pPRIPE) — p@) 4 Epo)  pa)pl) — pO)

p(ﬁ)ps(ﬂ) — (d;”;’j“) P{e ple) — i—_zQP 0}
p(2)ps(3) — ‘d;”PiB) p(e P2 MPM
PO PO} = {21 pio) P(O)P(O) PO (C.29)
POPE = Wp  pOPO = EUPO
ps(g)ptgo) = PO p(ﬂ)p(ﬂ) = P(G)
POPE = PO POPE = PO
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fIEN o

(v, oA

(1)

(mi)puv,o

@ _ 1 1
Pw,a,\ = 2(9771110 gn‘u)\ + gmu)\gnua) 3

2

g,uv 90)\

il

1
5(9mua‘wnu)\ + Hmu/\wnua + g'nfuawmu/\ + 6?1u,\wmu0)

(0)

(s)pva

1
gguvga,\

(0) —
P(wlpyvg,\ = WueWa

1
0 —
P((S'Ll}u.u.a A = 3_% g.uuwa,\

1
P(O) = 3—iw”,,90,\

(ws)pra A !

(Gmuawnu,\ — 977111,\w71u0 - gmwwmu,\ + gnu,\wmua)

i
b =

(Gmuo Hn.u/\ - gmuz\ 911110’ )

| —

(1) —
‘P(b];w,a,\ =

1
= _(gmuownu/\ + gmu)\wnuo - Hnuowmu)\ " gnu,\wmuo)

1
P g(gmuawnu,\ - gmu,\wnua + Hnucrwmu,\ - gﬂu,\wmuo)

=

(C.30)
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