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RESUMO

Estudamos o antiferromagneto de Potts com trés estados em uma rede hierdrquica
bipartida do tipo Migdal-Kadanoff. Esse sistema possui entropia residual (entropia
4 temperatura nula) por particula nao nula e apresenta, conforme foi sugerido por
Berker e Kadanoff, uma fase ndo usual a baixas temperaturas, onde as correlagoes entre
spins decaem algebricamente com a distancia. Demonstramos exatamente o decaimento
algébrico das correlagdes entre os spins das raizes da rede e calculamos o expoente critico
7 associado a esse decaimento ao longo de toda a fase ndo usual.

Fazendo uso de equagdes de recorréncia exatas que fornecem as magnetizagoes lo-
cals dos spins gerados em uma determinada hierarquia em fung¢io das magnetizagoes
locais dos spins gerados nas hierarquias anteriores, demonstramos que a distribuicio de
magnetizagdes ao longo de um caminho mais curto entre as raizes da rede apresenta um
cardter multifractal. Essa multifractalidade apresenta uma dependéncia com a tempe-
ratura, refletida nos dois espectros f(a) diferentes que caracterizam as multifractali-
dades do sistema ao longo da fase nfo usual e na temperatura critica.

Calculamos exatamente as seguintes grandezas termodinamicas do sistema em funcéio
da temperatura: o pardmetro de ordem, a energia interna, o calor especifico e a entropia.
Obtivemos também alguns expoentes criticos, em particular, verificamos a validade da
relagao de hiper-escala para esse sistema. Assumindo como também vélidas outras
relacdes de escala (de Rushbrooke e de Fisher), calculamos o expoente critico n asso-
ciado ao decaimento algébrico das correlagdes no ponto critico. Esse expoente critico
resulta diferente daquele associado ao decaimento algébrico ao longo da fase nido usual,

evidenciando uma descontinuidade do expoente n na temperatura critica.



ABSTRACT

We study the three-state Potts antiferromagnet on a bipartite Migdal-Kadanoff-
type hierarchical lattice. This system has non-null residual entropy (entropy at zero
temperature) per particle and presents, as was suggested by Berker and Kadanoff, an
unusual low-temperature phase, where the cérrelations between spins decay algebraically
with distance. We prove the algebraic decay of correlations between the spins at the
roots of the lattice and calculate the critical exponent 7 associated with this decay along
the whole unusual phase.

Using exact recurrent equations which provide the local magnetizations of spins
generated at a given hierarchy as function of the local magnetizations of spins generated
at previous hierarchies, we demonstrate that the magnetization distribution along a
shortest path between the roots of the lattice presents a multifractal character. This
multifractality presents a dependence with the temperature, reflected in the two different
spectra f(a) which characterize the multifractalities along the unusual phase and at the
critical temperature.

We calculate exactly the following thermodynamical quantities as functions of tem-
perature : the order parameter, the internal energy, the specific heat and the entropy.
We also obtain some critical exponents, in particular, we verify the validity of the hy-
perscaling relation for this system. Assuming that other scaling relations (those of
Rushbrooke and Fisher) are also valid, we calcul’a’\:t.e,th‘e 7 exponent associated with the
algebraic decay of correlations at the critica;,l 1;;)i~11t. '?E‘liis cyit.ical e;{ponent 1? different
from that associated with the algebraic deﬁ:ay along the unusual phase, ‘exhibiting a

discontinuity in the 7 exponent at the critical temperature.
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Introdugao

No estudo das transicoes de fase e fenémenos criticos € digno de nota o papel de-
sempenhado por modelos que sao simples em suas defini¢oes formais porém ricos em
informagoes e resultados que muito contribuiram para o desenvolvimento desse ramo
da fisica estatistica. Dentre esses modelos destacam-se o modelo de Ising (para um
histdrico ver [1]) e 0 modelo de Potts [2]. No modelo de Ising associa-se uma varidvel
bindria o; (0; = 11) a cada sitio s; de uma rede, sendo o termo de interagéo entre o; e 0;
localizados, por exemplo, em sitios primeiros vizinhos dado tipicamente por —.J;;0;0;,
onde J;; é a constante de acoplamento entre g; € ;. A varnavel o; associada & cada sitio
da rede pode ter diversos significados diferentes, dependendo do sistema fisico que se
deseja modelar. Para o caso de magnetos uniaxiais, o; representa a projecio ao longo
do eixo preferencial (para cima ou para baixo) do spin da molécula posicionada no sitio
s;. No caso de um sistema de mistura de dois tipos diferentes de moléculas, a varidvel
o; indica qual o tipo de molécula que ocupa o sitio s;. De maneira andloga, em um
gas de rede (uma mistura de moléculas e ‘buracos’), essa variavel indica a presenga ou
auséncia de moléculas em cada sitio da rede.

A solucao exata do modelo de Ising ferromagnetico a campo nulo na rede quadrada
[3], mostrando que este sistema apresenta magnetizagao esponténea e possul expoentes
criticos nao classicos, é um marco no progresso da teoria dos fenomenos criticos, con-
ferindo ao modelo de Ising um status comparéavel ao do atomo de Hidrogénio dentro da
mecanica quintica. Modelos néo triviais que sejam exatamente soliveis desempenham
um papel importante dentro do desenvolvimento da fisica estatistica. Estes modelos
podem simular algum sistema fisico real, ou servir de referéncia para o desenvolvimento

de novas teorias aproximadas.



No modelo de Potts generaliza-se o modelo de Ising associando-se a cada sitio s; de
uma rede uma variavel o; que pode assumir ¢ estados diferentes, o; = 0,1,...,¢ -1,
sendo, por exemplo, o termo de interagio entre primeiros vizinhos dado tipicamente por
~Ji;6(0:,0;) onde §(o;,0;) € a fungio delta de Kronecker. Esse modelo esta relacionado
com varios problemas de mecanica estatistica {2] tais como o modelo Z(N), o modelo
de vértices com regra do gelo, percolagdo (limite ¢ — 1) e rede de resistores aleatérios
(limite ¢ — 0).

Além de sua importancia tedrica, esses modelos tém se mostrado também relevantes
sob o ponto de vista experimental. Dentre as realizagbes experimentais do modelo de
Ising podemos citar véarios magnetos uniaxiais {4] como o Rb;CoF; em dimensao 2,
bem como diversos sistemas de adsor¢ao em substratos {5] como por exemplo, o Hélio
4 adsorvido em uma superficie de Grafite e Kriptonio com cobertura 1/2. O modelo de
Potts apresenta também diversas aplicagbes experimentais [2] em sistemas de adsorgao
como o (; adsorvido em N1 (g=4), assim como em processos que envolvem polimeros,
vulcanizagao, etc..

O modelo de Potts com acoplamento ferromagnético (Ji; > 0) tem sido extensiva-
mente estudado e podemos dizer que suas propriedades criticas sao hoje razoavelmente
bem conhecidas [2]. No entanto, no caso do antiferromagneto de Potts (AFP) (J;; < 0),
o mesmo nio ocorre. Esse sistema ganhou bastante atengéo apds o artigo de Berker e
Kadanoff [6] sobre entropia residual e ordenamento a baixas temperaturas. Neste tra-
balho, através de um argumento de Grupo de Renormalizagido (GR) a um pardmetro, os
autores sugerem que sistemas com alto grau de degenerescéncia no estado fundamental
podem apresentar uma fase nao usual a baixas temperaturas onde as correlacbes entre
spins decaem algebricamente com a distancia e onde o ordenamento, se existir, deve ser
néo trivial. O AFP com ¢g 4 1 estados definido em uma rede go-partida, isto ¢, uma

rede que pode ser dividida em g subredes tal que um sitio pertencente a uma dada



subrede sé possua como primeiros vizinhos sitios pertencentes as outras subredes, ¢ um
simples candidato para apresentar esse comportamento. Esse sistema possui entropia
residual nao nula, originada no grande namero de diferentes configuragdes possiveis que
satisfazem ao critério de minima energia do estado fundamental, qual seja, o de que
spins primeiros vizinhos estejam em estados diferentes.

Na argumentacio de Berker e Kadanoff a dimenséo espacial do sistema desempenha
um papel importante. Segundo os autores, um sistema de baixa dimensao oferecera
pouca conectividade entre spins distantes, havendo, portaﬁto, uma tendéncia para a
independéncia completa entre esses spins, 0 que implicard na existéncia de um grande
mimero de configuragdes diferentes de mesma energia, e portanto, em um sistema tri-
vialmente paramagnético. No extremo oposto, qual seja, um sistema de alta dimensao,
haveria uma grande redugio neste nimero de configuracdes degeneradas, gragas a alta
conectividade entre spins distantes. Deve haver portanto, conclui o argumento, uma
dimensio critica d., que no caso do AFP depende do nimero ¢ de estados do sistema,
acima da qual esse deixa de ser trivialmente paramagnético e passa a apresentar duas
fases distintas, a paramagnética e a ja citada fase néo usual a baixas temperaturas. Essa
fase nAo usual esti associada, dentro do contexto do formalismo de grupo de renorma-
lizagao, a um ponto fixo atrator localizado & uma temperatura finita nao nula. Esse
comportamento foi verificado por Berker e Kadanoff, fazendo uso da aproximagao de
Migdal-Kadanoff, no AFP com ¢ estados definido em redes hiper-cibicas d-dimensionais.

Nos trabalhos subsequentes enfocando o AFP, esta fase nao usual tem sido procu-
rada. Estes trabalhos, em sua grande maioria, consideram sistemas definidos nas re-
des quadrada e cibica simples [7)-[25], havendo uma predominéncia do uso do meétodo
Monte Carlo (MC) [7,8,12,13,14,16,18,21,22,23,24]. Os resultados obtidos apresentaram
inicialmente uma certa ambigliidade, principalmente na questédo da existéncia ou néo de

ordenamento a baixas temperaturas. Essa ambigiudade pode ser atribuida a discussao



sobre a confiabilidade dos resultados de simulagées MC, havendo casos onde diferentes
trabalhos sobre o mesmo sistema apresentam resultados bastante discordantes. Existe
também uma questfo relacionada ao fato de que a sugestio de Berker e Kadanoff é
baseada na aplicagio de uma transformagéo de GR contendo somente um parametro,
havendo a possibilidade de que, ao nio adotar um GR com mais pardmetros, a fase nao
usual surja como um simples artefato resultante deste tratamento [26].

Atualmente existe um consenso de que o AFP com trés estados na rede quadrada
possui um ponto critico somente & temperatura nula [9,10,11,12,13,14,17,22,25], onde o
decaimento algébrico das correlagdes ocorre [14,25]. No caso desse mesmo sistema na
rede cibica, resultados de simulacdes MC estabelecem a existéncia de uma transigao
de fase continua em T, # 0, havendo uma fase ordenada a baixas temperaturas (7,16,
21,22,24] caracterizada pela predominancia de um dos trés estados em uma subrede e
dos outros dois estados distribuidos aleatoriamente, mas com iguais probabilidades, na
outra subrede. Assim, por exemplo, teriamos a grande maioria dos spins da subrede
A no estado 0, enquanto que na subrede B teriamos distribuidos igualmente os estados
1 e 2. Esse tipo de ordenamento ganhou o nome de BSS do inglés Broken Sublattice
Symmetry (Quebra de Simetria de Subrede). Em particular, um desses trabalhos [22]
sugere fortemente que o comprimento de correlagao diverge ao logo da fase a baixas
temperaturas, apesar de, nessa fase, o sistema apresentar ordem de longo alcance.

Quanto aos expoentes criticos, a questdo da classe de universalidade para o AFP
com ¢ = 3 na rede cibica apresenta ainda uma certa controvérsia, manifestada nos
resultados de MC. Ueno et al [21] sugerem que este sistema estd em uma nova classe de
universalidade, enquanto alguns trabalhos [7,22,24], por outro lado, sugerem que este se
encontra na mesma classe de universalidade do modelo XY ferromagnético em dimensao
3.

Além destes trabalhos em redes de Bravais, o AFP em redes fractais tem sido



também estudado [27,28,29]. Os objetos fractais sdo aqueles gue em geral possuem
dimensao nao inteira e que tém como importante propriedade a invariancia de escala.
Na natureza existem hoje diversos objetos que sao classificados como fractais (em uma
certa escala de comprimento) [30], dentre eles podemos citar os agregados formados
por particulas em difusfo, a estrutura de fraturas em materiais submetidos a tensoes,
substancias porosas, sistemas percolantes, bem como a estrutura de aglomerados es-
telares encontrados no universo. O conceito de fractal tem encontrado aplicacio em
diversas areas. Em particular, dentro da fisica podemos citar como exemplos, sistemas
cadticos, sistemas com turbuléncia e modelos magnéticos. A modelagem de sistemas
magnéticos em redes hierdrquicas, que sao basicamente redes construidas por um pro-
cesso de se substifuir iterativamente ligacoes entre sitios primeiros vizinhos por uma
célula basica possuindo uma estrutura interna de sitios e ligagoes, originou um grande
numero de sistemas néo triviais exatamente soliveis [31]-[46][29]. As redes hierarquicas
nao possuemn a invariancia translacional, caracteristica das redes de Bravais. Os sitios
de uma rede hierdrquica néo sdo todos equivalentes entre si, havendo a possibilidade
de que um sitio se conecte com um mimero infinito de outros sitios primeiros vizinhos.
~ Assim sendo, os sistemas definidos em redes hierdrquicas ndo podem, em geral, modelar
um objeto fisico real, como por exemplo um ferromagneto natural. No entanto, esses
sistemas apresentam uma variedade de comportamentos criticos interessantes, havendo
também casos onde a solu¢io de um modelo em uma determinada rede hierdrquica con-
venientemente escolhida pode ser vista como uma aproximagao para o mesmo modelo
definido em uma rede de Bravais (por exemplo, a aproximacio de Migdal-Kadanoff)
[47].

Ao lado dos fractais, um outro conceito importante que tem sido aplicado em di-
versas areas da fisica é o de multifractal {48)-[58}{43]-[46]). O conceito de multifractal

geralmente esta associado a distribuigdo de alguma quantidade escalar sobre um objeto



suporte como, por exemplo, a distribuicio de regices dissipativas em wmn fluido turbu-
lento, a distribuigao de probabilidades de visitagao sobre um atrator cadtico em sistemas
dindmicos e a distribuicho de magnetizacdes sobre uma rede de spins. Nesse tipo de
sistemas, algumas regides podem desempenhar um papel mais importante que outras
no processo fisico que sobre eles se desenrola. Por exemplo, em um fluido turbulento
existemn regides de alta dissipagho de energia, enquanto gue em outras regioes, essa
dissipagao praticamente inexiste. Sendo assim, o termo multifractal expressa a idéia
de que esses objetos apresentam um espectro de dimensoes, podendo ser vistos como
uma grande quantidade de diferentes conjuntos fractais entrelagados. Cada um desses
conjuntos fractais é selecionado segundo sua importancia no processo fisico envolvido.

Para o AFP definido na familia de redes hierarquicas tipo diamante [28], na familia de
Sierpinski gasket com m folhas [29], e também nos fractais Sierpinski carpet e Sierpinski
pastry shell [27], as transformagdes de grupo de renormalizagio exibem um ponto fixo
atrator & uma temperatura finita ndo nula, sugerindo a existéncia de uma fase nao usual
similar aquela estudada por Berker ¢ Kadanoff. Para os modelos definidos nas redes
do tipo Sierpinski gasket e em algumas redes hierdrquicas tipo diamante, os resultados
obtidos sao exatos, enquanto que nos casos do Sierpinski carpet e Sierpinski pastry shell
foi utilizada a aproximacio de Migdal-Kadanoff (que nao é exata nestas redes). Tanto
em [29] como em [27) foi usado, em geral, um GR com dois parametros, mostrando
que a existéncia da fase ndo usual néo é um artefato do GR a um parametro. Para o
caso do modelo de Ising AF em algumas redes do tipo Sierpinski gasket, o decaimento
algébrico das correlagbes ao longo da fase associada a este atrator foi demonstrado
exatamente [29]. Entretanto, em nosso conhecimento, uma caracterizagao mais completa
desta fase, principalmente no que concerne ao paridmetro de ordem, néo foi apresentada
na literatura.

No presente trabalho objetivamos estudar um modelo de spins exatamente solavel



que exiba o comportamento sugerido por Berker e Kadanoff. O AFP em algumas redes
hierdrquicas tipo diamante demonstra ser um simples candidato para a realizagao do
nosso proposito. Nesse sistema, as transformagdes de GR podem ser obtidas exata-
mente, permitindo a localizagio do ponto fixo atrator & uma temperatura finita nao
nula [28]. Além disso, 0 processo iterativo pelo qual estas redes sdo construidas permite
a utilizagdo de um método de equagdes de recorréncia [43,44,45,46] que fornece resul-
tados exatos para diversas grandezas fisicas. Esse método foi aplicado com bastante
sucesso a sistemas semelhantes, quais sejam, os modelo de Ising [43,44,45] e Potts [46]
ferromagnéticos e vidros de spin tipo Ising [45] em redes hierarquicas.

No primeiro capitulo deste trabalho, fazemos uma breve digressao sobre as transigoes
de fase, fenémenos criticos e o método de Grupo de Renormalizagdo. No segundo
capitulo definimos e comentamos sobre os objetos fractais e multifractais, dando énfase
as suas propriedades mais importantes. As redes hierarquicas sao discutidas juntamente
com os fractals. Quanto as distribui¢bes multifractais, discutimos também sobre os
métodos utilizados para se computar o espectro f(«) caracteristico destas distribuigoes.

No terceiro e ultimo capitulo introduzimos o sistema por nos estudado, o AFP com
trés estados em uma rede hierarquica bipartida escolhida convenientemente. Iniciamos
por demonstrar a existéncia do ponto fixo atrator da renormalizacio associado a fase nao
usual. Em seguida demonstramos exatamente o decaimento algébrico das correlacoes
entre spins, calculando também o expoente critico nar associado a esse decaimento em
toda a fase nio usual, Em um préximo passo fazemos uso de um método [43,44,45,46]
que permite a obtencao de equagdes de recorréncia exatas relacionando as magnetizagoes
locais de sitios gerados em diferentes hierarquias da rede. Realizando aiteragao sucessiva
dessas equacdes de recorréncia, exibimos o perfil de magnetizagdes ao longo da rede e
demonstramos que estes perfis, vistos como uma distribui¢io de magnetizagdes sobre um

suporte unidimensional, apresentam um carater multifractal. O espectro f(a) dessas



distribuigoes € calculado para duas diferentes temperaturas, a temperatura critica ¢ a
temperatura do atrator antiferromagnético.

Fazendo uma soma sobre as magnetizagoes locais de cada subrede, construimos um
parametro de ordem para o sistena como o proposto em trabalhos anteriores de Monte
Carlo [7]. Essa soma fornece uma equagio de recorréncia para o pardmetro de ordem
emn diferentes hierarquias da rede. A iteracfo dessa equagao de recorréncia resulta em
uma expressao exata para o parametro de ordem como fun¢io da temperatura e da
hierarquia da rede.

Calculamos exatamente as expressoes das seguintes grandezas termodinamicas do
sistema em fungio da temperatura: a energia interna, o calor especifico e a entropia.
Calculamos também alguns expoentes criticos, permitindo-nos verificar a validade da
relagao de hiper-escala para este sistema. Supondo também vilidas outras relagoes de
escala (de Rushbrooke e de Fisher), obtivemos o expoente 7 associado ao decaimento

algébrico das correlagdes na temperatura critica do sistema.



Capitulo 1

Transicoes de Fase, Fenomenos Criticos e

Grupo de Renormalizacao

1.1 Transicoes de Fase

Um sistema fisico, em geral, pode ser descrito por um potencial termodinamico que é
funcao de seus parametros intensivos associados, como por exemplo, a pressio e a temn-
peratura. Umna fase estivel desse sistema é, essencialmente, uma configuracio particular
de suas varidveis intensivas que corresponde a um minimo absoluto do potencial ter-
modindmico. Variando-se continuamente os parametros do sistema, o potencial muda
de forma, fazendo com que eventualmente, um minimo do potencial perca a estabili-
dade. Quando o sistema passa, devido & variagio de seus paramentros, de um minimo
do potencial para outro, ocorre uma transigio de fase.

As transigoes de fase em geral podem ser classificadas conforme o comportamento
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das grandezas fisicas associadas ao sistema. Uma primeira classificacho das transicoes
de fase, devida a Ehrenfest {1933), classifica como transicoes de fase de primeira ordem
aquelas que sao acompanhadas de descontinuidades nas grandezas fisicas obtidas das
primeiras derivadas do potencial termodinamico. Nessa classe estdo as transigoes onde
se observa a liberagéo ou absorgao de calor latente, que esta associado 4 descontinuidade
na entropia do sistema, como por exemplo na transicao da agua liquido-gelo. De acordo
ainda com essa classificagio, as transigoes de fase de segunda ordem sio aquelas acom-
panhadas de descontinuidades nas grandezas fisicas obtidas das segundas derivadas do
potencial termodinamico, como por exemplo, o calor especifico.

Essa classificagao de Ehrenfest conserva hoje somente um valor histérico, sendo
uma primeira tentativa de sistematizar o estudo das transigbes de fase. Uma outra
classificacido de aplicagio mais geral é devida principalmente a Landau (1937). Segundo
a visdo de Landau, uma transicao de fase sem calor latente é, em geral, acompanhada
por uma mudanga de simetria do sistema. A essa mudanga de simetria associa-se a
nogao de parametro de ordem : uma grandeza fisica extensiva que € nula na fase malis
simétrica e nao nula na fase menos simétrica. Portanto, nesse contexto, as transicoes

de fase podem ser divididas em duas classes principais [59] :

1. As transi¢bes sem parametro de ordem, onde os grupos de simetria das duas fases

sao tals que um nao esta estritamente incluso no outro.

2. As transi¢oes com parametro de ordem, onde o grupo de simetria da fase menos

simétrica é um subgrupo do grupo de simetna da fase mais simétrica.

De uma maneira geral, as transi¢coes de fase sem paramentro de ordem sao classificadas
como transigoes de fase de primeira ordem no sentido de Ehrenfest. As transigoes com
parametro de ordem podem ser classificadas como de primeira ordem : aqguelas onde
o parametro de ordem é descontinuo no ponto de transigho, ou de segunda ordem :

aquelas onde o parametro de ordem é continuo, sendo essas ultimas também chamadas
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de transigoes de fase continuas. Transigdes de fase continuas podem ocorrer em diversos
sistemas fisicos como ligas bindrias, ferromagnetos, antiferromagnetos, cristais liquidos
e supercondutores. No diagrama de fases destes sistemas, estas transicoes ocorrem
quando estes sistemas atingem o chamado ‘ponto critico’.

Experiéncias de espalhamento de luz, raios X e neutrons por sistemas que se en-
contram no limiar de uma transi¢ido de fase continua revelam que esses estao sujeitos
a violentas flutuacoes, estando seus graus de liberdade altamente correlacionados entre
si. Esse comportamento se observa, por exemplo, no fendmeno da opalescéncia critica
[60], que consiste no espalhamento de luz pelas violentas flutuagdes na densidade de um
fluido que se encontra no limiar de uma transi¢ao continua. Essas flutuagoes de longo
alcance desempenham um papel fundamental na teoria moderna dos fenémenos eriticos,
sendo responsavels também, em grande parte, pelo fracasso das primeiras tentativas de
se estudar as transigbes de fase continuas. Ao nfo levar em conta essas flutuacdes, a
teoria de van der Walls (1873) para o estudo de fluidos, a teoria do campo molecular de
Weiss (1907) para sistemas magnéticos e a teoria de Landau (1937) para transigdes de
fase em geral, falharam na previséo dos valores corretos dos expoentes criticos associados

a diversas grandezas fisicas relevantes para esses sistemas.

1.2 Fenomenos Criticos

Uma 1déia fundamental que colaborou para elucidar o comportamento de sistemas fisicos
no limiar de uma transigdo continua é o conceito de paradmetro de ordem. Para uma
transicao ferro-paramagnética o pardmetro de ordem natural é a magnetizacio do sis-
tema. Na fase paramagnética o sistema apresenta uma simetria rotacional que é que-
brada quando ocorre, na fase ferromagnética, o ordenamento ao longo de uma diregio
preferencial dos momentos magnéticos que constituem o sistema. Em uma transicao

antiferro-paramagnética o pardmetro de ordem natural é a diferenga entre as magne-
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Ponto Critico Parametro de Ordem Exemplo
Liquido-gas Diferencga de densidades H,0
Ferromagnético Momento magnético Fe
Antiferromagnético | Diferenga dos momentos magnéticos de subrede | FelF,
Linha-A em He? Amplitude quantica do He? He?
Supercondutividade | Amplitude de pares de elétrons Pb
Fluido bindrio Concentragao dos componentes CCly — CrFyy
Liga binaria Concentragao de uma espécie em cada subrede | Cu-Zn
Ferroelétrico Momento de dipolo elétrico Sulfato de
triglicerina

Tabela 1.1: Exemplos de diversas transicoes de fase e seus parametros de ordem associados.

tizagoes das subredes nas quais pode ser dividida a rede onde estio localizados os sitios
magnéticos. O termo pardmetro de ordem é utilizado também para a diferenca de densi-
dades em uma transi¢do liquido-gis, apesar de nesse caso ndo haver nenhuma quebra de
simetria no sistema. Na tabela (1.1) apresentamos alguns outros exemplos de sistemas
fisicos e se1.15 parametros de ordem associados.

A escolha do parametro de ordem para um determinado sistema nao é sempre ébvia,
havendo as vezes uma escolha natural, como no caso da magnetizagio para um sistema
ferromagnético. No entanto, ha também casos, como na superfluidez, nos vidros de
spin e na supercondutividade onde um longo tempo apds a observagio experimental
desses fenomenos foi necessario até que uma compreensao tedrica satisfatoria permitisse
a definigao correta do pardmetro de ordem.

Uma. caracteristica importante do parametro de ordem ¢ sua dimensionalidade n, que
depende da classe de sistemas estudados. Na classe n = 1 encontram-se, por exemplo,
os fluidos simples, fluidos bindrios € magnetos uniaxiais (modelo de Ising), na classe

n = 2 estao a superfluidez do He! e o modelo XY. Como exemplo de sistema na classe
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n = 3 podemos citar os magnetos isotrépicos (modelo de Heisenberg).

O comportamento critico de um sistema fisico ¢ caracterizado pela forma como
se comportam as diversas grandezas fisicas associadas a esse sistema na vizinhanca do
ponto de transicao de fase. Para esse fim, associa-se & cada grandeza fisica na vizinhanga,
desse ponto um expoente critico que caracteriza o comportamento desta grandeza como
funcéo da temperatura ou de outra varidvel relevante. Assim por exemplo, definindo-se
€ = (T — T.)/T, onde T, é a temperatura critica do sistema, resulta para ¢ — 0 os

seguintes comportamentos

¢ Calor especifico, C ~| e |~

Suscetibilidade, x ~| € |77

Parametro de ordem, M ~| ¢ |?

¢ Comprimento de correlagio, & ~] e |~

{d—2+4n)

Fungao de correlagao, N'(Ry;) ~ Ry, com R;; mooee=0

Isoterma critica, M ~ HY® com e =0

O simbolo ~ é usado com o significado de que a funcdo 4 esquerda tem uma parte
dominante proporcional ao termo da direita. Na definigao do expoente 7, d é a dimensao
espacial do sistema e R;; é a distdncia entre os graus de liberdade 7 e j do sistema. A
isoterma critica fornece o comportamento do parametro de ordem M, quando se fixa
a temperatura em T, e varia-se o campo conjugado H. Outros expoentes criticos sao
definidos [60], produzindo um conjunto de indices que caracterizam o comportamento
critico do sistema fisico estudado. Vale aqui ressaltar que qualquer que seja a fungio

f(e), o seu expoente critico A associado serd dado por

()
= 1.1
51—1?3 Ine (1.1)
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Isto abrange toda uma gama de fungées f(e) como
fle)=Ae (1 + Be" +...) (y >0) (1.2)

que para € — () terdo o mesmo comportamento dado pelo termo dominante que contém
0 expoente critico.

Um conceito importante que surgiu no estudo de diversos sistemas fisicos que
apresentam transicoes de fase continuas é o de universalidade. Uma das primeiras
observacdes experimentais de comportamento universal em sistemas fisicos se refere a
forma da curva de coexisténcia liquido-vapor para diversos gases [61]. Gases como o
Argonio, Nitrogénio e Oxigénio apresentam a mesma curva de coexisténcia quando a
temperatura e densidade sao devidamente normalizadas pela temperatura critica e pela
densidade critica respectivamente. A universalidade se manifesta nos expoentes criticos
que se apresentam independentes de diversos detalhes dos sistemas fisicos estudados.
Por outro lade, alguns parimetros como a dimensionalidade do parametro de ordem,
a dimensionalidade espacial do sistema e o alcance das interages (finito ou infinito),
parecem desempenhar um papel fundamental na definigao destes expoentes.

Intuitivamente podemos compreender a universalidade nestes sistemas como uma
consequencia do surgimento de regioes englobando um' grande numero de graus de
liberdade que se encontram altamente correlacionados entre si. O comprimento de
correlagdo, que € definido como a extens@o linear meédia destas regides apresenta uma
divergencia na transi¢ao continua e a funcio de correlacao entre os graus de liberdade
tem um decaimento algébrico com a distdncia, em contraste com o decaimento exponen-
cial que ocorre, em geral, fora da transi¢ao. Dessa forma, um comprimento caracteristico
em principio importante, como o espacamento interatomico, se torna invisivel para as
flutuacoes do sistema e as interacdes efetivas nao mais se efetuam em escala atomica
mas siim em uma escala semi-macroscopica. A existéncia de comportamentos universais

em sistemas fisicos leva ao conceito das classes de universalidade : conjuntos de sis-
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temas, em principio bastante diversos que, no entanto, aprescitamn o mesmo conjunto
de expoentes criticos.

Utilizando-se consideragoes termodinamicas pode-se demonstrar rigorosamente que
os expoentes criticos néo sao todos independentes entre si, havendo relagoes entre eles
expressas por meio de desigualdades como por exemplo a4+ 25+ v > 2 [60]. No entanto,
observagoes experimentais e solugoes exatas de modelos teéricos, como o modelo de Ising
bidimensional [3], sugerem fortemente que estas relagoes sao satisfeitas como igualdades

e ndo como desigualdades. Relagoes como
» Rushbrooke: a 4+204+y=2
o Fisher: v =(2—n)
¢ Josephson (ou hiper-escala) : dv =2 - a
o Widom: v = 3(6 - 1)

sao verificadas. Ainda que ndo se possa dar uma demonstragio rigorosa de que essas
relacoes valham como igualdades, essas podem ser deduzidas tomando como ponto de
partida a hipotese de escala proposta por B. Widom [62]. Essa hipétese assume que na
regiao critica as partes singulares da energia livre e da funcéo de correlacdo do sistema

satisfazem relagdes de homegeneidade generalizadas do tipo
g(Xe, k) = Ag(e, ) (1.3)

que expressam a idéia de que na regiao critica as partes singulares da energia livre e da
funcgao de correlagao sao invariantes a menos de um fator de escala (A) se suas variaveis
G G

e e h sao redefinidas por fatores de escala convenientes (A° e A7),
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1.3 Grupo de Renormalizagao

1.3.1 Blocos de Kadanoff

Em um sistema ferromagnético do tipo Ising na vizinhanga do ponto critico, diver-
sos spins se comportam coerentemente como se formassem uma s6 unidade : todos os
spins de um determinado bloco mudam de estado, virando para cima (ou para baixo)
simultdneamente. A idéia desses blocos atuando como um s6 objeto foi primeiro in-
troduzida por Kadanoff [63], na tentativa de justificar a conjetura de Widom sobre a
homogeneidade das fungdes termodinamicas. Kadanoff considerou o modelo de Ising
com campo magnético fraco em uma rede hiper-cubica d-dimensional. O Hamiltoniano
do sistema (em unidades de kgT') ¢é dado por
H{o}= K> oio; +h> 0. (0;=+%1) (1.4)
(i) i
onde K = J/kgT, sendo J a constante de acoplamento entre spins primeiros vizinhos,
e h = H/kgT, sendo H o campo magnético externo (kg é a constante de Boltzmann).
Considerando-se que este sistema esteja préximo do ponto de transigdo continua
(T = T., H = 0), o comprimento de correlagio £ ¢ muito major que o espagamento
o entre spins primeiros vizinhos. Dessa forma, podemos construir blocos de lado L
(a << L << £) e considerar, devido & alta correlagéo, que cada um desses blocos
contendo L? spins atua como um sé spin efetivo. O processo de criagéo dos blocos
de spin é ilustrado na figura (1.1) para uma rede quadrada. Como resultado final
do processo de criagao dos blocos de spin, uma rede com N spins espagados de uma
distancia a se transforma em uma rede com N = L~%N spins espacados de uma distancia
a = La.
Quanto ao comportamento dos blocos e & interagao entre eles, as duas hipdteses

principais feitas por Kadanoff sdo :

e Cada bloco de spins (representado pela varidvel de spin y;) assume, como no
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@® spin efetivo de um bloco

Figura 1.1: llustra¢do do processo de construgdo dos blocos de Kadanoff para um sistema de
spins bidimensional, neste caso temosa =1e L = 2.

modelo original, somente dois estados.

e Os blocos de spin s0 interagem, também como no modelo original, entre primeiros

vizinhos.

Portanto, o Hamiltoniano do modelo de blocos de spin sera dado por
H{py=K) p; +h) i (= %1) (1.5)
(i3 ;
onde K ¢ h sio os pardmetros K e h redefinidos para o novo sistema e o spin g; do

bloco b; é definido por

Hi = (o)L L? >0 (1.6)
onde {o)r é a média dos spins ¢ em um bloco de lado L e a soma sobre ¢; é somente
sobre os spins englobados pelo bloco b;.

Os novos parametros K e b do Hamiltoniano de blocos serio fungdes dos pardmetros
antigos K e h e também do tamanho L dos blocos. A relagéo entre o novo campo k e o
campo h do Hamiltoniano original pode ser obtida reescrevendo-se a soma sobre todos
os spins ¢ como uma soma sobre blocos, ou seja

hZa,- == hz Z G; = h.Z(O')LLdu,' = h(U)LLdei :EZM (17)

b, o Eb; by
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e portanto
R(h,L) = h{o) L* (1.8)
Por outro lado, supondo que o processo de criagido dos blocos ndo altera a densidade de

energia livre por particula do sistema, deve valer a relagao

fle,h) = L72f(&, k) (1.9)
onde e = (T —T.)/T. € f(e, k) (f(%, h)) é a energia livre por particula do sistema original
de spins (do sistema de blocos de spins). Portanto, assumindo uma singularidade na
energia livre do tipo

foing(€, h =0) ~ €7 (e —0) (1.10)
onde a é o expoente critico associado ao calor especifico (C' ~ €7}, resulta de maneira
analoga

feing(E R =0) ~E7 (2 0) (1.11)
e portanto, a relagfio entre o novo pardmetro € e o parametro € do sistema original é
dada por

(e, L) = L2 (1.12)
Assim, a parte singular da energia livre satisfaz a relacao de homogeneidade

foing(& k) = L™ fuing (L2 %)e, L=V h) (1.13)

onde 1 é definido por (s}, ~ L™¥. Essa relagio de homogeneidade permite, como
demonstrado por Widom, a dedugéo das relagdes de escala entre os expoentes criticos
(relagdes de Widom, de Rushbrooke e de Josephson (hiper-escala)).

Para permitir a dedugéio de todas as relagdes de escala, resta ainda analisar o com-
portamento da fungio de correlagao entre spins. De acordo com Kadanoff, a funcao de
correlacio entre spins separados por uma distancia R na rede original se relaciona com

a fungio de correlacdo na rede de blocos por

{orors) = (0)Lprnr) (1.14)
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onde | 7" — 7' |= R. Portanto, das consideragdes anteriores, resulta a relacio de homo-

geneidade para a fungao de correlagio (g(e, k, R)) dada por
g(e,h, R) = L~ g(L/~¢ L*¥h L-'R) (1.15)

que permite deduzir a relagao de escala de Fisher.

1.3.2 Transformagoes de Grupo de Renormalizagao

A idéia dos blocos de Kadanoff contem a semente do processo do Grupo de Renor-
maliza¢do. Uma transformacgido de Grupo de Renormalizacio consiste em eliminar do
sisterna original graus de liberdade que se encontram fortemente correlacionados, cons-
truindo blocos que serdo os constituintes do sistema renormalizado, e em determinar
como se transforma o Hamiltoniano do sistema sujeito & essa transformacéo. Em geral
um sistemna fisico pode ser descrito por um Hamiltoniano H(K,, K,,...,K,,) que é
fungao de m parametros adimensionais K; (divididos por kgT). Assim por exemplo,
em um modelo magnético, o parametro K, pode corresponder a um acoplamento entre
spins primeiros vizinhos, I{; pode corresponder a um campo magnético externo, K a
nteragdes entre segundos vizinhos, ete.. Ao se eliminar graus de liberdade do sistema,
os parametros K, que determinardo o Hamiltoniano do sistema renormalizado serao

fun¢des dos parametros antigos, a saber
K= Ri(K,,K,,....K,;,) i=12,...m (1.16)

A transformacdo K' = R(K) é chamada transformagao de grupo de renormalizacio.

A aplicagho sucessiva K® = R(K1)) do processo de renormalizagio implica em
uma trajetéria para o conjunto de parametros K, partindo de (K{®,..., K} em um
espago de parametros m-dimensional. Podemos pensar cada ponto deste espaco como
representando um Hamiltoniano, Hy = H(K®), H,; = 7(H,) e assim por diante, onde 7

representa a transformagao de renormalizagio para os Hamiltonianos, ou seja, T repre-
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senta a substituicio dos pardmetros K™ no Hamiltoniano H,, pelos novos parametros
R(K™)}, resultando no Hamiltoniano H,,;. A transformacio 7 é em geral continua, di-

ferenciavel e preserva a fun¢do de partigao do sistema, ou seja
Zn(H) = Zn(1(H)) (1.17)

No espago dos pardmetros, quando considerainos um Hamiltoniano inicial Ho(Th),
correspondente a um dado sistema fisico & temperatura Ty, e variamos a temperatura,
o ponto no espago que representa este sistema se deslocara continuamente deserevendo
uma Orbita chamada ‘linha fisica’. Quando o sistema atinge a temperatura critica, a
linha fisica cruza a superficie neste espago onde o comprimento de correlagao do sis-
tema é infinito, a chamada ‘superficie critica’ (ver figura (1.2)). Neste mesmo espago
a transformacgo de renormalizacio 7 aplicada a um Hamiltoniano H, faz com que o
ponto que representa o sistemna descreva uma Orbita chamada de ‘trajetéria de renor-
malizagio’. Selecionando Hamiltonianos fora da superficie critica, vemos que as tra-
jetorias de renormalizagdo se afastam dessa superficie, fato esse associado 3 redugio
de { (§ = /L) devido a renormalizagso das distancias. Essas trajetérias geralmente .
convergem para pontos fixos totalmente estéaveis H* (pontos fixos triviais) da trans-
formagdo T onde tem-se £ = (). Esse pontos fixos totalmente estdveis correspondem as
diferentes fases que o sistema pode apresentar. Nos sistemas ferromagnéticos como o
modelo de Ising bidimensional, as transformagdes de renormalizacio tém em geral dois
pontos fixos totalmente estéveis, um correspondendo a fase ferromagnética (T = 0) e
outro correspondendo a fase paramagnética (T = co).

Se por outro lado, selecionamos um Hamiltoniano inicial H§ localizado sobre a su-
perficie critica, a trajetéria de renormalizacio fica confinada & essa superficie (ja que
§ = oo ¢ invariante sob 7). De uma maneira geral, as trajetérias de renormalizagio
sobre a superficie critica convergem para algum ponto fixo H? da transformacio

(pontos fixos néo triviais) localizado sobre essa superficie. Existindo mais de um ponto
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Figura 1.2: Linha fisica (linha cheia) e superficie critica em um espago de 3 parametros XK.
As linhas tracejadas representam trajetérias de renormalizagao. O Hamiltoniano Hy estd fora
da supeficie critica (trajetdria convergindo para o ponto fixo H*), enquanto que o Hamiltoniano
H§ se encontra sobre essa superficie (trajetéria convergindo para o ponto fixo H).

fixo (H2, HZ, .. .), haverd uma competi¢io entre esses pontos, cada um com sua regiao
atratora, na definicdo de para qual ponto fixo convergira a sequéncia de Hamiltonianos
renormalizados apés um nimero infinito de iteragoes (ver a figura (1.3)).

Préximo de cada ponte fixo H? sobre a superficie critica podemos, em geral, fazer

uma aproximacio linear para a transformacio R(K)
R(K: + AK) = R(K2) + WAK " (1.18)

onde K? é o conjunto de parametros correspondente ao Hamiltoniano do ponte fixo
H* e AK é um desvio pequeno na vizinhanga deste ponto. A matriz W € a matrniz

[+

Jacobiana da transformacao R(K) cujos elementos sao dados por

w,, = 2K) (1.19)

Definindo um sistema local de coordenadas com origem no ponto K7 e cujos eixos tem

as direcdes dos autovetores ¢; da matriz W

Wo, = Aid; (1.20)

as projecdes do desvio AK sobre estes vetores de base ¢;, U;, sdo chamadas de ‘campos

de escala’. Esses sao combinacées lineares dos desvios AK; e sob renormalizagie mudam
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Figura 1.3: Fluxo da renormalizacdo sobre a superficie critica exibindo a competi¢io entre dois
pontos fixos nao triviais, H7; e HY.

apenas por um fator de escala A;
R(U;) = \U; (1.21)

Um campo de escala U; é dito irrelevante se seu autovalor associado A; é menor que 1,

neste caso resulta

lim R™(U;) =0 ‘ (1.22)

22360

significando que esta direcao é estivel sob pequenas perturbagoes. No caso A; > 1, o
campo de escala U; é dito relevante, sendo esta direcio instével, levando o Hamiltoniano
perturbado a outro ponto fixo. No caso A; = 1, U; é dito marginal, nao tendo estabilidade
definida na aproximagio linear.

Portanto, a situagio dos fluxos de renormaliza¢io no espago de parametros se assemelha
bastante & uma regiao de relevo complexo com vales, planos, morros e bacias hidrograficas.
A superficie critica separa esse espago em diferentes bacias atratoras correspondentes
aos pontos fixos totalmente estaveis H* que determinam as fases do sistema. Sobre a
superficie critica, cada ponto fixo H? tém suas diregoes estavels que sao atraentes e suas

diregoes instaveis que sao repelentes, havendo também diregdes que se assemelham a
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planos, que nao repelem nem atraem. Um Hamiltoniano H§ que se encontra na regiao
estdavel de um determinado ponto fixo H}, serd atraido para este ponto sob sucessivas
transformagoes de renormalizacio, Os expoentes criticos do sistema fisico descrito pelo
Hamiltoniano H§ serdo determinados pelos autovalores da matriz de linearizagdo W,
correspondente ao ponto critico H,. Portanto, a superficie critica fica separada em
diferentes classes de universalidade, cada classe estando associada a um ponto fixo lo-
calizado sobre a superficie critica. Todos os sistemas fisicos cujos Hamiltonianos H§
estiverem na regido estavel do ponto fixo H7, estardo na mesma classe de universalidade

definida pelos autovalores da matriz W,.
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Capitulo 2

Fractais e Multifractais

2.1 Fractais

2.1.1 Introdugao

Nos ultimos anos tem sido reconhecido que muitas estruturas presentes em diversas
dreas da fisica possuem uma geometria bastante complexa, onde os conceitos usuais
de dimenséo, comprimento, area e volume necessitam de uma maior elaborago formal
[64,65,30,66,67,68]. Dentre os vérios exemplos podemos citar os agregados obtidos por
processos de difusdo limitada, superficies adsorventes e fraturas em materiais submeti-
dos a tensoes [30,66,67,68]. A palavra fractal, derivada do latim fractus que significa
irregular ou fragmentado, foi introduzida por B. B. Mandelbrot [64,65] para denominar
essa classe de objetos com formas complexas e que possuem, em geral, dimensoes nao
inteiras.

Um exemplo simples que ilustra como surgem essas dimensbes néo inteiras pode
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ser dado pelo fractal Sierpinski Gasket (SG). O processo de construgao desse fractal
é mostrado na figura (2.1-a). A primeira etapa da constru¢do (n = 0) constitui-se de
um tridngulo de massa M e lado L = 1. Na segunda etapa, toma-se trés réplicas do
tridngulo da etapa n = 0, dispondo-os de tal maneira a formar um tridngulo de massa
3M e lado L = 2. Repetindo-se este processo um niimero infinito de vezes resulta no
fractal SG. Definindo a densidade do objeto que constitui o estagio n do processo de

construgao por

M,
Pn = 'z{ (21)

onde M, é a massa total do objeto no estédgio n e L, é uma dimensao linear (o com-
primento linear do lado do objeto) caracteristica desse mesmo estégio, essa densidade
apresenta um comportamento como fungao do comprimento L, como mostrado na figura
(2.1-b).

Desse grafico podemos inferir que :
¢ p, decresce monotonamente com o aumento de L.
o p, decresce segundo uma lei de poténcia do tipo p, = ALZ.

A amplitude A da forma funcional dessa lei de poténcia depende da nossa escolha das
unidades de M, e L,. Por outro lado, a informacao principal, que é aquela que diz
respeito unicamente ao processo de formagao do objeto fractal, estd no expoente z, que
para o fractal SG, conforme vemos na figura, vale £ =In3/1n2 — 2.

Nos objetos regulares como segmentos de reta ou objetos planos, o comportamento
da massa com um comprimento caracteristico tem em geral a forma M = ALe M = AL?
respectivamente para um objeto retilineo e para um objeto plano. Portanto, seguindo

uma analogia com estes casos, definimos a dimenséo fractal dy do Sierpinski gasket por

M, = ALY (2.2)
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LA L

n=0 n=1 =2

(a)

pﬂﬁ

3/4 |
9/16 |

27/64 b
81/256 |

(b)

Figura 2.1:
gasket.
logaritmicas.

(a)-Primeiros estigios no processo de construgdo do fractal Sierpinski
(b)-Comportamento da densidade p como fungdo do comprimento L em escalas
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e conseqlentemente
pn= ALY (2.3)
Concluimos entao, que o fractal SG possui uma dimenséo fractal dada por

In3
di = x = — =1 .
f=x+2 no , 08 (2.4)

que é uma dimenséo intermediéria entre as dimensées de um segmento de reta (d = 1)
e de uma figura plana (d = 2), que sio objetos com formas regulares descritas pela
geometria euclidiana. Portanto, podemos dizer que o fractal Sierpinski gasket é mais
‘volumoso' que um segmento de reta, porém nao chega a ocupar uma &rea finita no
espaco bidimensional no qual estd imerso, ja que possui dimenséo menor que 2.

Uma caracteristica comum a todos os objetos fractais € a invaridncia de escala.
Considerando o conjunto de pontos que forma um fractal imerso em um espago d-

dimensional, podemos definir uma funcao de correlagao ¢(r) por

o) = 5 3 o7+ 7)) (2.5)

onde p(f) é a densidade local no ponto 7, ou seja, p(¥) = 1 se o ponto 7 pertence ao
fractal e p(#) = 0 no caso contrario, e N é o nimero total de pontos que compGem
o fractal. Essa funcao de correlagio fornece a probabilidade de que dots pontos no
espaco separados pelo vetor 7 pertengam simultaneamente & estrutura do fractal A
invariancia de escala se manifesta na fungao de correlacio de um objeto fractal através
de sua invaridncia, a menos de um fator de proporcionalidade, sob mudancas de escala,
ou seja

e(br) ~ b7“¢(r) (2.6)

onde b é um fator de mudanca de escala e w é um nimero nao inteiro entre 0 e d. A
invariancia de escala pode ter como consequéncia a auto-similaridade : partes do objeto

fractal, quando ampliadas por um fator de escala apresentam um aspécto similar ao
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préprio objeto fractal do qual foram destacadas. Essa auto-similaridade € nao trivial,
diferentemente da que ocorre, por exemplo, em uma reta. A auto-similaridade nao trivial
e a dimensionalidade fractal estdo intimamente relacionadas. Em geral, um objeto com
dimensao fractal possui volume nulo no espago no qual esta imerso {com excessao dos
fractais ‘gordos’ [67,68]), isso significa que sua estrutura geométrica deve possuir grandes
regides vazias (buracos) com difimetros comparaveis ao préprio tamanho do objeto. A
presenca destes buracos em todas as escalas de comprimento estd na origem da auto-

similaridade nao trivial.

2.1.2 Geometria Fractal

Um procedimento simples para se determinar a dimensao de um objeto fractal pode ser
resumido nos seguintes termos : Seja L um comprimento linear caracteristico do objeto
em questfio que se encontra imerso em um espago d-dimensional. Cobrimos o volume
desse objeto com pequenas caixas hiper-citbicas de lado I (I << L), e volume . Seja

N(LL) o nimero minimo dessas caixas necessario para se cobrir todo o volume deste

objeto. Definindo
!
L ki

€

il

2.7)

isto é, o tamanho das caixas expresso em termos do comprimento caracteristico do

objeto, o mimero N(LL) s6 deve depender de ¢, ou seja
N(,L)= N(e) . (2.8)

Adotando uma resolucao cada vez mais fina (limite ¢ — 0) assumimos o seguinte com-

portamento assintético para N(e) :

N(e) ~e¥ | (2.9)
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onde d;, por defini¢ao, é a dimensio fractal do objeto. Logo, a dimenséo fractal sera

dada por
(2.10)

Esse modo de definir a dimensao fractal, originalmente denominada dimenséo de
capacidade, tem maior apelo intuitivo, havendo, nao obstante, outras definicdes de
aplicacio mais geral e de malor rigor matematico [69]. Essas diferentes definigdes
fornecem, em um grande niamero de casos, o mesmo valor da dimensao fractal.

Quanto aos processos pelo qual podemn ser formados, os objetos fractais podem ser
classificados como deterministas ou aleatérios. Os fractals deterministas sao aqueles
que podem ser construidos seguindo um algoritmo determinista, como ¢ o caso do Sier-
pinski gasket apresentado anteriormente e dos outros exemplos mostrados na figura
(2.2). No caso dos fractais aleatérios o processo de construgao envolve alguma variavel
aleatéria, como é o caso dos agregados construidos por um processo de crescimento onde
estao envolvidas particulas que se deslocam aleatoriamente no espaco (random walks).
Alguns exemplos de fractais aleatérios sio mostrados na figura (2.3). Os fractais de-
terministas satisfazem exatamente a invariancia de escala e & auto-similaridade. Nos
processos fisicos as flutuagdes estao sempre presentes e ndo levam a estruturas com per-
feita simetria, por isso, os fractais encontrados na natureza sao sempre aleatérios e sua

auto-similaridade ndo é exata, sendo satisfeita somente em um sentido estatistico.

2.1.3 Redes Hierarquicas

Dentre os fractais classificados como deterministas, uma classe que tém sido bastante
utilizada em fisica para o estudo de diversos modelos magnéticos é a classe das redes
hierdrquicas [31]-[46]. O processo de construgéo das redes hierdrquicas, bem como dos
fractais deterministas em geral, pode ser visto de duas maneiras diferentes. Na primeira,

chamada agregacdo, em um primeiro passo, um numero n de ligagées (uma ligacao é
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=3

Figura 2.2: Alguns exemplos de {ractais deterministas : (a) Uma curva de Koch, (b) Uma
curva de Peano, (c) Um ‘ramo de arvore’
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(b) (c)

Figura 2.3: Exemplos de fractais aleatdrios : (a} Um finido se difundindo em um meio poroso,
(b} Um cluster percolante em uma rede quadrada, (¢) Um aglomerado (DLA) produzido por
particulas em difusio.
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a hierarquia zero do processo de construgdo) sdo dispostas de maneira a formar um
bloco tnico, que é a célula basica (bloco de hierarquia um) do processo. No préximo
passo n células basicas sao dispostas de maneira andloga aquela do primeiro passo e
assim sucessivamente, n blocos de hierarquia & — 1 séao dispostos de maneira analoga &
disposigao das higagdes na célula bésica para formar o bloco de hierarquia k. No limite
k — oo resulta uma rede hierarquica.

Uma segunda alternativa para se ver o processo de construgo das redes hierarquicas
é chamada minieturiza¢do, onde cada etapa de construgao é vista como uma ampliagao
da etapa anterior, permitindo revelar detalhes que antes eram invisivels. Assim, uma
ligagdo é interpretada como uma visdo com um minimo de detalhes de toda a rede
hierdrquica, a proxima etapa € vista como uma ampliagio da etapa anterior que revela
alguns detalhes internos da constituicao da rede. Esse processo pode ser iterado um
nimero arbitrario de vezes até que no limite de um ndmero infinito de iteracoes a rede
pode ser vista com toda sua riqueza de detalhes internos. Na figura (2.4) mostramos
alguns exemplos de redes hierarquicas.

Em geral, a célula basica de uma rede hierarquica ndo precisa ser constituida apenas
de sitios e ligagdes [34]. As redes hierdrquicas que estdo nesse caso sao chamadas de
redes do tipo ligagBo (como nos exemplos (a) e (b) na figura (2.4)). Dentre as redes do
tipo ligacao, estdo aquelas que se constituem apenas de ligagdes em série e em paralelo
(como no exemplo (b) da figura (2.4)) : chamadas de redes do tipo Migdal-Kadanoff (ou
tipo Diamante). Podemos no entanto, construir redes hierarquicas cuja célula bésica é
um outro objeto, como por exemplo, um tridngulo, caso esse que resultard no fractal
Sierpinski gasket (figura (2.1-a)).

As redes hierarquicas, em geral, ndo apresentam a simetria translacional que € uma
caracteristica essencial das redes de Bravais. Sendo assim, os sitios das redes hierdrquicas

ndo sdo todos equivalentes entre si, como ocorre nas redes de Bravais, havendo casos
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(a) -

b

n=0 n=1 n=>2
©
(b) — -
n:o n:]. n:2

Figura 2.4: Exemplos de redes hierdrquicas (a) Rede da ponte de Wheatstone, (b) Rede
diamante




34

onde urn deterrinado sitio se conecta, no limite termodinamico, a um namero infinito
de outros sitios primeiros vizinhos. Esse tipo de caracteristica topoldgica das redes
hierarquicas torna dificil, sendo impossivel, que sistemas definidos em redes hierdrquicas
possam modelar um sistema fisico real, como um ferromagneto natural. No entanto,
as redes hierdrquicas possuem a invaridncia de escala ndo trivial, que é uma simetria
intrinseca aos objetos fractais. Modelos definidos em redes hierdrquicas constituem
uma vasta fonte de problemas exatamente soltiveis que, se definidos em redes de Bra-
vais, seriam de dificil tratamento. Esses problemas exatamente soliveis apresentam
uma variedade de comportamentos criticos interessantes, fornecendo informagoes 1m-
portantes para o estudo de sistemas com muitos graus de liberdade. Além disso, alguns
formalismos de Grupo de Renormalizagao que fornecem resultados aproximados em re-
des de Bravails tornam-se exatos quando aplicados ac mesmo sistema definido em uma
rede hierdrquica convenientemente escolhida [47).

Dois pardmetros importantes na caracterizacdo das redes hierarquicas sao o ntimero
de agregagao ¢, que é o numero de ligagdes que constituem a célula basica e a distancia
quimica b entre as duas raizes da rede (as raizes de uma rede hierarquica sao os sitios pre-
sentes na primeira etapa de construgio), que é definida como o numero de ligagdes con-
tidas em um caminho mais curto entre essas duas raizes. Em termos desses parametros

a dimensao fractal de uma rede hierdrquica pode ser definida por {35]

Para as redes mostradas na figura (2.4), esses parametros valem g =5eb=2,eg =4

e b = 2 para a rede da ponte de Wheatstone e para a rede diamante respectivamente.
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2.2 Multifractais

2.2.1 Introdugao

O formalismo dos multifractals esta intimamente relacionado aos processos fisicos cujo‘
comportamento € determinado pela distribui¢ao espacial de alguma quantidade escalar
sobre um objeto suporte. Como exemplos podemos citar : # sistemas cadticos onde se
pode definir uma probabilidade de visitagao distribuida sobre as regides de um atrator
estranho [48,49,50,51], e sistemas de agregacio por difusio [52] onde se pode definir
uma. distribuicio de probabilidades sobre a superficie onde as particulas estao se agre-
gando, fornecendo em cada ponto a probabilidade de que a préoxima particula se agrege
nesse ponto, e sisternas magnéticos como os ferromagnetos de Ising [43,44,45] e de Potts
[46] e vidros de spin [45] definidos em redes hierarquicas onde existe uma distribuigéo
de magnetizacoes definida sobre um perfil da rede, ¢ fluxos turbulentos [50,55] com
a distribuicho das regives dissipativas, e ® redes de resistores diluidos [56] e suas flu-
tuagOes de resisténcia. Nestes sistemas, algumas regides podem desempenhar um papel
mais importante que outras no processo fisico envolvido. Por exemplo, em um sistema
turbulento, existem regioes de grande dissipagio de energia, enquanto que em outras
regides essa dissipagio praticamente nao ocorre.

O conceito de medida multifractal se refere aquelas medidas que apresentam um
namero infinito de diferentes tipos de singularidades. O termo multifractal expressa
a idéia de que esse tipo de distribuigdo espacial se espalha sobre o objeto suporte de
tal maneira que esse se particiona em diferentes conjuntos fractais entrelagados, cujas
dimensdes fractais constituem um espectro de indices que caracteriza a complexidade
da estrutura resultante da combinagio suporte-medida. As dimensées fractais dos dife-
rentes conjuntos que compoem a partigio definida sobre o suporte podem ser rela-
cionadas aos diferentes tipos de singularidades presentes na distribui¢iio da medida.

Esses diferentes tipos de singularidades, por sua vez, estdo relacionados a importéancia
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que cada conjunto fractal desempenha no processo fisico envolvido.

2.2.2 Caracterizagdo de medidas multifractais

A simples atribui¢io de uma dimenséao fractal a um objeto multifractal ndo é suficiente
para caracterizar a sua estrutura de singularidades, havendo a necessidade de se dividir
o objeto suporte sobre o qual estd definida a distribuigdo em diferentes subconjuntos
com dimensées fractais dadas em fun¢éo do tipo de singularidade que neles ocorrem.
Esse processo de andlise serd discutido & seguir.

Seja L. umn comprimento lnear caracteristico do objeto que serve de suporte para
a distribui¢do escalar, suporemos que este suporte se encontra imerso em um espago
d-dimensional e chamaremos indistintamente de medida a qualquer distribui¢ao escalar
(positiva e devidamente normalizada) definida sobre este suporte. Cobrimos o volume
do suporte com uma rede de caixas hiper-clibicas d-dimensionais de lado | << L, e
definimos ¢ = [/ L, o comprimento linear das caixas expresso em termos do comprimento
do suporte. A cada caixa hiper-ctbica associamos um indice ¢, chamamos de F; a porgao
da medida contida dentro dessa caixa e denotamos por {F;} o conjunto dos valores de
P; # 0 V i. Discutiremos aqui dois modos equivalentes de se caracterizar os objetos

multifractais, o das dimensoes generalizadas e o do espectro f(a).

2.2.2.1 Dimensoes generalizadas

Definimos, a partir do conjunto da medida {P.}, as somas

Xq(€) = ZP,—" —c0<g< oo (2.12)

A dimensao generalizada de ordem ¢, D, [49], é definida pelo comportamento assintético

da soma x,(¢) no himite € — 0

linil) Xql€) ~ =10 (2.13)
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Variando-se o parametro ¢ de —oo a oo, diferentes subconjuntos de {F;} irao ter uma
contribuigdo dominante sobre a soma x,(€); no limite ¢ — 0o o maior dos P;, Pz,
contido em {P;} ird dominar a soma x(¢€) fazendo com que D, corresponda a regiao
do suporte onde a medida esta mais concentrada. No outro extremo, € — —oc, D_,
corresponde a regiao do suporte onde a medida é mais rarefeita. Portanto o parametro
g seleciona diferentes regides do suporte onde esta concentrada a por¢ao da medida que
ira ter uma contribui¢do dominante sobre a soma x,(¢€).

Para ¢ = 0, a soma x,(¢) fica
xo{€) = > 1= N(e) ~ % (e = 0) (2.14)

onde N(e) ¢ o mimero minimo de caixas de lado € necessarias para se cobrir todo o
suporte, e portanto ds é a dimensao fractal do suporte da medida. Pela definicao dada

anteriormente resulta ainda yo(e) ~ ¢ (e — 0), e portanto
Dy =ds . (2.15)

Para um fractal comumn vale D, = Dy Vq.

O comportamento assintdtico de x,(e) para ¢ — 1 fornece
X(6,¢g—=1)>1+(g—1))_ PInP,=1-(g—1)5(¢) (2.16)

onde S(e) é a entropia associada ao processo que gera a medida {P;}. Usando ainda
que Y (e = 0,g = 1)~ le=101 pesulta

S5(e)

D~
" In1/e

(e —=0) . (2.17)

A dimensao generalizada D,, chamada de dimensio de informacio [70} , mede como a
entropia se escala com o In(1/¢) no limite € — 0.

Portanto, a distribuicao multifractal fica caracterizada pelo conjunto infinito de di-
mensbes generalizadas {D,, —o0 < ¢ < oo}, onde cada dimensdao D, estd associada
ao conjunto do suporte onde se localiza a porgio da medida que da a contribuigao

dominante para a soma x,.
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2.2.2.2 Especiro f(a)

Seja N (¢€) o ntimero de caixas cibicas de lado € que contém o subconjunto de {P;} que
fornece a contribuigdo dominante para a soma y,(€). A porcao do suporte contida nesse
conjunto de caixas constitui um conjunto fractal com dimensao fractal f, definida pelo

comportamento assintotico
N,(e) ~ e s (e —0) . (2.18)

Se todas as N, caixas contribuem igualmente para a soma x4, todas essas caixas devem
ter aproximadamente uma mesma medida P; = P, que independe do indice 7. Definimos

o expoente de Holder, a,, que caracteriza o tipo de singularidade nesse conjunto por
P, ~ €™ (e —0) . (2.19)

A eliminacio do pardmetro ¢ no par f, e a, fornece o espectro f(a) da medida multi-
fractal [53,54].
Para g = 0, vale xo(€) = N(e), logo

fo = ds (2.20)

onde ds é a dimensao fractal do suporte da medida. Além disso, resulta f, < fo Vg,
j4 que nenhum subconjunto do suporte pode ter dimensao fractal maior que o préprio
suporte. O espectro f(a) deve ser, portanto, uma fungéo céncava para baixo, definida
entre 0s extremos g, € G_q, € com um valor maximo fume, = ds.

A medida multifractal fica, dentro deste contexto, caracterizada pelo espectro f(«)
que relaciona as diferentes intensidades de singularidades a, com as dimensoes fractals
fs dos subconjuntos do suporte que contém estas singularidades.

Na figura 2.5 mostramos a distribui¢do de uma medida sobre o intervalo [0,1] seguindo
o processo de se dividir inicialmente esse intervalo em trés partes iguais de comprimento

37! e distribuir de maneira homogénea uma fra¢io P da medida no intervalo central e
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uma fragao 1 — P nos intervalos dos extremos. No préximo passo cada subintervalo é
dividido em trés intervalos de comprimento 372, sendo redistribuida a medida em cada
intervalo de maneira anéaloga aquela do primeiro passo . Assim, no primeiro passo, o
intervalo central concentrard uma medida P (um retangulo de altura 3P) e cada inter-
valo dos extremos por sua vez, concentrard uma medida {1 ~ P)/2 (um retangulo de
altura 3(1 — P)/2). No segundo passo o intervalo central concentrard uma medida P?
{(um retangulo de altura 32P?) e assim por diante. Repetindo esse processo um ntmero
infinito de vezes geramos uma medida multifractal distribuida sobre um suporte de

dimensao ds = 1.

2.2.3 Relagao entre o espectro f(a) e as dimensées generalizadas D,

O espectro f(a) e o espectro de dimensées generalizadas D, podem ser obtidos, um
a partir do outro, através de uma transformada de Legendre. Essa conexao pode ser
demonstrada como segue :

No formalismo do espectro f(a) a soma x, é dada por
Xq(€) = Ny(e)Pf ~ e Frem (2.21)
Portanto, como pela definicao da dimensdo generalizada D,, vale também Xo{€) ~
ela~DPe segue que
(¢ —1)D, = qo, — f, (2.22)

Por outro lado, considerando o como uma variavel continua, podemos escrever o com-

portamento assintético da soma x, para € — 0 por
Xo(€) ~ / e 1@da (e = 0) (2.23)

A Integral na expressao acima sera dominada pelo integrando avaliado em ¢, que satisfaz

a condigao
i) | _
da 7 g

d
g-lga = fla)) |o,= 0= (2.24)
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Figura 2.5: Medida Binomial (com P=0,772) como exemplo de medida multifractal definida
sobre um suporte unidimensional. Na figura (2) mostramos as primeiras etapas da construgao
da medida sobre o intervalo [0,1]. Nas figuras (b) e (¢) mostramos o conjunto de dimensdes
generalizadas D, e o espectro f(a) que caracterizam a multifractalidade desta medida.
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que minimiza o expoente de € nesse integrando. Considerando ainda que f, = f(ay),

derivando a equagio (2.22) em relagio & ¢ e usando a equagéo (2.24) resulta

. _ doy  dfy dog  df(ag) day
(g—1)D,=a,+¢ q q_aq-i—qdq_ dar, dq_aq

(2.25)

Portanto, dado o espectro D, passamos da vanavel ¢ para a variavel o realizando a

transformada de Legendre

&, = “diq(l -¢)D,

flog) = (1‘Q)Dq“9;_q(1_9)pq = (1-¢)Dg+ qa,

(2.26)
No sentido inverso, dado o espectro f(«), passamos da varidvel « para a varidvel ¢, pela
transformacéo

q ==
(1-g)D, = flay)—o, L), = fla,) - qga,

df (o) |
doa 1%¥g

(2.27)

2.2.4 Método direto de determinagio do espectro f(a)

A determinagio do espectro f(a) a partir de uma determinada medida {F;} distribuida
sobre um objeto suporte pode ser efetuada de diversas maneiras. Uma alternativa &
calcular o conjunto de dimensdes generalizadas {D,} para um determinado conjunto de
valores do parametro ¢ e, a partir de uma curva suave de (1 — ¢)D, contra ¢ efetuar
uma transformada de Legendre, conforme discutido anteriormente.

Uma segunda alternativa é calcular para cada P; € {P;} o expoente de Holder

__lnR-

Ine

Q

(2.28)

e determinar através de uma contagem direta, quantas caixas de lado ¢ possuem o
expoente de Holder no intervalo entre a e a + da, esse nimero é identificado com N ()

e entao
. In N{a)

fla)= In(1/¢)

(2.29)
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Chhabra e Jensen [57,58] desenvolveram um método de determinagéo do espectro
f(a) que tem se mostrado bastante preciso e de rapida computagiio. Nesse método
definimos uma familia de medidas {{x(g)}}, sendo que na medida {u(q)}, a medida

local na caixa de indice ¢ € definida por

'P:'q
P

1ilg) = (2.30)

Em geral uma medida distribuida sobre um objeto suporte se concentra em um unico

subconjunto do suporte chamado suporte tedrico da medida , ou seja

c—0

lim $° PP =1 (2.31)

onde {P,-(ST)} denota a medida contida sobre o suporte teérico da medida. A dimensdo
do conjunto suporte teérico da medida {P;} é dada pela dimensao de informagao [71]

P.lnP
4 = lim =125

e—0 Ine

(2.32)

que ja identificamos com a dimenséo generalizada D). Neste novo método de com-

putagio do espectro f(a) define-se f, pela dimenséo do suporte tedrico que concentra

a medida {u(q)}

f, = lim 2@ @)

e—0 lne

(2.33)

enquanto que o expoente de Holder a, € definido pelo valor médio do expoente de Holder

a; (P; ~ €*) com respeito & medida {u(q)}

. Y pilg)In P
ag = {@),, = lim =2 =

(2.34)
Portanto, podemos resumir este método pelo simples algoritmo dado abaixo :

1. Partindo-se da medida original {F;} define-se, para um determinado conjunto de

valores do parametro g, a familia de medidas {u:{q)}.

2. Realiza-se as somas 3_; ¢i(g) In g;(¢) e 375 p.(¢) In P;.



43

3. Os dois passos acima devem ser realizados para diferentes valores do comprimento
da caixa €. Plotando essas somas em funcao de In e, resulta em retas cujas declivi-

dades fornecerdo as variaveis f, e a,.
4. A eliminagdo do parametro ¢ entre essas variaveis fornece o espectro f(a).

Esse procedimento sera ilustrado quando calcularmos o espectro f(«) na distribuigao

de magnetizagoes locais no sistema aqui estudado,
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Capitulo 3

Antiferromagneto de Potts em uma Rede

Fractal : Estudo de uma Fase Nao Usual

3.1 Introdugao

Nesse capitulo estudamos um sistema que apresenta uma fase nio usual com decai-
mento algébrico das correlagdes, conforme proposto por Berker e Kadanoff [6]. Inici-
amos fazendo uma digressdio sobre o trabalho original de Berker e Kadanoff onde essa
fase fo1 oniginalmente proposta. Apds essa discussao, definimos o sistema por nds estu-
dado, qual seja, o antiferromagneto de Potts (AFP) definido em uma Rede Hierdarquica
(RH) bipartida. A escolha da RH por nds utilizada esta justificada na secio 3.4, onde
exibimos, variando a dimensio fractal da RH, o surgimento de um ponto fixo atrator
da renormalizagdo que estd associado a fase nao usual. Na secao 3.5 demonstramos o

decaimento algébrico, ao longo da fase nao usual, das correlagbes entre os spins locali-
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zados nas raizes da rede. Calculamos tambeém o expoente critico np associado a esse
decaimento.

Nas segoes seguintes, estudamos diversas grandezas associadas ao sistema. Iniciamos
por obter equagoes de recorréncia exatas que nos permitem definir a magnetizagao local
de cada sitio da rede em qualquer hierarquia e temperatura. Dessa forma, obtemos
uma expressiao exata para o parametro de ordem do sistema e estudamos seu com-
portamento com a variagdo da temperatura e da hierarquia da rede. A distribuigdo
de magnetizagdes locais definida sobre um caminho mais curto entre as raizes da rede
apresenta, conforme demonstramos na segio 3.8, um carater multifractal. Os espectros
f(a) dessa distribuicdo na temperatura critica e na temperatura do atrator da fase nao
usual sdo obtidos.

A energia interna, o calor especifico € a entropia do sistema sio obtidas nas segoes
3.9, 3.10 e 3.11. Essas funcdes termodinimicas sdo calculadas analiticamente, sendo
expressas como fungdes da temperatura. Finalmente, na se¢do 3.12, fazendo uso de
expoentes criticos exatos obtidos nas se¢oes anteriores (que nos permitiram verificar a
validade da relagio de hiperescala), e supondo validas as relagbes de escala de Fishere de
Rushbrooke, obtemos o expoente 7, associado ao decaimento algébrico das correlagdes

na temperatura critica do sistema.

3.2 Origem da Fase nao Usual

A idéia de uma fase nao usual a baixas temperaturas onde o comprimento de correlagio
é infinito, e portanto onde a fungao de correlagio decai algebricamente com a distancia,
foi primeiro apresentada por Berker e Kadanoff [6]. Segundo esses autores, sistemas com
estado fundamental complexo, ou seja, sistemas com entropia por particula a tempe-

ratura nula diferente de zero, podem apresentar essa fase ndo usual a baixas tempera-

turas. Uma outra caracteristica dessa fase é que o ordenamento do sistema, caso exista,
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Figura 3.1: Quatro sitios destacados de uma rede hipercibica. Os sitios 01 e 03 (03 e 04) estao
na subrede A (B). As outras ligagdes desses sitios com o restante da rede nao sio mostradas.

deve ser nao trivial. Berker e Kadanoff verificaram esse tipo de comportamento no mo-
delo de Potts com acoplamento antiferromagnético (AF) definido em redes hiperciibicas.
Para esse fim, eles utilizaram a aproximacao de Migdal-Kadanoff {72] em um Grupo de
Renormalizacdo (GR) a um pardmetro, cuja transformagio apresenta um ponto fixo
atrator localizado & uma temperatura finita (ndo nula). O surgimento desse ponto fixo
atrator pode ser entendido conforme o esquema que apresentaremos a seguir.

Suporemos o AFP com ¢ estados definido em uma rede hipercibica com N sitios.
Essa rede possui a propriedade de ser bipartida, ou seja, pode ser dividida em duas
subredes que se interpenetram, subrede A e subrede B, de tal forma que os N/2 sitios
de uma subrede possuam como primeiros vizinhos somente sitios da outra subrede. Na
figura (3.1-a) isolamos quatro sitios dessa rede dispostos como em uma cadeia linear. As
ligagdes desse sitios com o restante da rede néo serdo levadas em conta neste raciocinio,
fato esse que nao alterara qualitativamente nossas conclusdes.

Nessa figura mostramos tambem o resultado de um procedimento de GR (dizimagéo)
que, através de um trago parcial sobre N/2 sitios da rede, resulta em uma rede renorma-
lizada com apenas N/2 sitios. Essa transformacao, aplicado aos quatro spins mostrados,
transforma os spins o, e 04 em primeiros vizinhos (fig. (3.1-b)).

O acoplamento entre spins primeiros vizinhos em um AFP requer que, a temperatura
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nula, esses estejam em estados diferentes. Para os quatro spins mostrados na figura (3.1-
a) e para valores fixos de o, e g4 existemn N; = (g—1)(g—2) configuragdes que admitem
o, =04, Np=14(g—1)(g — 2) configuragdes que admitem o; # o4, para um sistema
com ¢ estados.

Consideremos o caso ¢ = 2 (modelo de Ising). Das definigées dadas acima, vemos que
N;y=0e Np = 1. Esse caso é um exemplo de sistema com entropia residual (entropia
por particula & temperatura nula) igual a zero, ja que s6 existem duas configuragoes
possiveis no estado fundamental : todos os spins da subrede A no estado ‘0’ e todos os
spins da subrede B no estado ‘1’ ou vice-versa. Concluimos que para esse sistema, a
temperatura nula é um ponto fixo da renormalizagao, pois spins que se tornam primeiros
vizinhos apds a renormalizagio tém probabilidade zero de estarem no mesmo estado,
continuando, portanto, a respeitar o critério do estado fundamental.

Consideremos agora o caso ¢ > 2. Esses sistemas apresentam entropia residual nio
nula gragas ao numero infinito de configuragoes possiveis que satisfazem ao critério do
estado fundamental. Voltando & figura (3.1) vemos que a temperatura nula ndo é mais
um ponto fixo da renormalizagao, pois agora 0s spins o} e ¢4 se tornam primeiros vizinhos
com probabilidade n@o nula de estarem no mesmo estado. Apos a renormalizagao, o
sistema ainda possui um carater AF pois a probabilidade de que este assuma uma
configuragio com o) # ¢4 € maior que a probabilidade para o, = 04, mas néo esta mais
4 temperatura nula onde necessariamente deve valer o, # 0y.

Os diagramas de fluxo de renormalizacéo para os dois casos citados anteriormente
sao mostrados na figura (3.2). Para o caso do sistema com entropia residual nula (fig.
(8.2-a)), existe uma dimens&o critica d,, acima da qual o sistema apresenta dois pontos
fixos atratores e um ponto fixo repulsor (ponto critico C). Um ponto fixo atrator esté a
temperatura infinita e corresponde & fase paramagnética do sistema (ponto P). O outro

ponto fixo atrator esta & temperatura zero e corresponde a fase AF do sistema, onde
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Figura 3.2: Diagramas de fluxos para os casos de (a) entropia residual nula (so = 0) e (b)
entropia residual nio nula (sp # 0).

spins primeiros vizinhos estao em estados diferentes (ponto AF'). Para o caso de entropia
residual nao nula (fig. (3.2-b)), existe uma dimensdo critica abaixo da qual o sistema
sO apresenta a fase paramagnética (ponto P), como no caso anterior. Aumentando
a dimensdo do sistema aumenta-se também a conectividade entre spins distantes, o
que acarreta uma diminui¢io no numero total de configuragées do estado fundamental.
Assim, acima da dimensao critica, o fluxo de renormalizagio apresenta dois pontos fixos
atratores, um correspondendo a fase paramagnética e o outro (ponto AF) localizado
4 uma temperatura finita (nfo nula) correspondendo & uma fase n&o usual a baixas
temperaturas.

Durante o processo de renormalizacao o comprimento de correlagao ¢ se transforma
como £ ' = £/b onde £ ' é o comprimento de correlagao da rede renormalizada e b
¢ o fator de renormalizagao para os comprimentos. Portanto, em um ponto fixo da
renormalizacio deve valer £ = 0 ou £ = oco. O primeiro caso (£ = 0) é geralmente
associado a temperatura infinita e & temperatura zero onde os spins est ao sem correlagao
entre si. O segundo caso ({ = oo) é geralmente associado a temperatura critica do
sistema onde este fica sujeito a violentas flutua¢bes de longo alcance. Na fase nio usual
dominada pelo atrator AF o sistema visita as diferentes configuracées nas quais spins

primeiros vizinhos tém maior probabilidade de estarem em estados diferentes, ficando
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sujeito a flutuagoes anadlogas aquelas que ocorrem em um ponto critico. Ao longo de
toda essa fase o comprimento de correlagho € infinito e a funcéo de correlagio decai
algebricamente com a distdncia com um expoente 1 determinado no ponto fixo AF.

Esse trabalho de Berker e Kadanoff originou um grande interesse no estudo do AFP
com ¢ > 2. Em particular, uma questdo que tem sido mais abordada é a que se
refere ao ordenamento dos spins na fase nao usual a baixas temperaturas. No AFP
com ¢ = 3 definido nas redes quadrada e ciibica, essa questdo tem sido abordada por
diferentes métodos com predominancia do método Monte Carlo (MC). Para o caso da
rede quadrada, varios trabalhos [9,11,12,13,17,22] indicam que o sistema néo apresenta
uma fase a baixas temperaturas, estando a temperatura critica T, em T = 0. No
caso da rede cibica, varios trabalhos fornecem uma temperatura critica nao nula {7,15,
16,18,20,21,22,24], abaixo dessa temperatura critica, as simulacées MC [7,16,21,22,24)
sugerem a existéncia de uma fase ordenada. O tipo de ordenamento nessa fase recebeu
o nome de BSS (do inglés Broken Sublattice Symmetry) (quebra de simetria de subrede)
e consiste em uma distribuigao dos estados em que uma subrede tem a maioria dos spins
no estado ‘0’ enquanto que a outra subrede tem igualmente distribuidos os estados ‘1’
e ‘2. Os resultados de MC para o caso da rede clibica ndo se mostram conclusivos
com respeito a afirmagio da existéncia de uma fase do tipo Berker e Kadanoff. A
questdo do ordenamento a baixas temperaturas apresenta resultados discordantes. Em
particular, 1. Ono 18] defende que o sistema néo apresenta nenhum ordenamento a
baixas temperaturas. A questdo do decaimento algébrico das correlagbes é raramente
abordada nestes trabalhos. Wang et al [22] sugerem fortemente que, apesar de haver
ordem de longo alcance, o comprimento de correlagio diverge ao longo de toda a fase a
baixas temperaturas, chamando aten(_;e'iorpa.ra. o fato de que essa conclusao necessita de
maiores esclarecimentos.

Para o caso do AFP definido em redes fractais, existem trabalhos usando GR que
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indicam a presencga de um ponto fixo atrator & uma temperatura finita (néo nula), como
fora sugerido por Berker e Kadanoff. Nos fractais Sierpinski carpet e Sierpinski pastry
shell [27], as transformagdes de GR a dois parAmetros na aproximagio de Migdal e
Kadanoff (que néo é exata nessas redes) exibem um ponto fixo atrator nio usual. Nas
redes hierdrquicas tipo diamante (28], as transformacdes de GR sao exatas e exibem
também um ponto fixo atrator nao usual para uma dimensio fractal acima de uma
dimenséo critica d.(¢) dependente do niimero de estados ¢. No fractal Sierpinski gasket,
o modelo de Ising AF, devido a frustragéo, apresenta entropia residual néo nula. Para
esse sistema [29] as transformacdes de GR exatas também exibem um atrator nio usual.
Nesse trabalho, os autores demonstraram exatamente que a fungao de correlacao decai
algebricamente com a distancia aoc longo de toda a fase a baixas temperaturas. Em
nenhum desses trabathos em fractais, a fase associada ac atrator nio usual foi estudada
em detalhe. Nesse nosso trabalho, estudamos um sistema em uma rede fractal onde
exibimos o surgimento do ponto fixo atrator nio usual e, com o intuito de caracterizar
a existéncia de uma fase do tipo Berker e Kadanoff, estudamos diversas grandezas

termodinamicas associadas & fase correspondente a esse atrator.

3.3 O Modelo

Estudaremos o AFP com trés estados em uma RH bipartida, do tipo Migdal-Kadanoff,
construida recursivamente partindo-se de uma 1inica ligaggo. Cada hierarquia da rede
é obtida a partir da hierarquia anterior substituindo-se cada ligacao desta dltima pela,
celula basica constituida de dez ramos em paralelo, cada ramo sendo constituido de trés
ligagoes em série, conforme mostrado na figura (3.3). A nossa escolha da célula bésica,
como serd discutido na proxima secao, esté associada & dimensdo critica necessaria para
o surgimento do ponto fixo atrator AF da renormalizagio & uma temperatura finita

(n&o nula). No limite termodindmico (hierarquia — oc) este processo de construcio da
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Figura 3.3: Primeiros passos de construgao da rede hierdrquica. Os sitios da subrede A (B)
estdo representados por circulos (quadrados). Os dois sitios or4 e orp presentes na hierarquia
zero s30 as rafzes da rede hierdrquica.

rede hierarquica, resulta, conforme a equacao (2.11), em uma rede de dimensao fractal

d; dada por
30
7™ n3

=3,095... (3.1)
Além de possuir a propriedade de invariancia de escala, caracteristica das redes
hierdrquicas, esta rede possui ainda a propriedade de ser bipartida em qualquer hierar-
quia. Essa propriedade, como veremos mais adiante, é importante para o estudo de um
sistema de spins antiferromagnético.
Definimos 0 modelo em estudo associando-se a cada sitio s; da RH uma variavel de

Potts ¢; que pode assumir trés estados, que convencionaremos chamar de estados 0, 1

e 2. Spins primeiros vizinhos em uma hierarquia n interagem entre si com acoplamento
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antiferromagnético J, < 0, sendo o Hamiltoniano do sistema nessa hierarquia definido

por

— fH, = 3K, S 6(0i,0;) (K, = J,/kgT) (3.2)
(3)

onde a soma em (i, j) é somente sobre sitios primeiros vizinhos, T é a temperatura

absoluta do sistema e §(c;,0;) é a fungao delta de Kronecker.

3.4 Escolha da Célula Basica e o Atrator AF

A nossa escolha da célula basica da RH foi determinada pelas condigées necessarias
para que o sistema apresente uma fase nio usual para um niumero de estados de Potts
inteiro e maior que dois. O AFP com ¢ = 3 definido em uma rede bipartida € o caso
mais simples com entropia residual ndo nula. A RH onde esse sistema sera definido deve
possuir uma dimensdo fractal acima da dimensao critica necessiria para o surgimento
da fase ndo usual com decaimento algebrico das correlagoes. Em redes fractais do tipo
diamante podemos variar a dimensio fractal de diferentes maneiras : variando-se o
nimero de ramos na célula bésica e/ ou o nimero de ligagoes em cada un desses ramos.
Conforme o trabalho de Qin e Yang [28], variando-se esses pardmetros, para um nimero
de estados de Potts fixo, podemos atingir a dimenséo critica para o AFP definido nessas
redes a partir da qual surge uma fase ndo usual caracterizada, em termos do GR, por
um ponto fixo atrator & uma temperatura finita nao nula.

No nosso problema adotamos, a priori, uma rede cuja célula basica possui ramos
constituidos de trés ligagdes em série, visto ser esse o caso mais simples que resultara
em uma rede bipartida sem ambigiiidade (i.e. uma rede onde um dado sitio pertence
sempre &4 mesma subrede qualquer que seja a hierarquia). Assim, podemos variar a
dimensao fractal da rede mudando o niimero de ramos em paralelo que compdem a
célula bisica. Para isto vamos considerar uma rede andloga aquela definida na iiltima

se¢io, com a diferenga de que consideraremos a célula basica com P ramos em paralelo
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a0 invés de dez como fora definido. Neste caso, no limite termodinamico, resulta numa

rede com dimensao d;(P), dependente do pardmetro P, dada por

In(3.P)
In3

ds(P) = (3.3)

Portanto, ajustando-se o parametro P, podemos variar a dimensao fractal da rede. O

caso P = 10 refere-se a rede definida na primeira se¢io, com a qual iremos trabalhar

durante a maior parte desta tese.
Para analisar o diagrama de fases do sistema estudado, iniciamos por definir, por
conveniéncia, a transmissividade térmica t(K') entre spins primeiros vizinhos [73] dada

por
1 —e 3K

Nessa variavel, o intervalo de temperaturas [0, co) fica reduzido ao intervalo [—1/2,0] :
T =0 corresponde at = —1/2e T=occat=0.
Analogamente, para uma dada hierarquia n definimos t,,, a transmissividade de uma

ligagdo da RH nessa hierarquia, por
1 — ¢~ 3Kn

t —_—
"7 14 2¢~3Ka

(3.5)

O diagrama de fases do sistema é obtido a partir da transformacao de grupo de renorma-
lizagio resultante da eliminagéo, através de um trago parcial, dos spins internos da célula
basica da rede hierdrquica. Dessa forma, partimos da célula basica com 3P ligagdes com
acoplamento K, ou equivalentemente com transmissividade ¢, e obtemos, eliminando os
graus de liberdade internos, uma (nica ligagao com acoplamento K’, ou transmissividade
t’. Impomos a condi¢io de que a funcao de correlagao entre as raizes da rede op4 € opp

seja preservada, o que equivale a impor {74]

Tr{cr.'} eXP(H(t, OCRA,URB, {0’;‘} )) =A exp(H’(tra TRA, URB)) : (36)

onde H é o Hamiltoniano do sistema na hierarquia 1 {célula basica), H' é o Hamiltoniano

do sistema na hierarquia 0 (uma ligacéo), ora € ocrp sdo 0s spins das raizes da rede,
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{o;} representa o conjunto de spins internos (distintos das raizes) que compdem a célula
basica e A é uma constante. Usando a equacio (3.6), obtemos a transformacao que
fornece a transmissividade renormalizada t' em funcao da transmissividade original ¢
3
11— [ i—t ]
1421
() = .—'*'ﬁ._

142 3]

(3.7)

Assim, partindo de uma dada hierarquia n, cujas ligagtes possuem transmissividade
t,,, as transmissividades das hierarquias anteriores podem ser obtidas a partir da trans-
formagao t(t), sendo dadas por t,_; = t'(t,), taz = t(t.1) = t3)(¢,), e assim su-
cessivamente até restar apenas uma ligagdo com % = t™(#,). A transmissividade %,
é denominada transmissividade equivalente entre as raizes da rede, denotada por t%g
[74]. Essa, como veremos na préxima se¢io, estd diretamente relacionada & funcao de
correlacio entre as raizes da rede.

O diagrama de fases do sistema fica entdo definido a partir dos pontos fixos t* da
transformacao #'(t), t* = ¢'(£*). Na figura (3.4) mostramos o fluxo de renormalizagio no
espago t' x t para dois diferentes valores do parametro P, P = 9 ¢ P = 10, ilustrando
o surgimento do atrator AF. Somente nesse pardgrafo usaremos a notacio {395 onde
SUB=p (de paramagnético), ¢ (de critico) ou AF (de antiferromagnético) e SUP=(9)
(para a rede com P=9) ou (10) (para a rede com P=10); nas préximas se¢bes, quando
nos concentrarmos no casc P=10, usaremos apenas os subindices ¢ € AF para t. e t 4.
Para P = 9, ou seja dy = 3, o unico ponto fixo da renormalizagao é t}f’) =0 (T = oo)
e portanto o sistema € paramagnético para todas as temperaturas. Para P = 10 e
portanto dy = 3,0953..., os pontos fixos sao tJ(Jm) = () correspondendo ao atrator da
fase paramagnética, t11% = —0,390... (kgT/3 | J [=0,54...) correspondendo ao ponto
critico do sistema e tf:fn) = —0,477... (kgT/3 | J |= 0,28...) que é um ponto fixo
atrator & uma temperatura finita nao nula e corresponde a fase AF (chamaremos essa
fase a baixas temperaturas de fase "antiferromagnética” (AF) embora esta nao apresente

ordem de longo alcance conforme veremos na segao 3.7) nao usual prevista por Berker e
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Figura 3.4: Plano t' x t e diagramas de fase para as redes com P = 9 e P = 10 mostrando
o surgimento do atrator antiferro a uma temperatura finita nao nula.

Kadanoff. Vemos portanto que a dimensao critica d.(3) para o AFP com 3 estados nesse
tipo de rede esta dentro do intervalo delimitado pelos valores 3 e 3,095. Essa dimenséao
critica pode ser obtida exatamente resolvendo-se o sistema de equagoes t* = ¢t (") e
dt '[dt]:, = 1 {(com t () dado ela extensdo analitica de (3.7) para valores reais de P)
cujas incognitas sdo t* (a temperatura critica) e P. Para o nosso sistema, essas equacgdes
fornecem P = 9,25... {0 que corresponde a d.(3) = 3,025...) e t* = —0,443.... Para
dimensdes maiores que d.(3), ou seja, se aumentarmos o valor de P, o atrator tﬁ{? tende

a —1/2, isto é, a temperatura do atrator AF tende a temperatura zero, enquanto que

o ponto critico t{F) tende a zero, ou seja, a temperatura critica tende a infinito. Vamos
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daqui por diante nos concentrar no caso P = 10, que é aquele onde o atrator AF
estd mais separado de t = —1/2 no diagrama de fases. Vale notar neste diagrama
de fluxos que a temperatura nula, que corresponde a t = —0,5, néo é um ponto fixo
da renormaliza¢ao, sendo renormalizada sucessivamente em dire¢io ao atrator {45 a
medida que aplicamos a transformacao t'(?).

O expoente critico v associado ao comportamento do comprimento de correlagio

na vizinhanga da temperatura critica

En ~ (6tn)_y 1 (38)

onde £, é o comprimento de correlacio na hierarquia n e §t,, = t,, — t., pode ser obtido

diretamente da transformagdo de renormalizacdo t,_5(f,), a saber

€n ( o1, )_"
3= = . 3.9
£R—1 6tn—1 ( )
Portanto
In3
v = T, (3.10}

onde definimos r, = dt'/dt |;,= 1,49 ..., resultando finalmente em v = 2,75.". ..

3.5 Decaimento Algébrico das Correlagoes

Conforme ja discutimos anteriormente, na fase AF o sistema fica sujeito a flutuacgoes
andlogas as que ocorrem em um ponto critico. O comprimento de correlagido diverge
a0 longo de toda a fase e a fungfo de correlacdo entre spins decal algebricamente com
a distdncia. Esse comportamento ja fol demonstrado para o caso do modelo de Ising
AF em um fractal do tipo Sierpinski gasket {29], onde devido & frustragao, a entropia
residual & nfo nula. A seguir, vamos demonstrar, seguindo um procedimento analogo ao
de [29], o decaimento algébrico calculando a fungdo de correlagao entre os spins situados

nas duas raizes da rede hierdrquica.
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Consideremos a func¢éo de correlagao I';; entre os spins o; e o; para o modelo de
Potts com ¢ estados definida por [2]

5(0,‘,0’_?')) -1
g—1

r, = % (3.11)

e definamos 1"54”,)3(1&,1) como sendo a fun¢io de correlagao entre as raizes op4 € ogpp da
rede em uma hierarquia n a uma temperatura correspondente & transmissividade 4,,.

Resulta, portanto, para =3 que

n 3{6(ora,omE))n — 1
1-\( ) L) = )
us(tn) 9

(3.12)

onde (...), denota a média termodindmica tomada na hieraquia n. Na referéncia [74]
Essam e Tsallis demonstram que, para um sistema de Potts definido em um grafo
G com duas raizes Ry e Rp, a fungéo de correlagio entre as raizes I'yp(G) € igual
& transmissividade equivalente ¢y entre estas duas raizes. Portanto, seguindo nossa
notagao, resulta

rh(t,) =t (3.13)

onde tﬁ{‘) = t%5, como j4 foi mencionado, é a n-ésima iteragio da renormalizacio aplicada
a t,.

Expandindo t'(¢,) em torno do atrator AF obtemos

t'(t,) = tap + Aar(ta — tar) (t, ~tar) , (3.14)
onde Agr = dt'/dt |;,,= 0,52.... A iteracfio sucessiva desta equago resulta em
0 = tap 4 Ay p(tn — EaF) (fn >~ tar) . (3.15)

Combinando (3.13) e (3.15) obtemos o seguinte comportamento assintético no limite de

hierarquias muito grandes (n — c0)

Tap = [P54(t) = TG ()] ~ Nipltn — tar) ~ L7 (3.16)
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onde L, ¢ a distdncia quimica entre as raizes da rede hierarquica na hierarquia n (L, =
3"), e o expoente a é dado por @a = ~In A,/ In3. Fica assim demonstrado o decaimento
algébrico com a distancia da fungéo de correlagao entre as raizes da rede ao longo de
toda a fase associada ao atrator t4p.

Definindo o expoente critico n associado ao decaimento da fungéo de correlagéo de

uma forma similar & utilizada em redes de Bravais [2], a saber
T ap(Lap) ~ L5240 Lag — oo (3.17)

onde Lyp é a distancia quimica entre as raizes da rede, obtemos np = —0,51. ... Esse ex-
poente n (daqui para frente 774r) esté associado ao decaimento algébrico das correlagoes
ao longo de toda a fase renormalizada no atrator {4, ou seja para —1/2 <t < t,.
Concluimos das segoes (3.4) e (3.5) que o sistema em estudo possui wma fase nao
usual a baixas temperaturas como aquela prevista por Berker e Kadanoff. Nas préximas
seqoes vamos estudar em detalhe o comportamento desse sistema, e em particular dessa
fase. Calcularemos o parémetro de ordem, discutiremos a multifractalidade das magne-

tizagdes locais e obteremos outras grandezas termodinamicas do sistema.

3.6 Recorréncias para as Magnetizacoes Locais

Durante o processo de construcao da rede hierérquica, & medida que passamos de uma
hierarquia para outra novos sitios sédo criados e portanto novos spins se unem aos ja
existentes para formar o sistema. Uma partigdo natural do conjunto de sitios {s;},
que compoem a rede na hierarquia n € induzida pela propriedade de que cada sitio
teve origem em uma dada hierarquia qualquer entre 0 e ». Denotamos por ! (do inglés
level) a hierarquia na qual foi criado o sitio pertencente ao subconjunto {s;}.: C {s:}n,

portanto

{Sg}n = O{S!‘}n,[ . (318)

=0
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Dessa forma, em uma rede com hierarquia n, as raizes da rede hierdrquica sg, e spp
formam o subconjunto com I = 0, {s;},4=0 = {SRr4, Srp}. Os préximos 20 sitios criados
na hierarquia 1 de uma rede com 10 ramos na célula basica pertencem ao subconjunto
com [ =1, {s;},1=1, € assim por diante até os Gltimos 20.30"! spins criados na propria
hierarquia n, que estéo no subconjunto com I = n, {s;},=n.

Nosso objetivo nesta se¢io é obter um conjunto de equacdes de recorréncia que
nos permita calcular, em uma dada hierarquia n da rede, médias termodinamicas, es-
pecificamente as magnetizagdes locais, dos dltimos spins agregados & rede (portanto
localizados nos sitios com | = n) em fun¢io das médias termodinimicas envolvendo os
spins que ja compunham a rede com hierarquia n — 1, spins estes localizados em sitios
com!=0,1,2,... . n—1.

Com o objetivo de se quebrar a simetria de configuracdes do sistema e obter médias
termodindmicas nao nulas, adotamos o procedimento de fixar o spin da raiz oy da
rede no estado zero. Esse procedimento, além de quebrar a simetria de configuracdes,
permitindo médias ndo nulas, produz uma quebra na simetria entre as subredes. Os
spins da subrede A, que é aquela onde esta localizado o spin fixo no estado 0, e que
estao localizados em sitios relativamente préximos desse spin fixo, ficam com maior
probabilidade de assumir o estado 0, enquanto que os spins da subrede B por outro
lado, ficam com maior probabilidade de assumir, indistintamente, os estados 1 e 2. Essa
quebra de simetria entre as subredes é similar aquela encontrada nos trabalhos usando
MC para o AFP em redes de Bravais. Nessas simula¢des constatou-se, para o AFP
(g=3) na rede cibica, que o sistema apresenta um ordenamento do tipo BSS que, como
jé discutimos, apresenta as caracteristicas de quebra de simetria entre as duas subredes
similar a que foi induzida por nossa condi¢ao de contomo na raiz or,. Como resultado
do processo recursivo de se construir a rede, bem como da condigio de contorno em uma

das raizes, resulta ainda a propriedade de que todos os caminhos mais curtos ligando
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as duas raizes da rede em uma determinada hierarquia sao equivalentes em relagio a
distribuicho de magnetizagdes locais. Todos os spins pertencentes a um subconjunto
{si}ns que possuem a mesma posicdo relativa a uma das raizes da rede possuem a
mesma magnetizagao local.

As equagbes de recorréncia para as magnetizagoes locais serdo obtidas a partir de
um método de Hamiltoniano efetivo que ja foi utilizado em sistemas definidos em redes
hierdrquicas : o ferromagneto de Ising na rede diamante [43,44], o ferromagneto de
Ising na familia de redes hierdrquicas tipo diamante [45] e finalmente, estendendo esse
método para o modelo de Potts, o ferromagneto de Potts na rede diamante [46]. Para
isso, comegamos isolando na rede na hierarquia n (ver figura 3.5) dois spins o e o3
locahzados em sitios primeiros vizinhos com indice | = n. Esses spins estao conectados
ao resto da rede através de ligagbes com os spins y; e u2 que estao localizados em sitios
que devem possuir indices I, ndo necessariamente 1guais entre si, entre ) e n — 1. Em
geral, um dos spins g estd em um sitio com { = n — 1 e o outro esta em um sitio com
le0,n— 2]

Isolando no Hamiltoniano do sistema estes quatro spins obtemos ( para mator sim-

plicidade omitiremos o subindice n da hierarquia)

— BH = 3K[6(, 02) + 601, 92) + (2, 01)] — BHrEsro (3.19)

onde o Hamiltoniano Hpgsto, que representa o resto da rede, ndo envolve os spins oy
e Jg.
Realizando um trago parcial somente sobre os spins diferentes de y;, o, o1 € 09,

definimos o Hamiltoniano efetivo Hgp por

Tro’##l,ﬁmﬂl F2 exp(“ﬁH) = eXP[“B(H](HI s H2, 01, 02) + HEF(P’-I; PZ))] (320)

onde

- ﬂHl = 3]([6([11, 0'2) -+ (5(0'1, 0'2) + 6([12, (23] )] (321)
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hierarquia n-1 hierarquia n

M

H2

Figura 3.5: Representagio esquemadtica das posicdes relativas dos spins o1, o3, f4; e y;. Na
hierarquia n—1 os spins g1 e g7 sao primeiros vizinhos, na hierarquia n a ligacao entre estes spins
é substituida pela célula bdsica. Em um dos ramos ligando os spins p; e g, estdao localizados os
spins 0; e 03.

e Hgr deve ter a forma mais geral dada por
— BHEpr = 3[hib(p1, 0) + hyb(p2,0) + Kgé(p, po) + Ks8(p1,0)6(12,0) + C]  (3.22)

onde ki, h,, Kg, Ks e C sao parametros a serem determinados. Os parametros h;
e hy; podem ser interpretados como campos magnéticos efetivos na diregao do estado
0. Esses, assim como o termo K, tém origem na nossa escolha de quebrar a simetria
do sistema fixando uma raiz da rede no estado 0. A origem do pardmetro Kg é o
acoplamento efetivo existente entre os spins g; € y, devido a ligagfio efetiva entre esses
spins através dos spins onde o trago foi realizado. O parametro C' é um parametro de
normalizacao.

Portanto, a introdug¢io do Hamiltoniano Efetivo parte do pressuposto de que os

parametros hy, hy, Kg, Ks e C sao escolhidos de tal forma que valha a igualdade

Tro#«’l,ﬁz,m,m {eXP(—BH)} = exp[_ﬁ(’Hl + HEF)} (3'23)

que conduz a preservaciio da funcio de partigae do sistema.

Utilizando a identidade

X = (X — 1) 6(i,5) +1 (3.24)
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e aplicando a seguinte transformagio de variaveis

3K _ 142t 3hy _. 142y 3hy _ 1+2f;
[ = € = € =

1-1 1-0 1-12 (3 25)
EBKE — HZrg 631{5 — 1t2rg eSC = A

l1=-KE l=kg

(a variavel t € a transmissividade j& definida) ficamos com

[ 3t t t
e-ﬁ['H1+H£F] = A -13—6(‘&1,0’2) + 1] [3—5(0’1,02) + 1] [I—B—_t‘g(#?,a]) + 1] X
[ 35 3f2 [ 3kg ]
x 1 5( 1,0)+1J [1 f(S(,Ltz,O)-l-l} 1—EE6(#1,#2)+1 x
3
| 60, 06(42,0) + 1] (3.26)
Aplicando uma nova transformagao de variaveis definida por
Tp = 1 H1=;{ﬁ H, = h Tp =22 Ts =i, (3.27)

a expressdo (3.26) resulta na forma simplificada

e PNl = A (3Tp8(p1, 02) + 1][8Tpb(01, 02) + 1] [BTpS(pz, 01) + 1] %
x [3H16(p1,0) + 1] [BH26(p2,0) + 1] [BT6{ a1, 1) + 1] %
x [3Ts6(pu1,0)6(2,0) + 1] (3.28)
Utilizando essa forma simplificada do Hamiltoniano, expressa em termos dos parametros

efetivos, e utilizando a equagao (3.23) calculamos as médias envolvendo os spins situados

em sitios com indices [ < n

rzETr{e~fm} = (Tp, Ty, Ts, Hy, Hy, A)
Z{8(m, 0)) = Tr {8(p11,0)e "} = ¢u(Tp, Te, Ts, Hy, Hy, A)
{ Z{6(uz,0)) = Tr{é 2,0 'ﬁH} = 13(Tp,Tg,Ts, H1, Hy, A)
Z{6(mr, 12)) = Tr {8(sn1, z)e "} = a(Tp, T, Ts, Hy, Hz, A)
| Z(8(p1,0)6(p12,0)) = Tr {6(112,0)8(pi2,0)e "} = 95(Tp, T, Ts, Hy. Hy, A)

(3.29)



63

resultando em

Z = A4+ Q+3H,)+(1+3H)][6+6(1+3Tp)+
+ 6(1 + 3Tp)] + (1 +3T) [¢ +12(1 + 3Tp) + (3.30)
+2(1 + 3Tp)® + (14 3H,) (1 + 3H;) (1 + 3Ts) (2+ '

+ 6(1+3Tp) + (1 +3Tp)*)]}

Z{8(111,0)) = A(1+3H){6+(1+3Tp)[6+6(1+3Tp)+
+(1+3H;) (1 +3Ts)(1+3T5) (6 + (1 +3Tp)*)| + (3.31)
+ 2(1 4+ 3H,) (1 + 3Ts) (1 + 3Tg)}

Z{6(p2,0)) = AL +3H){6+(1+3Tp)[6+(1+3Tp)+
+ (14 3H) (1 +3Ts) (1 +3Te) (6 + (1 + 3Tp)°)| + (3.32)
+ 2(1 +3H1)(1 + 3TS) (1+ 3TE)}

Z{8(pa,p2)) = A(1+3Tg){4+(1+3Tp)[6+
+(1 4 3Tp)*] [2+ (1 +3H:) (1 + 3H,) (1 + 3Ts)] + (3.33)
+2(143H,) (14 3H,) (1 +3T5)}

Z{6(p1,0)6(2,0)) = A(1+3H)(1+3H,)(1+3Ts)(1+ 3T¢) 2+

(3.34)
+6(1 +3Tp) + (1 + 3Tp)’]

Vemos portanto, que as médias termodindmicas sdo fungbes polinomiais das varidveis
Tp,Tg,Ts, Hy, Hy e A, havendo entre elas apenas cinco incégnitas ja que a temperatura,
sendo um dado de entrada a ser fixado por nds, especifica o valor do parametro Tp. Da
mesma maneira podemos obter as médias que envolvem os spins 07 e 0y situados em
sitios com indices [ = n expressas em termos dos parametros do Hamiltoniano efetivo.
Essas, de maneira andloga as médias envolvendo yu; e p, serdo fungdes polinomiais dos

parametros do Hamiltoniano efetivo. Assim, obtemos, por exemplo,

Z{6(01,0)) = Tr {6(01,0)e "} = ¢,(Tp, Tg, Ts, Hy, Ha, A)

(3.35)
Z(6(02,0)) = Tr {6(03,0)e "} = ¢5(Tp, T, Ts, Hy, Ha, A)
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e assim por diante (ver Apéndice A). Invertendo o sistema de equacoes (3.30 a 3.34)
de tal forma a expressar os pardmetros do Hamiltoniano efetivo Tg, Ts, Hy, H, e A
em termos do parimetro conhecido Tp e das médias envolvendo os spins u; e uz (ver
Apéndice B), efetuamos a substitui¢ho desses parametros nas expressoes das médias
que envolvermn os spins 0, e ¢;. Como resultado, obtemos equagoes de recorréncia que
envolvem médias termodinamicas de spins pertencentes a diferentes hierarquias. Essas
equagoes de recorréncia, em contraste com o que ocorre no modelo de Ising na rede
diamante [43,44], envolvem, além das proprias magnetizagoes locals, um tipo de fungao

de correlagao A;; definida entre sitios primeiros vizinhos ¢ e 7 na hierarquia n por

It

Do, = 3(6(0:,0)6(0;,0)) — (8(ai,0;)) (3.36)

Essa fungao de correlagao esta presente também no caso do modelo de Potts ferro-
magnético na rede diamante [46], onde foi primeiro introduzida. Definindo a magne-

tizagao local no sitio ¢, m,,, por

m,, = {6(0;,0)) —1/3 | (3.37)

(em geral define-se a magnetizacio local com um fator 3/2 de tal forma que m(T =
0) = 1, mas aqui, para maior simplicidade n&o incluiremos esse fator) as equagdes de
recorréncia locals entre os spins o7 e o, gerados na hierarquia n e os spins u; e up

gerados nas hierarquias anteriores podem ser expressas como :

( My, = aymy, +bym,, + D, 0,
Moy = GnMyy +0amy, +ealy
Doy = (26, = by + 1)y, + (by + 2¢0) Dy s (3.38)
Byor = (200 — by + 1)y, + (by 4 2¢0)D 4 10

| Dorez = (@n+ 0a)(muy + M)+ dnbyg,

onde 0s pardmetros a,, b,, ¢, e d, 580 fun¢des da temperatura dadas, em termos da



transmissividade, por

q. = nlltin) R
n 2 n — 2
T+t +t T+tn+8] (3.39)
_ 12 (1-12) d = 12 (143, +12~213)
Cn = 32)0F ) % = (122)0F1a+13)
onde t,, obedece & equagao de recorréncia (3.7), qual seja
10
1— d-tg
thy = (]-:ii) 10 (3-40)
142 (1+2t,3,)
Obtivemos também a equagédo de recorréncia
(8(us, 02)) = (8(01,02)) = (6(p2,01)) = €alb(pa, p2)) + f (3.41)
onde definimos
en = bn + 2¢, (3.42)
e
fn=(2a, — b, +1)/3 (3.43)

Essa equagio, como veremos, sera util quando formos calcular a energia interna do
sistema.

De posse dessas equacoes de recorréncia podemos definir o valor da magnetizacao
local de todos os spins presentes no sistema em qualquer temperatura e em gqualquer
hierarquia da rede, bastando para isso que se defina as condigdes iniciais nas raizes da
rede hierdrquica. Como ja partimos do pressuposto que o spin da raiz sgp4 esta fixo no

estado 0, o spin na raiz sgp tera magnetizagao local dada por

_ Tr{é(org,0)exp(3Kob(ors,0))} .

21
= Mygy — Tr{exp(3f‘fg6(JRBv 0)}

3

Wit

1
Mo, - = (3.44)
3
onde fy € a transmissividade da hierarquia zero obtida da equagao de renormalizagao
(3.40). A fungao de correlagio A, , -5, entre spins primeiros vizinhos definida anteri-

ormente fica também determinada pela condigéo inicial, a saber

2(1 + 2ty)
Dopyors = ( 3 s (3.45)
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Dessa forma, para calcular as magnetizagoes locais de todos os spins da rede em uma
hierarquia n e temperatura t,, procede-se da seguinte maneira : Inicialmente itera-se
a equacao (3.40), resultando no conjunto de transmissividades t,,, t,_;,..., . Com o
valor de 1 ficam definidos os valores das condigdes iniciais dadas em (3.44) e (3.45). O
conjunto de equagdes (3.39) fornece os pardmetros para, juntamente com essas condigbes
iniciais, realizar a iteragao sucessiva das recorréncias para as magnetizagoes locais dadas

emn (3.38), resultando nas magnetizagdes, apds n iteracoes, dos spins de toda a rede.

3.7 Parametro de Ordem

O ordenamento do AFP com trés estados definido em redes de Bravais se manifesta,
segundo resultados de MC, em uma quebra na simetria entre as duas subredes, resul-
tando que os sitios de uma subrede ficam, quase que em sua maioria, em um dos trés
estados enquanto gue os sitios da outra subrede assumemn, com igual probabilidade, os
outros dois estados - ordenamento este chamado de BSS. Uma definigio de parimetro
de ordem que leve em conta essa quebra de simetria e que é utilizado em quase todos

os trabalhos sobre o AFP (g=3)(usando o método MC) pode ser dada por {7] :

— (1 2206(0:,0)) = S (6(0:, 00} | + | D _A6(0:, 1)) — D (6(0s, 1)) | +

5 i€A ieB . el
+ I Z O',, 2(6(0172)) l ) (3.46)
€A icB

onde a soma com ¢ € A (¢ € B) é realizada somente sobre os sitios da subrede A (B) e N,
é o nimero de sitios na rede. No nosso problema, como j4 mencionamos, nossa escolha
de quebrar a simetria de configuragdes do sistema fixando o spin de uma das rafzes
da rede induz naturalmente uma quebra de simetria entre as subredes igual & descrita
anteriormente. Tendo 1sto em conta, adotaremos como defini¢éo do pardmetro de ordem
do sistema a mesma utilizada nos trabalhos usando MC, para a qual obtemos uma

expressao exata, derivada a partir das equacgdes de recorréncia para as magnetizacoes
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locais. Para a obtencio deste parametro de ordem no sisterna particular que estamos
estudando devemos usar as equagdes de recorréncia para as magnetizacoes locais e somar
sobre todos os sitios de uma determinada subrede A ou B. Para isso vamos utilizar as
recorréncias locais (3.38) e somar inicialmente somente sobre os spins localizados nos

sitios que foram criados por dltimo durante o processo de construcao da rede (sitios com

[=n)

Z mf-A) = an[ Z zz!“} (B)jl + b,

5i€{s;}ni=n 8€{s; ni=01.. .. n—1

> zf")m,w +

S'E{SJ }n,l:O,l,...,n—]

+10¢y, [ > A,-j] (3.47)

Syy SJE{SL-}n,r=0,1,...,n

onde m( L

§B) é a magnetizagio local em um sitio que pertence a subrede B. Nessas somas zf")

¢ a magnetizagao local em um sitio que pertence 4 subrede A e, analogamente,
m
representa o numero de coordenagio do sitio i na rede de hierarquia n, ou seja, representa
o nimero de ligagdes que se conectam ao sitio 7 nessa hierarquia da rede. A soma em
£y; é sobre as fungbes de correlagio entre todos os pares de spins primeiros vizinhos
existentes na rede com hierarquia n, podendo ser vista também como uma soma sobre
todas as ligacGes presentes na rede na hierarquia n. De maneira analoga, obtemos uma

equagao similar para a subrede B

> m!® = anI: > 2Pm (4)] +b, [ > £MmP | 4

siE‘{sj}n,l:n SEE‘{SJ}n,tzo,l,...,n-- St'E{SJ}n,t:O,I,...,n--]

(3.48)

+106n [ Z A.ij

3i, 8;E{sx ni=01,... n-1

Para simplificar o manuseio algébrico dessas equactes definimos :

OI(QA) = 2556{3;},, 1=0,1,...,n zl'(n}?n'z(A) @&B) = Zst{SJ}n,l:O,],...,n z(“}mgﬂ)

A B
A Esl&{sg}nlgol m( ) MTEB) = Es.e{s, ) SN 'JTI.E ) (3.49)
An = Esnsge{sk}ni’ =0,1, A

Utilizando a relagio

Y m® = MW M (3.50)
Sl'e‘{sj}n,i'=n
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e a analoga para a subrede B, as equagdes (3.47) e (3.48) podem ser reescritas como :

MP - MY = 10{a, 087, + 6,0 + ¢y (3.51)
M® - M = 10[a,0%; + 6.0 + caAuy] (3.52)

onde utilizamos também a relagio 2™ = 102"}, Definindo ;
D, =MW _ pM® (3.53)

obtemos, da diferenga entre as equagdes (3.51) e (3.52) acima, a seguinte equagio de

recorréncia
D, — D,_y =10(an — b)[07, — 0] . (3.54)

A fungao O, pode ser eliminada se utilizarmos a equagao de recorréncia
e = 10012, + oMW — M%) (3.55)

e sua andloga para a subrede B, obtidas das proprias defini¢des de {4 e 0!8 e do fato
de que o ntmero de coordenagao z(™ vale 2 para os sitios com | = n,. Dessa forma,
obtemos

o — ol = 100! -] - 2(D, - D,_,] . (3.56)
Utilizando (3.54) obtemos

B o) _ Du—Da
0,5, - 0.0 = —HIO(G,I =6, (3.57)

Substituindo este resultado em (3.56), obtemos finalmente uma equacio de recorréncia

que envolve apenas a funcio I, a saber

b, —

n—-1 — Onp-3

D, — Dy_y = 10 [b ] (14 2(bpo1 — ap1)] (Due1 — Dua) . (3.58)

Para relacionar esta funcio D, ao pardmetro de ordem M, faz-se necessario utilizar a

nossa condigao de quebra de simetria que implica em

Licalb(0i,0)) = Yien(8(0i,0)) 20 Ticald(on,1)) — Yienl{b(o: 1)) <0
2icald(0i,2)) — Yiep{6{0:,2)) <0 )

(3.59)
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restando ainda a equiprobabilidade entre os estados 1 e 2, que implica em

Zieald(0i,1)) = Tiea{d(0:, 2))

(3.60)
Yien(®(0i,1)) = Ficp(6(0i,2))
Utilizando ainda a condigio
(6(01',0)) + (6(0i, 1)) + (6(0,‘, 2)) =1 Vi 3 (361)

juntamente com (3.59) e (3.60) na definicio de M dada em (3.46), é facil mostrar a
simples relacao

D,
M,=—% , (3.62)

existente entre o pardmetro de ordem definido na equacéo (3.46) e a fungao D, definida
por nds em (3.53). Nesta equagdo N é o niimero de sitios na subrede 4 na hierarquia
n (N = NPY. Vale notar que acrescentamos um subindice n ao parametro de
ordem A ja que sempre devemos pensar nas grandezas definidas em alguma etapa de
construgao da rede hierarquica. Portanto, da equagao (3.58), obtemos uma recorréncia
para M,, a saber

by — an

Mn - r]'n—lM -1 = 10 l ] [1 + 2(bn—1 - an_l)] (Tfn—IMn—l - T’n—2Mn—2) L]

bn-—l — ldp-1

(3.63)
onde definimos , )
T % € Np_g = %ﬁ? (3.64)
Definindo
en=D,—D,_, |, (3.65)
a equacao (3.58) pode ser reescrita como :
€n = 10 (H_—]) [142(byy — apo1)] €ny (3.66)

Iterando essa equagio obtemos

_ n—-1
€, — 107! (b" a“) e [T 14206 —a)] . (3.67)
=1

bl — a3
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e, portanto, voltando a fungao D, resulta em

D, = D, + (D, — D) Zm** ( - )ﬁ (14 2(b; —a;) - (3.68)

bi—ay/ ;o
Utilizando a relacéo entre D, e M, dada em (3.62) obtemos

Ny N

_ N -1
Mn = M+ [N“ M, — SOM(,] 210*- ( ’ “‘) [T +26-a) (3.69)
sn sn sn —a i=1

onde utilizamos também que N = N, /2. O nimero de sitios N,, para a RH que

estamos utilizando é dado por

20 38
Now= 5530 + 55 . (3.70)

Portanto, para uma hierarquia n muito grande, podemos tomar N,, ~ 20(30)"/29
resultando em
20y 1 i1 :'
M, = (10) - [11M; — Mo) 3010 H [1+20b—a;)] .  (3.71)
1=2
Para um ponto fixo da renormalizacéo t* (¢ '(t*) = t*) a equagio acima pode ser escrita

como

29y 1 101 4 2(b" —a”)) —10"(1 + 2(b" — "))
M= () g 0244 = 24 [ 171000 7 205 — o)) } » (@72)

onde a* e b* sdo as fungdes a; e b; calculadas no ponto fixo t*. Portanto, simplificando

essa expressao obtemos paran — oo :

_ 29 14 2(b —a)\"
Mn = (10[10(1 T2 - a) 1]) (LM, — 24 ( 3 ) (3:73)

Nessa expressao podemos ainda substituir o termo 11M; — M, em termos da transmis-

sividade t*. Esse termo pode ser escrito como :

11M; - My = (msp, + 10m,, — Mopp — 10m, ) — (Mep, — Mopy) = 10(m,, —myy)

(3.74)
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onde m,, (m,,) representa a magnetizagio local de um spin da subrede A (B) criado
na hierarquia 1. Iterando uma vez as equagdes de recorréncia (3.38), com as condigdes

iniciais dadas em (3.44) e (3.45), obtemos :

10(m,, —m,,) = 23—0(1 — (" — a”) (3.75)

e portanto, a equagdo (3.73) fica

58(b" —a)(1—-¢t") (142" —a")\" .
"7 3(20(1 4 2(b* —a*) — 1) ( 3 ) (n —c0) . (3.76)

Essa expressio do pardmetro de ordem é exata para o limite de hierarquias muito

grandes e para qualquer ponto fixo da renormalizacéo.

Vamos agora analisar a expresséo (3.76) para diferentes temperaturas. Seja v* =
(142(5* —a*))/3, da equacdo (3.76) vemos que M,, ~ (v*)". Na temperatura critica 7.,
v tém o valor v*(1;) = 0,675... implicando em um parametro de ordem nulo quando
tomamos o limite termodinamico n — 00, o que indica uma transicaode fase continua.
Na temperatura do atrator da fase antiferromagnética Tf, v (Tarp) = 0,757..., o que
acarreta também um pardmetro de ordem nulo a baixas temperaturas. Concluimos,
portanto, que o pardmetro de ordem do sistema se anula para todas as temperaturas
no limite termodinadmico. Na figura (3.6) mostramos como se comporta o parametro
de ordem M, com a temperatura (eq. (3.69)) para diferentes hierarquias da rede (n =
3,4,...,11). Nessa figura podemos visualizar como ocorre o decaimento do pardmetro
de ordem quando se aumenta a hierarquia da rede.

Ainda que o pardmetro de ordem do sistema se anule para todas as temperaturas no
limite termodinamico, vamos mostrar que com as equagdes de recorréncia e expressoes
exatas envolvendo o parametro de ordem M, em hierarquias finitas, podemos definir
um expoente critico § que caracteriza o comportamento de M, na vizinhanca da tem-
peratura critica T,.

Iniciamos verificando o comportamento de M, com n na vizinhanca da temperatura

critica. A figura (3.7) mostra o decaimento linear do logaritmo de M, com o aumento
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° T, © ok T/3l3] °

Figura 3.6: Comportamento do pardmetro de ordem M, em fungao da temperatura para dife-
rentes hierarquias da rede.

da hierarquia n, desse grifico podemos inferir a seguinte relagao
M (T ~T.)~ AL7® : (3.77)

onde L, = 3" é o tamanho linear da rede na hierarquia n, A é uma arnplitude (cujo
valor obtido € 0,717...) e f ¢ um expoente com valor, obtido da figura, 8 = 0, 357.. ..
Por outro lado, na figura (3.8) podemos ver o comportamento de 67T, = (T —T,)/T.

versus a hierarquia n, onde 7" é a temperatura do ponto de inflexio da curva de M,

versus T (ou seja, (0° M, /0T?)}pi» = 0). Dessa figura podemos inferir a relacio
§T, ~ BL¢ . (3.78)

onde B é uma amplitude (do gréifico obtemos B = 0,413...) e o expoente ( tem o valor
¢=0,369... ~(2,71)". Na segdo (3.4) obtivemos o valor do expoente v para esse sis-

tema, v = 2,73. .., portanto, como a discrepancia entre o valor de ¢ obtido graficamente
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Figura 3.7: Comportamento do logaritmo do parimetro de ordem M, em fungio da hierarquia
da rede na vizinhanca da temperatura critica.

(para 9 < n < 17) difere do valor exato de 1/v por apenas 1.5% (discrepancia essa que

esperamos se anular para n —+ co), consideraremos daqui para diante que
¢=1/v . (3.79)

Concluimos portanto, que a temperatura T°* desempenha aqui o papel da temperatura
de arredondamento que aparece no contexto da teoria de finite size scaling [75].

Combinando (3.77), (3.78) e (3.79), nés obtemos portanto,
Mo(T ~ T.) ~ (6T, )" , (3.80)
onde 3 é um expoente critico cujo valor numérico obtido das consideracdes anteriores é

B = 180,082 (3.81)
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Figura 3.8: Comportamento do logaritmo da diferenca 67, em fungio da hierarquia da rede.

Por outro lado, utilizando o comportamento dado por (3.80) na equacio de recorréncia

exata para M, (eq. (3.63)), obtemos para o expoente 3 a equacio

B. w w
- Jw=1- = 82
30 (1 30)“’ 30 (3.82)
onde definimos w = r? e
b'n. —ay
B, = (10 [—————] [142(bpy ~ an_])])] , (3.83)
bﬂ.-—l — Qnp-1 te
resultando portanto em
30
w = B , (3.84)

de onde obtemos o valor exato f# = 0,982... que concorda muito bem com o valor
obtido graficamente. Concluimos portanto que o pardmetro de ordem M,, ainda que

nulo no limite termodindmico, decai com o aumento do tamanho da rede respeitando
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o comportamento proximo de T, caracterizado por um expoente critico # cujo valor é

B =0,982.

3.8 Multifractalidade da Distribuicao de Magnetizagoes Locais

A itéragéo do conjunto de equagdes (3.38), seguindo o procedimento ja discutido no
final da sec@o (3.6), nos permite exibir a distribui¢do de magnetizacdes ao longo da
rede para qualquer temperatura e hierarquia desejadas. Como ja mencionamos, para
analisar a estrutura desta distribuicdo é suficiente que nos concentremos somente sobre
um caminho mais curto que hga as duas raizes da rede, todos os outros caminhos sao
equivalentes entre si, possuindo a mesma distnibuicdo de magnetizagoes locais. A figura
(3.9) mostra como isolamos um caminho mais curto para a rede na hierarquia 2. Sobre
um caminho mais curto entre as raizes da rede com hierarquia n estao distribuidos
sequencialmente 3" 4 1 spins, partindo da raiz ora € chegando a raiz ogg. Identificando
um caminho mais curto entre as rafzes com o intervalo (0,1}, podemos linearizar este
caminho, marcando a posigao de cada spin por uma coordenada z. Assim, o spin opa
estd em z = 0, o préximo spin em = = 1/3™ e assim por diante até chegar a raiz opp
posicionado em x = 1. Definimos para cada spin um par de indices (s, !) onde o indice [,
como ja vimos nasegio (3.6), denota a hierarquia na qual esse spin foi criado e o indice
s denota a distancia quimica desse spin em relagao a raiz g4 na hierarquia . Portanto,

seguindo essa notagéo, o sitio (s, /) transportado para o intervalo [0,1] ocuparé a posigao
T = (3.85)

Na figura (3.9) exemplificamos esse procedimento para uma rede com hierarquia 2.
A distribuigao das magnetizacdes locais sobre os sitios da rede apresenta um aspécto
bastante irregular. Na figura (3.10) mostramos essa distribui¢do para duas temperaturas

diferentes, a temperatura critica e a temperatura do atrator AF.
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(0,0) » O
(1,2) ® 1/9
(2,2) ¢ 2/9
(1,0) & 1/3
.10 RAMOS... (4,2) o 4/9
EM ‘:
; (5,2) ® 5/9
PARALELO ;
(2,1) & 2/3
(7,2) ® 7/9
(82) ¢ 8/9
(1,0) ® 1
ORB OREB

Figura 3.9: Rede na hierarquia 2 mostrando um dos caminhos mais curtos ligando as raizes da
rede (em linhas tracejadas). Fazemos a identificacio deste caminho com o intervalo [0,1] onde
distribuimos os sitios.
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Figura 3.10: Distribui¢do de magnetizagdes ao longo de um caminho entre as raizes da rede na
hierarquia 7. No eixo horizontal representamos o intervalo [0, 1] (eixo x) onde estdo distribuidos
0§ spins, no eixo vertical representamos a magnitude da magnetizagio local em cada sitio na
temperatura critica (figura (a)) e na temperatura do atrator AF (figura (b)).
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Vale notar que pela nossa definigao da magnetizagao local (eq. (3.37)), os spins da
subrede A tém magnetizagio positiva enquanto que os spins da subrede B tém magne-
tizagio negativa. A drea [A]4) abaixo da curva m{#(z) é proporcional & magnetizagio

média por spin no perfil da subrede A (analogamente para a subrede B),

755(A)
(AP =3 m{# = m—2~ (3.86)

onde MM é a magnetizagdo média por spin no perfil da subrede A na hierarquia n.
Consequentemente, a drea [A] abaixo da curva | m,(z) | é igual & magnetizagao por
spin no perfil da rede. Essa magnetizagdo média se anula no limite termodinamico,
conforme podemos ver das figuras (3.11) e (3.12) onde mostramos a distribuigao do
médulo das magnetizagbes. Nessas figuras, para melhor visualizagao do que pretendemos
demonstrar, nao tragamos as barras ligando o valor das magnetizagoes locais ao eixo
z, deixando apenas os pontos representando o valor da magnetizagao local em cada
posicdo sobre o eixo. Conforme vemos dessas figuras, independente da temperatura, as
magnetizagoes dos spins criados nas sucessivas hierarquias vao tendendo para zero, o
que ja € evidenciado quando passamos da hierarquia 6 para a hierarquia 7. Isso significa
que os spins criados nas hierarquias muito grandes fornecem uma pequena contribuigao
para a soma da equagao {3.86), implicando no decaimento da magnetizagio média no
perfil.

Estas distribuigbes apresentam um cardter multifractal de infinitas singularidades,
essa caracteristica ja fol reportada para a distribuicio de magnetizagdes na temperatura
critica nos ferromagnetos de Ising [43,44] e Potts [46]. Para o caso do AFP aqui estudado,
em adigao a multifractalidade na temperatura critica, existe uma multifractalidade as-
sociada & toda a fase nao usual renormalizada no atrator AF. Para estudarmos esta
multifractalidade se faz necessario que definamos uma medida normalizada. derivada
diretamente das magnetizagdes locais, definida sobre o suporte que é o intervalo [0,1].

Traduzindo para a linguagem dos multifractais, o perfil da rede é um suporte de
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Figura 3.11: Distribuigio de | m,(z) | ao longo de um caminho entre as raizes da rede nas
hierarquias 6 e 7 para a temperatura critica. As magnetizagoes negativas foram rebatidas para
o plano positivo.
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Figura 3.12: Distribuigio de | m,(z) | ao longo de um caminho entre as raizes da rede nas
hierarquias 6 e 7 para a temperatura do atrator AF. As magnetizagdes negativas foram rebatidas
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dimenséo igual a 1 sobre o qual estd distribuida uma medida, medida essa obtida da
distribuicao de magnetizacbes locais devidamente normalizada. As singularidades na
distribuicio das magnetizagoes locais se refletirao na multifractalidade da medida dis-
tribuida sobre o perfil. Para caracterizar esta multifractalidade calcularemos os es-
pectros f(a) destas distribuigbes para as duas temperaturas ¢, ¢ tar. Para esse fim,
usaremos o método de Chhabra e Jensen [57,58], j& discutido no capitulo 2.

Iniciamos definindo sobre o intervalo [0,1] uma rede de caixas de lado I, = 37".
Assim, para a distribuicio de magnetizagbes na hieraquia n, dentro de cada caixa existe

um e somente um sitio do caminho entre as raizes. Associando um indice ¢ a cada caixa

(i =1,...,3" + 1) definimos a medida na caixa : por
| Mg l
P. = il (3.87
AT )

dada pelo médulo da magnetizacio local no sitio ¢ devidamente normalizado. O deno-
minador 3_; | m,; | na expressao de F, esta associado ao parametro de ordem do sistema
discutido na segiio anterior. Naquela se¢io definimos uma funcio D, (equagdo (3.53))

dada pela diferenca entre as magnetizacbes das duas subredes na hierarquia n

D, =Y m# -5 mP) (3.88)

onde m{# (m{P)) representa a magnetizagio de um spin da subrede A (B). Dessa
forma, como por definigéo mﬁ,’?) >0V:e mf,’?) < 0 V¢, podemos ver que o denominador
na expressao da medida P; é a restricao de D, sobre um caminho mais curto entre
as raizes, o que denotaremos por D, |sp (SP de Shortest Path (caminho mais curto))
(D, lsp= 5 | mo; |= T;m — Z;m{)

Construimos, para alguns valores do parametro ¢ (¢ = —30,-29,...,19,20), uma
familia de medidas {{pz:}(q)}, sendo que na medida {g,}(g), a medida na caixa ¢ é dada

por

1il9) = < pa (3.89)
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Definimos as somas

Si(q) = 3 pdg) o pilq) (3.90)

Sa(q) = 3 pilq) In P (3.91)

Portanto, de acordo com o método de Chhabra e Jensen

s

f(g) =lim lfn(?) (3.92)
Sa(¢)

alg) = lim =24 (3.93)

Na figura (3.13) mostramos, como exemplos, o comportamento das somas S;(q) e
Salg) (em T = T.) como fungdo da hierarquia n para alguns valores do pardmetro g.
O comportamento linear apresentado reflete a precisio do método na determinagio do
espectro f(a). As declividades das retas fornecem diretamente as variaveis f(g) e a(g).
A eliminagdo do parametro ¢ entre essas varidveis fornece o espectro f(a) da medida,
de acordo com o algoritmo apresentado no capitulo 2.

Na figura (3.14) mostramos os espectros f(a) na temperatura critica e na tempe-
ratura do atrator da fase AF. Vale notar que o espectro f(a) em t4p representa na
verdade o espectro de toda a fase nio usual, j4 que as distribuicdes de magnetizacdes
nessa fase nao diferirdo muito da distribuicdo na temperatura ¢,z mostrada na figura,
(3.10-b). Podemos notar que a fungio f(a) no atrator {4p se apresenta mais estreita do
que na temperatura critica ., refletindo uma maior homogeneidade na distribui¢io de
magnetizagoes na fase AF. Notamos também, como ji era esperado, que o maximo das
fungdes f(a) vale 1, que € a dimenséo do suporte da medida. Com relacio & precisao
do método de computagio do espectro f(a), esse se mostra bastante superior, no que
diz respeito a defini¢do da curva do espectro, ao método de contagem de caixas (boz

counting) utilizado em diversos trabalhos anteriores [43,44,45,46).
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Figura 3.13: Comportamento das somas Sy(g) e S.(g) (em T = T.) como fungéo da hierarquia
da rede para alguns valores do parametro ¢. As declividades das retas fornecem diretamente as

funcoes f(¢) e a(g).
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1.4

Figura 3.14: Espectros f(«) associados a distribuigio de magnetizagdes na temperatura critica
(curva cheia) e na temperatura do atrator AF (curva tracejada).

Os espectros f(a) estdao definidos entre os limites inferior oy, € superior a,,, para
o expoente de Holder a. Esses expoentes limites estao associados aos subconjuntos do
suporte da medida onde se concentram as maiores e as menores medidas respectiva-
mente. Para a obtencao do valor exato do expoente de Hélder a,,;, devemos selecionar
as maiores magnetizacoes em cada hierarquia. Essas magnetizacoes estdo presentes logo
no inicio do processo de construgio da rede, sendo portanto independentes da hierarquia.

Assim sendo, assumimos que

0 L S i
max { P} = TR i (3.94)

f:l.)n é o exponte de Hélder anin na

onde C é uma constante independente de n e «
hierarquia n. O denominador D,, |sp, como ja mencionamos esta associado ao parametro

de ordem do sistema, M,,, estudado na secdo anterior. Naquela secdo tinhamos associado
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um expoente critico § ao comportamento deste parametro de ordem na vizinhanca da
temperatura critica. Portanto, assumindo o comportamento critico M,, ~ (6t,,)7, resulta

paran >> 1

6t, \*°
D, |sp~ 3™(6t,)" ~ 3 Doy |sp (t~t.) (3.95)
6tn~1

Usando ainda que r, = dt,.,/dt, |, = 31/v, a iteraciio da equacio acima resulta em
D, [sp~ (3R (1) (3.96)

Logo, combinando (3.94) com (3.96) obtemos, na temperatura critica,

1

ai(r:i)n(tc) - n ln {IHC -In Dn |5F] y (397)
resultando em
1 In Dn |5P _ ﬂ _
Cifmm('l‘,,_-) = nh—rnc}o nlns =1- y = 0,642 ce (398)

Na temperatura do atrator AF podemos assumir o mesmo comportamento da equagio
(3.94) para as maiores medidas (apenas mudando a constante C). Portanto se tomarmos

a razio entre as maiores medidas em cada hierarquia para as duas temperaturas obtemos

ma,x,-{P,-(“)} |up

~ lz(.:,-)n(far)—a:‘?n(ic) (3.99)
max;{P{"} |,
resultando finalmente em
") (4 Y = o) (4 1, [ DPnlse ()
amm( AF) amm( C) + 111 l'n. n Dn ISP (tAF) (3100)

Na se¢io anterior obtivemos uma expresséo exata para D, |sp (equagio (3.76)) (efetiva-
mente obtivemos uma expressao para I}, e ndo para D, |sp, porém é simples demonstrar
que as duas expressdes sao similares, mudando apenas a amplitude da poténcia em n)
dada por

(3.101)

D, lsp= Mt") (}___"__2__(%::__‘2)
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Figura 3.15: Sequéncia de sitios que contém a menor magnetizacio local (em modulo) Q nas
hierarquias 0,1 e 2. Nessa figura, A ¢ a fungio de correlagio associada & ligagao indicada pela
seta.

onde A(#") é uma amplitude que depende da temperatura do ponto fixo considerado.

Assumindo esta expressao para D, |sp na equagio (3.100) resulta em

n (1+2(b,,p—a AF)

142(bc—ac) ) = 0,74 3.102
D 747 ... (3.102)

amin(tAF) = amin(tc) -+

onde bsr, asr e b, a. sio as funcdes a* e b* calculadas no atrator AF e na temperatura
critica respectivamente.

O expoente de Holder limite a,,,, associado com o conjunto das rmenores medidas
pode também ser obtido exatamente na temperatura critica. Para isso seguimos durante
o processo de construgio da rede os sitios que contém as menores medidas para cada
hierarquia. Esta sequéncia de sitios contendo a menor medida é mostrada na figura |
(3.15) para algumas hierarquias.

Dessa figura podemos notar que o sitio que contem a menor magnetizacio fica al-
ternando de subrede & medida que passamos de uma hierarquia para outra. Se na
hierarquia n a menor magnetizagao esta em um sitio da subrede .4, na hierarquia n+ 1,
a menor magnetiza¢ao estard em um outro sitio da subrede B e assim por diante. Par-

ticularizando as equagdes de recorréncia (3.38) para uma sequéncia de sitios disposta
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como mostrado na figura (3.15) obtemos

Y = b0 — a2, + ey

QP = 5,07, — a0, - c.Ay (3.103)

On = (ac + bc)(QSf—)] - Qr(i)l) +d.Any

onde QA representa o médulo da magnetizagio local de um sitio na subrede A e na
hierarquia n {analogamente para a subrede B), A, é a funcao de correlagao A;; para a
ligacao particular envolvida nesta sequéncia de sitios (ver a figura (3.15)) e a, b, c. €
d. sao as funcbes a,, b,, ¢, e d, calculadas em t.. Portanto, supondo que na hierarquia
n a menor magnetizagao (em médulo) é dada por Q{4 na hierarquia n + 1 essa serd
dada por Q'Efi)l e assim por diante. Logo, as equagdes (3.103) fornecem uma equagéo de

recorréncia para a menor magnetizagido (em mddulo), 2., dada por

Qny1 +2a. 0, + (a2 — )y = cf(ac — b)) Dony ~ A,
* ( = el Yot = Bl (3.104)
(bg - EE)QH -_— (ac + bC)Qn+1 = [Cc(ﬂ.c -+ bc) — dcbc]An + bCAn+1
onde {2, representa a menor magnetizagao local (em médulo) na hierarquia n.

Supondo um comportamento critico para as menores magnetizagoes e para a fungao

de correlagio na forma
Qn ~ A (8tn)Pw
" " (3.105)
A'r1 ~ )\2(6tn)6M )
onde By € o expoente critico associado as menores magnetizagoes, e definindo y = rfv

onde r. = dt'/dt];, as equagdes de recorréncia (3.104) fornecem para y a seguinte

equagio
(1 +2a.y+ (ag - bg)yz)(bc + (celac + bc) — debe)y) —
~c((ac ~ b )y’ —yN(B: —al)y —(ac + b)) = 0 , (3.106)

cuja solugdo implica em Fp = 1.670.... Assim, ficamos com

Q. (6t,)P™
D, lsp  3*(6tn)?

min{PM} = (3.107)
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expoente de | computagao do | ¢ calculo erros
Holder espectro f(a) exato relativos
Amin(tc) 0,6421... 20 | 0,6427... | 0,09%
Wpin(tar) 0, 7468 ... 20 1 0,7470... 1 0,03%
oz (te) 1,249... -30 1 1,250... | 0,08%

Tabela 3.1: Comparagao dos valores obtidos para os expoentes de Holder limites.

logo
min,-{P,-(n)} -l Ota Pr=p
. ply ~ e 5 (3108)
min{ P/} Stnoy
e portanto, usando que r. = 3'/*, a iteragio da equacéo anterior resulta em
min{P{M} = (371 +E-Fa) )" (3.109)
e finalmente em
Cmaz(t) = 1+ Bu —8) _ 1,250... . (3.110)
v

Estes resultados exatos para os expoentes de Holder limites, estiio em excelente
acordo com aqueles obtidos pela computagio direta dos espectros f{a). Na tabela
(3.1) mostramos, para efeito de comparacio, os resultados para estes expoentes obtidos
através da computaciio numérica do espectro f(a), via 5,(¢) para os valores de ¢ indi-
cados na tabela e através de calculos exatos. Os erros relativos sio inferiores a 0.1%, o

que demonstra a grande precisdo do método de Chhabra e Jensen.
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3.9 Energia Interna

Definimos a energia interna adimensional por ligagéo na hierarquia n, Ey,, por

_ _(Ha)
B = 5T R (3.111)

onde Ny, € o niimero de ligagdes na rede com hierarquia n (N, = 30™). Portanto, como
em uma dada hierarquia, todas as ligagbes possuem a mesma média para 6(o;,0;),

conforme podemos ver da equagio (3.41), obtemos que
Ebn = ((5(0’,‘,0’j))n N (3112)

onde (...}, denota média termodinamica calculada na hierarquia n. Logo, a equagao

(3.41) é uma recorréncia para a energia interna, a saber
Ebn = enEbn—l + fn . (3113)

A iteracao desta equagao fornece uma expressao exata para a energia interna por ligagao.
A energia adimensional por sitio E, pode ser obtida a partir da energia adimensional
por ligacao multiplicando-se esta Gltima pelo fator 29/20 que é a razao entre o nimero
de ligacbes € o nmero de sitios no limite termodinamico. Portanto, obtemos

By = Jim 5o e = o (Z £ 11 e fm) , (3.114)
onde f.,, segundo nossa notagao, representa o parametro f definido em (3.43) calculado
na transmissividade f, da rede na hierarquia infinita. Na figura (3.16) mostramos o
comportamento daenergia interna adimensional por sitio em fun¢ao da temperatura. A
assintota (I' — oo) da energia por ligacao E, vale 1/3, }4 que para uma fase totalmente
desordenada resulta {6(o;,0;)) = 1/3 e portanto, a assintota para a energia por sitio
vale 29/60 = 0,483.... Na temperatura critica a energia interna nao apresenta descon-
tinuidade, ndo havendo, portanto, calor latente na transi¢ao de fase, o que confirma que

essa é€ uma transigao continua.



0.50
0.483”” ...........................................................................

0.25 |+

0.00 — ! !
2 3
k,T/3[J]

Figura 3.16: Energia interna adimensional por sitio em func¢io da temperatura. A linha
pontilhada representa a assintota da energia para altas temperaturas

Assumindo um comportamento para a energia proximo do ponto critico na forma

By, ~ (8t,)7, a equagdo (3.113) fornece para o expoente ¢ a equagao
(6t.) = eri(6t.)” + fe (3.115)

onde e, e f. sao as funcoes e, e f, calculadas no ponto critico e r, = dt'/dt |,.. Portanto,

obtemos
Ine,

o=—

—7.514... |, (3.116)

nr.
resultado esse que utilizaremos no calculo do expoente critico para o calor especifico do

sistema.
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3.10 Calor Especifico

Definimos o calor especifico adimensional por ligagio Cj, na hierarquia n por

= SkaN.. OT (3.117)

onde T ¢ a temperatura da rede e kg € a constante de Boltzmann. Derivando a equacéo

(3.113) obtemos uma recorréncia para Cy, dada por

Con = €2PnCon-1 + €pEpn_1 + f1 (3.118)
onde
v _ | Ja | den o _ | Ja ldfs _Ja
e, = ThpdT L= ThpdT € pn= T (3.119)

A iteragao desta equagdo fornece uma expressio exata para o calor especifico adimen-
sional por ligagdo. O calor especifico adimensional por sitio C,, analogamente ao que

foi feito para a energia, fica portanto

=3 i=1 1=I+1

) 1 a(Hn) 29 %] , -2 i—1
CTlRELN, o T W (Z{ef lzf’ T et fis

+fi'} I1 exps +

k=141

oo o0
+ e (Zf,- II e +foo) +f;,) (3.120)
=1 j=it1
Na figura (3.17) mostramos o comportamento do calor especifico adimensional por sitio
em funcéo da temperatura. Para T — 0 o calor especifico se anula, de acordo com o
que se espera da terceira lei da termodindmica [76]. O calor especifico néo diverge na
transigdo, estando seu méximo localizado & uma temperatura abaixo da temperatura
critica. Para T — oo o calor especifico se anula, concordando com o fato de que os
graus de liberdade que compéem o sistema possuem um espectro de energia limitado
superiormente. Esse tipo de comportamento nao divergente para o calor especifico é

encontrado também no modelo F antiferroelétrico [77], no modelo XY na rede quadrada

[78,79,80] e no modelo de Potts (¢ = 3) anisotrépico na rede quadrada [81]. Para o caso
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Figura 3.17: Calor Especifico adimensional por sitio em funcao da temperatura.

4

do AFP com ¢ = 3 na rede cubica, os resultados de MC indicam uma divergéncia do
calor especifico na temperatura critica [21,22].

Assumindo um comportamento para o calor especifico na forma Cy, = (6t,)
resulta que & = 1 — o, onde o é 0 expoente associado a energia (eq. (3.116)) e portanto

o expoente critico associado ao calor especifico vale o = —6,514. . ..
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3.11 Entropia

A entropia do sistema pode ser obtida da funcio de particio do sistema, Z, por

S dlnZz
E =lnZ+T T

(3.121)

Para calcular a fungao de parti¢io do sistema nds utilizamos um método que envolve as
fungdes de partigio restritas (vide, por exemplo, (42]) Zp, € Z},, definidas na hierarquia
n por

Zrn = Trojops=opp=0eXp(—FHa(a)) {3.122)

Zin = TT0{03A=O,GRB=1 exp(—fAHan(a)) (3123)

onde para o calculo de Zp,, impomos a condigao de que as raizes da rede estejam ambas
no estado 0, enquanto que para o cilculo de Z;, impomos que estas estejam em estados
diferentes, ops no estado 0 € opp no estado 1. Portanto, definindo r, = Zp,/Z;,,

obtemos para a fun¢éo de particio do sistema, Z,, na hierarquia n
Zn =3Z1,(2471,) . (3.124)
Na hierarquia 0 (apenas uma ligacao) essas defini¢oes fornecem

Zro = TTC’EURA:C'RB-:D eXp(3I\"f5(O'RA,O'RB)) = 3 (3125)

Z1o = Trolopa=0.opp=1 eXP(3K &(oRa,0rB)) =1 . (3.126)

onde K € a constante de acoplamento entre spins primeiros vizinhos. Para a hierarquia

1, um calculo andlogo resulta

Zpy = (2 + 66> + € )10 = (22}, + 6ZroZ], + Zo)" (3.127)

Zpy =301+ ¢ 4+ Y0 =323 + ZroZiy + ZEeZ10)"° (3.128)
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ou seja
Zn=ZRB(1 +re+ 2N . (3.129)

De (3.127) e (3.128) segue que

. _(2+6r0'+r3 "
"TAB(1 4o+ 1)

(3.130)
Essas equacoes nos mostram que para calcular as fungbes de particao restritas da célula
basica cujas ligagdes tém acoplamento K, basta conhecer as fungoes de particio restritas
de cada ligacdo com acoplamento K. Desde que a célula basica é composta de 10 ramos
em paralelo, cada ramo sendo constituido de 3 ligacoes em série, as equacoes acima
seguem naturalmente. Logo, pela construgéo recursiva da rede, podemos pensar a rede
na hierarquia n como sendo composta de 30 réplicas da rede na hierarquia n—1 dispostas

da mesma maneira como as ligagdes na célula basica. Dai obtemos as seguintes equacoes

de recorréncia para a funcio de particio restrita Z;, e para a razao r, :

Zinwr = Z3 (314 1 +72)) (3.131)
e N
24 6r, + 13 10
= () (3:132)

onde ro = exp(3K,) e Z;p = 1. Vale notar que para calcular a entropia do sistema
na rede com hierarquia n, cujas ligagoes possuem acoplamento K,, devemos pensa-la
como que composta de 30 réplicas da rede na hierarquia n — 1, cujas ligagdes também
possuem acoplamento K,. Portanto, iterando esse processo até se atingir apenas uma
ligagdo , o acoplamento K, entrard como condi¢ao inicial através de rg, ja que a rede na
hierarquia n é composta de 30" liga¢des com acoplamento K ,. Iterando a recorréncia
(3.131) e usando a equacio (3.124) obtemos
n~1

Zn = 3(2+ 1) TI[3(1 + v + 7210077 (3.133)

i=0
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Figura 3.18: Entropia adimensional por sitio em fungao da temperatura.

e portanto, para n >> 1, usando que N, = 20.30"/29 obtemos, da expressio acima,

que
Iz, 29°21n3(1+r+r1?})
N, 2 Z_:O 3041 (3.134)
Derivando esta expressiao em relagao a temperatura resulta em
T 0lnZ, 29 = 1+ 2r;
=——r;Inr; . . 3.135
N.. oT g T ; 30H1(1 + 1; + 12) (3.135)

Logo a entropia adimensional por sitio, obtida das equacdes (3.134) e (3.135), de acordo

com (3.121) fica, no limite termodinamico

Sn

— 29 & 1 2 ‘ _ 1+ 2r;
§ = ’}Lngo kN = ? gm {ln [3(1 + 7+ )] —r;lnr; (m)} (3136)

Na figura (3.18) mostramos o comportamento da entropia como fungaoe da tempe-

ratura. Para T — oo, a entropia tem como assintota o eixo s = In 3, que corresponde



96

4 entropia maxima esperada (existem 3" configuragdes equiproviveis). Para T — 0, a
entropia por particula do sistema converge para um valor residual sy diferente de zero.

A expressao exata para a entropia residual por sitio do sistema, s, é dada por

AR In3(1+r; +r?)
T2 i=0 30741

S0 =0,549... . (3.137)

Para efeito de comparacgho, é importante notar que em uma cadeia linear a entropia
residual exata para o AFP com ¢ estados vale so(d = 1) = In(¢g — 1), e portanto, para
g =3, s0(d =1)=1In2 = 0,69.... Podemos pensar a RH por nds utilizada como
que composta de varias cadeias lineares em paralelo que possuem sitios em comum. Os
pontos extremos das cadeias lineares se colapsariam todos nos sitios das raizes da RH.
Da mesma maneira existem pontos no interior onde varias cadeias lineares se conectam
em um so sitio, formando os sitios da RH com alta conectividade. Com isso, o niimero de
configuragdes permitidas ao sistema iria dimnuindo. Portanto, seguindo esse raciocinio,
a4 medida que as cadeias lineares fossem adquirindo pontos em comum para formar a

RH, a entropia residual do sistema iria diminuindo até atingir o valor por nés obtido.
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3.12 Hiper-escala e Expoente n em T,

As relagdes de escala entre os expoentes criticos foram originalmente propostas para sis-
temas definidos em redes de Bravais. No entanto, para o caso da relagio de Hiper-escala
em particular, esta tem sido verificada numéricamente para alguns sistemas definidos
em redes hierdrquicas [38,43,44,45,46] (para exemplos de sistemas onde a hiper-escala
falha ver [82] e referéncias internas). No nosso problema podemos também fazer uma
verificagio numérica da validade da relagio de Hiper-escala (d;v = 2 — «), utilizando
para isso os expoentes criticos v e a ja calculados. No entanto, antes de fazer uma sim-
ples verificagao numérica, nds podemos provar analiticamente, usando expressoes exatas
ja obtidas, que a lei de Hiper-escala é satisfeita para esse sistema que estudamos. Para
isso, inicialmente devemos derivar a equagio de t'(¢) ((3.7) (para P = 10)) em relagao
4 t. Avaliando a expressao resultante dessa derivagao em um ponto fixo da renormal-
izacao t*, essa se simplifica, resultando em uma fungao de ¢* que chamaremos de g(t*)
(note que g(t.) = r.). Avaliando o pardmetro e, das recorréncias para as magnetizagoes
locais (eq. (3.42)) nesse mesmo ponto fixo, obtemos outra fungéo de t*, e(t*). Fazendo

a razdo entre as duas fungdes obtidas ficamos com

= 30 (3.138)

E facil verificar que essa identidade tem como caso particular (para t* = {.) a relacio
de Hiper-escala.

Assumindo como também validas as relagdes de escala
o a+28+v=2 (Rushbrooke)
o v(2—n)=1v (Fisher)

obtivemos o expoente 5 associado a0 decaimento algébrico das correlagées na tempe-

ratura critica do sistema (chamaremos este expoente de 7.), que vale . = —0,381....
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Assim sendo, concluimos que existe uma descontinuidade no expoente n como fungéo

da temperatura, a saber

nar = —0,811... para -1/2<t <,
n= (3.139)

n.=—0,381... para t =t,.

Em nosso conhecimento, tal comportamento nunca foi reportado na literatura. Note que
se utilizarmos que as rela¢des de escala valem apenas como desigualdades, concluimos
que 1. < —0,381 ..., o que nao exclui a possibilidade de que o expoente 7 seja continuo

em T.,.
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Conclusoes

Nesse trabalho apresentamos um sistema com entropia residual néo nula onde pudemos
demonstrar exatamente a existéncia de uma fase néo usual a baixas temperaturas. A
existéncia dessa fase foi sugerida originalmente por Berker € Kadanoff. As caracteristicas
dessa fase sao : decaimento algébrico das correlagbes entre spins e ordenamento, caso
esse exista, nao trivial. Em termos do formalismo de GR. essa fase estd associada a um
ponto fixo atrator localizado & uma temperatura finita nao nula.

O antiferromagneto de Potts com trés estados definido em uma rede hierarquica
bipartida do tipo Migdal-KKadanoff, conforme mostramos nesse trabalho, apresenta uma
fase com essas caracteristicas. Pudemos demonstrar exatamente o decaimento algébrico
das correlagbes entre os spins das raizes da RH em toda a fase ndo usual, calculando
tambéin o expoente critico n4r = —0,51... associado a esse decaimento.

Com o objetivo de estudar o ordenamento dos spins na fase néo usual, bem como
outras grandezas fisicas relevantes para o sistema, utilizamos um método de equagoes
de recorréncia para as magnetizagoes locais. Esse método, ja utilizado com sucesso em
modelos ferromagnéticos definidos em RH’s, nos permitiu obter equagbes de recorréncia
que expressam as magnetizagoes locais dos spins criados em uma hierarquia n da RH em
funcao das magnetizagbes locais dos spins criados em hierarquias anteriores (0,1,...,n—
1).

Realizando uma soma nas equagoes de recorréncia para as magnetizagbes locais,
sobre todos os spins da RH, obtivemos uma recorréncia para o parametro de ordem
do sistema, e dail uma expressao exata para essa grandeza em funcio da temperatura.
Utilizando essa expressdo para o parametro de ordem, pudemos concluir que esse se
anula para qualquer temperatura, resultado esse diferente do que € hoje aceito para o
AFP com g = 3 na rede cibica, onde se acredita que exista uma fase ordenada a baixas

temperaturas. De fato, para o nosso sistema, verificamos que mesmo aumentando o
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ntmero de ramos P da célula bdsica, o que equivale a aumentar a dimensao da rede,
o parametro de ordem ainda ¢ nulo para todas as temperaturas. Em particular, isso
ocorre para P = 27 que corresponde & aproximagio de Migdal-Kadanoff para a rede
hiper-cubica com d = 4.

A anglise da estrutura das distribui¢des de magnetizagbes locais revela que essas
apresentam um carater multifractal de infinitas singularidades. Definindo uma medida,
derivada das magnetizagoes locais devidamente normalizadas, sobre um caminho mais
curto ligando as duas raizes da RH, pudemos investigar essa multifractalidade. O espec-
tro f(a) caracteristico das distribui¢des multifractais foi calculado para a temperatura
critica e para a temperatura do atrator da fase nao usual. Esses espectros para difer-
entes temperaturas sao diferentes entre si, resultado esse que, em nosso conhecimento,
nio fora citado ainda na literatura. Os valores limites do expoente de Holder entre os
quais esses espectros estdio definidos foram obtidos exatamente, estando em excelente
concordancia com os mesmos obtidos da computagio numérica do espectro f(a).

Obtivemos exatamente a energia interna, o calor especifico e a entropia do sistema
como fungoes da temperatura. O calor especifico apresenta um mdximo a uma tempera-
tura inferior & temperatura critica T, do sistema, analogamente ao que ocorre no modelo
de Potts (¢ = 3) anisotrdpico na rede guadrada e no modelo F' de um antiferroelétrico.
A entropia converge, & temperatura nula, para um valor residual s = 0,549 ....

Fazendo uso de expressdes obtidas de manecira exata ao longo do nosso trabalho,
pudemos verificar analiticamente a validade da relagdo de hiper-escala djv = 2 — a
para esse sistema. Assumindo como também validas as relagbes de escala de Fisher e
de Rushbrooke obtivemos o expoente critico 7. = —0,38... associado ao decaimento
algébrico das correlagoes entre spins na temperatura critica. Esse expoente ¢ diferente
daquele obtido para o decaimento na fase néo usual, sugerindo uma descontinuidade

no expoente 7 na temperatura critica T, resultado esse que, em nosso conhecimento,



101

nunca fora citado na literatura.

E interessante citar, para efeito comparativo, as semelhancas e diferencas entre o
sistema por nds estudado e o modelo XY em d = 2. No modelo XY bidimensional a
transigao de fase se origina do fato de que o sistema apresenta uma estrutura de vértices
(ordem topoldgica) que podem estar ligados aos pares {a baixas temperaturas) (fase
Kosterlitz-Thouless [83]) ou podem estar totalmente independentes entre si (a altas
temperaturas) (fase paramagnética) [84]. As simulagdes MC nesse sistema [78,79,80]
indicam um parametro de ordem nulo para todas as temperaturas, analogamente ao que
OCOITE NO NOSSO Caso. A faée a baixas temperaturas apresenta decaimento algébrico das
correlagoes, havendo, no entanto, uma dependéncia do expoente n com a temperatura,
diferentemente do nosso caso onde 7 é determinado no ponto t4r para toda a fase.
Além disso, no modelo XY o expoente 5 é continuo na temperatura critica T., o que é
provével que n&o ocorra no nosso caso. Quanto ao comportamento do calor especifico,
os dois sistemas apresentam um comportamento nao divergente. No modelo XY, o calor
especifico € caracterizado ainda por um comportamento regular em 7., enquanto que
no nosso caso, este apresenta uma singularidade nessa temperatura.

Dentre as possiveis extensoes desse nosso trabalho podemos citar

¢ Estudar esse mesmo sistema sujeito a um campo magnético externo. Isso requer
uma generalizacio do método do Hamiltoniano efetivo, com a inclusdo de termos
adicionais que contenham esse pardmetro externo. Esse estudo nos permitiria
obter o expoente critico 7y e comn isso verificar ou nao a validade de outras relagdes
de escala (como a de Rushbrooke) para esse sistema. O conhecimento desse ex-
poente nos permitiria também obter exatamente (da relagéo de Fisher) o expoente
critico .. De fato, a verificagio de outras relagoes de escala, diferentes da relacio
de hiper-escala, para um sistema definido em uma rede fractal, no que é de nosso

conhecimento, nunca foi citado na literatura.
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e Estudar outros sistemas com entropia residual diferente de zero, via uma gene-
ralizagdo do método do Hamiltoniano efetivo, em outras redes fractals. A rede
por nés utilizada nesse trabalho é classificada como uma rede do tipo Migdal-
Kadanoff, possuindo uma estrutura de ligagdes em série e em paralelo. Seria
interessante fazer um estudo exato como o que foi feito nesse nosso trabalho para
o AFP definido em uma rede do tipo Sierpinski gasket, que nio possui apenas
ligagGes em série e em paralelo. Isso exigiria uma generalizagio do método do
Hamiltoniano efetivo para redes com trés raizes. Com esse estudo poderiamos
cormparar os resultados em redes com estruturas bastante diferentes e verificar a

influéncia que essa caracteristica da rede exerce sobre o ordenamento do sistema.

¢ Estudar o modelo XY nessa mesma RH aqui utilizada. Isso nos permitiria concluir
algo, comparando os expoentes criticos desses dois sistemas, sobre a relagio entre
as classes de universalidade do AFP e do modelo XY, analogamente ao que é feito
para o AFP (q=3,d=3) e 0 modelo XY (d=3) [21,22,24]. Esse estudo devera conter
uma aproximagao resultante da discretizagao dos graus de liberdade do modelo

XY , analogamente ao que é feito em [85), .

¢ Aplicar o método de Monte Carlo (MC) para o AFP (q=3) definido nessa RH.
No nosso trabalho vimos que a condigio de contomo adotada implica que os
estados ‘1’ e ‘2’ ndo podem ser distinguidos um do outro, resultando em uma
quebra de simetria do tipo BSS. Em um estudo usando MC isso ndo ocorreria e,
consequentemente, poderiamos estudar as configuragoes do sistema com maiores
detalhes. Dessa forma poderiamos investigar se esse sistema apresenta algum tipo
de estrutura de vértices (definidos convenientemente para o AFP [14]) analoga-
mente ao que ocorre no modelo XY (d=2). Este trabalho nos daria também uma

boa oportunidade de verificar a confiabilidade do método MC para o AFP.
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APENDICE A

As equagOes para as médias termodinidmicas envolvendo os spins gerados na ultima
hierarquia o, e 03, obtidas do Hamiltoniano efetivo, em fungéo dos pardmetros efetivos

H,, H;, Ts, Tg e A e do pardmetro externo (temperatura) Tp séo :

Z(6(01,0)) =

A{2+4(1+3H,) +4(1 +3Tp) +2(1 + 3H,) (1 +38Tp) +

+2(143H,)) (1 +3Tp)* + 4(1 +3H;) (1 + 3Tp)’ + 2(1 + 3Tg)+
+4(1+3Tp) (14 3Te)+ 2(1 + 3H,) (1 +3H2) (1 + 37s) (1 + 37p) (1 + 8Tx) +

+(1+3H)(1+ 3H,) (1 +3T5) (1 +3Tp)* (1 + 3Tx)}
(3.140)

Z(6(02,0)) =

A{2+ 4(1+ 3H,) +4(1+3Tp) + 2(1 + 3H,) (1 + 3Tp) + 4 (1 + 3H,) (1 + 3Tp)*+
+2(1 + 3H,;) (1 +3Tp)” + 2 (1 + 3Te) + 4(1 + 37p) (1 + 37Tx) +

+2(1 4 3H,) (14 3Hy) (1 + 37T5) (1 + 3Tp) (1 + 37%) +

+(1+ 3H,) (1 +3H,) (1 + 3T5) (1 + 3Tp)* (1 + 3Tx)}
(3.141)

Z{8(p1,02)) = Z{8(uz,01)) = Z{6(01,02)) =

A{2(1+3Tp) +2(1 +3H,) (1 + 3Tp) + 2(1 + 3H2) (1 + 3Tp) + 4(1 + 3Ip)*+
+4(1 +3H,)(1+3Tp)* +4(1 +3H,) (1 +3Tp)? + 4(1 + 3Tp) (1 + 3Tx) +
+2(1 4 3H)) (1 +3H,)(1+3Ts) (1 +3Tp) (1 + 3Te) +

+2(1 4+ 3Tp) (1 + 3Tw) + (1 + 3H:) (1 + 3H,) (1 + 3Ts) (1 + 3Tp)* (1 + 37%)}
(3.142)
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Z{6(p1,0)8(02,0)) =
A{2(1+3H,) (14 3Tp) + 4(1 + 3H,) (1 + 3Tp)’+ (3.143)
+2(1 + 3H,) (1 + 3Hz) (14 3Ts) (1 +3Tp)(1 + 3Ts) +

+(1+43H)(1+3H)(1+3Ts) (1 + 3Tp)° (1 + 3Tk)}

Z(b(p2,0)6(0,,0)) =

A{2(1 4+ 3H2) (1 +3Tp) +4(1 + 3H,)(1 +3Tp)*+
+2(143H,)(1 +3H,) (1 +3Ts) (1 +3Tp) (1 + 37) +
+(143H,)(143H,) (1 +3Ts)(1+3Tp)*(1 + 37%)}

(3.144)

Z(6(01,0)8(05,0)) =

2
A{2(1 +3Tp)+2(1 +3H,) (1 +3Tp)"+ (3.145)
+2(1 +3H) (14 3Tp)* +2(1 +3Tp) (1 +3Ts) +

+(143H,) (14 3H,)(1+3T5)(1+3Tp)° (1 + 3Tk)}



APENDICE B

A inverséo do sistema de equacdes (3.30 a 3.34) fornece os pardmetros efetivos Hy, H,
Ts, Tg ¢ A como funcdes das médias envolvendo os spins i e (i, e do pardmetro Tp.
A substituicio destes resultados nas equagdes mostradas no apéndice anterior fornecem
as equagdes de recorréncia para as magnetizagoes locais em diferentes hierarquias. Os

parametros efetivos em termos das médias envolvendo py e g, sio dados por :

_ 3{6(, 0)8(12,0)) — 2{6(u1,0)) — (6(p2, 0)) — (6(pu1, p2)) + 1
By = 5500 00) 1 (60000 + GG )] = 200m 06,0 =) 140)
3(6(y, 0)8(12,0)) — (61, 0)) = 282, 0)) — (s, 1)) +
e = 50000 T G0 & Gl )] = 20 oy = 14D
Ty =
—[3 ({61, 0)) + (6(pea, pr2)) — 2(6(p1,0)6(pa2, 0)) + (6(112, 0)) — 1)) %
< {(6(12,0)) + {612, 0)) — 1+ (3.148)

4+ [1 4+ 3Tp + 3Tp* + 3T5%] x [(8(u1, 12)) (2 + 6T + 6Tp? + 3Tp°) -
—~ 3(8(13,0)6(p2,0)) (1 + 3Tp + 3Tn* + 27p%)] }

Ts =

[3((6(ta5,0) — 8(12,0)6(p2, 0)))({8 {1ty p2)) — (6(141,0)6( 112, 0))) X

> ((8( 11, 0)(8(112,0)) — (6(p22,0))))™" %

x { (6(p1,0)8(pz, 0)) [—2(8(p2, 0)) = 5(8(pz, 00)(6(pur, p12)) — 2(6(4ar, p2))*+
0))(8(p1,0)6{a2,0)) + 9(8(pmr. 12)) (6 (112, 0)8(112,0)) — 9(6(1,0)8( 2, 0))"
(111, 0)) (8(p2, 0)) = 5(6(pra, 12)) {612, O+
(g3, 0)6( 12, 0)) {62, 0)) ~ 2(6(p2,0))* + 4({6(11,0)) + 4(8(pe1, p2))—
(13,0)6

th3,0)6 (412, 0)) + 4(8(p2,0)) — 2] + (6(pur, ON{8( 1, p2)} (6122, 00}
(3.149)
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2(6{p1,0)8(#12,0)) — (8(p11,0)) — (6(4#2,0)) — (8(pr1, p2)) +1 (3.150)

A=2 18 (1 + 3Tp + 3Tp?)
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