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Resumo

Limites de espagos-tempos em gravitagao

Nas teorias métricas da gravitagio, o espago-tempo é representado por uma variedade
quadridimensional, riemanniana e localmente lorentziana. O campo gravitacional é re-
presentado pelo tensor métrico g, definido nessa variedade e usualmente descrito a partir
de um sistema de coordenadas. Podemos agrupar, em familias, métricas que difiram
apenas pelo valor de um ou mais pardmetros. Na familia Schwarzschild, por exemplo,
as métricas sdo iguais a menos do valor do parimetro massa m. Surge assim a idéia
de limite de uma familia quando um ou mais parametros tendem a algum valor. Como
mostrou Geroch, o limite tomado nos componentes do tensor métrico depende do sistema
de coordenadas utilizado.

Utilizando técnicas do problema de equivaléncia de métricas, desenvolvemos um pro-
cedimento independente de coordenadas para a obtengao de limites de espacos-tempos
tanto na relatividade geral como em teorias alternativas da gravitagio. Os limites de
Schwarzschild quando m — 0 e m — oo sdo estudados estendendo os resultados de Ge-
roch. Limites entre teorias também sao analisados com esse método. Obtemos o limite
de algumas solug¢des na teoria de Brans-Dicke quando a constante de acoplamento tende
a infinito e verificamos a que solugdes correspondem na relatividade geral. Propriedades
genéricas de limites, ditas hereditarias, sdo também estudadas. Em especial, contruimos
um diagrama de limites para a classificagio de Segre. Devido a grande quantidade de
calculos envolvidos nesse tipo de estudo, o emprego da computacio algébrica se mostra

indispensavel.
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Summary

Limits of spacetimes in gravitation

In metric theories of gravitation the spacetime is represented by a four dimensional locally
Lorentzian Riemannian manifold. The gravitational field is represented by the metric
tensor g, defined on the manifold and usually described in a coordinate system. One
may group, in families, metrics which differ by the value of one or more parameters. In
the Schwarzschild family, for example, all metrics are identical apart from the value of
the parameter mass m. Thus, one can devise the idea of limit of a family as one or more
parameters tend to a certain value. As Geroch showed, the limit taken on the components
of the metric tensor depends on the coordinate system used.

Using techniques of the equivalence problem of metrics, we developed a coordinate-
free procedure to obtain the limits of spacetimes in general relativity and in alternative
theories of gravitation. The limits of the Schwarzschild spacetime as m — 0 and m — oo
are studied extending Geroch’s results. Limits between theories are also analysed with
this method. We obtain the limits of some exact solutions in the Brans-Dicke theory as
the coupling constant tends to infinity and interpret them as exact solutions in general
relativity. Generic properties of lirmts, which we shall call hereditaries, are also studied.
In special, we build a limiting diagram for the Segre classification. Due to the amount of

calculations involved in this kind of study, algebraic computation becomes essential.
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Notacao e convencoes

1. Indices

(a) latinos minsculos

i.

1.

(a, b--- =0, 1, 2, 3) sdo utilizados em componentes de tensores em base
de coordenadas;

(a, b--+; w', z'--- =0, 1) sdo utilizados em componentes de espinores

em base diadica;

(b) latinos maiisculos

1.

1.

(A, B--- =0, 1, 2, 3) sio utilizados em componentes de tensores em

base tetradica;

(A, B---; W', X'-..  com distintas variagdes) sdo utilizados em compo-
nentes de espinores na notagao compacta para espinores simétricos. Nessa
notagao, define-se dois indices latinos maidsculos, um sem linha e outro
com linha, cujos valores sac a soma dos valores dos indices sem linha e
com linha, respectivamente. Por exemplo, um espinor simétrico # com 4

indices sem linha e 3 com linha serd escrito como

GAW‘Zoabcdw’:r:‘y’; A=ﬂ,+b+c+d; W———-'w-i-.'l?-i-y.

Nesse exemplo, A variade 0 ad4e W de 0 a 3.

Xi



2. Abreviaturas
(a) EC - escalares de Cartan (veja segio 1.2)
3. Simetrizagdo e anti-simetrizagao

(a) Parénteses indicam simetrizagio.
(b) Colchetes indicam anti-simetrizagao.

(c) O fator 1/n! esta sempre incluido, onde n é o nimero de indices, por exemplo,

(d) Indices espinoriais sem e com linha sdo simetrizados e anti-simetrizados sepa-

radamente, mesmo que escrevamos, por exemplo, O(auta). Veja eq. (1.25).

4. Uma barra denota conjugagio complexa, ou seja,

(a + b)) = (a — bi)

onde a e b sio reais.

x11



Introducao

A descrigdo classica da intefag&o gravitacional mais aceita atualmente é feita através da
teoria da relatividade geral [30]. Teorias alternativas tais como a teoria de Brans-Dicke [4]
e as teorias de Einstein-Cartan [16} também tém sido utilizadas na descri¢io da gravitagio.

Na teoria da relatividade geral, o conjunto de todos os eventos se constitui no que
chamamos de espago-tempo. O espago-tempo € matematicamente descrito por uma vari-
edade diferencidvel de dimensdo 4. Sistemas de coordenadas sio utilizados para referir os
eventos, ou pontos na \-fa,rieda,de. Sobre a variedade, construimos diversos objetos corres-
pondendo a quantidades fisicas. ) campo gravitacional, em especial, corresponde a um
tensor simétrico, o tensor métrico g,;, de assinatura (+ — ——). Sucintamente, dizemos
que o espago-tempo é uma variedade riemanniana e localmente lorentziana. Riemanniana
por possuir uma métrica e lorentziana devido & assinatura da métrica.

A partir do tensor métrico e suas derivadas, construimos outros objetos tais como os
simbolos de Christoftel, os tensores de Riemann, de Weyl, de Ricci, de Einstein, de Ricci
sem tr-a,go, o escalar de curvatura e {retores de Killing. A definicio desses objetos pode
ser encontrada em gualquer texto bésico de relatividade geral ou em [30]. As convengdes
utilizadas aqui podem ser encontradas em [38].

A distribui¢io de matéria é descrita pelo tensor momento-energia. As equagdes de
campo de Einstein relacionam esse tensor com o tensor métrico e suas derivadas, consti-
tuindo um sistema de equagoes diferenciais parcias nao linear. O movimento de particulas
teste, aquelas cuja energia nao contribui significativamente para o campo gravitacional,

se da ao longo de curvas geodéticas.



Calculos e interpretagoes fisicas sao usualmente feitos utilizando um sistema de coor-
denadas. A arbitrariedade na escolba das coordenadas origina diversos problemas, que
discutiremos a seguir.

Devido a sua alta complexidade, as equagoes de Einstein nao possuem ainda uma
solugdo geral. Pelo contrério, diversas solugdes particulares foram encontradas impondo-
se simetrias ao tensor métrico e restrigdes ao contelido material. A diversidade de sistemas
de coordenadas utilizados para apresentagao do tensor métrico é tal que muitas métricas
originalmente pensadas como distintas séo na realidade equivalentes, ou seja, sao a mesma
a menos de uma transformagao de coordenadas.

O problema de determinar se duas métricas sao equivalentes ou nao é conhecido como
problema de equivaléncia. A solugao de Cartan para esse problema consiste basicamente
em definir um conjunto de escalares por transformacao de coordenadas, os escalares de
Cartan (EC), que determinem localmente o tensor métrico. Na pratica, os cdlculos en-
volvidos tornam indispensavel a utilizagao da computagio algébrica. No dois primeiros
capitulos desta tese, discutiremos detalhadamente o problema de equivaléncia, desde a
solugao devida a Cartan até detalhes pratico-computacionais.

As solugdes das equagdes de Einstein agrupam-se naturalmente em classes ou familias.
Os critérios podem ser os mais variados, como por exemplo grupos de simetria, pro-
priedades causais, etc. Podemos agrupar aquelas solugées cujas métricas diferem apenas
pelo valor de um ou mais parimetros. Na familia Schwarzschild, por exemplo, as métricas
sdo iguais a menos do valor do pardmetro massa m. Esse critério é bastante 1til para que
possamos introduzir a nogao de limite de um espago-tempo.

Considere uma familia de espagos-tempos, onde cada métrica difere pelo valor de um
ou mais parametros. Estamos interessados em conhecer o espago-tempo correspondente
a valores limites dos parametros. Na familia Schwarzschild, digamos, qual € a métrica
no limite m — co? Em 1969, Geroch [18] mostrou que o limite depende do sistema de
coordenadas utilizado para obté-lo, apresentando 2 limites diferentes para Schwarzschild

quando m — oco. Geroch mostra ainda de que maneira as coordenadas podem influenciar



o resultado final e discute diversas propriedades dos limites, 2 que chama de propriedades
hereditarias.

Limites de espagos-tempos em gravitagado € o assunto desta tese. Mostraremos como
utilizar os EC para tornar precisa a idéia de limite. A utilizagdo desse formalismo nos
conduzird a um método sistematico para a obtengao de limites de familias de espagos-
tempos independente de sistema de coordenadas. Novas propriedades hereditarias sao
estudadas e, em especial, as propriedades hereditarias da classificagdo de Segre. O método
é estendido de forma a estudar limites em teorias alternativas da gravitagio e seus limites
na relatividade geral. Grande parte desses resultados foram por nés publicados {46, 45, 48].
A tese encontra-se dividida como segue.

No cap. 1 discutimos o problema de equivaléncia, € apresentamos a solugao de Cartan.
Mostramos como obter o algoritmo préatico de Karlhede para o célculo dos EC e discutimos
diversas propriedades da métrica, ditas discretas, que podem ser obtidas com o auxilio do
algoritmo € dos EC. Definimos o conjunto minimo de EC algebricamente independentes
utilizando o formalismo espinorial. Transformagbes de base dos EC sio discutidas e
apresentadas. Gostariamos de exibir todas as transformacdes de base dos EC, porém
o resultado tomaria diversas paginas e sua utilizacdo pratica seria duvidosa. Assim,
optamos por apresentar a sequéncia de comandos do pacote de computagéo algébrica
CLASSI para a obtengdo das transformagdes no caso geral e imprimimos somente aquelas
que achamos convenientes. Mostramos como obter uma base canbnica para o calculo dos
EC e apresentamos as bases candnicas para cada tipo de Petrov e de Segre. Uma breve
discussao sobre essas duas formas de classificagdo de solugbes das equagdes de Einstein é
apresentada. Finalmente, discutimos o problema inverso de equivaléncia.

No cap. 2 mostramos como utilizar a linguagem algébrica SHEEP e o pacote CLASSI
no calculo dos EC. Mostramos como preparar um arquivo contendo os comandos para
o calculo dos EC; descrevemos os principais comandos de CLASSI e apresentamos alguns
exemplos. Discutimos a formagio de um banco de dados contendo esses arquivos e o

resumo dos resultados. Uma secao especial é dedicada as métricas de ondas planas que,



como veremos, 840 um limite bastante comum a outras familias de espagos-tempos.

No cap. 3 estudaremos os limites da familia Schwarzschild. Nesse capitulo, comegamos
um esbogo do procedimento para obtengao de limites utilizando os EC. Os resultados desse
capitulo foram, em sua maioria, publicados [46].

No cap. 4 generalizamos o meétodo de investigacdo de limites introduzido no cap. 3.
Além do método propriamente dito, discutimos as propriedades hereditarias e estendemos
os resultados de Geroch sobre a classificagio de Petrov, de forma a determinar as pro-
priedades hereditirias da classificagio de Segre. Um artigo contendo esse resultado esta
em fase de elaboragao [48].

No cap. 5 discutimos limites na teoria de Brans-Dicke. Costuma-se afirmar que, sob
determinadas circunstancias, a teoria de Brans-Dicke tem como limite a teoria da relativi-
dade geral quando a constante de acoplamento w — co. Nés estendemos a formulagio de
limites discutida nos capitulos anteriores de forma a estudar os limites de algumas solugoes
das equagdes de campo da teoria de Brans-Dicke, e verificar a que solugbes na relatividade
geral esses limites correspondem. Os resultados aqui obtidos foram publicados [45].

Na conclusao, revemos os limites obtidos discutindo a sua relevancia. Analisamos as
principais caracteristicas do nosso método de obten¢ao de limites e discutimos aplicagdes
a outras situagdes. Refinamentos e extensdes dessas técnicas sao propostas e discutidas,
incluindo o desenvolvimento de novos algoritmos e programas de computacio algébrica.

No apéndice A apresentamos todos os arquivos com os comandos na linguagem algébrica
SHEEP para os calculos dos EC de todas as métricas aqui estudadas.

No apéndice B apresentamos os arquivos de comandos em SHEEP para executar diver-

sas transformacodes de base utilizadas nesta tese.



Capitulo 1

O problema de equivaléncia na

relatividade geral

1.1 Introducao

O problema de equivaléncia consiste em determinar se duas variedades M e M na relati-

vidade geral sdo ou nao localmente equivalentes, ou seja, se existe uma transformacio de

coordenadas
z% = 7% x) (1.1)
tal que
0z° 03¢ .
ga(z) = ze @gcd(m) (1.2)

seja valido, onde gq(z) e §4(Z) sBo os componentes do tensor métrico de cada espago-
tempo nas bases de coordenadas referentes aos dois sistemas de coordenadas locais {z}
e {Z} respectivamente. Uma discussio mais detalhada incluindo desde as primeiras ten-
tativas de solucio desse problema até os sistemas de computagao algébrica atualmente

utilizados pode ser encontrada em [35] e referéncias 14 contidas.



1.2 A solugao devida a Cartan

Nessa se¢ao discutiremos a solugdo do problema de equivaléncia obtida por Cartan [6].
Inicialmente definiremos os objetos necessarios para podermos enunciar o teorema de
Cartan.

Sejam % edz' (i = 0,...,3) abase de coordenadas do espago tangente & variedade em
um ponto P e sua respectiva base dual no espago cotangente, definidas em um aberto da
variedade [65, 34]. Sejam ey ew® (4 =0,...,3) dois conjuntos de quatro campos vetoriais
(tétradas) pertencentes aos espagos vetorials tangente e cotangente a variedade em P,

respectivamente, definidos em um aberto. Na base de coordenadas podemos expressa-los

como
; 0
€4= Eqp (1.3)
e
wh = wids' (1.4)
4

onde os componentes das matrizes €', e w? sio fungdes das coordenadas z*. Se as matrizes
'y e wf forem nao singulares, os campos vetoriais de cada conjunto seréo linearmente
independentes em cada ponto P do aberto e constituirdo bases dos espagos tangente e
cotangente respectivamente. Essas bases sao ditas duais se e s6 se [65, 34] as relagdes
abaixo forem satisfeitas:

i B _ ¢B i A g

eAw;- = 6A e 6ij —61. (]..5)
A bases assim constituidas, definidas em um aberto da variedade, chamaremos de bases

tetrddicas. Podemos expressar qualquer tensor em uma base tetridica; em especial, o

tensor métrico covariante {g;;) pode ser escrito como

NAB = €4ehij (1.6)



de forma que o elemento de linha tem a seguinte expressio:

ds® = nup wt WP (1.7)

Em geral os componentes de n4p sao fungdes das coordenadas. Uma base tetradica é dita
do tipo constante se os componentes do tensor métrico n4p expressos nessa base forem
constantes. Nesta tese utilizamos trés tipos de bases tetradicas constantes, a saber, base
tetradica tipo Lorentz, tipo nulo e tipo semi-nulo. A matriz n4p tem as seguintes formas

em cada um desses tipos:

e base tetradica tipo Lorentz

nap = diag (+1,~1,—-1,—-1) (1.8)
e base tetradica tipo nulo )
01 0 0
10 0 0
nAB = (1.9)
00 0 -1
| 00 ~1 0 |

e base tetrddica tipo semi-nulo

01 0 0
10 0 0
NaB = (1.10)
00 -1 0
00 0 1]

Duas bases tetradicas serao ditas do mesmo fipo se corresponderem a mesma matriz H4B,
ou seja, se o tensor métrico tiver os mesmos componentes em ambas.

Utilizando-se (1.7), verifica-se que a expressao do elemento de linha em tétradas tipo



Lorentz, tipo nulo e tipo semi-nulo é

ds’ = (W)= (W) = (W*)" — (&) (1.11)
ds? = 200" — 2P (1.12)
ds? = 200" — (W?)? = (W*)? (1.13)
respectivamente. Seja 84 (A = 0,---,3) uma base tetradica tipo Lorentz. Mostra-se

A

facilmente que as tétradas w? e o4, definidas por

= —=(0° + ") W= 3-(6° - 0")
(1.14)
w? = 7(92 + 16%) w? = J=(62 - i6%)
e
:;5(90 +91) 0'] — 12(00 _ 91)
(1.15)
o =02 0.3 oy

constituem bases tetrddicas tipo nulo e semi-nulo, respectivamente.

Aos componentes do tensor de Riemann e de suas derivadas covariantes expressos em
uma base tetridica constante denominamos escalares de Cartan (EC), que de fato sdo
escalares sob transformagdes de coordenadas. Um EC é dito de ordem n se corresponder
a enésima derivada covariante do tensor de Riemann.

De posse dessas definigbes, o teorema de Cartan sobre o problema de equivaléncia

pode ser enunciado na forma abaixo:

Teorema (Cartan): (1.16)
Duas métricas sdo localmente equivalentes se e so se seus escalares de
Cartan até uma ordem finita, expressos em bases tetradicas de mesmo
tipo, forem iguais a menos de transformagoes de Lorentz (locais) e trans-

formacoes de coordenadas.



Para decidir sobre a equivaléncia, basta calcular 0os EC até uma ordem finita, que deno-
minaremos de c. O valor de ¢ serd discutido mais adiante.

E imediato verificar que a condicao expressa no teorema é necessaria para equivaléncia.
De fato se as duas métricas sdo equivalentes, entdo é possivel por transformacdes de
Lorentz (locais) transformar a base tetrddica originalmente escolhida para expressar uma
das métricas, na base tetridica escolhida para a outra, de tal modo que os dois conjuntos
de EC difiram apenas pela escolha de coordenadas. Entio, com uma transformacio de
coordenadas, os dois conjuntos de EC tornam-se idénticos. Para a demonstracio completa
do teorema, veja o trabalho original de Cartan [6].

Discutimos, no que segue, o teorema de Cartan no contexto mais amplo de fibrado.
Da fortna como enunciamos o teorema, uma base tetradica deve ser escolhida para que
calculemos os EC. Para recuperarmos a formulagao original de Cartan [6], vamos aplicar
aos EC encontrados a transformagio de Lorentz (local) mais geral. Dessa forma, os EC
sao fungbes nao apenas das 4 coordenadas da variedade, mas também das 6 “coordenadas_”
ou parametros do grupo de Lorentz. Em outras palavras, os EC sio agora funcdes das 10
coordenadas da variedade fibrado de Lorentz (veja, por exemplo, [13] para uma introdugéo
a fibrados). Assim, o trecho “transformagtes de Lorentz (locais) e transformagées de coor-
denadas” do teorema de Cartan pode ser substituido por “transformacoes de coordenadas
do fibrado”.

Introduziremos agora o conceito de independéncia funcional, que nos sera ttil adiante.
Por fungbes funcionalmente independentes nas variaveis y*, entende-se funcées, nio cons-
tantes, que nao satisfacam a nenhuma relagéo independente das variaveis y'. Sejam m
fungoes f; (i = 1, --,m) nas n varidveis y* ( = 1,---,n), n > m. A condi¢io necesséria e

suficiente [31] para que essas fungdes sejam funcionalmente independentes é que ao menos



um dos determinantes (jacobianos) formados com m colunas da matriz

[ a5, 8f ... 2h ]
8y1 8y2 ayn
8 Bh ... 3
W o (1.17)
8fm Ofm ... Bfm
| dy ay’ gy™

seja diferente de zero.

Podemos finalmente discutir o valor de ¢, ou seja, a ultima ordem de derivacao
necessaria para decidir sobre a equivaléncia. Entre todos os EC, no méaximo podem
existir 10 fungdes funcionalmente independentes nas coordenadas da variedade fibrado.
Entretanto, nao é necessario que haja 10. Ao calcularmos sucessivamente os EC em cada
ordem de derivagao, podemos encontrar zero, 1 ou varias novas fungoes funcionalmente
independentes. Mostra-se [6] que se em uma ordem 7 1nao hi nenhuma nova fungio fun-
cionalmente independente, entio nas ordens seguintes tampouco haverd. Mostra-se ainda
[6] que as ordens seguintes a primeira em que ndo hd nenhuma nova fungao funcional-
mente independente nio sio necessdrias para testar a equivaléncia de métricas. Note,
entretanto, que o conhecimento da ordem onde pela primeira vez nao aparece nenhuma
nova func¢io funcionalmente independente € necessario.

Assim, a ordem de derivagio maxima ¢ que pode ser necessaria € 10, caso aparega
apenas 1 nova fungio funcionalmente independente a cada ordem (a primeira na ordem
0 e a décima na ordem 9, na ordem 10 nao aparecendo nenhuma).

Como é suficiente conhecer os EC para decidirmos sobre a equivaléncia local de
métricas, conclui-se que os EC contém todas as informagdes locais sobre a métrica. O
fato de serem escalares por transformagio de coordenadas nos leva a dizer que os EC
caracterizam o espago-tempo localmente de uma maneira independente de coordenadas.

Vimos que entre os EC temos no maximo 10 fungdes funcionalmente independentes nas
10 coordenadas do fibrado. Se forem exatamente 10, podemos tomé-las como coordenadas

sobre o fibrado. Os EC podem ser escritos como fungoes dessas novas 10 coordenadas.
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Suponha agora que haja um mimero menor de fun¢des. Seja f, o niimero total de funcses
funcionalmente independentes encontrado até a dltitna ordem de derivagdo ¢ (inclusive).
Podemos ainda toma-las como as f, primeiras coordenadas do fibrado, ditas coordenadas
fundamentars do fibrado; as 10— f, restantes sdo ditas coordenadas ignordveis. Nesse caso,
os EC dependem apenas dessas f, coordenadas fundamentais do fibrado. Transformacdes
de coordenadas no fibrado que envolvam apenas as 10 — f. coordenadas ignoraveis do
fibrado nao alteram os EC, e portanto correspondem ao grupo de isometrias G, da métrica
[6]. Podemos ainda separar as fungdes que dependem dos pardmetros do grupo de Lorentz
daquelas que dependem das coordenadas {6]. Dessa forma podemos obter a dimensio do
grupo de isotropia e da érbita do grupo de isometria. Discutiremos isso, na linguagem de

tétradas, na préxima segao.

1.3 O algoritmo de Karlhede

Karlhede [27] desenvolveu um algoritmo para a solugio pratica do problema de equivaléncia.
Duas idéias fundamentais estdo por tras desse algoritmo.

A primeira é devida a Brans [3]. Consiste em fixar a base escolhendo uma forma
canonica para os EC. Como consequéncia, para testar a equivaléncia de duas métricas
teremos que verificar se existem transformacdes apenas de coordenadas, que tornem iguais
os EC.

Dito de outra maneira. Escolher uma base significa escolher um valor para os pardmetros
do grupo de Lorentz. Dessa forma, os EC passam a ser fungio apenas das coordenadas
na variedade. Assim separa-se naturalmente, entre as f. < 10 fung¢des funcionalmente
independentes nas coordenadas do fibrado, as t. < 4 fung¢des funcionalmente indepen-
dentes nas coordenadas das I, < 6 fungoes funcionalmente independentes nos parametros
do grupo de Lorentz. Note que f, = 1.+ I.

H4 casos em que a base ndo pode ser completamente fixada. Existird entdo um sub-
grupo do grupo de Lorentz que ndo altera a forma canodnica escolhida. Esse grupo constitui

o grupo de isotropia (H.) da métrica, com dimensao 6—-I.. O grupo de isotropia é utilizado
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R, | escalares de Cartan (EC) até ordem n I

1, | n® de fungdes funcionalmente independentes nas coordenadas em R,
I, | n2 de fungdes func. ind. nos parametros do grupo de Lorentz em R,
fn | n2 de fungoes func. ind. nas coordenadas do fibrado em R,

G | grupo de isometria de K, ou grupo de isometria até ordem n

d, | dimensao da drbita de G,

H, | grupo de isotropia de K, ou grupo de isotropia até ordem n

H ¢ [ ultima ordem de derivagao, ”

Tabela 1.1: Notagdo para o algoritmo de Karlhede.

Note que R,, € constituido pelos EC de ordem 0, 1, ... ,n.

A dimensao do grupo de isometria em cada ordem é dada por dim(G,,) = d,, + dim(H,,).
A dimensao da érbita do grupo de isometria em cada ordem é dada por d,, =4 — ¢,,.

A dimensao do grupo de isotropia em cada ordem é dada por dim(H,) = 6 — ..

para caracterizar simetria por rotagdo {30].

Como vimos no final da segdo anterior, a dimenséo do grupo de isometria é dim(G.) =
10—fo=(6+4)—(l.+1t.) =(6—1)+(4—t.) = dim(H.) +d.. As4— ¢, dimensdes extras
do grupo de isometria correspondem & dimensao d. de sua o6rbita sobre a variedade. A
érbita do grupo de isometria é interpretada como uma hipersuperficie de homogeneidade
[30]. Um espago-tempo é dito homogéneo se a érbita do grupo de isometria for toda a
variedade. Essa situacdo corresponde a ter todos os EC constantes, em uma base candnica.

A segunda idéia fundamental do algoritmo se deve ao proprio Karlhede e consiste em
um aprimoramento da idéia anterior. Fixa-se a base o mais possivel a cada ordem de
derivagio. Isso diminui a quantidade de cilculos necessirios, tornando o procedimento
passivel de ser implementado em um computador. Assim, denotando por R, os EC
até ordem n (inclusive), estende-se os conceitos de grupo de isometria (G.) e isotropia
(H.), dimensdo da 6rbita do grupo de isometria (d.) ¢ mimero de fungées funcionalmente
independentes ( f., 1., [;) entre os EC, para conceitos andlogos para cada etapa R,, ou seja,
Gn, H,, dy, fn, t, e l,. Na tab. 1.1 sintetizamos essa notagdo. O algoritmo naturalmente
se divide em ordens de derivagdo comegando na ordem 0 e terminando na ordem c.

Vamos comegar pela descricao da ordem 0. Escolhe-se uma base tetradica constante e



calcula-se os EC de ordem 0, ou seja, os componentes do tensor de Riemann. Utilizando
transformagoes de Lorentz (locais), encontra-se uma base canbnica para a ordem 0, ou
seja, uma base na qual os elementos de Ry assumem uma forma canénica. Encontra-se o
grupo de isotropia Hy de Ry e o ndmero {, de fungoes funcionalmente independentes nas
coordenadas, obtendo-se a dimensao dp da 6rbita do grupo de isometria até ordem 0.

O procedimento para encontrar a base candnica e o grupo de isometria sera tratado
na se¢ao 1.6. O ndmero de fungbes funcionalmente independentes nas coordenadas em
cada ordem é obtido calculando-se os jacobianos entre as possiveis candidatas a fungoes
funcionalmente independentes [veja eq. (1.17)).

As ordens seguintes do algoritmo podem ser descritas como se segue.

Calcula-se os EC de ordem n, obtendo-se R, (note que R, consiste em todos os EC
desde a ordem 0 até a ordem n). Utilizando-se transformagdes do grupo de isotropia
H,_, de R,_1, encontra-se uma base canonica para R,. Entdo encontramos o grupo de
isotropia H,, e o niimero ¢, de fun¢bes funcionalmente independentes nas coordenadas até
ordem n e dai a dimensao d,, da dérbita de GG,,.

Se as dimensbdes da drbita e do grupo de isotropia até essa ordem forem iguais as
dimensoes até a ordem anterior, significa, na linguagem de fibrados, que nio apareceu
nenhuma nova fungao funcionalmente independente nas coordenadas e nos parametros do
grupo de Lorentz. Assim, de acordo com o teorema de Cartan, esta é a 1ltima ordem
necessaria (c¢). Caso contrario, prossegue-se para a ordem seguinte.

Dito de outra maneira. Se d, = d,—1 e dim{H,} = dim(H,_,) o algoritmo para.
Caso contrario, prossegue. Para a maioria das métricas estudadas, a segunda ou terceira
derivadas costumam ser suficientes. Em apenas uma situagio [29], a quarta ordem foi
necessaria. Limites superiores tedricos para a ordem méxima de derivagio foram encon-

trados por Karlhede [27] e continuam sendo estudados por outros autores [9, 7, 8].
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1.4 Os escalares de Cartan algebricamente indepen-

dentes

Nem todos os componentes do tensor de Riema,nﬂ e suas derivadas covarianies sao alge-
bricamente independentes, eles estao relacionados pelas identidades de Bianchi e de Ricci.
Mostraremos nesta se¢ao um conjunto minimo de objetos algebricamente independentes,
obtido por MacCallum e Aman [37). Esse resultado est4 expresso na forma espinorial. Os
resultados fundamentais do cdlculo espinorial podemn ser encontrados em [44, 55, 51]. A
seguir apresentaremos apenas o necessario para a compreensio do restante deste capitulo.

O espago espinorial é um espago vetorial de dimenséo 2 sobre o corpo dos complexos.
Os indices dos componentes de espinores sao denotados por letras latinas mimisculas
valendo 0 ou 1. Sao definidos dois espacos espinoriais. Para diferenciar espinores de um
e outro, os indices dos componentes sdo denotados por a, b etc. ou por ¢, ¥ etc. Dai
chamarmos ao primeiro de espago espinorial sem linha e ao segundo de espago espinorial
com linha. -

Dois espinores (uma diada) linearmente independentes constituem uma base, chamada
de base diddica. Para o espago vetorial sem linha, a base diddica é usualmente denotada
pelas letras gregas 6micron (o) e iota (¢). Para o espago vetorial com linha denotamos a
base diddica por & e z. Além da normalizacéo impde-se que os componentes dos espinores

de base de um e outro espaco sejam o complexo conjugado um do outro, ou seja

051" = Gyt = 1

o = o (1.18)
T’ T

r = 3

onde a barra denota conjugacgéo complexa.
Espinores de ordem superior sao definidos como elementos do produto tensorial de

espagos espinoriais. Um espinor com o mesmo nimero de indices sem e com linha é dito



hermitiano se e 86 se seus componentes satisfizerem a relagao

Ha---bw'---a:‘ = Hai...baw...,_. . (1.19)

Pode-se mostrar [44] que essa propriedade independe de base.
A cada tensor no espago tangente a variedade em um ponto P, associamos um espinor.
Os vetores da base tetradica tipo nulo estao associados aos espinores da base diddica pelas

seguintes relagdes:

(1.20)

O tensor de Riemann pode ser decomposto em trés partes irredutiveis: o tensor de Weyl, o
tensor de Ricci sem traco e o escalar de curvatura. A cada um desses tensores corresponde

um espinor simétrico em todos seus indices sem e com linha, a saber:

W,pea  espinor de Weyl
P, espinor de Ricci (hermitiano) (1.21)

A escalar de curvatura (real).

As identidades de Bianchi podem entdo ser escritas como {37]

V::J"I,abcd - vz}:@cd)zrwr (1.22)
Vo By = —3VpmA (1.23)

onde o operador de derivagio covariante Vg, é hermitiano.

Utiliza-se uma notagao compacta para espinores simétricos [51]. Como a ordem dos
indices nao é relevante, definimos dois indices latinos manisculos, um sem linha e outro
com linha, cujos valores sio a soma dos valores dos indices sem linha e com linha, respec-

tivamente. Por exemplo, um espinor simeétrico # com 4 indices sem linha e 3 com linha
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sera escrito como 4w+ = fapedurery onde A = a+b+c+de W = w4z +y. Nesse exemplo,
Avariade0a4eW de0 a3. Aseguir escrevemos nessa notagao compacta os espinores

que serao utilizados para definir o conjunto minimo algebricamente independente.

o Espinores de Weyl, Ricci e escalar de curvatura:

Uy = Ve
@Awl _— ¢abwle (1-24)
A.

e Derivadas covariantes simetrizadas:

Vil w = View Vi Vey Yiefg)

n

Vi o = V(aerBIJ e ch')q)dez'u') (125)

VoAawr = View Vi Ve A

n

Note que indices com linha e sem linha sao simetrizados separadamente. Paran = 0

a notagao (1.25) se reduz a notacgdo (1.24) dos espinores de Weyl, Ricci e do escalar

de curvatura.

o O espinor Z,pcy ¢ definido como um dos membros da primeira identidade de Bianchi
[eq. (1.22)], ou seja,

—_ de a P
Sbedw’ :f Vw‘lpabcd = V(bq)cd)a:’w' . (126)

E denotado na notacao compacta, juntamente com suas derivadas covariantes, por

V'Zaw = \Y(aw'vb.r' P ch:Edefz') . (127)

n

e Operador d’alembertiano,

o % ye'ye, (1.28)
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De posse dessas defini¢oes, podemos enumerar o conjunto minimo de EC algebrica-
mente independentes obtido por MacCallum e Aman [37) para uma ordem de derivagdo

genérica n.
1. VMV 4w
2. VO, w
3. V™A w
4, Vir-UZ paran > 1

5. OQ aw para n > 2, onde () sao todos os elementos do conjunto minimo de

ordem 0 até ordem (n — 2).

Note que V@ 4w € V" Aaw s8o hermitianos, assim como OQ 4w+ se Qaw for um
espinor hermitjiano. Na notagdo compacta para espinores simétricos, a hermiticidade de

um espinor genérico H 4 € escrita como
Hawr = Hw . (1.29)

Assim, o componente Haw+ de um espinor hermitiano é algebricamente dependente do
componente Hw 4. Cabe também notar que os componentes Hpr sao reaisse A = W e
que os escalares espinoriais A, OA, O?A etc. sio também reais.

Na tab. 1.2 apresentamos expliatamente todos os elementos do conjunto minimo até
ordem 3. Observe que os EC sao escalares por transformagao de coordenadas, mas nao
sao necessariamente escalares por transformacio de base. Porém A, OA, O%A etc. sao
também escalares por transformacao de base. Note que eles 56 aparecem nas ordens 0, 2,

4 etc, ou seja, nas ordens pares.
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1.5 Transformacao de base

A cada transformagao de Lorentz da base tetridica no espago tangente corresponde uma
(rigorosamente duas) transformagdo do SU(2) da base diddica no espago espinorial. De

forma a preservar as relagdes (1.18) a base diadica se transforma como

— ——

[= ]|
foe]]
o

o a b 0
= e = (1.30)
¢ c d ¢

Ll
o
=y
=1

onde a matriz de transformagao tem determinante 1, ou seja,

ad ~ be = 1. (1.31)

Toda transformacio de base diadica pode ser decomposta nas trés transformacoes que

estudaremos a seguir {51].

Rotagao nula - As rotagdes nulas mantendo w? ou w! fixos tém, respectivamente, as

seguintes representagdes matriciais:

10
Na = onde a é complexo (1.32)
a 1
€
1 b
Nb= onde b é complexo. (1.33)
01

2

Rotacio espacial - A rotagio espacial no plano w? — w® tem como representagao

0
E = ' onde w é real. (1.34)

Rotacao temporal - Também conhecida como transformagao de Lorentz pura. A
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(o

rotagdo temporal no plano w® — w' tem a representagio

z 0
T= onde z é real. (1.35)
0 27!

O efeito das rotagbes espacial e temporal acima pode ser apresentado de forma mais
compacta pelo produto (comutativo) de (1.34) e (1.35), cuja representagéo matricial é

zezw O

ET =TE = . (1.36)

A partir de (1.30) podemos obter a lei de transformacio da base diddica para cada uma
das transformagdes acima e entéo, utilizando (1.20) obtemos a lei de transformacio da
base tetradica tipo nulo. Dessa forma podemos mostrar que de fato w® e w! permanecem
inalterados sob as transformagoes (1.32) e (1.33) respectivamente e que os planos w? —w? e
w?—w! sao de fato os planos de rotagdo das tranformagdes (1.34) e (1.35) respectivamente.

Vamos mostrar explicitamente como isso € feito na caso da rotagao temporal. A partir

de (1.30) temos que 6 = z0 ¢ i = z~'¢ € entdo, de (1.20) verificamos que &° = z%w?,

2 3

ot = 27%, O = w? e &® = wd Assim, a transformagio se d4 no plano W’ — wt. De
(1.14) observamos que esse é o plano §° — #*, ou seja, um plano tipo tempo, justificando
a denominagio rotag¢do temporal para essa transformacgao.

Para efeito de transformacdo de base diddica, apenas os valores que os indices podem
assumir importam. Assim, todos os d’alembertianos se transformam como os espinores
originais, isto €, O™() sy transforma-se como () w/. Portanto nido apresentaremos a
lel de transformacio de d’alembertianos. Analogamente, V™A 2w transforma-se como
V=2 4y (confira a lei de transformagio de VA na tab. 1.6 com a lei de trans-
formagao de ® 4w+ na tab. 1.4).

As tabs. 1.3 e 1.4 mostram o resultado das transformagdes de base diddica nos es-

calares de Cartan de ordem 0. As tabs. 1.5 e 1.6 mostram o efeito do produto das

rotagbes temporal e espacial sobre os escalares de Cartan de ordem 1 e 2. Para as demais
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transformagdes os resultados tornam-se muito longos. Portanto, nesses casos, apresenta-
remos apenas situagdes particulares, 2 medida que for necessdrio. Essas tabelas foram
obtidas com o uso do sistema de computacao algébrica SHEEP e do pacote CLASSL. Os re-
sultados foram transportados diretamente para o processador de texto Latex (com o qual
esta tese foi escrita), de forma a nao conter erros de datilografia. O pacote CLASSI sera
discutido em detalhes no cap. 2. O arquivo B.5 no apéndice B apresenta 0s comandos em
CLASSI para se obter nio apenas as transformagoes de base mostradas aqui mas tambem

as transformagdes para ordens superiores.

1.6 Bases canonicas

Tanto o tensor métrico quanto os escalares de Cartan privilegiam diregdes na variedade.
Podemos utilizar essas diregdes para determinar a orientagao dos vetores da base tetradica,
ou seja, para fixar a base canénica. Na ordem zero do algoritmo de Karlhede, quando
apenas o tensor de Riemann est4 calculado, a base é fixada a partir de informacoes obtidas
com as classificagbes de Petrov e Segre. Esta segdo se divide em trés subsegdes. Nas
duas subsegdes seguintes estudaremos as classificagdes de Petrov e Segre e, finalmente, na

subsegao 1.6.3 mostraremos como encontrar uma base canonica.

1.6.1 Classificacao de Segre

Classificagao de Segre é a expressio usual para denominar-se a classificagao algébrica em

tipos de Segre do tensor de Ricci sem trago
a def pa 1 a
S5, = Ry ——6, R (1.37)
n

onde n é a dimensao da variedade, igual a 4 na relatividade geral. Devido as equagoes de
Einstein, esse tensor € o tensor momento-energia tém sempre o mesmo tipo de Segre [44].
Para classifica-lo, construimos um problema de autovalores e autovetores [68], que

consiste em encontrar os valores de A para os quais o sistema de n equagdes lineares
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Vo = U
?1 = G‘I’O + lI’]
lIl:, = az‘I’o + 2(1\1’1 + \I’z

\?3 = 03\1’0 + 302\1’1 + 3(1\1’2 + l]:’3

‘I’q = Gd‘I’g + 4&3\1’1 + 602\1’2 + 40.\1’3 + ‘1’4
q:)OO" = Do
‘;’01' = a®oy + Porr
oy = @ Pgyr + 2aDpys + Doy

(=T
Ll
L
-
It

aa®oy + a®orr + a®oyr + @11/

a@*®oy + 2aadoy + a®oy + @*®gps + 2aP11r + Bqy

Py = azﬁz‘I’eo' + 2&2(_1,(1)01. + a2¢’02f + Qﬂﬁza{;; +4aa®yy 4 2aP 20+
+ @By + 2aP 1y + Doy

=
-
%)
4
fl

A = A

Uo = 00, + 4530, + 6620, + 450, 4+ ¥,
U, = B30, + 3070, + 300, 4+ T,

U, = BU,+4 260, + 0,

Uy = b0, 4 U,

‘1’4 = ‘1’4

Doy = b*0*P3pr + 267010 + b2y + 2652B1y + 45bD 1y + 2bToy+
3 +_bzq’02' + @01* + iI’oo' B
Qo = B20®y2r + 6 @190 + 208D15 + 26@11s + BDgy: + Doy

?02' - bi‘bgza + 2[)&12r -|:q)02:
P11 = bbPayr + bP1y + 6Dy + Pyy
1y = 0Py + P
Doy = Doy
A=A

Tabela 1.3: Efeito da rotacdo nula nos escalares de Cartan de ordem 0. O primeiro quadro
cortesponde a rotagdo nula (1.32) com w® fixo enquanto que o segundo corresponde 3
rotagdo nula (1.33) com w! fixo.
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ﬁ’o = 2464"”11’0 &) 4

B, = ey, Door = . 2?‘”‘1)00'

{i’g - ‘112 ?mf = ¥4 e4iwq)91:

B, = z-2e~Zwy, Doz = e Ppyr

U, = z-tetivy, O = . D1y
@121 = 2 e 'w(P]g:

A _ A ‘522: = 2_4(1)22:

Tabela 1.4: Efeito do produto (1.36) das rotagdes temporal e espacial nos escalares de
Cartan de ordem 0.

Voyy = 28V ®oor

ol sl vV a = 4 2.
Vi = 28ePV U Yil’m' = 2TV ooy
SI _ 4_6iw VO = 2%V,
V‘I’ml = € V‘I"l)l’ S 6i
r——— — Tw
V‘I’]o' = Z4€2iqu’lot VQ)DS‘ - € VQDS‘
S _ 2, 4iw Vo = 22V
Ve = Ze™Vhy 7 2wy
il - T
Vi = 22V W 0 M ~-2641'1“ 12’
V¥, = eV Uy, Vg = 275" Vhy
o ———— - = _2
Vs = eV ¥ o 422' v
7T, —2 V<I>23a = 2z e 'qu)ggt
VlI’Sl‘ = z V‘I’;;}i ’VT 8
Vg = 22wy, D33 = 27V Py
V\Il‘ﬂa 2—46_2‘qu’41' = 4w
il B ot = € =00/
Vs = z e 5wV, &00 - 2 4iw'—'00
Wm, _ z"se_‘ﬁqulsl: ?01: = Z7€E 2—r01:

‘E'm' = Pt 1Y
A 2 S = eV Ey
VA = z*V Agor = — 2w
A 2iw =t S € v
VADI‘ = e VAml = -2
= 9 ) Z "oy
VAII’ = ¥4 VAly = -2, ,—4mw

. zZ [ — 30!

Sarr = 2T TWEy),

Tabela 1.5: Efeito do produto (1.36) das rotagdes temporal e espacial nos escalares de
Cartan de ordem 1.



- 94 -

Vz@oof = stzq)oof
V'?{pUD' - zse4wa2‘I,00' Vz@op = 2662‘wv2¢)01!
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V.'_".411 = 2z ‘e V:a41f
Vo = Z_GG_leVE421

Tabela 1.6: Efeito do produto (1.36) das rotagdes temporal e espacial nos escalares de
Cartan de ordem 2. Os d’alembertianos nao estio incluidos por razdes explicadas no
texto.
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homogéneas

(Sp = A8 VP =0 (1.38)

em n varidveis (V°, V1, V2, ...) tem solugio nio trivial (e encontrar as solugdes desse
sistema para cada valor de X). O sistema acima s6 possui solucio ndo trivial para os

valores de A que anulem o determinante

1S5 — 28] (1.39)

Esse determinante é um polinémio do grau n em X, chamado de polinémio caracteristico
de 55. O teorema fundamental da algebra [5] garante que, sobre o corpo dos complexos,

podemos sempre fatord-lo completamente na forma
A=2)3 = )2 = 2A5)% .- (1.40)

onde Aj, Az, A3, -+ - sd0 as raizes do polinémio, chamadas de autovalores e di, do, ds, - --
suas respectivas degenerescéncias. Denotamos as degenerescéncias dos autovalores por
{d1dyds ---}.

Caso a métrica fosse euclidiana, o tensor Sf seria simétrico e portanto diagonalizivel.
Na relatividade geral porém, devido & assinatura lorentziana da métrica, devemos fazer
uso das formas candnicas de Jordan, como veremos a seguir.

Mostra-se [68] que é sempre possivel encontrar uma base tal que §¢ assuma uma forma
de Jordan. Na forma de Jordan, uma matriz é constituida de submatrizes de Jordan ao
longo da diagonal principal. Cada submatriz de Jordan é por sua vez uma matriz com

uma das seguintes formas:

A1 00
X1 0
A1 0 X 10
[ ) ] , , 0 X1/, etc. (1.41)
0 X 00 X1
00 X
0 0 0 X
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onde o componente da diagonal, A, € um autovalor. Mostra-se ainda que a forma de
Jordan é unica a menos da ordenagéo das submatrizes de Jordan. Abaixo apresentamos
um exemplo com uma matriz 7 x 7. Os “zeros” fora das submatrizes de Jordan nio sio

escritos para permitir melhor visualizagdo de cada submatriz.

-Al 1 0 -
0 N 1
0 0 M
A 1 . (1.42)
0 A
A1
AS-

Nesse exemplo temos 4 submatrizes de Jordan, de dimensoes 3, 2, 1 e 1. A primeira e
terceira submatrizes de Jordan tém o mesmo autovalor A;. O polinémio caracteristico

(1.40) para esse exemplo pode ser escrito como

(h = 24 — A2 (A — Aa). (1.43)

De acordo com a notagao introduzida no parigrafo anterior, sua degenerescéncia é {421}.

A cada autovalor, o sistema (1.38) tem pelo menos uma solugio linearmente indepen-
dente, chamada de eutovetor de 55. Se um autovalor pertence a apenas uma submatriz de
Jordan (A; e A3 no exemplo), o sistema (1.38) terd apenas um autovetor para esse auto-
valor, independentemente da dimensao da submatriz de Jordan. Se um autovalor pertence
a 2 (ou mais) submatrizes de Jordan, o sistema (1.38) terd como solugdo um subespago de
autovetores de dimenséo 2 (ou mais), independentemente das dimensbes das submatrizes
de Jordan. No exemplo, A; € um autovalor pertencente a duas submatrizes de Jordan,
portanto existe um subespago bidimensional de autovetores com autovalor A;.

Na notagao de Segre, cada submatriz de Jordan é denotada pelo algarismo correspon-



- 97 -

dente & sua dimensdo. Para denotar que duas ou mais submatrizes possuem o mesmo
autovalor (degenerescéncia de autovalores) colocamos os algarismos correspondentes en-
tre parénteses. Finalmente, o conjunto todo é posto entre colchetes. O tipo de Segre do
exemplo (1.42) ¢ portanto [(31)21]. Observe que a ordem dos algarismos nio é relevante,
de vez que a ordem das submatrizes de Jordan tampouco o é.

Na relatividade geral, devido & assinatura de Lorentz, os autovetores podem ser tipo-
espago, nulos ou tipo-tempo. Abaixo mostramos todos os tipos de Segre possiveis na

relatividade geral (veja, por exemplo, [53, 54, 23, 24]). Nos 3 primeiros itens todos os

autovalores sio reais.

1. {1,111] e degenerescéncias [(1,1)11], [1,1(11)], [(1,1)(11)], [(1,11)1], [1,(111)] e
[(1,111)]. O primeiro algarismo, separado pela virgula, corresponde a um autovetor
tipo-tempo e os demais a autovetores tipo-espaco. O tipo [(1,111)] corresponde a

5S¢ = 0, sendo denominado Segre 0.

2. [211] e degenerescéncias [(21)1], [2(11)] e [(211)]. O primeiro algarismo corresponde

a um autovetor nulo e os demais a autovetores tipo-espaco.

3. [31] e degenerescéncia [(31)]. O primeiro algarismo corresponde a um autovetor nulo

e o segundo a um autovetor tipo-espago.
4. [2211] e degenerescéncia [22(11)]. z e Z representam autovalores complexos conju-

gados. Os dois algarismos correspondem a autovetores tipo-espago.

1.6.2 Classificacao de Petrov

A classificagao de Petrov em sua versio espinorial pode ser apresentada como segue. Pen-
rose [49, 52] mostrou que o espinor de Weyl pode ser escrito como o produto simetrizado

de quatro 1-espinores, chamados de espinores principais do espinor de Weyl, isto é,

‘Ilabcd = a(aﬁwcéd). (144)
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Os espinores principais sio determinados a menos de multiplicagio por escalares com-
plexos, ou seja, Aa, Bf, Cy e D6, desde que o produto (1.44) nio se altere, isto 6,
ABCD = 1. Os tipos de Petrov sio entéo obtidos de acordo com a coincidéncia (de-

generescéncia) das dire¢des dos espinores principais, conforme a tab. 1.7.

I I I [ DJNTJo0]J
iy ey [ By [ {223 [ {41 | 0|

Tabela 1.7: Tipos de Petrov. A primeira linha indica a notacdo para os tipos de Petrov,
enquanto a segunda linha mostra a degenerescéncia das diregoes dos espinores principais.

1.6.3 Escolha de base candnica

Veremos como fixar a base com um exemplo de uma métrica Petrov tipo D. Seja uma
métrica Petrov tipo D. Como vimos na subsegao anterior, seu espinor de Wey! pode ser

sempre escrito na forma

Wabea = a(a“bﬁsﬁd)' (145)

Se o e f s@o espinores principais, entdo Ko e +4 0 também sio. Kscolhemos a base
diddica de forma que os espinores o e ¢ estejam nas dire¢oes de @ e f respectivamente.

Para satisfazer a condicdo de normalizagao (1.18), uma possivel escolha é

(1.46)

agfit’

Na notacdo compacta para espinores simétricos o espinor de Weyl (1.45) se escreve

< d
Uy = Yooy = W opea0®0®ifet = a(aabﬁcﬁd}ﬂ‘aab z %ﬁf = (‘%ﬁm)2

i (1.47)
‘I’(J:‘I’lz‘l’:s:‘l’«i:O
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j& que para dois espinores quaisquer (veja por exemplo [44, 55])

o, B =—-aB, e a0 =0. (1.48)

Assim para qualquer métrica Petrov tipo D o espinor de Weyl pode ser escrito em uma
base na qual somente o componente ¥, € nio nulo. A essa base denominamos de base
canonica da parte de Weyl dos EC até ordem de derivagio 0 de métricas Petrov tipo D, ou
simplesmente, base candnica para Petrov tipo D. O valor de W5 em tal base é caracteristico
da métrica. De fato, seu valor independe da particular escolha dos espinores a e 3 j4 que
(eul?)? = (Kan(££8°) .

Consultando-se as leis de transformagao de ¥4 (tabs. 1.3 e 1.4), verificamos que com
as condigbes (1.47) todos seus componentes séo invariantes por rotagoes espaciais (1.34) e
rotagbes temporais (1.35). O grupo gerado por essas transformagdes constitui o grupo de
isotropia da parte de Weyl do espinor de curvatura de métricas Petrov tipo D. De fato,
utilizando a eq. (1.30) verifica-se facilmente que as transformagoes de base que preservam
a condigao (1.46) sdo as que tém a = 1/d e b = ¢ = 0, ou seja, (1.34) e (1.35).

De maneira analoga pode-se encontrar bases candnicas e os grupos de isotropia para
todos os tipos de Petrov. Para obter bases canénicas para os tipos de Segre, Hall {20, 21]
utiliza-se de um procedimento similar, trabalhando porém com uma base tetrddica tipo
semi-nulo. Seus resultados podem ser re-escritos na linguagem espinorial utilizando-se a
relacdo entre os componentes de Si em uma base tetradica tipo semi-nulo e os compo-
nentes do espinor de Ricci ® 4w como sugerido por Cormack e Hall [10]. As tabs. 1.9
e 1.10 apresentam as formas canodnicas para os espinores de Weyl e de Ricci, respectiva-
mente. Na tab. 1.8 mostramos a notagio utilizada para o grupo de isotropia. Caso os
espinores de Weyl e de Ricci sejam ambos nao nulos, escolhe-se primeiro a forma canénica
para o tensor de Weyl. O espinor de Ricci é entdo utilizado para fixar ainda mais a base.
Entretanto nio assumira, em geral, uma forma canonica.

O problema de escolher uma base canbnica nio termina na ordem zero. Em nosso

exemplo, vimos que a base estd fixada apenas a menos de rotagbes espacias e temporais,
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Notagao Notagao Matriz de transformagao ou nome do grupo

do CLASSI | desta tese
8 E rotagao espacial (eq. 1.34)
b T rotagao temporal (eq. 1.35)
e ET (ou T'E) | produto (comutativo) de £ e T (eq. 1.36)
n Na rotagéo nula com w? fixo (eq. 1.32)
k Nai rotagéo nula com «° fixo (eq. 1.32) e @ imaginario puro
n Nb rotagdo nula com w' fixo (eq. 1.33)
k Nb rotagao nula com w' fixo (eq. 1.33) e b imaginario puro
P SO(3) grupo de rotagio tridimensional
t SO(2,1) grupo de Lorentz tridimensional
6 L grupo de Lorentz

Tabela 1.8: Notagdo dos grupos deisotropia. A primeira coluna indica anotacio compacta
utilizada pelo CLASSI, independente de qual seja exatamente a matriz de transformagio
[38]. Por exemplo, “s” significa qualquer grupo de rotagbes espaciais de dimensao 1. Na
segunda coluna apresentamos uma notacio especifica para cada matriz de transformacio.
O processo mneménico € o seguinte: as letras F, T' ¢ N se referem a Espacial, Temporal
e Nula respectivamente; as letras ¢ e b correspondem aos parametros das matrizes de

transformacao (1.32) e {1.33), enquanto a letra 7 significa imaginario.

”PCtI‘OV"‘I’ol‘I’]I‘I’gl‘l’;gl‘l’,;”ﬂqx|d”

I B A B{{— |0
1T A 1 f— |0
111 1 — {0
D A £ET 2
N 1 || Ne |2
0 L 6

A e B sao complexos

Tabela 1.9: Formas canénicas e grupo de isotropia para os tipos de Petrov [52], com
modificagbes utilizadas pelo CLASSI [63]. A coluna Hy mostra o grupo de isotropia de ¥ 4

(conforme notagéo na tab. 1.8) e a coluna d sua dimensao.
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”CLASSll Segre

” Poor | 0y | L PYY | Do/ | Doy | 0y ” Hyp

| d || restrigao

g | [1,111] Y| X Y Z — 0j|l ZF#F 412X +Y
b | [(1,1)11] X Z T 1 Z2#42X
s {[1,1(11)] Y| X Y E 1Y # 42X
e |[(1,1)(11)] X ET 2

t 1 [(1,11)]] —-2X | X |[-2X SO(2,1) | 3

b [(11)] 5X | X | 2X S0(3) |3

0 | [(1111)] L 6

z | [z211] Y[ X| =Y Z — 0

¢ | [z2(11)] Y| X[ =Y E 1

2 | [211] X| =+1 // — 0 Z#+2X
b 20D X £1 E 1

n | [(21)1] X| &1 2X Nai 1

W) 1] Na E |3

3 | [31] X —2X — 0| X#0

4 11(31)] Na: 1

X, Y e 7 sio reais.

Tabela 1.10: Formas canénicas e grupo de isotropia para os tipos de Segre [39, 26] com
modificagdes utilizadas pelo CLASSI [62, 64]. A coluna Hp mostra o grupo de isotropia de
® 4w (conforme notagdo na tab. 1.8) e a coluna d sua dimensao. Nos tipos [211], [2(11)],
[(21)1] e [(211)] o sinal de @22/ nio pode ser trocado por mudanga de base. A primeira
coluna (CLASSI) indica a notagao compacta utilizada pelo cLASSI [38]. HA casos em que
0 CLASSI nao consegue distinguir entre dois ou mais tipos. A seguinte notagao coletiva €

entao utilizada: f — (pout),1 — (zoug),i — (soub),d — (c ousoub).
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ou seja, a menos do grupo de isotropia Hp. Vamos continuar em nosso exemplo até as
demais ordens de derivagéo.

Suponha que na ordem 1 apenas os componentes VW;r € VW3 sejam nio nulos em
uma base canonica para a ordem 0 (Esse exemplo, como veremos, corresponde 4 métrica
de Schwarzschild, que sera objeto de estudo do cap. 3.). Sob a agdo de Hy, os EC de

ordem 1 se transformam como (veja a tab. 1.5)

Vq’gof = szq’ggl (1.49)
ﬁ"g]: = z“ZVlI!mr (1.50)

onde z € real. Podemos escolher z tal que ng: e ﬁalr figuem iguais a menos de
um sinal. Nao é possivel com transformacdes de Hj trocar o sinal relativo desses dois
componentes.

Assim, para métricas para as quais na ordem 1 apenas os componentes VWoy e VW3,
sao nao nulos em uma base canénica para Petrov D, podemos encontrar uma base (ainda
canbnica para Petrov D) na qual VW = VW3, Essa é uma base candnica para a
ordem 1 nesse caso. O valor de VW, = £V W3, em tal base ¢ caracteristico da métrica,
j& que para alterar o valor dos componentes com transformagdes de Hy, a base deixaria
de ser candnica, ou seja, os componentes deixariam de ser iguais a menos de um sinal.

As transformagbes de H; que deixam a forma candnica invariante sio as rotagbes
espaciais (veja tab. 1.5). Constituem, portanto, o grupo H; de isotropia até ordem 1.

Suponha que na ordem 2 apenas os componentes VWyy, V2Way e V2W 4y sejam nao
nulos em uma base candnica para as ordens 0 e 1. Sob a agao de H,, de acordo com a
tab. 1.6, esses componentes néo se alteram, logo H, = H, e a base é também candnica para
a ordem 2. Se nao houver novas fungdes funcionalmente independentes nas coordenadas
nessa ordem, esta serd a tiltima ordem de derivagdo. Entao H, = H, é o grupo de isotropia
da métrica. Note que o grupo de isotropia de uma ordem genérica é subgrupo dos grupos

de isotropia das ordens anteriores.



Nao existem ainda classificagdes como as de Petrov e Segre para os EC de ordens 1,
2 etc. Portanto nao apresentaremos tabelas mostrando as formas candnicas para essas
ordens. Por outro lado, como em geral a ordem 0 ji restringiu o grupo de isotropia a
dimensoes pequenas, a analise de cada caso nao é dificil e sera feita 4 medida que for
necessaria. Cabe lembrar que o pacote CLASSI pode ser usado para encontrar as bases

canonicas em todas as ordens.

1.7 O problema inverso

Como vimos, dada uma métrica, podemos algoritmicamente obter seus escalares de Car-
tan. Chamamos de problema inverso ao seguinte problema: dados os EC, determinar
se existe uma métrica que os tenha como EC, ou seja, uma métrica correspondente a
esse conjunto de EC, e obter essa métrica. Esse problema foi estudado em [28] mas
nao de forma conclusiva. Em alguns casos bem simples é possivel mostrar, utilizando
o formalismo de Newman-Penrose [42, 51], que certos conjuntos de EC de ordem 0 séo
incompativeis. No cap 3 apresentamos um exemplo desse caso. Em outras situagoes,
pode-se utilizar propriedades dos EC, como grupos de simetria e, utilizando-se teoremas
gerais sobre grupos, encontrar-se a métrica ou mostrar que as possivels métricas nio sio
compativeis com todo o conjunto de EC. Uma outra possibilidade consiste em encontrar
no banco de dados do CLASSI a métrica desejada. Apesar de nenhum desses métodos ser

sisterndtico, eles foram bastante 1teis para a analise dos litmtes obtidos nesta tese.

-] NEALD, 1501
-

-
>




Capitulo 2

Aspectos praticos da solucao do

problema de equivaléncia

2.1 Introducao

Nesse capitulo introduzimos o leitor a alguns aspectos praticos de calculos relativos as
técnicas do problema de equivaléncia. Discutiremos brevemente o emprego da computagao
algébrica e exemplificaremos essas técnicas calculando os EC para algumas classes de
métricas de ondas planas.

O algoritmo de Karlhede estd quase todo implementado em computador utilizando
a linguagem de computagio algébrica SHEEP {15] e constitui um conjunto de programas
(pacote) denominado CLASSI [2]. Utilizando o CLASSI pode-se, dada uma métrica, encon-
trar uma base candnica, calcular os EC e obter o que chamamos de classificagao discreta
da métrica, que inclui as classificacbes de Petrov e de Segre, o grupo de isotropia a cada
ordem de derivagao e o numero de fungoes funcionalmente independentes nas coordenadas
a cada ordem.

Para determinar se duas métricas sio equivalentes, verificamos primeiro se elas tém
a mesma classificacao discreta. Caso negativo, elas ndo sdo equivalentes. Caso positivo,

devemos 1gualar dois a dois 0s EC de cada métrica, formando um sistema de equagdes

34
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algébricas. Em seguida, verifica-se se o sistema tem solugio. Caso tenha, as métricas
sao equivalentes. Note que nido é necessario resolver o sistema, basta mostrar que existe
solugao.

As etapas descritas no paragrafo anterior nio sdo executadas pelo computador, De
fato, nao ha algoritmo que possa decidir sobre a existéncia de solugio para um sistema
de equagbes algébricas suficientemente geral [35]). Usualmente contudo, essa etapa pode

ser feita a mao.

2.2 O banco de dados de métricas

Mostraremos agora como utilizar na pritica o pacote CLASS1. Mais detalhes sobre SHEEP
e CLASSI podem ser encontrados em [38] e referéncias la contidas.

Conhecido o elemento de linha, ou seja, a métrica, podemos sem muita dificuldade
encontrar uma base tetridica para representa-lo. Em geral utiliza-se bases tetradicas tipo
Lorentz, tipo nulo ou tipo semi-nulo. Entretanto, ao calcularmos espinores é conveniente
trabalhar com bases tetrddicas tipo nulo. Assim, para o cilculo dos EC, o CLASSI sempre
transforma a base tetrddica inicial para uma tipo nulo. As definigdes utilizadas pelo CLASSI
para esses trés tipos de base tetridica e suas inter-relagdes foram apresentadas no capitulo
anterior nas eqs. (1.8)—(1.15). Escolhe-se, entdo, a base tetriddica mais conveniente para
representar a métrica, deixando-se ao CLASSI o trabalho de encontrar uma base tetradica
tipo nulo conforme as relacoes (1.14) e (1.15).

Para uma grande quantidade de métricas, arquivos contendo os comandos necessarios
para calcular seus EC em uma base candnica ja foram contruidos e fazem parte de um
banco de dados de métricas usualmente distribuido junto com o CLASSI, Além dos arquivos
de métricas, o banco de dados possui um arquivo contendo a classificacao discreta dessas
métricas. No apéndice A apresentamos os arquivos das métricas utilizadas nesta tese. Na
fig. 2.1 mostramos a classificacdo discreta dessas métricas, tal como ela é fornecida pelo
CLASSI.

O programa CLASSI € em geral executado, no computador, com o comando classi,
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nome ®AY dim(G,) dim(H.) H, {,

schwar 00D 4 1 ess-111~
kasner 00D 4 1 ess-111-
frv plo 6 3 pp--11--
einste pl10 7 3 pp--00--
pv TON 5 2 nn--11--
pwVv 00N 5 2 nnn-011-
pwb2 rON 5 2 nn--11--
pvc r0o 6 3 rrr-011-

Tabela 2.1: Banco de dados - classificagio discreta de métricas. Cada linha corresponde
a uma métrica. Os titulos das colunas tém os significados a seguir. “nome” é o nome do
arquivo da métrica, nesse caso correspondem respectivamente aos arquivos A.1, A.2, A.3,
A4, A5 A6, ATe A8. “®" é o tipo de Segre. “A” indica se o escalar de curvatura
é zero (0) ou nao zero (1). “¥” ¢ tipo de Petrov (os tipos 1, II e III sdo representados
pelos mimeros 1, 2 e 3 respectivamente). “dim(G.)" e “dim(H.)” sdo as dimensdes dos
grupos de 1sometria ¢ isotropia respectivamente (dimensao 10 é representada por X). “H,”
e “1,” sao respectivamente o grupo de isotropia e o mimero de funcdes funcionalmente
independentes (nas coordenadas) nas ordens de derivagdo 0, 1, 2 e 3. O sinal “”significa
que os EC da ordem correspondente néo foram calculados. A notagio compacta para os
tipos de Segre e para os grupos de isotropia estd indicada na tab. 1.10.
mas essa forma de execugdo pode variar dependendo da implementacao utilizada. Uma vez
no ambiente CLASSI, podemos iniciar os calculos. Para utilizar esses arquivos de métricas,
digitamos (CLASSIFY "arquivo"), onde arguivo é o nome do arquivo desejado!. O nome
é em geral construido a partir do nome da métrica e contém no maximo 6 digitos, além
de uma terminacgio com 3 digitos. O CLASSI entdo escrevera o resultado dos calculos em
um arquivo com ¢ mesmo nome, mas com a terminagdo “.res”. A classificacio discreta
obtida pelo CLASSI estara em um arquivo com a terminagiao “. sum”.

A construcéo de um arquivo de métrica requer pratica. Ao iniciante, recomendamos o
estudo de [38]. Esquematicamente, os passos principais para a construgio de um arquivo
de métrica sao os seguintes. Escreve-se um arquivo preliminar contendo as informacoes

necessarias a definicdo da base tetradica. A partir desse arquivo, com o auxilio do CLASSI,

encontra-se a transformacao de diadas necessiria para transformar a base tetradica ini-

1Caso o CLASSI esteja sendo executado em um diretério diferente do diretdrio onde se encontra o
arquivo, torna-se necessdrio informar o diretdrio onde estd o arquive. Para mais detalhes veja a ref. [38].
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cial em uma base candnica. Além dessa transformagio o CLASSI fornecerd também uma
transformagéo de diadas que facilitara a obtengao do tipo de Segre. O usuério, entao, ar-
mazena no arquivo de métrica, todas as informagdes obtidas na segao preliminar. A partir
desse momento, o arquivo de métrica estd completo e podera ser utilizado futuramente
por outras pessoas.

A seguir, faremos uma breve exposi¢do dos principais comandos e da notagéo utilizados
em um arquivo de métrica com vistas a permitir o entendimento dos arquivos mostrados

nos apéndices A e B.

1. A notagao utilizada pelo pacote CLASSI é bastante dbvia em algumas circunstéancias.
Cada espinor tem o nome de sua letra grega correspondente escrito em inglés. Assim
PSI, PHI, LAMBD (sem o ‘A’ final) e XI correspondem a ¥, &, A, Z. Para
as derivadas, é acrescentada a letra ‘D)’ (representando o operador V) seguida do
numero correspondente a ordem de derivagao. Para as derivadas de A volta-se a
escrever ‘LAMBDA’ com o ‘A’ final, assim, D2LAMBDA corresponde a VZA. O

d’alembertiano é representado pela letra ‘A’. Assim, APSI corresponde a OW 4y,

2. (TITLE " ... ") - Utiliza-se para indicar 0 nome do arquivo de métrica e colocar
referéncias sobre a métrica. Ex:

(TITLE "SCHWAR.DIA
Metrica de Schwarzschild.
Geroch, R. (1969), Commun. math. Phys. 13, 180-193.")

3. 4 - Utiliza-se para inserir comentarios. Tudo o que aparece na linha apds o ‘%’ é

ignorado pelo CLASSI.

4. O CLASSI contém chaves que controlam a sua execugao. As chaves sao ligadas e

desligadas com os comandos ON e OFF respectivamente.

(a) NOZERO - Com essa chave ligada s os componentes nio nulos de um tensor sao

Impressos.

(b) COMPLX - Permite trabalhar com quantidades complexas.
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(c) DIAGONAL - Utiliza-se para informar ao CLASSI que a métrica em questio é

diagonal. Veja (RPL GD) adiante.

(d) NOSTDCHECK - Permite trabalhar com bases nio canénicas. Veja o arquivo A.7.

(VARS z! z? 23 z* ) - Define as coordenadas. ¥Ex: o comando (VARS T R H P)

define ‘t’, ‘r’, ‘h’ e ‘p’ como coordenadas.

(NAMLC objetos ) - Faz com que CLASSI imprima objetos com letras mimisculas. Ex:
o comando (NAMLC T R H P), faz com que as coordenadas ‘I’, ‘R’, ‘H’ e ‘P’ do

exemplo anterior sejam impressas em caracteres minisculos.

(DEFNAM objeto ( definigdo )) - E utilizado para definir a forma como queremos que
o CLASSI imprima o objeto. Ex: o comando (DEFNAM AST (A UP '* DOWN)) faz

*
com que AST seja 1mpresso como A.

(REAL ...), (COMPLEX ...) - Definem quais coordenadas e funcgoes siao reais ou

complexas.

(LORENTZ IFRAME) - Define que a base tetradica utilizada para representar a métrica
é tipo Lorentz. Para bases tetradicas tipo nulo e semi-nulo utiliza-se NULLT e HNULT

respectivamente.

(NULLT FRAME) - Define o tipo de base tetrddica utilizada para os céalculos. Deve
ser sempre NULLT quando estivermos trabalhando com o problema de equivaléncia.

E o “default”.

(RPL objeto) - Esse comando serve para entrar com os valores dos componentes de
um espinor ou qualquer outro objeto definido em CLASSL. Em seguida ao comando,
devemn vir os componentes. O valor de cada componente deve ser seguido pelo sinal

‘$’. A seguir listamos alguns dos objetos que mais frequentemente aparecem.

(a) IZUD - Matriz contendo os 4 componentes dos 4 campos vetoriais da base
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tetradica. Ex: a base tetradica

0 0 1
w = —dz’ +dz’, W' = dz°, w? = dz?, W = dz®

4
2

apareceria no arquivo de métrica como

(RPL IZUD)

H/2$18808%0%
1$0%0¢%0%
0$0%1%0%
0$0%$0¢%$1%

GD - Vetor contendo os componentes diagonais de IZUD. Os demais componentes
sao nulos. 56 pode ser utilizado para bases tetradicas tipo Lorentz. Deve ser
utilizado em conjunto com (PRELOAD DIAINP) ou com (DN DIAGONAL). Ex: a

métrica de Schwarzschild
ds® = Adt® — A7 dr* — r*(df? + sin? 8dp?)

seria escrita em CLASSI como

(RPL GD) SQRT(A) $ 1/SQRT(A) $ R $ RxSIN(H) $

DYTR1 - Matriz de transformacao de diadas. Ex: a matriz de transformagao de

diadas
Al 0

0 A-—l /4
seria escrita como

(RPL DYTR1) A"(1/4) $0%$0¢ A (-1/4) &

DYTRPHI1 - Matriz de transformagao de diadas, utilizada apenas para facilitar

a classificacao de Segre. Nao altera a base canodnica.

Além desses objetos, o RPL é utilizado para substituir o valor de funcoes que
aparecam na defini¢ao dos campos vetoriais da base tetradica. Ex: para definir

A =1-27, utilizamos o comando (RPL A) 1-2*M/R § .



— 40 -

12. (FUNS ... ) - Define dependéncias funcionais. Ex: Para definir M como constante
e B como fungao de t e T, escreve-se (FUNS (M) (B T R) ). Se uma fungio A ja foi
definida com algum comando RPL, devemos assim mesmo informar explicitamente ao
CLASS] que A é uma fung¢do com o comando (FUNS A ). Podemos ainda especificar

a expressao para a derivada de uma fungdo. Por exemplo, para especificar que

escrevernos (FUNS (AST SPEC U)) CONJ(DF(A,U)) $

13. O CLASSI e 0 SHEEP néao fazem muitas das simplificagbes algébricas comuns a outros
sistemnas de computagao algébrica. Assim, convém que as fungbes que aparegam na
definigao dos campos vetoriais da base tetradica ndo sejam explicitadas. Como
exemplo, veja a fungdo ‘A’ em Schwarzschild (arquivo A.1). Seu valor sé deve ser
substituido no estégio final dos célculos. Para isso criamos listas de substituiges,

que descrevermnos no exemplo a seguir.

(a) O comando (NEWSUL RIESUL) A $ 1-2+M/R § define a lista de substituigoes
RIESUL. Apés o comando, o primeiro argumento (A) é o objeto que serd subs-
tituido e o segundo argumento (1-2M/R) é o valor a ser substituido. Se uma
fungéo A ja foi definida com algum comando RPL, a0 invés de 1-2M/R, poderiamos
escrever simplesmente ‘: A’ que representa o valor de A definido pelo comando

RPL.

(b) Finalmente, o comando (USESUL RIESUL UNPSI PSI UNPHI PHI LAMBD) ins-

trul CLASSI a utilizar a lista RIESUL nos espinores UNPSI PSI UNPHI PHI LAMBD.

A seguir descrevemos mais alguns comandos e objetos definidos no CLASSI, que em

geral nao aparecem em arquivos de métricas mas que serao 1uteis no apéndice B.
1. (LOAD DYTSYM) - Carrega o subpacote que executa transformagoes de diadas.

2. (LINIT espinor) - Inicia todos os componentes de um espinor como zero.
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3. (SYMBOLIC espinor a b) - Atribui um valor simbdlico a0 componente ‘a & de um

espinor.

4. DYTRX1, DYTRX2 e DYTRX3 - Matrizes de transformacio de diadas. Por “default” sio
a matriz identidade mas podem ser redefinidas pelo usudrio. A transformagio de
diada fina]l é o produto das trés na ordem DYTRX3 DYTRX2 DYTRX1. Os espinores
transformados tem o nome original acrescido da terminagio TR. Ex: na nova base,

PSI sera denominado PSITR.

2.3 Meétrica de ondas planas

Apresentamos nesta segao os EC de algumas classes de métricas de ondas planas. Além
de servir de exemplo simples das técnicas de equivaléncia, esse resultado nos seré til na
analise de limites. De fato, a experiéncia nos mostrou que ondas planas parecem ser um
limite usual para outras métricas, como veremos nos capitulos seguintes.

A forma geral das métricas de ondas planas é [30]
ds® = —2d(d( + 2dudv + Hdu? (2.1)

onde H = H((,(,u) é real. Aqui contudo, nos restringiremos as classes de métricas de

ondas planas onde H((,(,u) é dado por
H = A(u)¢? + A(u)(? + 2B(u)( (2.2)

onde A(u) é complexo e B(u) é real. A partir do arquivo A.5, obtém-se que os EC

algebricamente independentes, ndo nulos, sio:

(ordem 0) U, = 1 (2.3)

By = A"YVIA-2B (2.4)
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(ordem 1) Vs = A~§A-hHa, (2.5)
V& = A (A 1)B,. (2.6)
A seguir descrevemos a classificagdo discreta obtida com o auxilio do CLASSI. Na ordem
0, obtém-se que o tipo de Petrov é N ¢ o tipo de Segre é [(211)]. O grupo de isotropia Hy
€ o grupo de rotagdes nulas (1.32). Esses resultados podem ser confirmados consultando-
se as tabs. 1.9 e 1.10. Ha 1 fungio funcionalmente independente. Portanto tp = 1 e
do = 3. Na ordem 1 ndo aparece nenhuma nova fungio funcionalmente independente,
assim d; = dp = 3. O grupo de isotropia nio se altera, ou seja, H; = Hy. Esse resultado,
obtido automaticamente pelo CLASSI, pode ser confirmado com a sequéncia de comandos
no arquivo B.1. Como d; = dy e Hy = Hy, o algoritmo de Karlhede péra nessa ordem.
Vamos obter dois casos particulares, a saber, Segre 0, ou seja, ® sy = 0 e Petrov 0, ou
seja, ¥4 = 0, que serdo utilizados nos capitulos seguintes no estudo de limites.

Da expressdo dos EC acima, vemos que obtemos Segre 0 se B(u) = 0 em (2.2). Com

auxilio do arquivo A.6 obtemos neste caso que os EC sdo

(ordem 0) ¥, = 1 (2.7)
(ordem ].) V‘I’51f = A_%(Ah%)A,u (28)
(ordem 2) Vi = A“%(A_%)A,w . (2.9)

Na ordem 0 verifica-se que o tipo de Petrov é N. O grupo de isotropia Hy é o grupo de
rotagdes nulas (1.32). Ndo héa fungdes funcionalmente independentes. Portanto to = 0 e
do = 4. Na ordem 1 temos 1 fungio funcionalmente independente, assim d; = 3. O grupo
de isotropia ndo se altera, ou seja, Hy = Hy. Como d; # dy, o algoritmo continua. Na
ordem 2 obtemos dy = d; =dy =3 ¢ Hy = H, = H,. |

Podemos obter uma métrica homogénea a partir desta. De fato, impondo que V¥
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seja constante, nao havera funcio funcionalmente independente na ordem 1. Portanto
di = dg = 0. Como Hy = Hy, o algoritmo de Karlhede pira na ordem 1 resultando em
EC constantes.

Obteremos agora o caso particular Petrov 0. Como ¥4 = 1 em (2.3), néo é 6bvio para
quais valor de A(u) e B(u) obtemos uma métrica Petrov 0. Uma maneira de conseguir
esse resultado consiste em encontrar uma outra base canénica para os EC da métrica
(2.1). No caso, escolhemos uma base em que @4y esteja na forma canénica dada na
tab. 1.10. Nessa nova base, os EC para a métrica (2.1) com H((, {,u) dado por (2.2) sao

(o arquivo de métricas utilizado é o A.7)

(ordem 0) ¥, = AB™ (2.10)
Gy = 1 (2.11)
(ordem 1) sy = B34, (2.12)
Vo = BB, (2.13)

A classificagdo discreta ¢ a mesma que obtivemos para (2.3)~(2.6). Agora porém, fica
claro que podemos obter métricas Petrov 0 fazendo A(u) = 0. Os EC nesse caso sio (o

arquivo de métricas utilizado é o A.8)

(ordem 0) Oy = 1 (2.14)
{(ordem 1) Vs = BB, (2.15)
{ordem 2) Vi = B’B,,. (2.16)

Na ordem 0 verifica-se que o tipo de Segre é {(211)]. O grupo de isotropia Hy é o grupo
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de rotagdes nulas (1.32). Nao ha funges funcionalmente independentes. Portanto ¢, = 0
e dp = 4. Na ordem 1 temos 1 fungio funcionalmente independente, assim d; = dp = 3. O
grupo de isotropia ndo se altera, ou seja, Hy = Hy. Na ordem 2 obtemos d; = d; = dp = 3
e H, = Hy = H,.

Podemos obter uma métrica homogénea a partir desta. De fato, impondo que V&3
seja constante ndo havera funcao funcionalmente independente na ordem 1. Portanto
dy = dy = 0. Como H; = Hy, o algoritmo de Karlhede para na ordem 1 resultando em

EC constantes.



Capitulo 3

A familia Schwarzschild

3.1 Introducgao

Muitos célculos em relatividade geral sio feitos em um especifico sistema de coordenadas.
Contudo, resultados distintos podem surgir se diferentes sistemas forem utilizados. Esse
fato foi exemplificado por Geroch [18] ao mostrar que a métrica de Schwarzschild tem
Iimites distintos quando m — oo se diferentes sistemas de coordenadas sio utilizados.
Neste capitulo desenvolvemos um formalismo independente de coordenadas baseado nos
escalares de Cartan € o utilizamos no estudo dos limites de Schwarzschild. Como os es-
calares de Cartan ndo levam em conta informagdes topolégicas globais, nossas conclusoes
serdo de ambito local. Uma parte substancial dos resultados deste capitulo foram publi-
cados no Classical and Quantum Gravity [46).

O espago-tempo de Schwarzschild é usualmente descrito pelo elemento de ligha

ds® = Adt? — A7Vdr® — r(d6® + sen?0dp?) (3.1)
onde
A=1-2m (3.2)
r

para um dado valor genérico de m. Definimos a familia uniparamétrica Schwarzschild

45
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como sendo o conjunto de espagos-tempos descritos pelo elemento de linha (3.1) onde o

parameiro m pode assumir valores reais no intervalo 0 < m < +00. Neste capitulo, estu-

daremos os limites dessa familia quando m — 0 ou m — co. Inicialmente investigaremos

o limite m — oco.

Uma maneira ingénua seria obter o limite do elemento de linha (3.1). O resultado

seria divergente j& que o componente g;; = 1 — -2{& tenderia a infinito. A conclusio seria

a de que a familia Schwarzschild ndo possui limite quando m tende a infinito. Porém,

Geroch [18] mostrou que nao é bem assim.

De fato, com as transformagoes de coordenadas

F=m f=m% p=m'e

o elemento de linha da familia Schwarzschild pode ser escrito como

ds® = Adt* - A™'dz* — (z — n’a%)2 (m”g—dp2 + senz(m_gp)d(pz)

onde )
A=1o_2mF
mTsr—1
e
ds? = Adi® — A7 d* — 7 (dp* + mEsen’(m ™3 j)dy?)
onde

wlN

ﬁ:m"

Sl e

(3.3)

(3.4)

(3.8)

respectivamente. Os limites desses elementos de linha quando m — o0, sio dados, res-

pectivamente, por

ds® = dt* — dz* — dp® —~ p*dp®

(3.9)



— 47 -

. _
ds? = —Zdf* 4 %dﬁ’ — P(di? + p2dy?). (3.10)

O primeiro € o elemento de linha de Minkowski e o segundo é uma métrica tipo Kasner
[18]. As métricas tipo Kasner sao talvez melhor conhecidas na forma [25] ds? = w?e1 dw? —
w?2dz? —widy? — w*dz?, onde ay + a3 +as = a; +1 e (a3)? + (a3)? + (a4)? = (a; +1)2.
Se a; = %, a; = —%, a3 = a4 = 1, verifica-se que essa forma geral se reduz & da eq. (3.10).

Consequentemente, tomar o limite do elemento de linha em um dado sistema de coor-
denadas nao ¢ o procedimento adequado, ja que o resultado depende do sistema utilizado.
De acordo com Geroch, aoc tomarmos o limite do elemento de linha em um sistema de
coordenadas especifico, estamos identificando os pontos de mesmas coordenadas entre as
variedades que compoem a familia de espagos-tempos. Como tal identificagao depende do
sistema de coordenadas escolhido, também o limite dependera. Geroch discute ainda as
propriedades hereditarias dos limites, ou seja, aquelas que valem para qualquer métrica
limite, independentemente do sistema de coordenadas utilizade. No cap. 4 discutiremos
em detalhes as propriedades hereditarias. Aqui mencionaremos apenas uma delas: se um

escalar construido a partir do tensor métrico e suas derivadas for identicamente nulo para

todos os membros de uma familia, entdo sera nulo para todos os limites dessa familia [18].

3.2 Limite dos escalares de Cartan

Com vistas a desenvolver um formalismo independente de coordenadas para o estudo de li-
mites, calculamos, utilizando o algoritmo de Karlhede, os EC da métrica de Schwarzschild
na forma (3.1). Os célculos foram feitos com o auxilio do CLASSI e do arquive de métrica

A.1. Os EC algebricamente independentes diferentes de zero sao

(ordem 0) v, = _’;”5 (3.11)
(ordem 1) V\I,QD-' = —'3—'2’&" 1— 22 (3.12)
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V‘I’alf - ——— 1 e (313)

(ordem 2) Vil = e (3.14)
2Tm? 6m
Vi = — 26 5 (3.15)
12m?  6m
2 —
\% ‘I’42l = 6 — ‘;‘5—. (316)

A seguir descrevemos a classificagio discreta. Na ordem 0, obtém-se que o tipo de Petrov
é D. Existe 1 fungao funcionalmente independente, que podemos tomar como sendo ¥,.
Portanto {o =1 e dp = 3. O grupo de isotropia Hy é o grupo de rotagdes temporais (1.35)
e rotagOes espacias (1.34), de acordo com a tab. 1.9.

Na ordem 1 nao ha nenhuma fungéo funcionalmente independente nova, logo d; =

do = 3. Sob a agéo de Ho, 0s EC de ordem 1 se transformam como (veja a tab. 1.5)

Vi = 2V, (3.17)
ﬁslr = —Z-zvlpggf. (318)

Uma base candnica pode entdo ser obtida se escolhermos z tal que os dois componentes
acima sejam iguais a menos do sinal. De acordo com as expressdes acima, a rotagio
espacial nao altera a forma dos EC de ordem 1. Portanto, H, é o grupo de rotagdes
espaciais (1.34).

Na ordem 2 também néo h4 novas fung¢bes funcionalmente independentes. Logo dj ==
di1 = 3. A partir da tab. 1.6 verificamos que os EC de ordem 2 sio invariantes sob a agio
do grupo H,. Portanto H; = H;. Consequentemente, o algoritmo para nesse ponto.

Resumindo, o grupo de isometria tem dimensio 4, sua érbita tem dimensio 3 € seu
subgrupo de isotropia tem dimensao 1 [rotagdo espacial (1.34)].

Tomaremos agora as {. fungbes funcionalmente independentes (nas coordenadas) e

escreveremos os EC em termos delas. No caso sé existe uma (t; = 1), que podemos
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escolher como sendo ¥,. Daeq. (3.11) obtemos r como fungdo de ¥; e de m e substituimos

nas expressoes restantes. Assim

m
(ordem 0) U, = -3 (3.19)
3 4 2 1
(ordem 1) Vi, = \—/_2-\1v§\/m“5+21115 (3.20)
V‘I’g,ll = ‘—V‘I’gor (3.21)
(ordem 2) Vi, = 12w§+6m'§"lf§ (3.22)
27 z %
VW = —?lllgwﬁm‘ﬂllg (3.23)
Vi = Vi . (3.24)

Numa tentativa de entender o problema de limites, vamos recalcular os EC para a
métrica de Schwarzschild nas formas (3.5) e (3.7) e calcular os seus limites quando m — oo.
Ao invés de realmente recalcular os EC, podemos simplesmente efetuar as transformacoes
de coordenadas (3.3) e (3.4) diretamente nos EC dados por (3.19)—(3.24) acima. Como as
expressbes (3.20)-(3.24) ndo dependem de coordenadas, basta transformar ¥, dado pela

eq. (3.19). Obtemos respectivamente

m

‘1'2:—

N (3-25)
T — m3

1
Uy =—— (3.26)

737
No primeiro sistema de coordenadas, os EC sao dados por (3.19)-(3.24). Quando m — oo
o limite ¢ divergente pois, por exemplo, ¥3 — co. No segundo sistema de coordenadas, os

EC sao dados por (3.25) e (3.20)—(3.24). No limite, pode-se verificar facilmente que todos

os EC sdo identicamente nulos, correspondendo & métrica de Minkowski. Neo terceiro
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sistema de coordenadas, os EC sio dados por (3.26) e (3.20)-(3.24). No limite, os EC sio

finitos e nao nulos, dados por

3
¥, = “',;Ls Vi = 3\1’22 Vs = -V ¥y

(3.27)
VZWZO' — 12\1}% qu‘a]f — —-%\I’% V2W42f = qu’zoh

Resta verificar que métrica corresponde a esses EC. O candidato mais natural parece ser
a métrica tipo Kasner dada por (3.10). Portanto, utilizando o CLASSI e o arquivo de
métrica A.2, calculamos os EC para a métrica tipo Kasner (3.10). De fato, os EC acima e
os EC da métrica tipo Kasner (3.10) sio idénticos. Logo, esse limite correponde & métrica
tipo Kasner (3.10).

Aparentemente, tudo o que conseguimos até agora foi reproduzir com os EC os resul-
tados que Geroch obteve com o elemento de linha. Porém, uma nova interpretagio para
o problema de limites surge complementando os argumentos de Geroch. Ao escolher-
mos um sistema de coordenadas para calcular o limite da familia Schwarzschild quando o
pardmetro massa m tende a algum valor, estamos implicitamente impondo um limite para
os EC. A cada escolha de sistema de coordenadas corresponde um limite diferente (em
principio) para os EC. Portanto, para que o limite de Schwarzschild quando m tende a
um certo valor fique bem definido, de maneira independente de coordenadas, devernos ex-
plicitar o limite dos EC. Essa interpretagao nos permitira contruir umn método sistematico

para a obtengéo de limites.

3.3 Método de limite com os escalares de Cartan

Com o intuito de desenvolver um método sistemdtico para a obtengao de limites, es-
creveremos os EC (3.19)-(3.24) de uma forma um pouco mais conveniente. Observe que
as expressoes (3.19)-(3.24) mudam quando o valor de m varia. Isto &, séio validas para
uma métrica de Schwarzschild de cada vez. Desejamos encontrar expressdes que nao de-

pendam de m para que possamos estudar os limites. Ou seja, expressoes véalidas para toda
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a familia Schwarzschild. Assim como W, foi escolhido como coordenada fundamental e
a coordenada r foi eliminada dos EC restantes, vamos eliminar mn de tantos EC quanto
possivel. Da eq. (3.20) obtemos rn como fungio de ¥; e de VWyy e substituimos nas

expressoes restantes. Assim, os EC podem ser re-escritos como

(ordem 0) U, = —g, (3.28)
(ordem 1) Vi, = %wé\/m-hzwé (3.29)
Vi = -V (3.30)
4 (VWyp)?
(Ordem 2) Vz\yzol = “é'(—"{i;zo—)— (3.31)
3
Visy = —vz%o,—gwg (3.32)
Vz\ll‘u: = Vg\l’gor. (333)

A expressio (3.28) depende do sistema de coordenadas e do parametro . EC dependentes
das coordenadas e dos parametros serio denominados de EC de primeira espécie ou
coordenados. A expressao (3.29) depende sé do pardmetro m, portanto sua forma nao
varia por transformacio de coordenadas. EC dependentes apenas dos parametros Serao
denominados de EC de sequnda espécie ou paramétricos. As expressbes restantes sao
independentes tanto das coordenadas quanto do parametro, portanto, suas formas nao
variam por transformagdo de coordenadas e por mudanca no valor do parametro. Logo
valem também no limite. EC independentes tanto de coordenadas como de pardmetros
serio denominados de EC de ferceira espécie. Assim, na familia Schwarzschild, cada
métrica fica determinada pelos EC de primeira e segunda espécies, respectivamente ¥z e
V.

Um procedimento para a obtengdo dos limites pode ser agora delineado. Escolhemos

um limite para m. A escolha de um sistema de coordenadas impée implicitamente um
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limite a ¥3. O que faremos agora sera deixar ¥, tomar qualquer limite, ou melhor, vamos
explicitamente impor o limite de ¥;. As possiveis escolhas sio: {a) 0; (b) uma funcgio de
todas ou algumas coordenadas, f(z'); (c) constante diferente de zero; (d) co. Nesta tese
nio estudaremos limites divergentes (d). No capitulo 4 discutiremos sobre esse aspecto
com um pouco mais de detalhe.

Antes de impor um limite para m, mostraremos que o limite (¢) nio satisfaz condigoes
de integrabilidade. Da condi¢do W; = constante e das egs. {3.29)—(3.33), obtemos que
todos EC sao constantes e portanto ndo ha fungbes funcionalmente independentes entre
os EC. Consequentemente, a 6rbita do grupo de isometria tem dimensio 4 e a métrnca
correspondente é homogénea. No entanto, mostra-se [9] (veja também [28]), utilizando-
se o formalismo de Geroch-Held-Penrose [19], que as condi¢bes: homogeneidade, Petrov
tipo D, Segre tipo 0 (®4w+ = 0), A =0, ¥4 = 0 (A # 2) e ¥ = constante, sdo
incompativeis. Esse resultado pode ser reobtido com o formalismo de Newman-Penrose
[42, 30]. De fato, a condi¢do de homogeneidade anula todas as derivadas nas equagoes
de Newman-Penrose. Utilizando-se entido as demais condigbes, as identidades de Bianchi
nesse formalismo se reduzema k = ¢ = A =y = p = u = 7 = 7 = (. Substituindo
esses valores nas identidades de Ricci escritas no formalismo de Newman-Penrose (em
particular, na equagéo (7.35) da referéncia [30]), obtemos que ¥; = 0, o que contradiz a
hipétese. |

Discutiremos agora os dois casos restantes, (a) e (b), para os limites 0 e co de m.

1. m — o0

(2) ¥, — 0. De (3.29)-(3.33) verifica-se que todos os EC tendem a zero. A métrica
correspondente é portanto Minkowski.

(b) ¥, — f(z*). De (3.29), V¥ — 3(f(2*))*2. Se f(z*) = —1/r°, ndo pre-
cisamos nos preocupar com ¢ problema inverso pois ja conhecemos a métrica
com esse conjunto de EC. Trata-se da métrica de Kasner (3.10) com os EC da-
dos por (3.27). Para diferentes fungdes f(z'), teriamos, em principio, diferentes

métricas. Entretanto, utilizando o teorema de Cartan (1.16), podemos mostrar
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que todas essas métricas sdo na realidade equivalentes. De fato, o conjunto de
EC de cada métrica é dado pelas expressoes (3.29)—(3.33) onde ¥, é dado por
diferentes fungdes, por exemplo h(z') e h(3'). Para verificar a equivaléncia,
temos de compatibilizar as equagdes formadas igualando dois a dois os EC de

cada conjunto. As equagdes serao compativeis desde que
h(z') = k(). (3.34)

Essa equagdo nada mais € que a defini¢io da transformacio de coordenadas
que torna idénticos os dois conjuntos de EC. Consequentemente, apenas uma

métrica corresponde a esse limite.

2.m—0

(a) ¥; — 0. De maneira similar a (1.a), este limite é Minkowski.

(b) ¥; — f(z'). De (3.29), V¥s — co. Consequentemente, esse limite é singular.

Esgotam-se assim todos os limites possiveis na base tetradica utilizada. Lntretanto,
assim como mudancas de coordenadas podem originar novos limites, transformagdes de
base tetrddica também. No capitulo 4 discutiremos esse ponto num contexto mais amplo.
Aqui, contudo, nos limitaremos & métrica de Schwarzschild.

A base tetradica que utilizamos foi fixada passo a passo. Primeiro ao impormos uma
forma canénica para os EC de ordem 0, em seguida ao impormos uma forma canonica
para a ordem 1. A ordem 2 n#o impds nenhuma restricio a base. Recuperaremos a
liberdade da base passo a passo, mas na diregdo inversa, ou seja, comegando com a ordem
1 e terminando com a ordem 0.

Vamos entdo manter a forma candnica dos EC de ordem 0. Assim, o grupo de trans-
formagoes de base tetradica que podemos utilizar para gerar novas bases é dado pelo
grupo de isotropia Hy. Por outro lado, mantendo a base candnica para a ordem 0, os

tipos de Petrov que podemos encontrar no limite sio, de acordo com a tab. 1.9, D e 0.
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Para Petrov tipo 0 todos os EC s3o identicamente nulos. Esse limite ja foi obtido — é a
métrica de Minkowski. Vamos analisar os limites Petrov tipo D.

Aplicando Hy nos EC de ordem 1 obtemos o conjunto mais geral de EC de ordem 1.
Essa forma ja foi apresentada em (3.17)-(3.18). O limite desse conjunto de EC serd dado
pelo limite do parametro 2 do grupo de Lorentz e pelo limite de VWqo. As possibilidades
s3o: (a) Vg — 0 e VU3 — 0; (b) VU — 0 e V¥ finito nio mulo; (c) V¥ finito
nio nulo e V¥a — 0; (d) V¥,0 € VW3 finitos nao nulos. Da forma da transformacao
(3.17)-(3.18), os trés primeiros casos sé6 podem ocorrer se V¥, — 0. Porém, de (3.29)
observamos que se descartamos limites divergentes, VWyo 56 pode tender a zerose ¥, — 0,
correspondendo portanto ao espago-tempo de Minkowski. Resta somente o caso (d) em
que ambos VU0 e ﬁ31: sao finitos e ndo nulos. Podemos entio utilizar o grupo de
isotropia Hy novamente, para encontrar uma forma canonica para os novos EC de ordem 1
que encontramos no limite. Como ambas as transformagdes néo alteram os sinais relativos
de VUyy e ﬁm:, a base serd a mesma base canonica que ja haviamos utilizado. Portanto
nao ha novos limites Petrov tipo D.

Podemos resumir os resultados mostrados até aqui no seguinte teorema.

Teorema: (3.35)
Os dnicos limites nao singulares Petrov tipo D ou 0 da familia

Schwarzschild, quando m tende a 0 ou oo sdo:
m — oo, Minkowski (tipd 0) e Kasner (tipo D);
m — 0, Minkowski.

3.4 Limites Petrov tipo N

Recuperaremos agora a liberdade da base na ordem 0. Como discutiremos em detalhes
no cap. 4, uma familia de métricas Petrov D s6 pode ter como limite métricas tipo D,
tipo N ou tipo 0 (veja fig. 4.1). Os limites tipo D e 0 foram obtidos na segao anterior.

Para obtermos limites tipo N escreveremos os EC em uma nova base que no limite possa
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vir a ser uma base canénica para Petrov N.
Utilizando uma rotagdo nula (1.32), os EC de ordem 0 na forma canénica para Petrov D

[(3.28), veja também fig. 1.9] se transformam, de acordo com a tab. 1.3, em

(ordem 0) ¥, = ¥, (3.36)
¥y = 3a¥, (3.37)
¥, = 6a°¥, (3.38)

onde ¥; é dado por (3.28). Para obtermos a forma candnica para Petrov N, ou seja,

¥,=1e ¥, =0se A0 (conforme fig. 1.9), os limites de ¥, ¢ @ devem ser

¥ - 0 e a — oo (3.39)

de maneira tal que

6a2¥, — 1. (3.40)

Essa condigao é satisfeita se e somente se

at =5 —, (3.41)

A transformagio dos demais EC pode ser obtida com o auxilio do CLASSI (conforme

arquivo B.2), fornecendo

(ordem 1)
Vi = Vi (3.42)
VW = @V (3.43)
Vs = 3aVUyy (3.44)
Vs = (3ad — 1)V (3.45)
Vg = 6a2Vly (3.46)
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VU = (6a%a —4a)V¥yy (3.47)
VU = 10a®V¥y (3.48)
Vi = (10a%a - 10a?) V¥ (3.49)
(ordem 2)
Vil = 4/3(V¥y)%/0, (3.50)
ViU, = 4/3a(V¥s)*/ T, (3.51)
V2, = 4/36%(Vyw)? /¥, (3.52)
Villay = 4a(V¥y0)% ¥, (3.53)
Villy, = (4ad —4/3)(V¥0)? /¥, — 3/2(1;)? (3.54)
Vil = (4ad® — 8/3a)(V¥y)? /¥y — 3a(T;)° (3.55)
Vil = 8a%(VW¥a)?/ ¥, (3.56)
Vil = (8a%a —16/3a)(V¥y0)?/¥; — 6a(¥2)? (3.57)
ViV, = (84a®— 32/3aa + 4/3)(V¥y)?/¥; — 12aa(¥,)? (3.58)
VU, = 40/303(V¥a0)?/ ¥, (3.59)
Vil = (40/3a%G — 40/3a®)(V¥zp)?/ ¥y — 15a*(,)? (3.60)
ViUs, = (40/30%5% — 80/3a%a + 20/3a)(V¥a)*/ U — 30a%a(T)*  (3.61)
Vilgy = 20a(V¥y)?/ ¥, (3.62)
Vilg, = (20a'a —80/3a%) (VW0 )2/ U, — 30a°(T,)? (3.63)
Vilgy = (20a*a? —160/3a%G + 20a2)(V¥50)*/ ¥, — 60a°a(V,)? (3.64)

onde ¥, e VW, sio dados por (3.28) e (3.29).
Como a — oo, apenas os termos de ordem mais alta em a permanecem no limite.

Assim, eqgs. (3.49) e (3.64) podem ser re-escritas como

Vi — 106°aV¥y (3.65)

ViUey — 20aa?(VUy0)?/ ¥y — 60a°a(0;) (3.66)
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Utilizando o limite (3.41) de ¥, podemos re-escrever o segundo termo do lado direito
de (3.66) como —60a%a(¥;)? — —2%, ou seja, um valor finito. Como limites singulares
nao estdo sendo considerados, ﬁl:w e V"?(Ifsg: devem ser finitos e portanto as expressdes
10a*aV ¥z € 20a%a?(V¥;30)?/¥; devem também ser finitas. A finitude dessas trés ex-
pressdes implica na nulidade de todas os demais componentes de VW 4y e vy AW,
visto que sao de menor ordem em a. Finalmente, substituindo a expressao de V¥4 da
eq. (3.29) e o limite (3.41) em (3.65) e (3.66), os inicos componentes nao nulos no limite,

nas ordens 1 e 2, podem ser escritos como

S 5 a_-2 [ L
V¥ — mzwga m_%+2l1'23 (367)

— 6, = S5a
vz‘pszr — g(vq’ml)z—gg. (368)

De (3.39), o termo fora da raiz quadrada em (3.67) tende a oo, logo a raiz quadrada deve
tender a zero para que o produto seja finito. Isso implica em m - oo.

A partir de agora vamos impor que a massa m € nao negativa. Assim, de (3.11) e
(3.12) concluimos que ¥, ¢ real negativo e que V¥, € real positivo ou imaginario puro
positivo. Essas propriedades sdo hereditdrias na acepgado de Geroch. Consequentemente,
de (3.41) concluimos que o limite de ¢ é imagindrio puro e portanto o limite de @a/a é —1.
De (3.65) concluimos ainda que o limite de Vs, é negativo, real ou imaginario puro.

Finalmente, o limite dos EC quando m -+ oo pode ser escrito como

(ordem 0) v, — 1 (3.69)

(ordem 2} ViWey — — (V¥ ) + % (3.71)

Esse conjunto de EC corresponde a uma métrica Petrov tipo N, com Hp bi-dimensional
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constituido por rotagdes nulas (1.32), como mostra a tab. 1.9 e com dy = 4. Contudo,
a expressao (3.70) nao determina univocamente o limite de Vs que, dependendo de
como ¥, — 0 e m — oo, pode ser: (1) constante diferente de zero, (2) uma funcio das
coordenadas f(z') ou (3) 0. A partir de cada um desses limites, o limite de V2Wgy pode

ser calculado utilizando-se (3.71). Vamos analisar essas trés possibilidades.

1. Vs — constante nio nula. Para cada valor negativo, real ou imaginario puro
dessa constante, satisfazendo (3.71), uma métrica nio equivalente é obtida. Com o
auxilio do CLASSI e do arquivo B.1, verifica-se que o grupo de isotropia H; é igual
a Hy. Nao ha fungdes funcionalmente independentes, logo d; = dy = 4. Assim, os
EC de ordem 2 nédo precisam ser calculados. A 4rbita do grupo de isometria tem
dimensdo 4, o que implica que a métrica é homogénea. O grupo de isotropia tem

dimensao 2 e o grupo de isometria dimensao 6.

2. Vs — f (z'). H4 uma func¢do funcionalmente independente na ordem 1, a saber,
f(z%). Na 2 ordem n&o ha novas fun¢des funcionalmente independentes, pois ViPgy
¢é funcao de Wllsy, portanto d2 = d; = 3. Como no item anterior, H, = H, = Hy.
Ent3o a 6rbita do grupo de isometria tem dimensao 3, o grupo de isotropia dimensao

2 e o grupo de isometria dimensao 5.

3. ﬁ,_r,}l — 0. De (3.71), ﬁwﬁzr — 5/3. Esse conjunto de F.C néao corresponde a
nenhuma métrica j& que a derivada covariante de um espinor identicamente nulo

deve ser também nula.

De posse dos EC e da classificagao discreta, podemos procurar no banco de dados do
CLASSI a métrica correspondente. Pela classificacdo discreta, um bom candidato parece
ser a classe de métricas de ondas planas estudada no capitulo 2, e cujo elemento de linha
é dado pelas equagdes (2.1)-(2.2), a saber, ds? = —2d¢d¢ + 2dudv + Hdu? onde H =
Alu)(? 4+ A(1)¢? +2B(u)({. O passo seguinte consiste em calcular seus EC para verificar
se realmente coincidem com os EC que obtivemos no limite. Conforme descrito naquele

capitulo, para obter Segre 0, ou seja, ® 4w = 0, comoé o caso aqui, fazemos B = 0. Os EC
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correspondentes sio dados entéo por (2.7)-(2.9), a saber ¥y = 1, V¥ = A‘E(A‘})A,u
e VW = A~H(AH)A ..

Verificaremos a seguir que para fungoes A(u) especificas os limites (1) e (2) acima séo

recuperados.

1. V3 — constante. £ possivel mostrar [30] que a métrica (2.1)-(2.2), com B =0,

é homogénea se e somente se A(u) tiver uma das formas’
A(u) = Age™ (3.72)

ou

Alu) = A2 (3.73)

onde A, > 0 e & sdo constantes reais. Substituindo (3.72) ou (3.73) na forma geral

(2.8) de Vs, obtemos

Vs = iA; s (3.74)

ou
Vs = —245% 412457k (3.75)
respectivamente. Assim, a escolha kK = —1 em (3.72) e & = 0 em (3.73) recupera

todos os possiveis valores de V W5y no limite, ou seja, negativos, reais ou imaginarios

puros.

Substituindo as expressées (3.72) ou (3.73) de A(u) em (2.9), a derivada segunda é

respectivamente
VW = —Z—z (3.76)
ou
ViUey = —%c:- + ;% — i%. (3.77)

Substituindo esses valores de Wgyr e Wegar encontrados para essa classe de métrica

1Esse resultado foi por nés confirmado utilizando o CLASSI
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de ondas planas homogéneas, ou seja, (3.74) e (3.76), ou (3.75) e (3.77) na ex-

pressio limite de Vs, ou seja, (3.71), obtemos apenas duas solugbes para A(u),

respectivamente
3 —fu
ou
18
Alu) = —u™2 (3.79)

25

Assim, a classe de métrica de ondas planas (2.1)-(2.2), com B = 0 e A(u) dado por
(3.78) ou (3.79), é um limite de Schwarzschild quando m — oo.

2. ﬁmr — f(a:’) Substituindo os valores de W5y € Wy encontrados para essa classe
de métricas de ondas planas Segre 0, ou seja, (2.8) e (2.9) na expressdo limite de

V Uy, ou seja, (3.71), a equagao obtida para A(u) é

6 371
A= A7 (A" gAi(AE) 0. (3.80)

Entre as solucdes dessa equagao, aquelas da forma (3.78) ou (3.79) resultam em
métricas homogéneas ja discutidas no caso anterior. Qualquer outra solugao dara
origem a VUsy ndo constante. Analogamente ao limite (1.b) Petrov tipo D da segao
anterior [veja eq. (3.34)], apenas uma métrica corresponde a esse limite, indepen-

dentemente do valor da funcao.

3.5 Outros limites Petrov N

Assim como nos limites Petrov D, investigaremos a possibilidade de existirem outros
limites Petrov N se mudarmos a base mantendo a forma dos EC de ordem 0 e alterando
a forma dos EC na ordem 1.

Denotaremos por B, a base na qual os EC tém a forma dada por (3.28)—(3.33), ou

seja, a base na qual encontramos os limites Petrov D. Nessa base o grupo de isotropia
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Hp ¢ representado pela matriz TE, produto (1.36) das matrizes T e E que representam,
respectivamente, os grupos de rotagio temporal (1.35) e rotagio espacial (1.34). O grupo
de isotropia da ordem 1 (H,) é o grupo de rotagdo espacial (1.34), representado pela
matriz F, na base B;.

Denotaremos por B; a base na qual os EC tém a forma dada por (3.36)-(3.38) e
(3.42)-(3.64), ou seja, a base que nos permitiu obter limites Petrov N na segio anterior.
Para transformarmos a base B; na base B, utilizamos uma rotagio nula (1.32) com o
parametro a real, cuja matriz denotaremos, nesta segao, pela letra N.

Mostra-se [68] que se um grupo G é representado em uma base B; pela matriz M,
e se uma base B, ¢ obtida a partir da base B) por meio de uma transformacao repre-
sentada pela matriz N, entdao G sera representado na base B; pela matriz NMN~!. A
transformagao que leva a matriz M na matriz NMN~! é denominada transformacio de
similaridade.

Assim, na base B, as matrizes que representam Hp e H, sdo dadas respectivamente
por NTEN-! ¢ NEN™!, ou seja, sao obtidas por uma transformacao de similaridade. Em
outras palavras, a transformagao de isotropia na base B, é obtida aplicando-se a inversa
de N para passar i base B, em seguida aplicando-se o grupo de isotropia na base B, e
posteriormente aplicando-se N para voltar a base Bj.

Para transformar os EC de ordem 1 e 2 sem alterar os EC de ordem 0 aplica-se, entao,
o grupo de isotropia Hy dado por NTEN~! aos EC referidos a base B, [eqs. (3.42)-(3.64)].
Na pratica, claro, aplicamos NTE diretamente aos EC referidos a base B; [egs. (3.29)-
(3.33))]-

Os calculos podem ser ainda simplificados de vez que o grupo de rotagao espacial,
representado por £, é o grupo H, de isotropia dos EC de ordem 1. Assim, para obtermos a
base mais geral que permite limites Petrov N, basta aplicarmos sucessivamente as rotagoes
temporal T e nula N (com a real) dadas por (1.35) e (1.32) aos EC de ordem 1 e 2 dados

pelas eqs. (3.29)-(3.33). Os calculos foram feitos utilizando-se 0s comandos mostrados no
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arquivo B.3, fornecendo

(ordem 1)
ﬁzn' =
ﬁ?l' =
Vi =
Vi, =
ﬁm' =
Vi, =
Vi =
Vi =

(ordem 2)
VW, =
%21' =
Vil,, =
Vil =
Vs =
Vil =
Vi, =
ViU, =
Vil =
Vel =
Vi, =
VW, =
Viley =

‘-7_2_{1’61' =

22V Uy (3.81)
ERAVA\ (3.82)
3022V Wy (3.83)
(Baaz? — 2~ ) VWyy (3.84)
60’22V Uy (3.85)
(6a%a2* — 4az™2)V ¥y (3.86)
10a® 22V 50 (3.87)
(10632* — 10’27 %)V ¥, (3.88)
4/324 (VW0 )2 /¥, (3.89)
4/3a24 (VW0 )2/ W, (3.90)
4/3a*24(VW30)* /¥, (3.91)
402" (VU320)* /¥, (3.92)
(4eaz" — 4/3)(VU20)* /W, — 3/2(V5)? (3.93)
(40a’z* — 8/38)(V Uy )2 /U, — 3a(T3)* (3.94)
8a2z(VU,0)?/ 0, (3.95)
(8a%az* — 16/3a)(V VW20 )2 /W2 ~ 6a(T2)? (3.96)
(8a®a*z* — 32/3ad + 4/327*)(V¥;30)? /¥ ~ 1208(T)* (3.97)
40/3a*2* (VU320 )* /¥, (3.98

(40/3a%az" — 40/3a%)(VWa0)? /T, — 15a%(¥2)? (3.99

3

)
)
(40/3a°@%=" — 80/3aa + 20/3az"%)(V Vs )/ V3 — 30a%a(T,)?  (3.100)
20a% 24 (V Wy0)2 /Wy (3.101)

)

(20a*az* — 80/3a>)(VVapr)? /Wy — 30a3(T;)? (3.102
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Viley = (20a*a’z* — 160/3¢% + 20a%271)(Vi¥20)2/ ¥, — 60a%6(T;)*  (3.103)

Observe que a menos do pardmetro z, essas expressoes sao idénticas as eqs. (3.42)-

(3.64). Impondo a relagio (3.41) entre a e ¥, no limite, podemos reescrever (3.88) e

(3.103) como

Vi — 10a*V¥yiF (3.104)
o 6, = 4a 5@
Vilgy — g(v\psp)z——;(10a3w20,)2—§-2- (3.105)
onde
F=lpyd f= (3.106)
= - - e =—. .
a f 1

Como limites divergentes n&o estéo sendo considerados, os limites de VW e V2,
devem ser finitos ou nulos. Dai concluimos que termos da ordem de a*V ¥, sdo também
finitos ou zero. Utilizando esse resultado pode-se mostrar que todos os demais compo-
nentes de V¥ e ﬁ‘l’Aw' sdo nulos qualquer que seja o limite de f.

Utilizando-se a expressdo de VW, (3.29) e o limite de ¥, (3.41) obtém-se
106°V W30 — 2——%3 m-% 420 . (3.107)

De (3.39), o termo fora da raiz quadrada em (3.107) tende a oo, logo a raiz quadrada
deve tender a zero para que 10a®V Wz seja finito. Isso implica em m — co. Assim, como
tanto VWsy e V2Wey em (3.104) e (3.105) devem ser finitos ou nulos, concluimos que
nenhum novo limite surge quando m — 0.

Como na se¢ao 3.4, impomos que m € ndo negativo. Aqui, como l4, a serd imaginario
puro e VW50 sera real positivo ou imagindrio puro positive. Portanto, de (3.88) con-
clufmos que VW pode ser real ou imaginario puro, positivo ou negativo, enquanto que
na secdo anterior apenas valores negativos eram possiveis. Passamos agora & andlise dos

diversos limites de f e F quando m — oo.
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1. f finito.

(a) F — 0. Nesse caso ﬁ!w — 0. A derivada 6’7'1152: deve também tender a zero,

o que pode ocorrer se

4 5
5(10a3V\IJ20n)2 -+ -3— — 0. (3108)
O tnico EC independente ndo nulo é entdo ¥, = 1. Recupera-se assim o

terceiro limite da se¢ido anterior (er — 0). A métrica corresponde a um
caso particular de ondas planas [eqgs. (2.1)-(2.2)] com B(u) = 0. A partir dos
EC dados por (2.8) e (2.9) obtemos que A(u) = constante para que V¥, e
V’T\I&;gr sejam nulos. Como o valor de A nio aparece na expressao dos EC,
métricas com diferentes valores constantes de A sio equivalentes. Portanto,

podemos sempre encontrar um sistema de coordenadas no qual A = 1.

(b) F finito nao nulo. Os EC independentes nio nulos sio ¥, = 1, V¥, dado

por (3.104) e VU, dado por (3.105), que pode ser re-escrita como

— = 6 41 5
VZ‘I’szf — (V‘I}mr)g (g - g-ﬁ) + é‘ (3109)

Assim como na secio 3.4, Vs pode ser constante nfo nulo ou uma funcéo.

i. Vs — constante. O calculos sio analogos aos que levaram a (3.78) e
(3.79), apenas substituimos a expressio (3.71) de VWqy pelo novo limite

(3.109). As solugdes para A(u) séo

Alw) = (% — 251;2) et (3.110)
Alu) = (% - 251;2) e (3.111)
Alw) = (% - 2;‘;2) u? (3.112)

conforme VW seja imaginario negativo, imagindrio positivo ou real ne-

gativo. As expresses (3.74) e (3.75) de VWsys nio podem ser reais po-
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sitivas, logo, a métrica para esse 42 caso ndo é coberta pela métrica de
ondas planas (2.1)-(2.2). Nao encontramos no banco de dados do CLASSI
nenhuma métrica para esse limite dos EC e temos alguns indicios na li-
teratura [9, 30] de que esse conjunto de EC néo corresponde a nenhuma

métrica riemanniana. Nao conseguimos, contudo, uma prova formal desse

fato.

. Vs — f(z*). O mesmo procedimento que levou a (3.80) é utilizado,
apenas substituimos a expressio (3.71) de VWgy pelo novo limite (3.109).

A equagédo para A(u) € entao a seguinte:

6 4\ qres S AR
A= (5 = 573) A7 (AL 2 at(ah) =0, (3.113)

2. f tende a zero ou infinito. Entdo F tende a infinito e o limite (3.109) de Vg,
se reduz ao limite ja estudado na secio 3.4, ou seja, (3.71). Consequentemente,
obtemos as mesmas métricas de ondas planas com A(u) dado por (3.78) e (3.79)
no caso V¥ — constante e a mesma equago para A(u), ou seja, (3.80) quando
Vi — f(z'). Contudo, no caso VWsy — constante, um novo limite surge se a

constante for imaginaria positiva, a saber

Alu) = %e*‘*. (3.114)

No caso VW5 — constante imaginario positivo, analogamente ao caso (1bi) acima,
nao encontramos a métrica, nem tampouco pudemos provar que ela ndo exista,
apesar de termos indicios [9, 30] de que esse conjunto de EC ndo corresponde a

nenhuma meétrica riemanniana.
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3.6 Comentarios finais

A familia Schwarzschild pode ser definida pela métrica (3.1). Cada elemento da familia
corresponde a um especifico valor do parametro massa m. Sio todas métricas Petrov tipo
D e Segre tipo 0. De acordo com os esquemas de especializagoes brevemente mencionados,
e que serao discutidos no cap. 4, os limites possiveis sio Petrov tipo D, N ou 0, enquanto
0 tipo de Segre serd sempre 0. Os limites quando m — 0 e m — oo foram estudados.

Os limites Petrov tipo D e 0 foram encontrados em uma mesma base candnica e estio
enumerados no teorema 3.35, secao 3.3. 530 eles os espagos-tempos de Minkowski (Petrov
0) e Kasner (Petrov D) quando m — oo e o espago-tempo de Minkowski quando m — 0.

Utilizando uma rotagao nula (segéo 3.4), obtemos limites Petrov tipo N quando m —
co. Para m — 0 nenhum limite Petrov N é encontrado. Os limites obtidos correspondem
a casos particulares da classe de métricas de ondas planas dada por (2.1)-(2.2). Duas
métricas homogéneas séo obtidas se a fungao A(u) for dada por (3.78) ou (3.79) e B = 0.
Uma métrica ndo homogénea é obtida se B = 0 e A(u) for uma solugio (diferente das
duas acima) da equagao diferencial (3.80).

Na segao 3.5, utilizando uma rotagio nula e uma rotagdo temporal, mais algumas
métricas de ondas planas Petrov N séo encontradas quando m — oo, a saber: uma
métrica homogénea (la) com A(u) = 1; trés classes de métricas homogéneas (1bi) com
A(u) dado por (3.110), (3.111) e (3.112); uma métrica homogénea (2) com A(u) dado por
(3.114); uma métrica ndo homogénea (1bii) onde A(u) é solugio de (3.113). Encontramos
ainda, os EC correspondentes a uma classe de métricas homogéneas (1bi) ¢ a uma métrica
homogeénea (2).

Além do estudo de limites, o conhecimento dos escalares de Cartan pode ser bastante
util para a compreensio das propriedades de um espago-tempo. Note por exemplo, que a
partir das egs. (3.11)~(3.12) podemos escrever a coordenada r e a massa m como fungio
dos EC ¥, e ¥y Dessa forma a massa e a coordenada r podem ser definidas a partir de

propriedades independentes de coordenadas.



Capitulo 4

Método geral para obtencao de

limites de espacos-tempos

4.1 Introducao

Tendo em vista a experiéncia ganha no estudo dos limites de Schwarzschild, podemos
agora formalizar algumas técnicas utilizadas e estendé-las para situacdes mais gerais.
Inicialmente necessitamos introduzir o conceito de familia de espagos-tempos. Uma
maneira consiste em considerar um elemento de linha cuja expressio contém parimetros
(ndo elimindveis por transfomagio de coordenadas). Em geral, a diferentes valores dos
parametros correspondem métricas diferentes. Esse conjunto de métricas é denominado
de familia. Por limite de um espago-tempo entende-se entio o limite de uma familia de
espagos-tempos quando um ou mais parametros tendem a algum valor.

Antes de descrevermos o procedimento geral, estudaremos o que Geroch [18] chamou
de propriedades hereditirias de uma famflia de espagos-tempos pelo processo de limite.
Discutiremos algumas propriedades estudadas por Geroch e investigaremos a sua extensio.

Um artigo contendo os resultados deste capitulo estd em fase de elaboragio [48].

67
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4.2 Propriedades hereditérias

Como vimos no cap. 3, diversas métricas podem ser obtidas como limite de uma es-
pecifica familia de métricas. Discutiremos aqui algumas propriedades comuns a todos os
limites de uma dada familia de métricas. Tais propriedades sao chamadas de propriedades
hereditdrias [18). Entendemos entdo por hereditaria uma propriedade comum a todos os
limites de uma dada familia de métricas.

Entre as propriedades hereditérias discutidas por Geroch [18], a seguinte serd de grande

utilidade para nosso trabalho.

Propriedade hereditiria (Geroch): (4.1)
Seja T' um campo tensorial, vetorial, escalar ou espinorial construido a
partir do tensor métrico e suas derivadas. Se T € identicamente nulo para
todas as métricas de uma familia, entao T ¢ nulo para todos os limites

dessa familia.

A partir dessa propriedade, podemos mostrar a seguinte propriedade hereditaria:

Propriedade hereditéria: (4.2)
Seja £ um campo escalar construido a partir do tensor métrico e suas
derivadas. Se F é constante e E = C para todas as métricas de uma

familia, entao F é constante € E = C para todos os limites dessa familia.

A propriedade acima nada mais é do que uma extensio da propriedade (4.1) para escalares.
Evidencia o fato de que, no caso de T' ser um escalar, o valor zero na propricdade (4.1) pode
ser substituido por um valor constante qualquer. Note que um escalar constante pode

ser pensado como a soma de um escalar nulo e uma constante. Uma terceira propriedade
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pode ainda ser obtida.

Propriedade hereditéria: (4.3)
Seja £ um campo escalar construido a partir do tensor métrico e suas
derivadas e C uma constante. Se £ é constante e E > C (E < C) para
todas as métricas de uma familia, entdo E é constante e E > ¢ (E<C)

para todos os limites dessa familia. Em particular, C pode ser nulo.

Esta propriedade pode ser entendida se notarmos que para que o valor de uma campo
escalar £ mude continuamente de valores maiores que C para valores menores que €, seu
valor tem de ser igual a C para alguma métrica da familia, o que contraria a hipétese.

Como consequéncia imediata da propriedade hereditdria 4.1, os limites de métricas do
tipo de Segre 0 (tensor de Ricci nulo) sédo também Segre 0 e os limites de métricas do tipo
de Petrov 0 (tensor de Weyl nulo) sio também Petrov 0. O que dizer dos demais tipos de
Petrov e de Segre?

Penrose [49, 50] (veja também [52, 22, 61]) obteve diagramas de especializagio para as
classificagbes de Petrov (fig. 4.1) e Segre (fig. 4.2). Serd que diagramas de especializagio
sao também diagramas de limites? Dito de outra forma, seria possivel mostrar que no
limite de uma familia de espagos-tempos, os tipos de Petrov e de Segre ou continuariam
0S mesmos ou se especializariam conforme os diagramas das figs. 4.1 e 4,2 7

Em 1969, Geroch [18] mostrou que o diagrama de especializagio da classificacio de
Petrov ¢ também um diagrama de limites. De fato, de acordo com o algoritmo de
D’Inverno e Russell-Clark para classificagio de Petrov [44, 11}, a cada especializagio,
um escalar construido a partir da métrica e suas derivadas torna-se nulo. De acordo com
a propriedade hereditaria (4.1), no limite, um escalar nulo deve continuar nulo. Portanto
o tipo de Petrov ou continua o mesmo ou se especializa.

Contudo, Geroch nio investiga o diagrama de especializagio da classificagio de Segre.
I nossa intengao, entao, demonstrar que esse diagrama é de fato um diagrama de limites.

Entretanto, até o momento, chegamos a apenas um resultado parcial, que discutimos



-~ 70 -

1
!
11 - D

l l
I - N - 0

Figura 4.1: Especializagbes dos tipos de Petrov.

no que se segue. A partir do diagrama da fig. 4.2, podemos c-onstruir um diagrama de
especializacdo simplificado (fig. 4.3) agrupando os tipos [(1,1)11] e [1,1(11)] num sé tipo
denotado [(11)11] e agrupando os tipos [(1,11)1] e [1,(111)] no tipo [(111)1]. Dessa forma,
tipos que difiram pelo carater dos autovetores ndo sao distinguidos!. Mostraremos que
esse diagrama de especializagao para a classificagdo de Segre é também um diagrama de
limites. Como um passo intermediario construiremos inicialmente um diagrama de limites
ainda mais simples. Obtemos esse outro diagrama (fig.4.4) agrupando os tipos [2211] e
[1111] no tipo [1111] e os tipos [z2(11)] e [(11)11} no tipo [(11)11], ou seja, nao fazendo
distingao entre autovalores reais e complexos.

Na subsecao 1.6.1 sobre a classificagio de Segre, estudamos o polinémio caracteristico e
as formas de Jordan. Com o intuito de construir um diagrama de limites, apresentaremos

a seguir uma breve revisido sobre polinomio minimo. Seja o polinémio em S
P = 60(5+CIS+0252+C353+"' (44)

onde S é a matriz que representa o tensor de Ricci sem trago (1.37), § é a matriz identidade

e ¢, sao constantes. Re-escrevendo essa expressio na forma
B = by + 15y +aS255 + C3S:SfiSf,i + - (4.5)

fica claro que P é um tensor. O polinémio P é denominado polinédmie minimo de S se

!Lembramos que o primeiro algarismo, separado pela virgula, corresponde a um autovetor tipo-tempo
e os demais a autovetores tipo-espago.
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[z211] [1,111]

[22(11)) [1,1(11)] [(1,1)11]

[31]

[2(11)] [(21)1]
| AN
[(1,1)(11)] [1,(111)] [(1,11)1]
[(211)]
|
[(1111)]

Figura 4.2: EspecializagOes dos tipos de Segre.




[2511] [1111]
[211)
[22(11)] [(11)11] [31]
[2(11)] [(21)1]
[(1)(11)] [(31)] [(111)1]
[(211)]
[(1111)]

Figura 4.3: Especializacdes dos tipos de Segre — diagrama simplificado. Neste diagrama,
tipos que difiram pelo cardter dos autovetores nio sdo distinguidos. Assim, os tipos

[(1,1)11] e [1,1(11)] estdo agrupados no tipo {(11)11] e os tipos [(1,11)1] e [1,(111)] agru-
pados no tipo {(111)1].
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[1111]
[211]
[(11)11] [31]
[2(11)] [(21)1]
[(11)(11)] [(31)] [(111)1]
[(211)]
[(1111)]

Figura 4.4: Especializagbes dos tipos de Segre — diagrama simplificado parcial. Neste
diagrama, tipos que difiram pelo carater dos autovetores nao sao distinguidos. Assim, os
tipos [(1,1)11] e [1,1(11)] estao agrupados no tipo [(11)11] e os tipos [(1,11)1] e [1,(111)]
agrupados no tipo [(111)1]. Nao é feita, tampouco, distingdo entre autovalores reais e
complexos. Assim, os tipos [2z11] e [1111] estao agrupados no tipo [1111] e os tipos
[22(11)] e [(11)11] agrupados no tipo [(11)11].
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P for o polindémio de menor grau em S tal que P = 0. Mostra-se [68] que o polindmio

minimo € dinico e pode ser fatorado na forma

(S = M8)1(S — Xa8)2(S — Agb) - .- (4.6)

onde iy, 23, 13, - - - 330 as dimensdes das submatrizes de Jordan de maior dimenséo para

- cada autovalor Ay, Az, As,::- respectivamente. Denotaremos o polinémio minimo com-

pactamente por |[z; 22 23 - -+ ||. Assim, no exemplo (1.42) da subsegao 1.6.1, o polinémio
minimo é

(S — X6)*(S — X26)*(S — X3b) (4.7

denotado por ||321]|.

Podemos, para cada tipo de Segre, encontrar os polinémios caracterfstico e minimo
correspondentes. Na obtencao do polinémio caracteristico, o expoente de cada autovalor
¢ a soma das dimensées das submatrizes de Jordan com mesmo autovalor. Assim, por
exemplo, os tipos de Segre [(111)1], [(21)1] e [31] tém o mesmo polinémio caracteristico de-
notado por {31}, conforme notagao introduzida na subsegéo 1.6.1 do cap. 1. No polinémio
minimo, o expoente de cada autovalor ¢ a dimensao da submatriz de Jordan de maior
dimenséo, com esse autovalor. Assim, por exemplo, os tipos de Segre [2(11)] e [(21)1]
tém o mesmo polinémio minimo denotado por ||21||. A tab. 4.1 mostra os polinémios
caracteristico e minimo correspondentes & cada tipo de Segre.

Mostra-se a partir do algoritmo para as degenerescéncias das raizes de polindmios do
42 grau [44, 5], que a cada nova degenerescéncia das rafzes do polinémio caracteristico, um
escalar construido a partir da métrica e suas derivadas torna-se nulo. Assim, utilizando-
se a propriedade hereditaria (4.1) podemos montar (fig. 4.5, diagrama a esquerda) um

diagrama de limites para as degenerescéncias do polinémio caracterfstico?.

2“En passant”, podemos notar que esse ¢ justamente o diagrama de especializagao da classificacio de
Petrov (fig. 4.1) se utilizarmos a correspondéncia entre degenerescéncias da quértica e tipos de Peirov
(tab. 1.7). Esse foi precisamente o método utilizado por Geroch [18] para obter o diagrama de limites
para a classificagio de Petrov descrito sucintamente ha alguns paragrafos.
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Polinémio caracteristico

{1111} {211} {31} {22} {4}
Polinémio
f1111) || [1,111]
[2z11]
|211| [211]
131} [31]
111} [(1,1)11]
[1,1(11)]
[22(11)]
J[21] [((20)1} [ [2(11)]
1131 [(31)}
(11 [(1,11)1] | [(L,1)(LL)]
[1,(111)]
li2]] [(211)]
)| 1 [(1111)]

Tabela 4.1: Tipos de Segre correspondentes a cada polindmio caracteristico e a cada
polinomio minimo. As colunas mostram os tipos de Segre correspondentes a cada
polinémio caracteristico, enquanto que as linhas mostram os tipos de Segre corresporn-
dentes a cada polinémio minimo.

{1111} 1111
! !
{211} — {22} |211|| — |[111}
1 ! ! !
381}y — {4} -0 13t — 211 — |11

1

1311 — 20 — 1

POLINOMIO CARACTERISTICO POLINOMIO MINIMO

Figura 4.5: Especializagbes do polindomio caracteristico e do polinémio minimo. O dia-
grama a esquerda mostra as especializagdes do polinomio caracteristico, enquanto que o
diagrama a direita as especializagbes do polinémio minimo. Sé os polinémios minimos
compativeis com os tipos de Segre do tensor de Ricci estdo relacionados.
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Montaremos, agora, um diagrama de limites para o polinémio minimo. O tensor de
Ricci € construido a partir da métrica e suas derivadas. Assim, os coeficientes de seu
polinémio minimo também o sdo. Consequentemente, o polinémio minimo é um tensor
construido a partir da métrica e suas derivadas. Seja P, o polinémio minimo (de grau n)
associado ao tipo de Segre de uma familia de métricas. Por defini¢io, P, = 0 para qualquer
membro da familia. Assim, de acordo com a propriedade hereditaria (4.1), P, = 0 para
qualquer limite dessa familia. Como o polinémio minimo é Wnico, o polinémio minimo
associado ao tipo de Segre do limite é P, ou um polinémio de menor grau. Assim, o grau
do polinomic minimo permanece o mesmo ou diminui no limite. Além dessa propriedade,
sabemos do diagrama de limites do polinémio caracterfstico (fig. 4.5, diagrama & esquerda)
que o nimero de autovalores ou permanece o mesme ou diminui no processo de limite.
Com essas duas propriedades, podemos montar diagrama de limites do polinémio minimo
(fig. 4.5, diagrama & direita), onde cada coluna corresponde a um mesmo grau e cada
linha a um mesmo nimero de autovalores.

A partir dos diagramas de limite dos polinémios caracteristico e minimo (fig. 4.5) e
da tab. 4.1, relacionando esses polinbmios com os tipos de Segre, podemos contruir o dia-
grama de limites da classificacdo de Segre mostrado na fig. 4.4. Inicialmente substituimos,
no diagrama de especializagio do polinémio minimo, os tipos de Segre fornecidos na
tab. 4.1. Nessa estapa nio levaremos em conta o carater dos autovetores e nao distin-
guiremos autovalores reais de complexos. Assim, manteremos os tipos de Segre [1,111] e
[2211] agrupados em [1111], os tipos [(1,1)11], [1,1(11)] e [22(11)] agrupados em [(11)11]
e os tipos [(1,11)1] e [1,(111)] agrupados em [(111)1]. Mesmo assim, note que em duas
situacdes, a um mesmo polindmio minimo correspondem mais de um tipo de Segre. De
fato, no caso [|21|| correspondem os tipos [(21)1} e [2(11)] e no caso ||11]| os tipoes [(111)1]
e [(L1)(11))

De forma a distinguir o tipo [(21)1] do tipo [2(11)] e o tipo [(111)1] do tipo [(11)(11)],
consideramos, em seguida, as informagoes contidas no diagrama de limites do polinémio

caracterfstico (fig. 4.5, diagrama a esquerda). Verificamos, assim, que enquanto o tipo de
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Segre [(11)11] tem como limites os tipos [2(11)] e [(21)1], o tipo de Segre [31], tem como
limite o tipo [(21)1] mas ndo tem como limite o tipo [2(11)]. Analogamente, verificamos
que o tipo [2(11)] tem como limites os tipos [(31)} e [(11)(11)], enquanto que o tipo [(21)1]
tem como limites os tipos [(31)] e [(111)1]. Completa-se, fessa forma, o diagrama de
limites dos tipos de Segre da fig. 4.4.

Mostraremos, a seguir, como distinguir, nesse diagrama, autovalores reais de com-
plexos, e obter o diagrama da fig. 4.3. Para distinguir entre os tipos [1111] e [2Z11],
construimos o produto dos quadrados das diferencas entre as raizes do polinémio carac-

teristico, a saber
D = (A — )2 (M — X3) (M — A2z = A3) (02 — M)P(Ds — Ag)? (4.8)

onde A, A2, Az € As sdo as rafzes. De acordo com a teoria das equagbes algébricas [5],
se D for real positivo o tipo de Segre serd [1111] e se D for real negativo o tipo de Segre
sera [2z11]. Isso pode ser facilmente verificado. De fato, se todos os autovalores forem
reais entdo D > 0, pois é o produto de quadrados e, caso contrario, se houver um par
de autovalores complexo conjugado, a substitui¢do direta na expressao de ) mostra que
D <.

Os coeficientes do polindmio caracteristico sdo construidos a partir do tensor de Ricci
sem traco, € este, a partir da métrica e suas derivadas. Portanto, as suas raizes sdo
escalares construidos a partir da métrica e suas derivadas e consequentemente, D) é um
escalar construido a partir da métrica e suas derivadas. Assim, de acordo com a pro-
priedade hereditria 4.3, os tipos [2211] e [1111], ndo podem se especializar um no outro.

Para distinguir entre os tipos [(11)11] e [zZ(11)], construimos o produto dos quadrados

das diferencas entre as trés raizes distintas do polinémio caracteristico, a saber
M = (/\1 —_ Ag)z(Al - /\3)2(/\2 - A3)2. (49)

Analogamente ao caso anterior, se todos os autovalores forem reais entio M > 0 e, caso
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contrario, se houver um par de autovalores complexo conjugado, a substituicio direta na
expressao de M mostra que M < 0. Portanto, para o tipo de Segre [zZ(11)], M é negativo,
enquanto que para os tipos de Segre [(11)11] e [211], M é positivo. Assim como D, M é
um escalar construido a partir da métrica e suas derivadas. Consequentemente, de acordo
com a propriedade hereditaria 4.3, os tipos {22(11)] e {(11)11] e os tipos {22(11)] e [21]]
nao podem se especializar um no outro.

Essas informagoes, incorporadas ao diagrama da fig. 4.4 nos permite construir o dia-
grama de limites para os tipos de Segre da fig. 4.3. Temos algurnas indicagbes que poderao
nos permitir, futuramente, considerar o carater dos autovetores (tipo-tempo, tipo-espaco
e nulos) e mostrar, finalmente, que o diagrama de especializagio obtido por Penrose
(fig. 4.2) é também um diagrama de limites.

Terminamos essa segao mencionando uma tentativa primeira que fizemos para obter o
diagrama de limites da fig. 4.4. Ao invés do polindmio minimo, utilizamos o espinor
de Plebadski [44, 56, 39], construido a partir do espinor de Ricci na forma Xaped =
1 /4'I>(ﬂb‘”’“'¢'cd)w,x,. O espinor de Plebaniski possui as mesmas simetrias do espinor de
Weyl e pode portanto ser classificado de maneira analoga [44, 26]. Sua classificagao, que
corresponde a uma classificagdo (parcial) do espinor de Ricd, satisfaz portanto um dia-
grama de limites como o da classificagdo de Petrov. Utilizando esse diagrama e o diagrama
do polindmio caracteristico obtém-se umn diagrama de Limites dos tipos de Segre quase tao
completo quanto o diagrama simplificado da fig. 4.4. A razao para a diferenca reside no
fato de que a partir do polindmio minimo obtém-se mais informacbes que a partir da

classificacao do espinor de Plebanska.

4.3 Procedimento geral — coordenadas

Como vimos no exemplo de Schwarzschild, se¢do 3.1, simplesmente tomar o limite do
elemento de linha expresso em dado sistema de coordenadas nao é conveniente, pois o
resultado depende do sistema utilizado. Na segao 3.2, verificamos que tomar o limite dos

escalares de Cartan expressos em um sisterna de coordenadas tampouco € suficiente, pois
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novamente o resultado depende do sistema utilizado. Porém uma nova interpretagéo para
a diversidade de limites surge através desse cilculo, ou seja, utilizando coordenadas para
expressar os EC, estamos implicitamente impondo limites para os EC quando o limite
dos pardmetros ¢ escolhido. A partir dessa visdo, formularemos agora o procedimento
geral para a obtengao de limites, que ja esbogamos na segéo 3.3 do cap. 3. Remeteremos
sempre que necessario ao exemplo de Schwarzschild.

A partir da métrica dada em um sistema de coordenadas [como por exemplo (3.1)],
escolhemos uma base tetrddica para representd-la. Utilizando o algoritmo de Karlhede,
obtemos os EC [como nas eqgs. (3.11-3.16)] até a ordem finita necessaria para a carac-
terizagao do espago-tempo, em uma base canonica. Os EC em geral sio funcdes das 4
coordenadas e de p parametros que caracterizam a familia em aprego. Entre os EC apare-
cem . < 4 fungoes funcionalmente independentes nas coordenadas, ou seja, apenas i,

coordenadas sao fundamentais. Os EC podem, entao, ser divididos em trés conjuntos.

1. Escolhe-se t. EC, cada um representando uma coordenada fundamental. Esses EC,
que denominaremos de EC de primeirg espécie ou coordenados, dependem das co-
ordenadas e em geral dos parametros da familia. O EC na eq. (3.28) é um exemplo

desse tipo.

2. Seleciona-se p EC, cada um representando um parametro da familia. Esses EC,
que denominaremos de EC de segunda espécie ou paraméiricos, dependem dos
parametros e em geral das coordenadas. No entanto toda a dependéncia das co-
ordenadas pode ser eliminada utilizando-se os EC de primeira espécie. Assim, os
EC de segunda espécie passam a depender somente dos pardmetros e dos EC de

primeira espécie. O EC na eq. (3.29) é um exemplo de EC de segunda espécie.

3. O demais EC, que chamaremos de EC de terceira espécie, em geral dependem das
coordenadas e dos pardmetros. Entretanto, essa dependéncia pode ser eliminada
utilizando-se os dois conjuntos anteriores. Assim, os EC de terceira espécie passam

a depender apenas dos EC de primeira e de segunda espécie. Os EC nas egs. (3.30)-
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(3.33) sido exemplos de EC de terceira espécie.

Como as expressoes dos EC de terceira espécie sao independentes das coordenadas e
dos parametros, elas sio validas para quaisquer limites, qualquer que seja o sistema de
coordenadas utilizado, e qualquer que seja o limite imposto aos pardmetros. Uma vez que
se conhega o limite dos EC de primeira e de segunda espécie, o limite dos EC de terceira
espécie fica completamente determinado.

O limite dos EC de segunda espécie, por sua vez, depende do limite dos pardmetros
e do limite dos EC de primeira espécie. Assim, uma vez escolhido um limite para os
parametros, o limite dos EC de segunda espécie fica determinado pelo limite dos EC de
primeira espécie.

Ja o limite dos EC de primeira espécie depende tanto do limite dos parametros como do
limite das coordenadas. Mesmo fixado um limite para os parametros, as transformagdes
de coordenadas sao suficientemente gerais para que diversos limites sejam possivels para
os EC de primeira espécie. Lembre-se que cada EC de primeira espécie corresponde, por
construgdo, a uma coordenada fundamental.

Os possiveis limites que os EC de primeira espécie podem assumir sao
1. 0;
2. uma fungio de todas ou algumas coordenadas, f(z*);

3. constante diferente de zero;

Como vimos, calcular o limite utilizando um sistema de coordenadas impde implicita-
mente um limite para os EC de primeira espécie. A idéia fundamental de nosso método,
sera, entao, impor explicitamente esse limite, sem nos preocuparmos com sistemas de
coordenadas. Em outras palavras, escolhe-se um limite para os EC de primeira espécie e
para os parametros. A partir dai, calculamos diretamente o limite dos EC de segunda e

de terceira espécie.
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Observamos que a quarta possibilidade, ou seja, quando um EC tende a oo, cor-
responde a existéncia de escalares divergentes construidos a partir da métrica e suas
derivadas. Quando isso ocorre em apenas alguns pontos ou em uma hipersuperficie tri-
dimensional, ta] caso pode servir como modelo para algumas situagdes fisicas, tais como

as estudadas em [1, 12, 14]. No entanto, nio consideramos tal possibilidade nesta tese.

4.4 Procedimento geral — bases

O procedimento discutido na segio anterior nio esgota todos os possiveis limites de uma
familia. E preciso lembrar que estamos trabalhando em uma base canénica fixa. Q exame
das formas canonicas para os tipos de Petrov e Segre nas tabs. 1.9 e 1.10 parece indicar
que nem todos os limites encontrados nos diagramas de limites 4.1 e 4.2 sdo possiveis. Por
exemplo, a forma candnica para Petrov N (¥, = 1 e ¥4 = 0 se A # 4) ndo surge como
especializagio da forma canénica de Petrov D (¥; £0e ¥4 =0 se A # 2). De fato, essa
tabela de formas canonicas nos levaria a pensar que métricas Petrov tipo D s6 tém como
limites métricas tipo D ou 0. Estudaremos a seguir por que esse problema surge, e como
resolveé-lo.

Na formulagao original de Cartan para a solu¢do do problema de equivaléncia (veja
se¢do 1.2), os EC séo fungo das coordenadas da variedade e dos parametros do grupo de
Lorentz. Mais precisamente, funcdo de ¢. coordenadas independentes da variedade e de
I, parametros independentes do grupo de Lorentz. No entanto, no algoritmo pratico de
Karlhede (segdo 1.3) os I, parimetros do grupo de Lorentz sdo fixados com a escolha de
uma base canénica. Vamos recapitular como a base € fixada no algoritmo.

A cada ordem de derivagdo, ou encontra-se pelo menos uma fungio funcionalmente
independente nas coordenadas ou pelo menos uma fungio funcionalmente independente
nos parametros do grupo de Lorentz, a menos que seja a ultima ordem. Surgindo [ > 1
funcoes dos parametros do grupo de Lorentz, | pardmetros do grupo sio fixados com a
escolha da base candnica. Como consequéncia, a dimensdo do grupo de isotropia diminui

I unidades. Dessa forma, ao final do algoritmo os I, parametros do grupo de Lorentz néo
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aparecem explicitamente nas expressoes dos EC. Quanto as coordenadas, o procedimento
é diferente. Cada nova fungio das coordenadas é apenas registrada pelo pacote CLASSI,
de forma que as t. coordenadas aparecem explicitamente nas expressoes dos EC.

Como vimos na segido anterior, ¢ essencialmente a presenca de coordenadas nas ex-
pressoes dos EC a responsavel pela existéncia de diversos limites. Ou seja, por trans-
formagio de coordenadas as expressdes dos EC mudam e ddo origem a distintos limites.
E de se esperar que por mudanga de base novos limites sejam encontrados. Esse fato ndo
¢, no entanto, evidente, visto que os parametros do grupo de Lorentz nio estao explicitos
nas expressoes dos EC.

Como visto no exemplo da familia Schwarzschild, os parametros do grupo de Lorentz
devem ser recuperados passo a passo, comecando pela ordemn de derivagao mais alta. Nas

secoes seguintes, mostramos como isso € feito na pratica.

4.4.1 Mudanca de base na ordem 0

A mudanca de base na ordem 0 é bastante simplificada pela existéncia das classificagoes
de Petrov e Segre. A partir dos diagramas de limites das figs. 4.1 ¢ 4.2 podemos veri-
ficar quais tipos de Petrov e Segre seriam esperados nos limites. Procuramos entdo uma
transformagao de base tal que a nova base tenha como limite umna base candnica para o
tipo desejado. Esse procedimento é completamente geral, independente de uma particular
métrica. A seguir, aplicamos esse procedimento para os tipos de Petrov e Segre utilizados

nesta tese.

1. Limites tipo N de métricas tipo D

Vamos generalizar o que discutimos para Schwarzschild para qualquer métrica Petrov

tipo D. Utilizando uma rotagéo nula {1.32), de acordo com a tab. 1.3, a forma
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candnica para Petrov D (tab. 1.9) se transforma em

{i’z = 1112
U, = 3a¥, (4.10)
@4 = 6(1211’2.

Para obtermos a forma canénica para Petrov N (tab. 1.9) os limites de ¥; e a devemn

ser

U, - 0 e ¢ — o (4.11)

de maneira tal que

6a’T, — 1. (4.12)

Essa condigao é satisfeita se e somente se
@ - . (4.13)

. Limites tipo [(211)] de métricas tipo [1,(111)]

Utilizando uma rotagao temporal (1.35), de acordo com a tab. 1.4, a forma candnica

para Segre [1,(111)] (tab. 1.10) se transforma em

‘i’ao’ = 224‘1’11‘
‘ill' = Gy (4-14)
‘i’gzr = 2z74¢yy.

Para obtermos a forma canbnica para Segre [(112)] (tab. 1.10) os limites de ®;y. e

z devem ser

‘1)11! — 0 e VAR | 0 (415)

de maneira tal que

22_4¢111 —* :}:1, (416)
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conforme o limite de ®,2 seja +1 ou —1. Essa condigio é satisfeita se e somente se

zh = 20,y (4.17)

4.4.2 Mudanca de base na ordem 1 e seguintes

Na auséncia de uma classificagao algébrica para os EC de ordem 1 e superiores, utilizamos
um procedimento alternativo para recuperarmos a liberdade de base em uma ordem n > 1
genérica.

Se a dimensdo do grupo de isotropia H, for menor que a dimensio de H,_;, entdo
os EC de ordem n foram utilizados para fixar a base candnica. Isto corresponde a fixar
1 ou mais parametros do grupo de Lorentz. Para recuperar os graus de liberdade per-
didos ao fixarmos esses parametros, executamos ndo uma transformagao de Lorentz a
6 parametros, mas apenas a transformagio mais geral do grupo de isotropia H,_;. Na
maioria da situagoes investigadas, o grupo de isotropia H,_; € de dimensdo pequena —
Hy, por exemplo, costuma ser de dimensdo 1 ou 2, de forma que esse procedimento nio
¢ exageradamente trabalhoso. Uma vez executada a transformacio, faz-se a analise de
limites na nova base. Assim, por exemplo, na se¢do 3.3 utilizamos o grupo de isotropia
H, para obter a base mais geral na qual os EC da ordem 0 assumem a forma canénica
para Petrov tipo D (U £0e Uy =0se A #2).

Vimos ainda, na analise dos limites da familia Schwarzschild, que ao escolhermos
uma nova base na ordem 0 (a base que permitiu obter limites Petrov N), devemos re-
executar o procedimento acima descrito para a ordem 1. Entretanto, devemos notar que
a representacdo matricial do grupo de isotropia Hy na nova base esté relacionada com a
representacio da base anterior por uma transformacio de similaridade, conforme discutido
na segao 3.5.

Para termos uma idéia global desse procedimento, vamos rever rapidamente a anélise
dos limites de Schwarzschild. Utilizamos inicialmente para o estudo de limites, a base

canédnica apropriada para Petrov D (na ordem 0) € a base em que VWyy = — VU3 (na
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ordem 1). Os EC da ordem 2 nio sio utilizados para fixar a base. Em seguida, mantendo
a forma dos EC da ordem 0, utilizamos Hy e obtivemos a base majs geral para Petrov D.
Assim, esgotamos todos os limites Petrov D. Sabemos do diagrama de limites da fig. 4.1
que as especializagbes de Petrov D sdo D, N e 0. Os limites Petrov 0 foram analisados na
mesma base candnica de Petrov D e resultaram no espago-tempo de Minkowski. Quanto
aos limites do tipo de Petrov N, utilizamos o procedimento geral descrito na subsegio 4.4.1
para obter uma base que permitisse encontrar limites Petrov N. Em seguida, utilizamos

Hp e obtivemos a base mais geral que permitisse obter limites Petrov N.



Capitulo 5

Limites na teoria de Brans-Dicke

5.1 Introducgao

A teoria de Brans-Dicke {4] surge como uma alternativa a relatividade geral na descricio
da gravitac@go. Uma de suas motivagdes consiste em transformar a constante gravitaci-
onal em um campo escalar ¢ variavel com o tempo. A teoria € construida a partir de
uma Lagrangiana onde aparece um termo de acoplamento entre o campo ¢ e a métrica.
Costuma-se afirmar [67] que, sob determinadas circunstancias, a teoria de Brans-Dicke
tern como limite a teoria da relatividade geral quando a constante de acoplamento w — oo
(veja também [59, 32]).

Na teoria de Brans-Dicke o espago-tempo €, como na relatividade geral, uma variedade
quadridimensional riemanmana localmente lorentziana. A métrica é determinada pelas

equagdes de campo [4, 66}

Ra,b - %gabR = %Tab + )\gab + (51)
+ % (¢,a¢,b - %gabqﬁ,c(ﬁm) + % (@0 — gupO)
[
e ™ A
O¢ def qg;aa — (8 ;’-:J":_Qg 96) (52)

36
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onde A € a constante cosmoldgica, ¢ é o campo escalar (que é o andlogo a uma constante
gravitacional variavel}, w € a constante de acoplamento a ser determinada a posteriori, Ty,
¢ o tensor momento energia e T é o seu trago. Para preservar o principio de equivaléncia,
postula-se que o campo ¢ ndo tem influéncia direta sobre o movimento de particulas
teste, que se da ao longo de geodésicas. Formalmente, as egs. (5.1) podem ser vistas como
idénticas as equagbes de campo da relatividade geral se definirmos um tensor momento
energia ‘efetivo’ 7, por

81 w

87rGTnb = _Tab +

Tt 5 (dobo - 5000u8) + 3 (Gor—0a0d) (53

sujeito & equagao (5.2). Assim, o método desenvolvido nos capitulos anteriores para o
estudo limites na relatividade geral pode ser utilizado aqui.

Neste capitulo, encontraremos os limites de algumas solu¢oes das equagoes de Brans-
Dicke quando w — oco. Em seguida, interpretaremos as métricas obtidas nos limites, como
solucoes das equagOes de campo da relatividade geral. Encontraremos, entao, os possiveis
tensores mormento-energia, no contexto das equagdes da relatividade geral, compativeis
com esses limites. Poderemos, assimn, verificar se as familias de métricas, solucoes das
equacoes de campo de Brans-Dicke, tém o mesmo tensor energia-mormento gue as métricas
limites, interpretadas como solucgbes das equagbes de campo da relatividade geral. Os

resultados deste capitulo foram publicados no General Relativity and Gravitation [45)].

5.2 Os espacgos-tempos de Nariai e O’Hanlon-Tupper

O elemento de linha de Nariai [40, 41, 33] e de O’Hanlon-Tupper [43] (com k = 0) e os

respectivos campos escalares podem ser escritos coletivamente como

ds* = di* — A® (dr® + r*d0® + r’sen’0dy?) (5.4)

¢ = ¢ot” (5.5)
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onde

A = Agl® (5.6)

Ay e ¢ sao constantes (5.7)
3w+ 4) M (w14, 23 O’Hanlon-Tupper

0 ( )7 ( VER) ( pper) (5.8)
%%%, onde 1 <y<2 (Nariai)

p { (3w +4)~* (1 T /32w + 3)) (O’Hanlon-Tupper) (5.9)
PRE Syt (Nariai).

Ambas sdo solugoes das equagbes de Brans-Dicke (5.1) sem constante cosmologica. A

métrica de Nariai € uma solugdo de fluido perfeito com equagao de estado dada por

p=(y—1p. (5.10)

A métrica de O’Hanlon-Tupper é uma solugio de vacuo.
Os EC independentes nao nulos correspondentes ao elemento de linha dado pelas

egs. (5.4) e (5.6) foram calculados com o auxilio do CLASSI, utilizando-se o arquivo A.3.

Sao eles:

(ordem 0) Coy = 2P (5.11)

1
(1)111 = ZQt—2 (512)
¢221 = 2(1)11r (513)

i

A = Q1)

(ordem 1) Voo = VP (5.15)

1
V(I)ul = —v¢33! (516)

3
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1
V@ggf = qu)agf (517)

Vs = ( 1)

_ 3 Q+1,,
ﬁ\/@(ﬁﬁn')
¢

Ql

_ (A +3%8yy/) (5.18)
VA + ®1yp '

VAo = VA (5.19)
VAw = - fczt“s(zcz—l)

= _%2%1(%1‘)%

_ 4% (5.20)

VA4 O

Os EC foram divididos em trés conjuntos, conforme o método descrito no cap. 4. Ha
apenas um EC de primeira espécie, a saber, ®1/, ¢ apenas um EC de segunda espécie,
ou seja, A. Todos os restantes sao EC de terceira espécie. A seguir, apresentamos a
classificacao discreta da métrica.

Na ordem 0, obtém-se que o tipo de Petrov é 0 ¢ o tipo de Segre é [1,(111)]. Existe 1
funcio funcionalmente independente. Portanto to =1 e dp = 3. O grupo de isotropia Hp
é 0 SO(3) de acordo com a tab. 1.10.

Na ordem 1 nio surgem novas fungbes funcionalmente independentes, logo d; = dop = 3.
Verifica-se que os EC de ordem 1 sao também invariantes sob a agao do grupo Ho, logo
Hy = H,. Esse resultado, obtido automaticamente pelo CLASSI, pode ser verificado
utilizando-se o arquivo B.4. Consequentemente, o algoritmo de Karlhede para nesse ponto.

De acordo com o método descrito na secao 4.3 do cap. 4, devemos escolher limites
para o parimetro w que caracteriza a familia de métricas ¢ para o EC de primeira espécie
&,,,. Para o parametro, impomos o limite w — co. Utilizando ent&o a relagao (5.8) entre

w e @, obtemos

lim

wW—00

1 : )

» { ¥ (O'Hanlon-Tupper) (5.21)
2
3y

(Nariai).
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Conforme a segio 4.3, com uma escolha adequada do sistema de coordenadas, o EC de
primeira espécie ®1;/ pode assumir 4 diferentes limites, a saber: (1) 0; (2) uma fungdo
de todas ou algumas coordenadas, f(z'); (3) constante diferente de zero; (4) oo. Como
discutido naquela segdo, limites divergentes (4) nio serio estudados. A seguir, discutimos

os limites (1), (2) e (3) de @11/ em conjunto com o limite w — oo do pardmetro.

1. ®43+ — 0. Todos os EC tendem a zero, portanto o limite é a métrica de Minkowski.

Considerada como uma solugio das equacdes de Einstein, corresponde a vécuo.

2. ®11v — f(z'). De (5.11)~(5.20) verifica-se que os demais EC tém limites finitos.
Assim como no limite ¥; — f(z') da familia Schwarzschild, secio 3.3, diferentes
fungdes geram métricas equivalentes [veja eq. (3.34)]. A métrica correspondente a
esse conjunto de EC é a métrica de Friedman-Robertson-Walker (FRW) com segio
espacial euclidiana, cujo elemento de linha é dado também por (5.4), mas com um

novo valor de A dado por
A= Agt?, Q' = constante (5.22)

onde @' é dado por (5.21). De fato, utilizando o arquive A.3, calculamos os EC
correspondentes & métrica FRW com segio espacial euclidiana e verificamos serem
idénticos aos EC obtidos neste limite. A métrica FRW com segio espacial euclidiana,
vista como uma solugdo da relatividade geral [30], pode ser obtida das equacdes de
campo sem constante cosmolégica ¢ com tensor momento energia de fluido perfeito

satisfazendo a equagéo de estado p = (4" — 1)p onde ¥’ e ' estiio relacionados por
Q= —. (5.23)

3. ®41; — constante # 0. Todos os EC tendem a valores constantes. Nao tendo sido
encontrada a métrica correspondente no banco de dados do CLASSI, o préximo passo

seria tentar provar que esse conjunto de EC ndo satisfaz condigbes de integrabili-
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dade. Entretanto, é mais simples fazer isto de forma indireta. Dos EC concluj-se
que, no limite, a métrica continua tipo de Petrov 0 e tipo de Segre ,(11D)]. O
grupo de isotropia continua sendo o SO(3). Como os EC sio agora constantes,
t1 = 0 e dy = 4. Logo o espago-tempo é homogéneo e o grupo de isometria é de
dimensao 7. A existéncia de um grupo de isotropia SO(3) implica em ser a métrica
do tipo Robertson-Walker (veja por exemplo [30]). Da condigio de homogeneidade
obtém-se entao uma métrica de Robertson-Walker estitica, ou seja, a métrica de
Einstein com curvatura positiva ou negativa. O calculo dos EC para a métrica de
Einstein (arquivo A.4) mostra que todos os EC de ordem 1 sao identicamente nulos.
Entretanto, os EC de ordem 1 que obtemos nesse limite sio necessariamente nao

nulos. Portanto, esse limite nao corresponde a uma métrica riemanniana.

De acordo com o método descrito no cap. 4, estudaremos a possibilidade de existirem
limites com diferentes tipos de Segre. A métrica que estamos estudando tem tipo de Segre
[1,(111)]. No diagrama de limites da fig. 4.3, os tipos [1,(111)] e [(1,11)1] est&o agrupados
no tipo [1(111)]. De acordo com esse diagrama, seus possiveis limites sao os tipos [(211)]
e [(1111)]. Esse diagrama ndo contém nenhuma informagao sobre a possibilidade do tipo
[1,(111)] ter como limite o tipo [(1,11)1]. Usaremos, nesse caso apenas, a informacio do
diagrama de especializacao de Penrose da fig. 4.2, de que o tipo [1,(111)] ndo pode ter
como limite o tipo [(1,11)1]. Assim, os possiveis limites do tipo de Segre [1,(111)] s&o os
tipos [(211)] e [(1111)].

O tipo [(1111)] corresponde a ® 4p identicamente nulo. O limite com esse tipo de Segre
foi obtido na mesma base em que estudamos os limites do tipo [1,(111)]; é o espago-tempo
de Minkowski.

A fim de obter limites do tipo de Segre [(211)] de uma métrica tipo [1,(111)], conforme
a subsecao 4.4.1, faremos uma transformagio de base dada pela rotagao temporal (1.35).
Os componentes de ® 43 na nova base séo dados por (4.14). O escalar A permanece
inalterado, dado por (5.14). De acordo com a subsegio 4.4.1, o limite de ®,q serd 0 e

o limite do parametro z da transformacao sera dado por (4.17), ou seja, 24 — +2&,
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especificamente, ao caso com tipo de Petrov 0 e homogéneo. Seus EC sio dados por
(2.14)-(2.15), a saber @3y = 1 e V@33 = B~*2B,. Com uma escolha apropriada da
fungéo B(u), podemos recuperar o limite (5.30)-(5.31). De fato, igualando o lado direito
de (5.31) e (2.15) obtemos

- 2%’% =B3B,,. (5.32)

Quaisquer fungbes B(u) satisfazendo a esta equagio resultarao nos mesmos EC, e portanto
corresponderao a métricas equivalentes’. Logo, para os nossos propésitos, é suficiente

encontrar uma solugio particular para B(u), como por exemplo

B=4 (—29\%—1) N u"?, (5.33)

De fato, com essa escolha de B(u), V®33 assume o valor em (5.31). Assim, o presente
Limite corresponde a métrica de ondas planas (2.1)-(2.2), com A = 0 e B(u) dado por

(5.33), onde @ ¢ dado por (5.21).

5.3 A solugao de Romero-Barros

Estudaremos nesta seco os limites de uma métrica de Robertson-Walker estitica cuja
seciio espacial tem curvatura positiva. E uma solugao de vacuo das equagoes de Brans-
Dicke com constante cosmolégica, encontrada por Romero e Barros [59, 60]. Seu elemento

de linha e campo escalar podem ser escritos como

ds’ = di* — A? (dr’ + sen’r(d6” + sen’ddy?)) (5.34)

b = goc VR (5.35)

!Quando primeiro determinamos esta métrica [45] partimos de um elemento de linha mais geral gue
esse. Porém, o resultado final é o mesmo.
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onde

2w+ 3
A —e 5.36
e+ 1) (5.36)
¢o = constante (5.37)
e A é a constante cosmoldgica. Os EC, obtidos com o auxilio do arquivo A4, sao
(Ordem 0) @00! = 2@111 (5 38

)
Oy = %A-z (5.39)
Op = 20, (5.40)

A = By (5.41)

Os EC devem ser divididos em trés conjuntos, conforme o método descrito no cap. 4.
Como todos os EC sdo constantes, nao ha EC de primeira espécie. @,/ foi escolhido
como EC de segunda espécie. Os EC restantes siao de terceira espécie.

A classificagao discreta ¢ a seguinte. Na ordem 0 obtemos que o tipo de Petrov é
0 e o tipo de Segre € [1,(111)]. N&o ha nenhuma fun¢io das coordenadas. O grupo de
isotropia Hy é o SO(3). O grupo de isometria tem dimenséo 7. Na ordem 1, todos os EC
sao identicamente nulos. Portanto Hy; = Hy, d; = d. Consequentemente, a métrica &
homogénea.

De (5.36), o himite de A quando w — oo é

A— \/% (5.42)

O limite dos EC ¢é dado substituindo esse limite de A em (5.38)-(5.41). A métrica cor-
respondente continua sendo (5.34), mas com A dado por (5.42). Vista como uma solugao
das equagdes da relatividade geral, pode ser obtida das equagdes de campo com cons-

tante cosmoldgica igual a A/2 e tensor momento energia de poeira (solugio cosmoldgica

de Einstein).
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Para obter limites do tipo de Segre [(211)] conforme descrito na subsecio 4.4.1, deve-
mos fazer uma transformagao de base dada pela rotagao temporal (1.35) e em seguida,
escolher o limite @;;+ — 0. Porém, ndo hd EC de primeira espécie, portanto, nio podemos
impor limites aos EC. Os EC tém um limite dnico que, como descrito acima, é diferente

de zero. Assim, nao foi possivel obter limites do tipo de Segre [(211)].

5.4 Comentarios finais

Estudamos os limites de algumnas solu¢oes das equagdes de campo na teoria de Brans-Dicke
quando a constante de acoplamento w — oco. Em seguida, interpretamos o resuitado como
uma solu¢io das equagdes de campo da relatividade geral. Com isso, estamos verificando
a que solugdes da relatividade geral, espacos-tempos de Brans-Dicke tém como limite
quando w — oo. Investigamos as familias Nariai, O’Hanlon-Tupper e Romero-Barros.

As métricas de Nariai e O’Hanlon-Tupper sao solugdes das equagdes de Brans-Dicke
sem constante cosmologica. Para Narial a fonte é um fluido perfeito com equacio de
estado (5.10), ou seja, p = (v ~ 1)p, enquanto O'Hanlon-Tupper é solucao de vicuo. O
elemento de linha pode ser apresentado coletivamente por (5.4)-(5.9), correspondendo a
métricas tipo Friedman-Robertson-Walker com secdo espacial euclidiana.

A métrica de Romero-Barros é uma solugao das equagoes de Brans-Dicke no vacuo com
constante cosmolédgica. Seu elemento de linha é dado por {5.34)-(5.37), correspondendo
4 métrica de Einstein fechada (ou Friedman-Robertson-Walker estatico com curvatura
espacial positiva).

Tanto Nariai, O'Hanlon-Tupper como Romero-Barros sao Petrov tipo 0 e Segre tipo
[1,(111})]. De acordo com os esquemas de especializacao do cap. 4, os limites sdo Petrov 0
e Segre [1,(111})], [(211)] e 0. Para Nariai € O’Hanlon-Tupper, os seguintes limites foram
obtidos.

1. Um limite Segre tipo 0 correspondendo & métrica de Minkowski. Na relatividade

geral corresponde a uma solugéo de vacuo. Observe que esse é 0 mesmo contetido
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material (vicuo) da solugio de O’Hanlon-Tupper.

2. Um limite tipo {1,(111})] correspondendo a métrica de Friedman-Robertson-Walker
com secao espacial euclidiana. Seu elemento de linha é dado por (5.4) com o fator
de escala A = Agt?" onde, de acordo com (5.21), @' = :1; para o limite de G’Hanlon-
Tupper ¢ Q' = -51—, para o limite de Nariai. Na relatividade geral correspondem &
solugéo de Friedman-Robertson-Walker cuja fonte é um fluido prefeito com equagéo
de estado dada por p = p no limite de O'Hanlon-Tupper € p = (v — 1)p no limite
de Nariai. Note que o conteido material do limite de Nariai é o mesmo conteiido
material da solugao de Nariai, ou seja, fluido perfeito com a mesma equagao de

estado.

3. Um limite Segre tipo [(211)] correspondendo a um caso particular de ondas planas
(2.1)-(2.2) homogéneo, com A = 0 e B(u) dado por (5.33), onde Q é dado por
(5.21). Na relatividade geral corresponde a uma solucio com conteddo material
com tipo de Segre [(211)], visto que o tipo de Segre do tensor momento-energia e

do tensor de Ricci sem trago sao o mesmo.

Para a métrica de Romero-Barros s6 um limite foi obtido. Seu tipo de Segre é [1,(111)]
e a métrica € a de Einstein com segao espacial fechada. Na relatividade geral corresponde
a uma solugao cujo conteiido material é do tipo de Segre [1,(111)].

Para a solugdo de vicuo de O’Hanlon-Tupper, o primeiro limite, ou seja, Minkowski,
é também uma solugio de vacuo na relatividade geral, enquanto que os demais limites
de O’Hanlon-Tupper nio sdo solugbes de vacuo. Para a solugao de fluido perfeito de
Nariai, 0 segundo limite também é uma sohicido de fluido perfeito na relatividade geral,
com a mesma equagao de estado, enquanto que os demais limites de Nariai ndo sdo fluido
perfeito. Assim, em ambos os casos, tanto o limite com a mesma fonte que a solugao
original na teoria de Brans-Dicke, quanto limites com fonte diferente sdo encontrados.
Quanto & solugdo de Romero-Barros, apenas um limite € encontrade, possuindo fonte

diferente da fonte da solugdo original de Romero-Barros.



Conclusao

Os escalares de Cartan (EC) mostraram-se uma poderosa ferramenta na investigagio
de limites de familias de espagos-tempos. Mostramos no cap. 3 que obter o limite dos
componentes do tensor métrico em um sistema de coordenadas niao é um procedimento
conveniente para a obtengio de limites. Verificamos, ainda, que simplesmente tomar o
limite dos EC em um dado sistema de coordenadas tampouco cobre todos os possiveis
limites de uma dada familia de espagos-tempos. Finalmente, observamos que é necessario
especificar ndo apenas o limite dos parametros, mas também o limite dos EC. Classificamos
os EC em 3 categorias, a saber: EC de primeira espécie (coordenados), EC de segunda
espécie (paramétricos) e EC de terceira espécie. Verificamos que aos EC de primeira
espécie devemos impor diversos limites de forma a cobrir os véirios limites de uma familia
;ie espacos-tempos. Os limites dos demais EC ficam entio determinados pelos limites dos
parametros e pelos limites dos EC de primeira espécie.

Estudamos como novos limites podem ser obtidos por mudanca de base. Mostramos
ainda como obté-los utilizando os grupos de isotropia H, dos EC nas diversas ordens de
derivagiao. Para a ordem zero, em particular, verificamos como utilizar os esquemas de
especializacao das classificagdes de Petrov e de Segre como guia na obtengio de novos
limites. No cap. 4 esses resultados sao re-examinados de maneira mais detalhada, com
base na experiéncia ganha no cap. 3 onde estudamos os limites da familia Schwarzschild.
Um método geral para obtencao de limites é entio apresentado. No cap. 5, mostramos que
esse método pode ser utilizado para estudar limites na teoria de Brans-Dicke e estudamos

os limites de alguns espagos-tempos nesta teoria.
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Ainda no cap. 4, estendemos o trabalho original de Geroch sobre propriedades he-
reditarias montando, com base na teoria dos polinémios caracteristico e minimo, um
diagrama de limites para a classificacao de Segre. Estamos, no momento, investigando a
possibilidade de incluir nesse diagrama o cardter dos autovetores de forma a provar que
o diagrama de especializagdo obtido por Penrose é também uma diagrama de limites.

No cap. 3, estudamos os limites da familia Schwarzschild. Esta familia pode ser
definida pela métrica (3.1). Cada elemento da familia corresponde a um especifico valor
do parametro massa m. Sdo0 todas métricas Petrov tipo D e Segre tipo 0. De acordo com
os esquemas de especializagoes discutidos no cap. 4, os limites possiveis sdo Petrov tipo
D, N ou 0, enquanto o tipo de Segre serd sempre 0. Os limites quando m — 0 e m — 0o
foram estudados. Todos os limites Petrov tipo D e 0 foram encontrados, resultando no
teorema 3.35. Sao eles os espagos-tempos de Minkowski {Petrov 0) e Kasner (Petrov D)
quando m — oo e o espago-tempo de Minkowski quando m — 0.

Obtemos limites Petrov tipo N quando m — oo. Para m — 0 nenhum limite Petrov
N é encontrado. Os limites Petrov N encontrados quando m — co correspondem a. casos
particulares da classe de métricas de ondas planas dada por (2.1)-(2.2). Duas métricas
homogéneas sido obtidas se a fun¢io A(u) for dada por (3.78) ou (3.79) e B = 0. Uma
métrica nao homogénea é obtida se B = 0 e A(u) for uma solugio (diferente das duas
acima) da equagio diferencial (3.80).

Finalmente, mais algumas métricas de ondas planas Petrov N foram encontradas como
limite da familia Schwarzschild quando m — oo, a saber: uma métrica homogénea (la)
com A{u) = 1; trés classes de métricas homogéneas (1bi) com A(u) dado por (3.110),
(3.111) e (3.112); uma métrica homogénea (2) com A(u) dado por (3.114); uma métrica
nao homogénea (1bii) onde A(xu) é solu¢ao de (3.113). Foram encontrados ainda os EC
de uma classe de métricas homogéneas (1bi) e de uma métrica homogénea (2).

No cap. 5 estudamos os limites de algumas solucoes das equagbes de campo na teoria
de Brans-Dicke quando a constante de acoplamento w — co. Em seguida, interpretamos

o resultado como uma solugao das equacdes de campo da relatividade geral. Com isso,
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estamos verificando a que solugdes da relatividade geral, espagos-tempos de Brans-Dicke
tém como limite quando w — oco. Investigamos as familias Nariai, O’Hanlon-Tupper e
Romero-Barros.

As métricas de Nariai ¢ O’Hanlon-Tupper sio solugbes das equagbes de Brans-Dicke
sem constante cosmoldgica. Para Nariai a fonte é um fluido perfeito com equagio de
estado p = (v — 1)p, enquanto O’Hanlon-Tupper é solugio de vicuo. O elemento de
linha pode ser apresentado coletivamente por (5.4)-(5.9), correspondendo a métricas tipo
Friedman-Robertson- Walker com segao espacial euclidiana. A métrica de Romero-Barros
é uma solugao das equagdes de Brans-Dicke no vécuo com constante cosmoldgica. Seu
elemento de linha é dado por (5.34)-(5.37), correspondendo & métrica de Einstein fechada
(ou Friedman-Robertson-Walker estitico com curvatura espacial positiva). Todas trés
sao Petrov tipo 0 e Segre tipo {1,(111)]. De acordo com os esquemas de especializagio
do cap. 4, os limites séo Petrov 0 e Segre [1,(111)], [(211)] e 0. Para Nariai e O’Hanlon-

Tupper, os seguintes limites foram obtidos.

1. Um limite Segre tipo 0 correspondendo & métrica de Minkowski. Na relatividade
geral corresponde a uma solugao de vacuo. Observe que esse é o mesmo contetido

material (vacuo) da solugio de O’Hanlon-Tupper.

2. Um limite tipo [1,(111)] correspondendo & métrica de Friedman-Robertson-Walker
com segao espacial euclidiana. Seu elemento de linha é dado por (5.4) com o fator
de escala A = A¢t? onde, de acordo com (5.21), @' =  para o limite de O’Hanlon-
Tupper e Q' = :ﬁr_’ para o limite de Nariai. Na relatividade geral correspondem a
solugdo de Friedman-Robertson-Walker cuja fonte é um fluido prefeito com equagio
de estado dada por p == p no limite de O’Hanlon-Tupper e p = (¥ — 1)p no limite
de Nariai. Note que o conteiido material do limite de Nariai é o mesmo contetido
material da solugiao de Nariai, ou seja, fluido perfeito com a mesma equagio de

estado.

3. Um limite do tipo de Segre [(211)] correspondendo a um caso particular de ondas
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planas (2.1)-(2.2) homogéneo, com A = 0 e B(u) dado por (5.33), onde @ é dado
por (5.21). Na relatividade geral corresponde a uma solugio com contetddo material
com tipo de Segre [(211)], visto que o tipo de Segre do tensor momento-energia e

do tensor de Ricci sem trago sdo o mesmo.

Para a métrica de Romero-Barros sé um limite foi obtido. Seu tipo de Segre é {1,(111)]
e a métrica é a de Einstein com segio espacial fechada. Na relatividade geral corresponde
a uma solugdo cujo conteudo material é do tipo de Segre [1,(111)].

Para solugdo de vicuo de O’Hanlon-Tupper, o primeiro limite, ou seja, Minkowski,
é também uma solugdo de vacuo na relatividade geral, enquanto que os demais limites
de O’Hanlon-Tupper ndo séo solugdes de vacuo. Para a solugio de fluido perfeito de
Nariai, o segundo limite também é uma solugido de fluido perfeito na relatividade geral,
com a mesma equagio de estado, enquanto que os demais limites de Nariai nao sao fluido
perfeito. Assim, em ambos 0s casos, tanto o limite com a mesma fonte que a solugio
original na teoria de Brans-Dicke, quanto limites com fonte diferente sdo encontrados.
Quanto 3 solucao de Romero-Barros, apenas um limite é encontrado, possuindo fonte
diferente da fonte da solugdo original de Romero-Barros.

Entre as propriedades hereditarias estudadas por Geroch [18], uma diz que a dimensao
do grupo de isotropia aumenta ou permanece a mesma no limite. Pode-se notar que esta
propriedade hereditaria é observada por todos os limites que obtivemos.

O mimero de extensdes futuras para este trabalho é ilimitado. H& diversos espagos-
tempos cujos limites gostariamos de investigar. Entre eles destacamos os modelos tipo-
Godel [58, 57, 47]. Seria bastante util [36] encontrar uma maneira de armazenar in-
formagdes sobre limites no banco de dados (fig. 2.1). Seria também importante desenvolver
um método para encontrar o sistema de coordenadas no qual o tensor métrico tenha o
limite obtido através dos escalares de Cartan. Quanto as propriedades hereditarias, além
do trabalho j4 em andamento sobre o diagrama de limites da classificagao de Segre, pre-
tendemos pesquisar mais propriedades hereditarias. Poderiamos, por exemplo, montar

umn diagrama de limites para a classificacdo de Bianchi.
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No contexto de outras teorias (alternativas) de gravitagao, pretendemos investigar
os limites das solu¢oes tipo Schwarzschild na teoria de Brans-Dicke. Tendo em vista a
recente solugdo do problema de equivaléncia para teorias com torgéo [16] e o desenvolvi-
mento de pacotes de programas algébricos para efetuar os célculos correspondentes [17],
pretendemos estender o método de obtengio de limites para o tratamento do limites de
espagos-tempos em teorias com torgao.

Algumas etapas do procedimento para obtengdo de limites ja estio quase algorit-
mizadas. De fato, uma vez determinados os EC de primeira, de segunda e de terceira
espécie, é quase automaético encontrar os limites em uma dada base. Podemos construir,
ainda, algoritmos para executar as mudancgas de base, tanto na ordem 0, seguindo os esque-
mas de especializagido das classificagbes de Petrov e de Segre, como nas ordens seguintes,
j4 que a dimensio do grupo de isotropia fica bastante reduzida. A partir dos algorit-
mos, novos pacotes de computagéo algébrica seriam criados permitindo que o trabalho de

obtengao de limites seja quase que integralmente executado pelo computador.



Apéndice A

Arquivos de métricas

Neste apéndice apresentamos os arquivos de métricas utilizados nesta tese. Veja o capitulo

2 para uma discussao sobre esses arquivos.

(TITLE "SCHWAR.DIA

Metrica de Schwarzschild.

Geroch, R. (1969), Commun. math. Phys. 13, 180-193.")
(PRELOAD DIAINP)

(OFF ALL) (ON NOZERO)

(NAMLC TR H P)

(VARS T R H P) 4 (t r theta phi)

(RPL A) 1-2+«M/R $

(FUNS (M) &)

(RPL GD)

SQRT(A) $ 1/SQRT(A) $ R $ R+SIN(H) §

(NEWSUL RIESUL) A $ :4 $

(USESUL RIESUL UNPSI PSI UNPHI PHI LAMBD DPSI D2PSI)
(LORENTZ IFRAME)

(NULLT FRAME)

Arquivo A.1: Métrica de Schwarzschild [egs. (3.1)-(3.2)]. Os EC obtidos sio dados pelas
egs. (3.11)-(3.16).
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(TITLE "KASNER.DIA

Limite de Schwarzschild quando m ---> infinito. (Kasner)
Geroch, R. (1969), Commun. math. Phys. 13, 180-193.")
(PRELDAD DIAINP)

(OFF ALL) (ON NOZERO)

(NAMILC TR K P)

(VARS TR HP) ) (t° r~ ro phi)

(RPL &) -2/R §

(FUNS A)

(NEWSUL RIESUL)

AS$ :AS

(USESUL RIESUL RIE DPSI D2PSI APSI XI)

(RPL GD)

SQRT(A) $ 1/SQRT(A) $ R $ R+H $

(LORENTZ IFRAME)

(NULLT IFRAME)

Arquivo A.2: Métrica de Kasner [eq. (3.10)]. Os EC obtidos sdo dados pela eq. (3.27).

(TITLE "FRW.DIA

Metrica de FRW - Modelc de Nariaiou 0’Hanlon-Tupper
Lorenz, D. (1983), Lecture Notes in Physics 205. ")
(OFF ALL) (ON NOZERO DIAGONAL)

(VARS T R H P) % t,r,theta,phi.

(FUNS (Q) (B))

(RPL A)B*T"Q $

(FUNS A)

(NAMLC TR H P)

(RPL GD)

1§ A% AxR $ A+R+#SIN(H) $

(NEWSUL 2 RIESUL)

COs(R)"2 § 1-SIN(R)"2 ¢

A$ A%

(USESUL RIESUL RIE DPHI)

(LORENTZ IFRAME)

(NULLT FRAME)

Arquivo A.3: Meétrica de Friedman-Robertson-Walker com secao espacial fechada
[egs. (5.4) e (5.6)]. Este arquivo pode ser utilizado para as métricas de Nariai, O’Hanlon-
Tupper e Friedman, ja que a menos do valor de () as métricas sao idénticas. Qs EC
obtidos sdo dados pelas eqgs. (5.11)—(5.20).
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(TITLE "EINSTE.DIA

Espaco-tempo estatico de Einstein - Modelo de Romero-Barrxros
Romero, C. & Barros, A. (1993) Phys. Lett. A 173. 243.")
(OFF ALL) (ON NOZEROD)

(VARS TR HF) % t, r, teta, fi.

(NAMLC T R H F)

(FUNS (Aa))

(RPL GD)

1 $ A $ A*SIN(R) $ A*SIN(R)*SIN(H) $

(NEWSUL RIESUL)

COS(R)-2 $ 1-SIN(R)"2 $

(USESUL RIESUL RIE)

(LORENTZ IFRAME)

(NULLT FRAME)

Arquivo A.4: Métrica de Einstein [eq. (5.34)]. Este arquivo pode ser utilizado para as
métricas de Finstein e Romero-Barros, ja que a menos do valor de A as métricas sao
idénticas. Os EC obtidos sdo dados pelas egs. (5.38)—(5.41).
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(TITLE "PW.SPI

Ondas Planas

Tetrada nula com coordenadas complexas (2 reais e 2 complexas).
KSMH p234 eq. 21.38")

(PRELDAD IZUD DYTRSP)

(OFF ALL) (DN NOZERO COMPLX)
(COMPLEX Z ZST A AST)

(REAL VU H B)

(NAMLC Z V U)

(DEFNAM ZST ((LC Z) UP ! DOWN))
(DEFNAM AST (A UP ' DOWN))
(DEFCONJL (Z ZST) (A AST))

A *
(VARS UV Z Z3T) ¥ (uvzz)

% funcoes

(FUNS (A U) (B U) (AST SPEC U))
CONJ(DF(A,U))$

(RPL H) AST*Z"2 +A*ZST"2 + 24BxZ*ZST$
(FUNS H)

%1, k, m, m cc

(RPL IZUD)

o = O O

“DYTR1 para obter a forma canonica de PSI
(RPL DYTR1)
AT (1/4) $ 0$
0$A(-1/4) ¢
“DYTRPHI1 para obter a forma canonica de PHI
(RPL DYTRPHI1)
((A%AST)" (-1/2)*B)"~(1/4) §$ 0 $
0 $((A*AST)"(-1/2)*B)"(-1/4) $
(NULLT IFRAME)

Arquivo A.5: Métrica de ondas planas [eqgs. (2.1)-(2.2)]. Os EC obtidos sao dados pelas
egs. (2.3)-(2.6).



- 106 -

(TITLE "PWV.SPI

Ondas Planas

Tetrada nula com coordenadas complexas (2 reais e 2 complexas) .
KSMH p234 eq. 21.38 com B=0 para ser Segre 0")

(PRELOAD IZUD DYTRSP)

(OFF ALL) (ON NDZERD COMPLX)

(COMPLEX Z ZST A AST)

(REAL VU H)

(NAMLC Z V U)

(DEFNAM ZST ((LC Z) UP ' DOWN))

(DEFNAM AST (A UP !* DOWN))

(DEFCONJL (Z ZST) (A AST))

!/. *

(VARS UV ZZST) % (uvzz)

% funcoes

(FUNS (A U) (AST SPEC U)) CONJ(DF(A,U))%

(RPL H) AST*Z"2 + A*ZST"2 $

(FUNS H)

%“1, %k, m mcc

(RPL IZUD)
H/2 $ 1%

R4

0$0
0$0
180
0$1

[ B o BN ]
= I - =

o oo

©“r A

€« B B H

%DYTR1 para obter a forma canonica de PSI
(RPL DYTR1)

A(1/4) $ 0

0 $ AT(-1/4) ¢

(NULLT IFRAME)

Arquivo A.6: Métrica de ondas planas Segre 0, ou seja, s+ = 0 [egs. (2.1)-(2.2) com
B(u) =0]. Os EC obtidos sdo dados pelas eqgs. (2.7)-(2.9).
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(TITLE "PWB2.SPI

Ondas Planas - Base nao canonica

Tetrada nula com coordenadas complexas (2 reais e 2 complexas).
KSMH p234 eq. 21.38")

(PRELDAD IZUD DYTRSP)

(OFF ALL) (ON NOZERO COMPLX) (ON NOSTDCHECK)

(COMPLEX Z ZST A AST)

(REAL VU H B)

(NAMLC Z V U)

(DEFNAM ZST ((LC Z) UP !'x DOWN))

(DEFNAM AST (A UP !* DOWN))

(DEFCONJL (Z ZST) (A AST))

A *

(VARS UV ZZST) Y% (uvzz)

% funcoes

(FUNS (A U) (B U) (AST SPEC U))

CONJ(DF(A,U))$

(RPL H) AST*Z"2 +A%*ZST"2 + 2*B*Z*ZST$

(FUNS H)

%1, k, m, m cc

(RPL IZUD)
H/2 $ 1%

%DYTRPHI1 para obter a forma canonica de PHI

(RPL DYTR1)

B~ (1/4) $ 0
0 $ B (-1/4)

(NULLT IFRAME)

$
$

Arquivo A.7: Métrica de ondas planas na segunda base [egs. (2.1)—(2.2)]. Os EC obtidos
sdo dados pelas eqs. (2.10)-(2.13).
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(TITLE "PWC.SPI

Ondas Planas

Tetrada nula com coordenadas complexas (2 reais e 2 complexas).
KSMH p234 eq. 21.38 com A=0 para ser Petrov 0'")
(PRELOAD IZUD DYTRSP)

(OFF ALL) (ON NOZERD COMPLX)
(COMPLEX Z ZST A AST)

(REAL V U H B)

(NAMLC Z V 1)

(DEFNAM ZST ((LC Z) UP ! DOWN))
(DEFNAM AST (A UP '* DOWN))
(DEFCONJL (Z ZST) (A AST))

Y *
(VARS UV ZZST) % wvzz)

% funcoes

(FUNS (A U) (B U) (AST SPEC U))
CONJ(DF(4,U))$

(RPL H) 2% B*Z*ZST$

(FUNS H)

%1, k, m, m cc

(RPL IZUD)

®H B H O
o = OO

%DYTRPHI1 para obter a forma canonica de PHI
(RPL DYTR1)
B~(1/4) $ 0
0 $ B~(-1/4)
(NULLT IFRAME)

$
$

Arquivo A.8: Métrica de ondas planas Petrov 0, ou seja, com ¥, = 0 [egs. (2.1)-(2.2)
com A(u) = 0]. Os EC obtidos sao dados pelas egs. (2.14)-(2.16).



Apéndice B
Transformacoes de base

Neste apéndice apresentamos arquivos que executam alguns cilculos feitos nesta tese.

Veja o capitulo 2 para a defini¢io da notagao utilizada pelo CLASSI.

(OFF ALL) (ON COMPLX) {(COMPLEX A) (NAMLC A)

{LOAD DYTSYM)

(KEEP PSI PHI DPSI DPHI D2PSI D2PHI)

{(RPL DYTRX1) % Rotacao nula Na
1$0¢%

AS$ 1%

(LINIT PSI PHI DPSI DPHI D2PSI D2PHI)

{SYMBOLIC PSI 4)

{SYMBOLIC PHI 2 2)

{(SYMBOLIC DPSI 5 1)

{SYMBOLIC DPHI 3 3)

{SYMBOLIC D2PSI 6 2)

{(SYMBOLIC D2PHI 4 4)

(WMAKE PSITR DPSITR D2PSITR PHITR DPHITR D2PHITR)

Arquivo B.1: Rotagdo nula para ondas planas. Este arquivo executa uma rotagio nula
(1.32) sobre os EC de ondas planas para mostrar que esta transformacio pertence ao grupo
de isotropia de ondas planas. Pode ser usado para todas as métricas de ondas planas da
secdo 2.3 e para os limites Petrov N de Schwarzschild, Nariai e O’Hanlon-Tupper, pois
todas tém EC semelhantes.
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(LDAD DYTSYM)

(DFF ALL) (DN NDZERD) (DN COMPLX)

(CDMPLEX A)

(KEEP PSI DPSI D2PSI)

(LINIT PSI DPSI D2PSI)

(SYMBDLIC PSI 2)

(SYMBDLIC DPSI 2 0)

(RPL DPSI 3 1) -:(DPSI 2 0) $

(RPL D2PSI 2 0) 4/3(:(DPSI 2 0))"2/:(PSI 2) $
(RPL D2PSI 3 1) -:(D2PSI 2 0) - 3/2(:(PSI 2))°2 $
(RPL D2PSI 4 2) :(D2PSI 2 0) $

(RPLDYTRX1) 1 $0$ A %1 ¢ % Rotacao nula Na
(WMAKE PSITR DPSITR D2PSITR)

Arquivo B.2: Transformagao para obter limite N de uma métrica tipo D. Veja egs. {3.36-
3.64) e subsegao 4.4.1.

(LDAD DYTSYM)

(DFF ALL) (DN NDZEROD) (ON CDMPLX)

(REAL Z) (CDMPLEX A)

(KEEP PSI DPSI D2PSI)

(LINIT PSI DPSI D2PSI)

(SYMBOLIC PSI 2)

(SYMBOLIC DPSI 2 0)

(RPL DPSI 3 1) -:(DPSI 2 0) $

(RPL D2PSI 2 0) 4/3(:(DPSI 2 0))~2/:(PSI 2) §

(RPL D2PSI 3 1) -:(D2PSI 2 0) - 3/2(:(PSI 2))~2 §
(RPL D2PSI 4 2) :(D2PSI 2 0) $

(RPL DYTRX1) Z $ 0 $ 0 $ 1/Z § % rotacao temporal
(RPL DYTRX2) 1 $ 0 $ A $ 1 ¢ % rotacao nula Na
(WMAKE PSITR DPSITR D2PSITR)

Arquivo B.3: Transformagao para obter novos limites Petrov N. Veja egs. (3.81)-(3.103).
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(LOAD DYTSYM)

(OFF ALL) (ON COMPLX) (REAL T F P) (NAMLC T F P)
(KEEP PHI DPHI DLAMBDA)

(RPL DYTRX1) % s0(3)
+COS(T/2)EXP(+I(F+P)/2) $ -SIN(T/2)EXP(+I(F-P)/2) $
+SIN(T/2)EXP(-I(F-P)/2) $ +COS(T/2)EXP(-I(F+P)/2) $
(NEWSUL 3 DYTRXDETSUL)

SIN(T/2)"2 $ 1 - CO0S(T/2)"2 $

SIN(T/2)-4 $ (1 - coS(T/2)"2)"2 §

SIN(T/2)°6 $ (1 - COS(T/2)"2)"3 ¢

(USESUL DYTRXDETSUL DYTRXDET PHITR DPHITR DLAMBDATR)
(LINIT PHI DPHI DLAMBDA)

(SYMBOLIC PHI 1 1)

(RPL PHI 0 0)2:(PHI 1 1)$

(RPL PHI 2 2)2:(PHI 1 1)$

(SYMBOLIC DPHI 3 3)

(RPL DPHI 0 0) :(DPHI 3 3)$%

(RPL DPHI 1 1) 1/3:(DPHI 3 3)$

(RPL DPHI 2 2) 1/3:(DPHI 3 3)$%

(SYMBOLIC DLAMBDA 1 1)

(RPL DLAMBDA O 0) :(DLAMBDA 1 1)$

(WMAKE PHITR DPHITR DLAMBDATR)

Arquivo B.4: Transformacgao SO(3). Este arquivo executa a transformacio SO(3) mais
geral (veja [51]). Aplicada em @ 4w na forma candnica para Segre [1,(111)], mostra que
o grupo de isotropia desse tipo de Segre é o SO(3) (veja tab. 1.10). Aplicada nos EC de
ordem 1 na forma candnica [veja eqgs. (5.11)(5.20)] V@11 = V@ = 1/3V Py = 1/3V P33
e VAgw = VAq, mostra que essa forma candnica é invariante sob a agao do SO(3).
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(OFF ALL) (ON COMPLX) (REAL Z W) (COMPLEX A B) (NAMLC A B W Z)
(LDAD DYTSYM)

(ON TEXMODE)

%

(KEEP

PSI PHI

DPSI DPHI DLAMBDA X1

D2PSI D2PHI D2LAMBDA DX1

D3PS1 D3PHI D3LAMBDA D2XI )

%

(SYMBOLIC

PSI PHI

DPSI DPHI DLAMBDA X1

D2PSI D2PHI D2LAMBDA DXI

D3PSI D3PHI D3LAMBDA D2XI )

%

(RPL DYTRX1) % rotacao temporal+espacial
Z*EXP(I*W) $ 0 $ 0 ¢ 1/Z/EXP(I*W)$

(DUTF ESPTEM (WMAKE

PSITR PHITR

DPSITR DPHITR DLAMBDATR XITR

D2PSITR DZPHITR D2LAMBDATR DXITR

D3PSITR D3PHITR D3LAMBDATR D2XITR ) )

%

(RPL DYTRX1) 1 $ 0 $ A $ 1 $ % rotacao nula
(OUTF ROTNUA (WMAKE

PSITR PHITR

DPSITR DPHITR DLAMBDATR XITR

D2PSITR D2PHITR D2LAMBDATR DXITR

D3PSITR D3PHITR D3LAMBDATR D2XITR ) )

%

(RPL DYTRX1) 1 $B$0$18% % rotacao nula
(OUTF ROTNUB (WMAKE

PSITR PHITR

DPSITR DPHITR DLAMBDATR XITR

D2PSITR D2PHITR D2LAMBDATR DXITR

D3PSITR D3PHITR D3LAMBDATR D2XITR ) )

Arquivo B.5: Transformagio de diadas geral. Esta série de comandos grava em formato
Latex, nos arquivos de nomes ESPTEM.LAM, ROTNUA.LAM, ROTNUB.LAM, o resultado das
transformagoes de diadas (1.36), (1.32) e (1.33) sobre os escalares de Cartan linearmente
independentes até ordem 3.
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