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RESUMO

Suposto um fluxo toroidal estacionario inomogéneo de corrente
elétrica em uma triesfera e em um triespaco projetivo, os
correspondentes campos magnéticos sfo obtidos por integracfo das
equacdes de Maxwell no espaco curvo. A topologia de ambas
variedades ¢ considerada, e revela interessantes peculiaridades
das solucdes. Preliminarmente é apresentado um resumo da obra de
Thurston sobre topologia de trivariedades, bem como s8o

descritos varios conceitos pertinentes 4 trigeometria esférica.



ABSTRACT

A stationary, non-homogeneous, toroidal flux of electric
current is considered in a threesphere and a projective
threespace, then the associate magnetic fields are obtained by
integrating Maxwell equations in & curved space. The topology of
both manifolds is taken into account and unveils interesting
peculiarities of the solutions. A sketch of Thurston’s work on
the topology of threemanifolds is preliminarly given, and
several concepts belonging to the spherical threegeometry are

described.
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INTRODUCAO

Todo nosso esforco neste trabalho visa desembocar no seguinte
problema de fisica: em uma triesfera e em um triespaco projetivo
admite-se uma densidade volumétrica de corrente elétrica com uma
especifica conformacfio, € obtém-se a soluclio analitica exata para
o campo magnético estatico associado a essa corrente. Entretanto,
a simples posse dessa solugfdio matemitica n3io é suficiente para
satisfazer a nossa curiosidade, nés queremos interpretar, ou
visualizar aqueles campos fisicos. Para isso torna-se necessirio
conhecer os espagos8 em que o0s campos residem, O que nos remete 3

topologia daqueles espacgos.

Nossa mente ingquisidora pode agora perguntar: considerando
que & solucido para ; a partir de ; foi inicialmente obtida com
utilizaco de ferramentas apenas geométricas (as questdes
topolégicas poderiam ter sido introduzidas a posteriori), entdo
n3o poderiam &queles mesmos ; e B locais se estender por
triespagos com topologias diferentes da do esférico e do
projetivo 7 E caso a resposta fosse afirmativa, perguntariamos

logo em seguida: quem sSfo 08 outros triespagos que admitem aquela

mesma geometria 7

Conseguidas as respostas & e€ssas perguntas, comegamos a noOsS

preparar para outras questdes: além das geometrias euclidiana e



esférica, seria possivel existirem outras geometrias
essencialmente distintas em espacos tridimensionais ? Seri que ja
dispomos de ferramentas matematicas confidveis para responder essa
questfio 7 Em caso afirmativo, quantas seriam as geometrias
tridimensionais n8o equivalentes ? E para terminar: dada uma
trigeometria arbitraria, seria possivel descobrir o conjunto
completo dos espacos topologicamente distintos que admitem aquela

geometria 7

Sers permeando essas questdes gque esta tese se desenvolvera.
Certamente, como manda o bom semnso, procuramos partir dos
conceitos considerados mais elementares para pouco a pouco
atingirmos os mais elaborados. A parte original de nosso trabalho
se restringe'a trechos que envolvem eletromagnetismo, no capitulo
5 (secdes 5.1, 5.5 e 5.6). A aparente exiguidade desse material
original ¢é& enganosa; com efeito, como corrente e campo magnético
foram atrelados a varias entidades geometro-topolégicas discutidas
previamente em diversas secdes, a exposiglio dos resultados fisicos

finais resultou consideravelmente compactada.



CAPTTULO 1

’

CONCEITOS BASICOS: CONJUNTOS , TOPOLOGIA , VARIEDADE

1.1 INTRODUCAO

Faremos em seguida um breve resumo do que nos interessa sobre
conjuntos e que, de alguma maneira, sera utilizado no decorrer da
tese. Relembraremos alguns conceitos e convengdes parg podermos
definir propriedades de que necessitaremos para uma introduclio a
topologia. Apesar de serem conceitos elementares, optamos por
relembra-los com o fim exclusivo de que o texto seja razoavelmente
completo e auto-suficiente no que se refere as definicgOes
matematicas basicas. Que nos desculpe o leitor que ni#o tenha mais
paciéncisa para ler as definigdes elementares que estZo contidas
nestas primeiras secdes {ver o sumario). Contudo hd necessidade de
uma certa ordenacgio adaptada a abordagem que nos interessa, e que

possa facilitar aqueles que estudam o assunto pel&s primeira vez.

1.2 CONJUNTOS E APLICACOES ENTRE CONJUNTOS

Partiremos do conceito de conjunlc. Ha autores que ressaltam

que nem toda colegfio é um conjunto ([1}pl); j& outros, por exemplo



([2lpl), dizem que conjunto por definicio é uma cole¢3io de
objetos. Deixando essas polémicas para os matematicos, adotaremos
a ultima. Os interessados podem consultar referéncias em ([1].
Poderemos usar ainda os termos "colecfo, familia, sistema"”, etc.
com o significado de conjunto; tanto para os que tém um n(Gmero
finito de constituintes (ou seja de elementos), quanto para o caso

de niumero infinito de elementos.

Representaremos os conjuntos por letras maiusculas e os
elementos por minusculas; isto ¢, conjunto A com elementos a, b,
c, etc., ou seja A= {a, b, c, ...}. Em alguns casos definiremos o
conjunto atravésda propriedade comum aos seus elementos, na forma
A= {x |(propriedade)}. Como ¢ usual, o conjumic wazic, aquele que
n8%o tem elementos, & representado por @. Se todos os elementos de
um conjunto X sfo também elementos de um conjunto Y ([2]pl), entlo
X é subconjunic de Y, e se representa por X c Y. Nio fica exclujda
a possibilidade de X e Y serem compostos pelos mesmos elementos;
neste caso temos X c Y e Y ¢ X, ou resumidamente X = Y. A unific de
dois conjuntos X e Y, representada por X u Y, & o conjunto de
todos os elementos que pertencem a X e a Y. A Jdinlerwecio,
representada por XnY, &€ o novo conjunto formado pelos elementos
comuns a ambos. Caso n3o tenham elementos comuns, se escreve XnY
=¢; neste caso s3o chamados de disjunios, sua intersegdio € o

vazio.

Se A & um subconjunto de X, isto é, AcX, o complemenic de A

com relacio & X & a totalidade de elementos xeX que nHo estdo



contidos em A; representa-se por X\A. Por exemplc se X= {a, b, c,
d}, e A={a, b} teremos que X\A= {c, d}. O narodulo cardesianc XxY
dos conjuntos X e Y & o conjunto de pares ordenados (x,y), onde

xeX e yeY ([1]p2).

Dados dois conjuntos X e Y, um mapa, mapeamento ("mapping",
"map") ou anplicacdic f -que & o0 termo que usaremos na maioria das

vezes- de X fgna Y, que se representa por

f : X=2Y,

& uma regra que associa a cada elemento x € X um ou mais elementos
de Y ([31p35). ©O domimio de f ¢é o conjunto X, enquanto o
subconjunto de Y alcancado pela aplicaclio & chamado de alcance
("range") ou contra-dominio. O subconjunto de Y que corresponde
aos elementos de um subconjunto M de X se chama imagem de M, f(M)
= {yeY | y=f(x) para x € M} ¢ Y. J48 o subconjunto de X cujos
elementos sf%o aplicados em um subconjunto N de Y sob a ag¢do de f

se chama imagem inversa de N, e ¢& denotado por f"(N); ver figura

1.1,

Uma aplicacZfio & dita dinjeliva (ou 1-1, ou monomorfiomo, ou de
X em Y, "into") se a cada elemento x € X corresponde apenas um
elemento yeyY; &  osobrejelive {ou de X osobe Y, "onto",

"surjective") se todo yeY tem imagem inversa (nfo necessariamente

uanica).



ESQUEMA DE UMA APLICACHEO f IMAGEW INVERSA £-1
M £ (1)

X= {f.——’:—‘““j . } X= {- . . . . }

v (L e N
L N ‘
£(M) N

1 Apl. injetiva monomorfismo 2 Apl. sobrejetiva

X= { ] . . . } X= {.\ A

o O, e N

3 Apl. bijetiva 4 Aplicacfo genérica

= { . . y/. .} X= { . . . .}

y= {.’/ ro. '{ y={ . \/ . \ l )

Figura 1.1 Esquema de aplicacdes e de imagem inversa.

Se & injetiva e sobrejetiva, a aplicag8o ¢ chamada SGijetiva.
Como exemplos, vejamos que se X=Y=R -o conjunto dos numeros reagis-
ent3o 0 mapa X x> & bijetivo; ja xwmexp{x) & injetivo mas nio &
sobre jetivo, pois n%o ha imagem inversa para os reais < 0.
Contudo, se X = R e Y={(0,») entdoc para y=exp(x) f: R —» (0,m0) &
bijetiva., Ja x v+ sen{(x) ndo é& uma aplicagclio caso consideremos
.estes mesmos dominio e contradominio porgque sen{ 3n/2)= -1 ¢ (0O,
)= Y. Vale notar que hi aplicagdes que nem sf0 injetivas nem
sobrejetivas; um exemplo & a aplicacio f: X » Y com X=Y=R dada por

y=5enx.



Uma aelacloc entre X € Y & um subconjunto R de X x Y; se (x,¥)
€ R, diz-se que X e y est3o relacionados por R, e representa-se
por xRy ([1)p5). Dois exemplos de relaglio s3io "maior que"” e "menor
que", isto ¢é, x>y e a<b; cada par relacionado por > ou < ¢& um

elemento do produto cartesiano X x X, isto é, de x? ([31p38).

Uma relac8o R € X x X & uma aefaclioc de equimaléncia ([1]1p5)

se & a0 mesmo tempo

reflexiva: (x,x) € R, ¥V x € X,
simétrica: (x,¥) € R > (¥,X) = R, ¥V X,y € X e

transitiva: (x,y) €e R e (y,z) € R s (x,z) € R, V x,¥,2 € X.

Uma relacdo de equivaléncia & representada por X ~ y ou x é
equivalente a y pela relacdio de equivaléncia R, x=y(m6dulo R} ou

mais sinteticamente x=y(mod R).

Dado o conjunto X e uma relaclio de equivaléncia ~, fica X
partidor em subconjuntos disjuntos chamados HAases  de
equivalénciaos. Uma classe de equivaléncia é representada na forma
[al; cada uma delas & um dos subconjuntos de X definido por [a] =
{xeX | x ~ a}, e o conjunto X é a unifo disjunta das classes de
equivaleéencias. Fica entdo definido um novo conjunto, cujos
elementos sH30 as proprias classes de equivaléncias e que &
representado por X/R, ou X/-. Chama-se este novo conjunto de
espaco  quocienie. Como todos os elementos dentro de uma

determinada classe de equivaléncia sfo por definicfo equivalenies



pela relacio dada, gqualquer um deles pode representar a classe 2
qual pertence; em outras palavras, se a -~ b entdo [a] = [b]

({3]p38 e [1]p5).

Por exemplo, se X e y sHo pontos no conjunte dos reais R,
introduvzamos a relac3o de equivaléncia ~ por X ~ y se y = x + 2nn,
onde neZ. Cada classe [x] & constituida pelo subconjunto de R dado
por [x]1 = {..., x- 2n, X, X+ 2m, x+ 4n, ...}. Todos os elementos
do conjunto das classes de equivaléncia -ou seja, do espaco
quociente - estardo representados pelos diferentes X pertencentes
ao intervale [0, 2x). Conclue-se entido que R/ -~ pode ser

representado por uma circunferéncia S’ (veja a figura 1.2).

Figuna 1.2 Em (a) todos os pontos X + 2nn, n € Z est%0 na mesma
classe de equivaléncia [x]. (b} Se tomarmos x € [0,2n) como
representativo de [x] enti3o o espaco quociente R/~ & uma

circunferéncia §! {[3]1p39).



1.3 ESPACOS TOPOLOGICOS

1.3.1 DEFINICOES

Define-se um espaco tonpofogico E= (X, t) como um conjunto X,
nic vazio, com uma familia tv de subconjuntos de X, 1= {Ul}.
Exige-se que o0os elementos de <t satisfacam as seguintes

propriedades:
i) Xer, # € 1;

ii) a intersec3o de um numerc finito de elementos de T também

pertence a familia <:

un ... NU €

i

iii) a unijo de qualquer numero de elementos de Tt pertence a

T:
UUle'c.
Os elementos de t s3o chamados conjuntos abertos, ou simplesmente
abedss. Diz-se que a familia de subconjuntos tv di uma {onologia
em X. E oportuno notar gue um espacgo topologico pode ser tanto

discreto como continuo {(conceitos apenas intuitivos, por ora).

Se T & constituida apenas por X e @, isto &, 1= (X, @}, =8
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topologia & chamada {rivial ([3]p48) ou indiscreta ([4]p4); & esta
a topologia mais guosseira ("coarsest” [1]pl2) que existe para o
conjunto X. Se & constituida por todos os subconjuntos de X, mais
¢, ¢ também o proprio X (pois X ¢ X), a topologia recebe o nome de

discreia, ou 2x

; &€ a topologia mais fina dentre todas.
Veremos em seguida o caso da topologia natural (ou usual) da

reta real, com objetivo de introducfio a nociio de continuidade.

Se o conjunto X é a reta real, X= R, pode-se definir nele uma
topologia v em que os abertos sH0 os intervalos abertos (a,b) e
todas as suas possiveis unides disjuntas; a reta real R agora
dotada desta topologia (chamada topologia 4aosuaf SsSobre R)
constitui um espaco topolégico geralmente denotado também por R
({4)p4). Para o R"= R x R x ....x R ( R cartesiano R, n vézes)
faz-se n vézes a topologia usual da reta e obtém-se ent#io uma
familia de abertos formada pelo produto cartesiano U1 x U2 X e eX
Un, onde cada Ui & um aberto da reta R. Convém enfatizarmos que a
topologia usual de qualquer R" (n>0) n3o & a topologia discreta.
Notamos ainda gque frequentemente & tolerado denotar-se um espago

topolégico (X, t) pelo mesmo simbolo X ({4]p4).

Um espaco topolégico E = {X,t} pode gerar outros espagos
topologicos E' = {X’,1'}, bastando que X’ seja subconjunto de X;
as novas topologias 1' serfio chamadas topologias dinduzidas. Para
um X°® fixado, cada aberto do respectivo t' & definido como a
intersecdo de X' com um aberto de 1. Isto nos permitira falar de

topologia de uma circunferéncia, esfera, toro, etc, sem mencionar
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quais s30 os correspondentes abertos; fica sub-entendido que cada
ums dessas figuras ¢ considerada subconjunto de algum R", e que os
abertos das respectivas topologias s#o os induzidos pelos abertos

usugis desse R".

1.3.2 ESPACO DE HAUSDORFF

Dado um espaco topoloégico E = (X,t), diremos que N é& uma
vizinkanca de um ponto xeX se N ¢ X e N contiver algum aberto de E
a0 qual x pertenca. Por exemplo, se EzR com a topologia usual da
reta, [-1, +1] ¢& uma vizinhanca ([3]1p50) de qualquer ponto do
intervalo (-1, +1)., Observe-se que uma vizinhenca nio
necessariamente é constituida de abertos. Contudo se ela for um

aberto de t entdo seria dita wsizinkonca aberda.

Um espaco topologico X é senaravel ou Aausdonffianc se para
um par arbitrario de pontos distintos, x e y € X, sempre existem
vizinhancas U de x e Uy de y que nio se interceptam, isto ¢,

x

U nlU = @.
x y

Exemplos de espacos topolodgicos hausdorffianos:

R com sua topologia usual;

Um conjunto X com a topologia discrets.

Ja um espaco com a topologia trivial n3#o & hausdorffiano.
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Nas proximas secgdes serfio definidos trés conceitos relativos
a espacos topologicos: o de subconjuntos fechados, o de espacos
topoloégicos conexos, e o de subconjuntos compactos. O primeiro e o
terceiro frequentemente se contrapdem & nog¢H3o intuitiva sugerida

por seus adjetivos; daremos exemplos.

1.3.3 SUBCONJUNTOS FECHADOS

pado um espaco topolégico (X, t), um subconjunto A c X e
fechadc se o seu complemento em X (X\A) é& um aberto, isto &, se
X\A € 1. Convém notar que um espago topologico pode ter

subconjuntos que nem s8o abertos nem fechados.

Se o espaco topol6gico é a reta real R com a topologia usual,
um intervalo [a, bl ¢é um subconjunto fechado de R, pois seu
complemento (-o, a) U (b, +o) é um aberto em R ([3]p51); ja o
intervalo [a,b) nido é um subconjunto aberto nem fechado no espago

topologico R.

O intervalo finito (a.b) & um aberto em R, porem em R® ele
nem ¢ aberto nem fechado: n3o é aberto porque (a,b) n3o pertence 2
topologia usual do Rz, e njo & fechado porque o seu complemento
Rz—(a,b) tampouco pertence. J4 o intervalo [a,b] é fechado no Rz
com a topologia usual, pois seu complemento no R ¢ a unizio de
quatro abertos de R%: (-®w, +®) x (0, ®) U (-, +o} x (-o, 0) U

(-0, a) x (-1, +1) U (b, ®) x (-1, +1).
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Por definiglio tanto X quanto ¢ s#io abertos do espaco
topolégico (X, 1t), pois s#oc elementos de <t; mas sio também
fechados, pois cada um é o complemento do outro, que & aberto. Nas
topologias discretas todo subconjunto ¢ ao mesmo tempo aberto e
fechado. Os abertos da topologia usual de R s30 os intervalos
{(a,b) com a<b, o que elimina a possibilidade de um ponto ser
aberto; logo esta topologia n3o é discreta. Os pontos s8o fechados
{[1]pl2) porque seus complementos sfo da forma (-, a) U (a, +x),

que s30 abertos na topologia usual de R.

Sempre admitindo a topologia usual para os R", verifica-se

que a circunferéncia s? (x2 + y2 = az) e o disco D% (x% + yz < az)

2 2

sio fechados nos R" para n>1, e que a esfera §2 (x° + yz + z° =
a?) & tambem fechada nos R" para n>2. Pode-se fazer uma definicao
de espaco topolégico baseada no conceito de subconjuntos fechados,
equivalente 3 definic8io que fizemos utilizando abertos ([41p5).

Alias investigar os fechados, na analise de um subconjunto,

mostra-se muitas vezes mais econdmico que investigar os abertos.

1.3.4 CONEXIDADE

A definic3o de espacos topolégicos conexos € desconexos
acompanha de perto a nossa intuig3o a respeito. Assim, diz-se que
um espaco topologico E= (X, ) €& desconeec Se existem 2
subconjuntos n3#o vazios de X, A1 e Az’ ambos abertos, tais que
A1 n Az =g e A1 ) Az = X {([1)pl6). Equivalentemente, E= (X, 1) é&

dito conesc se e somente se ©0s 1nicos subconjuntos de X que S#HDO
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simultaneamente abertos e fechados na topologia tv s3io o préprio X
e o vazio @ ([4]p12). S3o exemplos de E conexos todos os R" com &
sua topologia usual, bem como todos os conjuntos X com a topologia
trivial, ¢ ainda o conjunto X ={a, b, c} com a topologia t = {@,
X, {a}}. S30 exemplos de desconexos R-{0}, todos os conjuntos X

com & topologia discreta, o conjunto X= {a, b} com a topologia 1

{ﬂs X, {&}}, ctc.

Um espago topolégico E= {X, 1} é& chamado coneeo por caminhos
("arcwise connected") se para quaisquer dois pontos e, 4 € X
existe uma aplicac8o continua f: [0, 1] » X tal qﬁe f(0) = & ¢
f(1) =¢ ([1]lpl9). Todo espagco <conexo por caminhos & conexo
([51p61); a reciproca ¢& quase sempre verdadeira, sendo violada

apenas por raridades patolégicas ([3]1p52).

Define-se um caminkho fechkado ("loop") ([51p217) em um espaco
topolégico X como uma aplicaclo continua f : [0,1] » X tal que
f(o) = {f(1). 8Se qualquer caminho fechado em X pode ser
continuamente deformado ("elasticamente") até colapsar a um ponto,
X & dito simpleomenie coneec ([3]1p52); um espaco conexo que ndo é

simplesmente conexo ¢ dito muflinfamente conexo.

Entre outros, sfo simplesmente conexos todos os R", e todas

as 8" para n >1. S3%o0 multiplamente conexos a circunferéncia S‘,

1

todos os toros T'= 8! x 8 x ... x &! (produto cartesiano de n >1

circunferéncias), etc.
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1.3.5 COMPACIDADE

O conceito matematico de compacidade de um conjunto com
frequéncia entra em desacordo com nosso sSenso comum; por exemplo,
o intervalo {-10, 10] & compacto mas o intervalo (-1, 1) n#o ¢

compacto. Vamos ver essa questio,

Se (X,t) &€ um espaco topolégico hausdorffiano, e Y & um
subconjunto de X, uma familia de subconjuntos A1 de X & chamada de
necobrimenio de Y se Y c U Al. Se todos os Ai s8o abertos da
topologia 1, ent3o o recobrimento & chamado de aeccbrimenic
abedts. Dados todos os recobrimentos abertos de de Y, o conjunto Y
¢ dito comnaclo se para cada um desses recobrimentos existir um
sub-recobrimento que seja finito ({1]pl5). Como exemplos notamos
gque um ponto da reta R (com a topologia wusual) & compacto
([3]p51), mas que a reta real R n3%o & compacta ({4]pl12); um aberto
em R tampouco ¢& compacto ({4]pil; ver também ([6]pl6, 17). Vamos
mostrar que o aberto (0,1) c R nio ¢é compacto. Considere-se os
abertos da forma An= (1/(n+2), 1/n), gque sfHo intervalos do tipo
(1/3,1), (1/4, 1/2), (1/5, 1/3), ...; U An (n= 1, 2, ...) & um
recobrimento aberto de (0, 1), e nota-se que {An} ndo contém sub
familia «que recubra (0, 1) {[41p11). A existéncia desse
recobrimento U An & suficiente para afiancar a nf3o-compacidade de

(0, 1).

Nesse exemplo foi rapidamente encontrado um recobrimento

aberto que nio admite sub-recobrimento finito; em outros casos,
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entretanto, gquando houver um numero infinito de recobrimentos
abertos, pode tornar-se muito dificil assegurar a compacidade.
Porém nos casos de maior utilizacBo ha um teorema (Heine-Borel
[31p51, [1}p15) muito pratico: se Y ¢ um subconjunto de R", ele &
compacto se e somente se for fechado e Limilado ("bounded”). A
condicto de ser fechado & conhecida: seu complemento deve ser um
aberto da topologia usual de R". Ja ser limitado & uma condicfo
que acompanha & nossa intuicfio em termos de comprimento, area ou

volume finitos.

Finalmente como exemplos temos que R ¢ nfo compacto, um
intervalo do tipo [a, bl em R & compacto, a esfera S" no R“*l com

a topologia usual & compacta ([3]p5S1, 49).

1.3.6 HOMEOMORFISMOS

A noc#io de igualdade em topologia baseia-se no conceito de
homeomorfismo, gque & a "igualdade topolégica”. O conceito de
homeomorfismo esta para os espacos topolégicos assim como o
conceito de isomorfismo esta para oS8 ETUpPOS {([71p60).
Matematicamente, um fomeomorfiomc & uma aplicacBio f bijetiva (isto
¢, simultaneamente injetiva e sobrejetiva) e bicontinua (isto &, f
e ! sao continuas) ([(31p53). Portanto, 2 espacgos topologicos X1
e Xz sfo ditos Aomeomorfoo se ha uma aplicacdo f: Xﬁ»Xz continua
e com inversa f ! também continua. Esta propriedade permite que
sejam deformados continuamente um no outro - ver na figura 1.3

espacos homeomorfos.
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Figura 1.3 As duas superficies da esquerda s3o topologicamente

indistinguiveis, assim como as duas da direita ([8]p29).

Podemos associar o homeomorfismo & uma "elasticidade" do espaco
topolégico; um espaco topoloégico pode ser esticado ou encolthido
sem que sua topologia se altere. Por exemplo, uma bola de futebol
(sua superficie) & homeomorfa 3 superficie de um ovo, pois se
fossem elasticas poderiam ser deformadas continuamente uma na
outra. Note-se que, sob um homeomorfismo, pontos infinitamente
préximos permanecem infinitamente préoximos, e pontos finitamente
separados permanecem finitamente separados. Tudo isto pode ser
construido sem uma conceituacio precisa (quantitativa) de
distancia, gue nio esta até agora definida nos espacgos

topolégicos. Os conceitos topologicos definidos até agora sio mais
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primitivos que os de distancia e métrica, que 86 veremos no

capitulo 2.
1.3.7 INVARIANTES TOPOLOGICOS

Em consequéncia da definicio de homeomorfismo, surge a
quest3o do que poderia caracterizar uma classe de espacos
homeomorfos. I1sso nos conduz a pesquisa dos inwandiantes

tonologicos de um espaco topologico.

Entre outros, sfio invariantes topolo6gicos as propriedades de

conexidade, compacidade, e separabilidade (Zousborff) ([11pl8).

A moderna geometria diferencial wutiliza do conceito de
"simplexes", para estudar, por exemplo, os poliedros. Constroem-se
os poliedros através dos simplexes. O ponto ¢ um O-simplex, um
segmento de reta & um l-simplex, um triangulo é um 2-simplex. S3Ho
portanto unidades construtoras de figuras geométricas. Este tipo
de construcfio possibilitara uma maior facilidade na determinacéo
de propriedades topologicas. NiHo & presentemente nosso objetivo o
estudo dos simplexes, mas sabemos que é fundamental a
possibilidade de particfio de figuras geométricas complicadas, ou
mesmo de espacos, em estruturas mais simples ({1]lp66). Devemos
lembrar que foi também através da equivaléncia de determinados
espacos com oS poligonos e os poliedros que os matematicos do
século passado estudaram e resolveram a classificacdo das
topologias bidimensionais, isto ¢ de superficies, de que veremos

alguns exemplios a seguir.
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Pode~se empregar um poliedro K, bhomeomorfo a um espacgo
topologico bidimensional X, para avaliar um importante invariante
topol6gico chamado caracteristica de %Buler ou namero de Euler x
([3)p56):

% (X)= (n? de vértices em K)

[+

-{n. de arestas em K)

o

+{n. de faces em K).

A raziio desta equivaléncia entre K e X reside no fato de que
d

podemos atravéé\%}ansformacﬁes suaves, geralmente "amassando” os

vértices do poliedro e "torneando" as arestas, fazé-lo ir se

transformando (por homeomorfismos) em X.

Outro invariante topolégico é o génerwo ou "genus" de uma
superficie, que esta relacionado com sua caracteristica de Euler.
Podemos definir o genus (g) a partir do estabelecimento g=0 para a
superficie esférica (Sz); teremos g=1 se "aplicafmos" uma alca a
esfera, ou seja, abrirmos 2 pequenos buracos na esfera e colarmos
suavemente atravéégguas extremidades um tubo nos buracos abertos
(ver figura). A caracteristica de Euler do toro assim formado ¢
zero (era +2 na esfera). Cada nova alga aplicada na esfera aumenta
em uma unidade o genus e diminui em duas unidades a caracteristica
de Fuler. Poderemos obter outras topologias bidimensionais desta

forma. Por exemplo, se aplicarmos duas algas a esfera teremos o

toro com dois buracos ([9]1p65); ele tem g=2 e x=-2.
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A l1déia desenvolvida acima pode ser utilizada para definir o
que se chama soma coneea entre duas superficies X e Y,
representada por X # Y. Ela & obtida pela remocio de pegquenos
discos em X e Y e subsequente conexio atravéégﬁm cilindro (uma §?
com dois buracos é igual a um cilindro, que tem x=0 e g=0, e duas
bordas como contorno). Concluiremos com o0 seguinte resultado
bastante intuitivo {(os interessados poder&o consultar a referéncia

([31p58): S # X = X.

discos D2

Toro P* foro T

=& =-E

norerze/": T*4 T*

Figura 1.4 Como converter dois toros T em um "pretzel" ({8]p73).

Para a5 superficies orientaveis ({(veremos mais adiante o
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conceito de orientabilidade), temos a relacio x= 2-2g-b, onde b=
n® de bordas ou fronteiras, € para as nfio orientaveis, x= 2-g-b. E

facil constatar que também o numero b ¢ um invariante topolodgico.

1.4 VARIEDADE DIFERENCIAVEL

1.4.1. VARIEDADE, CARTAS E ATLAS

Uma variedade topologica € um espaco topoldégico bausborfftano
tal que todo ponto tem uma vizinhanca Aomeomorfo ao R" ([1lplil);
n ¢ a dimensio da variedade. Em outras palavras, um conjunto de
pontos M & uma mariedade se cada ponto de M tem uma vizinhanga que
¢ continuamente e 1-1 mapeada em um conjunto aberto de R" - para
detalhes sobre a propriedade bousborffiana em variedades ver

([41p49).
Como alguns exemplos de variedades, temos os R" e as esferas

n-dimensionais 8", estas definidas pelas equacdes ([10]p219)

¥ x% = ¢2, c= const.

Entio, ¢é& usual chamar de g! a circunferéncia, de $2 a
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conhecida superficie esféarica, e de s® a esfera tridimensional ou
triesfera, que estudaremos em detalhes no capitulo 4. Mais por
curjiosidade ou por generalizaclio do conceite, designa-se por

esfera S° de raio ¢ o par de pontos separados pela distAncia rnc.

Dentre o8 espacos que nio s8o variedades encontramos o0s
exemplos da figura 1.5, onde a condigfo de que fossem localmente
equivalentes ao R! foi violada na junclo. Pode-se imaginar

facilmente analogos em numero malor de dimensdes.

FYigura 1.5 Espagos

———4<: ' :><: i -(:}— unidimensionais que nfo

sfio variedades ({10]p219).

A definig8o de variedade dada ha pouco nio permite que um
circulo “"fechado", isto &, com sua fronteira, seja uma variedade.
Mas hs autores que consideram este caso também uma variedade,
chamada waniedade com $wondeina ([111pl2, [12]p431). E usual se
designar por oM a fronteira de uma variedade M ([4]p49; nesta
referéncia podem ser encontrados mais detalhes sobre o assunto).
Trataremos geralmente de variedades sem fronteira, ou seja aquelas
com 8M = @; quando a variedade tiver fronteiras, o diremos

explicitamente,.
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Tomando-se o cuidado de observar primeiro o que cada autor

estid chamando de variedade, prosseguiremos definindo cawla, atfas,

e coodenadas Locais.

Uma cada (Ul, fi) de uma variedade (topolégica) M ¢é um
aberto U1 de M, chamado dominio da carta, com um homeomorfismo
(aplicag3o 1-1 e sobrejetiva, também chamada bijecfio [1]p3) fi:
Ull»Vl de Ul para ("onto") um aberto Vl de R" ({1lp111). {Ui} & uma
familia de abertos que cobre M ({3]p133), ou seja ‘I, Ui= M . A
familia toda de cartas {Uj} denomina-se atlas da variedade.

Veja-se & seguir 2 cartas de uma variedade M.

RS

A n
Figura 1.6 Duas cartas (Ux’fa) e (Uz,fz) de M no R ([13]pl10).
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Para definirmos as coocadenadas {Locais de um ponto observamos
gue se uma aplicacsio f- para simplificarmos estamos suprimindo o
indice "i" chamando fl de f bem como Ui de U- leva um aberto da
variedade em um aberto de R", entfio um ponto P da variedade ¢
levado atraves({(/af em f(P), que ¢é& seu correspondente no R"- ver
figura 1.7. Estamos interessados em caracterizar de uma maneira
univoca o ponto P; como cada ponto tem uma imagem através(jguma

carta no R", ent%o identificando a imagem de P no R" teremos

também a identificacg%o das imagens dos pontos vizinhos.

Poderemos entfo definir como coowdenadas de P na carta (U, f)
(coordenadas locais de P) aquelas coocwdenadas (x’, xz, ee., X"} da
imagem de P em R". A carta (U,f) & também chamada de sislema de

coondenadas Locais ([11pl11).

Figuna 1.7 Uma regilio U da variedade M & aplicada 1-1 na regio

f(u) do R". Esta aplicac8o associa ao ponto P a n-upla (xl, X,

...,xn). Ent%o U adquire um sistema de coordenadas {([14]1p24).
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1.4.2 VARIEDADE DIFERENCIAVEL

Para definirmos uma variedade diferenciavel devemos estudar o
comportamento da vizinhanca de um ponto P da variedade ao ser
aplicado em R". Para tanto, sejam um ponto P e duas cartas U e V

tais que P € Un V.

Chamemos de f a func3o que mapeia a regifio U em R" e g a que
mapeia & regifio V em R". Com estas aplicacdes definimos sistemas
de coordenadas, com f o sistema x! e com £ O sistema y*. Teremos
pqrtanto duas cartas, (U,f) e (V,g), para o ponto P- figura 1.8,
se f1 & a inversa de f, a aplicaczio gf ! (primeiro atua -1 ¢

depois g) leva R" em R", relacionando x' com y'.

RII

(3
EV)

Figuna 1.8 No lado esquerdo vemos as vizinhancas U e V - que se
interceptam - aplicadas no R"; e no lado direito uma ampliacio da

aplicaciio gf ' ([14]1p25).
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Se as funcdes

b
]

¢ xi(yh)s

yd(x!)

-
1

sio diferenciaveis de grau r (isto ¢, s3o C'), ent8o o par de

cartas em questfdio & dito Cr—compativel (£15]1p99).

Um atlas & dito compaiinef com um dado atlas C' quando a
unido dos dois & também um atlas C' para toda a variedade. O
atlas que consiste de todos os atlas compativeis com um dado atlas

& chamado atlas completo da variedade ([11}1pl2).

Observe que definimos trés conceitos diferentes: eSpaco
topologico, variedade topologica, e variedade diferenciavel.
Relembremos que & condicfio relacionada com a topologia é a escolha
dos abertos, e que a condicio de variedade ¢ que localmente se
assemelhe ao R" ([101p219). Ja a diferenciabilidade ¢& mais
restritiva, pois o espaco deve ser suane ("smooth”), suavidade
essa medida pelo grau 1. Por eXemplo, o conjunto de pontos no R?

definido por x2 - y2 -z2 =0

( o cone duplo) & uma variedade ?
Njo &, porque & origem n3o tem uma vizinhanga homeomorfa ao RZ
(ver figura 1.9); no entanto sua metade, o meio-cone X =z 0, & uma

variedade do tipo CD, homeomorfa ao Rz.
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Figura 1.9 O cone duplo com a topologia induzida pelo R? nao e uma

variedade ({1]pl12).

Um difeomonfiomc ¢ uma aplicagdo entre duas variedades
diferencisaveis, 1-1 e Cm, com inverso tambem C*. As variedades que
tam essa propriedade s3o ditas difeomorficas. Por exemplo, a
esfera 8% e a superficie de um charuto - ver a figura 1.10 - sdo
difeomé6érficas ([14]p29). Observe-se que também se chama de
difeomorfismo uma transformacio {(diferenciavel) geral de
coordenadas da variedade nela proépria; isto ¢é, uma aplicacgfio

interna que obedece as regras acima definidas.

Figura 1.10 Uma aplicacgdo suave (C”) entre duas superficies.
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1.4.3 ORIENTABILIDADE

1.4.3.1 BILATERALIDADE

A orientabilidade, ou nfio, de uma variedade & mais um
invariante topolégico (invariante sob transformacdes homeomorfas
da variedade). No caso de variedades bidimensionais (superficies)
a questZio da orientabilidade & frequentemente confundida com a

questio da bilateralidade ("two-sidedness"), mormente em textos
antigos ([{16]p302). Ocorre que a orientabilidade ou nio de uma
superficie é uma propriedade intrinseca da superficie; ja a sua
bilateralidade ou unilateralidade depende ngo apenas da
superficie, mas também da variedade em que ela seja suposta imersa
e ainda da maneira como estid feita essa imersgo ([9]1p195).

Portanto a bilateralidade n8o ¢ um invariante topolégico.

O motivo da mistura dos conceitos orientabilidade e
bilateralidade decorre do fato de que, gquando imersa no 23. toda
superficie orientavel apresenta 2 J]ados e toda superficie
ngo-orientavel apresenta-se unilateral. Em termos bem
terra-a~-terra, uma superficie de gualquer tipo (orientavel ou nfo,
com ou sem fronteira) se apresenta bilateral gquando puder ser
"pintada de branco de um lado e de preto do outro"; note-se que
para pintar a superficie & necessario apelar para uma dimensfo

extra, o gque traz a baila a questio da imersHo.

Assim, superficies orientaveis tais como a esfera Sz, o toro
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Tz, o disco D® ou bola B2 e o cilindro, apresentam-se com duas
faces no cotidiano (interior/exterior, cara/coroa, lado A/ladoe B);
ja superficies n3o-orientaveis, como a faixa ou fita de Mobius,
apresenta apenas uma face nas mesmas condi¢des: esta fadado ao
fracasso, se tentado no Ra, o projeto de pintar de branco "um lado"

da faixa e de preto "o outro lado”.

Nd3o ¢ nossa intenc8io nos alongarmos sobre a guestio
uni/bilateralidade de variedades bidimensionais. Sugerindo ao
leitor interessado a referéncia ([93p196), apenas informamos que
em uma trivariedade n3o-orientavel podemos nos deparar com toros
e (sempre orientaveis) que tém s6 uma face, bem como com garrafas

de Klein (sempre nfc-orientaveis) com duas faces.

1.4.3.2 ORIENTABILIDADE

Um espaco topoloégico pode ser orientiavel ou nio. Numa fita de
Mébius ([91p30), que ¢ nio-ordientavel, uma orientacg3io de esquerda
e direita - que sfo orientacdes gque podem ser feitas localmente na

propria superficie- ndo pode ser definida globalmente, conforme

n H

veremos a seguir. Um ser hipotético que s6 "viva" no mundo
bidimensional da fita (ver a figura 1.11), se marcar uma direcio
que chame adiande e outra, ortogonal, que chame de direila (a
oposta ele chamara de eoquerda), e caminhe sempre em frente ate
dar uma volta completa na fita, ao retornar ao local de partida
. vera que o que chamou de seu lado "direito"” virou "esquerdo" e

vice-versa; sua orientacfo inicial tera se transformado na oposta.
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J4 sobre uma superficie esférica §2 podemos adotar o mesmo
procedimento, mas sempre que retornarmos a0 ponto de partida
veremos que o8 lados que chamamos de direito e de esquerdo
continuario sendo de direito e esquerdo, respectivamente. Isto

porque a superficie esférica ¢ orientavel.

E facil perceber que toda superficie, orientavel ou nio, é
Localmenie orientavel. Mesmo na fita de M;bius, que ja sabemos ser
njo orientavel, sempre poderemos orientar consistentemente uma
regifio suficientemente restrita. Um "ser" que nunca abandone essa

regifio da fita dira que realmente ha um lado esquerdo e um lado

direito.
vamos agora, - ainda considerando apenas variedades
bidimensionais, preparar o caminho para a investigacio da

orientabilidade de uma variedade n-dimensional. Para tanto sejam,
em uma superficie, 2 pares de eixos ortogonais orientados
consistentemente, o sistema I com eixos (;1, ;2) € o sistema I’
com eixos (;’1, ;’2). Mantendo fixo o sistema 1, transportamos o
sistema I’ ao longo de algum caminho fechado na superficie; nesse
transporte o0s eixos de 1’ n3o podem em momento algum abandonar a
superficie. Ao retornar I’ a posicgiio de partida, comparamos sua
orientagdo final com a do sistema I; nesse momento, para facilitar
a comparacdo, & permitida uma rotag¢fio de I’ no plano tangente a
superficie. E facil perceber que numa superficie orientavel, como

uma esfera Sz, a orientacgio final de I’ seri a mesma que a de I,

qualquer que tenha sido o caminho percorrido. Em contrapartida, se
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1’ percorrer uma volta em uma fita de Mdbius entho sua orientacflo

final sersa oposta a de 1; convém porém notar que se I’ der duas

voltas, ou outro numero par, entfio retornara com orientac8io igual

4 de I - ver a figura 1.11.

1’ na fita de

Acompanhamos o transporte do sistema

Figura 1.11

Mobius; o sistema I’ muda sua orientac3do original porque a fita é

n¥o orientavel.

Disso tudo podemos inferir a seguinte conclus3o: uma

superficie é nio-orientavel quando admitir caminho fechado que

mude a orientacfio de 1’, e é orientavel quando nio admitir.

Vamos agora trasladar esta conclusiio para o© contexto da
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geometria diferencial, ainda como preparacg8io para uma definiclio de

orientabilidade de uma variedade n-dimensional.

Suponhamos dado um atlas da superficie. Partindo dele, sempre
¢ possivel elaborar um novo atlas no qual a interseclo entre
quaisquer duas cartas contiguas seja conexa. Sejam {x‘, xz} as

> >
coordenadas de uma carta do novo atlas, e {e , e } o5

1 2
correspondentes vetores da base natural local.

considere-se uma carta contigua com coordenadas {x”, x’%} e
vetores base natural {3;, 3;}. Na regifio de intersecfo dessas duas
cartas podemos comparar & orientacgHo relativa entre as duas bases
vetoriais. Caso nio coincidam, invertemos o sinal da coordenada
x’z, o que ocasiona & inversfo do vetor base natural 3;; B#EOTHE &5
duas cartas est3io orientadas consistentemente. Prosseguimos
buscando orientar cada carta de acordo com as anteriores. Se for
possivel construir um atlas no qual todas as cartas tenham a mesma

orientaciio, diremos que a superficie & orientavel. Se nio for

possivel, a superficie & nio-orientavel.

Todo esse procedimento reflete a tentativa de transportar sem
inversdo um par de eixos orientados ao longo de caminhos fechados
na superficie, a fim de comparar as orientacgdes final e inicial e

decidir sobre sua orientabilidade.

£ bastante simples, analiticamente, averiguar se duas bases

. . > - 2 >
vetoriais naturais {ei, e} e {e;, e

” } definidas em cartas

1
2

contiguas tém orientac3o igual; basta avaliar o jacobiano J=
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? ’
det(ax‘/axJ )da transformacfo xi= xl(xJ ): se J»0 ent8o as

orientacdes coincidem e se J<0 ent3o elas s¥o opostas.

Este processo feito para variedades bidimensionais pode ser
generalizado para uma variedade n-dimensional, da forma que
veremos a SsSeguir.

Sejam em uma variedade M as cartas Uu e U, que definem os

p

b}
sistemas de coordenadas {x‘} e {x’ } respectivamente; M & dita

orientavel se ha um atlas

o

tal que em toda interseccfo nijo vazia Uu nvu

p

b
transformacio J= det(ax‘/axj ) & positivo. Caso contrario, é nfo

o jacobiano da

orientavel.
11

Note-se gue no caso da fita de Mobius, ao fazermos um atlas
da variedade havera ao menos uma inversdo do sinal do jacobiano.
Mas se fizermos apenas algumas cartas com intersecclo nio vazia
poderemos n3%o observar a invers3io de sinal, o gue n#§io contraria a
definic3do acima na medida em que & nec