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RESUMO

Esta dissertagiio de mestrado discute sobre o ponto de wvista
tedrico o movimento de bactérias magnetotiacticas. FPara este fim
utiliza-se o formalismo da meclnica cléassica junto com a
hidrodinimica em baixo nimere de Reynolds., Deste modo as equagfes
do movimento =3o estabelecidas e diversos casos limites que podem
ser tratados analiticamente s3o discutidos. Varias generalizages
=s¥o abordadas. O medelo considerado permite tratar uma bactéria
nIo-magnetotictica como um caso particular no sentido que uma
bactéria n3o-magnetotictica & uma magnetotiactica com momento de
dipolo magnético igual a zero.

Diversos resultados numéricos s3c obtidos e alguns resultados
s%o comparados com dados experimentais. Mostra-se como o modelo
pode ajudar a obter parametros experimentais que n3o s8o
atessiveis diretamente da experiéncia.

Finalmente, argumenta-se com base nos resultados obtldos que
¢ vantajoso biologicamente uma bactéria magnetotéatica ter um

flagelo altamente assimétrico.
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diferenga que a frequéncia de campe oscilante é de 100 rad-s.

Escala em pum.
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“"A vida tem uma gama de magnitudes de fato estreita, em
comparagio com adquilo de que +trata a cléncia fisica, mas ¢
suficlentemente ampla para incluir trés condig¢@es t#o discrepantes
como aquelas em que um homem, um inseto e um bacilo vivem e
desempenham seus Varios papéis. O homem & governado pela gravidade
e repousa na mie Terra. Um besouro d'agua acha a superficie de um
lago um caso de wvida ou morle, um perigosco emaranhado ou um
suporte indispensavel. Num terceire mundo, onde vive o bacilo, a
gravidade & esquecida e a viscosidade do liquido, a resistiéncia
definida pela lei de Stokes, os choques meleculares do movimento
browniano e, sem duavida, também as cargas elétricas dos meios
ionizados constroem © ambiente fisice e tém forte e imediata
influéncia sobre ¢ organismo. Os fatores predominantes ja nio sio
aqueles da nossa escala; chegamos ao limiar de um mundo do qual
nfo temos experiéncia e onde as nossas pré-concepgles precisam ser

descartadas".

D' Arcy Thompson.

CCitado no livreo O Pelegar do Panda de Stephen Jay Gould,

pag. 281D.
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Capftulo ;L_Introducgo.

1.1 Movimento de microorganismos.

Diver=sos microorganismos flagel ados nadam em um meio viscoso,
iste &, em um meio que oferece resisténcia ao movimento., Porém,
devido as dimensdes reduzidas dos microorganismos (na escala de
Hm> e baixas velocidades de movimento, estes nadam em um regime
fisico muito especial onde 2 inércia niEo & capaz de desempenhar
nenhum papel. Isto significa que o© movimento dos diversos
microorganismos encontrados na natureza ¢ determinado sempre pelo
seu estado presente e o due ocorreu no passado ndo ¢ importante,
ou seja, a visio Newtoniana de que devemos fornecer duas condigdes
iniciais para delerminar o movimento de um objeto nfo & vilida no
mundo das bactérias, algas, espermatozdéides, etc (Purcell, 19770.
A Unlca condi¢Zo inicial que se precisa & a localizag3lo inicial.
Ezte regime particular faz com que a fisica que descreve o
movimento dos microorganismos se assemelhe aquela apresentada nos
trabalhos de Arisidieles ou na idade média (Franklin, 19760.

Tecnicamente falando, este padrao de movimento ocorre
precisamente devido a0 forie papel desempenhado pelas forgas
viscosas na escala dos microorganismos. Podemos dizer dque os
microorganismos se movimentam em um regime em gue as forgas
viscosas dominam. Em hidrodinimica este regime & caracterizado por

uma guantidade denominada ndmero de Reynolds., O numero de Reynolds



& um parimetro adimensional dado pela razZo entre as forgas
inerciais e as forg¢gas viscosas. No caso de microorganismos nadando
em Aagua, © numerc de Reynolds ¢ da ordem de 10°°. Mostra-se em
hidrodnamica que neste-regime a for¢a de atrite wviscoso que age
sobre os corpos ¢ proporcional a velocidade dos mesmos. Além
disso, na escala considerada, a aceleragio torna-se irrelevante no
sentido gue os microorganismos atingem regimes estacionarios muito
rapidamente (para maiores detalhes, ver apéndice AD .

Outra quesiSo importante no que diz respeito ao movimento de
microorganismes & a propulsZc dos mesmos. Existem diversos melos
de propuls3o, sendo o mais comumente utilizado o flagelo. Os melios
de propulsio constituem um passo importante na evolugio das
células uma vez que uma célula isoclada que n3o & capaz de se
movimentar por si mesma esta claramente em desvantagem bicldégica.
Microorganismos flagelados s3io capazes de wmigrar de uma regiio
péra outra. Assim, se uma regifo torna-se, por alguma razio,
desfavoravel ao organismo, este simplesmente pode, pela ag3o
flagelar, migrar para outra onde o meio fornece condi¢Ses melhores

para sua adaptabilidade e sobrevivéncia.

1.280Mecanismos de movimento.

O estudo do movimento de microorganismos nio € recente e
pode-se citar trabalhos que datem do inicio do sécule (ver
referéncias citadas neo trabalho de Crenshaw (199030, Porém, poucos
trabalhos tedricos fToram feitos. O grande problema de muitos
trabalhos tedrcos sobre o assunto foi n3o se conseguir abordar o

mesmo de maneira simples, porém, eficiente. Um dos primeros a



discutir o problema tecricamente foi Sir Geoffrey Taylor. Partindo
da hipétese de que o numero de Reynolds é& baixo e que, portanto, é
legitime desprezar os efeitos inerciais, Taylor (19513 considera
um modelo extremamente artifiecial, reduzinde o movimento flagelar
de um espermatozéide a um problema bidimensional em que ondas de
deslocamento lateral se pr opagam atraveés de uma faixa
inestensivel. Em 19852 Taylor (18952 considera um modelo mais
realistico em gue ondas de deslocamento lateral se propagam por um
filamento infinito de se¢Zo circular, onde todas as oscilagBes s3o

consideradas em um plano. Assim, nestes dois trabalhos, Taylor

discute COMmo uma cauda pode gerar a propuls3o de um
ezspermatozdide, simplesmente propagande ondas senoidais pela
cauda.

Taylor propés um modele mecidnico a fim de demonstrar na
pratica seus reszultades. Sua teoria, entretantoe, era muito
aproximada pois considerava balxas amplitudes de oscilag3do. De
fato, os resultados de Tayler s3o vilidos somente gquando a
amplitude da onda sencidal & da ordem do diimetro do filamento.
Com esta limitacZo qualquer comparagfoc com dados experimentais
fica comprometida. Hancock (19533 , além de introduzir corregdes a
tecria de Taylor, considerou também perturbag¢tes tridimensiocnais
propagando-se através de um filamento infinito de secio circular
(Hancock considera ondas espirais propagando—se atraves de um
filamento cilindrico infinito e maiores amplitudesd. Atualmente
existe forte evidéncia de gue este & realmente o caso, isto &, que
as perturbagBes que se propagam pelo flagelo do espermatozdide sHO
mesmos tridimensionais (uma das maiores evidéncias em favor desta

hipéttese & gque o corpo do ezpermatozdide rola scobre seu eixo



longitudinal durante © movimenio embora exista a possibilidade
disto ser causado pela forma assimétrica da cabega (Ishijima et
al., 189222,

Normalmente assume—-se, com base na evidéncia experimental,
que flagelos, sejam eles pertecentes a4 espermatozdides, possuem
uma forma aproximadamente helicoidal. Flagelos helicoidais sBo
excelentes agentes propulsores n3o importando se eles ondulam ou
giram. Chwang e Wu (19712 consideram um modelo em gque a propuls3o
¢ uma combinagfo de ambos os efeitos, ou seja, rotagioc e ondulagio
do flagelo. Chwang e Wu, a partir de primeiros principios da
mecinica, estudam o problema da auto-propul sdo de um
espermatozdide através de duas equagBes que devem ser resolvidas
para duas guantidades desconhecidas, a saber, a velocidade de
migragio, U, e a velocidade angular induzida sobre a cabega, (1.
Este trabalho tenta responder quest@ies interessantes como aguela
levantada por Lord ERothsechild (€18961): *“Fode um espermatozdide
rolar ao redor de seu eixo longitudinal quando sua cauda nZo exibe
ondul agBSes™? Chwang e Wu sugerem gue a resposta € sim, mesmo
parecende tratar-se de uma =ituagio paradoxical. Este rolamento
n3o aconteceria na forma de uma torgZo, mas =im com o flagelo
curvando-se simultaneamente em dois planos perpendiculares. Isto
corresponde a uma situagio em gue a velocidade angular relativa
aparente da cauda em relagio aoc corpe € zero (para malores
detaihes, wver o trabalho originald. QOutra guestioc interessante
levantada no trabalho de Chwang e Wu diz respeito aoc valor &Stimo
da razfo cabega-cauda (por ewemplo, a raz3o entre o raio da cabega
e o raio da segio do flagelo, ou ainda, a raz3o do raio da cabega

= a amplitude de ondulagicd onde tenta se estabelecer limites nos



quals a propuls3oc gerada pelo flagelo é eficlente e onde ela deixa
de ser eficiente.

Outre trabalho interessante considerando flagelos de forma
helicoidal ¢ o +trabalho de Schreiner (19712. Neste trabalho
conzidera-se um microorganismo esférico, que pode ser uma bactéria
ou um espermatazdide, com n flagelos. Considera-se que cada
flagelo gira apenas. Un doz resultades mais importantes do
trabalho de Schreiner ¢ gque um microorganismoe esférico com n
flagelos em um lado de Sseu corpo (existem microorganismos com
flagelos em ambos os lados do corpo como, por exemplo, o Acgua
Spirilun Magnetotacticund nioc pode nadar se estes flagelos giram
independentemente e a cabega também gira. Assim, para haver
propulsic, os flagelos devem se entrelagar em um Unico flagelo.

Em 1973 Berg e Anderson apresentaram um artigo no gqual
argumenta—se, baseado nas evidéncias disponiveis na época, que a
bactéria L. Coli deve nadar girando seus flagelos e ndo
ondul ando—c=s. No ano seguinte, Silverman e Simon (139740 executaram
um experimento demonstrandoe que isto era, de fato, verdadeiro.

O flagelos das bactérigs consistem de finos Tfilamentos
helicoidais que emerdem de virios pontos na superficie do corpo
celular. Cada filamento esti acopladoe a um gancho flexdvel ligade
s uma barra gque passa pelo centro de um anel embebido na parede
celular e na membrana citoplasmatica (Fig. 1.13. =e egistem varios
flagelos na célula, os filamentes formam um fibrado a fim de
compor um tnica flagelo efetivoe gue serid responsavel pelo
movimentoe CFig. 1.2D.

Os flagelos das bactérias e oz flagelos de células eucariotas

s3o organelas completamente diferentes. O flagele de uma célula
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eucariota como, por exemplo, © espermatozédide, & uma estrutura que
possui um mecanismo sofisticado capaz de curwvar seus elementos
constituintes de maneira tal a produzir ondula¢gSes no mesmo.
Assim, o flagelo de um espermatozdide deve possuir grande
elasticidade a fim de gue seu complexo mecanismo possa funcionar
eficientemente. Além do mais, o flagelo de uma célula eucariota
emerge continuamente do corpo celular, isto &, a membrana celular
se eslende pelo flagelo n3oc existndo o acoplamento tipo "junta',
zemelhante a um motor convencional, como no caso das bactérias.

0O flagelo de um bactéria ¢ um filamento proteice rigido,
incapaz de promover ondula¢gfes, movido por um mecanismo semelhante
a um motor.0 flagelo ¢ um polimerc composto por uma Unica
proteina, a flagelina, gue nic exibe nenhuma atividade enzimatica,
pelo que se sabe até o presente. Acredita-se, com base em dados
experimentais, gue tLodo o mecanismo do motor flagelar & posto a
funcionar pela agfio de um fluxo de prétons de fora para dentro da
célula devido a um gradiente de potencial eletroguimico produzido
pela célula (Manson et «wl., 1977; Ooczawa & Masai, 1982; Liauger,

19885.

32 Orientagaoc dos microorganismos.

Como dissemos, o desenvolvimento de meions de propulsio foi um
passo importante na evolugioc das células. OQutro passo de grande
importancia no processoe evolutive feoli o© dezenvolwvimentoe dos
mecanismos de orientagio. Oz diversos tipos de orientagZSc em

microorganismos 3o denominados genericamente por taxia, gue € uma



palavra derivada do grego gue pode significar orientagio. Assim,
por exemplo, fototaxia ¢ a capacidade de se orientar a favor
(fototaxia positivad de uma fonte luminosa ou contra ela
(fototaxia negativad. Um microorganismo gque se orlenta  por
fototaxia & dito fototactico.

Um dos mecanismos de orientagdo mais amplamente estudados € a
guimiotaxia. Quimiotaxia &€ a capacidade de se orientar em diregio
ou em oposigio a um gradiente de concentragdo quimica. A=zsim, se
no meio onde se encontram o microorganismos, existir uma regiio
com wuma certa concentragZo de nutrientes como, por exemplo,
glicose, o microorganisme quimioctactico detectara a presenga da
zubstéincia e nadara em diregio & referida concentragao guimica.
Por outro lado, se na vizinhanga de um microorganismo
guimiotactico existir uma concentragic de algum tipo delrepelente
quimico, os sensores do micreoorganismo detectar@o e este nadars
para longe desta concentragio. Um exemplo tipico de microorganismo
guimiotactico & a bactéria E. Colt.

O mecanismo envolvido na gquimiotaxia foi elucidado em tempos
relativamente recentes. Em 19689 Adler CAdler, 19690 provou gque as
bactérias (pelo mencs as gque ele estudoud possuem receptores
guimicos especificos. A partir do trabalho de Adler seguiram-se
muitos outros, dentre os quais talvez os mals interessantes (pelo
menos em conexdo com esta dissertago) sejam a série de trabalhos
produzidos por Berg e colaboradores (para um review ver Berg
19780 e Berg (19830 nas referéncias). Berg adota um ponto de
vista biofisico. Ele estuda a recepgio quimica relacionada com o
efelto gue esta produz sobre o movimento das bactérias (Berg %

Brown, 1972; Berg & Purcell, 1977, Berg, 19832). Contudo, estes



autores n8o estavam interessados na meclnica real do movimenio e
=im em saber porque as bactérias nadam.

Bactérias quimictacticas, como a L. Coli, s3o capazes de
mudar a direg¢fo do movimento conforme o estimuleo. Tedavia isto n3o
é feito de uma forma ordenada = sim através da execugio de um
caminho aleatério. Em geral estas bactérias possuem varios
flagelos de tal modoe que, dado uma concentrag3o quimica de
nutrientes, os flagelos formam um fibrado coerente onde ©s mesmos
giram ceooperativamente formande uma Unica unidade propulsora
efetiva, permitindo assim gque a bactéria nade adiante em direg3o
ao gradiente. Por outre lado, se a bactéria estiver em uma direg3o
tal que a resposta dos senscores vai se tornando fraca, esta deve
ser capaz de mudar sua direg3o de movimento e tentar uma nova
diregfo. Isto & conseguido invertendo-se o sentide de rotagio e
desfazendo-se o© fibrado coerente de flagelos de forma tal que
estes girem independentemente em direg@es arbitirarias e a seguir
refazendo o fibrade = tomando uma nova diregdo de movimento., A
mudanga de dire¢io, entretanto, ndo ¢ contrelada pelo organismo
mas pelo gradiente (Fig. 1.3). Este "desfazer" do fibrado flagelar
em fung¥o da resposta dos sensores quimicos & dencominado tumble.
Oz sucessivos tumbles produzem um padr3c de movimento que

constitui um caminhe aleatdrio (Fig. 1.42 CBerg, 1983D.
43 Magnetotaxia.
Magnetotaxia &, como © nome indica, ocorientagdo segundo um

estimule magnégtico, isto &, campos magnéticos.

A primeira observa¢ioc de um microorgansmo gque se orienta em
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um campo magnético foi feita por Richard P. Blakemore (18753. Ele
encontrou bactérias que eram capazes de se orientar na diregio de
um campo magnético fornecido externamentie. Para se certificar que
essas bactérias realmente se orientavam com o campo, Blakemore fez
a experiéncia primeiro com ©os microorganismos vivos e depois os
ohservou mortos. Os microorganismos mortos orientam—se com o campo
mas n3c sHo capazes de migrar: se comportam como diminutos dipolos
magnéticos submetidos & agio de um torque magnético.

E interessante notar a diferenga entre a magnelotaxia e
outros tipos de orientagfo como a quimiotaxia e a fototaxia. No
caso desses udltimos, © microorganisme compara a resposta a um
estimulo em momentos diferentes de localizagdo e de tempo,
engquant.e que um microorganismo magnetotéctico interage diretamente
com o campo local. No caso de um microorganismo guimiotéctico, a
resposta ao estimulo depende das condig@es do meio, ou seja, da
concentracio gquimica de atratantes Cpor exemplo, glicose ou
ami nodcidosd ou repelentes, enquanto que ro caso de
microorganismos magnetotacticos, © campo esta sempre interagindo
uma vez que em condigBes naturais existe o campo geomagnetico que
est4 sempre presente.

A origem da resposta magnética est& no fato de que existem no
interior da célula cristais de material magnético (Frankel et al..
1979; Towe % Moench, 1981; Matsuda et al., 1983; Lins de Barros %
Ezquvel, 1983, Esquivel et al., 199200, Ezste malterial &
biomineralizado pela célula e € encontrade em seu interior envolto
por uma membrana, formando assim, uma organela especializada, o
magnetossoma. Estes cristais s3o normalmente encontrados na forma

de cadeias e di¥o A célula um momento de dipole magnéltico
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permanente (Fig. 1.5).

Os cristais magnéticos mais usualmente encontrades em
microorganismos magnetotacticos s3c o= de magnetita CFe304).
Magnetita & um éxido de ferro altamente magnético encontrado em
abundincia na superficie da Terra. O processe pelo qual esses
cristaiz sXo biomineralizadeos ainda ¢ matéria de discussdo.
Contudo, © processo due sSe SsSugere para a biomineralizagdo de
magnetita no interior da célula comega com a entrada de Fe™"
fornecido pelo meic externo. Posteriormente ocorre redugio para
Fe'' que ¢ entio reoxidado como um éxido de ferro hidratado de
baixa densidade. A desidratagZo subzsequente do dxidea de ferro
completaria o processe (Frankel, 1884D.

Contudo, outros tipos de materiais magnéticos podem ser

biomineralizados. Farina e Mann e seus colaboradores respectivos

(Farina et al ., 1920, Mann et al., 199805, em trabalhos
independentes, descobriram um agregado multicelular capaz de
biomineralizar sulfeto de ferro magnético, Este organisme &

composto por cerca de vinte células procariotas e possui uma forma
aproxi madamente esférica com um didmetro de cerca de 5 um.

Em seu habitat natural, um microorganismo magnetotactico esta
sujeito A& agZo do campo Jdeomagnético. As  linhas de campo
geomagnético podem ser descritas, em primeira aproximagio, pelas
linhas de dipolo magnético. Ma Fig. 1.6 vemos um esbogo das linhas
de campo geomagnético. A inclinagfo das linhas de campo
influenciam na migragic de microorgahismos magnetotacticos ho
hemisféric norte e sul. Dois tipoz de microorganizsmos s3o0
encontrados com respeito a orientagfo relativa de seus dipolos

magnéticos (Frankel, 1924; Linsg de Rarros et al., 1980>.
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Microorgani smes tipo sul, encontrados normalmente no hemisfério
sul maghético, =350 microorganismeos em que o dipole magnético €&
anti-paralelo & diregio de movimento., Estez organismos =e orientam
A linha de campo local e nadam para baixe no hemisfério sul
magnético. Microorganismos tipo norte sZo semel hantes aocs tipo sul
com a diferenga que o dipolo magnético estd em diregdo oposta.
Estes nadam para baixo no hemisfério norte magnético. No equador
geomagnético o campo & paralelo & superficie da Terra e ambos os
tipos de microorgani smos magnetotiacticos sAo encontrados
aproximadamente na mesma proporgsc (Frankel et «l., 19813. A Fig.
1.7 ilustra os trés tipos de microorganismos.

Magnetotaxia constitui, portanto, uma vantagem biclégica, no
sentido de que a crientagdo ao campo geomaghetico permite uma
rapida migragZo para regides menos oxigenadas e mais ricas em
nutrientes. Assim, o campe gecomagnético age como fator seletivo.

0 estudo do movimento das bactérias magnetoticticas pode
elucidar quezt®es relacionadas com o movimento de microorganismos
flagelados em geral. A observag3o do movimento de microorganismos
magnetoticticos ¢ razoavelmente simples. Um par de bobinas de
Helmholtz acopladas a base de um microscédpio &tico & capaz de
fornecer um campo uniforme com o propdsito de confinar o
movimento, permitindoe assim, que © mesmo seja estudado. A invers3o
do sentide da ceorrente nas bobinas inverte © campo magnético & o3
organismos se orientam & migram fazendo uma trajetéria em forma de
HJ" Cvolta em UD. Esta volta em U & consequéncia da interagfo do
campo com © momento magnético intracelular que gera um torque
sobre o corpo celular. Uma vez que o flagelo estsd girando, um

movimento de translagioc & superposto a rotagio gerada pelo torque
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magnético resultando, portanto, na volta em U.

Uma caracteristica importante do movimento executado por
microorganismos magnetotacticos, em particular as bactérias, ¢ o
forte padr3o helicoidal da tragetdria. Este padrio de movimento &
devido ac tipo de flagelo desenvolvido. Oz flagelos de bactérias
magnetotacticas s¥8o inerivelmente curtos quando comparados com
flagelos tipicamente observados em bactérias quimictacticas como a

E. Coli (Fig. 1.82.

5 Plano da tese.

Esta tese tratard do estude tedrico do movimento de
microorganismos magnetotacticos. O=s microorganismos
magnetotacticos s8o, sob o ponto de vista adotado neste trabalho,
um caso geral, uma vez Jue o©s 2 demals microorganismos  sEo
miecroorgani smoz magnetotécticos com momento de dipole nulo.

Assim, no capitule 2, formularemos o© problema em termos
matemadticos e sera propoéto um modelo para o movimento das
bactérias magnetotacticas. Cazos limites do meodelo, bem como
possivels generalizag®es serlfo discutidos.

No capltulo 3 parametros do modelo tedrico serZc estimados
com base em dados experimentais. Usando os dados disponiveis,
resultados numéricos serfo analisados resol vendo-se numericamente
as equagdBes diferenciais.

No capitulo 4 o= resultados obtidos nos capitulos 2 & 3 seriso
discutidos. E feita uma anidlise critica da wvantagem biolégica da

magnetotaxia em fungdo dos resultados cobtidos. Sugere-se que &
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Capitule 2: Modelc Matematico.

2.12 Introdu¢50 matematica

C movimento de microorganismos magnetotactices, assim cemo
microorganismos em geral, & caracterizade pela condigfo de baixo
numero de Reynolds Capéndice AD.

A trajetdéria helicoidal observada no movimento das bactérias
& uma consequéncia da forga resultante aplicada sobre o corpo
celular devido a agho do flagelo. O torque gerado pela rotagio do
flagelo produz um torgue de reagdc sobre o corpo celular. Assim,
ze o flagelo gira com uma frequéncia ® no sentideo anti-horario,
entio o corpo celular dever& girar com uma frequéncia p < @ no
sentido heraric. Como as feorgas viscosas dominam, ¢ torgue sobre o
corpo celular & propeorciconal a wvelocidade angular do mesme. Do
mesmoe modo, a agio flagelar imprime uma velocidade v ac centro de
massa deo corpo celular e, peortanto, a forga gue impulsiona a
bactéria & proporcional a velocidade de translagio da mesma.

Un flagelo completamente siméirico nio & consistente com as
tragetorias heliceoidais observadas (Schreiner, 1971; Berg, 18983).
e tivéssemos um flagelo totalmente simétrico nd3e haveria como
mudar a diregfo da forga resultante que age sobre o corpo celular
a fim de =e obter uma tragetdria helicoidal. Na verdade, para se

ochter tal tragetéria & necesséario que a forga resultante precesse
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em torno do centro de massa. Isto sé6 é possivel se dentre as
forgas que contribuem para o movimenito resultante existirem forgas
que, além de transladar o corpo celular, produzam também um
torque. Citemos um exemplo: considere-se o flagelo comc uma
organela que possua o formato de uma hélice cilindrica composta
por um numero inteiro de voltas e com seu eixo passando pelo
centro de maszsa. A aglo dezte tipo de flagelo gera uma forga
responsavel apenas pela translag@o e, evidentemente, a tragetdria
& uma linha reta Cassumindo gue nfc existe outros falores
presentes).

A figura 2.1 mostra um comprimento de onda do flagelo com seu
eixo de simetria 1. Assinalado na figura estZo dois elementos
infinitesimais do flagelo em posig¢gBes siméiricas com rezpeito ac
eixo L. Consideremos as velocidades 4 e W dos elementos
respectivos. Estas velocidades possuem direg@es opostas uma vez
que o flagelo esta girando. Fagamos uma decomposigdo destas

velovidades em componentes normais e tangenciais aos respectivos

oll}

5
elementos. Estas componentes serfio denctadas por u e .
o

. Uma vez
que o flagelo estid girands em um meio Viscoso, devemos ter forgas
de atritoa viscoso agindo em diregBo oposta as componentes em
questZo. Estas forgas serZo denotadas por ﬁn e ﬁt. Para elucidar a
maneira pela gqual estas forgas irZc contribuir para a translagfo
do corpo celular devemos formar a forga resultante, F, e
considerar a decomposicioc desta forg¢a em componentes normais e
tangenciais ao eixo U, ﬁ; e ?;. onde as linhas s%o para indicar

gue estas componentes estdo sendo tomadas em relagic aoc eixo 1.

Somando as contribuigBes dos dois elementos simétricos vemos que

o]

= componentes normais se cancelam uma vez Jue pPOsSSUEm sentidos
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opostos. Assim, a Unica contribuigdo das componenetes normais é
para o torque viscoso sobre o flagelo. Como em baixo numero de
Peynolds forgcas e torgues se balangam gerando um regime
estacionario (ver Apendice A), ezte torque esta diretamente ligado
ac wvalor da frequéncia angular do flagelo. Ja as componentes
tangenciais possuem a mesma diregfo, de modo que, aoc sSomarmos
todas as contribuicBes obteremos uma forga gque contribui para a
translagio do corpo celular. Logo, ze o flagelo & constituido por
um nlmero inteiro de comprimentos de onda, podemos repetir o mesmo
argumento para cada comprimento de onda do flagelo e ocbteremos
coms resultade uma bactéria gque executa um movimento retilineo.
Ezte argumentoe de carater qualitative & expresso em  termos
quantitativos no trabalho de Schreiner (19710.

Para se obter a partir de um modelo tedrico trajetdrias
helicoidais consistentes com as gque =Xo observadas em laboratdrio
& necessario considerar que o© flagelo possui  algum tipe de
assimetria e que seu comprimento n¥o exceda muito o do corpo
celular de maneira a mascarar o efeito da assimetria. Um tipo de
aczimetria consistente com © que discutimos e com o dados
fornecidos pela microscopia sleirdnica se resume ac calo de uma
bactéria cujo flagelo nZo possua um numero inteiro de comprimentos
de onda. De fato, em tal flagele as forgas hormais ac eixo de
simetria do mesmo n3o cancelam completamente e, como consequéncia,
aparece uma forga residual gue perturba o movimento da bactéria
produzindo a trajetédria helicoidal. Assim, zserid proposto um modelo
em que a forg¢a resultante gque age sobre o centro de massz precesse
de maneira a produzir tal trajetdria. Dﬁste modo, podemos separar

esta forga em duas componentes: uma gue produz apenhas a translagio
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do centro de massa e outra gque, além da translagdo, produz também
um torgqgue. A componente gue produz o torque ¢ a for¢a residual
proveniente da assimetiria do flagelo gue mencionamos. Esta maneira
de formular © problema permite um tratamento bastante geral sem
ncs preccuparmos exXplicitamente com a geometria do flagelo.

Construiremos o modelo utilizando a teoria dindmica dos
corpos rigidos (Goldstein, 1980; ver também o apéndice B para uma
breve revisio & notagiod, isto &, trataremos © corpo celular como
sendo um corpeo rigido. A legitimidade deste tipo de tratamento
deve—=se a constatagdo experimental de gue a membrana fornece a
rigidez do corpo celular impedindo-o de se deformar muito, ao
mesmo tempo que ndo prejudica a permeabllidade necessaria para a
passagem de nutrientes. Assim, a elasticidade da membrana sera
desprezada nesse tratamento.

Perturba¢@®es térmicas nfo serio conslderadas apesar do
movimenteo Brownlano ser importante na escala da bactéria. Contudo,
a energia térmica € muito menor que a intera¢io magnética ou gue

a energia flagelar.
Z.2> Modelo matematico

Cozmidere—sSe uma bactéria esférica com raioco R propulsionada
por - uma forga F Cdevido = rotagio flagelar) gue ége eln um ponto
fixo P scbre a membrana celular. De modo a levar em conta as
assimetrias do flagelo de maneira apropriada, vamos deconpor a
for¢a resultante em duas componentes. A componente longitudinal,

?. » tem dire¢Zo ao longo daguela que a bactéria segulria caso nio

_

houvesse assimetria. Esta diregfo € definida como sendo a mesma do
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segmento OF onde O €& o centro da esfera. A outra componente, ?T.
aurge das assimetrias do flagelo e & perpendicular ao segmentoes OF
e age no pohto P, Por esta raz3oc esta componente & chamada de
transversal. Come a forga transversal deve-se ao fato de que o
flagele nio & simélricos, devemos ter que, ao flagelo girar com
frequéncia angular w, ?T gira com a mesma fredquéncia. © momento
magnético da c&lula, m, & considerado, por simplicidade, paralelo
a OFP passando por 0. O caso em gue © momento magnético estid em uma
diregBo arbitraria seri considerado mais adiante. Contudo, estia
simplificagio nio altera os resultados esssnciais desle itrabalho.
L4 geometria flagelar n3o ¢ considerada explicitamente. A Unica
contribuiglio devido a rolagio flagelar ¢ descrita pela forga i
CFig. 2.2 e um binaric asscociado aoc motor flagelar. Bacléria
n3ao—magnetotiactica ¢, neste tratamento, um caso particular de uma
bactéria magnetotactica no zentido de gue uma bactéria
nZo—magnetoctictica ¢ uma bactéria magnetolictica com momento
magnético igual a zero. Finalmenle, considera—-=se dgque a bactéria
nada em um meioc de viscosidade 7.

Como € usual, usaremos sSels coordenadas para descrever o
mnovimento mais geral da  bactéria. Trés destas coordenadas
descreverfo a rotagiec do corpo celular em um referencial em que o©
centro de massa O estid em repousce. A= outras trés coordenadas
descreverio a translaciZo do centro de massza com respeitoc a um

referencial inercial.

al Rctaggo do corpo celular.

Desprezando efeitos inerciais, as equagBes do movimento no
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referencial do centro de massa s3c dadas em forma vetorial por
N+ R+ R +R =208 C2.2.12

Naz equag@ies acima ﬁc denota © binario de reagsio scbre o corpo
celular devide ao binarioco dque gera a rotagio flagelar com
frequéncia angular . ﬂT denpta o torque produzideo pela forga

transversal, ﬁJ &€ o torque viscoso e e o torque magnético.
! im

Como o flagelo gira com uma frequéncia angular constante w, ©

binario de reagfo tem médulo constante:

a C2.2.28>

- et -* , . . R
onde {el, =, e ¢é& um conjunto de vetores unitarios associados
—

-

com um conjunto de eixos cortogonais, {xi, *_ , x_¥, fixos no corpo

z 3
celular, cuja origem estid no centro de masza O éﬁ & escolhido
colinear com OF.

?T gira com frequéncia angular «w em um plano perpendicular a
OFP. Assim, assumindo que a= assimetrias do flagelo nZo mudam
guando o sistema evolui C(isto significa que © flagelo permanece

rigido durante a rotagiod, a forga transversal deve ter um mddulo

constante e & dada por
?T = | ?Tl Cocos wt é‘ + sen wt éﬂ) CE2. 2.3

?T €& aplicada no ponto P, definido peloc vetor E =R 53. Ent3o,

A= B ox B
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_] C~ sen wt é + cos wt &) ca2.2.4d
onde | R | = R | F | = const.
T T
O torque viscoso, ﬁu’ ¢ devido aoc atrito viscoso rotacional
zobre o corpo celular esférico rodando de uma maneira geral em um
fluido viscoso. Em regime de baixo nimero de Reynolds ltemos que,

para uma esfera (Landau & Lifshitz, 19593, este & dado por

N = -8n '3 ale!
v
= -8ann R (o & +w & +w D : c2.2.8
11 z =z 3 8
onde { & o vetor velocidade angular do corpo celular, cujas

componentes s3o escritas, em termoz dos Angulos de Euler como

CGoldstiein, 19303

w = é sen € sen y + 8 cos W cz. 2. 8ad
W o= é sen 8 cos W -~ 8 sen Y . 2. 2. 86bd
w_ = é cos 8 + @ . 2.6c2

w

Finalmente, para calcular ﬁm ¢ necessSArio assumir um campo
magnético externe aplicado, B. Se {x, ¥, 2 & um conjunto de eixos
ortogonais representando um referencial inercial onde a translagio
do centro de massa & especificada, n¥o existe perda de

generalidade assumir B alinhado na diregic =. O momento magnélico,

> . . -+
m, & considerado colinear com ea. Ent3o,

B=-|B|é C2.2.8
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o que nos da o torque magnético:
N =mxB=|]m| | B | sensé 2. 2.9

onde & & um vetor unitéario cuja diregic ¢ ao longo da linha de
[n]

nos:

[0S
it

cos y éi - sen Y e_ C2.2.102

Substituindo todos os torques calculados acima na Eg. (2.2.1)

e resoclvendo para ml, w e wa’ cbhtemos em componentes

b
“

W= T A sen wt + 3 sen 8 cos (z.2.11ad

W= o cos wt - 3 sen 8 sen y - (E2.28.11ihkD

wo= -7 (2.2.11ceD
onde o = !ﬁTi/BnnRg, B = |ﬁ| |§|/8nnR3 ey = ]ﬁﬁ|/8nnR3.

Resolvendo as Eqs. (2.2.112 para as velocidades angulares ¢, 8 e

@, obtemos

$ = & csc 6 cosCwt + ¥ Cz.2.12ad
6 = 3 sen 8 - o senlwi + ¥ C2.2.12bD
¥ = -y — & cot 8 cosCwt + ¥ Ca. 2. 18D

As=im, neste modelo, levando em conta a rotagio do flagelo, ©
vetor velocidade angular resultante gue age sobre o corpo celular

&
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A=+ 0w é (2.2.13

Ouando =0, © médulo do vetor acima é

0= [Cw — pd° + o51%F (2.2.14>
A=z=im, quando o flagelo executa uma rotagio no sentido

anti-horério com frequénecia angular w, © corpe celular gira no
zentido horarioc com frequéncia angular p ao redor do eixo X A
frequéncia angular o dad a taxa de precessio do eixo X, E=sta
precessic produz a trajetdria helicoidal observada noz tragos
chitidos por chapas foltograficas.

Por outre lado, guando 3 # 0, 2 tem a forma

- -~
— =

£ = [Cw - D + o 4+ ﬁzsenze - &8 a p senfwt + w)]lxz

Cz.a.1%>

b Translagao do ceniro de massa,

A= Egs. (2.2.128) descrevem a rotag3oc do corpo celular em um
referencial em que © centro de massa estid em repouse. O trago
sbzervade na emulsio do filme fotografico, ou em uma imagem
digitalirada obtida de um microscopic Stice de alta resoclugio,
est i azsociado com a translagfo do centro dé massa. As coordenadas
do centro de massa O s30 especificadas pelo vetor posigio x = X éx

I d
+y e + =z e .
¥ =

Desprezando efeitos inerciais, a equagio de Newton do
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movimento &

P+ ?T + ?U =3 (=.2.16

l
—

onde ?u ¢ a forca viscosa a qual, para uma esfera, ¢ dada pela lei

de Stokes (Landau & Lifshitz, 1852:
P = —&nyn RV €2.2.17

N ] _ . . .
onde v & o vetor velocidade cujas componentes s3o x, y e 2. A Eq.

C2.2.18) pode ser reescrita na forma seguinte:

v = v Ccos wt & + sen wt ed + v 4
- i 2 L =
= x e +y9e +zeo (z.z2.182
3 ¥ =
onde v_ = [? | BrinR & v = |? | BrnR.
T T L L

Para obtermos as equagBes do movimento no referencial do
laboratério em forma de componentes, precisamos agora transformar
: . i -+ .
os vetores unitarios {el, €. » Ea} fixos no corpo celular para os
+ -+ + . . .
vetores (e , e, € » fixoz no referencial do laboratdrio e a
® ¥ z

zeqguir igualar as componentes correspondentes. A transformagzo &

dada por (Goldstein, 19802

-+ , i
e = Ccos w cog ¢ — cos 8 sen ¢ seni y2 e
«
-
+ Coos w sen ¢ + cos 6 cos ¢ sen Y e
¥

+ sen yw sen @ é_ (2, 2.18a0

e

= (- sen W cos § — cos 8 sen ¢ cos ¥y é”

r
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+ (- sen y sen ¢ + cos 8 cos @ cos yd e
2

+ cos y sen 6 &_ €2.2.19bd

- -+ -+ -+
e, = sen 8 sen ¢ € — sen 6 cos ¢ e + cos 6 e (2.2.19cD
N Y -4

Assim, substituindo as Egs. (2.2.18) na primeira linha da Eq.

(2. 2.18> e fazendo algumas manipul agBes algébrica=s, obtemos

A
e

x —— o R {ecos ¢ cosCwt + w2 - sen ¢ cos 8 senlfwt + yd)
+ 17 - e of RTIYVE c2. 2. 20ad
- 4
¥y = —=— a R Isen ¢ coslwt + yo + cos= ¢ cozs. 8 senCwt + ywil
- (w7 - 1BrEd o RE1YTF (2. 2. 20bd
. 4
z2 = —= R sen 6 senfwt + yd
+ (o7 - c1es3 o RT1YF c2. 2. 20
onde v° = v; + vi , com v_ = C4-ZoR. A=z equagfez acima deszcrevem

a translagioc do centro de massa.

As Egs. (2.2.12> junto com as Egs. (2.2.202 determinam
completamente o movimento de uma bactéria magnetotictica. Nota-se,
porém, a auséncia das frequéncias angulares 3 e p nas Eqs.
£2.2.20Y. Estas frequéncias nic estic presentes explicitamente nas
equagBes acima devido ac fato de que as forgas que produzem oS
torques associados com 3 € p nio contribuem para a translagio do
centro de massa, isto &, estes torques s3c produzidos por binarios
de forgas.

Noe préximo item dessa seg¢So vamos discutir os casos limites
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do modelo proposto de modo a mostrar sua coeréncia e propésito.

c) Casos Limites

Ci2 o = 0.
Este caso corresponde a uma bactéria magnetotictica que nada
com um flagelo simétrico. As equagties do movimento (Z2.2.122 e

{2.2.2800 reduzem—se ao seguinte conjunto de equagdes:

¢ =0 cz.2.21ad
8 = 3 sen 8 2. 2. 21
v o= -y C2.2.281eD
% = v sen ¢ sen 8 (2. 2.281dD
Q = - v zen 8 cos ¢ 2. 2. 21led
Z = v cos 8 C2.2.211

As equagBes acima podem ser integradas analiticamente e dioc como
resultado uma trajetéria plana. Este caso limite corresponde a um
modelo proposto por G, Bean CEsquivel & lins de Barros, 19886).
Este models prevé o tempo necessarics para dque a ba;téria
magnetotictica alinhe o moments magnético ao campo € o didmetro da
volta em U, Estas quantidades s3o obltidas apds integragio das Egs.
(2.2.212 e levando em conta perturbagcdes térmicas na condicgio

inicial €C(00=8c. O resultado &

: = .SmnR Ln[ ;;“B] cz.2. 220

ik m B T
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= .3
- 8n npR v )
L —E (2. 2.2832

onde tu e L sio © tempo e o difmetro de volta em U,
rezspectivamente, k & a constante de Boltzmann e T a temperatura
abszoluta. Estas férmulas sZo obtidas explicitamente no apéndice B.
Contudo, um pouce de intuigiZc pode nosz ajudar a entender a
procedéneia das férmulas acima mesmo sem fazer um calculo sequer.
SCabemos que o tempo de uma reveoelugloc qualquer ¢ proporcional ao
inverso da frequéncia da mesma. Asszim, comoe a frequéncia 2 esta
associada ao alinhaments do momente magnétice <om o campo, ou
seja, com o torque magnético, devemos ter que o tempo de volta em
u deve ser proporcional a 3 r=8nnR’ mB. O fator de
proporcicnalidade acima vem do fato de que inicialmente o momento
magnético nio pode estar totalmente alinhade com o eixo =z (o gue
corresponde a 8(0)=0) pols nesse caso ja estaria alinhado com o
campo magnético e nio haveria torque sobre o corpo celular. O
argumentce desenvolvido por C. Bean (ver apéndice BJ advoga que o©
movimento Browniano fornece um pequento desalinhamento do momento
magnético de modo gue, inicialmente, a bactéria nunca estaria
completamente alinhada com © campce. Assim, usando-se a teoria
classica do paramagnetismo em temperaturas finitas, podemos
estimar gue Go = C2kT mB> "% e vemos, portanto, que a dependéncia
com a temperatura deve-se A& influéncia do movimento Browniano na
condi¢f@o inicial 6c. A presenga do termo logaritmico & explicada
se lembrarmos gque no sistema de coordenadas utilizado no
referenciz]l do cenire de massa a coordenada 8 possui polos
singulares em O e n: 20 integrarmos a Eg. (2.2.21b3 em € de modo a

obtermos < tempo de volta em U, devemos integrar entre os limites
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8o # O e 1, que & um polo da coordenada 6. Quanto ac dilmetro de
wvolta em U, basta lembrarmoz gque em um movimento curvilineo a
velocidade € dada pelo produtc da velocidade angular pelo raio. A
discussio completa do modelo de C. Bean ¢ dada no apéndice B.

C tempo de wvolta em U dade pela Eq. (2.2.22) pode ser
conzideradc como sendo o tempo de velta em U mesmo no caso em que
a # 0. Isto porque a trajetédria em forma de U dada pelo medelo de
C. Bean & uma trajetdéria média ao redor da qual a trajetdria real
oscila. Assim sendo, usaremos tu como um tempo de referéncia para
o seguinte argumento assimptético que nos sera ttil na anadlise dos
dados experimentais no préxime capitule: quande &t = tu, & pertence

a um pequeno intervale que tem n como um limite inferior ou

zuperior, dependendo do casc. A seolugio da Eq. (2.2.21b) &

6t = 2 arctan[expc,ﬁ’ 2 tan( 82 ]] (2. 2.240
Quando ¢t » ¢t , & tende a n assimptédticamente. Este comportamento &
(W3
devido a presenga da fungic exponencial no argumento da fungdo
arcotangente. Portanto, se {2 ndo ¢ pequeno comparado com o, 4a
contribuicdoc oscilatéria das assimetrias de flagelo € amortecida

pela solugfo ndo perturbada e QO é dada pela mesma expressic que

no caso em que 3 = 0, isto &, Eg. (2.2.140. No casc do modelo de
C. Bean, onde a = 0 e f# # 0, temos N7 = [Cw — D = 4 ﬁzsenzel Loz
para todo t, de medo que para &t 2t , 8 = 71 e, portanto, 0 = w -

il

-2
s
'

As equacBes do movimento s3o as mesmas que as Egs. (2.2.210
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exceto pela Eq. (2.2.21b) que agora €& simplesmente 8 = 0. A
soclugBo ¢ uma linha reta. Esta solugfc simples mostra que uma
bactériia nic-magnetotéactica com flagelo simétirico nada em linha
reta, como era de se esperar. Neste caso temos que Q'= © - p para

todo t.

Ciiid) aa K w — y, 3 = 0.

Este caso corresponde a um limite em que as equag@es do
movimento podem ser integradas aproximadamente usando as
assimetrias do flagelo como uma peguena perturbagdo, isto ¢&,
consideramos o caso limite de uma bactéria nZo-magnetotdctica com
um flagelo quasi-simétrico. Usando uma técnica perturbativa para
equagdes diferenciais ordinarias CArnold, 1973 e apéndice GO,
ocbtemos uma solugBo aproximada gue ¢ uma expansio em primeira
ordem no parimetro oCw - 2 em torne de seu valor nuleo (iste ¢,
em torno da solucZce n¥c perturbadad. As sclugBes aproximadas ho
referencial do centro de massa s3o

a csc Bo

@LED =~ o = 7 senlCw — p2t] ca. 2. 85ad

B + — > feoslCw ~ 2t]1 — 1> C&. 2. 25bD
w - ¥

= A

12

Pt ~ - pt - 2EC B nicw - Ot 2. 8. 83

w - ¥

com condig®es iniciais @¢CO) = w0 = 0 e 8003 = Bo # O.
Substituinde as solucSes acima nas Egs. (2.2.203, fazendo a

meszma aproximagic e integrando, obltenos
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v oo v ol

CtD > — - — coslCw — y2t]
Cw — p2° Cw — 2~
y 2 a R senlCw — dt] C2.2.26a>
3 IV
4 a R 4 o K
wOi2 =~ 3 5 = 7 3 P coslCw yotl

Y Q€5 B2 onlCw = pdt)

Cw — 2~

. [ o c58 Bo cen o ] v 1 ce. 2. 26bd
w -y
201y = 4 a R sen o 4 o B sen Bo coslCw — 3¢]
3 w - 7 3 w -7

- QR zen 8o senlCw — p2t]

Cw - y)z

CE2. 2. 8B

a
+[cosem+_&_—‘zen_ﬂ_]v,,

S
com as condigd@es iniciais xCO0Y=y(0J==2002>=0.

A =olugZo dada pelas Egs. (2.2.28) corresponde ao movimento
helicoidal observado experimentalmente em uma bactéra
n3o-magnetctactica com um flagelo guasi-simétrico. Deve ser notado
gue somente a cocrdenada 8 n3c feoli tomada como sendo nula em {=0.
O motivo para isto € que no sistema de coordenadas utilizado a
coordenada 8 possul singularidade do tipo polo em O e m, conforme

j4 foi comentado na discussdoc do caso limite (0. MNa aproximagZo

ue utilizames no resente item, a contribuicic de o ara 7 &
q
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dezprezivel e obtemos que "> w — p.

Civl 3 « o

Procederemos de maneira semelhante ao caso limite precedente.
Az=im, consideremoz a velocldade angular 6 como uma fungac de 3 e
fagamos uma eXpansdoc em primeira  ordem em 23 (conforme o

apresentado no apéndice CO:

ae

& ~ 6CA=0d + 3~ i

(2.2.287
3=0

De (2.2.21) obtemos gque

t
8 ~ 3 sen[ 8o — o j dt’ senCwt® + w(t’;pR=022 ]

[ae]

- o senfwl + p2 C2. 2. 282

0 primeiro termo na EBEg. (2.2.282) age come um pegqueno fator
perturbative dependente do Lempo porque o seno & limitado e 3 < .
Nezte caso a bactéria nEo execula a volta em U, apesar de estar
=zob influéncia do campo. Isto ocorre porgque o argumento da fungio
sent no primeiro termo da equacio acima nio corresponds ac me=mo
dngulo o 9gqual a diferenciagise no tempo determina a egquagio
diferencial. Este caso corresponde a uma bactéria magnetolictica

com um flagelo muito curto com uma interacdo magnética fraca.

Cvd a «w-— y, = 0.

Meste caso temo= uma bactéria magnetcotietica com um flagelo
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guasi-simétrico. Assim, usaremos como solugdo nIo perturbada a

solugdo das Egz. (2.2.2la-cd, a =zaber, @Ct) = 0, yltd) = —pt e BCLD

CBCt), onde SCBC£D ¢ a solugBo de C. Bean dada pela Egqg.
(2.2.24>. ZSubstituindo esta =solugio nio perturbada na equac3o

{2.2.18b2> e integrando, obtemos a seguinte solucfoc aproximada:
BCLY ~ @ (1) + —  LeoslCw — p2t] — 13 c2.2.29)
CB w o~
Observamos gue € oscila em torno de QCBCtD com uma amplitude

a w—y. Experimentalmente ¢ possivel com base na Eq. (2.2.29) obter

uma estimativa desta amplitude. Pela Eg. (2.2.28) vemos que este

0

aso limite confirma as considera¢Bes feitas no caso limite (12 a
rezpeito do comportamento assimptético de 80t (pelo menos no caso

limite presente). De fato, gquando t 2 tu' Eq. C2.2.23) se reduz a

OCt> = + _~_§+;_ {coslCw - y2t1 — 13 c2. 2. 300

|

uma vez gue GDBCtD T para t 2z t . Assim, vemos que podemos usar

b
t dado pela Eg. (2.2.228) como sendo o tempo de volta em U mesmo
u

gquando o # 0. Temoz também que, para t 2 t , P~ w — p.
ul

32 Generalizaqaes.

O okbjetivo desta se¢ido € dgeneralizar os resultados da ultima
segio. Cs casos a serem con=iderados sFo; uma bactéria
magnetotactica em um campo oscilante, em um campo rotativo e o©

cazso em gue o momento magnético estad em uma direg¢io arbitraria no
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interior do corpoc celular mas, ainda, passandoe pelo centro de
massa.

Também discutiremos como a teoria apresentada neste trabalho
pode ser generalizada para células possuindo cuiras geomeblrias que
ndoc a esférica. Contudo, as formas geoméiricas alternativaz devem
ainda possulir uma simetria axial de maneira que se possa calcular
2 forga, bem como o© torgue viscoso assocliados a geomeiria em
guestido. Comentirics a respeito de geometrias mals complicadas
zser3o feitos.

Hesta segBo também discutiremos como deve ser corrigido o
valor de 3 a fim de se levar em conta uma distribuig¢fio assimétrica
de massa na bactéria. Se a bactéria € considerada esférica, tal
distribui¢iZo assimétrica de massa faz com que o centro de massa
nfo coincida com © centro de simeiria da esfera.

Finalmente, exibiremos equag¢Bes do movimento em que um campo
residual na diregio y € incluido. Esta generalizagZo € importante
sara melhorar a comparagdo com os dados experimentals uma vez que
& muito comum a presenga de campos residuais na dire¢fco y. Estes
campos sic origindrios do préprio microscodpio Cecampos induzidos) e
da prépria Terra Cocampo geomagnélticod. NZo precisamos nos
preoccupar com campos residuais na diregioco = pois estes s3Eo

usualmente bem menores do que o campo aplicado nesta diregio.

12 Campo Oscilante.

Considere—se uma bactéria magnetotictica em um campo externo

da fcecrma

BCtd = — B cos vi & €2.3.10

C
N
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A Unica equagdo gque se altera ¢ a Egq. (2.2.12b) gue torna-se

8 = 2 cos vt sen €@ — o senCwt + yd C2.2.22

m B BnnRB.

(=)

onde 3
Consideremos © caso particular, exatamente =oldvel, em gue o

= 0. HNesse caso, temos que a soluglo é

2 arctdn[exp[—g— sen vt] tan _Se ] {2.3.3>

GCtd =
Eztudemos a scolugdo acima. Primeiramente, devemos notar que guando
¢t —3 oo, 80t nic tende a nenhum limite devido a preszenca da fase
c=cilatdria ne argumento da fungdo arcotangente. Contudo, existem
casos limites gue podem ser conzsliderados. Por exemplo, a
peridiocidade de 8(0t> pode ser guebrada dependendo do valor que se
atribua a wv. Para valores de v em uma certa wvizinhanga de 3
Centenda-se por “"certa vizinhanga™ uma vizinhangca tal gue n3o
quebre a periodicidade de 80122 temos gque 80t = 80 para t = nmunov
onde n € um inteire. Assim, sendo v comparavel a 3, a trajeté;ia
nao plano y= € senoidal.

Ceja tu o tempo de volta em U para uma bactéria com v = 0. Se
tu £ 1.7v, a bactéria guase faz uma volta em U mas, ao chegar a
~ralores de & proxime a 1, esta comega a executar ¢ mesme movimento
partinde de uma condig¢3o inicilal nn - 90 y ©U seja, © sistema
executa wvoltas em U sussecivas, uma apds a outra, em sentidos

cpostos.

Por outro lado, consideremos agora que t &« 1/v. Nesse casoc a
u
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trajetéria colapsa na trajetéria dada pelo modelo de €. Bean. Para
se verificar isto devemos notar que quando t « 1-v, temos que sen
vt 2= vt e a soluglo dada pela Eq. (2.3.3) coincide com a zolugio
de C. Bean dada pela Egq. (2.2 242, Assim, se © tempo de volta em U
tu & muite menor que o tempo de relaxagio 7 = 1-.v, © momento
magnético se alinha com o eixo 2 antes de t ~ 7, isto ¢, antes do
tempo necessario para que a soluglo dada pela Egq. (2.3.3) recupere
zeu carater oscilatério, longe da solugio de €. Bean. Assim, com o
momento alinhado com o eixo z, nenhum torque magnético & possivel
uma vez gque & campo magnético oscila paralelamente ao eixo 2.

Podemos obter uma solugio aproximada da Eq. (2.3.2) no caso
em que o € w — y¥. 0 procedimento ¢ =zimilar aquele usado no caso
limite CvD> da segio precedente. 0O sclugdo ¢ dada pela soma da
solugfo (E£.28.3) com © segundo termoc do lade direite da Eq.
2. 2. 282,

Devemos cbservar que apesar da solugdo (2.3.3) ceolapsar na
solugio de C. Bean se tu « 1-v, isto nf8o implca necessariamente
que quandoe a # O e arbitraric tenha-se, cumprindo-se a mesma
condig¢fo, que o colapso na btrajeldéria perturbada dada pela sclugio

das Egs. (2.2.12) & (2. 2.20) occorra.

CZid Campo EBotative,

Este tipoc de generalizaglio € interessante pois ja foi
abordado experimentalmente (Petermann et al., 18989). Teoricamente
devemos considerar uma bactéria magnetotactica na presenga de um

campo magnético dado por

B = - BCoen vt & + cos vt &2 (2. 3.4
y _

=
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Como m = m éa' podemos calcular o© torgque magnético apds
reescrevermos a Eq. (2.3.40 em termos doz vetores unitarios no
referencial do centro de massa. Para tanto, bhasta usarmos as leis
de transformag3o entre o referencial do centro de massa e o do
laboratério Cou seja, a transformagioc inversa daquela dada pelas
Egs. (2.2.1933. Assim, apds a transformag¢io, Eg. (2.3.4) torna-se
B = - B [sen vt Ccos ¥y sen @ + cos 6 cos ¢ sen yd

+ cos vi sen ¥y sen 8] &

- B Isen vt (- sen y sen ¢ + cos B cos ¢ sen yd

+ cos vt cos y sen G1 3,

- B Ccos 8 - sen 6 cos ¢ és C2.3.4'D

Assim, o torque magnético & dado pela férmula

Z4
i

mox B

m B [sen vi (~ sen y sen ¢ + cos 8 cos ¢ cos yd

+ cos vt cos g sen €] ;1
- m B [sen vt Ccos ¢ sen ¢ + cos 8 cos @ sen 3o

+ cos vi sen Y sen 61 &_ €2.3.5
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As equagBes de Euler para este sistema s3oc

w = - o sen wt — 3 sen vi sen Y sen ¢

+ 3 sen vt cos B cos ¢ cos Y

+ 3 cos vt cos yp sen 8 2. 3.6ad

w = a cos wt - 3 sen vi cos Y sen @

)

- [ sen vt cos @ cos ¢ sen y

- ? cos vt sen y sen B C2.3.6bD

w_ = -y 2.3, 6D

onde W o woe W =30 dados pelas Egs. (2.2.8). Resclvendo as Egs.

-

(2. 3.8> para @, 8 e @, obtemnos as seguinte=z eguagtes:

¢ = cgc 8 [a cosCwt + 2 - [ sen vt sen ¢] C2.3.7ad
e = 3 Ccos vt sen 8 + sen vi cos 8 cos ¢d

- o senCwt + yd Ca. 3.7k
@ = -y + colt 8 [f3 sen vt sern ¢ -~ o cosCwt + ywil 2.3, 7cd

Uma vez que a agico do torgue magnético € produzida por um binario
de forgas, as eguagdes do movimento no referencial do laboratdrio
permanecem as mesmas, ou saja, Egs. (2.2.203. 0 estude analitico
das Egs. (2.3.7) ¢& muite dificil pois, ao contréric do modelo
estudado na s&¢3Zoc =2, o presénte modeloc nBo possul solugdo

analitica exata nem mesmo no casc em que o = 0. Devemos notar gue
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da maneira em que formulamos o problema, as Egs. (2.2.123) s3o um
caso particular das Egs. (2.3.7) pois se fizermos v = O nas Egs.
(2.3.7) recuperamos as Egs. (2.2.12).

Apesar de nZc ser possivel obter uma solugio exata quando o =
O, como nos casos do campo uniforme e campo oscilante, podemos
obter uma sclugic aproximada, sclugio esta valida guando 3 <« w. A
maneira de se obter a solugio & exatamente a mesma que no caso

limite ({7112 da segio anterior. O resultitado &

¢ = 0 2. 3. 8ad
8 =8 <+ —Eurcos 8 - i cosCvt + 8 2 (2. 3.8h2
o v =1 v o
w o= - p t (2. 3.8cD
x =0 (2. 3.8dd
y = - vt zen 80 - (v cos 8O ﬁ/vzb [ cen BD + vl cos 6
- senl{vt + BD)] (2. 3.8ed

3]
!

= —(v 3 sen B /%) [sen 8 + vt cos 6
=] o (=]

- zsenCwt + & D213 (2.3.8f2
=

Mote gque a trajetdria € plana. Contudo, neste limite a trajetéra
resultante nfo & circular. No limite opcéto. isto &, quando 3 » v,
devemos ter um ciclo limite circular no planc y=2. A demonstragio
deste fato & mais complicada pois envolve o uso da teoria
gualitativa das equagbes diferenciais ordinarias. Este
comportamento serid exibido numericamente no capltulo seguinte.
Podemos, porém, tentar justificar isto de forma intuitiva: guando
a frequéncia do campo rotativo, v, € alta, o momento magnético
fica praticamente coincidente com © campo magnéticeo rotative e,

portanto, devemos ter uma trajetdria circular no planoc v=.
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Un detalhe interessante sobre a solug3ic acima é¢ que as Egs.

(2.3.Be-f) podem Ser escritas ma forma

vy = A+ Bt + C senCvt + BDD (2. 3.9a0

= = A" + B t + C senCuvt + 8 2 (2. 3.8b2
Podemos, em principio, obter uma solugZo y = =2 simplesmente
escolhendo os parfmetros de modo tal a ter A = A, B = B’ e C =
C'. Isto implicaria na possibilidade de se ter uma situagBo

completamente absurda sob o ponto de vista fisico, em que para um

certo conjunto de parametros uma bactéria magnetotictica em um

campo rotative mnada em linha reta. Contudo, com uma pequena
4lgebra & possivel mostrar que tal situagfo corresponderia a v = O
e 8 =774, ou seja, y = 2 com a bacléria em repouso em relagio ao

referencial do laboratédrio.

Ciiid Momento magnetico em direcao arbitraria.

Consideraremos, finalmente, o modelo mais geral para o©
movimento de uma bactéria magnetotiactica em um campo externo
constante (o modelo mais geral conéiderado nesta tese, Uma vez que
podemos, em principio, considerar n3o somente © momento magnético
em dire¢io arbitraria com respeito ao eixo X o bem como podemos
considerar que o momento magnético estd em uma posigBo arbitraria
no interior do corpo celular, como j& foli comentado no inicio
desta segiodl. MNeste modelo adimitiremos que o momento magnético £
dado em termos dos seus cossenos diretores no referencial do

centro de massa par
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-+ -+ -+ -+
m=mCcos u e +coswu e + cos U e’ (2.3.10

enguanto que o campo magnético ¢ assumido paraleloc ao eixo z, como

nos casos estudados na seclo 2 deste capitulo, ou =eja,

B =-582é

z

- + -+
-~ B (sen 6 sen y e, + sen @ cos y e_ + cos O eBD

(2.3.110

Da maneira que o campo magnético estid escritoc na segunda linha da

Eqg. (=.3.10>, isto ¢, em termos dos vetores unitarios
referencial do centro de massa, podemos facilmente calcular

torque magnético. Este ¢ dado por

-
N =mx B
1]
-+
= —m B (cos u_ cos 8 - cos u_ sen € cos yd e
+
+ m B Ccos u, cos g - cos u_ sen € sen Y3 e_
-
-
- m B Ccos u,  sen 8 cos p — cos U, sen 8 sen yo e_
C=2.3.120
Com este torque magnético, as equagBes de Euler s3o:
w o= -oa sen wt — 3 cos u_ cos 8 + {3 cos u_ sen 8 cos y

(2.2.12a2

w_ = o cos wt + 3 cos u, cos 8 — 3 cos u_ sen 8 sen y
(2. 3.13bD
w_ = — ¥y — 3 cos u  sen 68 cos Y + 3 cos u_ sen B cen ¥
=1 -

(2.3.13x2
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Resolvendo as equacBes acima para é, é e @, obtemos

é = 3 cot € Ccos U, cos y - cos u, sen ¥
+ o csec B cosCwt + C2.3.14ad

g = {3 cos u, sen & - 3 cos 8 Ccos u,  sen y + cos u_ cos 3
- o senCwt + y2 2. 3.14b>

@ = - 3y + {3 sen € Ccos u_ sen y — cos U, cos wo
- 3 cos 8 cot €8 (cos U, COS Y - Cos u, sen ¥
- o cot B8 cosCwt + wd C2.3. 14D

Nas equagBes acima temos gue dquando u, = O, uo o= oy, = n 2,

recuperamos as Egs. (2.2.122.

Civ) Microorganismos com outras geometrias.

Em principioc podemas considerar geometrias bem complexas para
os microorganismos. Tudo © gue se precisa fazer & calcular as
componentes da taxa de wvariagcSc no tempo do tensor de deformagio,

-

z.. Capéndece A). Contudo, na pratica isto representa um arduoc
)

trabalho mesmo para as geometrias mais simples. For exemplo,

caon=zideremos © caso de uma bactéria com a forma de um elipsdide de

revolugio com semi-—-eixo malor, a, e semi-—-esixoc menor, &, Se o =zixo

maior & colinear com x_, © torque viscoso & dado por
-

ﬁ=—CAwiei+Awe+Bm e D Ca. 3.1
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onde w, v =1, 2, 3 sHo dados como antes pelas Eqs. (2.2.B) e os

coeficientes de viscosidade A e B sio dados por (Berg, 18983)

>
1
r'\
o
*,
Y]
(W)
~
e
Q
w
~
o~
b
|
L

(2. 3. 16ad

€162 n 5 a b° C2.3.16b)

w
n

-

As férmulas acima sXo validas no limite em que o » b,

As equagBes do movimento Egs. (2.2.18) e (2.2.20) permanecem
esgencialmente as mesmas com a diferen¢a de que agora o = N+ 7 A,
£ =m B ~ A e y = Nc /7 B. Modificag¢Ses semelhantes devem ser
feitas para as generalizag¢Bes propostas nesta se¢ido. Nas eguagdes
em que se descreve a transla¢fo do centro de masga, Egs. (2. 2. 202,
devemnos modificar também o coeficiente de viscosidade associado a
translagio. No caso de um elipsdide o coeficiente de viscosidade &
essencialmente o mesme que o de uma esfera de raisc R’ dado por

CLamb, 1932D

R = z— C2.3.17>

com x e o dados por
] o

w0 D
a =T a b o J ﬂdﬁ 2. 3.182
= Ca”™ + XDAUMD

x

o O
dh

o
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com

ACAND = [Ca”™ + 2CBT + Mce” + at7? cz.3.200

0 resultado dado pelas fédrnmulas (2.32.17-19) € valido para gualguer
elipsédide. Para o caso de um elipsdide de revolugdo devemos ter c
= b nas Eg=. (2.3.17-193.

Podemos ainda considerar geometrias tais gue os coeficentes
de viscosidade sejam todos diferentes, ou zeja, um coeficiente de
viscosidade para cada grau de liberdade. Apesar diste poder ser
facilmente introduzido seob o ponto de vista formal, © caleulce dos

respectivos coeficientes & impraticavel nesta situagio.

£v) Correcao devido 5_1 nac-homogenei dade na distribuicao de

Massa.

Devido a prezenga de cristais de magnetita no interior da
célula, a distribuigio de massa na célula e=férica n3io é
homogénea. Isto faz com que o centro de massa nZo esteja no centro
da e=sfera mas & uma certa distaéncia L do centro. Quando isto
ocorre o microorganismo fieca sujeito a um torgque gravitacional.
Até agora nSo incluimos a forga gravitacional na nossa abordagem
porgue esta possui efeilos despreziveis em comparagfo as outras
forgas envol vidas no problema. Mostraremos gue um torque
originario desta forga também € desprezivel guando comparado aos
cutros torques envolvidos no problema. A razfo para se considerar
o efelto do torgue gravitacionél socbre microorgani smos
magnetotacticos nesta tese se deve ao interesse gue este despertia

como um possivel mecanismo de sele¢gEo em certas populagSes de
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microorgani smos ditoz giroctacticoz CKessler, 16884, 19862,
Girotaxia ¢ um tipo de orienta¢Zo produzida peor uma compensaglo
entre o torque viscoso e o gravitacional.

0 torque gravitacional ¢ dado por
N =gl x g €. 3.21)

. . 24 . .
onde 4 ¢ a massa do micreoorganismo, L & um vetor gue liga o ceniro
. . -
da e=fera a um ponto ne interior da mesma Co centro de massad e g
& o vetor aceleracio da gravidade. Podemos assumir sem perda de
—» . -» , b g -+ —
generaldade gue L ¢ colinear com e, ou seja, L = L e_ (n3o
3
exizte perda de generalidade se considerarmos © caso de momento
magnético em diregfo arbitréria no interior da célula. Aszuma gue
-» — . -+ -+ , -+
L & nZc colinear com e_ enguanto que m & colinear com e . Podemos
= =
~ e J 13 i
entSc fazer uma rota¢do de tede o sistema a fim de colocar L
. -+ -
colinear com e e, consequentemente, m pas=a a estar em uma
=1

; = - . + L +
diregZfo nioc colinear com e, caso este tratade em (112D, g € dado

poraz—gé » de modo que

1y - p g L e e
=p§}_sen85—§ C2.3.8a8>
onde é.—. & um vetor direciocnade ac longo da linha de nds dado pela
Eq. _CE. 2.102. O torque acima orienta © microorganisme e &
formalmente idéntico aoc torgque magnético Eq. (2.2.98>. Contudo, sua
contribuigcio & desprezivel face aos outros torques. Pode—se
mostrar com base em dados experimentais que este torgue

contribui com alge da faixa de 10°° rad-ss em uma velocidade
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angular definida por f3* = u g L ~ 8 n 7 r® enquante gue 3

contribui com algo em torno de 10 rad.s.

Cvuid Inclusao de campos residuais.

Assuma gque além do campo magnético aplicado na diregio =2

exista também um campo residual na diregfo y:
B=-8B¢& +p & (2.3.23

nd ] 1
Ezcrevendo o© vetor =) em termos dos  wvetores unitarios do
¥
referencial do centro de massa podemos facilmente calcular o©

N . -+ -
torque magnético Cestamos assumindo que m & colinear com e_ , como

na segio 22:

H =mBsen8 & + m B'lCcos W sen ¢ + cos 8 cos ¢ sen yd 51
n

- (cos 8 cos ¢ cos @y ~ sen Yy sen ¢ én CE2.3. 24>
Cubstituinde a expressHo acima na equagic de Euler Eq. (2.2.12 e
fazendo algumas manipulagfes algébricas semelhantes aquelas da

segdc 2, obtemos as seguintes equagdes:

$ = csc 8 [3° sen ¢ + o cosCwt + ydJ (&.3.858ad
6 =2 sen 8 - 3* cos 6 cos ¢ — o senCwt + Pd 2. 3. &5b)
o= -y ~ cot 8 (3’ sen ¢ + a cosCwt + yd] C2.3. 25

As equagBes no referencial do laboratério permanecem as mesmas.

Note que se nas equagles acima firermos 3° = 0O recuperamozs as Edgs.

ca. 2. 1ed.
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Capftulo 3: Resultados.

2.12 Dados Experimentais.

Por tratar-se de um assunto altamente interdisciplinar e pelo
fato de uma das disciplinas envolvidas ser a biologia, faz-se
necessario comparar e relacionar parmetros do modelo tedrico com
parametros experimentais. Por nio ser uma tese experimental, este
capitule nEoc terid multos dados experimentais, apenas quantidade
zuficiente para complementar a analise tedrica do capitulo
precedente e os resultados numéricos do capitulo presente.

Amostras de bactérias magnetotécticas foram coletadas na
interface 4Agua—zedimento em uma lagoa de &4gua salgada (no caso, a
lagoa Rodrigo de Freitas, Rio de Janeirc, Brasild. As amostras
foram mantidas por aproximadamente duas semanas em laboratdrio sem
uso de nenhum enriguecimente guimico.

As bactérias magnetotacticas foram obsearvadas CoOm um
microscépic &ptico de alta resolugdo com 1luminagioc de campo
e=curco. Para se observar a resposta das bactériaz ao campo
magnético foi usado um par de bobinas de Helnmholtz adaptado ao
microscépio. Estas bobinas fornecem um campo uniforme calibrado.
Campos residuais, como o campo geomagnético ou campos induzidos no
microscedpio, n3o foram compensados pois iste nfo  altera os

resul tados essenciais do trabal ho Se as bobinas S50 bem
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construlidas e bem adaptadas. Fig. 3.1 mostra ezquematicamente a
montagem experimental.

0Oz tracos experimentais que revelam a trajetdria da bactéria
foram obtidozs através de microfotegrafia oSptica de . baixa
exposicio em campo escuro. Esta técnica fornece a trajetdéria da
bactéria no plano de emulsfio do filme, gque €&, por sua Vvez,
azzociado com oz planos yz e xz. A Fig. 3.2 mostra uma das
fotografias em campo escure utilizadas nas medidas.

Os par&metros tedricos estdo conectados com a obzervagao
experimental. Por exemplo, microscopia eletrdnica de varredura, ou
de transmiss3o, atuando em conjunto com a microscopia dptica de
alta resolugic, fornece uma boa estimativa deo raio da bactéria C&
cenveniente usar técnicas combinadas neste caso pols em
microzcopia eletrénica o= micreoorganismos precisam estar fixados
para que a observagio possa ser feita e as técnicas de preparagio
das amostras s3c muito elaboradas. Algumas vezes, isto pode causar
sensiveis alteragB@es nas dimens@es do microorganismo. Assim, a
microscopia optica, apesar de ter resclugio bem inferjior, & capaz
de observar o microorganismo vivo em seu ambiente natural e pode,
nesse caso, funcionar como uma técnica auxiliard. Infelizmente
neste trabalho nic fol feito uso de microscopia eletrdnica e o
raic teve de ser determinado com o auxilic da microscopia Sptica
apenas. Contudo, por esta razdo, cuidade redobrado foi tomado para
se dar umza estimativa razcédvel do raic uma vez gque as equagles do
movimento 3o muito sensiveis a este parametro. Felizmente fomos
capazes de confirmar gque a estimativa do raioc eztava boa pois esta
bactéria jA4 havia sido estudada em um trabalho anterior onde, nio

54 o raic, come também o momento magnético, foram estimados i
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Figura 3.1
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microscopia eletrdnica (Lins de Barros & Esquivel, 1985). Assim
sendo, podemos ficar razocavelmente seguros quanto a eztimativa do
raloc da bactéria.

A andlise da veolta em U nos permite obter um valor médio do
momento magnétice da célula. Isto € conseguido por intermédio da
Eq. (2.2.23) para o difmetro da volta em U Além do raio, s3o
necessarios mais dois parmetros nesta férmula, a saber, o campo
aplicado e a velocidade de migrag3o (a viscosidade n € a da agua,
oo seja, 7 = 0.C1 Poised. O campo ¢ dado pois & calibrado
diretamente pelo pesquisador. A velocidade de migragio que entra
na fdérmula (2.2.230 &€ a projegiico da velocidade instantinea ao
longo da trajetédria nioc perturbada, iste &, aquela dada pelo
modelo de C. Bean (ver capitulo anterior, caso limite Ci33, que no
caso £ precisamente v, - Esta wvelocidade ¢ medida diretanmente
das fotografias e através de imagens de video gravadas.

Cutro parametro importante de se obter experimentalmente & a.
Este esta conectado com a forte ozcilagioc observada na trajetéria
de uma bactéria magnetotactica. Podemos cbter um valor médio deste
parametro considerando porgBes diversas das trajetérias como tendo
umas forma aproximada de uma hélice cilindrica. Assim, consideramos
os passos helicoidals da trajetdria e medimos o &ngule do passo da
hé&lilce Bp. Isto & ilustrado para a trajetédria mostrada na
fotografia da Fig., 2.2 na Fig. 3.32. Podemos relacionar a medida de

Bp com o parmetro a através da seguinte férmul a:

= tan 8 £2.1.12

onde a barra sobre ¢ &ngulo indica um valor médio sobre cs angulos
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medidoz. Como v ¢ relacionado a o por v,o= (432 o R. obtemos

imediatamente que

_ L
o = 1 F C3.1.22

Devemos agora justificar as férmulas acima. v,ooe v s30
componentes de uma velocidade gue precessa no espago & as equagdes
acima referem-se a medidas feitas em um planc. Para se mosirar a
legitimidade da Egq. (3.1.1>, vamos ver como podemos construir um
passo de uma helice através de um retingulo. Considere-se um
retangulo cujo comprimento da base & p e de altura 2nrr. Tracemos a
diagonal deste retangulo e chamemos o &Angulo entre a diagonal & a
base de Qp. Agora deformemos este retingulo de mahéira a podermos
colar uma base na outra formando um cilindro Cou como diriam os
topologistas: indentifiquemos os lados opostos do retangulo com a
mesma orientagZo). A diagonal do retingulo fazr um caminho sobre a
superficie do cilindro que & justamente a trajetdria de um passo
de uma heélice circular de raio r, passo g e angule do passo Qp
(Fig. 2.4). A projegdc deste passo de hélice no plano d& uma
sendide medindc um comprimento de onda. Assim, no caso de termos N
passcs de hélice, temos gue a projegifo desta hélice no planc da
uma sendide contendo N comprimentos de onda. Devemos ent3o mostrar
gue o Angulo entre a reta tangente & sendide no ponto em que a
funcio seno & nula e o eixo horizontal da mesma € Gp, isto &, o©
ingule do passo da hélice. Para tanto, escrevamos a equagio

paramétrica de uma hélice cilindrica circular:

X = 1 cos u C(3.1.3a>
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Y T r sen u (3.1.3b>

]
n

e u s en 3.1.3cD
Do retAngulo da Fig. 3.4 obtemos que
tan Bp 5 — C3.1.4>

A proje¢3oc da hélice no plano yz2 € dada em forma paramétrica pelas
Egs. (3.1.3b-cd. Eliminando o paréametro u destas duas equagfes,

obtemnos

v = 7 sen[.—2 n = ] €3.1.8>
£

que & a equagio de uma sendide. Para encontrarmos a equagio para a
tangente nos pontos onde a Eg. (3.1.5> se anula (basta considerar

as tangentes de inclinaglio positival devemos calcular a derivada

de ¥y com respeito a 2 nos pontos 2 = n p. EntiZo,
dy | _nr 2n =z
a2 | B — cos — Y
ZzZ=nNp Z2=0p
- .ernr (3.1.6D
Jol

Mas,pela Eg. (3.1.42, o resultado acima & precisamente tan Sp,
como queriamos demonstrar.

Para cbtermos &, estamos aproximandoe cada meio cbmprimento de
onda da trajetdria complexa observada pela projegiio no plano da
fotografia de uma hélice cilindrica. Assim, podemos assumir que na

porgio de trajetédrla considerada, o vetor velocidade angular esta
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alinhade ac longo da diagonal do retingule da Fig., 3.4, Isto
Justifica as Eqgs. €3.1.1-2>. Estas férmulas fornecem um método
razoavelmente preciso para se determinar o a partir de algumas
fotografias de campo escuro.

No capitule anterior, mostramos gque quando t % tu, a
frequéncia angular ¢ igual a frequéncia em regime de campo nulo.
Exzte fato nos permite estimar 7. E;ta frequéncia estsi associada
com © ndmero de comprimentos de onda. contidos na trajetdédria
helicoidal. O méteodo de calculo desta quantidade resume-se ao
seguinte: iscla-se a porglo da trajetédria posterior a volta em U.
O tempo de exXposigio desta porgio da trajetdria € aproximadamente
T = ttot - tu , onde oy & o tempo total de expozigio da

fotografia. A seguir, contamos © nimero de comprinmentos de onda

desta porgio, dividimos por 7 =2 multiplicamos o resultado por Zn.

Isto nos did um célculo aproximade do O dade pela Eq.
(2. 2.142.
Assim, se medimoz o e {I', podemos usar a Eq. (2.2.14> para

calcular a f{requéncia de rotagio do flagelo em relagio ao corpo
celular, isto &, w - p:

w -y = e - a5 C3.1.7D

Os parfmetros @ e F ndo podem ser obtidoes separadamente pois, para
tanto, necessitariamos de uma técnica extremamente sofisticada que
nos permitizse "ver" o corpo celular girando, ou seja, uma técnica
que faga algo equivalents a sentar o pesquisador no corpo celular
com um crondmetro na mio. Entretante, gqualquer wvalor pode ser

atribuido a w & a p desde que se mantenha w - §» fixo & p < w. O
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cazo em que w = » & instavel e nZo correspeonde a uma bactéria
real.
Os wvalores médios dos pardmetros relevantes ao modelo

tedSrico s3o:

t = 0.4 seq.

u

I, = 25 um

A
It

1.2 um c3.1.85
m = 2.2 x 10ﬁizemu
=2 2 = 12.8 rad-seyg

2.5 G J

o
Il

a = 133.64 radr-seg
w — ¥y = 175 rad-seg

vooE 128 um-seg

» rs
23 Calculos numericos.

As equagies do movimento foram integradas em um
microcomputador usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Os
parimetros utilizados foram todos obtides experimentalmente da
maneira descrita na se¢lo anterior. Nesta s=se¢is obleremos
resultados numéricos gue dizem respeito ao modelo descrito na
secio 2 do capitule 2. Os resultades numericos referentes as
generalizag®es propostas na segdc 3 do capitulo 2 v3o ser feitos
na seg¢ic seguinte deste capitulo.

A Fig. 3.8 mostra a projegio da trajetdria tridimensional nos
planos xy, vz e xz2. Note que a trajetdria obtida & mais fechada do

que a trajetéria obtida no laboratério. Iste deve-se ao fato de
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ndo estarmos levando em conta oz campos residuals e, assim, o
momento magnético apresenta um alinhamento melhor. Devemos notar
que aproximadamente o mesmo diametro de voltia em U é obtido aqui e
que a frequéncia ' ¢ a mesma também. No planc y= aparece
tracejado a imagem da trajetédria da mezma bactéria dezpida de
agsimetriag flagelares, isto &, a trajetdria do modelo de C. Bean
correspondente. Vemos gque a auséncia dos campos re=ziduals
induzidos nSo produz alteragBes sensiveis.

Fig. 3.6 mostra o comportamento com o tempo dos iLrés angulos
de Euler (@8, ¢, y2. A Filg. 3.Ba esti associada diretamente com a
maneira pela qual o momento magnético celular se alinha com o©
campe =& podemos identificar explicitamente o Lempo de velta em U
Como antes, a curva tracejada representa o resultade dado pelo
modelo de C. Bean. Este grafice mosira que em média os tempos de
volta em U s8%o0o praticamente os mesmos. Nolte que a curva tracejada
corresponde justamente & solug¢fo analitica dada pela Eqg. (2. 2. 243.

Fig. 3.7 mostra a trajetédria da mesma bactléria em canmpo zero.
O movimento helicoidal do centro de massa obtido € modulado por um
outro caminhoe helicoidal com maior comprimento de onda. Um campo
magnético consideravelmehte maior gue © campo geomagnético quebra
esta modul ag8c como evidencia-se na Fig. 3.5. Esta fortie modul agio
reflete o alto grau de assimetria do flagelo da bactéria estudada.
Este comportamento € Lipico em Lodas as baclérias magnetolticticas
observadas. Quando o torna-se pequentc comparado com w o — Y, Aa
modul agEo decresce alté que a trajetéfia atinge a forma aproximada
de uma hélice cilindrica (Fig. 3.8). Este comportamento foi
previsto no capitulo anterior Ccaso limite Ci1i123D.

Fig. 2.8 mostra a trajetdria da mesma bactéria na presenga do
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campoe geomadnético. Neste caso a bactéria nio executa volia em U e
a modul ag3io & distorcida pelo campo. Este compor tamento
corresponde a aquele previstc no caze limite Civd) do capitulo
anterior. De fato, neste caso f37a 2 0.01 que ¢ uma quantidade
pequena para ser considerada em ordens maiores QUe a primeira.
I=zto mostra que nesse caso as assimetrias do flagelo dominam. Por
outro lado, se considerarmos um torque transversal de cerca de um
décimoc do torque medido, obtemos que, no mesmo intervalo de tempo
conziderado na Fig. 2.8, a bactéria comega a executar uma volta em

U (Fig. 3.102.

32> Resultados numériéos para o campo rotativo.

O problema de uma bactéria magnetotéactica movimentando-se em
um campo magnético rotativo foi abordado sob o ponto de wvista
experimental por Petermann e colaboradores (19802, Esta tLécnica
experimental visza a obtengio da velocidade & do momento magnético
da bactéria. Uma bactéria magnetotéctica na presenga de um campo
rotativo executa movimentos circulares (na verdade aproximadamegte
circular. A trajetdria =zeria exatamente circular somente no caso
em que o = 0 e mesmo assim para certos valores da freguégncia do
campo rotativol e uma medida do didmetro médio da trajetdria
circular resultante permite uma estimativa da velocidade de
migragio neste regime. A medida do momento magnético &€ feita com o
microorganisme em questio morto, na presenga do campo rotativeo. A
c&lula, entretanto, possul um momento magnético permanente que

produz a orientagdo magnética observada permitindo, portanto, gque
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o momento magnético seja medido. Como mostram Petermann e seus
colaboradores, ajustando-ze oz valores criticoes do campo e da
frequéncia de maneira a ficarem mutuamente perpendicul ares obiemos

a seguinte férmula para o momento magnético:

m=8nnRkR . B ¢3.3.1)

Passemos agora A integragio numérica das equages do
movimento Egs. (2.2.20) e (2.3.7).

A Fig. €32.11) mostra a trajetdria resultante de uma bactéria
ideal com a =0 e o restante dos parimetroz com valores idénticos
agqueles utilizados na seg¢lo 2. A diferenga & gque agora o© campo
magnhético de 2.5 G gira no planc y2 com uma freguéncia de 20
rads~s. Note gque uma vez gque a = 0 a trajetdéria deve ser plana de
maneira gque basta apresentarmos o plano yz. A trajetdria assim
obtida exibe um padrZo gquasi-peridédico sendo exatamente periddico
caso sejam satisfeitas condig®es para gque a érbita seja fechada.
Eztaz condi¢Bes podem ser rudemente estabelecidas usanhdo uma
analogia do movimento em questfo com a teoria do wmovimento em um
campo central congservative CArnold, 18873, Podemos mapear este
tipe de problema no problema de um corpo ha presenga de um campo
central. Podemos congiderar © centro da érbhita exibida na Fig.
3.11 como referéncia e notar que a érbita oscila entre pontos de
maior aproximagZc do centro (pericentro) e de menor aproximagHo

Capocentro) especificados pelos ralos orbitais r | @ r
main max

respectivamente. Podemcs ent3o, em principio, calcular o angulo @
entre r e r desde gue fagamos © mapeamento entre os dois

min s

sistemas mecinlicos corretamente. A condiglo para que a Grbita seja
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fechada ¢ dada por & = 2 n m/n onde m e n s%o inteiros CArnold,
1987). Note que © fato de termos mapeado o problema de uma
bactéria se movimentando em um fluido viscoso, que € um problema
que parte de hipéteses n3o~conservativas (lembre-se: temos forga
proporcional a velocidadeD, em wum problema conservativo n3o
implica em contradigic das hipdéteses da teoria. O mapeamento é
feito considerando-se apenas © tipo de trajetéria que resulta da
integrag3oc das equag@es do movimento e concerne somente ao tipo de
comportamente da curva. Finalmente, a Fig. 3.12 mostra o
compor tamento com o tempo do Angulo de Euler 8.

A Fig. 2.13 mwstra a trajetdéria de uma bactéria com os mesmnos
parémetros usados anteriormente com a diferenga que a frequécia do
campo rotativo & agora reduzido a metade, ou seja, 10 radss. Note
que esta trajetéria & fechada e circular apds um cerito tempo
limite. A Fig. 3.14 mostra o comportamento de 8 em fungdo do
tempo. Apds aproximadamente O.4 segs. a curva tem um comportamento
linear. A interface entre comportamento linear e o n3o-linear
desta curva indica a transig®o para a érbita circular e,
consequentemente, fechada.

Reduzinds mals ainda a frequéncia do campo rotativo, por
exemplo para B radrss, observamos que a trajetdéria circular é
atingida mais rapidamente e © comportamento & altamente regular
CFig. 3.18). A Fig. 3.16 mostra o comportamento de € em fungio do
tempo que ¢ muito semelhante aquele exibido na Fig. 3.14.

As trajetérias circulares obtidas nas Figs. 3.13 e 3.15 estS3o
associadas & porgfco linear dos graficos de € x t respectivos. As
tangentes das partes lineares dos graficos nas Figs. 3.14 & 3.16

fornecem as freguéncias dos movimentos circulares uniforme
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exibldos nas Figs. 3.13 e 3.15. Denotando esta frequéncia por w_ o
temos W 10.7 rad-s para a trajetéria da Fig. 3.13 enquanto que
para a trajetéria da Fig. =215 temos w_ooox 5.6 radrss. Estas
frequéncias praticamente coincidem com as respectivas frequéncias
de campo rotativo de cada trajetdria. Isto significa que no regime
que estamos discutindo, © momento magnético torna-se praticamente
alinhado com o campo rotativo apédés um certo tempo limite, tlim’ de
mode que este praticamente roda em sincronia com © campo. Este
tipo de regime s¢ acontece se a frequéncia do campo rotativo for
da mesma ordem ou mehor que a frequéncia {3 associada a amplitude

do torgque magnético.

4> Resultados numéricos para o campo oscilante.

Consideremos primeiramente um regime de campo oscilante onde
a frequéncia do mesmo & ligeiramente maior do que a frequéncia
angular 3. Sendo 3 = 12.867 radr s, vejamos come se comporta uma
bactéria magnetotictica para frequéncia de campo oscilante » = 15
rad-z. Quando & =.0 radrss a trajetdria se dé no plano yz e &
mostrada na Fig. 3.17. Note que apesar de termos a = 0O fad/s &
trajetdédria exibe um leve padrio oscilatérie. A Fig., 3.18 mostra o
comportamento do angule de Euler 8 em fungZo do tempo. Usando o
valor medido de o, iste &, o = 133.64 radss, obitemos a trajetéria
mostrada nas Figs. 2.19a, b & c. A Fig. 2. 20 mostra o
comportamento de & em fungfo do tempo associado as Figs., 3.19.

Considerando agora uma frequéncia de campo oscilante v = 5

radss com a = 0 radss, obtemos a trajetédria no plano y2 mostrada
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na Fig. 3.21. Note que para este valor da frequéncia v a bactéria
comega a executar uma volta em U mas na metade do caminho o campo
J4 se encontra completamente invertido e ela comega & migrar na
dire¢&oc oposta. Este tipo de comportamento ocorre periodicamente
como mostra a figura. Este rezultado & coerente uma vez que 1710 =
0.2 5 ¢ jJjustamente metade do tempo de volta em U. A Fig. 3.22
mostra o comportamento de 8 em fungico do tempo para este caso.
Para o = 133.4 rad.s obtemos a trajetéria mostrada naz Figs.
2.23a, bec. AFig. 3.24 mostra o comportaments de & em fungio do
tempo.

Quando a frequéncia do campo oscilante ¢ v = 2.8 radss com o
= 0 radss, a trajetéria plana obtida é€ a da Fig. 3.25. Nesse caso
& bactéria quase chega a executar uma volta em U quando, devido a
oscilag3o do campo, passa a migrar em diregfo oposta. Note gque
agora temos 1.0 = 0.4 = que & justamente o tempo de volta em U
indicando dque faltou pouco para que o alinhamento total com a
diregio de oscilagio do campo se concretizasse., A Fig. 3.26 mostra
o comportamento de 8 em fungio do tempo. O comportamento associado
com o = 133.84 rad/ /= & mostrado nas Figs. 3.27a, b, ¢ e 3.2B.

Finalmente consideremos uma situag3o em gque o© colapsoc na
solugio de C. Bean ocorre. Este & justamente o caso quando » = 1
rad-s com o = 0 radrss. Note que 1/ = 1 = que é& mais do que o
dobro do tempo de volta em U. A Fig. 3.289 mostra a trajetdria
enquanto que a Filg. 3.30 mostra o comportamento de 6 em fungio do
tempo. As curvas mostradas nessas figuras correspondem justamente
aquelas obtidas na integragioc numérica do modelo de C. Bean.
Contudo, dquando a = 133.864 radrss, que & o valor medido de &, n8o

reproduzimos exatamente a trajetdédria mostrada na Fig., 3.5, A Fig.
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3.31 mostra a projeg¥o nos planos ye, x& € xy da trajetdria
tridimensional. A Fig. 3.32 mostra o comportamento de 6 em funglo
do tempo. Note que para t =~ 170 = 1 s, comega a ocorrer uma forte
modul a¢3o oscilatéria da trajetédria. O colapse na solugdo de C.
Bean foi previsto no capitulo 2.

Vamos explorar agora o gque ocorre no limite oposto, isto &,
vejamos como se comporta uma bactéria magnetotactica em regimes em
que v » 3. Os casos de interesse sZo aqueles em que o # O radss. A
Fig. 3.33 mostra a proje¢dio nos planos yz, xz e xy da trajetdria
tridimensional obtida quando o = 133.64 radss e v = 50.B9 rad-s. A
Fig. 3.34 mostra as proje¢des da trajetéria para » = 100 radrss. As
trajetérias mostradas nas Figs., 3.33-34 sZc muitoc parecidas com a
trajetéria obtida para © movimento no campo geomagnético local,
Fig. 3.9. Note gque a forma das trajetérias obtidas s3o
inerivelmente semelhantes & forma da trajetdria exibida na Fig.
3.9. A diferenga deve-se duase que exclusivamente a fatores de
escala. _Isto sugere gue a menos de fateores escala, podemos
possivelmente ajustar os parfmetros a fim de obtermos uma
trajetédria com uma forma praticamente idéntica & forma da
trajetéria da Fig. 3.9, Assim, pode ser possivél utilizar o campo
oscilante em laboratérico para simular o efeite de um campo
geomagnético local ou até mesmo compensa-lo em média junte com
outros campos residuais. Tal procedimento experimental pode ser de
grande valor pois a observagfo de microorganismos magnetotacticos
no campo geomagnético local apresenta sérias dificul dades

experimentais.
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5> Inclusao de um campo residual.

No capitule & obtivemos equagBes onde leva-se em conta a
presenga de um campo residual na diregio y. Estas equag@es quando
integradas numericamente permitem reproduzir melhor a s=situagdo
experimental pois na obtengdo dos dados experimentais os campos
residuais n3o foram compensados. A Fig. 3.35 mostra a projegio da
trajetéria tridimensional nos planos vz, x2 e xy onde o0s
parametros medidos foram usados e considerou-se a presenga de um
campe residual na diregZo y de 0.1 6. Note que a trajetédria
projetada no plano yz s¢ assemelha mais com a da fotografia na

Fig. 3.2.
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Capitulo 4: Conclusao.

Noz capitulos precedentes descrevemoz um modelo ab inittio
para o movimento de uma bactéria magnetotactica onde o movimento
de uma bactéria nZo-magnetotactica emerge como caso particular. O
tipo de abordagem adolado permitiu a descrig3io de um movimento
helicoidal com z=gis graus de liberdade. No que diz respeito aoc
estudo do movimento em si isto constitui um grande avangeo. Muitos
trabalhos anteriores, por intermédio de complicados calculos
hidrodinamicos, =& conzeguiram tratar do movimento helicoidal de
microorganismos com até quatro graus de liberdade e muitas vezes
os cilculos estavam incorretos, como observa Crenshaw (19390 com
respeito ao trabalho de Gray (1955). Crenshaw discute em seu
trabalho o movimentoe helicoidal de microorganismos com guatro
graus de liberdade usando para isto o aparato técnico da geometria
diferencial. Adotando este ponto de vista ele fol capaz de
demonstrar que as equag¢gdes de Gray eram incorretas_

Posteriormente Crenshaw, usando a mesma abordagem apresentada
em sed trabalho anterior, também foi capaz de descrever um
movimento helicoidal com seis graus de liberdade (Crenshaw, 1882,
a2, b e ¢2. A grande wvirtude da série de trabalhos de Crenshaw &
gue =sua abordagem permitiu um tratamento simples do movimento dos

microorganismos.
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Nesta dissertagic também conseguimes tratar do mevimento de
maneira simples usando um ponto de vista diferente do de Crenshaw.
Uzsando o fermalismo da meclnica classica e um minimoe de resultades
hidrodinAmicos fol possivel dar uma descri¢fo clara e precisa do
movimenloe das baclérias. A maneira pela qual o preblema foi

formulade e discutide mostra a superioridade deste 1L1ipo de

tratamento perante as Ltécnicas utilizadas no=s trabal hos
anteriocres. E bem verdade gque muitos trabal hos anteriores
propunham—se a de=zcrever o mevimento de microorgani smosg

arbitrariocs. Entretanto, nenhum do= modelos propostes conseguiu
relacionar L85c bem parémetiros envolvidos na tecria com dados
experimentais. Além do mais, o presente +Lrabalho pode, em
principio, ser generalizado para descrever movimentos de oulros
organismos como, por exemplo, o espermaltozdide. Vellaremos a este
ponte mais adiante.

Come foli visto no capitulo precedente, este modelo permiie
extrair parametros que niEo SEBo diretamente acessivels na
experiéncia, como por exemplo, a frequéncia angular relativa, o -
¥, bem come calcular as fergas e os torques envolvides no
movimento bacteriane, O modele também permite obter informagBes
sobre o comportamento das bactérias magnetotaclticas em campos da
ordem do campe geomagnhélico. Em laboratdério & dificil controlar
taig campos & o medele pode elucidar questBes relacionadas a
eficiéncia bicldgica da resposta magnética em microorganismos
(lins de Barros & Esgquivel, 1987].

Ne capitule anterior mostiramos gue se o flagele é
suficientemente assiméirico, istoe &, se o fibrade flagelar n¥o

possui um nmdmere inteire de ceomprimentos de onda, a bactéria
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magnetotactica ndoc executa a volta em U em campos magnéticos
baixos. Por outro lade, se o grau de assimetria ¢ baixo, a
bactéria magnetotéactica executa a wvolta em U. Os parametros
ocbtidos para as bactérias analisadas em condi¢g®es de laboratorio,
mostra que estas bactérias, de fato, nio executam a velta em U no
campo geomagnético local. Isto pode estar associado com fatores
adaptativos em magnetotaxia. O campo geomagnético orienta a célula
mas nao limita seu movimento, permitinde a bactéria nadar em
qual quer diregdao. Magnetotaxia pode ser relacionada a uma redugio
de possibilidades da dire¢3do do movimento quando o campo esta
presente: se a interagd3oc magnética domina a agio flagelar, o
movimentoe médio ¢ aproximadamente vinculado a uma diregZo
permitinde uma migra¢dc mais rapida. Porém, uma bactéria
fortemente vinculada a linha de campo magnético nada em uma regifo
mais estreita. Isto reduz as chances de se encontrar nutrientes ou
mesmo de se afastar de substanciazs noclivas. Por outro lade, um
flagelo assimétrico introduz uma perturbagio no movimento e
permite a célula nadar em qualquer direcBo e procurar nutrientes
mais eficientemente. Neste sentido, um flagelo com um alto grau de
assimetria pode constituir uma vantagem bioldgica para a bactéria
magnetotactica. Este argumento possuil forte apelo se considerarmos
que hio se sabe ao certo se existem outros mecanismos de
orientagio nas bactérias magnetoticticas. Também n3o se sabe se
ccorre o tumble e este, mesmo ocorrendo, n3oc € capaz de mudar
eficientemente a direglSeo uma vez que os flagelos tipicamente
observados s3o demasiado curtitos. Além do mais, mnesmo  due oS
flagelos fossem longos © suficiente a fim de proporcionar, via

tumble, uma mudanga eficiente de dire¢So, © campo gecomagnético
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trataria de reorienta-la imediatamente, uma vez gue flagelos
longos possuem, em geral, maior simetria e assim, =3o capazes de
produzir um padr3c de movimento mais regular.

0 modelo apresentado nesta dissertaghio mostrou-se facilmente
generalizavel a regimes mais complicados de movimento. No capitulo
2 fizemos uma generalizagio do modelo proposto na segfio 2 daquele
mesme capitule para regimes mais complicados de campos comoe o
campe oscilante e o campo rotativo, sendo este Gltimo de especial
interesse uma vez que j& foi abordade do ponto de wvista
experimental (Petermann et a«al., 1880>. O campe oscilante sera
tratade experimentalmente em um trabalho futuroc. Os resultados
numéricos do capituleo 3 sugerem gue este regime ¢ muito rico em
possibilidades de movimentos indicando que um estudo experimental
detal hado possul grandes perspectiivas.

Dentro da mesma abordagem utilizada no capitule 2. podemos
estudar o movimento de outros microorganismos. Por exemplo,
podemos estudar o movimento do espermatozdide de forma
razoavelmente simples. Se, do mesmo modo que fizemos com o flagelo
da bactéria, desprezarmos a geometria detalhada bem como a
hidrodinamica do flagelo do espermatozdide e considerarmos apenas
seu efeito propulsive scbre o centro de massa além dos efeitos
produzidos pela ondulag3o do flagelo, podemos considerar dJque no
ponto da cabega do espermatozdide onde o flagele se liga
continuamente Clembremos que o flagelo do espermatozédide ¢ como se
fosse uma caudad age uma forga, semelhante a forga transversal no
casc da bactéria magnetotactica, que além de girar em um plano
tangente ao ponto em questFo, também oscila sua amplitude. Este

efeito & devido A propagagfo de ondas espirais através do flagelo.
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Note o contraste deste tipo de forga transversal com aquele da
bactéria magnetotactica: no caso da bactéria magnetotactica a
forga transversal origina-se de uma assimetria no flagelo,
considerado uma estrutura rigida e helicoidal, engquanto que no
caso do espermatozdide, a forga transverszal tem origem nas ondas
de deslocamento tridimensionais que se propagam através de um
flagelo flexivel C(dail origina-se a oscilagfo na amplitude da
forgad.

Podemos, entZo, esbogar um modelo para ¢ movimento de um
espermatozdide que possui equagBes de movimento semelhantes as da
bactéria magnetotactica. Um possivel conjunto de equagBes de
movimento ¢ obtido a partir das Eqgs. (2.2.18) e (2.2.200 se
sybstituirmos o por a cos uat, por exemplo. A fungio oscilante
multiplicando o leva em conta a oscilagfo da amplitude da forga
transver=sal. E claro que a proposta de um medelo simplificado como
ezte deve ter por tras uma série de hipdteses, algumas das quais
pouco triviais do ponto de wvista matemitico. Por exemplo, devemos
assumir que o flagelo ¢ longo quando comparado com as dimensSes do
corpo celular. Isto evita complicagdes como efeitos de borda
devido ac comprimento finito do flagelo bem como efeitos devido a
proximidade da cabega.

Esta tese mostra que a teoria do movimento de microorganismos
ainda tem muita coisa a ser explorada, principalmente no que
concerne ao estudo do movimento de microorganismos
magnetoticticos. Acreditamos que a analize tedrica que foi feita
pode ser estendida de maneira a se considerar outros efeitos. Uma
cuidadosa anilise experimental aliada aos resultados tedricos que

foram obtidos = aqueles gque ainda serfo obtidos com o uso de
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ferramentas matematicas mals seofisticadas C(estas ferramentas
envolvem o uso da geometria simplética e da dimamica dos corpos
rigidos em grupos de Lie arbitrariosd pode vir a elucidar quest@es
que dizem respeito ao comportamento bioclédgico dos diversos

microorganismos que se auto-propulsionam.
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- ~ . .
Apendice A: Elementos de hidrodinamica em baixo numerc de

Reynolds.

Este apéndice visa discutir alguns fatos elementares em
hidrodin&mica relaciocnadeos com esta tese. Como na formagZo de um
fisico moderno esta matéria & pouco vista, este apéndice sera um
pouco mais detalhado que os ocutros,

Existe uma relagfc intima entre a teoria da elasticidade e a
mecidnica dos fluidos no sentido que podemos considerar em um
elemento infinitesimal de um fluide todas as suas deformagdes
possiveis. Por esta razio ¢ conveniente comegarmos estabelecendo o

teorema de Helmholtz (1858):

Teorema. o movimento mals geral de (¥ elemento
suficientemente peguenc de um corpo deformével (isto &, nao
rfgido) pode ser representado como a soma de wna translagao, umet
rotag&o e wuma extensao Cou wma contragao) em tres dire@ges

mutuamente perpendiculares.

Seja P um ponto de um elemento de volume infinitesimal e x, vy
e =z sSuas coordenadas em un sistema retangular e ortogonal com a
origem, O, contida dentro do elemento em guestio. Em um
movimento geral os pontos P e 0 experimentam variacBes de posigio,
as quais denotaremos por &, 7, { e ED, N s (Q, respectivamente.

[=]

Como o elemento de volume considerado & infinitesimal, temos que
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4 az
~ + + UL -
S B 3y Y 3z~ CAl=ad
I M M
Ao + + -
o=, I 3y Y a3z = CAL-bD
ar e af )
L o= (o T ay az CAL-e)
Denotando por o @ os elementos da matriz Jaepbiana do campo
ij
vetorial XCx, ye 22 = &, 7, [2, podemns escrever cada uma das
guantidades o como uma soma de uma parte simélrica, ag_, e uma
1] 1]
parte antisimétrica, aé_, onde
13
a® = Ca.  + a, D-2 CAZ-a)d
1j 1] Jji
aé, = (Ca - a. . 2. 2 C A2-bD

Deste modo, podemos escrever a expansio do campo vetorial ¥, dade
em forma de componentes em (ALY, como a soma de tLrés campos

veltorais, ou seja,

T =7 + Ri + 22 C A3D

=]

O deslocamento ¥ , com componentes ¥ , n e [ , & o mesmo
o o o o

para todos o= pontos P do elemento de volume e &, portanto, uma
translag3o.

J4 o deslocamento ﬁi & uma rotagio pois podemos definir um
velor Angulo $, cujas comnponentes sio dadas pelos trés elementos
independentes da parte antisimétrica da matriz Jacoblana de .

Definindo OF = % = Cx, y, £), oblemos simplesmente gue
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X = ¢ x % CAdD

Assim, o= dols primeiros desl ocamentos considerados
correspondem ao movimento mais geral de um corpe rigide. E bom
frisar que o ngulo 5 definido acima ¢ na realidade uma quantidade
infinitesimal Cem geral, os textos de mecinica classica utilizam
outra notagio como, por exemplo, é$ 2.

Podemos definir a velocidade do elemento de volume, 3, e o
vetor de vértice, @, considerando-se os rezpectivos deslocamentos

ccorrendo em um pequeno intervalo de tempo At, isto &,

<
1l
<
E
o4
Il
E+

At CAGD

ou, em componentes,

F = u At, o= v At, I = w At C AB—ad

¢ = w At, ¢ = w At, ¢ = w At C AB—bD
b

de onde obtemos imediatamente que o vetor de vértice € dado por

- 1 -» —_
D= e Vox v CATD
2
. . . . g
Consideremos agora o terceiro movimento parcial, =, Este

deslocamento ¢ dado pela parte =simétrica do Jacobiano de ¥ que
define a representagio matricial do tensor de deformagfo, Eif

E este tensor que vai diferenciar um corpo rigide de um corpo

deformiavel .
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As consideracBes feitas até agora nos permitem discutir a
viscosidade de um fluido. Usando argumenteos fenomenoldgicos

podemos definir a viscosidade n de um fluido atraves da férmula:

P, = 2 éij C ASD
onde no lado direito da egquagfo acima, a derivada em relagio ao
tempo das componentes do tensor de deformagdo £ define as presstes
viscosas do {luido, pif

Adicionalmente s pressdes viscosas e sUperpostas 4z mesmas,
existe uma pressio uniforme da mesma natureza gque a pressio no
fluido gquando este est4d em repouso. Denotaremos esta gquantidade
por p. Como g ¢ unforme e &€ um escalar, deve ser somada as
componentes diagonais P

A discussZo acima nos permite finalmente apresentar a equagioc

do movimento do movimento de um fluido viscoso:

—g§— + v . V= - Up o+ IV € ASD
A egquagio acima ¢ conhecida como egquagido de Navier-Stokes. A

maneira pela qual se pode estabelecer esta equagdo encontra-se em
muitos livros texto de mecénica dos fluidos C(ver por exemplo,
Landau & Lifshitz €18593). A Eg. CA2) com np = O torna-se a equagio
de Euler para fluidos ideais (isto €, nio viscosos).

A Egq. (A9 esti escrita em uma forma pseudo-vetorial uma vez
gque a defini¢i3oc formal dos operadores I .V e v =9 . Y como
produto escalar ordinarioc entre deis vetores sé n¥o ¢ ambigua em

coordenadas cartesianas. Por exenplo, em um sistema geral de
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coordenadas n3o €& geralmente verdade que, dado o operador ¢ no
sistema de coordenadas em questio, podemos obter o Laplaciano v°
no  mesmo  sistema  de coordenadas  simplesmente multiplicando
escalarmente ¥ por ele mesmo. Assim, na solugio de problemas
praticos onde o use de um sistema de coordenadas gue n%c seja o
cartesiano se mostra mais conveniente, devemos escrever (AQ) em
uma forma vetorial legitima. Iste & feito por intermédio das

i1dentidades:

(v . 9 7 = grad -%— I - F x rot v CALO-ad
v?y = grad div v - rot rot ¥ CALO-bD

A Egq. (AS) & uma eguagldoc nIFo linear gue sd ¢ soluvel em
alguns casos especiais onde considera-se um movimento com algum
tipo de simetria gue simplifique o problema em algum regime
particular.

Un problema que pode ser reselvido &€ o de uma esfera
transladandoe em um fluido viscoso em um regime de baixo nUmereo de
Reynolds. O nimero de Reynolds &€ um paramebiro zdimensional que
dependende do seu valer grande simplificag¢gfo pode ser conseguida.
Vejamos como esta quantidade aparece naturalmente a partir de uma
anadlise dimensiocnal da Egq. CA9>. No membro direito de CADD temos a
densidade do fluido, p, multiplicando termos com dimensdes de
aceleragdes, a saber, V-8t e (Vv . VIV, Se o fluxe de fluido &
suficientemente lento ou, Vequivalentement,e,r se ©o corpo gque se
movimenta no fluido n¥c possui uma velocidade muito alta, podemos

. * = ¥ 1) » r Pyl 3
considerar que L' & estacionario, isto &, nio possul uns
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dependéncia explicita no tempo e, portanto, v/t = 0.

O ocutro termo de aceleragio & dimensionalmente vz/l, onde 1 &
a dimensdo linear de um corpo em movimente no  fluido.
Multiplicando por p temos que o termo inercial é dimensionalmente
da ordem de p v“ /1. Do lado esquerdo temos que o termo de
viscosidade 7 7°Y ¢ dimensionalmente da ordem de n v ~1%. A razio
dimensional entre esses dois termos dia a quantidade X = pvl 7, que
¢ o nimero de Reynolds., Se R « 1, temos que as forgas Vviscosas
dominam as inercials de maneira que podemos legitimamente
desprezar © membro direito da equagfo de Navier-—Stokes o que
constitui uma smplificagio consideravel uma vez que procedendo-se
dessa maneira, a Eq. (AS9) torna-=se uma equagdo linear.

Consideremos ent3c o problema de uma esfera transladando em
um fluido incompressivel em regime de baixo nuUmero de Reynoclds.

Nesse caso a edua¢io de Navier -Stokes &, em forma de componentes,

ap  _ d -
B =y P CAl1=-ad
ar  _ 2 -
5y~ " " Fw CALl-bD
%P = 5 % CA11-cD
az

Unm fluido satisfaz também a equagfo de continuidade:

dp

22—+ divep ¥ =0 CALED

Se a densidade do fluide € uniforme, temos que p pode ser posto

para fora do divergente e que dp-8t = O implicando a condigio de
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incompressibilidade div v = 0. Assim, como a equagZc de
Navier-Stokes pressup@Se uma densidade uniforme Ccaso contrario as
Eqs. (A11)> deveriam incluir derivadas da densidade), Egs. CAl11D
devem ser resol vidas levando em conta a condicio de
incompressibilidade:

du du dw

-+ =
B + Fy 55 O CA13D

Devemos também levar em conta as condi¢gBes de contorne do
problema. Considere que a origem coincide com o centro da esfera
com o eixo =z apoentando em diregZo oposta ao movimento da esfera Co
fluido passa pela esfera na direg3o positiva do eixo 2. Das Egs.

CALEY & CA13) obtemes imediatamente que

Vo = 0 CA14D

Iintroduzinde coordenadas esféricas (r, 6, ¢ da maneira usual,

referindo-se ainda ac centro da esfera, temos gue

cos B = —— CA1SD

Se v denota a velocidade do fluido no infinito, temos gque as

condigBes de contorno zio:

r=: v =v, =0 CAlB-ad

r = oo : vV = v cos 8, v, = - v gsen & CATB-bD
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As solug3o mais geral de (A14D) €& uma superposi¢3o de harmbnicos

. 1 -1~
s¢lidos (isto ¢, fungSez da forma r»° ¥ ou r y » onde Y &
im 1m 1m
um harménico esférico)., Contudo, as condigBes de contorno nos
determinar&c uma, e somente uma, solugio, coma veremoz mals

adiante. Que a socolugloc de (Al4) szsatisfazendo az condigdBes de
contorne CA1B) ¢ Unica decorre do tecrema de existéncia e
unicidade de solugtes da equagio de Laplace (Courant & Hilbert,

19620 . A solugdo de CAl14) gue melhor satisfaz as condigBSes CALB) &
A
p = - —2 cos a CAL7D

onde 4 € uma constante que seri determinada mais adiante.
Devido a simetria axial do problema, a componente v¢ da

velocidade deve ser nul a. Escrevendo CAl2D em coordenadas

esféricas, obtemos que a componente r da velocidade satisfaz a

equagao:
0 37 Criurd 1 ) dur dp
——L —+ - =
re [ 37 sen & 9@ [Se” ® 35 ]] 3r cales

Usando a separagdo de variaveis (sugerida pela forma da condigio

de contorno para vr)
ruv = FCrd cos 8 CALISGD

na Eg. CA18D, obtemos uma equagioc diferencial ordinaria de

segunda ordem para F cuja scluglo geral &

FCrd = — A/ + B r + Cor> € AZOD
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onde a constante A vem da solugloc p que entra na Eq. C(AIBY e B e C
s3do duas constantes a determinar que surgiram da solugBc da

equagio para F. Substituindo CA20D em C(A18), cbtemos

v o= [— CA D vt + B +¢C r—a] cos 6 CAZ21D

r

Agora podemos achar Vg usando a condig¢Zo de

incompressibilidade CA132 em ceoordenadas esféricas. A condigfo de

contorno para esta componente da velocidade sugere a separagfo de

varibdvels Vg = GOr> sen €. Obtemos deste mode uma equag3o para 6
cuja solugio di a solugio para a componente Vg
Vg =[CA/En) rt - B +cCrED r—a] sen & CAZED

Usando as condi¢gBes de contorno CALIGBD vemos que CALG-LD &

cumprida se B = ». Ent3o, (AlG-al) pode ser resolvida para 4 e C e
obtemos
A/ 7y = (32 R v, c=ci2 R w» CAZDD

e, portanto, obtemos finalmente

4
r

v o= 'u[l - (3R/2)r T+ CRB/aJr'S] cos 8 CAZd—a)d

v, = v[—-l + C3R Dyt

o + (R4 r"s] sen © CAZA—bBD

e de acordo com CAZ23) temos gue CA17YD Lorna-—-se
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p:...,_.._nR'U._-—--—_-— CAZ5D

A pressXo hidrodinamica age radialmente. De acordo com CA2ED
sua componente na dire¢3o de =z positive esta na superficie da

R, temos

]

esfera. Para r

u%— N —— cos- 8 C AZED

- p cos 8 5

Integrande sobre a esfera, cujo elemento de superficie & 2nR’sen &

dg, obtemos

TE
I nn Rwv J cos’8 sen 8 d8 = 2 1 7w R v CAZS7D
o .
Para ecaleular as pressSes viscosas, usamos a Eq. CAS8D em

coordenadas esféricas lembrando que a simetria axial do problema
nos deixa apenas as coordenadas r e €. Assim, devemos calcular
apenas a derivada temporal das componentes £, ® fLg do tensor de

deformacio. Temos que, em coordenadas esféricas,

e = Qv C AZ8-2D
rr Ir
au
- _ 1 dvur e 1 _
= €8~ 7 35 + o . Vg CAZB-DbD
Substituindo Egs. (A24> em (AZ83, obtemos
. - 3 v
= = - b
grr O, srs ) z sen & C A28
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e, de acordo com (AB), as pressdies viscosas sHo

3 U

rr Pog = =7 sen 6 : CA3OD

A componente Pg N2 diregioc de z positivo &

Py SET 8 = — RU ser’@ CA31D

que integrado sobre a esfera:

3nnersen28d8=4nnRu ¢ ASED
(@]

Somando a contribuigfo acima com a dada por CAZ27), obtemos a

férmula de Stokes:
D=6mnn Rv CA33D

A férmula acima foi utilizada no capitulo 2, onde considerou—-se
uma bactéria com forma esférica nadando em uma direg3o Voo, O fato
de dque a {fdrmula wutilizada no capitule 2 ter um sinal negativo
¢ facilmente compreendido se notarmos gque na demonstragio da
férmula acima consideramos o movimento do fluido através da esfera
mantendo-a em repouso. A direg3c considerada come postiva & a
direcio do fluxo.

Outra férmula utilizada no capitule 2 & a férmula para o
torque viscoso sobre uma esfera girando unifeormemente em regime de
baixo numero de Reynolds. Devido a simetria do problema usamos

coordenadas esféricas como antes mas, com uma diferenga no gue
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diz respeito a configuragio. Introduzimos coordenadas esféricas
Cr, 6, ¢, tal que r = O coincide com o centro da esfera e 6 = O

com o eixo de rotag3Zo. A velocidade angular & constante e € dada

por 6 = w. Assuma gque o fluido move-se em linhas de corrente
circulares ao redor do eixo 8 = 0O no sentido de ¢ crescente.
Ent3o, v, T o vg T 0O e v¢ = o e devido a condi¢do de
incompressibilidade, gurog = 0, enguanto dvsdr e o968  =3Ao
diferentes de zero. Escrevendo a equagdo de Navier-5Stokes em

coordenadas esféricas e considerando a simetria do problema,

podemos nos convencer apds alguns pequenos cadlculos que

£ = const. CA34D

A equagio diferencial para v e

azg— + 2oV + —£2 azg— + cot © v _ lz—| =0
ar T ar r a6 a6 sen 8
C A3ED
Usando a separag¢io de varidvelis v = € f(rd> g(8), obtemos duas

equacBes diferenciais ordinarias de segunda ordem cujas solugles
satisfazem as condigBes de contorno: f deve se anular no

infinito & g deve permanecer finito para todo 6 « CO,n3. A solugio

&

fCrd =1 %, gC&> = sen © C A3BD

A velocidade &, portanto,
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v =wR r%seneo CA37D

oende o fator € fol escolhide de maneira a ter v = w R sen & na
superficie da esfera.
A Unica componente ndo nula da derivada temporal do tensor de

deformagioc & £ Ezte ¢ dado por

r¢’

: _ 3 3 -3
Er¢ = ~§-R w r sen © CA33D

e, poritanto, todas as componentes da pressio viscosa se anulam

excelo uma:

3 -3
= 3 n wkR r sen & CA3SD
Podemos agora calcular o torque viscoso sobre a esfera:

3
- N=zn R® J P, 4L TR ser®6 do = 8 1 n RS w  CAAOD
(&)

As foérmulas CA33D e (A402 foram usadas no capitulo 2 para o
case de um objeto que se autopropulsiona que, no caso, era uma
bactéria esférica. No modelo proposto assumimos que em condigio de
baixo numero de Reynolds forgas e torques se balangam, isteo &, que
tem—se um regime estacionario. Verifigquemos esta hipdtese no caso
de uma esfera se movimentando em uma dimensio sob a agio de uma
forga F. Em regime de baixo nimero de Reynolds a forga viscosa é

dada pela Eq. (A332 com um sinal negativo. Assim, a equaglio do

movimento &
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F-6nnRv=mnmov CA41)

A =so0lug3o com condigdo inicial w(0) = 0 cm/= &

- T
- e

wCtd CA4ED

1t
A
m
[N
L

onde X = 6 .y Re 7 = m » K Estimemos o tempo necessario para
este objeto atingir o estado estacionario. Usando 7 = 0.01 Poise
{a viscosidade da aguad e o raioc como sendo R = 107% cm (que &
tipicamente © raio de uma bactériad e levando em conta que m =
c4s3> n R® © com o ~ 1 g/cma, cbtemos que 7 = 4.5 x 10°% s. Assim,
um microorganisme esférico propulsionade por uma forga f, com Os
parametros tipicos acima levaria um tempo da ordem de 107°
segundos para atingir a velocidade limite v o= F r K, ocu seja, o©
limite estacicnaric ¢ atingide muito rapidamente. Este fato nos
permite desprezar legitimamente o terme m v na Eq. CA41D.

Para concluir, ¢ bom mencionar que os cialculos acima podem
ser executados para outras geometrias desde que exista uma
simetria. Para calculos de férmulas como as dadas acima s que

para outras geometirias wver por exemplo o excelente tratade de

hidrodinimica de Sir Horace Lamb (19320,
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Apéndice B: Resullados basicos sobre a cinematica dos COr pos

rfgidos.

Neste apéndice estabelecemos algumas férmulas imporitantes da
cinemiatica de ceorpo rigide gue s3o utilizadas neste trabalho.

Disculiremos em primeiro lugar comoe obter a representagio
matricial dos elementos de grupo 50C3D que é€ o grupo das rotagdes
no R®. Os parimetros que delerminam os elementos deste grupo s3o
o Angulos de Euler. Definiremos os angulos de Euler através da
composicio de trés rolagdes sucessivas do sistema de eixos
ortogonais xyz. A Fig. B-1 ilustra as rotagdes. Denoténdo por X' o
vetor coluna obtido pela agZc da matriz de rotagio R no vetor
coluna X onde as componentes de X s8o x, v & 2 ¢ as de X’ =30 x

1

x_ e x_ , lemos gque
z Y

X' = R X CB1D
onde R & dado por

R = ABC CB2D

com
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. Figura B—l
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B = O cos 8 sen @ CB4>
0 ~sen @ cos @
cos yw sen W O
C = - sen y cos O CBED
O 0 1
Fazendo a multiplicag3o matricial, obtemos que os elementos de

matriz de R =350 dados por

Rii = cos W cos5 ¢ - cos @ sen ¢ sen Yy CBB~-ad
Riz = cos Y sen ¢ + cos 8 cos P sen Y C{B6-bD
Ria = sen y sen @ (BS-~cD
Rzi = - sen Yy cos ¢ — cos @ sen ¢ cos Y {BG-~dD
Rzz = — sen w sen ¢ + cos @ cosg cos Y CBB—e)
Rza = ¢cos y sen B CB&—-fD
Raa = sen 8 sen ¢ {B6—g>
Raz = — sen 68 cos @ {B&—-hD
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Rsa = cos B CB6-12
Para obter a transformacfico inversa basta usar o resultade bem
conhecido da Algebra linear de que a inversa de uma matriz
ortogonal Cque ¢ o caso de uma matriz de rotagdod ¢ igual 2 matriz
transposta da mesma CApostol, 1969>. Da transformagio acima segue
imediatamente a transformagio dos vetores unitéarios associados aos
dois sizstemas de coordenadas.

De posse das matrizes de rotagio acima podemos determinar as

-

, -+ b
componentes da velocidade angular O = w, e, + w, e, + W e, ao
=

longo dos eixos X, . X, e X Temos que

», = ¢ e CB7-ad
@ z

B =8 e CBE7-bD
& M

- -

- , -+
onde e, ¢ um vetor ac longo da linha de néds. Para escrevermos w

¢

. R -+ b d -» .
em termos dos vetores unitarios e, » &, € e, devemos aplicar a

. o~ - .

matriz de rotagio R. No caso de Wg devemos usar a matriz de
. -+

rotag3c € enguanto nenhuma transformagdo ¢ necessaria para ww.

Apés transfeormar as Egs. (B72 e somad-las obtemos, em forma de

componentes, o vetor {1

w = ¢> sen 6§ sen yw + 6 cos W CES—-ad
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épéndice C: O modelo de C. Bean.

Neste apéndice formularemos o modelo de Charles Bean. O
nmodeloe & obitido trabalhando-se as Eqgs. (2.2.128bd e (2.2.12¢2 com a
= 0 radrss. As equagfes que devemos resolver SEo:

8@ = 3 sen @ CCl—-ad

- v sen & CC1-bd

.
Il

Comecemos com a Eq. {(Bl-a). Esta equagio ¢ de variaveis separaveis

e portanto a solugZo para o tempo € (a solugio para 68 foli obtida

no capitulae 23

TE
t = pt J a8 cced

A =olugfo da integral acima é lnlitanl68-.23]1 &, portanto, a integral
diverge no limite de integragio superior. No limite de integragio
inferior a integral diverge igualmente se GD = 0. Contudo,
devemos ter 90 # O para que ocorra © torgque magnélico uma vez que
80 =0 corresponde a um momento magnético na mesma diregZc que o
campo aplicado dande um torgque magnético nulo. Mais adiante
mostraremos que, de fato, o angule inicial € sempre diferente de

zero por cauza da agitagBo térmica do liquido. Primeiro vamos

resclver o problema de divergéncia mais imediato que & o limite de
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integrac®c superior. Esta divergéncia & facilmente resclvido se

notarmos que a integral converge se o limite superior ¢ ns2. Por

simetria, o resultado obtido assumindo-se 6 = O é metade do tempo
O

de volta em U, LU- Logo,

" - "ﬁggfi in tan _gﬂ CC3D
onde usamos a expressio explicita para 3.

Vamos agora determinar estatisticamente o angulo BD. Para
tantoe devemos calcular o valor médieo termodinamico da energia
magneética Em = - m. B =mB cos 8. A funglo parti¢gio & obtida
integrando-se © fator de Boltzmann associado a energia magneética

Em em um Angule sdlido d0 = 2n sen O do:

zZCpEo = Jﬂ 2n expl? m B cos 80 sen 8 dO CC4D
0

onde 3 = 1-kT com k sendo a constante de Boltzmann e T =a
temperatura absoluta (n3o confundir este 3 com o 3 da equagio do
movimentol!). Assim, a energia média <Em> ¢ dada por C(lLandau &

Lifshitz, 1880

CE > = — = In Z(3D CCBD
A equaco acima determina o valor médic de cos 6:

<cos &> = cozh[——"f—] - R CCBd

kT mE

A formula acima € conhecida como férmula de Langevin., Para estimar
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BD devemos usar a férmula acima. Para temeperaturas préximas da
tempertatura ambiente, isto &, T = 300 K, temos dque para campos
utilizados normalmente em laboratérioco a condigfo m B « kI se
verifica. Neste caso o wvalor de <{cos 8°> ¢ plto & igual a 1 -

kRT/mB. Isto significa que GD ¢ pequeno e podemos aproxXimar ceos &
(=]

por 1 - 82."'8 de modo dque obtemos
8% = —%5§~ e

Assim, o valor médic aproximado de SD ¢ dado por uma raiz quadrada

médi a:
1.2
6_ = <> & [—%&%*} CCad
Agora, 50/3 ~ CkT72mE>*"% e, uma vez que esta guantidade &

pequena, temos gue tancga/aj a §D/2 que substituindo em CC3D dia

3
_  BmmR EmB
tu = ooy in T cCcad

que ¢ justamente a Eg. (2.2.281.
Para determiparmos © diimetro de wvolta em U, L, devemos
resolver a Eg. (Cl-b). Usando a Eg. ((Cl-a2 na Eg. (Ci-b) e

integrande obtemos
- AL
I dy = — v 3 I ae CC10d

onde L > O. A razZo para a escolha de — L no limite de integrag3o
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superior aco invés de L deve-se ao fato de que como ¢ = 0O, temos
que sen 68 < 0O de maneira que a trajetdria seguird a direglo v
o

negativa, Executando a integragiZo obtemos
8nanav

L = —_— cC115

gque & a Egq. (2.2.232.
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Apéndice D: Teoria de perturbacao para equacges diferenciais

r
ordinarias.

Neste apéndice vamos discutir a técnica de variagZo de
parametros usada nas discussBes dos cases limites Ciiid, Ciwd e
(v) da secBo 2.2 e também nos casos limites considerados na segdo
2. 3.

Ezta técnica &€ legitimada pelo seguinte Lecrema CArnold,

19735:

-+ -+ -+ - ,
Teorema. Se v = vlt, %X, £ & un campo velorial gue depende
. . ~ -+ ~
di ferenciavelmente de um parametiro £ (bem como de L & %2, entao o

valor Zcz: da soluqao da equagao

x = vCt, %, & : CD1d
satisfazendo a condig&o tnictial ECL b = % depende
=] =
di ferenciavelmente de t s X ., tee.
o =]

Apliquemos © tecrema acima tratando perturbativamente a Eq.
(DY com respelto ac parametro &.

Se & & pequeno, podemos escrever dque
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Pelo Ltecrema acima, a socluglc com condigio inicial fixa pode ser

escrita da forma
XC1> = % 4 £ YOO + 0™ ¢ D3
onde ;DCtD ¢ a soluglo da equagio nio perturbada
2= Uk, o CD4d

e §Ct) ¢ a derivada da sclugioc com respeito ao parimetroc £ em £ =

0.
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