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Resumo

Nesta tese estudam-se diferentes aspectos dinamicos e termodinémicos de redes de
neurénios e modelos de vidro de spin.

Os capitulos 1 e 2 sao dedicados a introduzir alguns conceitos gerais sobre redes
neuronais, vidros de spin e propagacao de danos em sistemnas magnéticos, necessarios
para compreender os trabalhos desenvolvidos.

No capitulo 3, estudarmnos a termodinédmica do modelo de Hopfield quando o ntimero
de memorias armazenadas € finito e elas est&o organizadas hierarquicamente em pares:
as duas memdrias de um par estao estatisticamente correlacionadas, enquanto que duas
memorias que pertencem a pares diferentes sdo estatisticamente independentes. Encon-
tramos que, ao introduzir correlagio, surge uma fase a temperaturas intermedidrias na
qual o sistema reconhece os pares mas nao as mernérias individualmente.

No capitulo 4, introduzimos uma generalizagdo do modelo de Hopfield com 1n-
teragoes rnulti-sinapticas entre R neurdnios e com diluigdo assimétrica dos acoplamentos
sindpticos. Encontramos uma equacao de recorréncia para o valor da superposicao en-
tre o estado do sistema e ::ma das memdrias armazenadas, que nos permite estudar as
propriedades de reconhecimento do sistema no limite assintotico ¢ -+ co.

Nos capitulos 5 e 6, estudamos a estrutura do espago de fase, utilizando a téenica
de propagacao de danos, do modelo de van Hemmen de vidro de spin e do modelo de
Hopfield, respectivamente. Mostramos quie existe uma estreita relacao entre os com-
portamentos dindmico e termodinimico. As fases vidro de spin encontradas em am-
bos modelos apresentam um comportamento muito diferente do observado no modelo

Sherrington-Kirkpatrick e emn modelos de curto alcance.



Abstract

We study different static and dynamic aspects of neural networks and spin glass
models.

Chapters 1 and 2 are devoted to introduce some general concepts concerning neural
networks, spin glass and spreading of damage.

In chapter 3, we study the thermodynamics of the Hopfield model when a finite
number of memories is stored in the net, and they are hierarchicaly organized in the
following way: the two memories of a pair are statistically correlated, but two memories
of different pairs are statistically independent. We find that, as correlation is introduced,
it appears a new phase which allows the system to recognize pairs, but not individual
nemories.

In chapter 4, we mtroduce a generalization of the Hopfield model with higher order
interaction and assimetric dilution. We obtain an equation for the ovelap between the
state of the system and a memory, from which we can study the assinptotic behavior
and the recalling properties.

In chapters 5 and 6, we study the phase space structure of the van Hemmen model
of spin glass and of the Hopfield model, respectively, by using the spreading of damage
technics. We find that there exists a close relation between the dynamic and static
behaviours of these sistems. The spin glass phase displays a different behaviour from

that found in the Sherrington-Kirkpatrick and short range models.
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Introducao

Originalmente restrito a neurobiologia, o estudo das fungdes cerebrais tem se tor-
nado nos iltimos anos um campo de interesse para diferentes dreas do conhecimento
cientifico, como fisica, matemdtica aplicada, ciéncias da computagio e engenharia, en-
tre outras. As motivacdes deste estudo sdo igualmente variadas, abrangendo desde a
curiosidade da neurobiologia por compreender o funcionamento do cérebro até o inter-
esse da engenharia em desenvolver sistemas artificiais capazes de reproduzir diferentes

funcdes cerebrais.

O significativo aporte que a mecénica estatistica tem dado nesta drea teve inicto
com o modelo apresentado por John Hopfield em 1982 [1] para anmazenzmento de
padrdes e a posterior generalizagio introduzida por Amit et al. [2] em 1985. Em poucos
anos, tanto o interesse mostrado pela comunidade cientifica como os dtimos resultados
obtidos, mostraram a importancia e transcendéncia destes trabalhos. Apesar de igno-
rarem muitos conceitos biclogicamente importantes e de apresentarem graves limitagdes,

eles representaram sem divida um ponto de partida apropriado para posteriores modi-



ficagoes.

A conexdo entre o problema de memorizagio em redes de neurénios e a mecanica
estatistica pode ndo ser imediata para quem nao estd muito familiarizado com o estudo
da mecanica estatistica de sistemas magnéticos. Por um lado, a estrutura de multivales
do espago de fase encontrada em modelos de campo médio de vidro de spin sugere uma
forma adequada de modelar o processo de memorizagéo associando, por meio de uma
dindmica Monte Carlo, cada uvma das configuragoes de um dado vale com a sua con-
figuragao de minima energia. Assim, o problema de memorizacio resume-se a encontrar
uma forma de garantir que as memorias que se desejam armazenar coincidam ou sejam
muito préximas destes minimos. Por outro lado, a presenca de ruido no processo de
transmissao de informacéo nas células nervosas sugere que a dinamica da rede pode ser
melhor modelada por um processo estocéstico, e n&o por uma dinamica determinista. Os
processos Monte Carlo, comumente utilizados na simulagio de sistemas magnéticos {3]
(em particular em vidros de spin) a temperatura fixa surgem assim como uma forma
simples de modelar a dindmica da rede, onde a temperatura faz o papel de paridmetro de
controle de ruido. Se o sistema pode ser descrito por umn hamiltoniano (como acontece
no modelo de Hopfield), a dindmica com ruido térmico é dominada pela fungio energia

lwre de Helmoliz, sendo portanto possivel estudar analiticamente o comportamento do

sistema.

O modelo de Hopfield de redes neuronais com um grande nimero de memérias ar-
mazenadas {1,2,4] e 0 modelo Sherrington-Kirkpatrick [5] de vidro de spin compartilham
o fato de terem uma estrutura nio trivial do espaco de fase, que estd dividido em vales
ou estados termodindmicos separados entre eles por barreiras de energia que, no limite
termodin&rmico, tornam-se impenetravels para o sistema. Em ambos os modelos esta
estrutura é detalhadamente conhecida a partir de estudos termodindmicos. Qutros sis-
temas fisicos apresentam também espagos de fase igualmente complexos, em particular
alguns autématos celulares e possivelmente vidros de spin de dimensao finita. Uma

forma apropriada de estudar esta estrutura do espago de fase é estudar a propagacio de



danos no sistema, isto €, a evolugao da distancia de Hamming entre duas configuragoes
inicialmente préximas e submetidas ao mesmo ruido térmico. Esta técnica tem sido apli-
cada nos ultimos anos em diversos sistemas magnéticos submetidos a diferentes tipos
de dindmicas Monte Carlo, como por exemplo banho térmico (heat bath) e Glauber [6].
Estes estudos tém o duplo propdsito de determinar, em primeiro lugar, as possiveis
relagoes entre as transigbes dindmicas obtidas por este método e as transigées ter-
modinamicas preditas pela mecanica estatistica e, em segundo lugar, obter informagéao
sobre o espago de fase de sistemas para os quals a termodinamica nao fo1 ainda re-
solvida. O modelo de Edwards-Anderson {7} para vidros de spin constitui um exemplo
destes ultimos modelos: ainda hoje nao é claro se estes sistemas compartilham com o
modelo Sherrington-Kirkpatrick o fato de terem uma estrutura de multivales do espago
de fase. No outro extremo, o modelo de Hopfield representa um raro exemplo no qual a
estrutura do espago de fase, embora complexo, pode ser adequadamente controlada, seja
pelo mimero de memérias armazenadas ou pela correlagio entre elas. Sendo assim, ele
fornece a oportunidade de estudar por um lado, como a propaga¢ao de danos responde

as mudangas estruturais e, por outro, a relagio entre as transigbes dinamicas e estaticas.

Os capitulos 1 e 2 sao dedicados a introduzir os conceitos fundamentais usados
nesta tese e portanto nao apresentam resultados originals, mas apenas uma revisio de

resultados prévios.

O capitulo 1 é um breve resumo dos pontos mais importantes no estudo de redes
de neurénios, com particular énfase na mecanica estatistica do modelo de Hopfield para
armazenamento de padrées. Um estudo completo e atualizado deste tema esta fora
das possibilidades desta tese, e portanto o primeiro capitulo pretende apenas expor ao
leitor, de uma forma simples, como a partir dos principios biolégicos que governam a
transmissdo de informac@o no sistema nervoso, é possivel modelar um sistema capaz
de reproduzir algumas das suais principais fungées, em particular a sua habilidade para

reconhecer padrées armazenados por associagio. Fsta descrigio limita-se ao modelo de

Hopfield na sua versio original [1] (dindmica determinista) e & generalizagéo introduzida



por Amit et al. [2,4] que leva em conta a presenga de ruido na transmissio de informagao.

No capitulo 2 introduzimos o conceito de propagagao de dano em sistemas magnéticos.
Dado que esta técnica originou-se no estudo de automatos celulares [8,9], o capitulo
comecga com uma breve revisao da sua definicdo, para rapidamente passar a descrever
os principais resultados obtidos em sistemas magnéticos usando esta técnica [6]. Como
dois capitulos desta tese estdo relacionados com o estudo de propagacio de danos em
vidros de spin, este capitulo é encerrado com um resumo dos principais resultados obti-

dos com estes sistemas [10,11,12].

Os capitulos 3, 4, 5 e 6 apresentam os trabalhos originais desenvolvidos nesta tese.

No capitulo 3 estuda-se a termodinamica do modelo de Hopfield quando um ntimero
finito de memédrias é armazenado no sistema, sendo que estas memorias estdo hierar-
quicamente organizadas, mas com uina estrutura hierarquica simples: elas sao agru-
padas em pares, sendo que duas memdrias de um mesmo par estdo correlacionadas,
enquanto que duas memorias de diferentes pares sao estatisticamente independentes. E
um resultado ja conhecido no estudo do modelo de Hopfield que a superposi¢io entre
memdrias destrol a estabilidade dos padrdes armazenados, impondo sem davida uma
das maiores limitagoes deste modelo. Foi com o objetivo de contornar estes problemas
que diferentes autores procuraram novas regras de aprendizagem, mais versateis no que
diz respeito a forma na qual podem ser escolhidas as memorias. O enfoque do capitulo
3 foi diferente: estudou-se como a termodindmica do modelo é afetada pela presenga
de correlagiio efetiva entre os padrdes (e nao somente de uma superposigao entre os
mesmos) no préprio modelo de Hopfield. Dado que as interagdes sinapticas no modelo
de Hopfield séo simétricas e a dindmica é governada por um processo Monte Carlo, ¢
possivel imaginar o sistema como descrito por um hamiltoniano H em contato térmico
com um reservatdrio térmico a temperatura 7', onde a temperatura é um pardmtro de
controle do nivel de ruido da rede. A partir do célculo da energia livre do sistema

obtemos as equacdes de campo médio, as quais permitem estudar as propriedades de



reconhecimento do sistema. Encontramos que, além das fases paramagnética (para al-
tas temperaturas) e de reconliccimento (para baixas temperaturas) presentes no caso de
memorias nao correlacionadas, surge uma nova fase para temperaturas intermedidrias

na qual o sistema associa as configuragdes iniciais com os diferentes pares.

No capitulo 4 misturam-se num mesmo modelo dois ingredientes muito importantes
do ponto de vista bioldgico: inieragdes mulii-sindpticas e diluigdo assimétrica. Estes dois
elementos foram estudados separadamente nos ultimos anos e, em particular, a maioria
destes estudos tratou de generalizagoes e modificagoes feitas sobre o modelo proposto
por Hopfield. Interagdes multi-sindpticas provaram ser um mecanismo eficiente para
aumentar a capacidade de armazenamento em redes de neurdnios e, como acontece em
vidros de spin com interagdes multi-spin, levam a transi¢des termodinamicas de diferen-
tes naturezas que as encontradas em sistemas com interagdes entre pares de neurdnios.
Embora possa parecer um ingrediente artificial, estudos biolégicos tém provado que no
sistermna nervoso sao comuns os processos de interagdo entre um axonio e uma sinapse,
os quais podem ser modelados por acoplamentos polinomiais de grau maior que dois nos
estados dos neurénios. Por cutro lado, o conceito de diluigdo assimétrica é sem duvida
fundamental em qualquer sistema que pretenda modelar o sistema nervoso, dado que é
bem conhecido o fato da informagio geralmente ser transmitida em um 1nico sentido nas
células nervosas [13]. Isto que dizer que, dados por exemplo dois neurdnios quaisquer
A e B, se-o neurdénio A envia um sinal elétrico ao neurénio B é pouco provivel que o
neurdnio B envie uin sinal ao neurénio A, € se o envia, a interagfo sinaptica é certamente
diferente. Isto também é verdade para o caso de interagoes axonio-sinapse entre mais
de dois neurdnios. Nés consideramos entdo no capitulo 4 um sistema com interacoes
polinomiais de grau malor que dois nos estados dos ncurdnios, com diluigao assimétrica
das sinapses. Desde que o sistema seja suficientemente diluido, é possivel estudar exata-
mente a dindmica do modelo, e em particular o seu comportamento assintético (¢ — 0o).
Encontramos uma equagao de recorréncia para a superposi¢io entre o estado do sistema

e as memodrias, e a partir dela estudamos as propriedades de reconhecimento do modelo.



Mostramos que estes dois ingredientes ndo somente sao importantes do ponto de vista
bioldégico, mas permitem melhorar a capacidade de armazenamento se comparamos os
nossos resultados com os obtidos para modelos simétricos nao diluidos com interagoes

multisinapticas.

No capitulo 5 estuda-se a propagacao de danos no modelo de van Hemmen [14,15]
para vidros de spin. Como o modelo Sherrington-Kirkpatrick, este modelo proposto
por L. van Hemmen em 1982 é um modelo de campo médio que inclui tanto frustragao
como aleatoriedade nos acoplamentos. A diferenca entre eles reside precisamente na dis-
tribuicao de probabilidade para os acoplamentos. Enquanto que no modelo Sherrington-
Kirkpatrick todos os acoplamentos sdao independentes, no modelo van Hemmen eles
estao fracamente correlacionados. Provamos que a fase vidro de spin deste modelo tem
um comportamento dindmico muito diferente do encontrado no modelo Sherrington-
Kirkpatrick e nos modelos de curto alcance. No capitulo 6 este estudo ¢ estendido ao
modelo de Hopfield. Aumentando o niimero de memdrias armazenadas e introduzindo
correlagio entre elas, estuda-se como a propagagao de danos responde ao aumento na
complexidade do espago de fase. A fim de compreender melhor a estrutura do espago
de fase destes modelos, calculamos diferentes grandezas dinédmicas, como a distédncia de
Hamming dh entre duas configuracdes submetidas ao mesmo rufido térmico, a probabi-
lidade P de que as duas trajetédrias no espago de fase nao se juntem e o tempo médio
necessario para que as duas configurac¢des se tornem idénticas.

Finalmente no capitulo 7 discute-se os principais resultados desta tese e as suas

possives extensoes.ae



Capitulo 1

O modelo de Hopfield de redes neuronais

Durante séculos o cérebro humano tem suscitado a curiosidade e atrajdo a atencao
de pensadores e cientistas de diferentes dreas do conhecimento, na esperanga de poder
compreender os mecanisnos responsaveis por comportamentos tio variados e complexos.
Conceitos tais como memorizagdo, aprendizagem, capacidade de abstracdo, capacidade
de generalizacdo e seniimentos, entre outros, ficaram durante muito tempo fora do
alcance do conhecimento cientifico. Foi neste século, gragas aos grandes avancos na
neurobiclogia e a uma visdo inter e multidisciplinar do problema, que a ciéncia comecou
a compreender os principios bésicos que governam o funcionamnento do sistema nervoso
e, num passo ainda mais audacioso, modelar e construir sistemas artificiais capazes de
reproduzir muitas das opera¢des proprias do cérebro.

Formado por aproximadamente 10'° pequenas unidades (células nervosas ou neurdnios)

que interagem entre si numa intrincada arquitetura de conexdes, o cérebro surge hoje,



aos olhos dos fisicos, como o paradigma de sistema complexo. Segundo este ponto de
vista, a capacidade de memorizar, de aprender, de abstrair e generalizar, entre outras,
sao habilidades obtidas nao somente como conseqiiéncia da especificidade e especiali-
zagao dos componentes do sistema nervoso, mas também a partir do trabalho coopera-
tivo de milhares de neurdnios relativamente simples no que se refere ao processamento
e transmissdo de informacao.

A idéia de que a arquitetura das conexdes entre neurénios é responsavel por muitas
das suas fungdes é antiga na neurobiologia. Em 1949 o neurobiologista Donald Hebhb

escreveu no seu livro “The Organization of Behaviour” [16]:

“When a axon of cell A is near enough to excite cell B and
repeatedly or persistently takes part in firing it, some growth pro-
cess or metabolic change takes place in one or both cells such that

A’s efficiency, as one of cells firing B, is increased.”

Foi no inicio da década de oitenta que a fisica irrompeu definitivamente nas neu-
rociéncias, a partir do trabalho pioneiro de John Hopfield [1], que soube associar os
conceitos neurologicos introduzidos por Hebb a fisica dos materiais magnéticos desorde-
nados. O estudo da termodinamica de vidros de spin tinha levado os fisicos estatisticos
a desenvolverem um grande arsenal de ferramentas matematicas que foram rapidamente
aplicadas com sucesso ao estudo de modelos de redes de neurénios.

Dado que 0 estudo de modelos de redes de neurénios abarca a maior parte do trabalho
desenvolvido nesta tese, neste capitulo vamos apresentar as idéias bésicas necessérias
para modelar estes sistemas. Comeg¢amos discutindo alguns conceitos simples de neuro-
biologia para depois introduzir o modelo de Hopfield e descrever as suas propriedades

malis importantes.

1.1 Elementos de Neurobiologia

Para entender melhor quais séo os ingredientes fundamentais a levar em conta na hora
de modelar um sistema de neurénios, é importante comegar estudando o funcionamento

e as propriedades das células nervosas. FEmbora seja impossivel falar de um neurénio



tipico, podemos distinguir em quase todos eles trés partes bem diferenciadas (indicadas

esquematicamente na figura 1.1) segundo sua estrutura e fungio:

e corpo celular ou soma : contém o nicleo celular € a maloria dos ribossomos,
lisossomos e reticulos endoplasmédticos, e é o responsdvel pelas principais funcdes

metabdlicas da célula;

o dendrites: sdo fibras que partem do corpo celular ramificando-se repetidamente
ao redor do soma. Sdo especializados em receber sinais de células sensoriais ou dos
axonios de outros neurénios. Estes sinais sao convertidos em pequenos impulsos

elétricos que se propagam até o corpo celular.

e axonio : geralmente é uma unica fibra que conduz impulsos elétricos originados
na uniao dele com o corpo celular. A sua longitude pode variar entre 0.01mm e
aproximadamente 1m e o seu didmetro entre 5 € 100 (z = 107®m). O extremo do
ax6nio apresenta pequenas ramificacbes que se conectam com outros neurénios ou
com células motoras. Nas proximidades dos extremos o ax6nio possui pequenas
vesiculas chelas de moléculas neurotransmissoras que, na maioria dos casos, 530

as responsaveis pela transmissao da informagdo entre neurénios.

A membrana que recobre o neurdnio joga um papel fundamental no processo de
transmissao de pulsos elétricos. Na auséncia de estimulos elétricos, é responsdvel por
manter uma diferenca de potencial entre o interior e o exterior do neurénio, conhecido
como potenciel de repouso. A origem deste potencial transmembranar esta na existéncia
de diferencas nas concentragoes internas e externas de fons aos quals a membrana é
permedvel. A concentragio de fons de potassio (IK*) no interior da célula é aproximada-
mente 10 vezes malor que no fluido extracelular, enquanto que as concentragoes de ions
de sédio (Nat) e cloro (C17) séio muito maiores (aproximadamente 25 e 14 vezes respec-
tivamente) fora do que dentro da célula. Estas diferengas sdo mantidas gragas & agho
de proteinas imersas na membrana que transportam ativamente (consumindo energia
celular) estes fons em sentido contrario aos gradientes eletroquimicos. Uma outra pro-

priedade importante da membrana celular é a sua permeabilidade seletiva com respeito
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SINAPSE .
AXONIO

NUCLEO

CORPO CELULAR

DENDRITES

Figura 1.1: Desenho esquemético de um neurdnio

aos diversos tipos de jons. Isto faz com que & membrana tente diminuir as diferengas nas
concentragoes dos diversos lons com diferentes velocidades. Estas duas propriedades,
gradientes de concentracdo de fons e permeabilidade seletiva, levam a uma diferenga de
potencial entre o exterior e o interior da célula de aproximadamente -70 mV, indicando
que, no repouso, o interior da membrana esta carregada negativamente com respeito ao

fuido i0nico exterior.

Cada neurénio recebe estimulos de até 10" outros neurénios. Da mesma forma, ele
ernvia informagao elétrica para um numero similar de neurdnios ou células musculares.
Como foi dito no inicio do capitulo, acredita-se hoje que seja esta arquitetura de conexoes

a responsavel pela maioria das fungdes superiores desenvolvidas pelo sistema nervoso.

A regido onde dois neurdnios interagem ¢ chamada stnapse. Neste ponto. o sinal que
viajou pelo axénio do neurdnio pré-sindptico é retransmitido pela dendnte do neurdnio
pds-sindplico. Existem dois tipos de sindpses: quimicas e elétricas. Nestas dltimas o
pulso eléirico passa diretamente de uma célula para outra e caraterizam-se por uma
malior eficiéncia na transimsséo. Mas a maioria das conexdes entre neuromnlos sdo de
origemn quimica, e nesta tese serdo considerados somente modelos que levam em conta

este tipo de sinapse.
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Axonio do neuronio
presinaptico

Vesiculas Neurotransmissores
sinapticas
Jungao

r\‘\sinéptica

\ - . ’ng\?} \}//’ﬁ

Neuronio

pos-sinaptico Receptores

Figura 1.2: Desenho esquemnético de uma sinapse quimica

A dinamica do processo de transmissao e processamento de informagio pode ser

descrita da seguinte maneira:

1. Depois de processar a informagao coletada pelas dendrites e o préprio corpo celu-
lar. o neurdnio pode-se encontrar em um dos dois estados: ativo ou passivo. No
estado ativo, um sinal elétrico é propagado ao longo do axonio e replicado nas
suas ramificacdes, recebendo todos og terminais aproximadamente a mesma in-

formugio. No estado passivo nao hé propagagao de sinal elétrico.

2. Quando este sinal elétrico alcanga um dos extremos do axdnio, mudangas na per-
meabilidade aos fons de céleio induzem a fuséo das membrarnas das vesiculas com
& membrana celular, liberando-se, assim, moléculas neurotransmissoras na jungao

sinaptica (Rgura 1.2).

3. Os neurotransmissores difundem-se através do melo sindptico até alcangar a merm-
brana da dendrite pés-sindptica (ver figura 1.2), ligando-se aos sitios receptores
dos canais (proteinas transportadoras) da membrana e mudando a sua perme-
abilidade aos diferentes ions, principalmente potéssio e sédio. Esta alteragao na
permeabilidade induz flutuagdes no potencial da membrana (conhecido como po-

tercial pés-sindptico (PPS)), que podem ser tanto positivas (correspondentes a
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estimulos excitatorios) como negativas (correspondentes a estimulos inibitérios),
dependendo do tipo de neurotransmissor e canal receptor envolvidos. Em termos
eletroquimicos, um estimulo excitatorio produz um fluxo de sodio de fora para
dentro do neurdnio pds-sindptico, e um estimulo inibitério produz um fluxo de
potassio no sentido contrario. O primeiro despolariza a membrana enquanto o

segundo a hiperpolariza.

O PPS difunde-se pela dendrite atenuando-se lentamente, até atingir o corpo
celular. A intensidade do sinal que chega ao corpo celular é medida pela eficiéncia

sinéptica, que depende da distincia percorrida e das correntes idnicas induzidas

na sinapse.

Na regido do axdnio adjacente ao corpo celular é computada a soma dos PPS
que chegam das diferentes dendrites, durante wmn pequeno intervalo de tempo.
Se esta soma ultrapassar umn dado himiar préprio de cada neuronio, entdo exis-
tira uma alta probabilidade de ocorrer um desbalanceamento das concentragoes
de repouso de sodio e potassio entre o interior e o exterior da membrana. Em
termos eletroquimicos, produzir-se-a um significativo aumento da permeabilidade
da membrana com respeito aos fons de sédio numa regifo bem localizada, durante
um breve intervalo de tempo e, conseqliientemente, umna entrada de fons de sddio,
levando assiin a uma forte e rapida despolarizagéo (a diferenca de potencial entre
os meios separados pela membrana é agora positiva). Esta mudanga na perine-
abilidade é devida a canais protéicos que ficam abertos ou fechados dependendo
da diferenca de potencial. Quando o potencial atinge o valor de equilibrio do sédio
(o valor de repouso se a membrana fosse somente permedvel ao sodio) estes canais
se fechamn e a permeabilidade da membrana com respeito ao sédio volta ao seu
valor normal. Simultaneamente abremn-se os canais de potdssio dependentes do
potencial, aumentando assim a permeabilidade ao potéssio. Durante este periodo
a mewmbrana € hiperpolarizada, isto €, a diferenca de potencial € mais negativa que
o valor de repouso e alcanca quase o valor de equilibrio com respeito ac potéssio.

Como aconteceu comn o sédio, quando o potencial de membrana atinge este valor,
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os canais de potassio dependentes do potencial fecham-se e a diferenca de poten-
cial entre o interior e o exterior da membrana retorna ao seu valor de repouso.
Esta rapida perturbagao no potencial de membrana é chamada potencial de agao.
As correntes elétricas 16nicas induzem uma despolarizagao nas regioes proximas,
iniciando-se o mesmo processo, agora um pouco mais longe do corpo celular. Desta
forma a perturbagao viaja ao longo do ax6nio, quase sem decrescer em intensidade

e replicando-se nas diferentes ramificagdes do axénio, fechando assim o ciclo.

O tempo tipico requerido para o sinal fechar este ciclo (viajar ao longo do axénio do
neurénio pré-sindaptico, os neurotransmissores se difundirem através da juncgao sinaptica
e alcancarem a membrana poés-sinpatica, e o PPS difundir até o soma do préximo
neurdnio) é da ordem de 2 milisegundos. Apds ter emitido um sinal, o neurénio precisa,
para se recompor, de um tempo da ordem de 2 milisegundos, durante o qual ele nzo é
ativado, independentemente do valor da soma dos PPS’s que alcangem o corpo celular.
Este periodo é conhecido como tempo refratdrio curto.

Finalmente, é importante levar em conta que existem diferentes fatores de aleato-
riedade envolvidos na transmissdo e processamento da informagio. Como ja foi dito,
quando o potencial de agﬁ(.) atinge o extremo do ax6nio, os neurotransmissores armazena-
dos nas vesiculas sao liberados e eventualmente alcangam a membrana pos-sinaptica,
sendo responsaveis pelo PPS que chega ao soma do neurénio pds-sinaptico. E possivel

identificar neste processo pelo menos trés fontes de ruido:
e o mimero de vesiculas liberadas, assim como o seu tamanho, é muito variavel;

s na auséncia de potencial de agio, existe uma probabilidade n@o nula de liberagao

espontanea de neurotransmissores;

e existem flutuagdes no mimero de moléculas neurotransmissoras que atingem a

membrana pds-sindptica e se ligam aos receptores dos canais.

E dificil imaginar que estes fenomenos sejam apenas ruido aleatério. E mais provavel
que eles tenham surgido durante o processo evolutivo, na tentativa de melhorar a

eficiéncia do sistema nervoso como sistema capaz de processar informacio. Se este
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for o caso, € possivel que, ao modelar uma rede de neurénios, a sua qualidade melhore
se estes processos aleatdrios forem levados em conta.

Neste rdapido resumo temos ignorado muitas propriedades importantes das células
nervosas € da arquitetura das suas conexdes, mas uma analise mais detalhada esta fora
dos objetivos desta tese. Para os leitores interessados neste tema, existern importantes

referéncias que fornecem uma descrigdo completa e atualizada {13,17].

1.2 A modelagem de um sistema de neurdénios

Existern muitos exemplos, em mecéanica estatistica de equilibrio e nio equilibrio, de
sistemas que, como o cérebro, sao formados por unidades relativamente simples mas que
ao interagir dio lugar a fendmenos cooperativos nao triviais e de alta complexidade. O
modelo de Hubbard para férmions interagentes na rede [18,19,20], a convecgao de Bénard
em um fluido e o modelo de Ising para sistemas magnéticos sio apenas alguns exemplos
que podem ser citados. O método bédsico para abordar qualquer um destes problemas
do ponto de vista da mecanica estatistica, tanto de equilibrio quanto de nao equilibrio,

pode ser resumido nos seguintes passos:

o identificar os elementos ou unidades basicas do sistema e abstrair aquelas pro-
priedades e quantidades que acreditamos sejam as relevantes para descrever o

fenomeno de interesse;

s determinar ou propor quais sdo as interagdes fundamentais entre os elementos do

sistema;
o determinar e resolver as equagoes;

» para sistemas que envolvem um grande niimero de graus de liberdade é necessario
fazer também uma andlise estatistica a fim de poder predizer propriedades médias

e flutuagoes.

Levando-se em conta que o cérebro é formado por um nimero muito grande de

unidades relativamente simples, que interagem de forma muito especial, apresentando
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comportamentos muito complexos, parece licito tentar modelar algumas das suas pro-
priedades seguindo este roteiro. Vejamos entdo, rapidamente, alguns pontos que sio

considerados fundamentais ao se modelar um sistema de neurémnios:

1. o neurdnio pode estar somente em dois estados: ativo ou passivo;

2. o efeito da interacao de um neurénio sobre outro é determinado pelo carater

inibitorio ou excitatorio da sindpse e pela sua eficiéncia sindptica;

3. cada neuronio escolhe seu estado comparando a soma dos potenciais sindpticos

recebidos com um dado valor préprio de referéncia;

4. existern diferentes efeitos aleatdrios na transmissiao da informagio.

O primeiro ponto sugere que o estado do 1-ésimo neuronio do sistema no tempo ¢
pode ser modelado por uma variavel dinamica tipo Ising Si(t) = £1. Por convengao
assumimos que +1 corresponde ao estado ativo, e —1 ao estado passivo.

O pulso disparado pelo neurénio pré-sindptico j no tempo ¢ — 7 produz um PPS no

soma do neurénio pos-sinaptico no tempo t e pode, por exemplo, ser expresso como:
Vis(Si(t —7) + 1)/2.

Se no tempo f — 7 o neurdnio j estiver no estado passivo, o neurénio i nao receberd
nenhuma influéncia dele, mas se estiver ativado, entdo o estimulo recebido sera Vj;.
O sinal de V;; determina o cardter excitatério ou inibitério (maior e menor que zero
respectivamente) da sinapse, e o seu médulo mede a eficiéncia sinaptica. O caso V;; =0
indica que ndo existe conexfo entre estes neurénios. O pardmetro 7 modela o tempo
requerido pelo sinal elétrico para viajar do soma do neurénio pré-sindptico até o soma
do neurénio pés-sindptico e vamos supor que ele € o mesmo para todas as células. O
estimulo total recebido pelo neurénio 7 no tempo t é simplesmente a superposigéio linear
de todos os estimulos individuais, ou seja:
K

Vi(ty = 3. Vi (St -y +1)/2, (1.1)

i
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" onde a soma ¢ feita sobre os K; neurdnios conectados as dendrites do neurdnio 1. Ele
compara entfo esta soma com o seu préprio valor de referéncia Vg;. Se o estimulo for
igual ou superior a este limiar, entdo o neurénio dispara um pulso elétrico no tempo t.
Se for menor, ele nao dispara. Neste ponto foi suposto que o tempo durante o qual ele
integra os estimulos recebidos é desprezivel se comparado com o tempo 7.

O estado do sistema no tempo t é determinado pelo padrao de atividade da rede, ou

seja, pelo conjunto de estados de cada neurénio:

S = {Sl(t)a 52(t)1 '~-7SN(t) }

Numa primeira aproximagio € licito supor que a evolugao temporal do sistema é gover-

nada por uma dindmica determinista da forma:
Si(t) = sinal (h{t — 1)),

onde h; é a funcdo de ativagao do neurdnio 2, definida como
N
hi(t) = Vi—Voi = > Vi (Si(t) + 1)/2 — Vo
IF#
Mas se pretendemos tornar o modelo mais realista precisamos levar em conta os efeitos
aleatérios descritos na se¢fio anterior. Como a contribuicao de cada dendrite ao potencial
de membrana ¢ uma varidvel aleatéria e dado o grande nimero de dendntes de cada

neurénio, podemos supor que a soma V dos PPS é também uma varidvel aleatéria cuja

distribuicao de probabilidade é dada pela fungdo gaussiana:

Pr(V)= —’Qlﬁ—gz exp{_(—%},

onde 6 é a largura da distribuigio associada as diferentes fontes de ruido do processo e o
valor médio V; é a soma dos potenciais pds-sinipticos dada por {1.1) . A probabilidade
do neurdnio 1 disparar um sinal é dada pela probabilidade da soma dos PPS ser maior

que o seu limiar de referéncia, ou seja

Pr(Si=+1)= /Vm dV P(V) = % (1 +erf (%)) ,

onde erf(x) é a fungdo erro definida como:

2 z 2
)= — dt e,
erf (z) NG fo te
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Da mesma forma
1 Vi~ Vi
Pr(S;=-1)== |1~erf| —= i
r(S. ) 5 er VG

Usando o fato da funcgéo erro ser impar, podemos finalmente escrever:

1 S:’(Li Ll'[)) 1 .S,'h,'
P ) = — —_— W — _—
r(S)_2 1+ erf 57 5 1+4erf 52

Esta ultima expressao pode ser aproximada com um erro menor que 1 % por

P(S,‘): {1+tanh(ﬁ h,S,)} , (1.2)

b |

onde 8 = (24/26)! é o pardmetro de controle de ruido.

Neste ponto, o leitor familiarizado com a mecanica estatistica de sistemas magnéticos
pode perceber a estreita relagio entre este modelo de rede de neurénios e o bem con-
hecido modelo de Ising. Para isto temos simplesmente que associar o estado do neurdnio
com o momento magnético, as eficiéncias sinapticas com as interagdes de troca e o
parametro 7', que controla o nivel de ruido, com a temperatura. A principal diferenga
entre os dois modelos estd no fato das interagdes de troca satisfazerem a terceira lel
de Newton, enquanto que, como ja foi dito, as conexdes sindpticas sio, em geral, as-
simétricas.

Quando se estuda um sistema magnético, o problema consiste em poder descrever
as propriedades do sistema para uma dada topologia e para um determinado tipo de
interagio entre os momentos magnéticos. No caso de uma rede de neurdnios o problema
é o contririo: dado um conjunto de propriedades cerebrais que se deseja modelar,
procuram-se a arquitetura da rede e a forma das eficiéncias sindpticas que permitam o
melthor desempenho do sistema. Dentre as diferentes fungoes do cérebro vamos somente
considerar nesta tese a sua capacidade de armazenar informacio de forma associativa.

Finalmente, antes de nos restringirmos ao problema de memorizacio, € importante
destacar que existem outras alternativas na modelagem de wm sistema de neurénios. Em
particular, uma variante muito hmportante consiste em descrever o estado do neurénio
como uma varidvel continua e supor que a dindmica da rede envolve tempos conti-
nuos (equagoes diferenciais) ou tempos discretos (mapas acoplados). Esta abordagem

do problema supoe que a codificagio da informagio néo é feita somente pelo estado
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do neurdnio, mas pela sua frequéncia de disparo. s sistemas continuos sio muito
importantes e eficientes na modelagem de diferentes propriedades e fungdes cerebrais [21,

87] mas nesta tese estudamos somente sistemas modelados por varidveis tipo Ising.

1.3 O modelo de Hopfield para armazenamento de memédrias

Uma dindamica determinista associada a uma rede de neurénios define um mapeamento
entre as 2 possivels configuragdes iniciais e os atratores. O espago de fase é as-
sim dividido em subconjuntos caracterizados pelo fato de que todas as configuragoes
que pertencem a um dado subconjunto evoluem dindmicamente para um mesmo atra-
tor. O problema de armazenamento de memodrias por associagdo pode ser descrito nos
seguintes termos: dado um conjunto de p configuracdes fixas da rede { £}, &7, ..., v}
(u=1....,p), procuramos um conjunto de eficiéncias sindpticas e uma regra de atua-
lizagao para as variaveis de estado dos neurdnios tals que as p configuragoes escolhidas
sejam atratores da dindmica. A configuracdo inicial é interpretada como um estimulo
externo ao qual a rede é submetida momentaneamente e que contém informacgao parcial
de uma das memoérias. A rede faz automaticamente a associacio entre a configuragao
inicial e o correspondente atrator desde que deixemos o sistema evoluir.

Dentre todos os modelos propostos para armazenamento de memdrias, nenhum teve
tanta repercussio entre os fisicos quanto o modelo introduzido por John Hopfield em
1982 [1]. Ele consiste de N neurdnios, cada um modelado por uma varidvel tipo Ising,
Si(t), que pode tomar os valores +1 e —1, representando respectivamente os estados
ativo e passivo do neurdnio ¢ no instante ¢. Cada neurénio interage com todos os outros

neurénios da rede por meio de wina matriz J, sendo que o sinal do elemento J;; esta

2

associado ao cardter excitatorio ou nibitdrio e o seu modulo & eficiéncia sinéptica.
O estado do neurdnio ¢ na memdria ¢ é uma variavel aleatéria independente £ que

pode valer £1 com igual probabilidade. A prescri¢do para construir a matriz J é:

P

1
Ji; = 7 > Erer, Ji;=0. (1.3)

p=1
A evolugéo temporal do sistema é governada por uma dindmica Monte Carlo segiiencial

4 temperatura nula: a cada intervalo de tempo Af, um unico neurdnio é escothido aleato-
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riamente e o seu estado atualizado segundo a regra:
S,’(t + 1) = sinal (h,(t)) s (14)

onde h;(t) é o campo local ou fungéo de ativagio do neurénio ¢ no instante £, definida
por
h, = Z Ji;i S;.
#
A matriz J e a matriz V para as eficiéncias sindpticas estéo relacionadas da seguinte

forma:
Vii
J,'J' = ?J .

Notemos que ao definir h; ixamos também o limiar de potencial de cada neurénio como

sendo:

N
Vi
Vo,‘ = Z "“zii .
JFi
Segundo a regra (1.4), os pontos fixos da dindmica estdo determinados pela condigao

Sih; > 0 para todo t.

Quando o estado do sistema coincide com uma das memérias armazenadas, por exemplo

a v-ésima, esta condi¢ao pode ser expressa da seguinte forma :

N
Ehi = & 3 Ty &

I

p 1 N
- ey rey

N -1 1 & s
:T'f‘”ﬁZZéiEiéjéj'

P

O primeiro termo ¢ o sinal produzido pelo préprio padrdo v e o segundo é um termo de
ruido devido & contribui¢iio das restantes (p — 1) memdrias. Este ultimo é a soma de
(p — 1)(N — 1) varidveis aleatdrias independentes e no limite N — co é uma variavel
aleatdria com valor médio zero e varidncia (p—1)(N —1) (pelo teorema do limite central).
Levando-se em conta o fator 1/N na frente da soma, podemos aproximar:

(p—1)

glh,ml—}- N .
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Isto quer dizer que, no limite N - oo e p finito, o sinal do campo local é igual ao sinal da
variavel de estado e, portanto, o padriao armazenado é um ponto fixo da dinamica, Mas,
se 0 numero de padrdes armazenados cresce com N, eventualmente o ruido produzido
pelos outros padrées destroi a estabilidade da meméria. Na préxima se¢fio analizaremos

em mais detalhes estes dois casos. Vamos provar agora que a fungao
1 N
E=—3 Z Ji; Si S; (1.5)
g

¢ uma fun¢io de Liapunov da dindmica. Isto é, ela é limitada inferiormente e o seu valor
(funcéo de {S5;(t)}) decresce monotonicamente com o tempo & medida que o sistema

evolul. Seja k o neurdnio atualizado no tempo t e AyE a mudanga em E produzida pela
atualizacao
1 & 1 X
ALE = _ASk(t) 5 Z ka Sj + 5 Z ij SJ‘
iFk 7k

Usando o fato da matriz de acoplamento ser simétrica, podemos reescrever:

N
AE = —ASk Y T S; = —AS) hy.
FEL
Pela prépria regra de atualizagdo, hy > 0 implica AS; > 0 enquanto que hy < 0 implica
AS, < 0. Entdo

AE <D para todo k.

Provar que a fungéo ¢ limitada inferiormente é imediato. O sistema deve entao percorrer
o espaco de fase de forma tal que o valor desta fungio decresga, até atingir um minimo
local. Notemos que para obter este resultado somente usamos o fato da matriz de
acoplamentos ser simétrica, mas néo sua forma particular,

Uma vez definido o modelo, o proximo passo é estudar a sua qualidade. As principais

propriedades que determinam a qualidade do sistema para armazenamento de memérias

SA0 :

* o tamanho das bacias atratoras das memdrias armazenadas, que é uma medida
da minima informacao parcial requerida pelo sistema para assoclar corretamente

uma configuragao inicial com a correspondente memoria;
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¢ a capacidade de armazenamento, definida como a razio entre o nmimero maximo
de memérias que é possivel armazenar, sem que o sistema perca a capacidade de

recuperar os padrbes com um erro pequeno, € o nimero de neurdnios da rede;

e o nimero e as propriedades dos estados espirios dinamicamente estaveis, isto é,
aqueles estados que néo correspondem as memérias armazenadas mas sio criados
pela prescrigdo, Quanto malor o nimero destes estados e o tamanho das suas
bacias atratoras, maior sera a probabilidade do sistema ficar preso em um destes

atratores antes de atingir o atrator correto;
e as restrigoes que possam existir sobre os padroes a serem armazenados;

e o tempo de convergéncia, definido como o tempo médio necessdrio para que o

sistema alcance o ponto fixo de reconhecimento.

¢ a robustez do sistema, definida como a capacidade do sistema de preservar suas

habilidades ainda que a sua matriz de sindpse seja parcialmente danificada.

Os diferentes atratores do sistema podem ser encontrados estudando a evolugio

temporal da distdncia de Hamiming
1 N
AMt) = — S{t) - &
(=55 2 1560 -¢¢

entre um padrio armazenado (no caso o p-ésimo) e o estado da rede. Assim definido,
A* ¢ a fragio de neurdnios da rede em que as duas configuragdes diferem. Mas, como
veremos no proximo capitulo, é mais util trabalhar com a superposigio m, entre o
estado do sistema e o padrio, definida como

1 N

m,(t) = N D ErSi(t).

1=1

A, e m, estdo relacionados pela expressao:

A,u — (1 “2m.u)

O sistema ¢ caraterizado entdo pelo conjunto de p varidveis {m;, ms,...,m,}. Quandoo

sistema atinge um atrator estas varidveis mantém-se constantes no tempo. Se o atrator
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nao tem nenhuma correlagdo com um dado padrio, entdo a sua superposi¢io sera nula.
Se o atrator é préximo de uma memodria, entio a correspondente superposicio serd
proxima de um e as demais proximas de zero, e nés diremos que o sistema associou a
configuragio inicial com esta memodria.

Vamos descrever brevemente as principais propriedades do modelo de Hopfield. Elas
se referem exclusivamente ao limite de redes de tamanho infinito com um ndmero finito

de memorias armazenadas:

¢ 0s p padroes armazenados sdo pontos fixos da dindmica;

o devido a simetria de inversdo dos estados dos neurénios da funcio E, o estado

oposto a uma dada memoria também é armazenado;

e os p padrdes armazenados e os obtidos por inversio sfo os tinicos minimos abso-

lutos da fungdo de Liapunov (1.5);
e as bacias atratoras das memdrias sao muito grandes;

¢ existe um grande nGmero de atratores espirios, os quais apresentam uma super-

posi¢do nao nula com diferentes memdrias;

¢ Uma classe importante de atratores espirios é aquela que envolve uma mesma
superposi¢ao com mais de um padrdo. Eles sao chamados estados simétricos.
Aqueles atratores que tém a mesma superposi¢do ndo nula com um nGmero par
de memorias s&o instaveis, enquanto que aqueles que tém uma mesma superposicio

nao nula com um nimero impar de memoérias sio estavels;

¢ existemn aproximadamente 37/2 estados termodinfmicos simétricos e estaveis.

Apds ter apresentado o modelo de Hopfield e algumas das suas principais pro-
priedades é importante discutir a sua validade como modelo de rede de neurénios.
Levando-se em conta o dito na segdo 1.1, fica claro que certas suposigoes do modelo

ignoram algumas caracteristicas biolégicas:
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e a regra (1.3) implica que a matriz J é simétrica, ou seja, a influéncia do neurénio

¢ sobre o 7 € jgual a influéncia do neurdnio j sobre o 1;
¢ a prion, cada neurdnio pode interagir com todos os outros;

* a atualizagdo seqilencial ndo tem nenhuma justificativa bioldgica.

Embora pouco realistas, estas suposi¢des sio de grande utilidade do ponto de vista
matematico, pois como veremos na proxima segio, elas permitem, ao introduzir ruido no
sistema, usar todas as ferramentas da mecanica estatistica dos modelos de campo médio
para vidros de spin [5,14,15]. Neste sentido, o modelo de Hopfield deve ser entendido
como um excelente ponto de partida para posteriores complicagdes mais realistas. Em
particular, muitas propriedades encontradas neste modelo simétrico, completamente

conectado e sequencial, tém provado ser robustas frente a mudancas na sua definigio.

1.4 O modelo de Hopfield generalizado

Como ja fot dito na se¢do 1.1, o processo bioldgico de transmissido de informagio envolve
diferentes efeitos aleatérios, os quais nos levaram até a expressio (1.2) para a evolugio
dindmica do sistema. Por outro lado, na se¢iio anterior provamos que a fungdo (1.5)
¢ uma funcio de Liapunov do sistema, evidenciando assim a analogia entre o modelo
de Hopfield e os modelos de campo médio para vidros de spin. Estes dois ingredientes
levaram D. Amit, H. Gutfreund e H. Sompolisky [4] a propor, em 1985, uma generali-
zagdo do modelo original que leva em conta a existéncia de ruido. O sistema é descrito

pelo hamiltoniano:
1 N
i3

e a dinamica € governada por um processo Monte Carlo banho térmico a temperatura
finita:
+1 com probabilidade 3i[1 4 tanh (28h;(t
S04 80 - b 41+t (28,(0)]
—1 com probabilidade £[1 — tanh (28hi(t))],
onde J é o pardmetro que controla o nivel de ruido da rede e depende dos diversos

fatores envolvidos no processo sindptico. Por analogia com sistemas termodin&micos §71
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é chamado de temperature generalizade. Notemos que, no limite # — oo, recuperamos
o modelo determinista original. A relacao entre este modelo para meméria associativa
e os modelos tipo Ising para vidro de spin fica agora mais clara.

Dado que o ruido permite ao sistema evoluir sem que necessariamente o valor da
funcdo de Liapunov decresqa, néo existemn mais pontos fixos, Estes sao substituidos por
trajetérias dindmicas que ficam confinadas, apds um certo transiente, ao redor de uma
memoria ou de umn estado espurio, Para estudar este fendmeno calculamos entao a média
temporal das superposi¢des entre o estado e as memoérias. A dindmica usada satisfaz
a condi¢ao de balango detalhado (ver capitulo 2 para uma discussdo mais detalhada),
e portanto, para tempos suficientemente grandes, o sistema visita o espago de fase
segundo a distribui¢do de equilibrio de Gibbs. A sua dindmica é entdo dominada pela
funcio energia livre de Helmholtz e o cdlculo da média temporal pode ser substituide

no equilibrio termodinamico por

1
— BG.
my, = 5 (81):
N &
t=1
onde {...) denota a média térmica.
Amit, Gutfreund e Sompolinsky estudaram a termodinamica de equilibrio de modelo
de Hopfield generalizado em duas situagoes: (1) quando um nimero finito p de memédrias
ndo correlacionadas é armazenado e (11) quando este ntmero cresce linearmente com

o tamanho da rede (p = alN). Dedicaremos o final deste capitulo a descrigio dos

principais resultados obtidos por estes autores [2,4].

1.4.1 Armazenamento de um nimero finito de memérias

Comegamos calculando a energia livre por neurdnto para uma dada realizagao da desordem:

F(Bamy, {75)) = —g} 128, {7:)),

onde Z ¢é a fungfio de partigio definida por:

N
Z(B{Ji}) =Tr exp(=pH) ="Tr exp (gzjﬁ&sj) -

i.]
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Substituindo a expressio de J;;, calculando cuidadosamente o trago e tomando o limite
termodinamico N — oo mantendo p finito, obtém-se finalmente as equacdes autocon-

sistentes para as superposigoes m,,:

= {{{" tanh ﬂZ my £ 1))

e a expressio para a energia livre:

f(B % E_: — —((ln2cosh o) Z: mu £ 1)),

onde ({...}) denota a média na desordem. No préximo capitulo deduziremos explicita-
mente estas relacoes.
Amit et al. [2] estudaram detalhadamente as solugdes destas equacdes, e os resultados

principais obtidos sao os seguintes:

e Para T = 7' > 1 o comportamento dinamico é ergddico e, portanto, os valores
médios das superposi¢des com os padrdes armazenados sio nulos. Por analogia
com os sistemas magnéticos chama-se esta fase de paramagnética. Isto quer dizer
que, para nivels suficientemente altos de ruido, o sistema ndo é capaz de reconhecer

as memorias.

e Fm T, = 1 o sistema sofre uma transicao de fase de segunda ordem para uma
fase ndo ergddica, na qual existern 2p estados termodinamicamente estdveis e
degenerados, que correspondern a uma superposicao nao nula com uma nica
memdria ou anti-memoria (configuracio oposta a uma memoria). Estes estados

siao chamados de estaedos de reconhecimento.

o No intervalo 0.46 < T < 1 os estados de reconhecimento sdo os unicos estados
termodinamicamente estdveis. Embora neste intervalo a superposigao com as
memdrias ndo € proxima de 1 (o sistema reconhece com muito erro), o ruido

suprimme os estados espirios encontrados em T = 0.

e Em T = (.46 surgem estados simétricos espurios dinamicamente estaveis. Eles

correspondem a uina mesma superposi¢do nfio nula do estado termodindmico do
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sistema com trés memorias. A medida que o nivel de ruido decresce, aparecem
outras solugdes correspondentes a uma mesma superposigio ndo nula com um
numero impar de memorias. Quanto malor € o nimero de membérias envolvidas,

menor a temperatura na qual elas aparecem, e malor e a sua energia livre,

* Em todo o intervalo 0 < T < 1 as solugbes de reconhecimento sao as de menor
energia. Embora surjam outras solugdes, o sistema nfo sofre entao outra transigao

de fase termodinamica.

e Existemn também solugdes das equagdes de campo médio que correspondem a uma
mesma superposigao nao nula com um nimero par de memdrias, mas elas sao

sempre termodinamicamente instaveis.

e Além das solugBes espirias simétricas, existern solugdes mals gerais que envolvem
diferentes superposi¢oes com diferentes memorias e sao chamadas de solugdes as-

simétricas. Elas tém sempre energia maior que as solugoes de reconhecimento.

Resumindo, a solugdo do modelo generalizado mostra que a presenga de ruido, além
de ser um ingrediente biolégico experimentalmente verificado, é muito importante como
mecanismo capaz de suprimir estados espurios que atrapalham o processo de reconhe-
cimento. Mas, por outro lado, tanto na construgio de circuitos como na simulagio
numérica, esta classe de sistemas é extremamente mais complicada de tratar do que o

modelo Hopfield determinista originalmente proposto.

1.4.2 Armazenamento de uin ntimero extensivo de memdrias

O armazenamento de um ntmero extensivo de memdrias implica em complicagdes
adicionals quando comparado com o caso anterior. Isto porque a condi¢io de auto-

mediacao:

2| -

N
D (€l & (g€l €M)

usada para calcular a fungdo de parti¢io no caso p finito é vélida somente se 27 << N [23].

Mas quando queremos estudar a termodinamica no limite N — oo e p — oo com
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a = p/N constante, esta condigio ndo é mais satisfeita. A energia livre por neurénio é

dada por

£(8) = = Jim 7 {(in2)),

e o calculo do valor médio do In Z é muito complicado. Uma forma de contorna-lo é

usar o truque de réplicas [5], que permite calcular esta média a partir do célculo exato

de {{Z™}) usando a seguinte relagio:

{(InZ)) = lim lim Wz -1

n—+0 Noo 1

{{(Z™), quando n é um inteiro positivo, é a fungao de partigio de um conjunto de
n réplicas exatas nao interagentes do sistema. Usando este método, Amit et al. [4]
calcularam, em 1985, a termodindmica do modelo de Hopfield generalizado para valores

arbitrarios de a. Para T = 0 os principais resultados encontrados foram:

s Existe um intervalo de valores de & no qual o sistema reconhece eficientemente
as memorias armazenadas, ou seja, existem estados metaestdveis que tém uma

superposi¢ao néo nula com um unico padrdo cuja bacia atratora é muito grande.

¢ A maxima capacidade de armazenamento depende da precisdo exigida no reco-
nhecimento. Se requeremos que a recuperagio seja perfeita, entac o nimero de
padrées armazenados tem que ser menor que N/2In N. Mas, se é permitido que
o atrator tenha uma pequena fra¢io de neurdnios desalinhados com a memdria
armazenada, entdo o nimero de memdrias pode crescer linearmente com N desde
que

o < a, ~ 0.138.

Neste valor critico, a superposi¢io com uma memdéria é aproximadamente (.97, o

que corresponde a um erro menor que 1.5%. Para valores de a maiores, as solugoes

de reconhecimento desaparecern abruptamente e o sistema perde a capacidade de
E P P

reconhecer as memorias.

o Para 0.03 < &« < 0.138 as unicas solugdes que existem séo as de reconhecimento e

solucdes vidro de spin.
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Figura 1.3: O diagrama de fases do modelo de Hopfield no plano T vs o obtido por Amit et al.

¢ Para a > 0.051 o minimo global corresponde as solugdes vidro de spin enguanto

que. para a < 0.051, corresponde as 2p solugdes de reconhecimento.
¢ Para a < 0.03 surgem solugoes espiirias misturando diferentes memorias.

¢ Em a = a, os estados de reconhecimento desaparecem abruptamente.

Quando o sistema é submetido a ruido térmico, eles encontraram os seguintes com-

poriamentos:

o Existem solugdes de reconhecimento desde que T < Tx{a). Esta temperatura

decresce monotonicamente desde T =1 (para a = 0) até T = 0 para (a = a.);
¢ o sistema apresenta também uma fase vidro de spin;

e as solugdes de reconhecimento desaparecern descontinuamente mas a descontinuidade

¢ menor & medida que o nivel de ruido aumenta.
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Na figura 1.3 apresentamos o diagrama de fases separando os diferentes regimes no
plano T vs a [4]. Nas regides A e B, o sistema é capaz de armazenar um nimero
extensivo de memorias. Fora desta regifo, o sistema perde esta habilidade: na linha
critica as superposi¢oes caem abruptamente a zero, exceto no eixo T onde a transicao
é continua. Na regido C o sistema é um vidro de spin. Existem muitos minimos mas
nenhum correlacionado com os padrées. Aumentando o ruido térmico, entramos na
regiao D (paramagnética) onde o sistem é ergodico. Nas regides A e B, existem solucoes
proximas das de reconhecimento e vidro de spin. Na regido A, as primeiras sio os
minimos globais, enquanto que, em B, estes minimos correspondem as solucdes vidro
de spin. Para valores suficientemente pequenos de T e o, existern também solugdes
simétricas correlacionadas com um ntiunero impar de memorias.

Neste capitulo pretendemos apenas introduzir os conceitos fundamentais e os prin-
cipais resultados obtidos com o modelo de Hopfield. A partir do modelo original e das
extensoes introduzidas por Amit et al., uma grande quantidade de trabalhos dedicaram-
se a completar este estudo e, principalmente, a tentar superar suas limita¢des. Dentre
estas limitacées, aquela que se refere ao fato das memdrias serem varidvels aleatérias nio
correlacionadas merece particular interesse €, no capitulo 3, abordaremos este problema
em particular. Para aqueles leitores interessados em trabalhos de revisdo, os livros Mod-
eling brain function de D. Amit [23] e Introduction to the theory of neural computation
de H. Hertz, A Krogh e R. Paliner [24] apresentam uma descri¢io completa e atualizada

dos principais avangos da mecanica estatistica na area de redes de neurénios.
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Capitulo 2

Propagacao de danos em sistemas

magnéticos

Neste capitulo introduzimos o conceito de propagagio de danos e os resultados mais
importantes obtidos nos dltimos anos. Esta técnica, originalmente usada para estudar
a estrutura do espaco de fase de sistemas complexos, como autéomata celulares e redes
de neur6nios assimétricas, entre outros, tem sido muito aplicada também nos 1ltimos

anos ao estudo de sistemas magnéticos.

Automata celulares, redes neuronais e modelos magnéticos compartilham o fato de
serem sistemas descritos por um nimero muito grande de unidades simples, dispostas
numa rede espacialmente discreta, as quals interagem entre si e com campos exter-
nos, dando origem a fenémenos coletivos de extrema complexidade, dos quais atratores

cadticos e transigoes de fase sofisticadas sfo exemplos ilustrativos.
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A diferenca fundamental entre eles reside, como veremos neste capitulo, nos seguintes

fatos:

1. Os modelos magnéticos sdo sempre governados por uma fungio hamiltoniana; no
entanto, isto néo é necessdrio para autématos celulares ou redes de neurénios.
Sendo assim, a mecanica estatistica de equilibrio ensina como estudar a ter-
modinamica de um sistema magnético, mas isto nio faz sempre sentido para um

automato celular ou uma rede de neurédnios.

2. Autdémata celulares e redes de neurdénios sdo definidos por meio de regras dindmicas
para a evolugdo temporal do sistema, enquanto que os modelos classicos de sis-
temas magnéticos sao versdes tao simplificadas dos materiais reais que carecem de

uma dinadmica prépria.

Embora estejamos interessados no estudo de sistemnas descritos por uma fungio
hamiltoniana, na se¢io 2.1 introduzimos o conceito de autémato celular, dado que a
técnica de propagacdo de danos popularizou se a partir da necessidade de achar uma
forma de estudar a sensibilidade destes sistemas &s condigdes ‘iniciais. Na secio 2.2
discutimos brevemente o modelo de Ising para sistemas magnéticos e mostramos que,
embora ele nao possua uma dindmica prépria, € possivel definir um processo estocdstico
(processo Monte Carlo) no seu espago de fase, que permite percorrer as configuracdes
microscépicas com a distribui¢ao de equilibrio de Gibbs. Provamos que um medelo tipo
Ising provido de uma dindmica Monte Carlo é também um autémato celular, sendo entio
interessante se perguntar sobre a sua sensibilidade as condigdes iniciais. Descrevemos
porque, embora do ponto de vista termodinamico elas sdo equivalentes, as dindmicas
banho térmico (heat bath) e de Glauber apresentamn um comportamento radicalmente
oposto quando se estuda o comportamento assintético de duas configuracoes inicial-
mente muito proximas. Apresentamos os resultados mais importantes no que se refere
ao estudo da propagacao de danos em sisteinas magnéticos e dedicamos especial atengio

ao estudo da dindmica de vidros de spin.
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2.1 Automatos Celulares

Um automato celular (AC) é um sistema dindmico caracterizado por ter um niimero
muito grande de graus de liberdade e pela discretizagao do espago, do tempo e dos
estados.

O sistema é formado por N unidades ou células que representam cada elemento
discreto do espago. O estado de cada unidade é representado por uma varidvel o,
que pode tomar r valores diferentes o; = 0,1,...,r — 1. Cada unidade tem associada
um conjunto de K unidades (chamadas entradas). O estado do sitio ¢ no tempo t é
determinado por uma regra dindmica f; que é fungéio do estado das suas entradas em
tempos anteriores (geralmente em t—1). Este processo de atualizagio é simultaneamente
aplicado a todas as unidades do sistema a cada intervalo de tempo At. Embora nao
seJa necessario, vamos supor, por simplicidade, o AC como um conjunto de varidveis
associadas aos sitios de uma rede regular. Notemos que nao existe, a priori, nenhuma
limitagdo sobre os K sitios que interagem com uma unidade mas na maioria dos AC
estudados, cada uma interage com algum conjunto préximo e, algumas vezes, também
com ela propria.

A defini¢do de AC ¢ téo ampla que é importante poder classificd-los. A primeira
grande diferenciagfio a fazer é entre autématos celulares deterministas e probabilistas.
Um autémato celular é determinista se o estado de cada unidade no tempo t depende

somente do estado das suas entradas em tempos anteriores:

oi(t) = F{{o; () oo, {oslt —mARY),  j=1,.. K, (2.1)

onde a fungao f; pode tomar r valores. Um autémato celular é probabilista se o estado
de cada unidade no tempo t ndo s6 depende do estado em tempos anteriores das suas

entradas, mas também de uma ou mais varidvels aleatérias:

oi{t) = fil{e; (1)}, ..., {o;(t —mAD}, {#}), j=1,... K, (2.2)

onde {z} representa o conjunto de varidveis aleatérias.
Um dos mais completos estudos de AC foi realizado por S. Wolfram [25], que os

classificou sistematicamente e introduziu quantidades mensurdveis, como transientes,
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entropias e expoentes de Liapunov. Um estudo completo de AC esta fora da area de
interesse desta tese, mas os leitores interessados encontrarao na referéncia [6) um estudo
completo e atualizado.

A generalidade das definigbes (2.1) e (2.2) faz dos autébmatos celulares um instru-
mento de grande utilidade ndo sé no estudo de diversos sistemas fisicos, mas também em
outras ciéncias, como por exemplo biologia, onde o nivel de descrigao dos sistemas leva a
modelos cuja evolugido temporal ndo tem que estar restrita as leis da fisica microscépica.
Foi precisamente para modelar um sistema de genes que Kauffman introduziu o conceito
de autdmatos celular, criando um modelo que se tornaria muito estudado [8,9] e que
leva atualmente o seu nome.

Nés estamos particularmente interessados no estudo da sensibilidade as condi¢oes
iniciais dos AC. Para tal fim foram introduzidas diferentes quantidades, como entropia
espacial, entropia temporal e expoente de Liapunov [6,25], as quais permitiram re-
alizar um estudo sistemdtico em uma grande variedade de autdématos celulares. Mas, o
calculo destas quantidades requer muito trabalho numérico e a sua convergéncia é, em
geral muito lenta, além de nédo serem facilmente implementivels em autdmatos celu-
lares complexos. Uma outra maneira (mais operacional) de estudar a sensibilidade &s
condig¢oes iniciais é introduzir o conceito de propagacio de danos. Para isso definimos a
distincia de Hamming entre duas configuracdes bindrias (que podem tomar os valores

+1) quaisquer o,(t) e p;(t) :

1 N
dlt) = — Jd8)— pi(t) |
0= 55 X 1o =p)]
Notemos que d mede a fragdo de sitios danificados no tempo t, ou seja, a fracio de sitios

em que o;(t) # pi(t). Esta definigho é facilmente generalizdvel para autématos de mais

de dois estados.

Deixando evoluir duas configuragdes de um mesmo AC que inicialmente diferem
numa fracdo pequena de sitios (infitenisimal no limite no limite N — oc), podemos

classificar os comportamentos assintéticos como:
e cadtico : se d(oco) —» cte # 0 para d(0) — 0 ;

¢ congelado : se d(oo) — 0 para d(0) — 0 .
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Para implementar o limite d(0) — 0 usamos o seguinte truque: deixamos evoluir trés

configuragdes 04, op € 0¢ que, em t = 0 satisfazemn
dap = s/N, dge = s/N, dac = 2s/N,
onde s é um numero inteiro pequeno. O limite d(0) — 0 ¢é obtido calculando :
d(t) = dap(t) + dpc(t) — dac(t).

A técnica de propagagao de danos tem sido muito aplicada em diferentes autdmatos
celulares, como por exemplo o modelo de Kauffman [98,27], o autémato de Domani-
Kinzel {28] e o modelo Q2R, entre outros, permitindo o estudo da estrutura do espago de
fase destes sistemas. Sendo esta técnica a forma mais simples de estudar a sensibilidade
as condigoes iniciais em sistemas discretos, nas proximas segdes mostraremos como

aplicd-la ao estudo de sistemas magnéticos e alguns resultados iimportantes.

2.2 Propagacao de dano em sistemas magnéticos

2.2.1 A dinamica Monte Carlo

Consideremos um sistema magnético formado por N spins, cada um modelado por uma
variavel de dois estados S; = 11 e governados pelo Hamiltoniano
1 €
H:-EZJ;jS;SJ—ZhiS;, (2.3)
(i.7) i
onde Ji; ¢ a interagdo de troca entre os momentos magnéticos dos spins situados nos
sitios 7 e 7, e hf € 0 campo magnético externo no sitio ¢. Apesar da sua extrema simpli-
cidade, este modelo, conhecido como medelo de Ising [29], tem sido muito importante
no estudo de materiais magnéticos e, mais do que isso, na compreensiao de fendmenos
cooperativos em sistemas interagentes com wmn grande namero de graus de liberdade.
Este modelo nao possw uma regra dinamica prépria, mas, se estamos somente in-

teressados em estudar a termodinamica de equilibrio do sistemna, isso nao deve nos
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preocupar, dado que a mecinica estatistica garante que [23,30] :

se conhecemos a energia H para todos os estados do sis-
tema, entao as propriedades deste sistema, em equilibrio
termodinamico a temperatura 7, podem ser calculadas
como se tivessemos um conjunto de sistemas idénticos e
a probabilidade de encontrar gqualquer um deles em um

estado dado pode ser expressa por:
P.,(S8) = Z'exp(—H(S)/ksT), (2.4)

onde kz é a constante de Boltzmann e Z é a fungao

partigao do sistema

Z =) exp(—H(S)/ksT). (2.5)
{5}

Este é o ensemble candnico. Seja por exemplo A(S) uma quantidade mensuravel do
sistema. Entéo, o valor desta quantidade no equilibrio termodinamico a temperatura T
é dado por

(4} = ZA(S)PCQ(S)'
5
A grande importincia deste enunciado e sua relagiio com a dindmica do sistema é
dada pela hipétese ergddica, segundo a qual, se um sistema evolut dinamicamente
durante um tempo suficientemente grande & temperatura fixa T, entao a
média temporal de qualquer observdvel é igual ao valor médio calculado

com a distribuigdo candnica (2.4). Isto quer dizer que:

— 1 to+7
A= Jim - A(S(1)) = (A).

T =+ O T tﬂ

Assim, sempre que trabalharmos no equilibrio termodindmico, enquanto o instrumento

no laboratério faz uma média temporal, nés poderemos predizer o resultado fazendo
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uma média no ensemble candnico desde que conhegamos o seu hamiltoniano e sejamos
capazes de calcular a sua fungio de partigao.

Mas pode acontecer que a soma da sua fungao partigao seja impossivel de calcular,
e portanto desejemos simular num computador a sua evolugao temporal microscopica
no equilibrio termodindmico. Ou que néo estejamos interessados nas propredades de
equilibrio do sistema, e sim nas suas propriedades dinamicas. Entdao, um modelo sim-
plificado como o modelo de Ising (que carece de uma dinamica prépria) perde a sua
utilidade, a menos que o dotemos de uma dinidmica microscOpica compativel com os
enunciados da mecanica estatistica. Para isso é preciso definir um processo estocéstico
que permita ao sistema evoluir no seu espag¢o de fase de forma tal que, para tempos
suficientemente longos, cada estado do sistema seja visitado com probabilidade F,,.
Vejamos agora como mntroduzir uma dinamica.

Denotemos por S um estado microscépico do sistema (Sy, Sz, ... , Sy) e suponha-
mos que o sistema atualiza o seu estado a cada intervalo de tempo At. Seja W (S, 5') a
probabilidade de transi¢do do estado S’ no instante t ao estado S no instante t + At e

P,(S) a probabilidade de encontrar o sistema no estado S no instante ¢. Entao ;

Pria(S) = SSW(S, S)P(S"), (2.6)

SJ
onde a soma é realizada sobre os 2V possiveis estados microscépicos. Por se tratar de

probabilidades, W e P(S5) satisfazem a condi¢ao de normalizagao:

> P(S)=1, S W(S,5) = 3 W(S,8) =1
o s

Sf

Usando esta ltima condicio, podemos reescrever a equagio (2.6) da seguinte forma:

Pt+At(5) = ZVV(S}Sl)P:(S’)»
SJ
~ Y W(S,S)P(S) + W(S,5)P.(S)
S'#£S

= 3 W(S,S)P(S)+ |1- 3] W(S, S)| B(S)
Si#S S5#£8
= P(S)+ SS[W(S,SVP(S) = W(S, S)PAS)). (2.7)

58S
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Esta é a equac¢io mestre [30] que permite obter a distribuigio de probabilidade P,(S) a
partir da distribui¢ao de probabilidade inicial Py(S).
A equacdo (2.7) leva a distribuigio de equilibrio de Gibbs
1!lincé P(S) = P,(S)=Z 'exp(—H(S)/ksT) .
se os elementos de W satisfazem a condigio de balango detalhado
W(S,SYF(S)y=W(S', S)F(S). (2.8)

com F(S) = P,(5). Dotar o modelo de Ising de uma dindmica microsedpica consiste
entdo em encontrar uma matriz W cujos elementos satisfazam a condigao de balango
detalhado (2.8). Existem muitas maneiras de definir uma matriz de transi¢io com
esta propriedade e cada uma define uma dinamica diferente. Mas, elas sao termodi-
namicamente equivalentes dado que, no equilibrio, todas levam ao mesmo resultado no
calculo do valor médio termodindmico de uma quantidade fisica mensuravel. Nés nos
concentraremos somente em duas: a dinamica banho térmice e a dindmica de Glauber,
embora existam outras dindmicas comumente usadas na mecanica estatistica, como as
de Metropolis [31] e Kawasaki [32], entre outras.

Comecando de uma configuragio inicial S5, fazemos o sistema evoluir de uma con-
figuragao S no instante ¢ a uma configuragio 5’ no instante ¢ + Af seguindo os seguintes

passos :

¢ Dindamica banho térmico

1. escolhemos aleatoriamente um sitio; seja este o sitio ¢;

2. calculamos a probabilidade
pilt) = 5 [1 + tanh (28h(2),
onde h; = f\;j Ji;S; + hi é o campo magnético local no sitio ¢ no tempo ¢;
3. escolhemos um mimero aleatério z entre 0 e 1 com distribui¢ao uniforme;
4. atualizamos o estado do sistema segundo a seguinte regra:
Si(t+ At) = sinal(pi(t) — z) (2.9)
S;t+At) = Si(t) para J#1,
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ou seja, fixamos S;(t + At) = 1 com probabilidade p;.

¢ Dinamica de Glauber

1. escolhemos aleatoriamente um sitio; seja este o sitio 1;

2. calculamos a probabilidade
e—BAE
Pt) = T ompr (2.10)
onde AE ¢é a diferenga de energia entre a configuragio que resultaria de virar

o i-ésimo spin e a configuragio no instante t;
3. escolhemos um numero aleatério z entre 0 e 1 com distribuigao uniforme;

4. atualizamos o estado do sistema segundo a seguinte regra :

Si(t + At) = Si(t)sinal(z — pi(t)) (2.11)
S;(t + At) = 5;(t) para IEXR

ou seja, viramos o i-ésimo spin com probabilidade p;(t).

Notemos qué com estas definigdes o estado do sistema no tempo t + At depende
somente do estado no tempo t e do ruido externo, neste caso representado pela tem-
peratura T = 37!, Alids, os dois diferem no méximo num sitioc da rede, sendo entdo
natural escolher At = %\,, de modo que, em média, cada spin seja escolhidc; uma vez por
unidade de tempo.

Com estas defini¢des temos entdo que

W(s,5) = p para Glauber.
0 5€ S; == +1 .
W(s,5) = para banho termico,
bPi se 5,' =1

(2.12)

se S e S’ sé diferem no sitio 1, e W(5,5") = 0 em qualquer outro caso, independentemente

da dinAmica escolhida.
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Partindo desta defini¢ao pode-se provar, para as duas dinamicas, que as matrizes W

satisfazem a condi¢ao de balango detalhado:
W(S,S)P.,(S") = W(S',8) P,(S),

e portanto,

P,,(S) = Jim P(S).

Na prova desta propriedade das mmatrizes W, a condigo de simetria da matriz de acopla-
mentos J é fundamental [3].

E possivel acelerar o algoritmo atualizando simultaneamente mais de um sitio. Pode-
se provar que, desde que os spins atualizados nfo interajam, as duas dinamicas levarao
i distribuicio de Gibbs. No caso particular de uma dinamica completamente paralela,
na qual todos os spins sdo atualizados simultaneamente, a distribui¢éo de equilibrio ndo
¢ mais a de Gibbs (2.4), mas tem a forma [33]

N
P.,(S) = exp (Zln?cosh (ﬁ (ZN Ji; Si+ hf))) .
I iF#

Nos capitulos 5 e 6 estudaremos a dindinica do modelo de van Hemmenn de vidro
.de spin e do modelo de Hopfield para meméria associativa, nos quais cada spin interage
com todos os outros spins da rede, ou seja, siio modelos de alcance infinito. Obviamente,
qualquer dindmica que permita a atualizagdo simultanea de mais de um spin nao leva a
distribuicao de equilibrio de Gibbs. J4 no estudo da propagacio de danos em sistemas
de curto alcance é comum o uso de regras de atualizagdo em paralelo. Mas no caso de
modelos de alcance infinito nao se conhecem algoritmos paralelos que permitam obter

um ganho significativo no tempo de computagdo. Por tudo isto, nés implementamos

somente dindmicas seqlienciais nas nossas simulagoes.

2.2.2 Propagagao de danos: banho térmico vs. Glauber

Agora que dotamos o modelo de Ising de uma dindmica Monte Carlo, fica claro que
ele é um tipico exemplo de antémato celular probabilista. Sem divida o mais usado

em mecanica estatistica. Para compreender melhor isto é suficiente fazer as seguintes
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analogias entre a definicio de autémato probabilistico (2.2) e as defini¢des (2.9) e (2.11)

quando o spin escolhido para atualizar € o i-ésimo:

o) — Si(t),
r — 2,
sinal (pi(t) — z) para banho termico
Si(t)sinal (z; — 5i(t)) para Glauber
fi = Si(t)  para j#i.

fi

Entéao € possivel também estudar ¢ comportamento dinamico de um sistema magnético
da mesma formma que se estuda a dindmica de umn automato celular. Em particular, é
interessante estudar qual o comportamento assintotico da distdncia de Hamming entre
duas configuragbes inicialmente diferentes e que evoluem submetidas ao mesmo ruido
térmico (com mesma seqiiéncia de nimeros aleatérias {z;}). Esta questdo fol estudada
em 1987 por dois grupos em forma simultianea e independente.

O primeiro grupo, formado por H. Stanley, D. Stauffer, J. Kertész e H. Herrmann,
estudou o comportamento do modelo de Ising bidimensional na rede quadrada com in-
teragdes entre primeiros vizinhos quando é submetido 4 dinamica de Glauber {34]. Para
isso, eles partiram de duas configuragiios previamente termalizadas e muito préximas
uma da outra (d(t = 0) = 3;) e calcularam a disténcia de Hamming ap6s 10* unidades
de tempo de Monte Carlo (UTMC). L importante notar que, por se tratar sempre de
sistemnas finitos, a distdncia de Hamming se anula apés um tempo finito da ordem de
exp (Lg) (tempo de Poincaré), onde L e o tamanho linear do sistema. Por isto, o tempo
no qual a distadncia de Hamming é calculada tem que ser muito menor que o tempo
de Poincaré. Na figura 2.1 apresenta-se o resultado obtido por eles [34]. Para altas
temperaturas o sistema esta numa fase cadtica, enquanto que para baixas temperaturas
o sen comportamento é congelado. Os dados indicam que a temperatura de transi¢do
Ty é muito proxima da temperatura critica termodinamica do modelo de Ising bidimen-
sional. Costa [35] estudou o comportamento da distancia de Hamming para o modelo
de Ising ferromagnético 3D e obteve o mesmo comportamento qualitativo que no caso

2D, mas encontrou que a temperatura de transigio é levemente inferior a temperatura
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Figura 2.1: Distincia de Hamming em fungédo da temperatura para o modelo de Ising ferro-
magnético bidimensional submetido & dinidmica de Glauber apds 10? unidades de tempo de
Monte Carlo para d{0) — 0

critica termodindmica do modelo obtida por meio de simulacdes numéricas.  Le Caer
calculou o diagrama de fases dindmico do modelo de Ising tridimensional com campo
externo homogéneo [36] e encontrou que, ao contrario do que acontece com o diagrama
de fases termodinamico, existe uma linha critica que separa uma fase congelada a baixas

temperaturas de uma fase cadtica a altas temperaturas.

Simultaneamente, o segundo grupo, integrado por B. Derrida e G. Weisbuch [11],
abordou o mesmo problema estudando a dindmica do modelo de Ising tridimensional
sem campo magnético e submetido & dindmica banho térmico. O método usado foi
levemente diferente: eles partiram com duas configuragdes nao termalizadas e estudaram
a probabilidade P(500) de que elas néo se encontrem no espago de fase em 500 UTMC
(i.e., de que & sua d nfo seja zero). Para aqueles pares que sobreviveram, ou seja, que
nio se tornaram idénticos, calcularam o valor médio da distancia de Hamming apds 500
UTMC, D{500). Eles também estudaram a depenidéncia de P e D com o distéancia de

Hamming inicial entre as configuragdes. A relagao entre estas quantidades e a calculada
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Figura 2.2: Propagagao de danos apds 500 UTMC para o modelo de Ising tridimensional sub-
metido a dindmica banho térmico, para L = 12 e para diferentes distincias iniciais: d{0) — 0
@, d(0) = 1/2 {x) e d{0) = 1 (&): (a) fragido P(?) de configura¢des nao idénticas e (b) disténcia
entre configuragdes diferentes.

pelo primeiro grupo € dada por:
(d(500)) = P(500) (D(500)),

onde (...} denota uma média nas configuragdes inicials ¢ nas sequéncias de nimeros
aleatorios. Os resultados obtidos sao apresentados na fig. 2.2, Surpreendentemente,
a dindrnica banho térmico apresenta um comportamento totalmente oposto aquele en-
contrado para a dinamica de Glauber. Na fase paramagnética o sistema apresenta um
comportamento congelado, enquanto que na fase de baixa temperatura D é diferente
de zero e P depende sensivelmente da distancia de Hamming inicial. Em particular,
quando a disténcia nicial val a zero, o sistema apresenta o mesmo resultado que a
dinamica de Glauber dado que P{500) — 0 para N -— .

As dinamicas de Glauber e banho térmico s&o apenas dois exemplos de um conjunto
muito grande de processos estocésticos usados no estudo da termodinamica de sistemas
fisicos. E obvio que eles percorrem o espaco de fase com trajetorias diferentes, mas,
desde que todos acabem visitando os estados com a distribui¢ao de equilibrio (2.4), isto

nunca tinha preocupado os fisicos. Duas questdes surgem imediatamente:



43

e por que as dinarnicas banho térmico e Glauber apresentam um comportamento,
em grandezas dindmicas, tio drasticamente diferente na fase de altas tempera-

turas?
e existe alguma relago entre estas transigoes dindmicas e as transigbes termodinamicas?

A resposta & primeira pergunta foi dada por D. Stauffer {37] e vamos apresentar aqui
o argumento. Comegamos notando que é possivel expressar a diferenga de energia AE
entre duas configuragoes S(¢) e §'(t + At) que diferemn somente no sitio 7 em fungéo do

campo local no tempo t:

N
AE = —% S Ja (Se(t 4+ 1) Silt +1) — Su(t) Si(1)
ki
N
= =1 S0 (e ) (S 4 A0 - S0)
k#i
= 25i(t) i Jix Sx(t) = 2.5:(2) hi(t). (2.13)
ey

Este resultado ¢ vélido para qualquer matriz de acoplamnento desde que seja simétrica.
Podemos agora usar (2.13) e reescrever a probabilidade p;(t) de virar o i-ésimo spin no
tempo t na dinimica de Glauber em fungio da probabilidade p;(t} de fazer o i-ésimo

spin igual a 1 no tempo ¢ na dindmica banho térrnico:

1—pi(t) se Si(t)=+1
Pi se S{(t) = —1.

pi(t) =

Num computador, a dinimica de Glauber pode ser implementada entfo com o seguinte
algoritmo:
Si(t+ At) = sinal{z — (1 —pi(t)) se Si(t) = +1 (2.14)
Si(t + At) = sinal(pi(t) —z) se Si(t) = —1,
enquanto que, para a dindmica banho térmico, o algoritimo é

Si(t + At) = sinal(p;(t) - z).

Isto mostra que, embora as duas dinimicas tenham a mesma probabilidade p; de que

S{t + 1) seja 1, elas usamn o nimero aleatério z de mancira diferente. Suponhamos
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agora que temos duas configuragdes S e SP submetidas ao mesmo ruido térmico e
que, no tempo £, tenhamos SA(t) = 1 e SP(t) = ~1, mas com os campos locais hf}(t) e
hB(t) iguais. Se a regra escolhida é banho térmico, entio no tempo £ 4+ At os dois sitios
sao iguais, enquanto que, se a dindmica é a de Glauber, existe uma probabilidade nao
nula de que os dois sitios continuem diferentes em t 4+ Af. Assim, para altas tempera-
turas, é de se esperar que um dano inicialmente localizado em somente um sitio possa
propagar-se pela rede toda se a dindmica ¢é a de Glauber.

A resposta a segunda pergunta nio é ainda muito clara, dado que existem poucos re-
sultados tedricos que permitam avaliar possiveis conexdes entre as transi¢oes dinamicas
e estiticas. Coniglio et al [38] provaram que, para o modelo de Ising ferromagnético com
dinidmica banho térmico, a distancia de Hamming esta relacionada com a magnetizagao

m e a suscetibilidade y pela expressao

X
= 5A Y

Mariz [39] estendeu estes resultados para o modelo Ashkin-Teller.

Diferentes modelos tém sido estudados numericamente com esta técnica, como por
exemplo o modelo zy, o modelo ANNNI bidimensional [41], o modelo de Ising ferro-
magnético de campo médio [42] e vidros de spin (ver se¢do 2.3.2), entre outros, sem que
ainda seja totalmente claro se existe uma relagao geral entre as transigbes dinamicas e
as transicdes termodinamicas. Nos capitulos 5 e 6 estudaremos a dindmica do modelo
de van Hemmen de vidro de spin e o modelo de Hopfield para meméria associativa, com
o objetivo de obter assim mais informagao sobre (a) a relagio entre o comportamento da
distancia de Hamming e a estrutura do espago de fase e (b) a relagfo entre as transigoes
dinAmicas e estdticas nestes modelos. Antes de descrever os resultados obtidos em vidros
de spin usando a progagacao de danos, na proxima se¢do discutiremos brevemente as

principais propriedades destes sistemas.

2.3 Vidros de spin

Os vidros de spin sfio materiais magnéticos desordenados nos quais a desordem introduz

frustracio nos acoplamentos. Uma grande variedade de materiais apresentam fase vidro
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de spin, sendo os mais comuns os metais nobres com uma pequena percentagem (entre
1 €10 % ) de fons magnéticos diluidos, como por exemplo ferro em ouro (AuFe) ou

manganés em cobre (CulMn).

Um momento magnético colocado numa matriz metalica polariza os eletrons de
condugao, os quais por sua vez influenciam os outros momentos magnéticos e induzem
uma interacio efetiva entre eles, conhecida como iteragio de Ruderman-Kittel-Kasuya-
Yosida (RKKY) {43,44,45]). As sua principal propriedade, no que diz respeito ao com-
portamento vidro de spin, estd dada pelo fato dela oscilar entre valores positivos e nega-
tivos como fungio da distancia r entre as impurezas, sendo o periodo destas oscilagoes
da ordem do espagamento da rede. Dado que as amostras sao preparadas esfriando
rapidamente o material inicialmente a alta temperatura, € razoavel pensar que as im-
purezas magnéticas ficam fixas em sitios aleatérios da matriz metélica, e portanto a
interagho entre duas impurezas quaisquer é também uma variavel aleatdria, tanto na
sua magnitude como no seu sinal, sendo este dltimo quem determina se elas vao fa-
vorecer um alinhamento paralelo ou antiparalelo dos seus momentos magnéticos. Uma
vez determinada a posi¢ao de todas as impurezas, nem todas as interagoes entre dois
monientos vao poder ser satisfeitas simultaneamente, ou seja, o sistema tem frustragao.
Frustragao e aleatoriedade no sinal da interagao entre os momentos magnéticos sao os
dois principails ingredientes emn qualquer modelo que pretenda dar conta dos fendomenos

observados experimentalmente em vidros de spin.

A altas temperaturas o comportamento magnético destes materials é similar ao ob-
servado em um paramagneto ordinario, mas a baixas temperaturas, na fase vidro de spin,
as propriedades magnéticas dependem fortemente do tempo e da historia da amostra.
O sistemna ndo tem ordem de longo alcance convencional ferromagnética ou antiferro-
magnética, mas a curva da susceptibilidade apresenta um méximo a uma temperatura
T}, sinalizando umna possivel transi¢do para uma fase na qual os momentos magnéticos
ficam congelados em diregoes aleatdrias [46,47,48]. Existem diferentes artigos de reviséo
publicados nos dltimos anos [49,50] que brindam uma andlise atualizada e completa dos

principais resultados experimentais.
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2.3.1 Mecanica estatistica dos vidros de spin

Em 1975 Edwards e Anderson |7] propuseram um modelo que leva em conta frustragao
e desordem, e que é uma versio aleatéria do modelo de Ising com interagoes entre
primeiros vizinhos:
N N
Hga=— Y J;585—-h> S. (2.15)
<ig> i
h € um campo magnético externo uniforme e os acoplamentos J;; sdo varidveis aleatorias
independentes, todas elas escolhidas com a mesma distribuigio de probabilidades P(J;;),
geralmente gaussiana ou J;; = +J com igual probabilidade (é comum trabalhar também
com distribuigbes que tém valor médio positivo, dado que altas concentragdes de im-
"
purezas favorecem a ordem ferromagnética).

Na fase vidro de spin e na auséncia de campo magnético externo, {5;} pode ser
diferente de zero, vartando de sitio a sitio e tomando tanto valores negativos como po-
sitivos, mas a magnetizagao total do sistema M = . (5;) é nula. Este comportamento
é diferente do observado numa fase paramagnética, na qual cada termo (5,) se anula
separadamente, e portanto a magnetizagao nfo é um bom pardmetro para caracterizar

a fase vidro de spin. Foi isto que levou Edwards e Anderson a propor a quantidade
1 & oz
GEA = I 21: (S:) (2.16)
como pardmetro de ordemn para os vidros de spin. Na fase paramagnética gga € zero,
tornando-se diferente de zero para temperaturas menores que 7, a partir da qual os mo-
mentos magnéticos sdo congelados em dire¢des aleatorias. A temperatura nula {S;) = £1
e portanto ggq = 1.

Seguindo o roteiro tradicional na mecénica estatistica, em 1975 Sherrington e Kirk-
patrick [5] estudaram a aproximagio de campo médio do modelo Edwards-Anderson com
o objetivo de obter um ponto de partida para posteriores aproximages. Eles substi-
tuiram as interagdes entre primeiros vizinhos no Harniltoniano (2.15) por acoplamentos

de alcance infinito:
1 N N

Hsi =~ S J; 88 —-h)y, S. (2.17)
t.g i
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A distribuigao de probabilidade dos acoplamentos €, por exemplo, uma gaussiana com
a variancia agora escalada com o numero de spins da rede, a fim de obter uma fungéo

energia bem definida:

dJ;. NJE
P(J{j)d.}gi = mm_exp (— 2 J) .

E possivel provar que as propriedades deste modelo nio dependemn do tipo de dis-
tribuigao escolhida, mas do valor médio e da variancia.

Ao contrédrio do esperado, a solugédo do modelo Sherrington-Kirkpatrick (SK) mostrou
ser um dos problemas mais dificeis ja abordados pela mecéanica estatistica. Dado que
uma descrigao detalhada da resolu¢ao do modelo SK esta fora dos objetivos desta tese,
somente resumimos os resultados mais importantes.

Por ser um sistema aleatdrio, todas a quantidades termodinédmicas de interesse pode-
riam, em principio, depender da realizagéo da desordem. Mas, é de se esperar que se o
sistema é suficientemente grande, estas quantidades dependam somente dos parametros
da distribuiciio, no caso a varidncia e eventualmente também do valor médio {J;;}. A
receita para calcular a energia livre de um sistema com desordem congelada como o
modelo SK é calcular a energia livre f(Ji;) para uma dada realizagdo dos acoplamentos
{J:5}

-1
F({J:5}) = ~ksDn Z(8, {J;}),

onde Z é a funcio de particio do sistema, e posteriormente fazer a média sobre a
distribuicfio dos acoplamentos

FOT) = WA AT = = (208, {Ts (218)

1
"B

A complicagdo de (2.18) estd no c¢dlculo do valor médio do logaritmo natural da fungéo
de particao, e foi para contornar esta dificultade que Edwards e Anderson propuseram
o famoso truque das réplicas para o calculo da energia livre. O truque é baseado no fato
de ser muito mals simples calcular a média de uma poténcia positiva n de Z({J;;}) que a
média do seu logaritmo natural. Desde que n seja um inteiro positivo, podemos pensar

Z™ como a funcéo de particio de uma colegiio de n réplicas idénticas e ndo interagentes
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do sistema original. O logaritmo natural pode ser calculado usando a seguinte expresséo:

1nz~_~1amu

n—o0 [

(2.19)

Este altimo célculo esconde muitas sutilezas matematicas {como por exemplo, fazer a
continuacio analitica de uma fungio definida para os inteiros positivos ao dominio dos
nimeros reais), nenhuma justificivel a priori. Sherrington e Kirkpatrick {5] abordaram o
modelo e obtiveramn uma funcional F{({q.}) para a energia livre cujo pardmetro nao é umn

escalar mas wina matriz {¢,;} {a,b = 0,1,...,n) que tem os seus elementos determinados

pela condigao de extremo

dF({q,
aq«:b
junto com as condigao de estabilidade que, neste caso, requer que todos os autovalores
da matriz
P F({q,
04a50¢ed

sejam positivos.

Niao existem, a priori, restri¢gdes aos pardmeiros ¢,;, além do fato da matriz ter que
ser simétrica e os elementos da diagonal nulos, restando entao jn(n — 1) pardmetros
independentes a serem determinados. Na falta de qualquer outra informacgo, Sherring-
ton e Kirkpatrick fizeram a suposi¢ho mais simples e fisicamente mais intuitiva: dado
que as réplicas surgem de um recurso matematico artificial, o mais natural é supor que
nao existem distingdes entre elas, e portanto a solugdo fisicamente relevante é aquela
que corresponde & prescrigio ¢, = ¢ para a # b (solugio com simetria de réplicas) ,
com o qual a funcional F passa a ser func¢io de um unico parametro g. Eles obtiveram
a energia livre e com ela todas as quantidades termodinamicas de interesse do niodelo,
mas a entropia desta solugfo é negativa a baixas temperaturas, sinalizando um erro no
calculo da energia livre. Em 1978 Almeida e Thouless {51] mostraram que a origem
deste resultado estd na condigdo de estabilidade da solugao com simetria de réplicas ¢
calcularam a curva no plano h vs T a partir da qual a solugdo com simetria de réplicas
perde a estabilidade. Finalmente, em 1979 G. Parisi [52] encontrou a solugéo que hoje
¢ aceita como correta. Ele propds que a simetria entre as réplicas devia ser muito mais

complexa que a considerada na solugéo de Sherrington-Kirkpatrick. A sua receita para
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Figura 2.3: Esquema de quebra da simetria de réplicas de Parisi

a construgio da matriz g, com quebra de simetria de réplicas é mostrada esquemati-
camente na figura 2.3, A estrutura da matriz g, esté determinada por dois conjuntos
de numeros {ps} e {ax} (k = 1,...,R), onde o primeiro refere-se ac tamanho de cada
bloco, o segundo ao valor do parametro em cada bloco e R é o nimero de partigdes re-
alizadas. No limite R — oc, tanto p, como ¢ tornam-se fungdes continuas p(x) e g{x)
no intervalo (0,1). A soluglo obtida com esta receita resolve o problema da ent ropia a
baixas temperaturas e coincide com resultados niimericos obtidos com simulagdes Monte
Carlo. O pardmetro g{z) apresenta o seguinte comportamento (ver figura 2.4a): é con-
stante até um ponto 7o dependente do campo externo h; entre zp e um segundo ponto
z, dependente da temperatura cresce monotonamente e a partir deste ultimo ponto €
novamente constante. Aumentando o campo magnético externo, rg aproxima-se de 1)
e, para valores de h dados pela curva de estabilidade h{T') encontrada por de Almeida
e Thouless, eles colapsam num Unico ponto, recuperando-se assim a solugéo de simetria
de réplicas. A interpretaciio desta fungéo foi dada pelo proprio Parisi em 1983 [54]
e esta ligada & estrutura do espago de fase do modelo SK. Para nma dada realizagéo
dos acoplamentos J;;, o espago de fase é divido em um nimero muito grande de regioes
com baixz energia livre, separadas umas das outras por barreiras de energia muito altas

gue, no limite termodinamico, tornam-se impenetriveis para o sistema. Isto é, uma vez
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Figura 2.4: Fungdes (a) ¢(7) e {b) P(g) obtidas com quebra de simetria de réplicas

esfriada a amostra, ela é confinada numa regido limitada do seu espago de fase. Esta
quebra da ergodicidade requer extremo cuidado no cédlculo da média térmice de uma
quantidade fisica z qualquer: deve ser uma média pesada das médias realizadas em

forma separada em cada vale ou estado termodinamico 7 :

(‘T):Z P‘) <‘T)‘73

onde P, é o peso estatistico do 4-ésimo vale. Os estados termodinémicos ou vales
podem ser caracterizados individualmente pelo valor médio da magnetizagao sobre as
configuracdes de cada vale, mas é preferivel descrever ¢ sistema de forma estatistica. O
grau de ordem em cada vale pode ser descrito pela quantidade

=% S IS)

i=1
que ¢ diferente do parametro (2.16) dado por:

1 1
- — S‘ z = I P‘? P 51 - S,
¢ N £ (54) N Z ’TZ& AEHNEHE

1
g = 3 P Pigz ) (S (Si)s:
¥é B J
As quantidades
1

Ge = 5 30 S (S
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caracterizam a superposigao entre dois vales v e 6. E possivel caracterizar a estrutura
de multivales do espago de fase por meio da distribuigao de probabilidades P;(g) para

as Superposicoes g.s

PJ(Q):Z Py Ps6(q — gy) -

¥é
Parisi provou [54] que a média de P, sobre a desordem P(g) = ((P(g¢),)} esté relacionada
com a fungio g(z) encontrada usando quebra de simetria de réplicas, por meio da

relagao;

Pg) = j—z (2.22)

Estéd expressao permite interpretar a fungéo g(z) e prova que ela contem a informagao
sobre a estrutura do espaco de fase do sistema. Na figura 2.4b mostra-se a distribuigao
P(g) obtida a partir de g(z). Ela tem dois picos, um no minimo ¢{z¢) e outro no maximo
g(z1), e entre estes dois picos a distribuicio é continua. Cada possivel realizagao dos
acoplamentos contribul infinitesimalmente a distribuicdo, e a persisténcia destes dois
picos apds a media na desordem indica que sua posigao é a mesma para todas as rea-
lizagdes. A posicao dos outros picos varia para diferentes realizagbes e representam
a parte continua de P(g). Um aspecto muito Importante desta andlise é o fato de
que P(q) pode ser calculada numericamente. Simulagbes Monte Carlo realizadas por
P. Young [55] confirmaram, dentro das limitagdes impostas pelo tamanho finito dos
sistemas estudados, a estrutura de multivales do espago de fase encontrado usando
quebra de simetria de réplicas.

A riqueza e complexidade do modelo SK estd longe de se esgotar nos resultados
descritos nesta se¢do e neste resumo foram ignoradas outras importantes propriedades
do modelo SK (como por exemplo ultrametricidade e perda de automédia de ¢) e também
outras aproximacdes de camipo médio que confirmaram os resultados obtidos no mode-
lo SK (método da cavidade [56] e equagdes TAP [57]). Para concluir, na figura 2.5
apresenta-se o diagrama de fases termodinamico do modelo SK com quebra de simetria
de réplicas.

As linhas criticas paramagneto-vidro de spin e paramagneto ferromagneto séo as

mesmas que se obtém com simetria de réplicas e a fase mista é uma fase ferromagnética
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Ficura 2.5 Diagrama de fases do modelo Sherrington-Kirkpatrick com campo externo nulo
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com simetria de réplicas que surge quando € usada a quebra de simetria de réplicas.

Duas questdes importantes ainda precisam ser esclarecidas:

e Qual é a relacio entre o modelo de Edwards-Anderson e a sua versao campo

médio?
¢ Qual é a relacio entre o modelo de Edwards-Anderson e os vidros de spin reais?

A primeira pergunta néo tem resposta muito clara até hoje. Quase tudo o que se
conhece sio resultados obtidos com simulacdes numéricas (Monte Carlo) nmito cuida-
dosas, feitas em computadores especialmente desenhados [58,59.60,61). Nestes trabalhos
foi estudado o modelo Edwards- Anderson com interagdes entre primneiros vizinhos em
redes hipercibicas com d=2, d=3 e d=4, com distribuicbes gaussiana e =J. Diferentes
fungdes de correlacdo dinamica foram estudadas, entre elas a fungéao auto-correlagzo de
spin definida por:

o) = 2 (3 Sif10) Silte + 1),
: i
Se existe ordem de longo alcance, no limite termodindmico e para tempos suficiente-

mente longos, q(t) tem que atingir um valor limite ¢ independente do tamanho. Este
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valor limite ¢ tem que escalar a zero na temperatura critica na qual desaparece a ordem
de longo alcance. Trabalhando com diferentes tamanhos de rede e realizando um cuida-
doso estudo da dependéncia dos resultados com o tamanho, estes trabalhos permitiram

concluir, entre outras coisas, que :

e para d = 2 a transi¢fio ocorre em T = 0 e o comportamento critico depende da

distribuigiao escolhida;

e para d = 3 o sistemma apresenta trés regimes dindmicos diferentes. Para tem-
peraturas maiores que T, & 4.51. (temperatura de Curie do modelo de Ising 3d
ferromagnético) o sistema é um paramagneto e a fungio de auto-correlagio de-
cal a zero exponencialmente. Para temperaturas menores que T, e maiores que
T, = 1.17 (onde a longitude de correlagfo estatica e o tempo de correlacio di-

vergem) ¢(t) decai com o tempo segundo a lei empirica
q(t) = et "exp (—wtﬁ) , (2.23)

onde os expoentes § e = dependem da temperatura. Para temperaturas menores
que T, observa-se decaimento com lei de poténcia. Os expoentes criticos que
caracterizam o comportamento dindmico perto de T, coincidem muito bem com

os dados experimentais, e os resultados nao dependem da distribuigao escolhida.

Estes trabalhos criaram um consenso geral com relago & existencia de uma ver-
dadeira transi¢ao de fase em equilibrio termmodinamico para o modelo Edwards- Anderson
em d = 3. A dimenséo critica superior acredita-se seja 6 {3]. Para dimensdes menores o
comportamento do sistema afasta-se daquele obtido pela aproximacao de campo médio,
e nao € claro ainda se as propriedades encontradas no modelo SK (estrutura de mul-
tivales, ultrametricidade, estrutura de P(g), entre outras) também estio presentes em
sistemas de menor dimensao, em particular em d = 3.

No que diz respeito a segunda questdo, parece certo que embora o modelo de
Edwards-Anderson néo reflita a estrutura microscdpica dos materiais reais, ele descreve
muito bem algumas das principais propriedades dindmicas e estaticas observadas expe-

rimentalmente.
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2.3.2 Propagacao de danos em vidros de spin

A falta de um modelo matematicamente solivel para sistemas de dimensao fimta fez da
simulagao numérica a mais importante ferramenta usada no estudo destes modelos e, em
particular, durante os ultimos anos muitos trabalhos tém usado a técnica de propagagio
de danos em vidros de spin, com o duplo propésito de obter informagfo sobre a estrutura
do espago de fase destes modelos e estudar a relagio entre os comportamentos dindmico
e termodimamico.

Vamos comegar descrevendo os resultados obtidos por Derrida no modelo SK [10]
submetido a dindmica banho térmico. Embora se trate de uma aproximacio de campo
médio, o fato de ser exatamente soluvel faz com que seja possivel comparar os resul-
tados termodinamicos com os resultados dinamicos. Ele considerou o caso sem campo
magnético externo, com acoplamentos J;; = +1 aleatérios e igualmente proviveis, e
estudon a dependéncia da distancia de Hamming final com o dano inicial e com a tem-
peratura do sistema. Termodinamicamente, o sistema sofre uma transi¢io de fase de
paramagneto a vidro de spin & temperatura T, = 1 (ver figura 2.5). Os resultados
obtidos mostram que o modelo tem duas fases dindmicas diferentes (ver figura 2.6). na
fase de baixas temperaturas a distancia de Hamming final depende do dano inicial mas
para altas temperaturas independe dele. Notamos que (D) é sempre diferente de zero,
inclusive na fase paramagnética, ao contriric do que ocorre no modele de Ising ferro-
magnético. A temperatura critica na qual o sistema sofre esta transigio dinamica parece
ser muito proxima da temperatura critica termodinamica, embora néo seja possivel, a
partir das simulagoes realizadas por Derrida, afirmar que elas coincidem. Estudos de-
talhados do comportamento para altas temperaturas sugerem que {D) se anula para
T -+ co como (D) = 1/T? e que a probabilidade de duas configuragdes se tornarem
1dénticas é sempre 1, independente da temperatura e do dano inicial.

Célculos similares foram realizados para o modelo Edwards-Anderson 3d com acopla-
mentos +J. Quando submetido a uma dindmica banho térmico [11] o sistema apresenta

trés fases dinamicas diferentes (ver figura 2.7):

s a altas temperaturas, T' > T), a distancia de Hamining sempre se anula,
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Figura 2.6: Distancia {D) versus temperatura no modelo Sherrington Kirkpatrick

e a temperaturas intermediarias Ty < T < Ty, a distdncia de Hamming ¢ diferente

de zero e independe do dano inicial,

¢ a baixas temperatuas T < T, a distancia de Hamming é diferente de zero e © seu

valor depende do dano inicial entre as configuragoes.

As temperaturas criticas estimadas sdo Ty = 4.0 e T, = 1.5, préximas das temperatu-
ras encontradas nas simulagdes descritas na seqao anterior (T'= 1.75 € 4.5) [58]. Parece
entio existir alguma relagio entre os trés regimes encontrados para o comporiamento de
(D) e os que surgem do estudo da fun¢éo de auto-correlagio dindmica. Estudos feitos em
duas dimensoes [62] mostraram que estes sistemas apresentam o mesmo com:portamento
dindmico que o modelo 3d, sendo este resultado diferente do obtido via simulagoes Monte
Carlo [58]. Quando submetido & dinimica de Glauber, o modelo Edwards-Anderson 3d
com dano injcial 1/N apresenta somente duas fases dinamicas [12]: para baixas tem-
peraturas o dano final € aproximadamente zero, enquanto que para altas temperzturas
o dano final é aproximadamente 1/2, sendo a temperatura critica dindmica estimada

muito préxima da temperatura critica obtida nas simulagdes de Ogielsky [58,60].
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Capitulo 3

Padroes Correlacionados aos Pares no

Modelo de Hopfield

Uma das maiores limitagdes do modelo de Hopfield é sem diivida a falta de flexibil-
idade na escolha das memadrias. Sendo o estado do neurénio ¢ na memoria p represen-
tado por umia variavel aleatéria independente £, que pode tomar os valores +1 com a
mesma probabilidade, nfo existe nerthuma correlagio, seja entre os estados de diferentes
neurénios num dado padrio ou entre os estados de um mesmo neurénio em diferentes
padrdes. Isto traz graves consequeéncias, tanto no desenho de sistemas artificiais como

na modelagem de sistemas biolégicos, algumas das quais sdo as seguintes:

e nao é possivel armazenar nenhum padréo que possua estrutura prépria;

s nio é possivel dotar as memdérias armazenadas de nenhuma estrutura hierdrquica

complicada;
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¢ durante o processo de reconhecimento, 50% dos neurdnios (em média) devem estar
ativados, sendo que existem evidéncias neurobiolégicas que indicam que nas regioes
do cérebro responsaveis pelas fungbes associativas, apenas uma pequena fragao
(aproximadamente 4%) das células nervosas, estio simultaneamente ativadas. Por
outro lado, o processo de armazenamento geralmente envolve padrdes nos quais
a informacgao vem dada por um foreground muito menor que o background, fato

que ¢ particularmente importante no caso de armazenamento de imagens.

Para entender melhor estas limitagdes, reescrevemos a expressio do campo local no

sitio 1 quando o estado da rede coincide com a v-ésima memorias:
1] N>
éfhiﬁl-l-ﬁzzgffffﬁf (3.1)
iF uv

Vimos no capitulo 1 que, quando a rede armazena um nimero finito de memdrias nio
correlacionadas, no limite termodindmico, o segundo termo desta expressdo (o termo
de ruido) ndo consegue desestabilizar o sinal produzido pela prépria memodria. Mas, se
as memorias sdo escolhidas com wma distribuigao tal que o valor médio deste termo é
diferente de zero, entao, eventualmente, o termo de ruido pode ter médulo maior que
1 e, assim, desestabilizar a memoéria em consideragho. Nos ltimos anos uma grande
quantidade de trabalhos analiticos e numéricos tém procurado introduzir modifica¢oes
na regra de aprendizagem (na matriz sindptica) do modelo de Hopfield com o propdsito
de superar estas restri¢des [66,67,68,69,70].

Embora seja um resultado bem estabelecido na literatura o fato de que no modelo
de Hopfield a superposig@o entre imemorias destroi a estabilidade das configuragoes
armazenadas, muito pouco se conhecia sobre a forma em que a termodinamica ¢ afetada
por estas superposicbes. Neste capitulo apresentamos um estudo analitico detalhado da
termodinamica do modelo de Hopfield com wm numero finito de memdrias, as quais
estdo organizadas numa estrutura hierdrquica simples [71].

E comum na literatura de redes de neurdnios dizer que duas configuragoes estao

correlacionadas para indicar que existe wima superposi¢do ndo nula entre elas,

1 X,
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embora esta tltima condi¢do nao requeira necessartamente que as distribuigdes sejam
estatisticamnente independentes (na proxima segao voltaremos sobre este ponto). Neste
trabalho vamos nos referir sempre ao conceito de correlagao do ponto de vista estatistico,
e por 1550, sempre que as memorias sejam obtidas a partir de distribuigdes independentes,
diremos que nao existe correlagio, ainda quando a superposicio seja diferente de zero.
Esta observagao é importante na hora de compararmos a nomenclatura deste trabalho

com a usada por outros autores.

3.1 Armazenamento de memodrias correlacionadas

Nesta seqao vamos discutir brevemente alguns resultados importantes obtidos no estudo
da termodinamica de redes de neurénios com memorias correlacionadas. Esta discussao
limita-se a uma descrigdo dos modelos e a enumeragio dos principais resultados. Para
os leitores interessados, os capitulos IV e VIII da referéncia {23] apresentam uma analise

completa destes modelos.

3.1.1 Modelo de Hopfield com baixa atividade

A forma mais simples de gerar memodrias aleatorias com superposi¢ao nao nula entre
elas é supor que os £ sdo variaveis aleatorias estatisticamente independentes, escolhidas

segundo a seguinte distribui¢do de probabilidades:

ety = St s -1+ UL s, (32)

Isto garante que

(&) = 87(8™+a(1-6)),
(&N = a.

O parametro a (=1 < a < 1) é chamado de atividade da rede, dado que (1 + a)/2
é a fragdo (em média) de neurénios atives numa memdria. Com esta distribuigdo, o
termo de ruido da expressdo (3.1) pode valer até (p — 1) a® e, portanto, a condicéo de

estabilidade perfeita da memdria é garantida somente para a® < 1/(p — 1). Amit et
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al. [66] propuseram uma maneira simples de modificar os acoplamentos sindpticos de
forma tal que o valor médio do termo de ruido seja zero {como acontece no caso a = 0).

A nova prescrigao € definida pela seguinte expressio:

1 & u
{j'_ﬁg & —a)(&5 —a). (3.3)

O campo local no sitio i na memoria v agora tem a forma:
2 < 1
(=0 -d) + Y -0 T - (3.4)
p= J

Embora neste caso o valor médio do termo de ruido é zero e a sua variancia p(1—a?)?/N,
o valor do sinal diminui e o menor valor que o seu mddulo pode tomar é (1—a?) (1- | a }).

Comparando os dois termos, concluimos que todos os padrbes sdo estiaveis desde que:

afa) =

<< 1.38(1— | a]). (3.5)

2w

No caso p finito e T = 0 provaram que, para a £ 0, as solugOes simétricas que en-
volvem um ntmero par de memorias tornam-se estaveis, duplicando desta forma o
numero de solugoes espuirias do problema. Também encontraram que, a medida que a
cresce, 0 minimo global ndo corresponde as solugbes de reconhecimento, mas as difer-
entes solucoes simétricas: quanto maior o valor de a, maior é o nimero de memorias
que tém superposi¢do nao nula com o estado de menor energia. Amit et al. estudaram
também o modelo na presenga de ruido, tanto para p finito [2] como para p = aN [4] e
encontraram que, ao contrario do que sucede no caso a = 0, a temperatura nao melhora
o desempenho do sistema.

Fontanari e Theumann [70] estudaram o modelo de Hopfield quando as memoérias
sio escolhidas com a distribui¢do (3.2) no limite N — oo e p/N — 0. Posteriormente
Erichsen e Theumann [72] estenderam este estudo ao caso de armazenamento de um
nimero extensivo de memorias, dentre as quais um subconjunto finito é escolhido com
a distribui¢fo (3.2), enquanto que as restantes sfo escolhidas sem atividade. Estes
trabalhos contém um estudo detalhado da termodinidmica do modelo e, em particular,
das suas propriedades de reconhecimento. Na referéncia [70] Fontanari e Theumann

propuseram uma outra regra de aprendizagem para memorias com atividade. Ela tem
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a forma:
]
=5 Z 6“€“+— Zﬁ“é“ Z Zf“g* (3.6)
=1 = u;e,; Adp
Embora esta regra seja muito mais complicada que a regra proposta por Amit et al. [66]
(notar que nao ¢ aditiva, isto é, o armazenamento de uma nova memdria requer mais
que simplesmente reforgar ou enfraquecer uma sinapse), ela desestabiliza as solugdes
simétricas e nao requer do conhecimento prévio da correlagao entre os padrdes (ao
contrario do que acontece com a regra (3.3)).
Finalmente, Fontanari e I{dberle [73] estudaram a capacidade de armazenamento
do modelo de Hopfield quando somente duas memdrias estdo correlacionadas. Eles
encontraram que, dependendo do valor de o e da correlagdo entre as duas memérias,

o sistema apresenta trés regimes diferentes: no primeiro ele nao reconhece, no segundo

pode reconhecer somente o par, e no terceiro reconhece cada meméria individualmente.

3.1.2 A pseudo inversa

Em 1985 Personnaz et al [67], seguindo as idéias introduzidas por Kohonen e colabo-
radores [74], propuseram uma regra de aprendizagem que permite armazenar padrdes
com superposigoes e atividades arbitrarias. Eles substituiram a prescri¢io original de

Hopfield pela seguinte matriz sinaptica:
1 2 1
Jij = N Yo Q@
uy

onde () € a matriz p ¥ p das superposicbes entre as memarias:

1 X,
qu:‘ﬁgfifi-

O campo local no sitio ¢, quando o estado coincide com a memédria A, estd dado por:

N
gnd =83 U6 = —ZZEé“ ., €8

J#E JFEE MY
P
= e (Q LA,
Yy
= 5:{\255‘5#%: 1.
u



Entédo, todas as memorias armazenadas com esta regra sio estiveis, independente da
superposi¢io entre elas e da percentagem de neurdnios ativos. Para poder aplicar esta
prescrigao, a unica condigho necesséria é que os padrées armazenados sejam linearmente
independentes, para garantir assim que a matriz Q seja inversivel. Embora seja possivel
armazenar até p = N — 1 configuragdes estdveis, as bacias de atra¢io desaparecem para
p > N/2. Para que estas condigdes sejam satisfeitas é necessario que o termo de auto-
interacdo Jy; seja diferente de zero. Mas entfo a fungfio energia deixa de ser uma funcéo
de Liapunov e resulta impossivel fazer uma estudo termodinimico do problema. Kanter
et al. [75] provaram que é possivel fazer os termos de auto-interacio nulos e realizar um
estudo sistematico do modelo.

Resumindo, podemos dizer que esta prescrigio é muito poderosa dado que: (i) nao
nnpoe nenhuma restri¢io as superposigdes entre padrdes e as atividades, (i) tem uma
maior capacidade de armazenamento que o modelo de Hopfield e (iii) o reconhecimento
¢ feito sem nenhum erro. Mas, por outro lado, ao contririo do que acontece com a
regra de Hopfield, ela é néo local: o célculo da sinapse J;; exige conhecer todos os £F.
Do ponto de vista bioldgico é de se esperar que a conexido se desenvolva em resposta
a freqiiéncia de disparo entre o neurdnio pré-sindptico e o neurénio pds-sinaptico, sem

levar em conta a atividade do resto da rede, como acontece no modelo de Hopfield.

3.1.3 Armazenamento de memérias hierarquicamente organizadas

A possibilidade de armazenar memdrias organizadas hierarquicamente é muito impor-
tante, tanto do ponto de vista bioldgico como no desenho de sistemas artificiais. Assim,
as memorias podem agrupar-se em conjuntos, cada um deles definido por uma dada
superposicao fixa entre os seus elementos. As superposigdes entre os diferentes conjun-
tos permitermn construir wina arvore hierarquica na qual os ramos finals identificam os
padrdes armazenados. Um exemplo pode ajudar a entender estes conceitos. Consid-
eremos p configuragdes {£#} escolhidas aleatoriamente. Para cada uma delas podemos

construir g, descendentes {£#¥} (v =1,...,4q,) segundo a regra

e = el



63

onde " = 1 ¢ uma variavel aleatéria escolhida com a scguinte distribuigio:

Pr(n* = %1) = %(1 ta,).

Dois descendentes de um mesmo ancestral tém superposigao ai, enquanto que dois
descendentes de difercntes ancestrais tém superposigao nula. Este procedimento pode
ser facilmente generalizado para gerar uma estrutura hierdrquica muito mais compli-
cada. Parga e Virasoro [68,76] propuseramm uina regra de aprendizagem que permite

ao sistema reconhecer os padrdes armazenados. Para o exemplo escolhido, a matriz de

acoplamentos sinapticos tem a forma:
1 P 1 T
Ji=q 2o &€ (1+Z > (" = au) (i —au))-
u=1 =1

Feigelman e loffe [77] analisaram a termodinamica deste modelo com @, = a. Eles
encontraram que, para A > (1 — a), os estados de minima energia sdo os descendentes,
enquanto que, para A < (1 — a), sdo os ancestrais. Eles provaram também que a
capacidade de armazenamento do sistema é a mesma que a do modelo de Hopfield

a. =~ 0.14, onde a envolve os ancestrais e os descendentes.

3.2 O modelo de Hopfield com memérias correlacionadas aos

pares

Neste capitulo estuda-se a termodindmica do modelo de Hopfield quando as memérias
armazenadas estao hierarquicamente organizadas, porém com uma estrutura simples.
O nosso objetivo ndo é obter uma nova regra de aprendizagem capaz de contornar
os problemas apresentados pela prescricao de Hopfield, mas sim entender em detalhe
como a termodindmica do modelo muda & medida que introduzimos correlagao entre as
memorias. Como ja foi dito no capitulo 1, o sistema consiste em N neurénios modelados
por variavels tipo Ising S; == 41, cada um interagindo com todos os outros neurénios
via a matriz sindptica J, e cuja dinamica é um processo Monte Carlo banho térmico
seqiiencial governado pelo Hamiltoniano

1 N
H=-3 ZL: Ji; S; S;. (3.7
]
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As memérias {£/) sio escolhidas com a seguinte distribuicio de probabilidade:

N
P({e)) = IT T ple &),
onde

p(er, €)= (ij‘?—) e+ 1) B(E + 1)+ _(1;“) 5P +1) 8(€7* —1) +
(3.8)
(1- H) (1 + rc)

O 1 SET )+ L B - 1) 8607 - 1),

com (0 << k& << 1. A matriz sindptica J é definida por:

r

1 2
Ji=—= > > et . (3.9)
N m i=1

=1

A rede armazena entdo p memdrias agrupadas em r pares (p = 2r), indicados com le-
tras gregas p = 1,...,r, enquanto que as duas memdrias de cada par sdo indicadas por
letras latinas [ = 1,2. A figura 3.1 representa esquematicamente a estrutura hierdrquica
das memorias. As duas memérias de um par qualquer estio estatisticamente correla-
cionadas, com correlagio k, enquanto que duas memdrias pertencentes a pares diferentes

sao estatisticamente independentes. Isto é,

(€r'ermy = 87 6™ (s + 8™ (1 - r)), (3.10)
() = o, (3.11)

onde ({...)} denota uma média na desordem, ou seja, na distribuigio P({¢}),

+o0

(e = [ [T TLaer Ped otien).

TR

E importante destacar algumas diferengas com respeito ao caso de armazenamento

de memorias com atividade:

o enquanto que no caso de padrdes comn atividade [66] as memdrias sdo estatistica-
mente independentes, no nosso caso as duas memorias de um par sao estatistica-

mente dependentes;
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1 1,2 2,1 2,2 'l iy
: & ¢ & 3 £

Figura 3.1: Estrutura hierdrquica das memorias
e com a nossa distribuigdo a atividade da rede é zero {ver expresséo (3.11));

e com a prescrigio (3.2) usada para gerar memdrias com atividade néo é possivel

gerar uma estrutura hierdrquica.

Para estudar a estabilidade das memérias armazenadas na auséncia de ruido térmico,
caleulamos o potencial pds-sindptico {campo local) no neurénio 1 quando a configuracao

da rede coincide com uma delas, no caso, a primeira do v-ésimo par:

N

h,‘ = Z ‘]‘ij f;”] =

JFT op=1l ]

|-
“

[]w

N
Z 6:,.1 5;1,1 {}/,1

-~

1 3#1

il

N

1 1 X v v ’ 2 1 v
= lrgt s et ety et

S v =1 Ji

. . . . . ;- 2 .
O ruido é formado agora por dois termos: um devido & memoria ;"° e outro devido aos
pares restantes. O primeiro termo pode tomar os valores £+x, enquanto que o segundo

tem valor médio zero e varidncia N {p — 1)(1 + ~*). Podemos entao aproximar esta
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ultima expressao por:

hi= g € I

e se tornamos o limite N — oo mantendo p finito, temos que
v,1 1,2
hi =& + &7 k.

Notemos entdo que a estabilidade dos padrdes armazenados estd garantida na auséncia
de ruido termico dado que 0 < k& < 1. Este é um resultado vélido somente para o caso
de uma estrutura hierdrquica com duas memérias correlacionadas em cada ramo da
adrvore. Para mals de duas memdrias correlacionadas existe um valor k. da correlagio a
partir do qual as memdrias perdem a estabilidade. Quanto maior o nimero de memérias
envolvidas, menor é este valor critico (k. = 1/(s —~ 1), onde s é o nimero de memdrias

correlacionas).

3.3 A termodinamica do modelo de Hopfield com um niimero

finito de memorias correlacionadas aos pares

Nesta secao calculamos detalhadamente a fungéo de partigao do modelo de Hopfield com
um niimero finito de memérias agrupadas em pares, como foi descrito na se¢io anterior,
e a partir dela estudaremos em detalhe como a correlagao modifica a termodinamica do
sistema.

Vimos no capitulo 2 que, quando a evolucao temporal é dada por um processo
Monte Carlo seqilencial, governado por um hamiltoniano da forma (3.7), para tempos
suficientemente grandes o sistema visita as diferentes configuragdes no espago de fase
com a distribui¢ao de equilibrio de Gibbs e a dindmica é dominada pela fungio energia
livre de Helmholtz. Vamos supor entdo que o sistema esteja em contato térmico com
um reservatério a temperatura fixa T e, a partir da expressio (3.7), calcularemos esta
fungao.

Para wina dada realizacio das memérias, a energia livre é defimda por:

L

In Z(8, €, h), (3.12)
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onde Z é a fungao de partigio do sistema
8 N N
Z(5:€. 1) = Trexp(=FH(S;,{ 1)) = Trexp 3 § J; SiS; + B Z] h: Si ).
1 ¥ 1#£) o=

h; é um campo externo no sitio ¢ que, em breve, serd muito Gtil. Usando a definicao

(3.9) da matriz sindptica podemos reescrever Z como:

Z = 'Tr exp A g: i Z{“" “’IS,-S-+ﬁ§:h;S;
55 2N: Fu=1i=1 ! I ’ 11

(3.13)

r2 (1N 2 N
Z (l_V“Z f,"Si) +ﬂ2h;5; .
= t=1 =1

BN
= exp(—PBp/2) Tr exp |[—-
: S 2 ==
Na ultima expressao temos somado e subtraido os termos com ¢ = 7 a fim de levar o
expoente a uma forma quadratica. O préximo passo consiste em fazer o trago sobre as

varidveis dindmicas S;; mas para isso é conveniente transformar o expoente para uma

forma linear em S; usando a seguinte igualdade :

/ +oo
e;—a;ﬁ — i dy e—-;—ay+al'y‘
2% — o0

Introduzindo entdo 2r pardmetros m,, a expressio para Z pode ser escrita na seguinte

forma:

r/? x| r r
Z = exp(—Bp/2) (ﬁ N) T [ [ngldm“”} exp [ﬂN zimii]x

27 5; —00

r 2 N ! N
exp [,6 Y omy ;E,“ Si + 5_;’1;'5;']

p=1i=1
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Nesta aultima formula temos introduzido a seguinte notagéo vetorial:

m = (77?11,7”12, Ma1,M22y..., mrlamTZ)v

—

61’ = (6311632163116{221'--16:176}.2)1

Podemos assim escrever Z da seguinte forma:

Pl Lo
Z = exp(—fp/2) (ﬁf) /+ di exp [—ﬁ—év—vﬁz]x

4 =00

N —
exp [z In2cosh (ﬁ(ﬁ"z{‘ + h;))] .
=1

Temos reescrito a fungao de particao, em forma exata, substituindo a soma sobre con-
figuracoes discretas por uma integral sobre p variaveis reais continuas:
p/?
7 - (ﬁ_N) e—ﬁP/'Z/dTh' e~ ON () (3.14)
2
com

fim) = = m? Nﬁ Z In 2cosh (ﬂ(m &+ hs ))

No limite N — oo, a integral (3.14) é dominada pelos minimos da fungéo f(m), os quais
sdo determinados pela condigao de que a suas derivadas sejam nulas:
AN -
m = 3 € tanh (B(7-€ + k) (3.15)
=1
e de que a matriz das segundas derivadas

o _0sB)

! ==
s T Bm w1 Oy,

(3.16)

seja definida positiva. A func¢ao de partigao pode ser aproximada entao por:

»/2
7 s e—bol? (@T_) - BN1()

2 ’

com f calculada com os valores de m determinados pelas equacdes auto-consistentes (3.15).
Usando (3.12) obtemos a expressdo para a energia livre de Helmholtz e as equagoes auto-

consistentes para os pardmetros m na auséncia de campo externo:
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f(m) = 59— < {(In2cosh (B1.&))) (3.17)

=~ R

!
)

m = ((€ tanh (8 0.€))), (3.18)

onde temos usado também a propriedade de auto-mediacao :

1 N b 1 - -
w2 fl6) ~ 5 30 58 = () (3.19)
=1 {"
valida para N -» oo e p finito.
Finalmente, antes de estudar as solugbes das equagoes (3.18), calculamos a média

térmica do estado do neurdnio 17 :

1 dlnZ o
(Si) = 7 EI“ S; e P = 61111,- = tanh (ﬁm.{,-) .

Usando agora a forma da equagio (3.18) e a propriedade de auto-mediagdo no sentido

contrario, obtemos:
1 N
myp = ({£°1(S:) ) = N Yo (S).

=1

Isto prova que os parametros de ordem introduzidos no calculo da energia livre sdo exata-
mente aqueles que, como vimos no capitulo 1, determinam o comportamento dindmico

do sistema na presencga de ruido térmicol.

3.4 As solugoes de campo médio

3.4.1 A solugao paramagnética

Desenvolvendo a expressao (3.17) da encrgia livre em poténcias de /7t obtemos

In2 1 T
TE 4 1= = BR Y mame + OGRY). (3.20)

f(ﬁ) - ﬁ 9 =

Para temperaturas suficientemente altas o termo quadrético € positivo e a inica solugéo
(o tinico minimo) corresponde a i == 0. Por analogia com o problema magnético esta

solugao € chamada de paramagnétice e a sua energia livre esta dada por
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Nesta fase a rede néo consegue reconhecer nenhum padrio: o sistema tern um comporta-
mento ergodico e, independente da condigao inicial, o estado de equilibrio termodinamico
tem superposigao igual a zero com todos os padroes armazenados.

Em 71 = (1 4+ &) surgem as primeiras solugdes nao nulas. Elas correspondem a
uma mesma superposi¢ac m do estado do sistema com as duas memorias de n pares
(1 <n <p). A energia livre tem a forma:

f(p) = —1%% 4+ nm? (14+4(1—x)) + O(ﬁi").

Em T) o termo quadratico muda de sinal, indicando que a solugao paramagnética perde
a estabilidade e o sistema sofre uma transigio de segunda ordem. Nas préximas segoes
provaremos que estas solugdes formam parte de um conjunto mais geral de solugdes

simetricas.

3.4.2 As solugbes de reconhecimento

No estudo do modelo de Hopfield com memdérias nao correlacionadas se diz que o sistema
reconhece a p-ésima memdria armazenada se, no equilibrio termodinamico, o estado do
sistema temn somente superposicdo nao nula com ela, ou seja, se o pardmetro m* é
diferente de zero, enquanto as restantes componentes de /7 sao nulas. Em particular, a

temperatura nula, a solu¢ao de reconhecimento da p-ésima meméria tem a forma:

e
m=1(0,...,0, 1,0,...,0).

No caso de armazenamento de memdrias correlacionadas, estas solugdes tipo Mattis
[104] obviamente nio existem. Devemos entéo generalizar o conceito de solugao de re-
conhecimento e levar em conta que, quando o estado de equilibrio do sistema tem uma
superposicao nao nula com um dado padrao, ele tem que ter, necessariamente, uma

superposi¢io nao nula com o outro padrao do seu par. Procuramos entao solugbes com

a seguinte forma:
m=(0,...,0,m*", m,0,...,0). (3.21)

As equagoes de campo médio para m#! e m#? sio :

ma = (& tanh (B(6 my + €7 mp)))),
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(3.22)
Mz = (( 8& tanh (ﬁ ({ul mu + 6”2 mu?)) ))a

e, apds fazer a média sobre a desordem usando a distribuigio (3.8), elas podem ser

escritas como :

M,y = (1 ; N)tanh (B(mu +mu2)) + a ; x) tanh {F(m,n — m,2)),
mr = S b (5mn 4 maa)) - B ranh (mn +m0)).

Somando e subtraindo estas duas equagbes obtemos :

My + My = (1 + K’) tanh (ﬁ(mul + me?)) ’

mu ~ Mz = (1 k) tanh(B(m ~ mua)).
Fazendo a seguinte mudanga de varidveis
U, = My + My, | v, =M, — My, (3.23)
obtemos duas equagoes desacopladas:
u, = (1+ &) tanh (fu,), v, = (1 - x)tanh(fv,). (3.24)

A expressdo da energia livre tem a seguinte forma:

f(3) = el 2“2 — % {{In2cosh (ﬂ (%Y, + f'uzmyz)) )

- - - lncosh(ﬂu#)—Q—Z_F@lnc“h(ﬁ%)-

Vamos estudar agora as diferentes solugbes das equagdes (3.24).



¢ Solugoes de reconhecimento de pares
Em Ty = (1 + ) surgem r solugdes com u, # 0 e v, = 0. Em termos das super-

posigoes, elas correspondem as solugées simétricas da forma:
My = My = my, # 0.

Elas existem para toda temperatura menor que 77, mas veremos numa préxima
segao que elas perdem a estabilidade em T, = (1 — k), e que no intervalo (T}, T} )
sao as unicas solugdes estdvels. Nesta fase, que chamamos de fase de reco-
nhecimento de pares, o sistema é capaz de associar uma configuracio inicial com
, e ~ LR .
um dos pares de memorias armazenados, mas nao com uma memoria. A energia

livre esta dada por

(14 k)
23

¢ Solugoes de reconhecimento de padrdes

In2

1(8) =m; - 5

Incosh(2 g m,) —

Em T, surgem 2r novas solucoes com u 0, v Dev u,, ou em termos das
I y Up b >

superposi¢bes com as memdrias,

M ?é 0, 77'1”2 ?é 0, m.a ?é my2.

Quando existe uma solugéo desta forma o sistema reconhece a meméria cuja su-
perposicio tem o maior valor absoluto. Assim, se | my [>| M., |, o sistema

reconhece a l-ésima memédria do p-ésimo par.

Na Segdo 3.5 provaremos que estas solugbes s@o estdveis no intervalo [0, Tp).
Usando que tanh x — sinal(x) para £ — oo , e supondo que | my |>| mu. [> 0,
sem por isso perder a generalidade, obtemos o limite de temperatura nula das

solugbes de reconhecumento:
1
my==+1, mu, ==+, f(T:O):ﬁi(lwiwc)?. (3.25)

o Solugdes antisimétricas
Em T, surgem 2r solugdes com u, = 0 e v, # 0, 0u myy = —my = m, # 0. Em-
bora elas possam ser consideradas também solucdes de reconhecimento de pares,

provaremos na se¢ao 3.5 que sao sempre mstaveis.



73

Na figura 3.2 apresentamos a solu¢ao numérica das equagoes (3.22).

3.4.3 As solugoes simétricas

Existe uma familia de solugées das equagdes (3.18) que generaliza as solugdes simétricas
pares estudadas na referéncia [2] e das quais as solugbes de reconhecimento do par e as

antisimétricas sao casos particulares. Elas tém a forma

k pares n—k pares r—n pares

A=mas (1,1, 0.1, =1,...,0,0...,0), (3.26)

ou seja, o estado termodinamico do sistema associado com estas solucdes tem
® sSuperposicdo m,x com as duas memorias de k pares,
¢ superposi¢io m,; com uma das memdrias de (n — k) pares e —m,, x com a outra,
e superposi¢ao nula com as restantes 2 (r — n) memdrias.

Notamos que existem
n{p p—k
2 (1) (i)
solugdes equivalentes, mas nos concentraremos no estudo da solugdo (3.26), sendo os

resultados validos também para as outras.

As equagdes de campo médio podem ser reescritas da seguinte maneira:

2nmue = ((Zk + Zo-)tanh (B (Ze + Zui)) ), (3.27)

f(B) = nm?, - 213- {{1n 2 cosh (ﬁmn,k(Zk + "Zn_k)) W (3.28)

onde
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Figura 3.2: Solugoes de reconhecimento como fungiao da temperatura.
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Zi € Za_i sdo somas das varidveis aleatérias independentes af e @ respectivamente.
o pode tomar os valores 2 e -2 com probabilidade (1 + £)/4 e 0 com probabilidade
(1 — k)/2, enquanto que & pode tomar os valores 2 e -2 com probabilidade (1 — «)/4
e 0 com probabilidade (1 4+ x)/2. Podemos entao calcular a probabilidade P, da soma
Zy+ Z,_g serigual a 2j
P Zx+ Znk = E P(Z) = 2I)P(Z i = 2j — 21)
1=k
onde a soma é restrita aqueles valores de k para os quais | 21—2; |< 2(n—k) e P(Z; = 2j)

e P(Z,_x = 2j) sio dados por

P(Z, ~ %)) = (k%n/z k! (14 &)%-11 (1 — g)kHiil=2
‘ S S DR ] —2d) 9k—|sl+2i

P(Z, =2j) = (n+z}1|:)/2 n! (1 — &)%-1 (1 4 ) Hil-2
T i=|j| (- 17 Dt 17§ —20)! om—|j|+2i

Podemos finalmente reescrever as equacgdes (3.28) e (3.27) da seguinte forma

2nmux = ., Pou(27)2jtanh(Bm., 27),
j=-n
f(B) = nml, — 1 E #(27) In2cosk (Amnir23),

Usando que

Incosh(z) = LT

2 12

desenvolvemos a expressao (3.17) para a energia livre até segunda ordemn no parametro

M, € obtemos

(2 + zn_k)E)))

(LR

fi3) = -—% In2 + mi,n (n
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A solugdo simétrica m,; surge entio a temperatura

1, = 8 (2t 2D _ [1 +n(gf - 1)]

2n n

na qual o termo quadratico troca de sinal. Para obter este resultados usamos que

((Zk+Z0t)) = 2n [1+n(2—k —1)].

n
Notemos que as solugdes simétricas pares, que no caso de memorias sem correlagao
surgem todas a temperatura critica T, = 1, agora aparecem a diferentes temperaturas

Tnk, dependendo do quociente k/n e da correlagio &
T]i(].-{-li) 2 Tnk 2 (].—R):Tg

Desenvolvendo as equagbes de campo médio (3.27) em poténcias do parametro m,  até

a quarta ordem obtemos
2
2 o, 8nTh
mnlk ~ A

(Tnk - T) ’

e substituindo na expressao (3.17)

1 2 mi, AR
f(8) + 7 In2 = nmi, T, + T ({((Zx + Zni))),
3ntT,
o — ”A £ (T — T, (3.29)

onde

A = {(Zx+ Zasi))) =8n — k8(n —2K) + 12k (k — 1) (1 + &)?
+12{n— k) (n—k ~1)(1 — x)* 4+ 48k (n = k) (1 — «?), (3.30)
As solugbes com k = n surgem todas a mesma temperatura 73, sendo importante entao

saber qual delas corresponde & menor energia livre. A partir das expressoes (3.29) e

(3.30) podemos provar que
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12T, n{n+ 1)} (1 4 4k + 3x2
fn.n - fn+1.n+1 = - (A A)( ) )(T,m — T)2 <0 para T < T].
nn n+4ln4

Isto quer dizer que a solugio de reconhecimento de pares (k = n = 1) é a solugio que
surge com a mlenor energia em 7;. Na proxima secio provaremos que ela é também a

unica solugao estavel perto da temperatura critica.

3.4.4 Solugoes assimétricas

Existe uma famnilia de solugbes que generalizam as solugdes de reconhecimento de padrées
jé estudadas e, no limite kK — 0, coincidem com as solugbes simétricas com superposi¢io
com wm nimero impar de memdrias encontradas na referéncia [2]. Elas tém a forma:

1par k pares n—k-1 pares r—n pares i
. N N -~ -~ ~
m=(a,b,b,b,....5, -b,..,0,0..,0),

As equagdes para a e b tém a seguinte formas:

tanh (Ba + b(27 + 1)) + (1;—“) tanh (Fla + (27 — 1)) +

a= 3 (@) ((”")

(1—-x)

4

anh(8fa— 825 + D)+ 5 e gla - 25 - 1)

b= 5 Pt (@4 S anh(sla s+ 0D+

j=-n+l

(1-~x)

(25 — 1) 1 tanh (8la + 5(27 — 1)]) +
2+ 1% tanh (8fa — b2 + 1) +
(25 — ])(1 _Z £) tanh (Bla — (27 — 1)])) ’

onde P,_1(27) é a probabilidade de Z; + Z,_;_; valer 2j.
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Estas solugdes sao estudadas somente a temperatura nula. O principal interesse

reside em solugdes da forma

a=1, b=k,

dado que elas podem ser também consideradas solucoes de reconhecimento. A condigao
necessaria para a existéncia desta solugoes esta dada pela relacio:

1

m<————(2n_1).

Isto €, a medida que a correlagio entre as memdrias aumenta, surgem novas solugdes
de reconhecimento. Qutra familia muito importante de solucdes destas equacdes corre-
sponde ao caso | a [<| b |. Elas correspondem & generalizagiio das solugbes mistas com

superposicao ndo nula com niimero fmpar de memdrias.

3.5 Estudo da estabilidade das solugdes de campo médio

Como foi visto na secao (3.3), as equagdes de campo médio foram obtidas pelo método
de ponto de sela. Assim, no limite termodinamico e para p finito, a integral no espaco
dos pardmetros 17 ¢ dominada pelos minimos do expoente. Na seqiio anterior estudamos
somente as solugdes das equagdes de campo médio obtidas a partir da condigio de que
as derivadas primeiras sejam nulas. Temos ainda que estudar a estabilidade local das
solugdes, determinada pelos autovalores da matriz das derivadas segundas (3.16). Para
que uma solugdo seja estavel, é preciso que a matriz seja definida positiva, isto é, que
todos os seus autovalores sejam positivos.

Usando que f é uma quantidade auto-mediada obtemos

A;.tl.um = " 6lm - ﬂ ((( 65‘,( é:ﬁm )) - g,ufum) ’
onde
Gutom = (& €™ tanh? (B E))).

Nas préximas subsegdes estudaremos as condigdes de estabilidade das solucdes obti-

das na secho anterior.
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3.5.1 Estabilidade da solugao paramagnética

A fase desordenada (paramagnética) do sistema é caracterizada pela solugio 7 = 0 com
f(B)=-TIn2, e por tanto g, = 0. Esta solugio existe para todas as temperaturas,
sendo a unica para temperaturas malores que T3, a partir da qual surgem as solucdes

simétricas. A matriz 4 é entdo decomposta em r blocos 2 x 2 da forma

o |18 PR (3.31)
~Br 1-p

Ela tem dois autovalores diferentes, cada um deles com degenerescéncia r:

A= 1—=8(1-k) (3.32)
de o= 1-B(1+x) (3.33)

A solugao paramagnética é estdvel somente para temperaturas maiores que T, dado

que para T' < 1) temos que Ay < 0.

3.5.2 Estabilidade da solugio de reconhecimento de pares
Estudamos a solugao da forma:

—

m = (m,m, 0,...,0)

sem por isso perder a generalidade nos resultados. Os parametros ¢ podem tomar os

seguintes valores :

(1+x)

q¢ = Quu = {{tanh? (61?’1.(;:;))) =
@iz = quen — ({E11€]%tanh® (ﬁﬁag, ) =¢

Quigr = Guap = ((Ef’l{fgtanhz (ﬁ?ﬁ _:))) = Kq para p # 1

tanh? (8 2m)

e a matriz A pode ser decomposta em um bloco 2 x 2

po | 1mAC-0  Bla—w) 5.34)

Blg—r) 1-P(1-¢q)
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mais (r — 1) blocos ao longo da diagonal da forma

i | 17PA—aq) Brlg-1) ’ (3.35)

Arlg—1) 1-p(1~q)
A solugao tem entdo quatro autovalores diferentes, dois deles com degenerescéncia 1
/\] = 1~ E(l - H)

Az = 1= B(1+r—2¢)=1-5(1+ £)(1—tanh®(28m)) (3.36)
e dols com degenerescéncia (r — 1)

)\3 = ﬁ(1+h 1-— )

= 1-814+«k ( 1+
Ay o= 1—8(1 - w)1 -

- 1—f(l—r ( (H nhf(zﬁm)).

tanh (‘)ﬁm))

Definindo
g(m) =

a equacao (3.27) pode ser interpretada como a equacio dos pontos fixos de m = g(m’).

( —; ©) tanh (28m),

Notamos entao que
Ag=1—-—| (3.37)

onde m* é o ponto fixo.

Como foi estudado na se¢do (3.4), para temperaturas menores que T esta equagio
tem duas solugdes diferentes de zero, e o valor da derivada de ¢ nesses pontos é menor
que 1, sendo entdo Ay > 0 para T < T;. Da expressio (3.36) vemos que ); > 0 se
T > T. Finalmente, dado que

Az—Aa=—-28k(1l—¢q) < 0,

estudamos numericamente apenas o valor de A, encontrando que ele é positivo para
Ty < T < Ty, independente do valor da correlagdo. Isto prova entio que as solucdes de

reconhecimento de pares sio estaveis neste intervalo de temperatura.
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3.5.3 Estabilidade das solugoes de reconhiecimento de padrées

Novamente, vamos considerar a solugio da forma = (my,my,0,... ,0), levando em
conta que os resultados sio validos para todas a solugoes de reconhiecimento de padrées.

Neste caso os pardmetros ¢ podem tomar os valores:

0 = g = St (8ms +ma) + L b (8 - )
9: = G2 = i
= (1 ; ) tanh® (8(m; + m,)) — (1 ; H)tanhz (B(m; —my))
Qvive = K1

e a matriz A tem um bloco 2 x 2 da seguinte forma:

Al =

1-B0—q)) Blgz - K) ]
Bla—r) 1-p0~q)

e (r — 1) blocos ao longo da diagonal principal da forma:

A =

1-8(1—q1) Brlg— 1)
Pl —1) 1-=p5(1-q)

Os quatro autovalores sao

Ay = 1=+« + Bl + q2)

( )
( )

Ae = 1=+ &)+ Bas — g2)
( )(1 — tanh® (8(my — my))
( )
( )

Moo= 1-B1-k)1—q)

Usando as variaveis definidas em (3.23) podemos reescrever A; e A, como

dU
A o= 12
! dy lu=u*
d
/\2 = 1 - ll

dv v=v*
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onde
U(u) = (1 + &)tanh (Bu), V(v) = (1 — )tanh(8v),

e u” e v 880 0s pontos fixos néo nulos das equagdes u = U(u') e v = V(v'). Dado que por
construcao a derivada é menor que 1, A\; e A; séo positivos para temperaturas menores
que T; e T; respectivamente. Usando o fato de que A3 < )y, estudamos numericamente
o valor de A3, e achamos que ele é sempre positivo para T < Tj, provando que estas

solugbes sdo estaveis no intervalo de temperatura em que existemn.

3.5.4 Estabilidade das solugdes antisimétricas

Na temperatura T;, onde a solugao simétrica perde a estabilidade, além das solucdes de

reconhecimento de padrdes, surgem as solugdes antisimétricas da forma

—

m o= (7n1mm10!"',0),

as quals também permitem reconhecer pares. Neste caso a matriz tem a mesma forma

que para as solugoes de reconhecimento de pares (expressdes (3.34) e (3.35) )

, Com
g = “—_ﬂtanhz (28m).
2
Os quatro autovalores sao
Ay = 1=-8(1+k)
Ay = 1-p8(1- &~ 2g)
= 1—f(1- x)(1 - tanh?(28m))
ds = 1-8(1-k)(1-q)
= 1-8(1-k) ( (1 ; l%)1:amh2 (QBm))

Ay o= 1—8(1—-k)(1-q)
= 1-8(1 ) (1 _a - %) anh? (Zﬁm)) .

Da expressdo (3.38) obtemos que A; < 0 para T < T. Isto prova que estas solucdes sao

mstavels em todo o intervalo de temperatura onde elas existem.
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3.5.5 Estabilidade das solucoes simétricas

A matriz 4 associada as solu¢des simétricas da forma (3.26) pode ser decomposta em
um bloco 21 x 2n que envolve as componente néo nulas do vetor 17 mais (p ~ ) blocos

2 x 2 ao longo da diagonal principal da forma
1-8(1-q) Blg—x)
Blag—x) 1-p(1-4q)

Embora a forma do primeiro bloco seja muito complicada, afortunadamente é sufi-

A =

ciente estudar os autovalores associados aos blocos pequenos para provar que as soluces
simétricas com n > 1 sdo instdveis perto da temperatura critica e & temperatura nula.
Independentemente dos autovalores associados ao bloco maior, a matriz tem dois

autovalores associados aos blocos 2 x 2, cada um com degenerescéncia r — n:

Ay = 1-6(1—-¢)(1+k)
Ay = 1-5801-q)1- k)
onde
q= ((taﬂh2 (ﬂ My k (Zk + ?nék))”

Para temperaturas préximas e inferiores & temperatura critica T),z, podemos desen-

volver esta ltima expressdo em poténcias de 17:

= 12n? Ty
a % B ((Za + Tk ) = e (T = T)

Substituindo agora na expressio de A; obtemos

2k (Anx — 1202 TE)
’ Tnk Ank

(Tar —T) <0 para n > 1, k arbitrario.

Isto prova que todas as solugbes simétricas com n > 1 surgem como solugdes instiveis.
Os casosn =1 c k =0e 1 jd foram estudados nas secdes anteriores.

Para T — 0 podemos escrever

g = Y Pu(2j)tanh’ (Bmnx27)
j=-—n
= 1—2 ) Py(2j)e2mest

je—n
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Dado que existe uma probabilidade néo nula de que a soma (Z; + Z,_i) seja nula, o

unico termo que contnbui nesta Ultima soma é o correspondente a 3 = 0 :
g=1- P,(0)
Substituindo na expressio dos autovalores Ay e Ay obtemos, no limite T" — 0:

M o= =B+ 8)Pu(0) <0
A = —B(1— K)Puk(0) < 0

Provamos entao que todas as solugoes simétricas sao instaveis a temperatura nula.

3.6 Conclusoes

O principal resultado do estudo do modelo de Hopfield com um ndmero finito de

memornias correlacionadas aos pares é a existéncia de trés regimes diferentes, depen-

dentes do nivel de ruido do sistema:

e para I' > T} = (1 + &) o sistema ndo possul capacidade de reconhecimento. A sua
dindmica tem um comportamento ergddico e o estado de equilibrio termodinamico

tem uma superposigao nula com todas as memorias;

para Ty > T > T, = (1 — &) o sistema associa uma dada configuragdo inicial com

um dos r pares, mas nfo € capaz de distinguir entre as duas memdrias do par;

para T < T, o sistema reconthece as memorias armazenadas, isto é, o estado

de equilibrio termodindmico tem uma superposi¢do 1 comn uma das memodrias

armagzenadas.

As mudangas nos regimes estfio caracterizadas, em ambos os casos, por transicoes

de segunda ordem.

Uma outra propriedade importante é o fato das solugoes simétricas neste modelo
surgirem a diferentes temperaturas criticas, dependendo de x e do quociente k/n.

Elas correspondem, no linute £ — 0, &s solugbes simétricas com superposi¢ao



85

com um ntimero par de memoérias. Neste limite todas as temperaturas criticas
colapsam em 1. Com excegéio da solugio de reconhecimento de pares, todas estas
solugdes parecem preservar a instabilidade apresentada no caso sem correlagio.
Embora a nossa analise limita-se ao estudo da estabilidade perto da temperatura
critica e a T' = 0, nés acreditamos que este comportamento seja vdlido em todo o

intervalo de temperatura no qual elas existem.
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Capitulo 4

Dinamica de uma rede de neuronios diluida
e assimétrica com interacoes

multi-sinapticas

Nos ultimos anos foram estudadas diferentes generalizagdes do modelo de Hopfield
que introduzem o conceito de interagdo polinomuial de grau maior que dos entre os
neurdnios da rede [78]-[83]. Estudos prévios em modelos de campo médio de vidros
de spin com interagdes multi-spin [84]-[87] tinham mostrado que algumas propriedades
importantes destes sistemas mudam com relagio ao modelo com interagdes de pares,

em particular, a natureza da transicao a fase vidro de spin.

As motivagdes que levaram a inclusdo deste tipo de interagao em sistemas neuro-

nais tém origem tanto na modelagem de sistemas biolégicos, como também no interesse
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por desenvolver sistemas artificiais capazes de simular algumas funcdes cerebrais. Do
ponto de vista biologico, estudos feitos na regido cortical do cérebro tém provado que a
suposigao de que os neurénios interagem somente em pares é muito simplificada [88,89)].
Em particular, estes estudos mostraram que processos de interagiio axdénio-axénio podem
modificar o potencial de membrana de outras sinapses axdnio-dendrite (ver referéncias
[90,91,92]). Um neurdnio k pode fazer contato por meio da sinapse (ijk) com a sinapse
(27) entre os neurdnios 7 e j. A eficiéncia da sinapse (i) ¢ J;; quando o neurdnio k
estd no estado passivo (§; = —1) e J;; + Ji;x quando esta no estado ativo (S, = 1).
A contribuigdo deste processo ao potencial pés-sindaptico do neurénio ¢ pode ser escrito

entdo da seguinte forma:
1 1
5 (1+55) (J,-J- + 5 ik (1 +5k)) :

Supondo que todas as sinapses podem, em principio, ser modificadas por qualquer outro

neurénio, o potencial pos-sindptico no neurdnio ¢ tem a forma:

hi =

7

> (Jiy + % > T (1+5))(1+S;)
k

S U+ S) 47 T (14 5)(+ 5.

ik
Esta dltima suposicao é pouco realista do ponto de vista biolégico, e por isso a diluicdo
destas interacoes surge como um ingrediente fundamental na hora de modelar sistemas
biclogicos reais. Por outro lado, dado trés neurdnios interagentes quaisquer 1, j e k, em
geral o neurénio k ndo modifica da mesma forma as sinapses Ji; e Jj;. Isto requer entao
que seja possivel considerar sinapses nio simétricas, ou seja, com Jijx # J;i. Na figura
4.1a apresenta-se esquematicamente o desenho de um contato multi-sinaptico entre trés
neurénios, onde J;; € a sinapse axdnio-axdnio-dendrite por meio da qual a atividade
do neurdnio k modifica a eficiéncia sindptica J;; entre os neurdnios i e 5. Ele foi obtido
a partir de estudos de microscopia eletrénica numa pequena regido do cérebro de rato
[13]. Estudos similares tém mostrado que existem processos ainda mais complexos nos
quais o numero de neurénios interagentes é maior que trés (ver figura 4.1b). Nestes

casos, a expressao do potencial pés-sindptico é facilmente generalizdvel. Finalmente, do
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Figura 4.1: Desenlio esquematico do contato multi-sindptico entre neurdnios, obtido a partir de
estudos de microscopia eletronica no tecido nervoso central de um rato: (a) Jijx € & eficiéncia da
sinapse axonio-axonio-dendrite por meio da qual a atividade do neurdnio k modifica a eficiéncia
sindptica axdnic-dendrite J;; e (b) esquema obtido a partir de processos mais comiplexos que
envolvem interagdes entre mais de trés neurdnios

ponto de vista de sistemas artificials, as interagdes multi-sinapticas tém mostrado ser
muito importantes no desenho de sistemas 6ticos capazes de reconhecer padroes {93).
A maioria dos trabalhos com interagbes multil-sinépticas consideram somente in-
teragdes simétricas, e portanto a dindmica destes sistemas estd sempre governada por
um hamiltoniano (uma funcao de Liapunov), sendo possivel, a partir do cilculo da
funcdo de particio, estudar a termodinamica do modelo, isto é, as suas propnedades
na presenca de ruido. Enﬁbora interagoes polinomiails impliquem em um aumento con-
siderdvel tanto no niimero como na complexidade dos acoplamentos entre neurénos, em
compensacao elas aumentam a capacidade de armazenamento da rede com respeito ao
modelo de Hopfield. Dentre estas generalizagbes do modelo de Hopfield com interagbes
polinomiais, a introduzida nas referéncias {79]-[81] estd estreitamente ligada ao modelo
estudado neste capitulo. O hamiltoniano do sistema é um mondmio de grau K nas

varidveis de estado dos neurdnios (S; = £1), com a forma:

H=~- 3" JyiinSySs ... Sia. (4.1)

1y VR

onde os acoplamentos estao dados pela seguinte generalizagio da regra de Hopfield para



padrdes nao correlacionados:

J. .. = 1! iﬁf‘g!‘ £ (4.2)
LD LY STERTLY ) NR__] et 13 S 0 Sip .

e a dindmica ¢ governada por um processo Monte Carlo banho térmico seqtiencial.
O numero de memdrias que podem ser armazenadas sem erro cresce com R e N
como Nf-1/(2(R ~ 1)!InN) para N >> 1. Como acontece no modelo de Hop-
field (R = 2), a termodinmica do modelo prediz dois valores criticos do parametro
a = Rlp/2 NR), Para oR, T) < a.(R,T) o sistema tem um estado metaestavel perto
dos padroes armazenados (o sistema reconhiece com um pequeno erro ¢), enquanto que
para a(R.T) < oq(R,T) < a (R, T) estes estados sdo os minimos globais. A transigio
de fase termodinadmica que ocorre em o;(R,T) é de primeira ordem. E importante
notar que o pardmetro o usado € a fragao entre o nlmero de bits armazenados (pN)
e o nimero de acoplamentos independentes que é necessirio calcular (= NR/R! para
N >>1). e portanto leva em conta o fato das interagoes serem simétricas. Gardner [79]
provou que a(R,0) cresce com R, e que a(R,0) — oo para R — oo da seguinte forma:

R
4In R

a(R,0) =

Uma propriedade negativa do modelo estd dada pelo tamanho das bacias atratoras dos
estados proximos as memorias armazenadas, que diminui a medida que R cresce.
Uma outra forma de medir a qualidade da rede é calcular a fragao a. entre o ntimero

maximo de bits que a rede é capaz de armazenar e o nimero total de acoplamentos que

& necessario calcular:
O
a, = —.
‘" R
Em particular, quando os acoplamentos sao assimétricos, a. é o pardmetro apropriado
p y y Q¢ I
para caracterizar a qualidade do modelo. Gardner [79] encontrou que, ao contrario de

o, @ decresce com R, e que para & — o0 vai para zero como

1
2(R—1)InR

Qo ~
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Numa outra linha independente de trabalho, o conceito de diluigio assimétrica tem
permitido resolver exatamente a dindmica de diferentes sistemas, e em particular [94],

a dindmica de uma rede de neurénios comn a matriz sinaptica J;; definida pela regra:
1 N
— L (ol
Jij—CtJ N Z&i&js
p=1

onde Cj; € uma variavel aleatdria independente que pode tomar os valores 0 € 1 com a
seguinte distribui¢ao de probabilidade:

p(Ci;) = %5(0:'.—; -+ (1 - %) 6(Ci;)
e &£ é uma variavel aleatéria independente que representa o estado do neurdnio 7 na
memoria g, A constante C é a conectividade média da rede. Dado que as varidveis
C;; e C}; sao independentes, os acoplamentos J;; e J;; sao diferentes (assimétricos) com
probabilidade 2(1 — C/N)(C/N). E possivel provar [95,98] que se a constante C satisfaz

a condigio :

C<<laN,

no limite termodinamico ndo existem circuitos neuronais fechados e, para qualquer
tempo %, dois neurdnios quaisquer sio independentes com probabilidade 1, ou seja,
cada neurdnio possul uma arvore temporal de ancestrais que nao compartitha neurénios
com a arvore de outros neurénios. Isto quer dizer que, no limite N — oo, o modelo
temperado {quenched) no qual a desordem (neste caso as memorias) é congelada (fixa)
pode ser tratado como um sistema recozido {(annealed), no qual as varidveis aleatérias
flutuam na mesma escala de tempo com que flutuam as variaveis dindmicas. Usando
esta propriedade, Derrida et al. [94] encontraram uma equagao de recorréncia para a
superposi¢io entre uma das p memdrias armazenadas e o estado do sistema quando o
estado inicial tem uma somente superposigao nao nula com esta memoria. A partir
desta equagao estudaram as propriedades de reconhecimento do sistema, provando que,
no limite C — oo e p — oo com a = p/C = cte., o sisterna sofre uma transi¢io dindmica
de uma fase de reconhecimento (o < «.) a uma fase de nao reconhecimento (o > ).

Na auséncia de ruido o valor critico de o é:

= (0.636 .

NS

. =
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.

E importante notar que, ao contrario do que acontece na termodinamica do modelo
de Hopheld sem diluigao, esta transi¢ao é de segunda ordem e que a capacidade de
reconhecimento € maior quando o modelo ¢ diluido. Esta mesma técnica foi também
usada e vidros de spin assimétricos [96], em ferromagnetos [97] e em redes aleatérias
de autdomata [98), entre outros, sendo possivel para todos eles estudar exatamente im-

portantes propriedades dinamicas.

Neste capitulo estuda-se a dinamica de um sistema no qual estdo presentes os dois
elementos discutidos nesta se¢fio: interagdes polinomiais de ordem maior que dois e
diluigao assimétrica. Seguindo as idéias introduzidas na referéncia [94] encontra-se uma
equagao de recorréficia para a superposi¢ao entre uma mémoria e o estado do sistema
e, a partir dela, estudam-se as propriedades de reconhecimento do modelo. Na proxima
segdo € introduzido o modelo, e nas duas segbes seguintes sdo estudados dois casos
particulares: (a) o limite C e p — oo e (b) o caso de conectividade finita para interagoes
entre trés neurénios. Finalmente, na tultima se¢io discute-se os principais resultados

obtidos.

4.1 Modelo

O sistema estudado neste capitulo é formado por N neurdnios, cada um deles modela-
do por uma varidvel tipo Ising S; que pode tomar os valores +1 e —1, representando
os estados ativo e passivo respectivamente. As interagbes entre pares de neurénios do
modelo de Hopfield sao substituidas por interagoes polinomiais de ordem R > 2, como
esté descrito na segio anterior. O potencial pds-sindptico no neurénio ¢ no tempo t 4 At
é dado pela soma das contribuigbes de todos os possiveis conjuntos (que chamaremos

plaquetas) de R neurénios dos quais ele faz parte, ou seja:

hi(t + At) = Z idarin Sp(t) ... SjR(t)' (4'3)

N
¥2,- IR
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A eficiéncia sinaptica Ji, 4, . é funciio das p memdrias armazenadas e estd dada pela

expressao:
P
., [ 5 JO . [ 1 H
J’ls”.’u----IR - C’wz‘---.m Z 61'1 ‘fig cer Sig (4'4)
#=1

onde os £’s séo varidveis aleatdrias independentes que podem tomar os valores +1 com
igual probabilidade e ¢! é o estado do neurdnio 7 no u-ésimo padréo armazenado. QOs
Ci1 sa,..in 580 também varidveis aleatérias independentes que representam a diluigio nos
acoplamentos. Para uma dada plaqueta de R neurdnios, C;, ;, ;. é escolhida com a

seguinte distribuicao de probabilidade:

C C
P(Ciigynin) = NAo 6(Ciy igin — 1)+ (1 — NR“) O{Ci igrnnin)

Ci, iz,...ig POde tomar entdo sé os valores 0 ou 1, representando respectivamente a diluigao
ou nao da mteragdo da plaqueta.

Para cada uma das plaquetas de R neurénios da qual o 1,-ésimo neurdnio faz parte,
o potencial pds-sinaptico neste ultimo pode ser afetado por até (R — 1)! acoplamentos
diferentes, correspondentes a todas as possiveis permutagdes de sub-indices na definicio
(4.4). Na auséncia de diluigiio, a eficiéncia de todas as permutacdes é a mesma, e
coincide com a generalizagio da regra de Hopfield (4.4) introduzida nas referéncias [79],
[80] e [81], mas a varidvel Cj, ;,, s, depende de cada permutagio de sub-indices, e nio
somente introduz diluigdo nos acoplamentos de plaquetas, mas também generaliza o

conceito de assimetria comumente usado em interacgoes entre dois neurdénios:

Ci;,ig,...,iR # Cper[i],iz,...,in] 3

onde per(iy,iz,...,ig) indica uma permutagao nos sub-indices. A eficiéncia sindptica
de uma dada plaqueta com uma ordem determinada dos sub-indices pode entio tomar
dois valores: (0, se a interaciio for cortada ou Jy, ;, ;. no caso contrario.

A dindmica do sistema é governada por um processo Monte Carlo banho térmico
com atualizagdo paralela, isto é, a cada intervalo de tempo At os estados de todos os

neurénios da rede séo atualizados simultaneamente segundo a regra:

!—I—l com probabilidade (14 exp(—2hi{t)/T0))™*
—1 com probabilidade (1 + exp(+2hy(t)/T5))?,

Si(t + At) = (4.5)
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onde h;(1) é o potencial pés-sindptico no neurénio : dado por (4.3), e Ty € uma tempe-
rature generalizada que controls o nivel de ruido do sistema (para Ty = 0 a dindmica
determinista). Dado que a atualizagao é paralela, a escala de tempo escolhida é At = 1.
Este sistema pode ser pensado também como uma versio diluida do sistema magnético
governado pelo hamiltoniano (4.1) e submetido & dindmica banho térmico paralela, com
Jiyiz.in dado pela expressio (4.4). Mas, dado que a diluigdo introduz também as-
simetria nos acoplamentos e que o processo de atualizagio € paralelo, a dinamica (4.5)
nao leva i distribuigio de Gibbs. O célculo das propriedades do sistema em equilibrio
termodinadmico torna-se impossivel, dado que néo é conhecida a distribuigao com a qual

o sistema percorre o espaco de fase para t — oo.

Vamos encontrar agora a equacio de recorréncia que permite estudar as propriedades
de reconhecimento do sistema. Seja a configuracao inicial {5;(0)} tal que a sua super-

posicio com a meméria v é mg enquanto que a superposi¢ao com as memorias restantes

é nula. Isto quer dizer que

Mg se pf=v

O(/VN) se p#v,

—~

o

St
|

(4.6)

onde a superposi¢ao m*(t) esté definida por:
1 N
md) = 2 D (€4 S(0), (4.7)

1=1

e {...) denota uma média térmica a temperatura Ty e uma média sobre todas as possiveis
configuragdes iniciais compativeis com a condigéo (4.6).

O primeiro passo é calcular o valor de m, (t = 1) como fungéo de my para posterior-
mente tentar generalizar este procedimento para tempos arbitrarios,

Seja K; o nimero de plaquetas as quais o neurdnio ¢ pertence apés o sistema ter sido
dilufdo. E importante notar que um dado neurénio j pode interagir com o neurénio
i em muitas plaquetas diferentes, como também na mesma plaqueta, com diferentes

permutacdes de sub-indices. O potencial pds-sinédptico no neurénio ¢ no tempo t = 0
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pode ser escrito da seguinte forma:

K

Rt =0)= 62 Js Sp(t=0)...5:(t=0),

=1
onde § é um indice que percorre as JK; plaquetas das quais o neurdnio ¢ faz parte apos
a diluigio, e {7¢,...,7%} é o conjunto de neurdnios que, junto ac neurénio ¢ formam a
plaqueta 6. Nesta soma ja foram consideradas as diferentes permutacoes de sub-indices.
" Usando a expressao de J; o campo local pode ser reescrito como :

K; p

hi = g ; E?‘f;‘;’sjg f;;isjg,

onde por simplicidade foi omitido o tempo t = 0. Separando o termo u = v dos restantes

obtém-se:
K,
h,-=£5’(fogsjg-'-ffgsﬁa*”f)’ (48)
6=1
com
K; P K P
vf =2 Do EENE S & Sig = 20 D 81F
§=1 pv =1 u#v

Os dois termos da expressio (4.8) sdo somas de K; e K;{p — 1) termos respectiva-
mente, e cada um pode valer +1 e —1. Seja n o numero de termos negativos na primeira
soma e § o numero de termos negativos na segunda. O campo local pode tomar entao

os valores:

hi=K;p—2(n+s),

comn = 0,...,K;es =0,...,Ki(p — 1). Usando que a configuragio inicial estd
correlacionada com a v-ésima memodria armazenada, obtém-se a probabilidade Pr de

S ser+le—1:
2 3

e, por conseguinte, que a probabilidade da primeira soma em (4.8) ter n termos negativos

Pr(S:i€f = +1) =

estd dada por
Pr(n) = (% )1 - o),

coIm

R-1 R-2z-1 — mg z
Q:Z’(R—l)(1+?n0) (1 ) .

z R-1
z=0 2
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5" indica que a soma é feita somente sobre valores parcs de z, e ¢ é a probabilidade
do coeficiente ({;.‘g Sig oo 5;'% SJ-%) ser positivo. O calculo da probabilidade de que a
segunda soma tenha s termos negativos é mais simples, dado que a configuragio inicial
nao tem nenhuma correlagiio com as memorias restantes (i # v). Assim, ela estd dada

sumplesmente por :

1 K(p-1
Pr(s) = 2)\,’_(1)_1)( w1y

Dado que as duas somas sdo independentes (nao compartitham nenhuma das varidveis
aleatdrias £), a probabilidade da primeira soma do potencial pds-sinéptico ter n termos

negativos e a segunda soma ter s termos negativos esta dada pela expressao:

Pr(n,s) = 2](,3;:—1) (1;;(:—1)) (i\,) gHin (1—q)*. (4.9)

Usando a defini¢ho (4.7) obtém-se:

my(t=1) = —Zs 1) = {{ (St =1))))
= ((éf’ PT(S.-(t =1)=1)— & Pr(Si(t =1) = —1)))
= ({¢/tanh (h;(t = 0)/Ty)))
onde {...) representa uma média térmica a temperatura Tp e sobre as condigdes iniciais

e {{...)) uma média nas varidveis {. Para fazer esta 1ltima média usa-se a expressao

(4.9), obtendo-se assim finalmente:

m,(1) = f(mo)

(4.10)
K K{p-1)

= S rey 3 SO (o) e (2.

n=0 TO

Nesta expressao a soma ¢ feita sobre todos os possiveis numeros de plaquetas, dado que
este numero é uma variavel aleatoéria, e P € a probabilidade do neurénio ¢ formar parte

de K plaquetas apds a diluigdo :

B C K C NR-1_K
NE-1
Pi= (%) (NR—I) (1 N ]\"R—l)

O préximo passo é tentar generalizar esta formula para tempos arbitrérios. Ateé

agora nao fol necessdrio usar o fato do sistema ser diluido, mas para calcular m,(t = 2)
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em funcao de m,(t = 1) é preciso calcular a distribuigao de probabilidade do potencial

pos-sinaptico no neurénio ¢ no instante £ = 1. Se o sistema nfo estiver suficientemente

diluido surgem correlagées entre os diferentes termos v e entre estes e os da primeira

soma em (4.8), dado que eles podem compartilhar ancestrais na arvore gerada pela
~ ’ L ’ -

evolugao temporal, o cdlculo destas correlagdes é extremamente complicado para uma

rede completamente conectada [99,100]. Para poder generalizar a expressio (4.10) para

tempos arbitrarios é necessario que:

® quase todos os circuitos fechados de neurénios sejam eliminados;

¢ todos os neurénios sejam independentes para todo ¢ com probabilidade 1, isto é,
que dois neurdnios quaisquer tenham érvores de ancestrais temporais diferentes

que nao compartilhem nenhum neurénio.

Esta condigao é satisfeita desde que :
(R-1)C<<InN. (4.11)

Supondo entéo que o sistema satisfaz esta condigfo, a expresséo (4.10) pode ser gene-

ralizada para tempos arbitrérios :

nt+1) = fm (1)
oo CKe-—C K K(p-1) qK—n (1%(1)71

= L TR L o

K=0 . n=0 s=0D 2K (p-1)
(5) (5= wanh (F2=2=20Y

Nesta ultima expressio fol usado que, no limite termodinamico, Py tem a forma

CK emG

P(K)= %

Dado que néo é possivel realizar esta soma, o estudo limita-se a dois casos parti-
culares que serdo analisados nas préximas segoes : o caso C' e p — oo e o caso de

conectividade finita € fixa para R = 3.
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4.2 O limite de infinitas memaéorias

Nesta seqao obtém-se a forma da fungio f(m) quando, apds efetuar o limite ter-
modindmico N — oo, tomam-se os limites C — co e p — oo, mantendo a fracao
a = (p —1)/C constante e, posteriormente, estuda-se a capacidade de reconhecimento
do sistema. E muito importante respeitar esta ordem nos limites a fim de assegurar que
a condigdo (4.11) seja sempre satisfeita. Seja T = Tp/C uma temperatura reduzida.
Neste limite, o termo v? da expressio (4.8) é uma soma de infinitas varidveis aleatérias
#;¢, cada uma delas com valor médio nulo e variancia igual a um. Pelo teorema do
limite central, a distribui¢io de probabilidade para v! é entdo uma gaussiana com valor

médio zero e variancia o = /C(p—- 1) :

1 2
pw(z) = e IC{p-1)

2r C(p-1)

Com este resultado, a distribuicdo de probabilidade para o campo local é simplesmente

a mesma gaussiana deslocada em Cm~1(t):

1 Cmf_l—.z' 2

p(;p) = e  2C{p-1)

lim  lim 3 €5 Su(t) .. & Sp(t) = CmlH(0).
= -

Ed -
E possivel calcular novamente a superposigao entre o estado do sistema e a v-ésima

memaria;

N
m(tE 1) = 5 X € (Si 1) = (g7 tanh (hi(8)/ T
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Usando a distribuigdo do campo local no célculo da média sobre a desordem obtém-se:

my(t+1) = f(m,(1))

(4.12)
—m.(t) : cmi-N—s 2
= —/ de ) e” 0D tanh (z/7)
- 2nC(p—1
50 !r;mf‘l(:)—: !2
—i—/ 0T Cd‘: ) e 2C(s-1) tanh («/7)
-mult 7C(p—1
(Cmﬁ_l(!)—r z
- [ de e TG tanh (¢/T) .
o 27 C(p-—-1)
Realizando a seguinte mudanga de varidveis:
_Cmt) -2
2C(p-1)
obtém-se
too d F-1(t) - yv/2
my(t+1) = f \/—"‘% e”¥ tanh [m” ( )T 4 al . (4.13)

Os pontos fixos deste mépa e a andlise da sua estabilidade determinam as pro-
priedades de recuperacéo do sistema neste limite. Vamos entdo estudar as solucgdes
desta equagao de recorréncia para o caso R > 2, dado que o caso R = 2 j4 foi estudado
na referéncia [94]. O pontom, = 0 é sempre um ponto fixo estivel do mapa (4.13), dado
que a sua derivada primeira na origem é sempre nula. Para altas temperaturas, este é o
tnico ponto fixo do sistema. Isto quer dizer que wn nivel alto de ruido na rede impede
o reconhecimento, independente da distincia de Hamming entre a configuragio inicial
e a memodria. A uma temperatura critica 7, que depende de a e de R, o sistema sofre
uma transi¢ao de primeira ordem. Para temperaturas menores que 7} o sistema estd
numa fase de reconhecimento. Neste regime, o mapa (4.13) tem dois novos pontos fixos,
m4 e mp, como é mostrado esquernaticamente na figura 4.2, Para todas a temperatuas
menores que 1i, m4 é sempre instdvel enquanto mp é sempre estdvel. Isto significa que

todas aquelas configuragoes iniciais que tém uma superposi¢ao com o v-ésimo padréo
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f{m)

Figura 4.2: Solugio esquemdtica da equagio para os pontos fixos da relagdo de recorréncia
(4.13). O sistema sofre uma transigdo de fase de primeira ordem 27 =T,. Para T > T.,m=40
é o inico ponto fixo estdvel, enquanto que para T < T, existermn dois pontos fixos estaveis, m = 0
e m = mpg, e um instével, m = my.
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R a. % de erro
3 0.2525 7.63
4 0.1975 3.95
] 0.1725 2.25
6 0.1575 1.65

10 0.1285 0.65

100 | 0.0765 0.45
1000 | 0.0365 | 2.5 1077
10000 { 0.0525§ 1.5107°
100000 | 0.0522 | 5.0107*

Tabela 4.1: Valor critico da capacidade de armazenamento e os correspondentes valores de ¢
para diferentes valores de R no caso T' = 0.

Para diferentes valores de R, a tabela 4.2 apresenta os respectivos valores da tem-
peratura critica sob a qual o sistema esté na fase de reconhecimento. Apresenta-se

também os correspondentes valores de € na temperatua critica. No hmite R >> 1,

e satisfaz:

1
e?ln R

m=1- desde que T <

|

Na figura 4.3 mostra-se o diagrama de fases para diferentes valores de R. O tamanho
da fase de reconhecimento diminui & medida que a ordem das iteragbes aumenta. Para
R — oc, tanto 7. quanto a, véo pura zero logaritmicamente. O diagrama é muito
similar com o diagrama de fases termodinamico do modelo de Hopfield generalizado

para interacdes multi-spin sem diluigao [80].
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08 =

T i
0.00 c10 0.20 0.30

Figura 4.3: Diagrama de feses no plano T vs a, para diferente valores de K. Para cada valor de
R o sistema apresenta uma linha de transigdo que separa a fase paramagnética (valores grandes
de T e a) da fase de reconhecimento.
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R 7, % de erro
3 0.5825 9.37
4 0.4955 6.17
o 0.4515 3.92

6 0.4215 0.51

10 103645 | 7.5107?

100 | 0.2395| 5.0 10732
1000 §0.1825{ 0.5 10~
10000 | 0.0525 | 0.510°°
100000 | 0.0522 | 0.5 107°

Tabela 4.2: Temperatura critica e os correspondentes valores de € para diferentes valores de R
no limite a — 0

4.3 Conectividade finita para R =3

Nesta se¢io estuda-se o modelo com interagdes entre trés neurdnios (R = 3} e com a
conectividade de cada sitio IV fixa e comum a todos eles. Neste modelo, a conectividade
refere-se ao nimero de plaquetas que afetam o potencial pds-sindptico de cada neurdnio
ap6s o sistema ter sido diluido.

Quando a conectividade € fixa, o mapa (4.13) tem a seguinte forma

Kir- C—n n
(r-1} qh (1 —q)

h N K Kp—2s—2
my(t+1):§ ZU ——ém——(i‘)(hgp"]})tanh[\p Tr‘ " . (414)

Aqul a soma sobre as diferentes conectividades foi suprimida, e portanto é possivel
agora resolver este mapa numericamente, o que ndo € possivel no caso de conectividade
variavel.

O lado direito desta ultima expressao é uma funcdo gue tem uma forma similar a
mostrada na figura 4.2. Para valores fixos de p e R existe um valor minimo A, da
conectividade a partir do qual (e para valores maiores que ele} o sistema apresenta uma

temperatura critica que separa uma fase de reconhecimento (baixas temperaturas) de
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p K.

3
2 7
3 11
4 15
S 19
6 23

Tabela 4.3: Valor minimo da conectividade para que exista solucdo de reconhecimento para
diferentes valores de p no caso R = 3.

uma fase de néo reconhecimento (altas temperaturas). Na tabela 4.3 apresenta-se o
minimo valor de K, para diferentes valores de p com R = 3. O critério para decidir
se o sistema reconhece ou niao reconhece foi fixado pela condigio de que o erro de
reconhecimento seja menor que 5 % . Estes resultados mostram que & medida que a

quantidade de informagao armazenada aumenta. é necessério aumentar a conectividade

da rede.

Para um dado valor de p e R, e para valores da conectividade iguais cu malores que
a conectividade critica A, existe uma temperatura de transicao T.. Ela corresponde
ao rivel de ruido no qual o mapa (4.14) deixa de ter um ponto fixo estavel diferente
de zero, e portanto o sistema perde a habilidade de reconhecer os padroes. Na tabela
4.4 apresenta-se o valor de T, para o caso R =3 ep = 2 E importante notar que o
valor de 7. cresce quase linearmente com a conectividade da rede. Este resultado pode
parecer surpreendente, dado que ¢ conhecido que o modelo com interagoes simétricas
multi-sindpticas sem diluigdo tem uma transi¢do de fase a temperatura finita, E pre-
¢iso lembrar que no modelo considerado nesta segéo estd sempre presente o conceito de
diluicfo e principalmente de assimetria, e que embora a conectividade divirja, ela tem

que satisfazer a condigio (4.11) para que a equacdo de recorréncia (4.14) seja vélida.
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K T.
7 1.59
8 2.31
9 2.97
10 3.60
11 4.25
12 4.85
20 9.57
40 21.00

Tabela 4.4: Valor da temperatura na qual surgem as solugoes de reconhecimento para diferentes
valores da conectividade IV, parac caso R = 3 ep =2

Resultados similares foram encontrados no modelo ferromagnético diluido com conec-

tividade finita [97).

4.4 Conclusoes

Neste capitulo estudou-se um sistema que inclui dois ingredientes importantes do ponto
de vista bioldgico, mas que nio haviam sido considerados num mesmo modelo: (a)
intera;Oes multi-sinépticas entre neurdnios e (b} diluicéo assimétrica das sindpses. O
fato ce ser possivel estudar as propriedades de reconhecimento do sistemz a partir de
um tratamento exato da sua dinAmica é um ponto muito importante. Em particular,
até onde sabemos, este trabalho [101] é o primeiro a estudar a dinamica de uma rede
com interacdes multi-sindpticas diluidas. Trabalhos posteriores na mesma linha tém
estudado a interagio simultanea de pares de neurdnios e plaquetas de trés neurdnios,
encon:rando que, para valores adequados das eficiéncias sinédpticas, o sistema apresenta
um comportamento caético. E importante notar que esta Gltima classe de sistemas é

mais realista que o modelo tratado aqui, dado que n&o suprime as interagoes entre dois



106

neurdnios, mas inclui os efeitos das interagdes axonio-axonio-sinapse.

No que diz respeito aos resultados obtidos, alguns pontos merecem ser destacados:

e para comparar com os resultados obtidos no estudo da termodindmica de sistemas
simétricos |79] é importante levar em conta que, devido ao fato de ser este sistema
assimétrico, o parametro a = (p — 1)/C tem que ser comparado com o parametro
a. = a/2R! definido na introdugao deste capitulo, pois ele ndo leva em conta
a simetria dos acoplamentos. Quando comparados com os valores criticos na
auséncia de ruido apresentados na referéncia [79] (a. = 0.13 para R = 3 e a, = 0.10
para R = 4), observa-se que os correspondentes valores de a, obtidos para o
modelo diluido sdo maiores (a, = 0.25 para R = 3 e a, = 0.19 para R = 4).
Ou seja, como acontece no caso R = 2 [94], a capacidade de reconhecimento da
rede aumenta consideravelmente. m compensacao, o erro de reconhecimento no
valor critico de @ é maior que o obtido no caso simétrico, mas isto ndo é muito

mmportante dado que este erro continua sendo pequenc;

e a natureza da transi¢ao entre as fase de reconhecimento e nao reconhecimento é
diferente da obtida no caso R = 2, mas coincide com a dos resultados encontrados
em sistemas simétricos. O fato de se tratar de uma transigao descontfnué tem
importantes consequéncias do ponto de vista dindmico. Neste caso as solugdes
de reconhecimento convivem com a solugfio paramagnética (superposigao nula
com a memdria), e portanto, é necessirio que a configuragao inicial tenha uma
superposi¢do com a memdria malor que um dado limiar (dado por mp na figura
4.2) para que o estado do sistema evolua a um estado final de reconhecimento. No
caso R = 2, onde a transi¢do é continua, para qualquer superposi¢do inicial ndo
nula com a memdria, o sistema € capaz de reconhecé-la. Isto que dizer entdo que,
no modelo diluido, as bacias atratoras associadas as solugdes de reconhecimento

sao menores que No caso R = 2;

e 4 medida que o grau da interacio polinomial aumenta, a fase de reconhecimen-

to diminui. Isto sugere que, embora as interacdes multi-sindpticas e a dilui¢do
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assimétrica sejam elementos importantes do ponto de vista bioldgico e no de-
senvolvimento de sistemas Sticos, nio produzem um aumento na capacidade de

armazenamento da rede quando sdo tratados simultaneamente num mesmo mo-

delo.
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Capitulo 5

Propagacao de danos no modelo de van

Hemmen de vidro de spin

5.1 O modelo de van Hemmen de vidro de spin

O modelo de van Hemmen de vidro de spin [14,15] consiste em N spins totalmente
conectados (cada spin interage com todos os outros spins), modelados por varidveis de

Ising 5; = £1 e governados pelo Hamiltoniano
JU N 1 N N
H:—ﬁZS;Sj—'z—ZJijSiSj-hZS;, (51)
1.2 1,7 T

onde Jy representa um acoplamento ferromagnético, h é um campo magnético externo

homogéneo, e os Ji;’s séo os acoplamentos aleatérios que descrevem em forma, simplifi-
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cada a interagio RIKKY [43,44,45] entre os momentos magnéticos e sao dados por:

J
Ji =% (&in; + &mi)s Jii = 0. (5.2)

Os &'s e 1;’s formam um conjunto de 2N variaveis aleatorias independentes com valor
médio zero e variancia um. Neste trabalho considera-se o caso particular em que elas
podem tomar os valores +1 e -1 com a mesma probabilidade. A relagao deste modelo
com o modelo de Hopfield com duas memorias armazenadas é evidente. Nao entanto,
veremos neste e no proximo capitulo que eles apresentam um diagrama termodinamico
e dindmico muito diferentes.

E importante notar que este também é um modelo de campo médio, mas com uma
distribui¢do de acoplamentos J;; diferente da usada do modelo SK. Em particular, os
acoplamentos nao sio independentes, mas é possivel provar [15] que eles séo fracamente
correlacionados.

Vamos descrever, brevemente, a termodinadmica do modelo, estudada por L. van
Hemimen nas referéncias [14] e [15]. Seguindo o roteiro introduzido no capitulo 2 para
sistemas com desordem temperada, calcula-se a funcio de parti¢io do sistema para uma

dada configuracio da desordem:
Z(&n) = Trexp (~BH(S,{,m),
e a partir dela a energia livre, definida como

1
£(8) = = 55 (m2(Em))),

onde novamente ({...)} denota una média na desordem, isto €, sobre {¢} e {n}. Intro-

duzindo os parametros :

m = hm —ZS,,

“""DON‘I
= 1 AT iy
! l_lgoNIErS
g2 = 1ggoﬁ!2n; i

o hamiltoniano (5.1) pode ser escrito da seguinte forma:

1
H=NQ(m,q,q@)=—N (anmz + Jqrg2 + hm) .
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Nesta expressfio, m é a magnetizagio do sistema e g; e ¢, sao as superposi¢des com as

configuragoes {{} e {n] respectivamente. No limite termodinamico, a energia livre é

dada por [14]:

7(8) = max (5 Jom® + Jasga — {{in cosh(m + €g2 + 1))

onde mar indica que a fungao deve ser calculada com os valores dos pardmetros (m, ¢, ¢z )

que maximizam o argumento. Isto leva as seguintes equagdes de campo médio:

m = ({tanh (B[Jom + J(€qz + 191)])}} »
¢ = {{étanh(B[Jom + J(Eq2 + 1q:))))} ,
g2 = {{mtanh(B[Jom + J(€q2 + na1)]))) -

£ possivel provar [15], usando a convexidade da fungio @, que as solugdes que mini-

mizam a energia livre satisfazem a condi¢do ¢ = ¢; = ¢, sendo as equagbes entao

m = (({tanh (8[Jom + Jq(& + 7))
g = ({(€+n)tanh (B[Jom + Jg(& +7)])/2)).

A figura 5.1 mostra o diagrama de fases obtido na referéncia {14]. O sistema apresenta
quatro fases termodinamicas diferentes. Na fase paramagnética (P) tanto ¢ como m so
nulos. Na fase vidro de spin (VS) ¢ # 0 e mn = 0 e na fase ferromagnética (F) ¢ =0e
m # 0. Finalmente, existe uma quarta fase, que chamamos de fase mista (M), na qual
o minimo de energia corresponde as solugdes com g #0 e m #£ 0.

Os N sitios da rede podem ser divididos em duas subredes distintas segundo o valor
do sinal de {;n;: os sitios com §); = 1 pertencem a subrede A, enquanto que os sitios
com &;7; = —1 pertencem & subrede B. Reescrevendo a interacho aleatéria (5.2) entre o

sitios ¢ € 7 da seguinte forma

J
Ji; = N i L+ &imiémg).

observa-se que esta interagio somente conecta sitios da mesma subrede.
Se a interagfo ferromagnética esta ausente, a rede € dividida em duas subredes nao

interagentes com aproximadamente N/2 sitios cada uma, e o hamiltoniano pode ser
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1.5

T/d

0.5

J(,/J

Figura 5.1: Diagrama de fases termodindmico do modelo de van Hemien. Aslinhas LILIILIV,V
e VI indicam os cortes ao longo dos guais estuda-se 2 dinémica do modelo.
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reescrito como:
H= "% (% i 5;'5;) (% i 17;5;') "%T- (}1\; i 5;5.') (% i 7?1'5{) :
{r€4) (r€A4) (i€B) (i€B)

Uma transformacio de Mattis §; — £,5; transforma o primeiro termo em um hamil-
toniano ferromagnético € o segundo num hamiltoniano antiferromagnético. Para tem-
peraturas menores que T, = 1 a subrede A estd ordenada, enquanto que a subrede B
permanece sempre desordenada, devido a grande frustragao da rede. Aproximadamente
metade dos sitios da rede estio entdo frustrados. A medida que Jy/J aumenta, o termo
ferromagnético comega a competir com a interacéo aleatéria em ambas subredes, dando
origem as diferentes fases encontradas.

Na proxima se¢ao estudaremos a propagaciio de danos neste modelo de campo médio,
a fim de obter informagdes sobre a estrutura do seu espago de fase e poder comparar

com os resultados obtidos no modelo SK e nos modelos de curto alcance.

5.2 Método

Nesta segéo € descrito detalhadamente o método usado para estudar a propagacao de
danos no modelo de van Hemmen submetido & dindmica Monte Carlo banho térmico.
O trabalho limita-se ao caso com campo magnético externo nulo{ h = 0). Devido ao
esfor¢o numeérico requerido para obter o diagrama de fases completo, o trabalho limita-
se ao estudo da dindmica do sistema ao longo dos seis cortes mostrados na figura 5.1.
Quatro cortes correspondem a valores fixos de Jo/J (I,ILII e IV) e dois a valores de
T/J fixos (V e VI). O valor de J foi escolhido sempre 1, e a partir de agora os eixos
Jo/J € T/J serdo chamados por simplicidade de Jy € T respectivamente.

Para uma dada temperatura T' e para um dado valor J, do acoplamento ferro-

magnético realizamos sempre os seguintes passos:

1. partindo de uma configuragéo inicial aleatdria {S;(0)} e para uma dada matriz
de acoplamento J;;, deixa-se termalizar o sistema durante um transiente de 7y

unidades de tempo de Monte Carlo (UTMC) até a configuragio {Si(n1)};
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2. cria-se uma réplica de {S;(7;)} e vira-se aleatoriamente uma fragao d(0) dos seus

sitios. Esta segunda configuragiio € chamada {S/(7)};

3. deixa-se evoluir as duas configuragtes durante 7, + 73 UTMC, ambas submetidas
a0 mesmo ruido térmico, ou seja, usando a mesma seqiiéncia de mimeros aleatdrios
{z;}. Durante as ltimas 73 UTMC é calculada a média temporal da distancia de

Hamming entre as duas configuragdes

_ 1 T1tT2+73 1 N . , '

T3 (=m¥m+

4. para calcular a média configuracional este procedimento é repetido M vezes com
diferentes matrizes de acoplamentos, diferentes configuragoes iniciais e diferentes
seqiiéncias de nimeros aleatérios. Para cada ponto do diagrama s&o calculadas as

seguintes quantidades :

- {dh)} :  valor médio de d calculado somente sobre os pares de con-

figuracbes que néo se tornaram idénticas em 7, + 73 UTMC;

- P(r3+ 1) : probabilidade de que duas configura¢des submetidas ao

mesimo ruido térmico ndo se tornem idénticas em 19 + T

UTMC;

- {t) :  tempo médio requerido para duas configuragdes se tornarem

idénticas

Consideram-se somente dois tipos diferentes de danos iniciais:
e CIO : Si(1) = —8{7) para todo 7 (d(0) = 1);

o CIA : S7) = —S;(7) com probabilidade 1/2 (d(0) = 0.5).

Para todos os pontos do diagrama estudados se traballiou com redes de trés tamanhos
diferentes: N =128, 256 e 512. Embora fosse desejavel trabalhar com sistemas maiores

a fin de poder fazer um estudo mais detalhado dos efeitos do tamanho da rede, isto
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néo foi possivel por se tratar de um modelo de campo médio, o0 que faz com que os
algoritmos numéricos sejam extremamente lentos.

O tempos usados sho 0s seguintes:

» o transiente 7; escolhido é da ordem do tamanho N do sistema. Este tempo é
suficiente para o sistema alcancar o equilibrio térmico longe das temperaturas de
transicfo, mas é insuficiente perto delas. Mas, como o principal interesse deste tra-
balho ¢é estudar as propriedades dindmicas, isto ndo parece ser muito importante,
dado que resultados nio sdo sensiveis ao valor do transiente escolhido. Em par-
ticular, quando trabalhamos com a condigido inicial CIA, a cdpia da configuragao
previamente termalizada nao estd em equilibrio termodinamico, mesmo longe das

temperaturas de transigao;

* 0 tempo 7, é sempre igual ao transiente 7,. Ele evita que seja incluido nas médias
temporais o transiente durante o qual a distancia entre as duas configuragoes flu-

tua fortemente;

¢ o tempo 73 durante o qual é feita a média temporal da distancia de Hamming foi
de 500 UTMC para todas as amostras utilizadas. Simulagdes feitas com tempos
maiores mostraram que para este sistema 0 resultado nao depende fortemente

deste parametro.

O ntimero de amostras M usadas para fazer as médias configuracionais depende do

tamanho da rede: 200 para N = 128, 100 para N = 256 ¢ 50 para N = 512.

5.3 Diagrama de fases dinamico

Nesta segio apresenta-se os resultados obtidos ao longo dos seis cortes no plano (T°,Jp)
(figura 5.1) utilizando o método descrito na se¢do anterjor.
As figuras 5.2a, 5.2b e 5.3 mostram os resultados obtidos para o corte I, correspon-

dente a Jy = 0.25 fixo e temperatura T variavel.
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Da figura 5.2a surge claramente que, dependendo da temperatura, o sistema apre-

senta trés comportamentos dinamicos diferentes :

e na fase de baixa temperatura, T < T; = 0.11, (dh) é diferente de zero e o seu valor

depende da distancia de Hamnming inicial entre as duas configuracdes;

» para temperaturas intermedidrias 7} < 7 < T3 = 0.975, (dh) # 0 mas o scu valor

independe da distancia inicial;

e na fase de altas temperaturas, T > T3, as duas configuragdes encontram-se sempre

no espago das fase, independentemente da distdncia inicial. Isto é, (dh) = 0.

A temperatura critica 7} coincide muito bem com a temperatura critica correspon-
dente a transigdo termodindmica entre as fases mista e vidro de spin calculada por van
Hemmen [14] (T, = 0.12) e néo parece depender sensivelmente do tamanho N do sis-
tema. Ja o célculo da temperatura critica T, apresenta maiores problemas. Perto dela,
a probabilidade P de duas configuracées sobreviverem {no se tornarem idénticas) cai
abruptamente a zero independentemente das condigbes iniciais, o que faz com que seja
necessario-um tempo de computagido muito grande para se obter um niimero adequado
de amostras. E importante notar que, & medida que o tamanho do sistema aumenta, 7T,
aproxima-se da temperatura critica termodinamica correspondente & transicao vidro de
spin-paramagneto, T, = 1. Na figura 5.2b mostra-se que a probabilidade de duas con-
figuragtes inicialmente opostas se encontrarem é préxima de um nos regimes de baixa
temperatura e de temperaturas intermediarias, e cai a zero perto de Ts.

Na figura 5.3 apresenta-se (t) vs T. Notemos que nas temperaturas criticas {f)
parece divergir. Novamente vemos que o valor de T} independe do tamanho do sistemna,
mas que 7, varia sensivelmente com N, aproximando-se da temperatura de transicio
termodinamica T, = 1 4 medida que N cresce.

Lamentavelmente nao ¢ possivel, a partir dos dados obtidos, concluir se a tempera-
tura T, coincide ou nao com a temperatura de transi¢éo termodinamica 7, = 1 obtida

por L. van Hemmen [14], nem se a descontinuidade observada no valor de {dh) nesta
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da distancia de Hamming calculado sobre os pares de configuragdes que sdo diferentes apds 500
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temperatura ¢ somente um efeito do tamanho finito da rede, dado que & medida que N

aumenta o valor desta descontiruidade cal sensivelmente.

Nas figuras 5.4a, 5.4b e 5.5 apresentam-se os mesmos calculos realizados ao longo
do corte II (Jg = 0.5). O sistema apresenta o mesmo comportamento gue o encon-
trado no caso anterior, sendo que a temperatura critica inferior 7} & 0.23 coincide com
a temperatura critica termodinamica correspondente a transi¢do mista-vidro de spin
calculada por van Hemmen, enquanto que a temperatura T, depende fortemente do
tamanho do sistema, mas se aproxima a temperatura de transigio termodinémica vidro

de spin-paramagneto (I, = 1) quando o tamanho aumenta.

A figura 5.6 apresenta os resultados zo longo do corte ITl, correspondente a Jo = 1.5.
O sistema tem o comportamento préprio do modelo de Ising ferromagnético na apro-
ximagio de campo médio. Na fase de baixa temperatura a disténcia de Hamming
& diferente de zerc e independente do dano inicial. Na fase de alta temperatura, a

distdncia de Hamming é sempre nula. Notemos que ndo temos nesta regiao do diagrama



118

T T T " T T ] T T T T
(a) 1.0 %l.‘ art0) | e 128|N= 256 |Nm 12| T
]
l 1 | ] A 4 [ F
1
120 D v o |
0.8 E!
2
0.6 F 1 ]
_{:\ vO', 0 Vt 0
S :Jl%,dy : VF V& " . .5 " ]
VY &) ' SB . O P
) o~ ]
! 1
i | i
0.2 t+ | E
'. | -
! I
00 L—= Lt ; R ) L v
3] OZI 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
T, T T,
| R T T —T T T
1.0 EwEY R | ] B L J * -
b) v 1
(v A _
0.8 +
0.6 _
o m] [ |
! —
0.4 “
* Y | 1
i _
02 r o e 1~=512! . ;
r 1 ] v L] Ii )
D%;__A——‘———
0.0 L : | , ] 1
0.0 .2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
1
T T(a
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Figura 5.5: Tempo médio necessario para duas configuragbes se tornarem idénticas em fungao
da temperatura, para Jo = 0.5

a fase com distdncia de Hamming diferente de zero e dependente do dano inicial. A
temperatura critica depende fortemente do tamanho do sistema, mas aproxima-se do
valor da temperatura critica termodinamica correspondente a transigéo ferromagneto-

paramagneto, T, = 1.5.

Os resultados correspondentes ao corte IV, com Jo = 0, sdo apresentados nas fig-
uras 5.7a e 5.7b. Na primeira delas notamos que o sistema apresenta somente duas
fases dindmicas a temperatura finita, em concordancia com o diagrama termodinamico.
Embora estejam originalmente opostas, duas configuragdes sempre acabam em vales
diferentes, separados por uma distancia de Hamming 1/2. Na figura 5.7b vemos que o
sistema sofre uma transicio de fase dinimica & temperatura nula, dado que o valor de
{t) parece divergir & medida que nos aproximamos de este valor. Ao longo deste corte

o sistema pode ser divido em duas subredes, como foi visto na segao anterior.

Na figura 5.8 apresentam-se os resultados correspondentes ao corte V (T = 0.3}.

Novamente observa-se que o sistema apresenta transi¢des dindmicas caracterizadas pelo
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Figura 5.6: Valor médio da distancia de Hamming calculado sobre aqueles pares de configuragoes
gue sio diferentes apds 500 UTMC vs. temperatura para Jo = 1.5

comportamento de {dk). A primeira transi¢io ocorre para Jo &= 0.6, valor préximo da
correspondente temperatura de transigao termodinémica entre as fases vidro de spin
e mista. A segunda transigao é dificil de determinar com precisdo. Notemos que o
valor critico do acoplamento ferromagnético depende fortemente do tamanho. Isto estd
ligado ao fato desta transigho ser de primeira ordem. A linha critica termodinamica
corresponde aos valores dos pardmetros a partir dos quais uma solugao tem menor
energia livre do que outra, mas ambas solugdes coexistem. J& o método dindmico néo €
muito sensivel a estas transicdes se as bacias de atragio das solugdes séo de tamanhos
comparéveis, como ocorre perto da linha critica.

Finalmente na figura 5.9 mostram-se os resultados obtidos ao longo do corte VI, com
T = 0.7. A transicio dindmica acontece em Jy & 0.8, valor muito préximo da transigzo

termodinamica correspondente.

Os resultados obtidos ao longo dos diferentes cortes mostram que parece existir uma

relacio muito estreita entre os compertamentos dinémico e termodinamico do modelo
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500 UTMC.



122

T T T ] i T T i T T T l
- vy & v ey
v
: B
C.B r < \j v o -
:
r \ ) v
v ‘O
A 0.8 F i‘: v v i
- 1 =)
- i N jo]
8 %tol.& E : gD
0.4 | L o .
en(C b= 128 =256{N=512
0.2 F i A 4 n L 3
LI: v D OJ
OO.J.l‘wt1,|‘1‘|-1.J,
0.0 0.2 0.4 0.610.8 10 1.2 14 1.6 1.8 20
1.
LS

Figura 5.8: Valor médio da distincia de Hamming para 7" = 0.3 em fungéo de Jy calculado sobre
aqueles pares de configuragdes que sio diferentes apos 500 UTMC.

T I T —'7 T i T iﬁ '[ T I T ] T | Ll '! T
1.0 - e vevy
L
y
G.8 r [ ] -
B
N 0.€ i
5 Jv, 3t
A I v ¥ f
; v x B f‘ 5 X | I
0.4* | : -
GRLG) N=128N=25E1N=212] | ]
02 + ' -1
1 ¥ | [ ] )
/2] v u) o 1. 1
0.0 s | L ] 1 ! L 1 F i L 1 f | n 1 a1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 ] 1.0 1.2 1.4 1.8 1.8 2.0
SR

Figura 5.9: Valor médio da distancia de Hamming para " = 0.7 em fungao de Jy calculado sobre
aqueles pares de configuragdes que sdo diferentes apds 500 UTMC.



123

de van Hemmen. Podemos entao caracterizar as diferentes fases termodinimicas da

seguinte maneira:

s paramagnética : a distancia de Hamming (dh) é zero independente da distancia

inicial entre as duas configuragoes;

s ferromagnética : a distancia de Hamming (dh) é diferente de zero e independe
do dano inicial. Diminuindo a temperatura desde a fase paramagnética, ela surge

continuamente na temperatura critica e atinge rapidamente um valor proximo

de 1;

¢ vidro de spin : a distancia de Hamming {dh) é diferente de zero e independe do
dano inicial. Ao contririo do que acontece com a fase ferromagnética ela surge

descontinuamente e parece ser sempre aproximadamente 1/2;

¢ mista : a distdncia de Hamming (dh) é diferente de zero € o seu valor depende

da distancia inicial entre as configuragoes.

O comportamento dindmico nas fases paramagnéticas e ferromagnética coincide com
o observado em outros modelos (por exemplo no modelo de Ising 3D [11]}, mas o com-
portamento na fase vidro de spin é diferente de outros obtidos previamente Como foi
discutido no capitulo 2, os modelos SK [10] e Edwards-Anderson [11] apresentam, na
fase vidro de spin, o mesmo comportamento encontrado na fase mista do modelo van
Hemmen.

A fim de obter mais informacéo da estrutura do espago de fase do sistema nos diferen-
tes regimes, calculamos a distribui¢do das médias temporais da distdncia de Hamming
calculada somente com aqueles pares de configuragbes que sobreviveram apds 73 + 73
UTMC quando o dano inicial entre elas ¢ 1/2 (CI1).

Na figura 5.10a apresenta-se os resulados obtidos num ponto da fase mista (Jy = 0.25,
T =0.08). O histograma tem dois picos, um deles e centrado em de {dh) = 1/2, e outro
(mais estreito) préximo de {dh) = 1.0. Na figura 5.10b mostra-se os resultados para
um ponto na fase vidro de spin (Jy = 0.25 e T' = 0.2). Agora o histograma apresenta

uma forma completamente diferente, com um tdnico pico estreito, e centrado em de
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{dh) = 0.5. Este comportamento indica que nesta fase a fun¢o energia livre est4 domi-
nada por diferentes vales separados todos eles por uma distincia de aproximadamente
1/2, enquanto que na fase mista existe uma estrutura mais complicada, caracterizada

pela largura do pico central e pela existéncia do pico menor préximo de 1.

5.4 Conclusoes

Os resultados apresentados permitem extrair algumas conclusdes importantes. Em
primeiro lugar, os diagramas dinamico e termodindmico do modelo de van Hemmen
parecem coincidir. Embora (como ja fol dito muitas vezes) para se poder afirmar que
as linhas criticas coincidem seja necessdrio um estudo numérico muito mais detalha-
do, tudo indica que o método permite calcular com boa precisao a linha critica entre as
fases vidro de spin e mista, mas que as linhas vidro de spin-paramagneto e ferromagneto-
paramagneto dependem fortemente do tamanho da rede, aproximando-se, & medida que
N aumenta, do valor termodinamico. Em segundo lugar, é importante destacar que as
diferentes fases termodindmicas séo caracterizadas, neste modelo, por comportamentos
bem diferentes dos obtidos no modelo SK e no modelo 3d com interacao entre primeiros
vizinhos.

Comegamos comparando com o modelo SK. Por se tratar também de um modelo
de campo médio, ¢ de se esperar que os dois apresentem um comportamento similar.
A tnica diferenca entre o sistema tratado no corte IV e aquele que estudou Derrida
e cujos resultados foram mostrados na figura 2.6 estd dada pela forma em que foram
construidos os acoplamentos. Enquanto no modelo SK estudado por Derrida eles séo
independentes e podem tomar dois valores, no modelo van Hemmen existe correlacio en-

tre os acoplamentos e eles podem ser zero com probabilidade 7 e :I:%,‘l com probabilidade

En [

. O comportamento dinamico dos dois modelos é totalmente diferente. No modelo SK
a fase paramagnética estd caracterizada por uma distdncia {(dh) # 0 e independente
do dano inicial, enquanto no modelo van Hemmen ela tem o mesmo comportamento
encontrado em modelos de curto alcance, com {dh) = 0 qualquer que seja o dano ini-

cial. Na fase vidro de spin o comportamento é também surprendentemente diferente:
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no modelo SK (dh) depende do dano inicial, refletindo uma estrutura de muitos vales,
mas no modelo van Hemmen ela é independente da distancia inicial, e préxima de 1/2,
inclusive muito perto de T = 0.

Se comparado com o modelo vidro de spin de Ising em 3D isto também ocorre para
o caso da fase vidro de spin, O comportamento no modelo de van Hemmen parece
ser o mesmo que o encontrado na fase intermedidria do modelo 3d, que é comumente
associada a fase de Griffiths. O comportamento mostrado na figura 2.7 é muito similar
ao apresentado nos cortes I e 11 se associamos a fase vidro de spin do modelo 3d com
a fase mista do modelo van Hemmen e a fase intermedidria com a fase vidro de spin.
Mas a diferenca fundamental reside em que, enquanto no modelo 3d acredita-se que a
fase intermedidria surja somente por efeitos dinAmicos associados aos grandes tempos
de relaxagéo, no modelo van Hemmen este comportamento tém uma relacio muito forte

com a termodinamica do modelo.
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Capitulo 6

Propagacao de danos no modelo de

Hopfield

O modelo de Hopfield de rede de neurénios é um exemplo raro na fisica estatistica
de sistema cujo espaco de fase, embora nao trivial, pode ser controlado no que se refere
3 estrutura. Como foi visto no capitulo 2, na auséncia de ruido (dindmica determinista)
e quando um nimero finito p de memdrias sao armazenadas, o seu espago de fase estd

dominado por:

¢ 2p estados termodinamicos ou vales associados &s memérias e as antimemorias

armazenadas, e que sao também as solugdes de minima energia do sistema;

e aproximadamente 3°/2 estados metaestivels correspondentes as solugdes simétricas

que tém superposicio nao nula com um namero impar de memdorias.
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Além destas solugdes existem também solugdes mais gerais, chamadas assimétricas,
mas elas sfo muito menos importantes que as solugoes de reconhecimento e as solugoes
simmétricas impares, dado que as suas baclas de atracio séo consideravelmente menores.

No outro extremo, como foi visto no capitulo 2, o modelo Sherrington-Kirkpatrick
para vidros de spin apresenta um espago de fase altamente complexo e néo controlavel.
Com isto queremos indicar que, para uma dada realizagao das constantes de interagao
entre os momentos magnéticos {J;;} é praticamente impossivel, no limite termodinédmico,
determinar quais sdo as configuracdes de minima energia do sistema. Ainda para sis-
temas finitos, o problema de encontrar os minimos globais do modelo SK é extremamente
complicado. Embora o modelo SK tenha sido muito estudado, pouco se conhece sobre
a estrutura do espago de fase para o modelo Edward- Anderson, e ainda hoje existe uma
grande polémica em torno da existéncia ou ndo de uma estrutura de multivales no caso
d=3.

Até que ponto o método de propagagio de danos permite realmente estudar a estru-
tura do espago de fase de um sistema magnético na presenga de ruido térmico dominado
por uma dindmica Monte Carlo banho térmico?; qual a relagdo entre as transigoes ter-
modinamicas preditas pela mecénica estatistica e as transi¢Ses dindmicas observadas
estudando o comportamento assintético da distancia de Hamming entre configuragoes
submetidas ao mesmo ruido térmico?; e se existe alguma relagdo entre estas transigoes,
entdo como caracterizar o comportamento dindmico do sistema em cada uma das fases?.
Estas sao algumas perguntas que estudamos neste capitulo, e para isto escolhemos o

modelo de Hopfield dado que ele satisfaz algumas propriedades importantes:

e a termodinadmica pode ser exatamente resolvida, e a estrutura do seu espago de

fase € bem conhecida;

¢ aumentando o nimero de memoérias aumenta gradativamente a complexidade do
espaco de fase, indo desde o modelo de Ising de campo médio (p = 1) cuja estrutura

é trivial, até o modelo Sherrington-Kirkpatrick (e = p/N — o0).

¢ apesar do sistema ser frustado, na fase de reconhecimento (para a < 0.14 e tem-

peraturas suficientemente baixas) conhecem-se aproximadamente as configuragoes
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de minima energia, ao contrdrio do que acontece com o modelo SK;

¢ introduzindo-se a correlagio entre as memdrias é possivel controlar também a

estrutura do espago de fase.

6.1 Meétodo

O método usado no estudo do modelo de Hopfield é basicamente o mesmo descrito
no capitulo anterior e usado no estudo do modelo de van Hemmen. Partindo de uma
configuragdo previamente termalizada, cria-se uma cépia, inverte-se uma fragio d(0) dos
seus sitios e deixa-se as duas configuragbes evoluirem com a dindmica banho térmico
e submetidas ao mesmo ruido térmico, isto é, usando a mesma seqiiéncia de nimeros
aleatdrios. Apds um transiente que depende do tamanho do sistema, calcula-se a média
temporal da distancia de Hamming d entre as duas configuragdes durante 7, + 73 UTMC.
Finalmente, este procedimento é repetido para M amostras diferentes a fim de calcular o
valor médio configuracional da distancia de Hamming (dh). Este valor médio é calculado
usando somente aqueles pares de configuragbes que ndo se tornam idénticas em 73
UTMC. Também calcula-se o tempo médio {t) requerido para duas configuraces que
estao num mesmo vale se tornarem idénticas.

Os programas desenvolvidos foram escritos na linguagem FORTRAN 77 e usou-se
a técnica de “multi-spin coding” a fim de otimizar o uso da memoéria do computador e
aumentar a velocidade de célculo. Embora nio seja possivel desenvolver um algoritmo
que permita a atualizagao em paralelo de mais de um spin, o método usado [102] permite
evitar o armazenamento da matriz de acoplamentos J;;.

Dado que o tempo de computagio cresce linermente com N e com p, & medida que
estes pardmetros crescem a simulagao se torna mais dificil. Por sua vez, a complexidade
da estrutura de espaco de fase aumenta consideravelmente com o niimero de memdrias
armazenadas p. Por estes dois motivos, os tamanhos, os tempos e o nimero de amostras
sobre os quais foram realizadas as médias configuracionais variaram com o ntimero de
memorias armazenadas, e serfio explicitados em cada caso.

Neste capitulo nos referiremos & temperature para indicar o pardmetro de controle
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de ruido da rede.

6.2 Comportamento dinamico

6.2.1 O modelo de Hopfield com uma memoria: o modelo de Ising ferro-

magnético com interagdes de alcance infinito

Quando no modelo de Hopfield é armazenada apenas uma memédria £; = +1, o Hamil-

toniano tem a forma:
1 N
H=——— %" £€585;,
2N o

e por meio da seguinte transformagio (transformagao de Mattis) [104] :
S; = &S, (6.1)

o hamiltomano pode ser mapeado no hamiltoniano do modelo de Ising ferromagético

com interagdes de alcance infinito:
1 Mo,
H= """ E 5.5,
2N By v

Na temperatura critica 7, = 1 o sistema sofre uma transi¢ao de fase termodindmica de
segunda ordem. Para T' > T, o sistema estd numa fase paramagnética, e a dinamica tem
um comportamento ergédico. Para T' < T, o sistema esta numa fase ferromagnética: a
ergodicidade é perdida e o espago de fase é divido em duas regides separadas por barreiras
de energia muito altas (que divergem para N — oo). No limite termodindmico esta
perda de ergodicidade confina o sistema em uma das duas regides do espago de fase,
uma caracterizada por uma magnetizagio positiva e a outra por uma magnetizagio
negativa.

Na figura 6.1a apresenta-se o valor médio da distancia de Hamming {dh) entre duas
configuragoes submetidas ao mesmo ruido térmico, para simulagoes com N = 256, 512,
1024 e 2048 neurdnios, e 73 = 500, 1000, 2000 e 4000 UTMC respectivamente. O sistema

tem doils regimes dinimicos diferentes, dependendo da temperatura:
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o para T > Ty, a distincia de Hamming (dh) é sempre zero, independente da

distancia inicial entre as configuragoes;

e para T < Ty, a distancia de Hamming (dh) ¢ diferente de zero e independe da

distancia inicial.

O valor da temperatura critica Ty depende sensivelmente do tamanho do sistema e
aproxima-se da temperatura critica termodindmica T, = 1 como pode observar-se na
figura 6.1b na qual apresentase () vs T. Para poder determinar se elas coincidern ou
nao , seria preciso uma analise numérica mais detalhada, mas lamentavelmente isso estd

fora das nossas possibilidades de computacao.

6.2.2 0O casoa <<

Nesta seqao estuda-se a propagagéo de danos no modelo de Hopfieldcomp=2ep =3e
com memorias nao correlacionadas. Embora trabalhamos sempre com sistemas finitos,
nestes dois casos o espago de fase é suficientemente simples para poder considerd-los
uma boa aproXximagao ao caso o = 0.

Em ambos casos o sistema sofre uma transigao de fase termodinamica em T, = 1.
Para T > 1 o sistema ¢ paramagnético caracterizada por m = 0, enquanto que para

T < 1 o sistema esta na fase de reconhecimento, caracterizada por solucoes da forma:
m=(0,...,m,,...,0).

No caso p = 2 e na fase de reconhecimento o sistema tem somente quatro minimos
degenerados, correspondentes as duas memoérias e duas antimemoérias. E importante
lembrar que neste caso nao existem outras solugoes estaveis, ou seja, outro minimos
locais da energia livre. O sistema pode ser divido em duas subredes distintas segundo
o valor de ¢}¢?, como acontece no modelo de van Hemmen sem acoplamento ferro-
magnético: os sitios com £}£? = 1 pertencem & subrede A, enquanto que os sitios com
£1¢ = —1 pertencem a subrede B. As constantes de acoplamento podem ser escritas da

seguinte forma:

1 1 2 1
Ji= 5 §GUHEEEE)
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Figura 6.1: Propagacio de danos no modelo de Hopfield com p = 1 em funcéo da temperatura;
(2) valor médio da distancia de Hamming {dh} e (b} tempo médic necesséario para que as duas
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Isto prova que estas interagdes somente conectam sitios de uma mesma subrede. O

hamiltontano do sistema pode ser reescrito como:

N N
H=-= }:gs }:55 +3 Zg‘ NZ{S,

('EA) (;eA (*EB) (1€B)

e uma tranformacao de Mattis §; — Si£! transforma ambos termos em hamiltonianos
ferromagnéticos. Isto prova entdo que, ao contrario do indicado na referéncia [2], o
modelo de Hopfield com duas memérias armazenadas nao tem frustracio. Cada subrede
possui em média mitade dos sitios do sistema, e para temperaturas menores qu T, = 1
ambas se ordenam.

Nas figuras 6.2a e b apresentam-se os resultados obtidos para sistemas de N =1024 e
2048 neurénios, com 13 =2000 e 4000 respectivamente. Trabalhou-se com trés condigdes
iniciais diferentes: d(0) = 1, 0.5 e 1/N, mas para este Ultimo caso obteve-se sempre
(dh) = 0 independente da temperatura, e portanto nio sio apresentados estes resulta-
dos. Para fazer as médias configuracionais usaram-se 200 amostras com N = 1024 e
100 com N = 2048.

O sistema apresenta dois regimes dindmicos diferentes: para T > Tf) a distancia
de Hamming ¢ sempre nula, independente da distancia inicial, enquanto que na fase de
baixa temperatura T' < Tf’ a distancia de Hamming é diferente de zero e depende das
condigbes iniciais. A temperatura critica dinamica T;z) é muito préxima da temperatura
critica termodinamica, e a pequena diferenga pode ser atribuida a efeitos de tamanho
finito do sistema. Na figura 6.2b observa-se que (t) diverge na transicao termodinamica
e que o valor de Ta(!z) depende sensivelmente de N, aproximando-se de T, = 1 & medida
que N cresce.

Quando sdo armazenadas trés memorias na rede o comportamento termodinamico
do sistema é o mesmo descrito para o caso p = 2. Porém, a estrutura do espaco de fase
¢ diferente. Em toda a fase de reconhecimento o sistema tem 6 estados termodinamicos
(minimos) degenerados correspondes s memdrias e as antimemérias, ¢ para tempera-
turas menores que I3 = 0.456 surgem 8 novos minimos locals, todos eles com a mesma
energia (malor que a energla das solugdes de reconhecimento), os quais correspondem

as solugbes simétricas com igual superposi¢io com as trés memdrias (como foi descrito
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no capitulo 1).

Na figura 6.3a apresenta-se o grafico (dh) vs T obtido para sistemas de N = 512
e 1024 neurénios respectivamente. Notamos que o comportamento dinamico é similar
ao descrito para o caso p = 2, com dois regimes diferentes e com uma temperatura
de transi¢ao dinamica Td(a) muito proxima da temperatura critica termodinamica. Da
figura 6.3b obtém-se que esta temperatura também depende do tamanho N e que ela
se aproxima de T, quando IV cresce.

Embora as figuras 6.2 e 6.3 ndo permitam identificar as diferencgas descritas na estru-
tura do espago de fase, esta informagdo pode ser obtida pela técnica de propagacio de
danos. Na figuras 6.4 apresentam-se os histogramas das médias temporais da distancia
de Hamming. Notamos que para o caso p = 2 o distribuicdo tem trés picos estreitos, cor-
respondentes a d = 0 (quando as duas configura¢des sao confinadas nwn mesmo vale),
d = 1 (quando uma configuracio é confinada no vale de uma memdria e a outra na cor-
respondente antimemoéria) e d = 0.5 (quando as duas configuragdes sdo confinadas em
vales correspondentes a memdrias diferentes). J& no caso p = 3 notamos que o sistema
apresenta, além dos mesmos picos encontrados no caso p = 2, dois novos picos centrados
em d = 0.25 e d = 0.75, que correspondem ao caso em que uma configuragao é confinada
no estado de uma memdria e a outra num vale correspondente a uma solugao simétrica.
As duas configuragGes poderiam também ficar presas em vales correspondentes a duas
solugoes simétricas diferentes, mas, dado que a configuracéo inicial é uma das memdrias,

estes eventos sao poucos provaveis e na foram observados nas simulacoes.

6.2.3 O casoa #0

Nesta secao estuda-se a propagacio de danos no modelo de Hopfield quando um niimero
extensivo de memérias é armazenado, ou seja, com a # 0. Como foi descrito no capitulo
1, o sistema tem um diagrama de fases termodindmico nmito rico no plane T vs a,
apresentando agora uma fase vidro de spin, além das fases paramagnética e de reconhe-
cimento presentes no limite o = 0. Na figura 6.5 mostramos novamente o diagrama de
fases obtido por Amit el al. {4], e nele marcamos os quatro cortes com valores de o fixo

(o = 0.0074, 0.011, 0.020 e 0.0430) ao longo dos quais estuda-se a dindmica do modelo
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Figura 6.5: Diagrama de fases termodinémico T vs a do modelo de Hopfield. Aslinhas I, I, II1
e IV indicam os cortes ao longo dos quais estuda-se a dindmica do modelo.

em funcao da temperatura.
A termodinimica do modelo com simetria de réplicas esta descrita pelas equagoes

de campo médio:

o = [ (i (5t vET))

—

5= \j_ ~F ((fanh (B + VaT )

T =

g
(1-301-4q)p’

e pela expressao da energia livre de Helmoltz [4]:

_ 1,1 m. ) nl— _ _ Pa
f = ppm 5(11 50 -9 -1 g

QBT
Xk
‘ZT((ln 2cosh (ﬁ(rn £+ ‘\/—Q_T?.«c)) .

Nestas expressdes (...} denota uma média na desordem. Resolvendo este sistema de

equacbes numericamente é possivel entfio construir o diagrama de fases do sistema [4].
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Na figura 6.5 foram indicadas as cinco principais linhas do diagrama, as quais nao
estao restritas as linhas que correspondem a transigoes de fase termodinédmica. FElas
assinalam também o surgimento de estados metaestéveis, dado que sio estes estados os
responsdveis pela qualidade do reconhecimento,

A linha 7} sinaliza uma transi¢io de fase termodinamnica entre uma fase ergoédica
ou paramagnética para alto nivel de ruido e uma fase vidro de spin, e tem a seguinte

dependéncia com o parametro a:

T)(a)=1++/a.

A fase paramagnética (regido C) estd caracterizada pelos valores ¢ = 0 e mt = 0.
Diminuindo o nivel de ruido o sistema entra na regiao C na qual as tnicas solucdes
sao as solugoes vidro de spin caracterizadas por m = 0 e ¢ # 0 (solugdes com simetria
de réplicas). O sistema nio é mais completamente ergddico e surgem muitos vales ou
estados termodinamico, mas eles nao estao correlacionados com as memdrias. O valor de
g surge continuamente sinalizando uma transigio de segunda ordem, e cresce & medida
que a temperatura diminui.

Diminuindo o nivel de ruido com a > 0.138 n&o surgem solugdes de reconhecimento,
e o sistema ndo € capaz de reconhecer as memdrias, independente da temperatura. Mas
para o < 0.138 o sistema atravessa a linha Ty e entra na regidao B. Por baixo da linha Ty
surgern intineras novas solugoes metaestéveis, cada uma com superposigio macroscopica
com uma unica meméria. Estas novas solugdes surgem descontinuamente, exceto para
a = 0, e o valor da descontinuidade depende de «. Estas solucgdes de reconhecimento
coexistem com a solugdo vidro de spin mas as suas energias sdo malores.

Quando diminuimos o nivel de ruido com a < 0.051 acontece uma nova transicio
ao longo da linha T} e o sistema entra & regiao A. Ao longo desta linha as solucdes
que tém superposigdnao nula com uma das memorias (que chamamos de solucoes de
reconhecimento) tornam-se os minimos absolutos da energia livre, ou seja, o sistema
sofre uma transi¢do de fase termodindmica de primeira ordem. Do ponto de vista
dindmico esta linha nao é muito importante.

Para valores de o menores que 0.03 surgem novas solugbes estdvels espirias corre-
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Figura 6.6: (dh) vs T ao Jongo do corte I para @ =0.0074, N = 1024, 73 = 2000 e diferentes
danos iniciais: d{0) = 1/N (e}, d(0} = 1/2 (v) e d{0) = 1 (w).

spondentes a superposigdes simétricas com um numero impar de memorias. As primeras
a surgir sdo as solucdes que misturam 3 memdrias. Finalmente, por baixo da linha Tg
a solugao simetria de réplicas perde a estabilidade.

Neste capitulo nao estamos interessados na qualidade de reconhecimento do sistema,
mas apenas no comportamento da distancia de Hamming. Em todos os casos trabalthou-
se com sistemas de N = 1024 neurdnios. € com: as mesmas trés condi¢des usadas na segao
anterior: d(0) =1, 0.5 e 1/N. Os valores de 73 utilizados variam com o valor de a e séo
indicados em cada figura.

Nas figuras 6.6, 6.7, 6.8 € 6.9 apresentamn-se os valores de (dh) em fungéo da temper-
atura ao longo dos quatro cortes. com a =0.0074, 0.011, 0.020 e 0.043 respectivamente,

O comportamento mostrado pelo sistema € similar ao longo dos quatro cortes. Ao
contrario do que acontece com os casos p = 2 e 3 o sistema apresenta agora trés fases

dindmicas bem diferenciadas:

1. para niveis altos de ruido (T > Ty (a)) a disténcia de Hamming é sempre nula

independente do dano inicial entre as configuragoes;
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Figura 6.7: {dk) vs T ao longo do corte I para @ =0.011, N = 1024, r3 = 4000 e diferentes danos
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Figura 6.8: {dh) vs T ao longo do corte I para a =0.020, N = 1024, 75 = 8000 e diferentes danos
iniciais: d(0) = 1/N (s}, d{0) = 1/2 () e d(0) = 1 ().
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Figura 6.9: (dh) vs T ao longo do corte I para a =0.043, N’ = 1024, 73 = 8000 e diferentes danos
iniciats: di0} = 1/N (s),d{0) = 1/2 (o) e d(0) = 1 (w).

2. para temperaturas intermediarias Ty;(a) < T < Ty(a), a distdncia de Hamming

¢ diferente de zero e independe da distancia de Hamming imcial;

3. para baixas temperaturas (T < Ty (a)) a distincia de Hamming é diferente de

zero e depende da distancia imcial.

O ponto mais importante a destacar destes resultados é a estreita relagao entre os
comportamentos dindmico e termodinamico do sistema ao longo dos cortes escothidos,
e que provavelmente se estende ac longo de todo o dizgrama de fases. Podemos associar
entéo as fase dinfmica 1 com a fase paramagnética, a fase dindmica 2 com a regido na
qual somente existe a solugao vidro de spin, e a fase dindmica 3 com a regido na qual
existem as solugdes de reconhecimento.

A temperatura critica dinamica Ty (a) é muito proxima da temperatura critica ter-
modinamica que marca a transigao de fase de segunda ordem entre a fase paramagnética
e a fase vidro de spin, e os valores de Tuy(a) obtidos coincidern muito bem cont as corre-

spondentes temperaturas Tps(a). As figuras mostram que a distancia de Hamming (dh)
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nao € sensivel a transigio termodinamica de primeira ordem que ocorre ao longo de 7.

Na fase paramagnética os resultados confirmam um comportamento ergédico do
sistema, como acontece na fase paramagnética do modelo de Ising ferromagnético com
d = 2 e 3, no modelo de Ising com interagoes de alcance infinito e no modelo de van Hem-
men estudado no capitulo anterior. Porém, este comportamento é muito diferente do
encontrado por Derrida no modelo Sherrington-IKirkpatrick de vidro de spin. Este é um
resultado surpreendente, dado que os dois modelos compartilham muitas propriedades
importantes (por exemplo o fato de envolver interagoes de alcance infinito aleatérias
com valor médio zero e apresentarem frustragio), e em particular eles coincidem no

limite o« — oo.

A fase intermedidria, que coincide com a fase vidro de spin, apresenta um resultado
diferente dos comportamentos encontrados tanto no modelo SK como nos modelos de
dimenséao finita, nos quals a distancia de Hamming depende das condigdes iniciais. Na
fase vidro de spin do modelo de Hopfield ao longo dos cortes estudados a distancia
de Hamming tem um comportamento similar ao encontrado na fase vidro de spin do
modelo van Hemmen e também em vidros de spin diluidos [105]. A interpretagio deste
resultado é direta, dado que no modelo de Hopfield e na regiao estudada do diagrama
T vs o a solugao de minima energia corresponde a solugho com simetria de réplicas. O
sistema sofre uma quebra de ergocidade e o espago de fase é dividido em muitos estados
termodinamicos ou vales que no limite termodindmico confinan o sistema, sendo que a
disténcia de Hamming entre quaisquer dois estados termodinamicos é sempre a mesma.
Notamos que esta estrutura € bem diferente da observada no modelo SK, como foi visto

no capitulo 2.

Na fase dindmica de baixa temperatura o sistema apresenta o mesmo comportamento
encontrado na fase vidro de spin do modelo SK e do modelo Edwards-Andersonem d =2,
3 e 4, e na fase mista do modelo van Hemmen. Dado que a configuragio inicial escol-
hida é sempre uma das memoérias armazenadas, assim que elas surgem elas dominam
o comportamento da distancia de Hamming. Quando uma nova configuragao danifi-
cada evolui, ela pode ser confinada no vale correspondente a outra memoria (d = 0.5),

a alguma das multiples solugdes simétricas ou a solu¢ho vidro de spin. Isto explica
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porque, dependendo da distdncia inicial entre as configuragoes, a distancia {dh)} alcanga
diferentes valores.
6.2.4 Memdrias correlacionadas

Nesta secao estudamos o comportamento da distancia de Hamming quando sido ar-

mazenadas duas memodrias, escolhidas com a seguinte distribuigio de probabilidades:

e gt = P s st e+ G we enser -
s —vyeer v+ T s s -1y

As simulagbes foram feitas com sistetnas de N = 1024 e 2048 neurdnios, e com
73 = 2000 e 4000 respectivamente. Como foi visto no capitulo 3, os sistema sofre duas
transicoes de fase de segunda ordem. Para temperaturas maiores que 1 + £ o sistema
estd numa fase paramagnética; para temperaturas intermedidrias (1 — k) < T < (1 + &)
o sistema estd na fase de reconhecimento do par, na qual o estado do sistema tem a
mesma superposi¢do com as duas memérias, e finalmente para T < (1 — &) o sistema
estd na fase de reconhecimento.

Nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12 apresentam-se os resultados obtidos para £ = 0.25, 0.5
e 0.75 respectivamente.

Notamos que existe uma grande concordancia entre o diagrama dinamico e a ter-

modinamica do modelo.

6.3 Conclusoes

A partir dos resultados apresentados neste capitulo podemos concluir que existe uma
estreita relacao entre os comportamentos ternrodindmico e dinamico, quando a dinamica
usada é banho térmico. Isto pode ser observado variando a correlacio entre as memorias
ou o pardametro o = p/N.

A fase vidro de spin ao longo dos cortes estudados neste capitulo apresenta um

comportamento dindmico diferente do observado no modelo Sherrington-Kirkpatrick e
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Figura 6.11: {(dh) vs T para p = 2 e x = 0.50.
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Figura 6.12: (dh) vs T para p =2 e x = 0.75.

no modelo Edwards-Anderson em dimenséo 3. A distancia de Hamming (dh) é diferente
de zero e independe do dano inicial entre as configuragdes, como acontece na fase vidro
de spin no modelo van Hemmen e na fase intermediéria encontrada no modelo Edwards-
Anderson. No caso do modelo de Hopfield, este comportamento pode estar associado
ao fato do espaco de fase do sistema estar dominado por uma estrutura de multivales,
sendo que todos eles estéo separados pela mesma distancia de Hamming. Esta estrutura
¢ obtida também estudando analiticamente a termodinamica do modelo, dado que a fase
vidro de spin com simetria de réplicas é estavel ao longo dos cortes considerados. A
fase de reconhecimento tem o mesmo comportamento observado na fase vidro de spin
de modelo SK e Edwards-Anderson d = 3 e na fase mista do modelo van Hemmen. Este
comportamento é prdprio de uma estrutura de multivales na qual os vales ou estados
termodindmicos estdo separados por diferentes distancias de Hamining,

Finalmente, é importante notar que a sensibilidade ao dano 1nicial nao indica neces-
sariamente que o sistema tem uma estrutura do espago de fase complexa. O caso p =2
possui apenas quatro vales e apresenta uma sensibilidade ao dano inicial que, a fase

vidro de spin, apesar de possulr uma estrutura muito mais rica e complexa, nao tem.
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Capitulo 7

Conclusoes

Apresentamos neste capitulo um resumo dos resultados e das conclusdes gerals mais
importantes deste trabalho.

No capitulo 3 estudou-se a termodinimica do modelo de Hopfield quando é ar-
mazenado um nimero finito de memoérias, sendo que elas estdo agrupadas em pares, de
forma tal que duas memodrias de um mesmo par séo estatisticamente correlacionadas
com correlagio x enquanto que duas memérias que pertencem a diferentes pares sio es-
tatisticamente independentes. Embora esta estrutura hierdrquica seja muito simples,
ela garante que, independente do valor da correlagio entre as memdrias de um mesmo
par, para temperaturas suficientemente baixas existe sempre fase de reconhecimento.

Encontrou-se que, dependendo do nivel de ruido T, o sistema apresenta trés regimes
diferentes no que diz respeito as suas propriedades de reconhecimento. Para altos

nivels de ruido (T > (1 + k)) o sistema estd numa fase ergédica, e portanto de nio
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reconhecimento. Diminuindo o nivel de ruido, o sistema sofre uma transigio de fase
termodinamica de segunda ordem a uma fase nio ergddica. Esta nova fase estd ca-
racterizada por solugdes que correspondem a uma superposi¢io néo nula do estado de
equilibrio do sistema com as duas memorias de um dado par, e superposicio nula com
as memorias restantes. Existem 2r solugdes equivalentes com esta forma {onde r é o
numero de pares), todas elas degeneradas. Provou-se também que, perto da temper-
atura critica T} = (1 + &), estas sao as Unicas solugdes estdveis. Finalmente, diminuindo
ainda mais o nivel de rufdo, & temperatura T, = (1 — k) o sistema sofre uma segunda
transigao de fase de segunda ordem & uma fase de reconhecimento dos padrdes ar-
mazenados. Nesta fase, o estado termodinamico do sistema {S;) tem superposicao nio
nula com as duas memdrias de um par e zero com as restantes, mas, ao contrario do
que acontece na fase intermedidria, estas duas superposi¢des nfio sdo iguais. Genera-
lizando o conceito de solugao de reconhecimento utilizada no caso de armazenamento
de memdrias sem correlagio, dizemos que o sistema reconhece a memdria do par que
tiver a malor superposigiao (em mdédulo) com o estado do sistema. Em particular, para
T — 0, provamos que a solugio de reconhecimento corresponde a superposicio igual
a 1 com uma memdria, indicando que o sistema reconhece sem erro. Este comporta-
mento ¢ diferente do observado no caso em que as memoérias nio sfo correlacionadas,
em que o sistema apresenta somente duas fases: a fase paramagnética para niveis al-
tos de ruido (T" > 1) e a fase de reconhecimento de memérias para baixos niveis de
ruido (T < 1). Resumindo, a presenga de correlagio entre os padroes faz com que
seja necessdrio menos ruido para desestabilizar as solugbes de reconhecimento, mas em
compensagio, o sistema passa para uma nova fase, de muito interesse tanto biolégico
como pratico, em que o sistema e capaz de associar uma configuragio inicial com um
dado par, mas nio com uma memdria. Pode-se pensar entdo que, nesta fase, o sistema
cria uma nova solugéio ou conceito que, embora diferente dos elementos do par, possui
as suas propriedades comuns. Trabalhos posteriores com estruturas hierdrquicas mais
complicadas mostraram que o estudo das solugdes simétricas é de extrema importancia

quando se estuda a capacidade de generalizacio do modelo de Hopfield [107,87,108)].

Uma outra propriedade encontrada no estudo da termodinidmica do modelo, refere-se
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as solugoes simétricas, isto é, solugdes que correspondem a uma mesma superposigao do
estado termodindmico do sistema com vérias memdérias. Estas solugdes, que no caso de
memorias n&o correlacionadas surgem todas na mesma temperatura (que alids coincide
com a temperatura de transi¢io entre as fases paramagnética e de reconhecimento),
surgemn a diferentes temperaturas no caso de memdrias correlacionadas aos pares. As
unicas solugbes simétricas que existem agora tém superposicio com um nimero par
de memorias, generalizando as solugdes simétricas pares estudadas por Amit et al. na
referéncia [2], e fol provado que elas sio instdveis perto da temperatura critica e a
temperatura nula. Este resultado é importante, pois significa que, ao contrério do
que acontece no caso de memorias estatisticamente independentes mas com atividade
diferente de zero, o nlimero de solugdes espiirias na auséncia de ruido é basicamente o

mesmo que no caso sem correlagio.

Uma possivel extensdo deste trabalho é considerar o problema de armazenamento de
um niimero extensivo de memdrias correlacionadas aos pares. Nas referéncias [73,72],
estudou-se o caso de armazenamento de um ndmero extensivo de memdrias indepen-
dentes, com e sem ruido, quando um subconjunto finito delas é escolhido com atividade
nao nula e as restantes sem atividade; embora esse modelo nao possua uma estru-
tura hierdrquica, as propriedades de reconhecimento (as solugbes de reconhecimento
de memorias ¢ de pares) do sistema sao basicamente as mesmas encontradas por estes
autores no caso em que somente duas memorias sio escolhidas com atividade diferente
de zero. Uma outra extensio seria estudar o comportamento do modelo de Hopfield
para uma estrutura hierdrquica mais geral. Embora sejam introduzidas diferentes mo-
dificagbes na prescrigio para a construgio da matriz sindptica, ndo se conhece como &

afetada a termodinadmica do modelo por uma estrutura mais geral.

No capitulo 4 introduzimos um modelo que leva em conta dois elementos impor-
tantes, geralmente considerados separadamente no estudo de redes de neurénios: in-
teragoes multi-sindpticas (entre R neurénios) por um lado, e diluicio assimétrica das
sinapses por outro. Obteve-se, para o caso em que as memdrias armazenadas sio nio
correlacionadas, uma equagio de recorréncia para a superposicio entre o estado do sis-

tema no tempo ¢ e uma das memdrias armazenadas. A partir desta equagéo estudamos
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o comportaniento assintético (t — o) do sistema no que se refere a suas propriedades
de reconhecimento. Esta equagio de recorréncia, embora muito geral, foi estudada em
dois casos particulares:(a) no limite em que a conectividade média de cada neurénio e
o nimero de memdrias armazenadas divergem, mas mantendo a razio a = (p — 1)/C
constante e (b) no caso em que a conectividade de cada neurénio é igual a trés e o

numero de memérias armazenadas é finito.

No caso {a), provou-se que, para niveis de ruido e valores de o suficientemente baixos,
o sistema tem uma fase de reconhecimento. Calculamos a linha critica Tr{a) que sepa-
ra as fases de reconhecimento e néo reconhecimento, encontrando que, & medida que o
grau R da interacdo polinomial entre os estados dos neurdénios aumenta, a fase de re-
conhecimento diminui, isto é, Tryi(a) < Tr(a) e a.(R+1,T =0) < o (R, T = 0). Foi
possivel estudar analiticamente os limites &« = 0 e T = 0 e, em ambos os casos, obter
expressoes para o comportamento da superposigio entre o estado do sistema e uma
memoria no limite R — oo. Ao contrario do que acontece com o modelo de Hopfield
diluido assimetricamente, encontramos que a transigio paramagneto-reconhecimento é
de primeira ordem. Isto traz importantes consegiiéncias do ponto de vista dindmico:
enquanto no modelo de Hopfield qualquer superposicao macroscopica inicial do sistema
com uma tnica memdria leva o sistema a wn atrator de reconhecimento (dado que a
fase de reconhecimento ndo coexiste com a fase paramagnética), no caso de interagoes
polinomiais é preciso que a superposigao inicial supere um dado valor critico dependente
de R e T para garantir que o sistema reconhega a memoria, pois as solu¢des param-
apnética e de reconhecimento coexistem agora e, portanto, a primeira tem uma bacia
de atragio prépria. Finalmente, provamos que, como ocorre no modelo de Hopfield, a
versdo com diluicao assimétrica tem maior capacidade de armazenamento que as gen-
eralizagoes do modelo de Hopfield com interac¢oes multi-sindpticas simétricas {79,81,80].
No caso (b) estudou-se o comportamento do sistema quando a conectividade de todos
os neurdonios € 3. Embora seja um caso muito particular, o comportamento qualitativo
deve ser similar para outros valores fixos e finitos da conectividade. Provou-se que, para
um dado nimero de memdérias armazenadas p, existe wm valor minimo da conectividade

K, a partir do qual o sistema apresenta um fase de reconhecimento para baixos niveis
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de ruido. Este resultado é importante, dado que nao sio muitos os resultados obtidos
com redes de neurdnios com conectividade finita. Embora possa nio ser um ingrediente
muito realista do ponto de vista bioldgico, a conectividade finita e a assimetria sio sem
davida elementos importantes no desenho de sistemas artificiais.

Uma possivel extensdo deste trabalho consiste em considerar a versio diluida e as-
simétrica do modelo RS [83]. Neste modelo, o conceito de interacio multi-sindptica
surge a partir da defini¢gho de um hamiltoniano conceitualmente mais simples que o
introduzido no modelo de Hopfield, mas, em compensagio, leva em conta simultanea-
mente interagdes polinomiais de diferentes graus nos estados dos neurénios. E provéavel
que as propriedades de reconhecimento do sistema sejam descritas ndo por uma equagio
de recorréncia, mas por um conjunto de equacdes, que por sua vez envolveriam funcdes
sigmoides de polinémios e nao ja de mondmios nas superposi¢des. Neste caso, seria
importante estudar a possibilidade de comportamento cadtico na dindmica do modelo
RS diluido assimetricamente.

Nos capitulos 5 e 6 estudou-se a propagagao de danos em dois modelos de alcange
infinito com aleatoriedade e frustragio, submetidos & dindmica banho térmico. Embora
no estudo de sistemas magnéticos os sistemas de alcange infinito sejam apenas aproxi-
magoes pouco realistas dos sistemas reals, o fato de ser possivel estudar exatamente a
sua termodinénica, faz com que eles sejam importantes para se poder comparar com-
portamentos estaticos e dinamicos. Isto é particularmente importante no caso de vidros
de spin, para os quais nao foi possivel ainda estudar exatamente a termodindmica de
modelos de dimensdo finita. Por outro lado, no estudo de redes de neurénios, as in-
teracoes de alcange infinito nao sdo um ingrediente pouco realista. Pelo contririo, a
arquitetura do sistera nervoso faz supor que modelos de alcange infinito séo um ponto
de partida mais realista que sistemas de dimenséo finita.

No capitulo 5 apresenta-se um estudo da propagagao de danos no modelo de van
Hemmen [14] para vidros de spin. A partir do diagrama de fases termodindmico es-
tudamos a dindmica ao longo de diferentes cortes. Os principais resultados obtidos

$80:

s embora nao seja possivel concluir, a partir do estudo numérico realizado, que
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ambos coincidem, parece existir uma forte correlagiio entre os diagramas dinamico

e estatico do modelo;

® na fase vidro de spin, a distincia de Hamming apresenta um comportamento
muito diferente do observado tanto no modelo Edwards-Anderson com dimensio

trés como no modelo Sherrington-Kirkpatrick.

Na fase vidro de spin a distancia de Hamming é diferente de zero e o seu valor inde-
pende da distancia de Hamming inicial entre as duas configuracoes submetidas ao mesmo
ruido térmico. Na auséncia de acoplamento ferromagnético o sistema pode ser divido
em duas subredes distintas. Uma delas sofre uma transicao de fase termodindmica de
uma fase paramagnética para altas temperaturas a uma fase ferromagnética para baixas
temperaturas, e a outra mantém-se desordenada para qualquer temperatura, inclusive
T = 0. E de se esperar entao que, ao deixar evoluir duas configuragdes inicialmente
diferentes a temperatura néo nula, uma subrede apresente o mesmo comportamento
dinamico que o modelo de Ising ferromagnético de alcange infinito (que corresponde a
um dos cortes estudados), enquanto a outra tenha o comportamento préprio de uma
fase paramagnética. Se este fosse o caso, deveria observar-se que o valor de {dh} é a
metade do valor que se obteria se o sistema fosse paramagnético. Mas o comportamento
¢ um pouco diferente, dado que {dh) nao vail para zero continuamente na temperatura
critica, mas apresenta uma descontinuidade. Seria importante poder fazer um estudo
mais detalhado deste comportamento, em particular a sua dependéncia com o tamanho
do sistema e o tempo de observagio, a fim de determinar se esta descontinuidade obser-
vada é apenas um efeito de tamanho finito. Este resultado contrasta com os resultados
obtidos no capitulo 6 para o modelo de Ising ferromagnético de alcancge infinito, no
qual a curva {dh) apresenta um comportamento continuo. Finalmente encontrou-se
que, na fase mista, o0 modelo van Hemmen tem o mesmo comportamento dindmico que
apresentam o modelo SIK e 0o modelo Edwards-Anderson d == 3 na fase vidro de spin.

No capitulo 6 estudou-se a propagagdo de danos no modelo de Hopfield submetido
a dinamica banho térmico. Novamente, a conclusdo mais importante é que, nos trés

casos estudados (o — 0, a # 0 e duas memdrias correlacionadas) parece existir uma
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.

estreita relagdo entre os comportamentos dinamico e termodinamico. E importante
destacar que, na fase vidro de spin ao longo dos cortes estudados do diagrama T vs a
do modelo, encontrou-se o mesmo comportamento que na fase vidro de spin do modelo
van Hemmen, mas, neste caso, nao é possivel separar o sistema em duas subredes. Este
comportamento pode se dever ao fato do sistema ser dominado por uma estrutura de
multivales (nao ergddica) na qual todos os vales estao separados pela mesma distancia
de Hamming, a qual por sua vez depende da temperatura. Isto concorda com os estudos
analiticos, segundo os quais a fase vidro de spin com simetria de réplicas é estavel, e
provavelmente seja a que domina o comportamento dindmico do sistema, pelo menos
ao longo dos cortes estudados.

Resumindo os resultados obtidos nestes dois dltimos capitulos, podemos dizer que
existe uma forte correlagdo entre os comportamentos dindmico e estatico dos modelos
estudados e que, a sensibilidade da distancia de Hamming ao dano inicial nio necessa-
riamente significa uma estrutura do espago de fases complicada como alguns autores
supbem. Por exemplo, o modelo de Hopfield com duas memdrias na fase de recon-
hecimento, além de nfo ter frustragio, tem uma estrutura trivial, mas mesmo assim
apresenta sensibilidade ao dano inicial, enquanto que sua fase vidro de spin, tem uma
estrutura de multivales e mesmo assim {dh) independe da distancia inicial. Neste sen-
tido, é importante destacar que o cdlculo da distribuicio das médias temporais da
distdncia de Hamming oferece uma descrigao mais apropriada da estrutura do sistema
que o simples célculo de {dh). Da mesma forma, mostrou-se nesta tese que as quan-
tidades (t) e P, definidas no capitulo 5, permitem caraterizar com maior precisio 0s
valores das temperaturas criticas em que o sistermna sofre mudangis no seu comporta-

mento dinamico.x
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