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Resumo

O comportamento critico do modelo ctibico ferromagnético com mistura de
ligagtes e do modelo de Heisenberg anisotrépico, em redes hierdrquicas planares e
autoduais, sfo investigados dentro do grupo de renormaliza¢io no espago real. Nés
obtivemos o diagrama de fases completo para os sistemas. Esses diagramas de fases séo
aproximadamente exatos para as redeshierdrquicas e acreditamos ser de alta precisao
para a rede quadrada. Também sio calculados os expoentes criticos de comprimento de

correlagao e as classes de universalidade.
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Abstract

The critical behavior of the quenched bond-mixed ferromagnetic cubic model and
of the spin-1 anisotropic Heisenberg model, on planar self-dual hierarchical lattices, are
investigated within a simple real renormalization group. We obtain the complete phase
diagram of both systems. These phase diagrams are nearly exact for the hierarchical
lattices, and believed to be of high precision for the square lattice. The correlation-

length critical exponents and the universality classes are determined as well.
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Introducao

Observamos na natureza trocas abruptas em certas guantidades fisicas, como
por exemplo a susceptibilidade em magnetos. Esse fato é um delicado e fundamental
objeto de estudo da mecéanica estatistica; ele aparentemente cria um paradoxo pois
sistemas com muitos (porém finitos) graus de liberdade tém todas as variaveis extensivas
tipicamente reais e analiticas. Contudo essas trocas abruptas sio na verdade apenas

aproximadamente abruptas, sendo verdadeiras descontinuidades somente no limite de

sistemas infinitos.

Fendmenos associados a descontinuidade em comportamentos fisicos ocorrem quando

- . ~ - o~ ’ -
um sistema estd sob uma transi¢io de fases tal como uma transicao liquido-vapor,

ferromagnetismo- paramagnetismo.

As primeiras teorias que tentaramn resolver o problema das transicbes de fases
mostraram-se falhas a partir da solugio feita por Onsager[1] das transicdes de fases para

o modelo de Ising[2] numa rede quadrada. A partir dessa solugéo surgiram novas teorias
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para estudar o verdadeiro comportamento das transigoes de fases . Essas novas teorias
passaraimn a compreender a importancia dos efeitos das flutuagoes de longo alcance;
todavia, a i)ill'f.il' de wina certa dimensao do cspaco essas Hutuagoes sertam pouco rele-
vantes, por exemplo d=4 pela teoria de Landau[3] para muitos materiais magnéticos.
Esses efeitos foram considerados na teoria de escala. Na hipotese de escala, o espaco
de parametros é invariante na vizinhanga de um ponto critico sob uma transforiacao
de escala. Essa hipotese leva a obter expressoes untversais que relacionam os expoentes
criticos juntamente com a dimensédo do espagoj4]. Da constatagio que muitos sistemas
coni forgas mnteratémicas de curto alcance apresentavan os mesmos expoentes criticos,
principalmente quando possulam as mesmas dimensoes do espago e do parametro de
ordem, surgiu o conceito de classes de universalidade que permite relactonar diferentes

sistemas aparentemente sem relagao entre si.

Uma das grandes transformacgées na teoria dos fenémenos criticos surgru nos timos
anos com o desenvolvimento do conjunto de 1déias do grupo de renormalizagéo [5]. A
teoria de renormalizagdo for primeiro desenvolvida por fisicos de campos que tiveram
que remover certas divergéncias de suas teorias[6]. Na teoria dos fendomenos criticos o
grupo de renormalizagio for introduzido por Kadanoff através da i1déia dos © blocos de
spin” [7] que serviu de ponto de partida para a definicio formal dada por Wilson[5].
Esses conceitos foram entao aplicados com sucesso para diferentes areas da fisica, além

de diversas técnicas dentro do grupo de renormalizacao terem sido desenvolvidas [8].

Uma importante observagao sobre o grupo de renormalizagao foi feita recentemente e
esté associada a sua aplicagio a sistemas de spins em redes hierdrquicas|[9]. Constatou-se
que varias técnicas do grupo de renormaliza¢ao no espago real que seriam aproximacgoes

para sistemas de spins em redes de Bravais s80 exatas nas redes hierarquicas[10,11].

Redes hierarquicas sdo por defini¢iio invariantes por escala e por consegiiéncia sio



fractais[12]. Fractais que recentemente tém sido objeto de grande atencio por parte
dos fistcos teoricos, com wna vasta quantidade de aplicagoes teenoldgicas{13,14,15,16.
Portanto, o cstudo das transicocs de fases nas redes Inerarquicas sao por s1 s0 um campo
de estudo interessante que poderd trazer novas descobertas aos fendmoenos eriticos alén
de um melhor entendiniento das propriedades desses fractais.

Hoje, acredita-se que o forinalismo usual da mecanica estatistica do equilibrio ¢
estruturalmente rico o suficiente para predizer transicoes de fases ¢ dar mforimagoes
concernentes a sua natureza. Inclusive ja existem relagdes entre fenomenos estaticos ¢
dinamicos em sistemas estatisticos. Por exemplo, a propagacio de danos e propriedades
estatisticas do equilibrio em diversos sistemas fisicos[17,18,19], além de estudos de mo-

delos para sistemas dinamicos com estrutura critica auto-organizada[20].

Uma das grandes aplicagdes dos fendomenos criticos esta na teorta do magnetismo.
A descoberta que as propriedades magnéticas dos materiais sertam funcdes dos seus
estados microscdpicos, mais precisamente das interagdes entre spins, fez surgir véarios
modelos que serviriam de laboratério e ferramenta para trabalhos tedricos em todos os
rarnos da ciéncia.

O modelo de Ising inicialmente aplicado ao magnetismo[2] é hoje aplicado a reas
como a biologia e a economia; ele tem um papel de destaque no estudo das transigoes
de fases . O modelo de Heisenberg [21,22] que introduziu os efeitos quanticos no mag-
netismo, ja é aplicado em areas como teoria de campos e fisica das particulas e tambem

€ um dos principais modelos em que se estudam os fenomenos criticos.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é estudar transigoes de fases em modelos
magnéticos discretos dentro do método do grupo de renormahzagdo no espago real em
redes hierdarquicas.

No primeiro capitulo introduziremos o modelo cibico discreto que foi proposto




inicialmente para explicar o comportamento magnético de certos compostos de
terras raras{23]. Daremos uma visio do seu surgimento, alguns exemplos experimen-
tais e derivaremos secu Hamiltoniano. Mostraremos que modelos como os de Ising, de
Potts {24], Z(4) [25] sfo limites seus, e o resolveretnos exatamente para uma dimenséo.

Tambeém é feita uma breve revisio de solugdes aproximadas para o caso de dimensées

diferentes de um.

O capitulo 2 trata do método do grupo de renormalizagio e do conceito de redes
hierdrquicas. Daremos uma idéia do conceito de grupo de renormalizacao através dos
“ blocos de spins” introduzido por Kadanoff[7]. Aplicaremos ao modelo ciibico dis-
creto e novamente resolveremos este modelo para uma dimenséo, agora com essa nova
técmca. Sobre as redes hierarquicas discutiremos como pode ser feita uma boa escolha ao
aproximarmos esse tipo de rede a uma rede de Bravais. No nosso caso introduzire-
mos a rede hierdrquica da ponte de Wheatstone que da uma boa aproximacao da rede
quadrada, onde escolhemos a simetria de autodualidade como essencial para ser con-

servada. Introduziremos as varidveis transmissividades[26,27] que facilitam bastante

o processo de grupo de renormalizagio , como também o método do corte-colapso[26]

que torna possivel calcular variaveis transmissividades equivalentes de diagramas origi-
nais para o renormalizado através de operagoes topologicas € um simples algoritmo nao

necessitando de todas as configuragdes do sistema.

No capitulo 3 trataremos do modelo ciibico discreto com mistura de ligagoes na
rede hierdrquica da ponte de Wheatstone[28]. Associamos a cada ligagdo da rede uma
distribui¢io de probabilidades bindria que simula uma mistura de magnetos do tipo
desordem temperada(“quenched”). Utilizaremos o método do grupo de renormalizacao
para obter os diagramas de fases, os expoentes criticos de comprimento de correlagao e

as classes de universalidade.



O capitulo 4 baseia-se no modelo de Heisenberg anisotrépico quantico. Inicialmente
daremos uma idéia do seu surgimento e citaremos algumas solugoes encontradas. Uma
das recentes motivacdes desse modelo no caso antiferromagnético € sua aplicacéo na teo-
ria de supercondutividade a altas temperaturas[29,72]. Aplicaremos o meétodo do grupo
de renormalizacio introduzido nas referéncias[30,31] numa rede hierarquica autodual
que preserva o estado fundamental antiferromagnético desse modelo. Encontramos seu
diagrama de fases, expoentes criticos de comprimento de correlago como também suas
classes de universalidade[32].

Finalmente faremos nossas conclusdes no capitulo 5.



Capitulo 1

O Modelo Cubico Discreto

1.1 Histérico do Surgimento do Modelo

Compostos de terras raras com estruturas cristalinas ctibicas apresentam transigoes
de fase estruturais ¢ magnéticas a temperaturas que véo de 5 a 25°K , como também
a possibilidade de exibir transicoes de fases de primeira ou de segunda ordem. O com-
portamento nfio usual de um desses compostos, o antimoneto de holmio ( HoSb), de
possuir largos expoentes criticos( por exemplo, @ = 0.85+0.1 para seu calor especifico),
levou a associar esses compostos a sistemas tricriticos.

Estes estudos foram feitos por D.Kim, P.Levi e E.L.Uffer [23] que introduziram

um modelo de spins para explicar o comportamento das transi¢oes de fases do com-



posto HoSb. O modelo(chamado modelo ciibico) mostrou ter um comportamento tipo
tricritico, em particular expoentes a=1/2, f=1/4 e y=1, para calculos baseados na
aproximacao de campo médio. A aplicagio dos resultados nao se limitou ao HoSb, mas
a todos os compostos ciibicos de terras raras que apresentavam um estado fundamental
seis vezes degenerado, pois este fato foi o ponto de partida para a deriva¢ido do modelo.

Para aumentar, além disso, a visdo do comportamento critico do modelo
ctbico e a natureza de suas transigoes de fases , consideraram uma classe de mode-
los chamados de modelos ciibicos de N-componentes em que o modelo cubico seria um
caso particular.

Veremos na secgio seguinte que o modelo cibico de N-componentes restringira os
spins a 2N diregé')es fixas pré-definidas, ou seja, o spin é discreto. Como estamos tratando
de sistemas ciibicos, e usualmente tais sistemas eram investigados através do modelo
LGW ( Landau-Ginzburg-Wilson) {3] de spins continuos, seria importante relacionarmos
ambos os modelos. Isso foi feito por A.Aharony{33] e também serd visto na secgao
seguinte.

Vale ressaltar que o modelo ciibico de N-componentes passou a ser chamado de di-
versas maneiras, como por exemplo: modelo N-vetorial discreto, modelo cubico discreto,
modelo cibico, modelo N-vetor discreto. Portanto, para evitar confusées, de agora em

diante convencionaremos chama-lo de modelo ctibico discreto.

1.2 O Hamiltoniano

O Hamiltoniano cibico discreto pode ser derivado de varias maneiras. Primeiro
iremos considerar a derivagao feita D.Kim e outros[23].
Partindo de que sempre existe um valor da razéo-dos parametros do campo cristalino

ctibico para que possamos encontrar um estado fundamental seis vezes degenerado [34] e



como nas terras raras encontramos large momento angular(J), D.Kim, P.Levy e L.Uffer

mostraram que se temos um Hamiltoniano dado por

H-:_ E J’JJ;.JJ+VCC (1.1)
Lif>
onde J,-'J- = Ji;/J%, Voc € o campo cristaline e < ¢§ > soma sobre os primeiros vizinhos,

os estados que representam os seis niveis siio caracterizados por momentos angulares que
estio quantizados ao longo dos eixos de um cubo. Dentro desses estados os operadores
momento angular J., J, e J, tém a particularidade de comutarem e serem representados
por matrizes diagonais. Portanto o Hamiltoniano efetivo seria:

H=— J;3 55 (1.2)

<ii> o

onde 8¢ = J2/J seriam spins unitdrios onde a = z,y e z. O termo do campo cristalino
do Hamiltoniano original fol considerado constante nessa aproximagao e redefinido como
zero.

Um Hamiltoniano do tipo acima, porém teoricamente diferente, foi introduzido
por H.E.Stanley {35], em 1968. Ele usou um modelo que generalizava os modelos de
Ising, Planar, Heisenberg e esférico introduzindo o spin 57 de um sitio como um vetor
v-dimensional. Stanley ressaltou que a razao da introdu¢&o do novo Hamiltoniano, con-
ceitualmente, foi o aparecimento de certas propriedades criticas como dependentes de
v, contrariamente a crenga que “detalhar propriedades do Hamiltoniano torna-se néo
importante em regifio critica”, mas que essa dependéncia de v era suave e monotonica.
Dentro do modelo derivado acima temos um spin S¥ e também podemos observar a sua
influéncia dentro desse modelo.

Assumindo que os operadores do momento angular estdo quantizados ao longo
dos eixos de um hipercubo N-dimensional, podemos escrever um Hamiltoniano que

generaliza o da eq. ( 1.2) onde @ = 1,2,...,N. Sendo S uma componente de um vetor



unitério S = (£1,0,...,0) ou (0,41, ...,0) ou ... ou (0,0,...,%1), podemos escrever
H=-Y J;5.5; (1.3)
<§y>
Este ¢ o Hamiltoniano do modelo ctbico discreto. O Hamiltoniano da eq. ( 1.2) é o
caso N=3.
Uma outra maneira de derivar o Hamiltoniano cubico discreto foi feita por Aharony
[33] que partiu do Hamiltoniano LGW, aplicado a sistemas ctibicos, considerando o

modelo de spins continuos com N-componentes escrito da seguinte forma:

o - o - N
~pH = [ (SrIFE + (T8 +ulSE) o D(Sue) +.) (1)

a=1
onde § é um spin continuo de N-componentes. O pa:réxhetro v mede o tammanho da
anisotropia cubica, favorecendo a orientagio dos spins em direcao as diagonais de um
hipercubo N-dimensional para v > 0 e ao longo dos eixos do hipercubo para v < 0.

Para os limites u — 0o e v — —0o obtemos a versao discreta do Hamiltoniano ( 1.4),
H=-J3 5.5 (1.5)

onde o spin .S_", de um dado sitio ¢ é um vetor com N componentes que seguem apenas
ao longo de 2N diregbes ( positivas e negativas) que sao os eixos de um hipercubo
2N-dimensional, isto €, 5}:(:&1,0,0,...,0) ou (0,£1,0,...,0) ou ... ou (0,0,0,...,4£1). O
Hamiltoniano { 1.5) é igual ao ( 1.3) e é o Hamiltoniano cibico discreto.
De forma similar também foi considerada uma interagio quadripolar entre os spins
e portanto o Hamiltoniano se generaliza para,
H=—-J Y §.5—L ¥ (5.5) (1.6)
<ij> <ij>

-
Se representarmos a componente o do spin S como:

Sa == 061a (17) |
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onde o = %1 e 6§, é uma delta de Kronecker de ! e @ = z,y, z; podemos escrever que:
(S‘S_,) = a,-ajéa,.aj (18)
e assim, uma outra forma de escrever o Hamiltoniano é:
H=-J > 0i0;bua,—L > boia, (1.9)
<> <>
onde o; assume os valores +1 e o; os valores 1, 2, 3,..., N.
Uma hipétese que tem sido testada é que os modelos de spin discreto, de spin
continuo com anisotropia e o sistema experimental sdo deseritos pelo mesmo
Hamiltoniano LGW e em consequéncia pertecem a mesma classe de universalidades[36].

Resultados obtidos com o modelo discreto mostram que estdo de acordo qualitativo

com os obtidos com o modelo continuo com anisotropia e isso pode ser visto na secgho

seguinte.

1.3 Fatos Experimentais

Além dos compostos de terras raras, infimeras outras aplicagdes do ponto de vista
experimental foram encontradas para o modelo de N-componentes, por exemplo, as
transi¢des de fases magnética em oxigénio molecular ( O;) adsorvido em grafite [37)] e
transicdes de ordem-desordem em oxigénio atdmico em tungsténio [38).

Para analizarmos a hipétese da mesma classe de universalidades para o modelo de
spins discretos e o sistema experimental , se ambos sao descritos pelo mesmo Hamilto-
niano LGW , daremos uma breve explanagio do estudo feito na referéncia [36] sobre as
transicoes de fases em camadas de O, no plano basal do grafite.

Esse sistema comporta-se- essenci‘a,lmente como um sistema bi-dimensional e a

hipdtese serd baseada na consideragdo que as caracteristicas das transigdes de fases
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MODELO SISTEMA

DISCRETO . o FISICO

ITAMILTONIANO LGW

RESULTADOS DADOS
TEORICOS — EXPERIMENTAIS

Figura 1.1: Processo que relaciona modelos discretos e sistemas fisicos

em duas dimensdes sio determinadas pela dimensionalidade do pardmetro de ordem
e pela simetria do sistema . Também consideraremos.que derivado o Hamiltoniano
LGW apropriado, através de argumentos de simetria, pode-se usa-lo para estabelecer a
conexdo entre o sistema fisico e o modelo discreto apropriado. Esse processo pode ser

visto esquematicamente na figura 1.1 .

O sistema O, adsorvido em grafite apresenta uma transié?m de fase magnética e
distorsiva a aproximadamente 10-12°K. Experimentos de espalhamento de neutrons
revelaram uma estrutura de fases tendo uma fase ordenada, antiferromagnética,(a) e
uma desordenada, paramagnética(8). Os eixos moleculares do oxigénio e os momentos
magnéticos, sio, respectivamente, normais e confinados ao plano do substrato. As fases
o e B nio 880 fortemente relacionadas a rede do
substrato, podendo assumir que os efeitos do substrato sao negligenciados. Na figura 1.2
pode-se ver a estrutura de fases @ — 0, e ~ 02 como também a direcio dos momentos

magnéticos das moléculas de O nos planos ordenados na fase a.
O Hamiltoniano LGW para a transi¢io o — 8 do O; no grafite foi proposto por
E.Domany e¢ E.K.Riedel [36] que levaram em consideragao os efeitos dos graus de liber-

dade magnéticos e distorsivos. Levando em consideragao argumentos de simetria o



12

(a}

Figura 1.2: (a) Estrutura das fasesa—02 e §—03. (b) Estrutura dos planos a— 03 e —03. Os
vetores indicam a dire¢do dos momentos magnéticos. Os eizos moleculares sdo perpendiculares

ao plano. A fase B ndo tem longa-ordem magnética.

Hamiltoniano LGW foi escrito da forma,

H= Hmng. + Haiar. + Hacop. (110)

onde Hoag., Haist. © Hacop. identificam os termos que consideram, respectivamente, os
graus de liberdade magnéticos, distorsivos e o acoplamento entre os graus de liberdade

magnéticos e distorsivos.

Finalmente, fazendo uma transformagio que mapea o modelo discreto no
Hamiltoniano LGW( transformacio de Hubbard[39]), foi encontrado que o modelo

ctbico discreto para N=3 mapeava um Hamiltoniano LGW idéntico ao ( 1.4).
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1.4 Alguns Limites
O Hamiltoniano ( 1.9) também pode ser escrito como:
H=-JIN Y 00600, — LN* Y bu,a;- (1.11)
<ij>- <ij>
A partir desse Hamiltoniano veremos alguns casos limites que podemos facilmente

verificar.

1- Podemos notar que o segundo termo do hamiltoniano é o modelo de Potts de
N-estados [24] com constante de acoplamento —NZ?L; assim para J = 0 o

modelo recai ao Potts de N-estados.

9- Para N = 1 temos ¢; = £1 e o; = 1, 0 Hamiltoniano torna-se,
H=-J> oig;—L (1.12)
<ij>
e se reduz, a menos de uma constante( -L ), ao Hamiltoniano do modelo de Ising

de spin 1/2 com acoplamento igual a -4J.

3- Se NL=K, temos,
H=-JN Z(a;aj—l—l)ﬁamj (1.13)
<i3>
usando a identidade (1 + 0;0;) = 26,,,; temos,
H=-2JN Y bo;ba:a; (1.14)
<ii>
que é o modelo de Potts de 2N-estados com constante de acoplamento 2NJ.
4- Para NL/J — oo notamos que todos os sitios tendem a ter os mesmos valores de

a; por ser o termo dominante. Assim o problema volta a se reduzir a0 modelo de

Ising ao longo de um eixo com constante de acoplamento NL.
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5- No limite N — 0 e NL = 0 o modelo corresponde a estatistica grande-candnica de

uma caminhada aleatdria (“self-avoiding walk”)[41].
6- E finalmente para N=2 temos,
b0i0, = (1+ pipj0i0;)/2 (1.15)

assim, a menos de uma constante,

—JN LN?
=5 2 (oi05 + pins) — 5 Y Hilt;0i0; (1.16)
<iF> <ig>

H

esse é o modelo de Ashkin e Teller simétrico, ou modelo Z(4) [25].

Essa grande quantidade de casos particulares importantes, além do grande
interesse experimental, fazem do modelo cibico discreto um modelo estatistico de grande
motivagao tedrica, e suas solugdes esclarecerdo varias dividas existentes no estudo das
transicoes de fases bem como novos tipos de pontos multicriticos e novas classes de

universalidade.

1.5 Solugao a Uma Dimensao(d=1)

Para resolvermos exatamente o modelo ciibico discreto em uma dimenséo usaremos
o método da matriz transferéncia que é um poderoso instrumento para calcular a funcéo
de parti¢ao . Como exemplo de sua eficicia, esse método foi usado por Onsager para
resolver rigorosamente o modelo de Ising em duas dimensdes {1].
Vejamos entao como resolver o modelo ciibico discreto para n vetores de spins S a
uma dimenséo. Seja o Hamiltoniano em uma dimenséo,
n

H=—-INY 5.5 — LN*Y (5:.8141) (1.17)

1



onde assumimos a condigao ciclica 5y = 5,41, A func¢ao de particio tem o forma,

ZN,JLLYy=3% .5 exp{BN 3 [1S:.5i4 + LN(5.5.,1)%). (1.18)
S S S :
Seja a matriz 2Nx2N expressa como,
Ponsan =< S—:Iplg, o (NS +LN(ES")2) (1.19)

onde § e & podem assumir independentemente os valores (£1,0,...,0), ...,(0,0, ..., L1).

E facil ver que,

ZIN, L) =333 < §Y|PIS, > < Syl P|Sy > ... < S, |P|S, > (1.20)
S & Sh
ou ainda
Z(N,J,L)= < S|P"|S, >=TrP™ = 3 A (1.21)

onde A; sio os autovalores de P. Portanto para encontrarmos a fungac de particao

Z(N,J,L) basta calcularmos os autovalores da matriz P e assim escrever gue:

X ¢ 1 . 1
R S| 1 1
1 Il 1
det 1 1 R~ S| = 0.
1
1 1 1 111 % L)

onde. u = exp(—ANJ)ev = exp (—SN*L). Apés umn pouco de dlgebra encontramos
que essa equacao tem trés autovalores que sao:
A = Z[G(ELN?}cosh(ﬁNJ) + N —1]
Ao = 2[ePPNeosh(BNJT) — 1] (1.22)

Ay = 26BN inh(ANT)
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respectivamente, 1 vez, (N-1) vezes e N vezes degenerados. Assim a fungéo de partigao
para uma cadeia de n spins é:
Z(N,J,L)= AT+ (N - 1)A; + NAj. (1.23)

ParaT > 0e N > 0 nos temos A; > Ay, e se N > 1 também temos A\; > A;. Assim, a

energia livre por spin é:

F= _B%l Z= _1@_1_"1 (A% 4 (N = 1)AT + NAZ] (1.24)
ou ainda,
kBT
F=—Fl oy v - 1)(--)“ + N(m——)"]} (1.25)

Assim no limite termodinamico(n — o0) para N > 1 e T > 0, temos,
F = —kpTin()) = —kpTin[2¢¥IN) cosh(BN J) + N — 1] (1.26)
para T — 0, isto é, § — 00, encontramos,
M A & Ay me eNPUHIEIN o (1.27)

portanto todos os autovalores tornam-se degenerados para J + N|L| > 0, e poderemos
ter pontos criticos, a temperatura zero, como por exemplo, J=0 (Potts N-estados),
J=NL (Potts 2N-estados) e L=0 (novo cibico).

A funcéo correlagio spin-spin é,

— — 1 -
. S; = < 5 |P < S|P|Si1 > . Sipr
< SiSigr > Z(N,J,L) Z% ; 511P|S; > . 5 Si|P|Si41 +
. < S;+,-|P|Si+r+] > ... (128)
ou ainda,
- — 1 -t — —  — — —
i Sigr D= oo AP Sier > SiSipr < Sig | PTS; > 1.29
< 5.5 > Z(N,J,L)ZZ<S|P |S+> +r < +| | ( )

g,i §i+r
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Escrevendo a matriz transferéncia P da forma,

P s My Mpggn_ Ly g
<$IPIS' >= 2L 4+ (5.5 - S+ 288

— —t

(1.30)

como as matrizes dos operadores (§.S-"')(1/2N) =0¢e(5.5).(5.5) = 0 & facil ver que

no limite termodindmico(n — oo) temos

< 8.5, >= (/\—1 r (1.31)
e portanto o comprimento de correlagao € definido como,
< 8.8, >=e"/t (1.32)
é
£ =1/In(A1/)3). (1.33)
Uma segunda fungdo correlagio , tipo quadrupolar, pode ser escrita como,
< (8.8, )7 >= (i—f)’ =/ (1.34)
onde
¢ =1/In(\/X2). (1.35)
Para T =0, ( 1.27) implica
E=¢t 5 (1.36)
No caso 0 < N < 1 podemos ter Ay = M3 e portanto hd possibilidade, a
temperatura finita, de termos £ — oo e assim,
ko, = NN~ J) (1.37)
In(1 — N)

com a prevencao de que LN < J. Esse resultado é bastante peculiar e pode ser encontrado

nas referéncias[33,65).

Concluimos entdo a solugéo do caso unidimensional( d=1). A seguir estudaremos os

casos em que a dimensio do sistema é diferente de 1.
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1.6 Solugao a d #1

Nao existe solugho exata para T, no modelo cibico discreto para dimensoes diferentes
de d=1, a néo ser para certos limites, como por exemplo N=1, pois assim temos o modelo
de Ising de spin 1/2 que tem solucio exata para d=2 [1].

Uma outra importante propriedade do Hamiltoniano (1.6) é ser fechado sob certo

grupo de renormalizagéo , que veremos mais adiante, ndo gerando novos termos espiirios.

Portanto essa € a técnica mais usada no tratamento desse modelo. Contudo, o
primeiro tratamento para esse modelo feito por D. Kim e outros [23] foi a aproximagao
de campo médio para o caso tridimensional( d=3) para estudar o seu comportamento
termodindmico. Eles encontraram que para N > 3 a transigio é de primeira ordem e

para N = 3 a transi¢do é continua com expoentes do tipo tricritico.

O primeiro tratamento via grupo de renormalizagao foi feito por Aharony [33] para
o caso d=2, considerando uma rede quadrada. Foram encontrados trés pontos fixos
para valores finitos de J e SNL: um ponto fixo que descrevia o comportamento critico
do modelo de Potts de N-estados[ P(N) ], um outro que descrevia o comportamento
critico do modelo de Potts de 2N-estados[ P(2N) ] e um novo ponto fixo descrevendo o
comportamento do modelo ciibico| C ]. Para 0 < N < 8 o ponto fixo P(2N) seria dupla-
mente instavel enquanto que o ponto C seria duplamente estdvel e se N > 8 aconteceria
uma troca de comportamentos. No limite N = 8 os dois pontos coincidiriam. Na figura
1.3 podemos ver o diagrama de fases para o caso N = 3. Seguiram outros tratamentos
via grupo de renormalizagio feitos por H.Hilhorst [41], E.Domany e E.K.Riedel [36],

B.Nienhuis € outros [42] .

Tornou-se claro notar que o comportamento critico do modelo cibico discreto

seria sempre uma competicdo entre os comportamentos criticos dos modelos de Ising,
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- alsing
mq

Figura 1.3: Pontos fizos e linhas de fluzos para N=3 obtido na referéncia [33]. P(N) é o ponto

fize do modelo de potts de N-estados e C € o ponto fizo cibico.

do Potts de N-estados, do Potts de 2N-estados e dos novos pontos fixos do tipo cibico.
Ainda foram feitos outros tratamentos no modelo cubico discreto como por exemplo
a invaridncia conforme, feita na referéncia [43], o método de Monte-Carlo, feito na
referéncia [44].

Recentemente, um completo estudo sobre a criticalidade do modelo cibico discreto
ferromagnético foi feito por C. Tsallis e outros [45] através do grupo de renormalizagio
no espaco real que preserva a fungfo correlacgiio de 2 sitios para uma rede planar autodual
hierdrquica( ponte de Wheatstone) [ ver capitulo 2]. Todos os resultados séo exatos para
a rede hierarquica e constituem uma excelente aproximacao para a rede quadrada, como
poderemos constatar nos capitulos seguintes.

Os diagramas de fases para valores tipicos de N sao apresentados na figura 1.4 .
Para um dado valor de N, o diagrama apresenta 3 fases: paramagnética, ferromagnética

e intermedidria. Como no tratamento de Aharony[33] foram encontrados 3 pontos
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Figura 1.4: Diagrama de fases obtido na referéncia [{5] para o modelo cibico discreio para

valores tipicos de N.

fixos semi-estéveis e um ponto completamente estavel( ponto multicritico), que tém um
comportamento critico tipo Ising, Potts de N-estados, Potts de 2N-estados ¢ o ciibico.
Para a transicio na qual os pontos tipo Potts 2N-estados e ciibico trocam de compor-
tamento ( troca de estabilidade) foi encontrado N* = 6.9.

Também séo calculados os expoentes criticos térmicos e crossover. Suas definigoes
e comportamentos podem ser vistos no capitulo 3 como um caso limite encontrado por
nds. Para o caso antiferromagnético podemos citar o trabalho de E.P.da Silva,A.Mariz
e C.Tsallis[46]. Eles generalizaram o trabalho de Tsallis e outros[45] usando o mesmo

método mas em outra rede hierdrquica autodual.
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Capitulo 2

Grupo de Renormalizacao e Redes

Hierarquicas

2.1 O Grupo de Renormalizagao

2.1.1 Introdugao

No estudo dos fenémenos criticos encontramos o problema de ter que tratar com um
grande mimero de graus de liberdade. Isso torna, em geral, o problema insoltivel por
métodos tradicionais, tais como o célculo direto da fungdo de partigao em problemas

termodinamicos.
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Até podemos reduzir o tamanho do sistema, mas até um minino gue ¢ o comprimento
de correlacao £, sendo que perto de uma transicio de fases continua £ torna-se muito
grande ¢ em um ponto critico torna-se infinito. Nesses casos hd win comportamento
cooperativo entre os muitos graus e liberdade e novamente metodos tracdicionais nao
resolvem o problemna dos fendémenos criticos.

O grupo de renormalizacio ( GR) ¢ umnmctodo que tem como um dos seus objetivos
substituir os graus de liberdade microsedpicos onginals de um sistema fazendo wma
mudanga de cscala ¢ eliminando flutuacbes microscopicas de modo tal que o conjunto
final de graus de liberdade seja menor que o original.

Quando tratamos directamente com o Hamiltoniano microscépico do sistema, o GR
¢ chamado de GR no espago real. Diversas técnicas foram desenvolvidas para esse
tipo de GR. podemos citar entre elas, o GR diferencial, o GR fenomenoldgico, o GR
Monte-Carlo, o GR de Migdal-I{adanoff.

Um outro tipo de GR ¢ feito no espago reciproco e nesse caso o Hamiltoniano é um

funcional do parametro de ordem.

2.1.2 O GR no Espaco Real

Daremos uma idéia desse método através do © bloco de spius” introduzido por
Kadanoff {7]. Constderemos um sistema de n spins S, d-dimensional, de comprimento
L, com Hamiltoniano H{S} e funcéo partigio Z,{J}, onde {5} especifica a configuracao
de spins e {J} o conjunto de acoplamentos. Agora dividiremos o sistema em blocos de
tamanho b e definiremos o spin S', de um dado bloco, como algum tipo de média dos
spins contidos no bloco. O ntimero de spins do novo sistema se reduz a n' = b™%n e
o novo espacamento da rede aumenta b vezes. Pode-se ver esse processo na figura 2.1

para blocos de 2 spins em uma dimensdo. Assumindo que suficientemente préximos
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de um ponto critico o sistema poderia ser descrito em termos de um Hamiltoniano
efetivo H{S'} envolvendo apenas “ blocos de spins” e que contenham um conjunto de
acoplamentos do mesmo tipo. que o original{ exceto seus valores), teriamos uma nova.
funcéo de particio Z_{J'}.

Se considerarmos que o sistema de “ blocos de spins” é apenas uma outra forma de
descrever o sistema original, ou como referimos acima, uma forma de negligenciarmos
os detalhes, seria como se estivéssemos olhando o sistema por meio de um microscopio

de grande ampliagdo . Portanto, podemos escrever,
ZAJ} = Z,{J} (2.1)
e ainda, sendo f{J} = F{J}/nkgT, onde F{J} é a energia livre do sistema, temos,
FI} = 4T, (2.2)

Essa equagio nos permite entfo resolver o sistema original através de um conjunto
efetivo de graus de liberdade tratavel por métodos tradicionais.

A imposigao da igualdade entre as fungdes de partigéo original e renormalizada nao
é a 1inica escolha que pode ser feita. Na verdade a conexio entre os sisternas original e
renormalizado é definida como,

ezp[~fG — FH (5)] = g P(8, 8" )exp[~ FH(S)] (2:3)

onde Y (s soma sobre todas as configuragdes iniciais, G ¢ uma constante de
renormalizacio que leva em consideragio uma possivel diferenca entre as energias dos
estados fundamentais de H e 1, e P(S,S’) é uma funcéo peso que depende das redes
original e renormalizada, tal que,

P(5,8)Y>0 vs,8 e Y P(5,5)=1. (2.4)
{s'}
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blocos de spins

{ K
Espn;s

Figura 2.1: Transformagio de "bloco de spins*,

Um exemplo de transformagao de renormalizacéo sera dado a seguir. Consideramos
o modelo cibico discreto a uma dimenséo, discutido na sec¢ao 1.5. Seja a transformagao
de “ bloco de spins” em uma dimensao em que descrevemos o sistema em termos de
bloco de 2-spins, vejamos a figura 2.1. A equacao ( 1.21) nos define a fun¢éo de parti¢ao

para uma cadeia de n spins que poderemos escrever como,

Z, = TrP" = Tr{(P?)"/?] (2.5)

. . " . ' R . . .
assim a matriz transferéncia P’ = P? é a matriz para o bloco de spins. Como a matriz

Pé:
131'_1' - ul_t, y 8€ i :J
t o seli—j|=1 (2.6)
1 ,de outromodo

’ ) i . I,
é facil encontrar que a matriz P é:

_ 1 -
Fy; = (w2 +(2)2+2N-2 5€t =

u9+22N—2 yse [i—jl=1 (27)

2

TR N , de outro modo
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. r
escrevendo a matriz P da mesma forma que P, temos,

Py = sci=j
zu' » »
2o yseli-jl=1 (2.8)
z ,de outro modo

onde u’ e v’ serdo os parimetros no sistema de bloco de spins e z é um novo parametro,
introduzido pois de ( 2.6) e ( 2.7) precisamos calcular 3 diferentes elementos de matriz

e 86 temos 2 varidveis( u e v). Assim,

, 24+ v¥2N —2)
— 2.9
e 9
2 —
o — 2l(u? 4+ 1) + uv(N - 2)] (2.10)
V12 +v2(2N - 2))((ut + 1) + u202(2N — 2)]
e
z:%[(u2+l)+uv(2N—4)]. 2.11)
Estas sdo as equagoes de renormalizagio do problema em questao.
Para o caso particular N=2, de ( 2.9) ¢ ( 2.10),
' 2(1 + Uz)
= 12
“ UJ (u? +1) + 2u?? (2.12)

° T o+ on) [t + 1)+ 2a707]

Fazendo um mapeamento da transformagio (u,v) — ('u,', v') no espago de
parametros, e partindo de diversos pontos iniciais (u,v), geramos uma sequéncia de
pontos conectados que nos dardo um diagrama de fluxo no espago de parametros como
podemos ver na figura 2.2 . Das equagdes { 2.12) e { 2.13) podemos observar que para o
caso ém que o estado fundamental é ferromagnético 4 temperatura T=0, ou seja, J > 0

e L > 0, temos, para T > 0, o espago de pardmetros compreendido entre:
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Figura 2.2: Diagrama de Fluzo para N=2.

| I |

L
»

t.0

0<u<l1

0<v<1

Os pontos (u,v) que permanecem inalterados sob a transformacio sio chamados de
pontos fixos. Se na vizinhanga de um ponto fixo o diagrama de fluxos tende a se afastar
dele, o ponto fixo é chamado de instéavel, caso contrario, temos um ponto fixo estavel.

Como os comprimenf;os reescalam com a = a/b, os comprimentos de correlagio
reescalam com ¢{J'} = £{J}/b, onde a e a' séo os parametros da rede e {J} o conjunto
de acoplamentos. Pode-se ver facilmente que para pontos fixos temos £ = 0 ou ¢ = oo,
Pontos para os quais £ = 0 corresponde a T=0 ou T=o0) séic chamados de pontos
fixos triviais e caracterizam as diferentes fases. Pontos para os quais £ = oo sio os
pontos criticos e caracterizam as transicbes entre as diferentes fases.

No caso das transformagoes ( 2.12) e ( 2.13) encontramos como pontos fixos,

u=0 ,v=0 (ponto fixo instdvel)
,v=1 (ponto fixo semi-estdvel)
vu=1 ,v=0 (ponto fixo semi-estével)

,v=1 (ponto fixo completamente estdvel)
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A linha u = 0 corresponde a T = 0. O ponto fixo dessa linha (0,0) é instével,
portanto € um ponto inacessivel. Para u = 1 temos T = oo, e o ponto fixo (1,1) é
estdvel, mas com comprimento de correlagio £ = 0. Podemos concluir entio que o
sistema nao tem ponto critico, como ja era de se esperar da solucao feita no capitulo

anterior.

Para o caso geral obtivemos os pontos fixos,

u=20 ,v=20 (ponto fixo instivel)

v=—=N2>2  (ponto fixo semi-estével)

u=1 ,v=>0 (ponto fixo semi-estdvel)
v=1 (ponto fixo estavel)
u:,/%;—% vzﬁ 0<N <1 (ponto critico)

Fazendo a mesma andlise do caso anterior concluimos que também néao ha ponto critico

para N > 1 e que ha ponto critico para0 < N < 1.

Um problema que encontramos durante o uso do GR para o modelo cilbico discreto
no caso limite N=1 ( modelo de Ising), e que ja foi citado em outros trabalhos, é o
aparecimento de uma fase espiiria para o caso de uma rede hierdrquica autodual [45,46].
Nenhum argumento convincente foi encontrado como solucdo , sendo citado que um
“ artefato matematico” do método seria o responsavel pela fase espiria, mas sem
nenhum aprofundamento.

Na tentativa de aumentar o entendimento do problema, seguimos numa primeira

abordagem o procedimento do “bloco de spins” para o caso uni-dimensional somente

para o caso particular N=1. Encontramos:

B
=

p=!

=
B =



uttl 1 '
NN R Y
o il v '
u? u o
assim,
' 2
u =u 2.14
u4+1 ( )

v = m (215)

Num segundo momento fizemos o limite N=1 do caso geral ( equagdes ( 2.9) e ( 2.10) )

e encontramos:

' 2
R (2.16)
Y — 2[(u? + 1) — uv] (2.17)

!

2ut+1

portanto os dois casos de transformagdo nfo sdo iguais. Apenas a transformagao

u' = u'(u) coincidiu. Podemos ver nas figuras 2.3(a) e 2.3(b) o diagrama de fluxos

para os dois casos.

Na sec¢@o 1.4 vimos que o limite N=1 do modelo ciibico discreto recai no modelo
de Ising mais uma constante. O termo de Ising puro estd representado pela varidvel
u, que como observamos teve a sua transformacdo coincidente nos dois casos tratados
( equagoes ( 2.14) e ( 2.16)), como também desacoplada da varidvel v. O problema surge
da transformac¢io da varidvel v que acopla a constante L com a temperatura, e podemos
concluir que isso deve-se ao fato que no caso geral definimos um novo parédmetro z que

traz um vinculo as varidveis u, v e N, ndo necessario para o caso N=1.

Voltando ao problema do GR, quando renormalizamos um sistema qualquer,

podem surgir novos tipos de acoplamento que ndo estavam presentes no
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Figura 2.3: Diagrama de fluzos para N=1. {a) obtido de ( 2.14) e ( 2.15). (b) obtido de { 2.16)
e (2.17).

Hamiltoniano original. Se reconsiderarmos o problema incorporando os novos acopla-
mentos € o sistema permanecer fechado sob o GR, podemos resolver o problema, mas se
ainda houver proliferacdo de pardmetros serd necessério fazer um truncamento em al-
gum ponto. Tal aproximacao dependera da rede de Bravais em questao , pois a topologia

da rede e o modelo usado serdo importantes na escolha da aproximacao .

Uma outra aproximacio que pode ser feita é usar uma rede hierdrquica( invariancia
de escala) ao invés da rede de Bravais( invaridncia de translagio ). A escolha serd feita
preservando as simetrias mais relevantes da rede original. A seguir daremos a definigao
de rede hierdrquica, o GR nessas redes e a rede hierdrquica tipo “ponte de Wheatstone”

que veremos ser uma boa aproximagéo para a rede quadrada.



30

r=1

-4
"
o
—
'
-
v

R

2

r=z ="

Figura 2.4: familia de redes hierdrquicas em que I=2 ¢ R=1,2 ¢ 3.

2.2 Redes Hierarquicas

Uma rede hierdrquical9] é gerada partindo de uma rede de dois pontos unidos por
uma ligacio simples. Entfo de maneira iterativa usamos uma operagéo de substituigao
de uma liga¢iio por R ramos de ! ligagdes e apds n iteragbes , para n — 00, obtemos a
rede. Podemos ver na figura 2.4 uma familia de redes até a segunda iteragao em que
l=2eR=1,2¢3.

E bom enfatizar que redes hierdrquicas tém propriedades diferentes das redes de
Bravais, significando que resultados obtidos para modelos soliveis numa rede hierarquica
podem ser enganosos na rede de Bravais, mas, uma boa escolha ao aproximarmos uma
rede de Bravais por uma hierdrquica pode nos dar um conjunto de resultados que em
parte serdo exatos ou uma boa aproximagéo dos exatos. Na secgdo 2.2.1 poderemos ver

como pode ser feita tal escolha e faremos uma andlise de seus resultados para o modelo
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de Ising em duas dimensdes.

Explorar as diferengas entre as redes hierdrquicas e as de Bravais poderd dar um
maior entendimento das bases das transi¢des de fases em mecinica estatistica.

Uma outra coisa que vale ressaltar é que da forma que sdo geradas, as redes
hierdrquicas tém a propriedade de serem invariantes por escala e portanto sio
fractais [12]. Fractais que nos tltimos anos tém sido objeto de grande interesse de
estudos [13,14,15,16], levando o estudo das redes hierdrquicas, por si s6, a uma grande

importancia. Pode-se definir a dimenséo fractal de uma rede hierdrquica como[12,47}:

In(b)
U= (B

(2.18)
onde b € o niimero de subunidades aglomeradas em cada estigio de construcio da rede
hierarquica, mais comumente chamado de niimero de agregacdo , que no nosso caso
como temos apenas 2 raizes ¢ igual ao niimero ligagbes da rede. B é definido como
o comprimento do menor caminho que conecta as raizes, ou seja, o menor niimero de
ligagGes que conecta as raizes e é chamado de distdncia quimica ou fator de escala.
Para certos tipos de redes hierdrquicas, como por exemplo os da figura 2.4, temos que
a dimenséo fractal da rede hierarquica é igual & sua dimensao euclidiana.

Como vimos na equagdo ( 2.1) poderemos impor que um funcional permaneca
invariante sob a transformacio preservando assim os aspectos fisicos mais relevantes.
Uma condi¢do mais forte que a condi¢io de funcdo de particdo seja preservada é impor
que a fun¢io de correlagio entre as raizes da rede original e renormalizada seja preser-
vada, ou seja, manteremos os graus de liberdade externos fixos em qualquer configuracéo

e somaremos os graus de liberdade internos. Temos entéo

e = T M (2.19)

sitios internos

r ~ . - . . *
onde 'H e 'H sao respectivamente os Hamiltonianos associados com o menor e o maior
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diagrama.

O processo de fazer a soma de todas as configuragoes internas inicialmente é facil,
mas se usarmos diagramas um pouco maiores teremos grandes dificuldades pois teremos
muitos graus de liberdade. O método introduzido na referéncia [26], chamado de “corte-
colapso” veio facilitar enormemente este processo,pois permite realizar tragos parciais
sobre os sitios internos sem a necessidade de efetuar a soma direta das configuragoes
desses sitios.

Veremos o procedimento de tal método exemplificado pela construcio do trago

parcial da rede hierdrquica da “ponte de Wheatstone” que veremos a seguir ser uma boa

aproximacao da rede quadrada.

2.2.1 A Rede Hierdrquica da Ponte de Wheatstone

Ao aproximar uma rede de Bravais em umna rede hierdrquica devemos escolher o dia-
grama que contenha as propriedades de simetrias essenciais de tal modo que ao fazermos
o GR tenhamos resultados bem proximos do real. Mas na escotha de simetrias essenciais
teremos que sacrificar outras simetrias, e, no caso, como garantir que escolheremos as
essenciais?

No nosso caso, queremos uma rede hierarquica que se aproxime de uma rede quadrada,
portanto que possua simetrias de reflexio, centros de inversdo, autodualidade, etc. A
simetria de autodualidade significa a invaridneia por dualidade, ou seja, 2 rede dual da
quadrada é ela mesma. A rede dual é a rede que se forma com pontos colocados no
centro de cada célula elementar e esses pontos se unem tal que cada ligagio da rede
original € cortada por uma s6 ligacio da nova rede.

A autodualidade é importante de ser conservada nesse problema, pois conserva, nos

pequenos diagramas, a maneira como flue a informacio nos grandes diagramas. Isso
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{r: =1 n=2?

Figura 2.5: A ponte de Wheatstone.

nos permite ter pontos criticos exatos.

Uma rede hierdrquica que é autodual é a chamada ponte de Wheatstone. Podemos
ver na figura 2.5 a ponte de Wheatstone usual; na figura seguinte vemos como sio
geradas as suas ordens superiores. Chamando a ponte de Wheatstone de diagrama de
ordem 1 e assim sucessivamente, podemos ver que por esse caminho chegaremos, em
certo sentido, & rede quadrada. Fazendo uma andlise dos resultados obtidos para o
modelo de Ising em duas dimensées na rede quadrada e na rede ponte de Wheatstone
(ordem 1)[48,50], podemos ver na tabela 2.1 que h4 uma concordincia entre os pontos
criticos, como indicamos acima, e uma boa aproximagio entre os expoentes criticos,
resultados que nos levam a aumentar nossa seguranga na aproximacio da rede quadrada

(de Bravais) pela rede ponte de Wheatstone (hierarquica).

rede quadrada(exato) | rede hierarquica(RG)

tc V21 V21

v 1 1.149

Tabela 2.1:Comparagdo dos ponlos e ezpoentes criticos entre as redes quadrada

{ Bravais) e ponte de Wheatstone( hierdrquica).
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(a)

b=zi
(d)

(b) ba 2
(e)
(C) ' be3 '

b= {

b=oo

Figura 2.6: Diagramas de ordens superiores da ponte de Wheatstone.

2.3 Variaveis Transmissividades

As variaveis transmissividades tém como uma das vantagens possuir algoritmos

semelhantes ao de combinagoes de probabilidades em ligagoes em série e em paralelo.

No caso de probabilidades, os fluxos de informagio de uma ligagio em série € em paralelo

terdo , respectivamente, como ligagio equivalente as representadas na figura 2.7 .

Também nesse caso podemos definir uma transformacgio que déd um p-dual e que

3!

Ps =

P2

<

P12

P1© P2 (1‘PP):(1_P1)-(1—IJ2)

Figura 2.7: Probabilidade equivalente numa ligagdo em série e em paralelo.



35

transforma presenga em auséncia, fazendo o fluxo em série da mesma forma que o fluxo
em paralelo; nesse caso, p? =1 — p.

Para modelos de spin temos as varidveis de interagio {J} que representam todo o
conjunto de acoplamento entre os spins de forma adimensional (J'/kpT), e que também
podem ter correspondéncias do tipo Jg = f({J}) e Jp = g({J}). As variaveis trans-
missividades, que dependem do modelo aplicado, serdo obtidas fazendo a mudanca de

variavel t = h({J}), tal que,

ts =1ty (2.20)

como ja dissemos semelhante ao de combinagdes de probabilidades. Um exemplo dessa
transmissividade é a do modelo de Ising[49]

Ir

tg = tanh(k T
B

K=1,28 (2.21)

onde Ji é a varidvel de interagso , kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura.
Ela é para J > 0 um niimero entre 0 e 1, e como no exemplo acima podemos ver que
quando T = oo temos tg = 0, ou seja, o spin nfio envia nenhum sinal ao outro, ndo
podendo haver fenémenos cooperativos. Agora se T = 0 temos tx = 1 e portanto pode
haver fen6menos cooperativos.

No nosso exemplo a interaco equivalente(Jg,) de uma ligacéo paralela é facilmente

obtida da soma. de cada interacéo ( J ) inicial, que nos d4 em forma de transmissividade

ty + 13

= . 2,22
14 41, ( )

tp

Essa ¢ uma transformacéo tipo soma de velocidades em relatividade especial, onde
somando duas transmissividades iguaisa 1 teremos a equivalente igual a 1. Essa relacéo
nao € de estranhar , pois como vimos as transmissividades estio compreendidas entre 0

el paraJ > 0.
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Para encontrarmos as varidveis transmissividades no caso do modelo cibico discreto[52,

53] consideramos a eq, ( 2.20), a partir do esquema :

(NJ,N2L)
— |(NJ',NL).
(NJ,N?L)

Como temos 2 acoplamentos em cada ligacio € natural que deveremos ter 2 varidveis

transmissividades em cada ligacao tal que,
#5) = (1) 4 r=1,2 (2.23)

onde os sub-indices representam as 2 varidveis transmissividades e os super-indices

representam as ligagbes ; portanto esquematicamente,

GRS

0 .0 “‘Lﬁh@)
(tl 1t2 )

Da equagéo ( 2.19), onde H e H' séo os Hamiltonianos associados respectivamente

aos diagramas (a) e (b) dos esquemas acima, encontramos que,

1 — g—2NJ
hETy 2N —1)e"NU+NL) 4 ¢—2NJ (2.24)
- — 1)e~N(J+NL) 2N J
- T i, *e (2.25)

Ty AN —1)e~NU+NL) 4 ¢~2NJ”
Com o mesmo proceso usado acima podemos achar para duas ligagdes em paralelo a

transmissividade equivalente como,

$#P) — 40P @D r=1,2 (2.26)
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onde (D) significa dual[54] e

t(D) _ 1- Nt +(N—- l)tg

T 14 NG 4+ (N -1t (2.27)
#{P) = 1=tz . (2.28)

T 14 Nty + (N =1t |

Para modelos de spins classicos, os operadores do tipo Hamiltoniano tém seus comu-
tadores 1guais a zero. A transmissividade equivalente de um diagrama original para um
diagrama renormalizado pode ser facilmente encontrada reduzindo-os a uma sequéncia
de ligagoes série-paralelo. Contudo, existem diagramas que nao séo completamente re-
dutiveis, por exemplo a rede da ponte de Wheatstone, nos quais usaremos o meétodo do
corte-colapso.

As relagoes de recorréncia do GR neste formalismo consistem em encontrar a trans-
missividade equivalente do diagrama original para o diagrama renormalizado.

O uso das variaveis transmissividades é essencial no método do corte-colapso que
como dissemos facilita bastante o procedimento de obter as relagdes de recorréncia do
GR. A seguir veremos em que se baseia 0 método do corte-colapso, em particular fazendo
o célculo da transmissividade equivalente na transformagio do diagrama da figura 2.5

para o modelo cilibico discreto.

2.4 O Corte-colapso

O corte-colapsof26] simplifica consideravelmente o calculo do trago sobre os graus de
liberdade internos de um diagrama pois torna possivel calcular a sua transmissividade
equivalente, seja esse diagrama redutivel ou ndo a sequéncias série-paralelo, através de
um simples algoritmo e operactes topolégicas que mencionaremos a seguir.

Vamos considerar o diagrama ponte de Wheatstone com ligacbes associadas a trans-

missividades {¢;} e fazer a transformacio representada na figura 2.5, com transmissivi-
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0

(a) (b) W)

Figura 2.8: O corte-colapso na ponte de Wheatstone.(a)Corte. (b)Colapso.(c)Pré-colapso

dade equivalente G{t;} onde G{t;} = N{t;}/D{t;} e onde N{t;} e D{t;} sao polindmios
multilineares. Podemos escolher uma ligagio j e fazer dois novos diagramas, tal que
em um fazemos uma operagio de corte em que tiramos a ligagio j (¢; = 0) e na outra
operagao de colapso onde contraimos os dois sitios da ligacéo no sitio simples (t; = 1).
Na figura 2.8(a,b) temos representados os dois diagramas.

Ambos diagramas se reduziram a puras ligagdes em série-paralelo que sio faceis de
obter e conhecendo Nerte{t;}, Deortefy}  Neolarsafy} ¢ Deolersofd} | podemos calcular
N{t;} e D{t;}, como:

N{t;} = (1 —t, )N {8} 4 t; Noreo {3} (2.29)

D{t:} = (1 =)D {t} + ;D7 {1} (2.30)

Para o caso do modelo ciibico discreto o método do corte-colapso serd um pouco
diferente do caso visto acimal[46], pois temos associado a cada ligagio duas varidveis
transmissividades e portanto no processo de colapso teremos (tgj) = t(zj) = 1) e do
corte (t(lj ) = tgj) = 0) e ainda teremos uma outra possibilidade de operagao que é o
chamado pré-colapsc em que (tgj) =0e t¥) = 1). Também terfamos o caso @9 =1

e t(21) = 0), mas o descartamos por corresponder a exponenciais negativas( J e L nao
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tém significado fisico).A varidvel transmissividade equivalente é t(*) = (tgc),t(

()} ¢ os

polinémios multilineares serdao da forma A + Btm +C t(" ), onde A B e C dependem do

conjunto {t(} das outras ligagdes exetuando t¥).

Se associarmos & cada ligagdo trés nimeros
NP =1 N =Y N =)
teremos o N{*? para duas ligagées em série dada pelo algoritmo,
N = NO N (@ =0,1,2)
e em paralelo,

NONE + NN + (N - )N N

Nf” b= NONO £ NN+ (N - DINONP + NN

NP = NOND ¢ NOND + NNONP + (V- 2)NIND.

Com relagfio as transmissividades teremos,

m-di ey e A5
Ny N

e asslii,
€9 = (40, ) o P = (47,4

onde

P £+ 67 + (W — 108" 4 (v — 1V
14+ Nt 4 (N — 18D

§P) ) 4 tgz) + Ntil)tgz) + (N — 2)t(21)t(22)

: 14+ Nt 4 (v — 1)t

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Para a ponte de Wheatstone teremos como na eq. ( 2.29) um conjunto de polindmios,

com a inclusio agora do termo de pré-colapso,

Na — ( (J))Ncorte + tgj)N;olapso + (th) _ tgj))Ngre—colapso

(2.37)
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(. )

(#1,23) (w),w3)

Figura 2.9: A Heracdo associada com a ponte de Wheatstone

com a = 0,1,2. Aplicando esse processo para a ponte de Wheatstone com as 5 ligagdes
diferentes representadas na figura 2.9, nés obtemos, apbs chegarmos a apenas ligagoes
pré-colapsadas resolvidas usando Ny = N*N; = 0 e N, = N¥ onde k ¢ o ntimero

ciclomatico do diagrama(k = nimero de ligagbes - niimero de sitios +1),

NI(W) = yiwy + 121 + wahz + w2y + (N — 1) (uy22912105 + w121 ¥225w1)
+(N — 1)(372‘9‘122'!.0] + T127YWs + U111z, W2 + UL 1 Z9Wy
1Yz + urZ1T2Y1 + tawe Ty + UsT1Y221 + UwrZoY1 + UoW1ToY )

HN = 1N = 2)(u2w21%221 + T2y 2200102) (2.38)

N"EW) = hws + T2z + UpYazz + UpwaZy + N(N — Dz th zywr Uz
+(N - 2)(N — 3)1’1’22‘9’2.22'!1?211,2 + N(N — 2)(.7:1y1z2w2u1 + xgygzlwlul)
H(N — 2)(z2Y222w3 + TaYazatiz + YazoWalig + ToZoWwalia + Ty Wakly)

+N(z1y121w1 + Yamywi s + T2ty + Ty watty + Ty Y12au) (2.39)

D(W) 1 + N(u1z1w1 + ulylxl) + (N — 1)(‘!1.29’2.‘172 + ‘U.z’w;ZQ) + N$121w1y1

+(N — 1)172‘9'222'!1.72 -+ N(N — 1)u2ylz]w1:z:1



41

+(N - 1)(N - 2)3222w2u;y2

+N(N — 1)(u12131 22wz + Ui T2y221w1). (2.40)

E as transmissividades equivalentes serdo dadas substituindo a eq. ( 2.38) na
eq. ( 2.34).
Usando o GR estas transmissividades serao as renormalizadas e sua relagao com as
transmissividades originais nos darao as equagdes recursivas para a renormalizagao .
Mais uma vez gostariamos de observar que, no método do corte-colapso, como vimos
acima, ndo pensamos em _todas configuragoes e sim em operagdes topologicas que nos
possibilitam resolver nosso problema considerando apenas algumas dessas

configuragdes .
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Capitulo 3

Mistura de Ligacoes

3.1 Introdugao

Estudos tedricos de efeitos de impurezas em fendmenos criticos comegaram a muitos
anos. A percolagio , o movimento de elétrons em sélidos desordenados, modelos de spins
magnéticos distribuidos aleatoriamente em sitios ou com ligagdes aleatérias sdo exemplos
de sistemas em desordem explorados teoricamente, de grande interesse e importancia.

Sistemas magneticamente inomogéneos, por exemplo, um cristal ferromagnético com
uma fragio de sitios ocupados por dtomos que ndo produzem momento magnético
( impureza), tém atraido atencio pelos efeitos produzidos pela fragao de impurezas

e sua dependéncia com a temperatura critica T, da fase ferromagnética.
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Se a impureza for néo magnética, como no caso acima, diremos que o sistema é um
mdgnc’to diluido, mas caso a impureza tenha caracteristica magnética, embora diferente
dos atomos do cristal, chamaremos o sistema de magnéto misio.

O problema da desordem foi dividido em dois tipos basicos por Brout[56] em 1959 que
apontou a existéncia da desordem recozida( conhecida como “ annealed”} e
temperada ( conhecida como “ quenched”). Na primeira a temperatura e demais
parametros externos variam lentamente durante a preparagao da amostra, de forma que
sempre ha equilibrio termodinamico. Na desordem do tipo temperada, a
temperatura é aumentada e logo depois resfriada subitamente para que nao haja tempo
dos atomos portadores dos spins correlacionarem; assim a distribui¢io aleatéria dos
atomos fica congelada e suas posigdes sdo consideradas independentes.

A diferenca tedrica entre os tipos de desordem ¢é que a energia livre da recozida é
F... = —kgTlh < Zs >¢ (3.1)

e da temperada ¢

Fiem. = —kpT < InZg >¢ (3.2)

onde os sufixos S e C correspondem, respectivamente, as médias no spin e configuracional

e Zs a fungio de parti¢io do sistema.

3.2 O Modelo de Mistura de Ligacoes

Iremos estudar a seguir o caso de ligagGes aleatdrias para desordem do tipo tem-
perada no modelo cibico discreto. Podemos imaginar que cada ligagio poésa ter um
acoplameﬁto aleatério (NJy, N2Ly) ou (N J3, N?L,), onde o primeiro acoplamento terd
uma probabilidade de acontecer de (1 —p) e o segundo acoplamento de p, onde p ¢ entéo

a concentracio de ligacdes (NJz, N2L;). Podemos caracterizar cada ligagio por uma
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distribuicao de probabilidades dada por:
P(J,L) = (1 = p)é(J — J1)6(L — L) + pb(J — J3)8(L — Ly). (3.3)

Da mesma maneira podemos pensar utilizando as varidveis transmissividades (;, t;).

Neste caso temos para cada ligagdo uma distribui¢io de probabilidades do tipo,
Plti,t;) = (1 — p)b(t, — t)8(t, — t89) + pb(t, — t1)8(2, — 157). (3.4)

Se p=1, p=0 ou, tgl) = t(zl) e tgl) = tgl), nao teremos o caso aleatorio e sim o puro.
Para t(zl) = t?’ = 0 podemos dizer que estamos tratando de um modelo com diluigao .

Impondo que o estado fundamental seja ferromagnético, temos, J; > 0, J; > 0,
J+NL, >0e Jy+ NL, > 0. Essa imposi¢ao implica que nao trataremos o caso
antiferromagnético. A rede ponte de Wheatstone é uma rede frustrada, portanto nao
seria oportuno estudar o caso antiferromagnético nela. Para isso usaremos outro tipo
de rede, contudo nao neste capitulo. Voltaremos a abordar esse assunto no préximo

capitulo.

3.3 O GR no Modelo Cibico com Mistura de Ligacgoes

Queremos agora usar o GR para a rede ponte de Wheatstone em que cada brago
da ponte vai estar caracterizado por uma distribuigo de probabilidades do tipo da
equagdo (3.4). Ao fazer a renormalizagio estaremos buscando, em particular, a su-
perficie critica que estard num espago penta-dimensional caracterizado pelas varidveis
(p, tgl), #{M, t(lz), tgz)) que sdo fungdes dos pardmetros do problema. Esse procedimento é
idéntico ao que vimos no capitulo 2 para o caso do “ bloco de spins;’ a uma dimensao.
Para isso gostarfamos que o espago de parimetros nfo se amplie ao fazermos a renor-

malizagio . Mas, seguindo o método do corte-colapso e usando as equagdes (2.34) e
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(2.38), o que encontramos sao 14 possibilidades de novas transmissividades e nossa nova
distribuicéo tem a forma,
14
Py = Y Wil - p)™pm)8(ty — 6™))8(2, — £5™) (3.5)
i=1
onde os valores das novas transmissividades (£{™, t{*), do grau do polinémio n; e do
peso W; podem ser vistos no apéndice A.

Se entrarmos agora na renormalizagdo com as 14 deltas sairiamos com cerca de
200 e assim sucessivamente havera um grande acréscimo do niimero de deltas em cada
processo de renormalizacao .

Para naoc haver ampliagio no espago de parametros teriamos que obter como

resultado de cada renormaliza¢io sempre o mesmo tipo de distribui¢ao , ou seja, se

antes tinhamos a distribui¢do da equagdo (3.4) terfamos agora,
P'(ty,t2) = (1= p)b(t — §7)6(ts — 1§) + p'6(ts — #7622 — 1), (3.6)

Portanto, teremos que fazer uma aproximagio que de alguma forma faga que sé
precisemos trabalhar com equagdes tipo (3.4).

Para isso igualaremos as médias das 14 deltas as médias das 2 deltas, como também
igualaremos a largura ao redor da média( momento de segunda ordem) e a dissimetria
ao redor da largura( momento de terceira ordem). Como no nosso problema temos cinco
variaveis temos a liberdade de escolher 5 equagbes que nos darfio a transformagao de

renormalizagiao . No nosso problema foram escolhidas as seguintes,
<t >pr=<t >py (3.7)

<t >p=<t; >py (3.8)

<ttty Spr=< ity >py (3.9)
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< (1)t >pr=<(h)*t2 >py (3.10)
< tl(tg)z >P;=< tl(tg)z > Py (311)

onde as médias séo feitas da seguinte maneira:

< (&) >p= (1~ p )t +p ) (3.12)

14
< (8" >p,= L WAL= Pty (313)

1=1
onde r=1,2. W;, n; e m; sdo calculados no apéndice A.

Esse processo tem sido usado em diversos problemas[50,51] e nossa escolha foi feita
de tal modo que o conjunto de equagdes ja testadas nos modelos de Potts e Ising
( preservacio dos trés primeiros momentos) fossem reobtidos como casos particulares
dentro do presente GR. |

Com essa aproximacio sempre obteremos a partir das cinco varidveis
(p, tgl), t(zl), t?’, t?)), cinco novas varidveis (p, t?", t&"',tﬁ”’,t?") € assim sucessivamente,
tal que em cada basso da renormalizagao teremos um ponto no espago penta-dimensional
dos parametros que viajars até parar em um ponto fixo estivel.

Como na secgio 2.1.2, escolhendo sucessivos valores para o ponto inicial, estes
poderao viajar para outros pontos fixos estdvels e com esse procedimento poderemos
encontrar a superficie critica de separagio das fases. Fases que se caracterizam por
pontos no espago de parimetros que sao atraidas por um {nico ponto fixo( atrator).

Os expoentes criticos sio entfo obtidos através da linearizagao da superficie critica
ao redor dos pontos criticos que sdo pontos fixos que tém comprimento de correlagio

¢ — oo. Para isso, como

(Pt 8 B 4By = F(p, ¢, 60, 1, 42 (3.14)
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ou ainda,

!

po= p(p, D 4 o))
£ = 4 (p, 0,40, 4D 42y
£ = 0 (p, (), 40, 4@ 42y (3.15)
O R QN
6 = (0, 40,40, 40)

usando a série de Taylor ao redor do ponto fixo (p*,t{")", t&"*,t{”*,tﬁ”*) até termos de

primeira ordem, temos:

( {1 _ 0 \
1 43
(@ _ e | =

tgz)' _ t£2)*

\ P
(010 o /o ool o 1o o ap ) [ 40—
i 106" o 101D P 1ol P 18P 0 jop || 4P - 4P
o 101 o) fou® Y 0 o jor®) o jop | | 0 -
o 1o o 1orD 8 oY P 1at® o jop | | 4P - 4P

\ oFre)  opja®  op1ol)  apfol)  apjopr )\ p-p

Com a matriz do Jacobiano nos vérios pontos fixos, calculamos seus autovalores{))

e os expoentes criticos sdo dados por:

b - InB
7 In),

s=1,..,5 (3.16)

para os autovalores A > 1, que sdo pontos fixos ndo estdveis com respeito As perturbacoes
na diregio dos autovetores correspondentes. B é a expansio linear da renormalizacio ,

vista na secgdo 2.2, que no nosso caso € igual a 2.



48

Se existir mais de um v associado a um ponto critico definimos o expoente de
“crossover”
v

& =2, (3.17)

Vi
3.3.1 O Caso Puro ( p=1)

Das equagoes (3.7-11) e (A.2), fazendo p=1, teremos,

tgz) = %1- (3.18)
N.
tgz) = 32 (3.19)

onde,

Ny = 2t 4+ 2(N — D22 + 263 + 2(N — 1)%4342
+4(N — 1)(£312 4 t113) + 2(N — 1)(N — 2)t3t5
N, = 2824 Nti +4Ntdt, + N(N - D)tjt2 + (N — 2)t;
+2N(N = 2)t5t2 + (N — 2)(N - 3)t; + 4(N — 2)t5 (3.20)
D = 14+ Nt24+(N -t} +2N2 4 2N(N — 1)t3t2 + N(N — 1)tit,

+2(N — 1)t3 + (N - 1)(N — 2)t3.

Utilizando as equagdes (2.24-25) e (3.17-19) podemos escrever a transformagéo do GR,
para um dado N, como fungio dos pardmetros J e L do Hamiltoniano do modelo cibico
discreto. Dessa forma,

. 1

' 1

L =5

In(Wy W2 /(W3)?) (3.22)

onde,

Wi = exp(3N?L)[ezp(5NJ) + exp(—3NJ) + 2ezp(—NJ))
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+2(N — 1){2ezp(2N*L)[ezp(2N J) 4 ezp(—2N J))

+ezp(N*L)[exp(NJ) + exp(—NJ)] + 2N — 4}, (3.23)
W, = 2exp(5N2L)lexp(NJ)+ exp(—NJ)]

+2(N — 1){4exp(2N*L) + exp( N*L){exp(N J) + exp(—NJ))

+2N — 4}, (3.24)
Wi = 2exp(3N2L)|exp(3NJ) + 3exp(—NJ)]

+2exp(2N?L)[exp(2NJ) + exp(—2N J) + 2]

+(N — 2){10ezp(N2L)[ezp(NJ) + exp(—N J)] + 4N - 12}.  (3.25)

Essas equagbes foram obtidas anteriormente por Tsallis e outros[45].

Os diagramas de fases para valores tipicos de N foram apresentados na figura 1.4. Na
figura 3.1 apresentamos os diagramas de fases no espago das varidveis transmissividades
por serem mais faceis de analise. Para um dado valor de N, foram encontradas trés
fases, que sdo:
paramagnética(P), caracterizada pelo ponto fixo estdvel 1, = t, =0;
ferromagnética(F), caracterizada pelo ponto fixo estavel ¢y =t = 1;

intermedifria(I), caracterizada pelo ponto fixo estavel t; =0 e t, = 1.
As fases sao caracterizadas pelos seguintes parametros de ordem:

i) Fase paramagnética:

< 8§ >=<(5,8...,8M) >=0

<(8¢)?>-1/N=0 Vace{l,2,.. N}
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Figura 3.1: Diegrama de fases do modelo cibico discreto para o caso purof p=1).

i1) Fase intermediéria

<& >=0
<(S¢P>-1/N>0 Va=ae{l,2,..N}
| <0 Va#a

iii) Fase ferromagnética:

<8 >#0
<(5)2>-1/N>0 Va=ape{l,2,..,N}
<0 Va#a

Como ja dissemos no capitulo 1, a fronteira critica correspondente a um dado valor de
N contém: um ponto multicritico, que para N < N* = 6.9 corresponde ao modelo
de Potts de 2N-estados e para N > N* corresponde ao novo ponto critico ciibico; trés
pontos criticos, um tipo Ising, outro tipo Potts de N-estados e outro tipo Potts de

2N-estados( N > N*) ou ciibico( N < N~).
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Observemos que no caso N=1( modelo de Ising) encontramos trés fases, mas sabemos
que 50 existem apenas duas fases distintas {1}, o que nos leva a concluir que a fronteira
entre as fases (P)-(I) deve ser considerada espiria [45,46]. Da andlise feita na secgdo
2.1.2 podemos conjecturar que essa fronteira espiria se deve ao fato de algum vinculo
ter sido imposto sobre as varidveis J € L para o caso geral de N, que néo € necessério

para o caso N=1.

3.3.2 Subespagos Invariantes

Como nosso espago de pardmetros, para um dado valor fixo de N, é penta-dimensional
( t(i) t(l) t(z) t(z)) A3 {vel EA. tacs 1 d C _
p,ty 7,1t 7,47, 1."), é impossivel uma unica representagio grafica desse espago. Conse

quentemente teremos que representar cortes do espaco completo.

Uma primeira busca foi encontrar subespagos que fossem invariantes, ou seja,
partindo de pontos nesses  subespagos, todo fluxo de  pontos
representando as transformagdes que renormalizam os pardmetros, estariam contidos

sempre nesses subespagos.

Os primeiros subespagos encontrados foram os casos em que p =1 e p = 0( casos
puros), que foram fratados na sec¢io anterior. Na verdade foi analisado o caso p =1,

mas o caso p = 0 é equivalente ao caso analisado se fizermos uma transformacao do tipo
(o, 857,489, 67, 687) — (1 — p, 8,40, 481).
Além dos dois subespagos anteriores somente mats um subespago foi achado,
caracterizado por,
# = 4 (3.26)

P = 4.
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Das equagoes (2.22) e (2.23) encontramos que isso equivale a:

Jay= NLy, | (3.27)

J@) = NL)

e da secgao 1.4 podemos ver que esse € o caso limite em que o modelo ciibico discreto

recai no modelo de Potts de 2N-estados.

3.3.2.1 O Modelo de Potts de 2N-estados, um Subespa¢o Invariante

Introduzido como uma generalizagio do modelo de Ising, o modelo de Potts[24,40],
pode ser considerado como un sistema de spins com q componentes. O seu Hamiltoniano
para q=2N foi escrito na eq. (1.23). Aplicando a equago (3.23) nas equagdes de

renormalizagéo , encontramos:

<t >p=<i >p, (3.28)
< (t1)? >p=<(t;)? >p, (3.29)
<t >p=<(t) >py - (3.30)

Esse conjunto de equagdes j4 foi usado para o modelo de Ising[50] e para o préprio modelo
de Potts[51]( com uma mudanga na varidvel t) com resultados bastante satisfatérios.
Como consequéncia do uso das equagdes acima, o nosso caso N=1( modelo de Ising)
reproduz a solucéo obtida na referéncia [50].

Apresentamos na figura 3.2 o diagrama de fases para N=2. Foram encontradas
duas fases, paramagnética(P) e ferromagnética(F). A superficie critica tem a forma de
um hexagono torto. Os pontos marcados com a letra A na figura sdo completamente
instdveis e representamn os pontos de percolagao . S&o eles: p = 1/ 2,t§1) = 0,t§2’ =1

ep= 1/2,t§1) = 1,t(12) = 0. As linhas C'CC’ e CBC correspondem ao ponto de Potts
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Figura 3.2: Diagrama de fases do modelo de Potts de {-estados no subespago (p,t1,11,12,12).

de 2N-estados (t?) = t(f) =v2-1). 0 ponto B ¢é instdvel fora da superficie critica e
completamente estavel dentro dela, mas torna-se semi-estavel para N > N*(N* = 2.6)
e bifurca-se em 2 novos pontos fixos[51). Na figura 3.3 apresentamos o diagrama de fases

para N=3 onde ji podemos ver os pontos de bifurcagéo .

3.3.3 Outros Resultados

Apds a exposicio e andlise da criticalidade nos subspagos invariantes iremos agora
abordar o espé,go completo de parimetros. Para isso, como ja dissemos, é impossivel
uma Unica representagao jd que o espago € penta-dimensional.

A seguir apresentaremos cortes do diagrama de fases do espago completo tal que seja

possivel caracterizar toda a criticalidade do modelo.

Nas figuras 3.4, 3.5 e 3.6 apresentamos cortes para N=2 do diagrama de fases no
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Figura 3.3: Diagrama de fases do modelo de Potts de 6-estados no subespago (p,ty, 41,12, 12).

espago (p,1/Ja, Laf Jo, J1/ Jo, L1 [ J1).

Observamos que os diagramas tém um comportamento semelhante ao caso puro
( p=1), possuindo trés fases. Contudo, quando o valor de p diminui a fase intermedidria
encolhe-se. O caso Jy/J; = 0 ( figura 3.6) corresponde ao modelo diluido e constatamos
que para p < p. = 0.5 a fase ferromagnética desaparece. Este ponto corresponde 4

probabilidade cntica de percolagio e como podemos ver é um resultado exato para a

rede quadrada[57].

As figuras 3.7 e 3.8 representam cortes para N=1, correspondentes ao modelo de
Ising. Novamente podemos ver a presenga da fronteira espiria entre as fases (I) e (P).
Essa fronteira desaparece no limite p — 0 para o nosso corte. Portanto também na
mistura de ligagdes o vinculo imposto sobre as variaveis J e I para o caso de N geral

continua nao necessario e danificando o caso N=1.
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Na figura 3.9 vemos um corte para N=3. A estrutura é semelhante aos casos N=1e
N=2.

Analisando todos valores de N, inclusive N > 3 e N < 1, concluimos que o comporta-
mento observado nas figuras anteriores também é caracteristico de todos
valores de N.

Na tabela a seguir mostraremos diversos pontos fixos encontrados observando que
todos sio exatos para a rede quadrada. Também mostramos os expoentes criticos de
comprimento de correla,gép e os expoentes de “crossover” bem como uma comparagao
com resultados exatos para a rede quadrada j4 encontrados na literatura. Podemos
observar que todos os nossos resultados tém boa concordéncia com a literatura. Ainda
podemos ver na tabela algumas derivadas parciais entre os parametros da superficie e

sua comparagio com resultados exatos da literatura para a rede quadrada.
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pontosa criticos expoente  critico derivadas
(p, tgl),t(zn, t(lz), !gz)) presente GR rede quadrada(exato) presente GR rede quadrada(exato)
N=1 | (1,0.414,0.414,0.414,0.414) v=115 1 [59] —dt;/dp=045 62 — 8 = 0.48 [58)
$ip =156 T
(1,0.414,0.414,0.414,1) ve=115 1 [59] —dt, /dp=0.45 62 — 8 v 0.48 [58)
(1,0.414,0.414,0.414,0.036) ve =115 1[59] —dt; Jdp=0.45 62 — 8 x 0.48 [58]
N=2 | (1,0.414,0.414,0.333,0.333) v = 0.95 2/3 [60] —dts/dp=0.44 4/9 = 0.44 [64]
@ip =272 7
(1,0.414,0.414,0.414,0.172) ve=115 1[59] —dty Jdp=0.55 1/2
—dty /di;=0.5 1/2[62]
N=3 (1,0.34,0.34,0.34,0.21) v = 092 1°ordem ?
¥N {0.5,00,1,1) vi = 1.43  4/3[61] —dt; Jdp=3.04 4In2 = 2.77 [63]
vp = 143 4/3 [61]
@p=1 1[61]

Tabela 3.1: Velores vie GR paera alguns pontos fizos (resultados ezatos), expoentes

de comprimento de correlacdo e “crossover” e derivadas.
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Capitulo 4

O Modelo de Heisenberg

4.1 Introducao

O modelo de Heisenberg foi proposto simultaneamente por Dirac{22] e Heisenberg|[21].
O modelo estava fundamentado na mecénica quantica e tinha sua origem no principio de
excluso de Pauli, associado ao fendmeno de interagio de troca( mais conhecido como

“ exchange”) que reduz a energia de repulsio Coulombiana entre spins paralelos.

A energia de interagio de troca é definida como a diferenca entre a energia da

configura¢fio de spins paralelos e a energia da configuragio de spins antiparalelos,
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podendo ser apresentada como autovalores do operador de troca de spin[66]:
J . .
V;'roca = _‘5(1 + 45152) (41)

onde S, e §, sio operadores de spin e J o parimetro que mede a intensidade da interagao
de troca.
Partindo de interagoes do tipo da eq. (4.1), Dirac, Heisenberg e principalmente logo
depois Van Vleck[67] construiram uma teoria para o magnetismo.
O Hamiltoniano da teoria, conhecido como Hamiltoniano de Heisenberg, é dado por,
H=-JY §.5; (4.2)
<ij>
onde os sufixos 1 e j referem-se aos sitios de um cristal considerado, < ¢j > denota os
pares de primeiros vizinhos, J ¢ a energia de troca e Siéo operador de spin do sitio i

tendo componentes z,y e z que satisfazem as relagoes de comutacdo :
[SY, 57 =iST [S%,S%) =iS¥ [$7, 8] =iS". (4.3)

Se o operador §;.§j é trocado por 5757 no Hamiltoniano, temos o correspondente modelo
de Ising. O maximo autovalor S de 57 para um dado sitio ¢ nos d4 o tamanho de spin
do modelo. Por exemplo, para spins eletronicos S = 1/2.

Quando J > 0 o minimo de energia do Hamiltoniano, ou seja, seu estado fundamental

¢ facilmente obtido como sendo,

Ey=—-2J15? (4.4)

onde ! é o nimero de primeiros vizinhos. Nesse caso o autovetor associado a essa ener-
gia é formado por todos os spins paralelos. Chamamos esse caso de ferromagnético. A
temperatura na qual abaixo dela ha ordenamento ferromagnético chamamos de

temperatura de Curie.
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O caso antiferromagnético (AFM) é definido para J < 0 e é bem conhecido para o
modelo de Ising, onde para redes que podem ser divididas em subredes interpenetrantes
equivalentes ( por exemplo, uma rede bipartida pode ser dividida em duas subredes
equivalentes) temos no estado fundamental cada subrede com spins paralelos e entre as
subredes os spins antiparalelos. Para esse caso, a temperatura de Curie( i.e.,J > 0)

tem o mesmo valor da temperatura do ordenamento AFM, chamada de temperatura de

Néel

Isso nao é verdade para o correspondente modelo de Heisenberg, pois o estado de
Néel (spins das subredes antiparalelos) nao é autovetor do Hamiltoniano, essencialmente

por que S; + S, comuta com H ¢ S, — S,, nao.

A energia do estado fundamental para o modelo de Heisenberg de spin ; AFM foi
calculada exatamente para cadeias unidimensionais usando o “ansatz” de Bethe[68,69).
Para spins § > 1 néo existe solugéo , como tammbém néo existe solugio para a energia
do estado fundamental ou fungao de onda para dimensdes diferentes de 1. Contudo,

existem provas rigorosas sobre a natureza do estado fundamental[70,71].

Estudos sobre o modelo de Heisenberg sdo um desafio para pesquisadores ha mais de
60 anos, e seu interesse aumentou recentemente quando em 1987 Anderson[29] sugeriu
que um estado com forte correlagio AFM, mas sem ordem de Néel, é relevante nos

materiais supercondutores a altas temperaturas{73].

Esses materiais tém planos de éxidos de cobre, como por exemplo o La;CuQ,, e
sao AFM nesses planos com spin local § = 1/2. Acredita-se que o comportamento
AFM dos materiais de alta-T,. podem ser modelados pelo modelo de Heisenberg AFM
bidimensional com S = 1/2. Experimentos de espalhamento de neutrons e espalhamento
Raman indicam que o parametro de troca(J) para primeiros vizinhos no plano do éxido

de cobre é da ordem de 1000 K, enquanto que entre planos o parametro de troca é cinco
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ordens de magnitude menor.

A partir dessas motivagoes encontramos interesse pelo modelo de Heisenberg em
duas dimensdes e dentro do formalismo do GR apresentado nos capitulos anteriores
iremos abordar daqui em diante o modelo de Heisenberg com spin 1/2 numa rede

hierdrquica autodual que mostra-se uma boa aproximagiao da rede quadrada.

4.2 O Hamiltoniano Anisotréopico

Consideramos um Hamiltioniano da forma,
H =43 [J,(S757 + S¥S¥) + JS5:57) (4.5)
<i3>

onde ndo necessariamente J,, € igual a J. Com isso nés obtemos um modelo mais
geral com acoplamento anisotrdpico entre as trés componentes do operador de spin.
Denomina-se esse modelo de Heisenberg anisotrépico ou também chamado de modelo
XXZ. Quando J,, = J o Hamiltoniano (4.5) reduz-se ao modelo de Heisenberg isotrépico
dado pela equacao (4.2).

Chamando J., = J(1 — A), teremos,

H=-4J Y [(1 - A)S7ST+ 575 + 5787 (4.6)
<i3>
Os casos particulares A = 1,A = 0 e A = —oo correspondem respectivamente aos

modelos de Ising, Heisenberg isotrdpico e XY. O parimetro A mede a anisotropia do
modelo.

Provas rigorosas sobre a existéncia de transicées de fases no modelo de Heiéenberg
anisotrdpico foram sumarizadas por Kubo e Kishi[74] para as redes quadrada e cibica.

Na rede quadrada existe ordenamento AFM no estado fundamental para todo S > 1 e
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arbitrario valor de J/J,, e para S = 1/2 quando 0 < J/J,, < 0.13 e J/J,, > 1.78]74).
Contudo nao ha prova rigorosa sobre a existéncia ou nao-existéncia de ordem AFM de
longo alcance no estado fundamental para o modelo de Heisenberg isotrépico AFM com
S = 1/2 na rede quadrada. Sabe-se porém que esse modelo nio pode exibir ordem para

qualquer spin a temperatura finita[75].

4.3 A Rede Hierarquica e o0 GR

Nos capitulos anteriores quando escolhemos uma rede hierarquica que pudesse ser
uma boa aproximagao da rede quadrada escolhemos a simetria de autodualidade para
ser conservada. A rede escolhida foi a ponte de Wheatstone.

Novamente desejamos escolher uma rede hierarquica que seja uma boa aproximacao
da rede quadrada. Contudo, como j& frisamos, a rede da ponte de Wheatstone é uma
rede frustrada nao sendo conveniente para o estudo do caso AFM. Como agora queremos
tratar também do caso AFM devemos escolher uma rede nao-frustrada mas que seja
autodual. Essa rede, que pode ser vista na figura 4.1, ja fol usada para outros modelos
( modelo cilibico discreto[46], modelo de Potts[76]) e mostrou-se ser uma boa escolha.

E importante notar que a escolha da rede deve, se possivel, ser feita também tal
que o Hamiltonlano possa ser renormalizado nele mesmo, nao havendo proliferacio de
parametros.

Para obter as equagoes de transformagéo do GR entre os conjuntos de parametros
iniciais e o conjunto de parametros renormalizados impomos a condigdo de preservar a
funcéo de correlagio entre as raizes da rede original e renormalizada, seguindo a escolha

ja feita no capitulo 2. Da equagao (2.19),

e—ﬁH;2+C — Tr e~ PHiz3456 (4_7)

sitios fnternos
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Figura 4.1: A rede hierdrquica autodual

onde # = 1/kgT, T sendo a temperatura;
Higsase = 4J Y [(1 - A)(SFST + SYS)) + 5757) (4.8)
<t3>

¢ o Hamiltoniano do diagrama gerador da rede em consideragéo ( figura 4.1b);
Hyy = 47[(1 - A)(STS] + S1S3) + 51 53] (49)

denota o Hamiltoniano do diagrama renormalizado tipo ligagdo simples( figura 4.1a) e
C é uma constante aditiva incluida para ser possivél a equacio (4.7). A equagdo (4.7)
estabelece a relagdo entre os parametros (J/kpT,A) e os parimetros renormalizados
(J'[ksT, A, C).

O Hamiltoniano Hjs3456 nao é o Hamiltoniano total da rede hierdrquica estudada
jid que o diagrama estudado é somente o primeiro passo da construgdo da rede. A

rede hierdrquica contém um niimero infinito de diagramas tal qual os da figura 4.1b.
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Consequentemente, o Hamiltoniano total pode ser expresso como

Htotal = Z(lemse)i-

(4.10)

Negligenciando a nao-comutatividade entre os Hamiltonianos associados com diagramas

vizinhos, temos

ezp(BH pa1) HefﬂP[ﬁ(H 123456 )i

(4.11)

sendo assintoticamente exata para altas temperaturas, ou seja, no limite cldssico e

portanto uma aproximagao para todas as temperaturas.

Seguindo o tratamento de Caride, Tsallis e Zanette[30] nés expandimos ezp(H,,),

1 1
onde H,, = 8H,,, como:

ezp(Hy,) = a + 4b1(STSZ + 5YSY) + 4c;, 5752

(4.12)

Essa equagio pode ser expressa em forma matricial em termos da base que diagonaliza

simultaneamente S} e §3, representada por: |+ + >,|4+ — >,] — 4+ > ¢| — — >. Nessa

base temos,

( a + ¢, 0

, 0 a — e,
ea:p(’l"fu) = ,
0

\ 0

Agora, expressando H;, dado pela equacio (4.9) nessa mesma base, temos:

0
2b,,
a’ + ‘3112

0

(K+C 0 0

0 K —-Cc 2w

7{12 = , ,
0 W K —C

0 0

\ 0

o )

0

0
a‘+C’12)

0

K+C}

(4.13)

(4.14)
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onde
W=K(1-A) ¢ K=—"—.

Os correspondentes autovalores séo:

E, = K'+C
E, = —-K' +C+2W
E; = -K' +C—2W
E, = E,.

(4.15)

(4.16)

Os correspondentes autovetores, alinhados nas colunas da matriz unitaria U;,, nos dao:

(1 0 0 0\
0 1/v2 1/V/2 0
0 1/v2 -1/v/2 0
\0 0 0 1}

U12 =

Se chamarmos de M2 a forma diagonal de H,,, entdo da seguinte relaco ,

exp(Hy,) = Urglezp(HUT

podemos obter,

( ef 0 0 0 )
, 0 (P2 +ef2) L(ef2—ef2) 0O
exp(Hy;) = : : |
0 (ePr—eP) 1P +e) 0
\ 0 0 0 e )
Assim, dessa equagho e da {4.13), segue que:
’ (a'+cp)”
exp(dK' ) = T 7
P(4K) (@' — 1) — 4(b12)®
6$p(4K'A') _ a — Cyq + 2b12

[} T G
a@ — Cyp — 2b12

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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’ !
a + ¢y

exp(C) = ep(K')

Analogamente fazemos para ezp{H;a456), com Hyzagse = B H12a456,

exp(Hizaise) =  a+4 3 [bi;(57S7 + SYSY) +¢:; 57 S])
(i<J)
+ 16 E (diju(STST + S SY)SiSF
(1<) (k<)
+  eiim (STST 4 SISINSKSE + SYSY) + fismSiS; SE ST
+ 64 2 (gi5m1.mn (ST S5 + SYS7) Sk S S50
(i< k< #(m<n)
+ Gijatmn (57T + SYSYNSEST + S¢SINSL 5, + 55.57)]

+ 64r 575353555 5255 (4.21)
onde a,bi;, cij, dijii, ... sdo fungbes de K = J/kgT e A, determinadas diagonalizando

Hi234s6. Para diagonalizar Hj 23456 Nds deveremos diagonalizar uma matriz 64x64. Como

podemos ver a componente z do momento angular total,

tzotaf = E S‘Z (4'22)
comuta com o Hamiltoniano,
[H123456: Stotar] = 0. (4.23)

Usando como vetores base os autovetores de S* ( correspondendo a autovalores M) a
matriz associada com H) 3456 pode ser apresentada em estrutura de bloco-diagonal onde
o maior bloco é uma matriz 20x20 ( M=0).

Essas diagonalizacoes foram feitas numericamente.

Das equagdes (4.7),(4.12) e (4.21), segue que

a = l6a
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que determina o conjunto de parametros (K', A") como fungio de (K, A).

O fluxo dos pontos (K, A) no espago de parametros determina o diagrama de fases.

4.4 Resultados

Na figura 4.2 nos apresentamos o diagrama de fases n6 espago (kgT/J, A) para
kgT/J > 0, isto &, o caso ferromagnético. Nés verificamos a existéncia de duas fases,
nominalmente, paramagnética(P) e ferromagnética(F) caracterizadas, respectivamente,
pelos pontos fixos completamente estaveis (kgT'/J, A):

(00,1) ~(P) € (0,1) -(F).

Esse caso foi tratado por [30,31] na rede da ponte de Wheatstone e nossos resultados
concordam bastante com aqueles.

No caso antiferromagnético (kgT/J < 0), apresentado na figura 4.3, nds verificamos
a existéncia de duas fases, nominalmente, paramagnética(P) e antiferromagnética(AF)
caracterizadas, respectivamente, pelos pontos fixos completamente estaveis:

(-c0,1) -(P) e (0,1) -(AF).

Para baixas temperaturas a precisdo dos resultados torna-se dificil por erros numéricos,
mas da figura 4.3 nossos resultados sugerem a existéncia de fase ordenada a baixas
temperaturas para A > A, = 0.399, que concorda qualitativamente com a referéncia
[74]. Eles provaram a existéncia de ordem a longa distincia no estado fundamental para
A > 0.438 ( a equivaléncia do pardmetro de anisotropia de [74)(A®?) com A é dada
por A = 1— +5). Ainda analisando [74], a regido 0 < A < 0.438 permaneceu nio
resolvida; contudo, no nosso estudo encontramos a existéncia de fase ordenada somente
para A > A, na regido estudada A > 0.

Também encontramos um efeito pouco comumn na literatura que chamamos de efeito
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Figura 4.2: Diagrama de fases do modelo de Heisenberg anisotropico para o caso ferromagnético
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de reentrancia que é a presenga. de fase ordenada a altas temperaturas para certos valores
do parimetro de anisotropia néo acompanhada de ordem a baixas temperaturas. O
efeito de reentrancia foi encontrado no intervalo de 0.375 < A < 0.399. Esses resultados
podem enriquecer as discussdes sobre a existéncia de transigdes de fases sem ordem de
longo alcance.

Os eixos A =0 e A = 1, correspondem aos modelos Heisenberg isotrdpico e Ising,
respectivamente. Eles sao renormalizados neles mesmos, e contém pontos fixos criticos
semi-estaveis em (£2.269,1) e (0,0). O sinal +(-) corresponde aos casos que J € positivo
( negativo), isto é, para o caso ferromagnético ( antiferromanético).

Todos os resultados acima, para pontos criticos, sdo respostas exatas para a rede
quadrada.

Os expoentes criticos calculados nos pontos criticos acima a partir da equacao (3.16)
Sao:

v = oo para o ponto (0,0) (modelo de Heisenberg anisotropico).

v = 0.864 para o ponto (£2.269,1) (modelo de Ising).

Comparando com os expoentes da rede quadrada temos uma resposta exata para
o modelo de Heisenberg anisotrépico e uma boa aproximagao para o modelo de Ising
( erro de 15 %).

A criticalidade do caso ferromagnético é do tipo modelo de Ising para 0 < A < 1.
O mesmo nao é verdade para o caso antiferromagnético que para pequenas anisotropias
(A < A,) tem seu ordenamento destruido por flutuagoes quanticas da parte XY do

Hamiltoniano.
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Capitulo 5

Conclusoes

Estudamos dentro do método do GR no espago real a criticalidade do modelo ciibico
discreto com mistura de ligagdes e do modelo de Heisenberg anisotrépico em redes

hierdrquicas autoduais que garantem uma boa aproximagio para a rede quadrada.

No modelo ciibico discreto utilizamos a rede da ponte de Wheatstone e nossos
parametros foram restritos ao caso ferromagnético. Reobtivemos o diagrama de fases
para alguns casos limites, como para o caso puro ¢ para o modelo de Ising no
" subespago de pardmetros correspondente ac modelo de Potts de 2-estados. Para o
caso geral constatamos que a criticalidade pode ser entendida como uma competigio

entre as criticalidades dos modelos de Ising, Potts de N-estados, Potts de 2N-estados,
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cubico e percolagéo .

O caso da fronteira espuria encontrada no limite N=1( Ising) foi analisado para
uma dimensao{d=1) utilizando o GR no método da matriz transferéncia e ja neste caso
obtivemos uma diferenca de comportamentos dos diagramas de fases entre aplicar o
método diretamente ao modelo de Ising ou aplicar o0 método ao modelo cibico discreto
e depois fazer o limite de N — 1.

No nosso tratamento, todos os 5 parametros permaneceram livres para
renormalizagao , levando a resultados cuja precisio é maior que os obtidos em
modelos diluidos.

No modelo de Heisenberg anisotropico usamos outro tipo de rede autodual, pois
queriamos tratar do caso antiferromagnético e, por ser frustrada, a rede da ponte de
Wheatstone ndo poderia ser usada. Mostramos que, como previsto, a criticalidade do
caso ferromagnético é tipo Ising para toda a regido estudada{ 0 < A < 1)e do
caso antiferromagnético € tipo Ising para A, < A < 1 e para pequenas anisotropias
(A < A,) aordem é destruida por flutuagoes quanticas da parte XY do Hamiltoniano.
Observamos o efeito de reentrancia, pouco comum na literatura, que € a presenga de
uma fase ordenada a altas temperaturas nao acompanhada a baixas temperaturas.

Em todos os casos estudados, e sempre que possivel, comparamos nossos resultados
com os da literatura para a rede quadrada e obtivemos uma boa concordancia entre eles,
ressaltando que o presente tratamento mostrou-se muito eficiente e com facil tratamento
matematico.

Como comentério final, possivels extensodes do nosso trabalho seriam:

No modelo ciibico discreto com mistura de ligagdes :

i) Fazer o caso antiferromagnético.
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ii) Ao invés de aproximar a distrubuigdo de probabilidades dos parimetros na rede
da ponte de Wheatstone de forma bindria, pode-se verificar se a forma da distribuigao
ird tender a alguma forma constante apds varias iteragoes .

No modelo de Heisenberg:

i) Utilizar a renormalizacéo entre a segunda iteragio da formagao da rede e a ligagao
simples e observar alguma mudanga no diagrama por ndo desprezar algumas
comutagoes .

ii) Estender esse processo para spins S > 7 e estudar o comportamento entre spin
inteiro e semi-inteiro, verificando a conjectura de Haldane[77] que obtem uma diferenca

qualitativa entre estes sistemas.
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Apéndice A

Se caracterizarmos cada ligagio da ponte de Wheatstone( figura 2.9) por uma

distribuicdo de probabilidades

P(ti,t2) = (1~ p)o(ts — )82 — ) + ps(ts — )6t —157) (A1)
obteremos 2° = 32 configuracdes possiveis que nos da:

Pu(tita) = (1-pPé(ts — ty)d(tz — tao) + p(1 — p)*[46(t — t11))8(t2 — ta)
+6(ts — ti)b(ts — ta))) + +9*(1 — pP[48(t: — t19)é(t2 — tae))
+26(t1 — t1(4))0(t2 — taa) + 26(t1 — ty5))é(t2 — t2(s))
+28(t1 — ti(e))6(t2 — tae))]
+p*(1 — p)*[46(t: — timy)6(t2 — tam) + 26(t; — ty(s))6(t2 — ta(s))
+26(t1 — t19))8(tz — ta(9)) + 26(t1 — t1a0))6(t2 — t2q10y)]
+p'(1 = P)[46(ts — hian))8(t2 — taa) + 6(t — t112))6(t2 — 1202))]

+p°6(ty — t1(13))8(t2 — t2013)) |
(A2)
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onde as transmissividades (¢,(;), f2(;)) da (i)-ésima configuragio sao obtidas substituindo

nas equagoes (2.34) e (2.37) as seguintes configuragoes ( ver figura 2.9):

configuragio (0)

configuragéo (1)

configuragio (2)

2y =tV 2, = V)
n =1,y =1
z = tg”,zz = té”
wy = tg”,wg = té”
(1)

configuragio (3)

zy =10, 1y = 1)
y =t gy = 1)
2] = tgl],zz = f?l)

Uy = tgl), We = t-(zl)

uy =t up = ¢V

configuragao (4)

=4, = 1)

1)

1
h =1 o

s Yz = fz
Zyp = tgll,z-z = tgl)
Uy = t:(ll),’u)g = t(zl)

Uy — tgz)s Uz = th)

configuragao (5)

I = tgzla Iz = t(22)
g =1 gy = 15
Z1 = t{l),zz = t(zll

o -

uy = t?)auz = téz)

configuracao (6)

zy =11, 2 = 1)

2 2
y1=t§),yz=t‘z’

2 =tz = 1))
wy = 40, wy = !
w =1, uy = 1]

configuragio (7)

z, =1, 2y = 1)

y =ty =1

e
wy = tgl)a Wy = t(zl)

Uy = t?)’ g = tgl)

configuracio (8)

Ty = tgz), Ta = tfj’)
g = 0y = 1)
7y = t(ll), Zp = tgl)
wy = tgz), Wy = t(22)
uy = £V uy = i

Iy = tg.l)7 Ty = tgll
2 2
(751 Itg )'.\yZ :t(z)

= 2y = o

= 49,0y = )
= 1,y = )

oy =18, 2y =t
yr =1y, g = tgn
z = t?), 29 = tf’
wy = tgz), Wy — t?’
Uy = t(f),*u.z = t(22)



configuracao (9)
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configuracéo (10)

= t{ll],mz = t(zl)
2

yl = tg )"yz ==

= tgl)a 29 = ti(ll)

=ty = )

uy =1

(2)
1

configuracao (12)

I p—
) | p =t =t | y=t
a=t0 =10 | =174
wy =t wy = 1§ | wy = 47
ur =130 | =t up =1y | w =)

configuracao (13)

T1 = t(12)a Iz = 1(22)

h = tg2)1 Y2 = t.‘f’
(2)
2

21 = tgz)azZ =t

(2)

uwy = tl ’wZ freend tgz)

Uy = ttll)a Uy = t(zl)

-

h = t(}2), Yo = tgz)

2= tg2), Zy = th)

Wy = t£2)7 Wy = t(22)

(2)

2
ul:tl 7“2:1:'(2)

configuragio (11)

1
T :t‘(l )amz =

) u’z = t{zz)
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