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Resumo
Um modelo de Universo globalmente causal é construido por meio da jungao da
métrica de Godel (regido causal} a uma solugéo exterior. Duas possiveis solu¢des , com
fluxo de calor respectivamente zero e constante, sdo estudadas e as condigdes para que

a causalidade nao seja violada em ponto algum do modelo sdo também discutidas.

Abstract
A model for a globally causal Universe is constructed by means of the junction of
Godel’s metric (causal region) and an exterior solution. Two possible solutions with
zero and constant heat flux are studied and the conditions for no causality violation are

also discussed.
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Convengoes

Neste trabalho séo usadas as seguintes convencdes:

Assinatura da métrica: ( +,-,-,-)

Indices gregos: a =0,1,2,3

3

Indices latinos mintsculos: 1 =1,2

Indices latinos maitsculos { de tetradas ): A=0,1,2,3

nap = (+1, =1, =1, —1): os indices de tetradas sdo abaixados ou levantados
por nap
F =4

Fy(r): fungdo F(r) para a regiao I do modelo
Fyi(r): funcao F(r) para a regido I1 do modelo
Derivada covariante: A5 = A5 +T5 A5 — ) AZ

Simbolo de Christoffel: T'%, = %QQA(QM.V + Frvp — Gpwr)

Tensor de Ricci:

RCX,G = Rzp,ﬁ = P'u

e g 2O
opd T FO‘.G,.U + I\/\,ﬂra,u - Fz\,urozﬁ

V1



¢ Tensor momento-energia em base de tetradas:

Tap = pVaVp — phap + map + qaVay
onde temos

p — densidade da matéria
p — pressao isotrdpica
w4p ~— componente AB da matriz de pressio anisotrépica
g4 — componente do vetor fluxo de calor
V4 — vetor velocidade escrito em base de tetradas

hap — projetor escrito em base de tetradas

¢ Tensor de Levi-Civita:
([ +1 para permutagbes pares de {0, 1,2, 3)
R —1 para permutagbes impares de (0,1, 2, 3)

0  para indices repetidos

¢ Equagao de Einstein coni constante cosmeldgica:

T
Rop = —Tap+ 5 e + AGap

onde escolhemos %ﬁ =1.
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“What we call the beginning 1s often the end . And to make an end is to make a

beginning . The end 13 where we start from . "

( Little Gidding , T. S. Elliot )




Capitulo 1

Introducao

A solucio de Godel [1] possul uma série de interessantes propriedades geométricas,
as quais constituem fontes para uma melhor compreensio de algumas propriedades
“esdrixulas " da Teoria da Relatividade Geral. A principal delas é a violagdo da causal-
idade em regides exteriores a um certo “raio critico ”. Isto acarreta, entre outros efeitos,
a impossibilidade de se estabelecer uma coordenada temporal global e por conseguinte,
urn sistema de coordenadas Gaussiano que cubra toda a variedade a quatro dimensdes.

Uma possivel solugdo para este problema seria aproveitar-se somente a regiao causal l
descrita pela métrica de Godel, higando-a exteriormente a uma outra solucao, também
sem curvas de tipo tempo fechadas. Desta forna, construir-se-ia um modelo de descricao
do espago-tempo que nao apresentaria problemas de causalidade. Na literatura cientifica
encontram-se modelos deste tipo, compostos por varias métricas unidas analiticamente:
um exemplo, que nao envolve questdes referentes 4 violacao da causalidade, é o da
solucio que une as métricas de Friedmann e de Schwarzschild. Ela descreve um modelo
com simetria esférica, envolvendo nucleos atrasados de matéria [25].

Em nosso caso, é realizado um trabalho de jungdo de métricas para um modelo
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com simetria cilindrica, nas seguintes linlias gerais: em primeiro lugar {Capitulo 2), um
resumo e discussao das principais propriedades da solugao de Godel e o cilculo de uma
s¢ric de gquantidades a ela relevantes, bem como uma descrigao do estabelecimento de um
sistema de coordenadas Gaussiano, valido para a regiao causal desta solugdo [11). No
Capitulo 3 é discutido o problema das condigoes de contorno para a juncao de métricas
e calculam-se as condigdes necessarias a ligacao de duas métricas com simetria cilindrica
e estaciondrias. Estas condigbes sfo aplicadas &s equagbes de campo de Einstein para
obter-se uma solucao exterior a Godel (no Capitulo 4), sem problemas de causalidade
(as condigdes necessarias sao discutidas no Capitulo 5). A matéria fonte desta solugio {(a
qual, como veremos, tem fluxo de calor nulo) é estudada no Capitulo 6. Finalmente, no
Capitulo 7, discute-se uma nova solug¢éo , com fluxo de calor constante, a qual constitui
uma siring girante. As condi¢des de causalidade e a condigdo dominante de energia sio

aplicadas a ela e as consequéncias dai decorrentes sio também analisadas.



Capitulo 2

O Modelo de Godel

Esta solucao especifica para as equagdes de campo de EFinstein, obtida por K.
Godel (1949) [1], descreve um Universo contendo um fluido perfeito, incoerentemente
distribuido no espago e apresentando rotagio nao nula e independente do tempo. Este
modelo, apesar de nao descrever as caracteristicas observadas em nosso Universo real
— jé que nele nfo se constata expansdo e, ademais, as simetrias ndo sfo tampouco as
mesmas — apresenta uma série de interessantes propriedades topologicas, associadas a
existéneia de curvas tipo tempo fechadas (CTC’s) e — como consequéncia — a violagao
do Principio de Causalidade. E, como tal, tem sido amplamente estudado na literatura
cientifica: Kundt (1956) [2], Chandrasekhar e Wright {1961) [3], Hiscock (1978) {4],
Novello, Soares e Tiomno (1983) [3], Agakov (1984) [6] ¢ Malament (1987) [7], entre
outros, abordaram diversos aspectos deste modelo. Adler, Bazin e Schiffer (1973) [8],
Hawking e Ellis (1977) [9] e Novello (1982) {10] apresentaram os resultados de Gédel de
um ponto de vista mais didatico.

Neste capitulo, discutiremos as principais caracteristicas e propriedades desta solugéo

e suas consequéncias imediatas, bem como suas quantidades cineméticas e simetrias {re-



presentadas pelos vetores de Killing). Além disso, definiremos o sistema de coordenadas
mais adequado (a ser usado posteriormente ao longo deste trabalho) e analisaremos
rapidamente uma nova abordagem: a transformagao para um sistema de coordenadas

Gaussiano e as condigdes emn que vale um tal sistema [11].
2.1 Propriedades da Solugao de Godel

Ein coordenadas cartesianas (zo, 2, 22, 23) a métrica de Godel se escreve como [1],

[9):

1
d.92 = a,2 d.’.CS — de? + gﬁzzld.ﬂ% -|- QCIJ diodl’g - dl’; (21)

onde a é uma constante positiva. Conforme mencionamos, esta solugdo (que possui uma
constante cosmologica nao nula) é gerada por um fluido em rotacéo e incoerentemente
distribuido e possui — ou, mais especificamente, a variedade a quatro dimensdes que é
definida pela métrica (2.1) possui -— um conjunto de proprieda;des, as quals passamos

a4 enuInciar:

(a) A solugdo é estaciondria e espacialmente homogénea.

Isto equivale a dizer que, dados dois pontos P e Q pertencentes & variedade 4-

dimensional S que a métrica (2.1) define, existe uma transformacio T do tipo:

T:5+— 5%

Pr—Q



Esta propriedade acarrcta [1] de imediato a consequéncia de que quaisquer duas
linhas de universo percorridas pela matéria que compde o fluido gerador da solugio
séo cquidistantes. Ambas as afirnagbes podem ser verificadas a partir do fato de
que a variedade S admite os seguintes quatro sistemas de transformagao, os quais
levam S & proépria variedade:

To =2z +b

:Ei:ﬁﬁ';

onde b é um numero real arbitrario, P e Q tém coordenadas (z,) e (z!,) respec-
tivamente, o designa um dos quatro indices (0,1,2,3) e ¢ assuine os trés valores

restantes (que ndo o dado por a).

(b) O fluido que gera a solugaoc de Godel possul wima rotagao nao nula em

relagao aos observadores co-moéveis.

Isto pode ser imediatamente verificado se construirmos o tensor antissimétrico

Ay, definido por [1], [11]:

Apny = VLW

7]

- V.u (wa - VW/) + V. (Vv.# - Vu.'r) + V“r (V.u,v - Vv,u) (2-2)

onde V denota o vetor unitario na diregio das linhas zg e tem as seguintes com-

ponentes contravariantcs e covariantes:

Ve =(1,0,0,0)
(2.3)
V., = (a,0,ae"1,0)



Substituindo-se (2.3) em (2.2) obtemos as componentes de A,

—%azc”’ para permutagoes pares de (0,1, 2)
4 =] #d’e™  para permutagbes impares de (0,1,2)
pry =
0 para os casos restantes

De posse destes resultados podemos calcular a vorticidade w®, definida pela relagao

abaixo {1}

W = \/—'—g' Ay
(2.4)
50 1,2,3 — +1
e onde temos g = determinante da matriz {(g**), o que nos da:
2
w” = (0,0, 0, i) (2.5)
a

E, J4 que a rotagéo {1 é definida como a norma do vetor &, temos finalmente que

Q = Vwl,
e -

Esta equagio nos fornece a interpretacio fisica da constante positiva a: este
pardmetro é inversamente proporcional a taxa de rotagio do fluido gerador da
solugdo de Godel. Além disto, como veremos mais adiante, ele mede também o
quanto (2.1) se desvia de uma métricé plana: quando a — oo, a métrica dada pela
equagéo {2.1) tende & métrica de Minkowskii [1], [11].
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(¢) A variedade S possui simetria rotacional.

A equagdo (2.5) para w” nos permite constatar imediatamente que a rotagao da
matéria que compde o universo de Godel é uniforme e se d4, em cada ponto,
em torno do eixo z3. Além disso, se fizermos a seguinte transformagio para um

sistema de coordenadas cilindrico (8,7, ¢, 2), dado por [1], (9], [11], [12]

e™ = cosh(2r) + cos(y) sinh(2r)

726" = /2 sin() sinh(2r)

< (2.7)
tan(¥ + Ig_? ) = e tan(%)
x3 = 22
onde
Hzo — 21)] T
g 2.

Com (2.7) acima obtemos, por um cdlculo direto a partir de (2.1), a seguinte

metrica em coordenadas cilindricas:

ds® = 4a® {dt* - dr? + 2v/2 sinh® rdtdy + sinh?r (sinh2 T — 1) dp? — dz2] (2.9)

a qual exibe explicitamente a simetria rotacional postulada, visto que os coefi-

cientes métricos g,, ndo dependem da coordenada angular .

(d) As linhas de universo das particulas materiais em repouso em um sis-

tema co-movente de coordenadas ndo podem ser ortogonais, ao longo
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de todo o espago-tempo, a uma familia de hipersuperficies a trés di-

mensoes definidas a um parametro.

Em outras palavras, isto equivale a dizer que nfo ¢ possivel, para a solucio de
Godel, estabelecer-se um sistema de coordenadas que admita uma coordenada

temporal global e no qual o fluido que gera esta solugio esteja em repouso simul-

taneamente.

Esta propriedade pode ser provada se lembrarmos que o tensor antissimétrico A,,.,
definido pela equacao (22), nao ¢ identicamente nulo. Conforme argumentos
de Gaodel [1], [8], [11] isto é suficiente para garantir que a geometria de Gédel
nao admite um sistema de coordenadas Gaussiano global. A nao existéncia deste

sistema esta, portanto, associada a existéncia de rotagio (como comprovamos pela

defini¢ao de vorticidade, equacdo (2.4)).
A solugao de Gédel admite a existéncia de curvas tipo tempo fechadas
(CTC’s).

Para provar esta propriedade vamos escolher a coordenada ciclica e tipo espaco
P prop p
(0 < ¢ < 27) e verificaremos sob que circunsténecias ela passa a ser tipo tempo.

Deste modo, escolhiemos a érbita circular fechada:

t=cle
r = cte {2.10)
z=cle



Substituindo (2.10) na métrica de Gédel em coordenadas cilindricas, equagao (2.9),

temos que a métrica resultante, neste caso, é dada por

ds® = 4a® sinh? r(sinh®r — 1)dy? (2.11)
Verifica-se dai que:

(i)ds* = 0, quando

sinh®r =1 —— r = arcsinh (1)

O raio para o qual isto ocorre serd chamado, daqui por diante, de “raio critico "e

vamos denoté-lo por r,

re = arcsinh (1) = In(1 4+ v/2) [13] (2.12)

(i1)ds* < 0, quando

sinh’r <1 —r <r,

Ou seja, a curva definida pela equagio (2.10) é tipo espaco para ralos menores do

que o raio critico

0<r<r, (2.13)

Esta regiao seré referida, daqui por diante, como a “regido causal ”, j4 que nela o
Principio de Causalidade é sempre vélido.

10



(iil)ds* > 0, quando

sinh?r >— r > r,

Neste caso ocorrem CTC’s, donde se constata a violagdo da causalidade na ge-

ometria de Godel. Esta regiao, para a qual vale

>, (2.14)

sera referida como a “regido acausal ”. Constata-se que as curvas tipo tempo
fechadas descritas por (2.10) nao sao geodésicas (estas estdo confinadas & regizo
causal para curvas que passam pela origem) [2], [3], [5], [11]. Assim, uma particula
que se movimenta sobre curvas do tipo tempo fechadas deve, necessariamente,

estar acelerada; e esta aceleragéo ¢ devida a um campo externo aplicado a particula

[14].
2.2  Quantidades Relevantes para a Solucao de Géodel

Desde que provamos, na segao anterior, que a métrica de Godel & simétrica por
rotagoes em torno do eixo z (pela transformacgio (2.7)), serd mais conveniente que esta
solugao seja estudada nosistema de coordenadas cilindrico. Desta maneira, propriedades
relevantes como este tipo de simetria, bem como a existéncia de CTC's tornam-se ime-
diatamente aparentes. Portanto, ac nos referirmos & métrica de Godel daqui por diante,
dever-se-d entender a forma abaixo — em coordenadas cilindricas e obtida da equacio
(2.9) por uma mera mudancga de escala:

11



ds? = a* [dtz — dr? + 2¢/2sinh? rdtdy + sinh?® r(sinh?r — 1)de? — dzz] (2.15)

De (2.15) podemos escrever diretamente as componentes co- e contravariantes do

tensor métrico em forma matricial, assim como o seu determinante:

a? 0 V2a? sinh? r 0
0 —a? 0 0
v = . . . 2,
u V2a?sinh®’r 0 a?sinh®r(sinh?r — 1) 0 (2.16)
0 0 0 a’
f T—sinh? r ) {
a? cosh® r 01 a? COSz}l T 0
v 0 =
= 0 = 01 0 (2.17)
a? cosh? r 0 " aZsinh? r cosh? r 0
0 0 —%

g = det (g,,) = —a®sinh?r cosh®r

Através do Principio Variacional — que extremiza a distincia ds e é enunciado mate-
maticamente como § [ ds = 0 — encontramos as quatro equacdes de Euler-Lagrange em

coordenadas cilindricas:

4

i,'+4z10n}}11rtr +2\/-smh T =0

coshr
7 4+ 24/2sinhr cosh rfn,'o + sinhr coshr(2 sinh?r — 1)(,52 = 0

SV R 2

5 sinhr coshr sinh + cosh v Te = 0

=0

Com estas equagdes podemos obter diretamente as conexdes nao nulas %,



( I'9, =T, = 2tanhr

I% =T9 = 2sinh®rtanhr

I}, =T, = V2sinhrcoshr

< (2.18)

Féz = sinhrcoshr (2 sinh?r — 1)

It =Th= — V2

sinhr coshr

2 _ 12 _ 1
FIZ - F21 ~ sinhlircoshr
Fazendo uso dos tensores de Ricci e do escalar de curvatura calculados no Apéndice
A, em base de tetradas, para uma métrica cilindricamente simétrica e estacionaria

genérica e aplicando-os as componentes g,, de Gédel, (2.15), podemos escrever as

equagdes de campo de Einstein com constante cosmoldgica

T
Rap = —Tup + 7B+ Anap (2.19)

ronde: mup = (+1,—1,-1,-1). Lembrando que, neste modelo, a fonte da geometria
¢ um fluido com densidade de energia p e com pressio e fluxo de calor nulos, temos
que a métrica de Godel ¢ solugio das equagoes de campo acima se e somente se p e A
assumiremn os valores
p = ﬁQA janang -:—2
(2.20)
A=—2
A equagio (2.20) nos permite concliir que, quando a —— oo (ou seja, quando a

rotagdo {1 dada por (2.6) tende a zero), tanto p quanto A se anulam e, portanto, a

geometria tende a de wm espago-tempo plano, deserito pela métrica de Minkowskii

13



{conforme haviamos afirmado anteriormente). Em outras palavras, podemos considerar
a constante ¢ como um parametro assoctado a curvatura: quanto maior for a rotacio
do fluido gerador da solugdo de Gédel, maior é a curvatura do espaco-tempo descrito
por esta gecometria.

Com a equagio (2.3), que da o vetor velocidade no referencial em que a matéria
que compoe o fluido estd em repouso (referencial co-movente), podemos calcular as
quantidades cinematicas associadas ao modelo de Godel [10]:

a)Aceleragao (A*): -

AY =VIVY =0 (2.21)
b)Expansao (©):
O=V:=0 (2.22)
c)Deformagio ou Shear (0,,):
= h{=pP ! = 2
O = Ny Ry Viais) — Eehﬁw =0 (2.23)

d)Rotagao (w"):

1
w“zga”oﬁ’\Vahghﬁﬂ.m = (0,0,0,9Q)

= (0,0,0,° %) (2.24)

14



que ¢ o resultado (2.6) obtido anteriormente.

Dai se constata que as particulas do fluido que gera a solugio de Gédel seguem
geodésicas (ja que a accleragao é nula) ¢ apresentam rotagfio rigida (pols a expansio e
a deformacao também séo zero) em relacao ao compasso de inérceia local. Em outras
palavras, a matéria do universo de Godel gira em relagiao a curva tangente ao caminho
seguido por uma particula-teste, ao ser dada a ela uma velocidade radial inicial (8].

Por dltimo vamos enumerar os cinco vetores de Killing que esta métrica admite. Em

coordenadas cilindricas, eles se escrevem como [11], [15], [16):

- Il
I{I — i‘a
Ky =12
Ky= £ (2.25)

o V2 inp D cosed | 2 : a
Ky = ¥*tanhrsinpg — %2 4 = coth 2r sIn 5

C. — V2 2 4 snpd | 2 8
( /s = Y*tanhrcospg 4 225 4 2 COthQT‘COStpaw
e confirmam o que j& haviamos concluido sobre as simetrias da solu¢io de Gédel: K,
indica simetria rotacional (ou axial), i3 indica simetria cilindrica e, como K, é um vetor
tipoe tempo -— néo ortogonal a hipersuperficies tipo espago [11] — a variedade descrita

pela métrica (2.15) € estaciondria (os g,, ndo dependem de t) [8] mas ndo é estética

(pols a componente ggs é diferente de zero).
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2.3 Meétrica de Godel em um Sistema de Coorde-
nadas Gaussiano

Vimos, na se¢éo (2.1), que a propriedade (d) implica na impossibilidade de se definir
uma coordenada temporal global para o universo de Godel. Além disso, a existéncia de
CTC’s para ralos mailores do que o raio critico r, = arcsinh(1) acarreta que, conforme a
referéncia [5), as geodésicas que passam por um ponto (O arbitrario deste espago-tempo
estarao confinadas em um “cilindro critico "de raio r, e origem . Uma vez que (pela
propriedade (a)) a solugio de Godel é também espacialmente homogénea, o ponto O
pode — de fato — ser escolhido arbitrariamente. E este cardter confinante da geometria
de Godel que impede o estabelecimento de um sistema de coordenadas Gaussiano para
além de uma determinada regizo.

Entretanto prova-se [11], [17] que é possivel construir um sistema Gaussiano de
coordenadas local, valido somente na regido causal do espago-tempo de Godel. Vamos
apresentar os resultados da referéncia [11] de um modo resumido. A construcio de um

sistema Gaussiano local pode ser feita por meio do formalismo mateméatico de Novello

e Costa (1987) [18], no qual busca-se um sistema de coordenadas — denotado por
(1, £, 7, Z) — onde o tensor métrico satisfaz as seguintes condigoes:
Joo =1
(2.26)
go: = 0

Estas condi¢bes nada mais sao do que a equacao de Hamilton-Jacobi para uma particula

livre ¢ de massa unitéria [11], [18], a qual pode também ser escrita na forna:
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- o 05 05
g Oz# Qzv

= 1 (2.27)
onde S é uma fungdo das coordenadas z* e de trés parametros arbitrarios ); adicionais:
S =5, \)

Reescrevendo as condigbes (2.26) na forma (2.27), vem

= gl =
o (2.28)
= g2 0
Derivando a primeira das equagdes (2.28) em relagéo a \; obtemos:
w0 0t ot w0 (01N ot
g =] =g = {}
dX; \ Oz= Oz¥ Oze \ 8X;J Ozv
e, comparando este resultado com a equagado (2.27) — onde a fungdo S passa a ser
identificada como a coordenada temporal Gaussiana ¢ — vem finalmente que:
t = Sz )
. (2.29)
g =25

onde as equacbes acima nos permitem calcular as quatro novas coordenadas Gaussianas
z°.
Isto posto, podemos proceder para dar, em linhas gerais, os resultados do cilculo

acima aplicado a regido causal do espago-tempo de Goédel [11], [17]. Empregando as
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compounentes ¢*Y do tensor métrico de Godel em coordenadas cilindricas — equagao

(2.17) — na segunda das equagoes (2.28), vermn:

(1 — sinh®r) as : 3 _6_5'_2 1 as\?
cosh®r ot dr sinh” r cosh’ r \ Op
~ (63)2 2v2 9505

e _ove VR 2
dz cosh®r Ot dyp “ (2:30)

Esta equacgdo é resolvida introduzindo-se o “Ansatz ”[18] na equagédo diferencial

parcial acima. (2.30):
S, M) = Mt + Ao + daz + Fr) = {

Integrando-se em r a equagio resultante, obtemos a fungdo F(r) e, por substitui¢io
direta no “Ansatz 7, a coordenada temporal Gaussiana {. As demais coordenadas, 7',
sdo obtidas da equagdo (2.29) por uma diferenciagéo parcial simples, dando finalmente

os resultados que se seguem:

(= Ayt + dor + Az ++ F(7)

- (2Psinh? r4Q) H(Q-2P)sinh? r—2X2-0Q]

X : 1 :
=1+ —L= arcsin —= arcsin
€ + 2sqri|P| NLETIDY + V2 cosh? r\/Q2+4PA§

_ sinh2 7232 . inh? r—212
N =+ %arcsin ([(Q 2P)sinh 722 Q]) — larcsm( (@inh’r —227) )

cosh? v /Q2+4P )2 2 sinh? 7 \/Q2+4P)\§

s . !2P5inh2r+Q!
4+ - =— Arcsin (
A 24/ + A2 A Q2 +4P 32

(2.31)

™y
Il
™

onde definitmos as constantes
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M? = X2+ 4?
P=—-(014+M?% (2.32)

Q =2v3A 5, — AT — M?

e onde a fungdo F(r) é dada por

F(r) al. arcsin (2P sinb’r + Q) Az : (Qsinh?r — 22%)
v, = 1 — — arcsin
2 V@* + 4P A2 sinh? r/Q2 + 4P A2
Q+X-P ([(Q—zp)sinh%_z,\g—cg]) |
arcsin

2 cosh® r/Q? + 4P )2

E as novas componentes do tensor métrico, §*¥, sao finalmente obtidas da equacdo

(2.33)

(2.27).

Podemos, de posse destes resultados, arbitrar valores para os parametros \; sem
gualquer perda de generalidade. A referéncia [11] faz uma destas escolhas especificas
(A1 = pa, A&y = A3 = 0), mas outras (como, por exemplo: A = pa, Ay = va, A3 = 0) sdo
também possivels.

Constata-se tambérm, das equagbes de transformacgdo (2.31), que existe wn limite
de validade para os sistemas Gaussianos, gqualquer que seja a cscolha feita para os
parametros A; (J& que, conforme afirmamos anteriormente, o modelo de Gédel admite

apenas sistemas Gaussianos locais). Assim, para a escolha

A = pa
/\2:)\3:0

o intervalo de validade é dado por [11], [17]
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p’ =1

0 < sinh’r < >
p+1

Este dominio ¢ menor do que o raio critico r, = aresinh (1) que define a regido causal
de Godel, apesar de representarem ambos a mesma situagio fisica: pontos-eventos do
espago-tempo descritos sob o ponto de vista de observadores geodésicos situados na
origern do sistema de coordenadas. Além disso, as geodésicas deste sistema Gaussiano
especifico — definido pela escolha dos pardmetros A; [11] — séo do tipo tempo, indicando
que os observadores ndo acclerados sdo massivos. Ou scja, apenas fétons e outras

particulas nao massivas atingem o limite maximo definido por r = r, [5], [11], [17].



Capitulo 3

Condigoes de Contorno para Juncao
de Métricas

Neste capitulo estudaremos o problema da jung@o de métricas, o qual pode ser
resumido como se segue. Dadas duas regides do espago-tempo (I e II), separadas
por uma hipersuperficie £, deseja-se unir I e I1 através de 2, de tal maneira que a
passagem da regido I — descrita por ds} — seja realizada continuamente para a regizo
IT —- descrita pela métrica ds?;.

O problema da formula¢io das condigdes de contorno adequadas a esta unido de
métricas tem sido estudado, entre outros, por Darmois [19] (1927), Lichnerowicz [20]
(1955), O’Brien e Synge [21] (1952), Tsrael [22] (1966), Robson [23] (1972) e Bonnor e
Vickers [24] (1981). Aplicagdes deste formalismo foram exibidas por Arcuri [25] (1982)
e Lake [26], entre outros, para métricas com simetria esférica.

Em nosso caso, vamos discutir os principais aspectos deste problema, recorrendo
a uma formulagdo puramente geométrica para chegar aos trés principais conjuntos de
condigdes de jungdo. A equivaléncia e a aplicabilidade destes conjuntos sera discutida e

eles serdo finalmente aplicados ao caso especifico de uma métrica com simetria cilindrica



¢ estacionaria.
3.1 Conceltos Basicos

Nesta secao serdo apresentados alguns conceitos da geometria diferencial necessarios
a uma visualizagao preliminar do problema. Define-se, em primeiro lugar, uma base de
vetores tangentes, os quais denotaremos por {e,}, seguindo a notagéo usual de Israel
[22] e de Misner, Thorne e Wheeler [27] (1973). Estes vetores podem ser definidos de
uma forma arbitraria mas devem, neccssariamente, ser linearmente independentes.

Neste caso. tomamos a base {e,} como:

d
{ea =05, (3.1)

Isto sempre pode ser feito, ja que existe uma correspondéncia “um-para-um "{o que
Misner, Thorne e Wheeler chamam um “isomorfismo completo ”) entre um vetor ¢ o
operador derivada direcional correspondente. Entdo, para evitar problemas de definicao

do vetor e,, exploramos este isomorfismo e definimos o vetor tangente como a sua

8

derivada direcional correspondente, 3om -
T

A vantagem de fazer-se esta escolha especifica é que, para uma base e, assim
definida, temos que dois vetores tangentes quaisquer — e, e ez por exemplo — co-
; q g
mutam, ou seja:

[Ea, eﬁ] = C’;.GG‘Y

(3.2)



Neste caso, a basc ¢, ¢ dita coordenada {25], {27] (ou “holénoma ™), e uma conscquéncia

imediata ¢ que as conexdes escritas em termos dos vetores e, sio totalmente simétricas

nos indices inferiores: T, = I'S5. Isto simplifica em muito os resultados subsegiientes.
A partir da escolha da base de vetores tangentes podemos escrever outras quanti-

dades relevantes. Um deslocamento infinitesimal é dado por:
d§ = e, dz”

donde vem mmediatamente que:

ds? = eaepdz®da? = g.p = eqep (3.3)

Do mesmo modo, um vetor i arbitrario serd escrito, em termos dos vetores e,, como:

U = e u” (3.4)

onde u* é uma l-forma, para a qual vale a relagao

<u ep >= 63 (3.5)

A equagdo (3.5) tem uma interpretagdo geométrica simples [27]: es atravessa precisa-
mente uma superficie de u®, enquanto os outros trés vetores e, (v # ) estao paralelos
a superficie de u®.

Um tensor T, escrito como:

T=Tiea®w’ (3.6)



(onde o simbolo @ denota produto tensorial) e onde w? é a base dual de 1-formas,

para a qual vale

< wep >= 65 (3.7)

tem sua derivada covariante dada por:

Vea T = v, T = (T5.)ef @uw, (3.8)

Os cocficientes de conexéo séo definidos por [22], [25]:

a o a aﬁﬁ
F,G’Y =<w,Vq4€e5 >=¢€ Ex—"f (39)

ou seja, como a componente o da mudanga no vetor eg, relativa ao transporte paralelo
ao longo de ¢, .

Verifica-se, de (3.9), que estes coelicientes de co-nexéo nao sio, em geral, simétricos
em seus indices inferiores; eles apresentam uma parte simétrica e uma parte antis-

simétrica n&o nulas e dadas por [25]:

2lpyy = Gapn

QFP[W] = Cppp = Ciz/g/\p
com oy = go, 1%, . Constata-se facilmente daf que, ao escolhermos uma base coorde-
nada de vetores tangentes (na qual os coeficientes ¢ 45 se anulam) obtemos coeficientes
de conexdo cuja parte antissimétrica é nula. Portanto, os I'F, sdo, de fato, simétricos

nos indices inferiores, conforme haviamos afirmado anteriormente.
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As quantidades acima podem secr ditas “intrinsecas ”, no sentido em que elas nio
dependem da natureza da hipersuperficie £ dc separagio entre as regides I e IT que
se deseja unir analiticamente. Elas sio, por exemplo, invariantes sob mudancas no
espago-tempo que preservem a métrica intrinseca de L. Entretanto, propricdades de
carater extrinseco — relacionadas ao modo especifico pelo qual ¥ esta embebida no

espago-tempo também devem ser consideradas. Isto serd feito a seguir.
3.2 Hipersuperficie ¥ e Quantidades Relevantes

Nos célculos que se seguem serd necessario considerarmos a hipersuperficie & que
separa. duas regioes distintas do espago-tempo a quatro dimensdes. Chamando u(? as
coordenadas intrinsecas de & e 2* as coordenadas do espaco-tempo, a equacio geral que

descreve © é da forma:

z® = z%(ulh (3.10)

Como ¥ € uma hipersuperficie imersa em um espago-tempo a quatro dimensdes (desig-
nadas pelo indice a = (,1,2,3), ela é descrita por apenas trés coordenadas intrinsecas
ul). E, aplicando a equagio (3.3), podemos escrever a projecio do tensor métrico Gag

sobre a hipersuperficie I:

TEHG) = CE)-€G)

Os vetores ¢(;) podem ser escritos como uma combinagio linear dos quatro vetores

tangentes ey, usando-se a regra da cadeia:

D
ot



o oz 0 o

‘= Buld Ould) gzo = ) Bz €0 Ce (3.11)
onde definimos a nova quantidade:
[ S a:ra j— o4
e = 000 =] w » €(4) > (312)

Neste caso, a métrica mtrinseca da hipersuperficie £ é escrita como:

a @
TEG) T €& cate (3.13)
ou, aplicando a equagio (3.2),
a B
V@) = JaBe()E() (3.14)

Como fo1 dito anteriormente, propriedades de cardter extrinseco estdo associadas ao
modo pelo qual ¥ esta “curvada "no espago-tempo. Isto é dado {22] pela variagao do

vetor unitario normal a 3, o qual denotaremos por . Temos que [24], [25], [26]:

no = follg® fafs)™? , sobre ¥ (3.15)

onde: f(z”) = 0 ¢ a equagao que define a hipersuperficie e |w| denota a norma do vetor
w.

Temos ainda que [25]:

" { +1 (se 7i é tipo tempo) (3.16)

—1 (se i é tipo espago)
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onde temos:
1 = n%,
(3.17)
T_E‘.E(m) =0
(as setas indicativas de vetores serao omitidas daqui em diante, para uma maior simpli-

cidade de notagéo). Constata-sc dai que este tratamento exclui o caso em que a hiper-

superficie £ é nula, j& que, se isto ocorre, o conceito de uma “curvatura extrinseca ” de
¥ deixa de fazer sentido [22], {25].

Nos casos em que ¥ nao € nula, o tensor de curvature ezirinseca, denotado por

Ky, nos diz exatamente como o vetor normal 7 muda sob o transporte paralelo ao
longo de um dos trés vetores e(;). Desde que a projegio de um vetor qualquer sobre ¥ é a

sua derivada covariante [22], a definigio da curvatura extrinseca se torna imediata [24],

Y P

= I
I{(i)(:"_) =Ny enCyy = (”ﬁn - F?aﬂ,m) 6’{5)6(3-) (3.18)

onde ng ¢ dado pela equagéo (3.15) acima. No que diz respeito a simetria deste tensor,

prova-se que [22], [25]:

Koy = Ky (3.19)
Estas duas quantidades — a projecido do tensor métrico sobre ¥ e a curvatura
extrinseca de ¥ ~— sd0 relevantes para que as condigbes de juncdo de métricas possam

ser enunciadas, como veremos mais adiante.



3.3 Equacgoes de Gauss-Codazzi

De posse dos resultados das segdes anteriores, vamos agora deduzir um conjunto
de equagoes — as de Gauss e Codazzt — que nos levarao a obter uma. relagao entre o
tensor de Eistein Gog e o tensor de curvatura extrinseca obtido na secdo (3.2). Esta
relagio terd um importante papel quando discutirmos a questéio da continuidade sobre
¥ e as condicOes que a garantem. A deducio que se segue é baseada especificamente na
referéncia [25]. mas {21], [22] e {26] também tratam deste assunto.

0O ponto de partida é a definigdo das componentes do tensor de Riemann; em uma

base coordenada — descrita por (3.2) — elas sao dadas por:

RE'VE =< w?, R(E-,,, ep)eﬁ > (3'20)

onde a quantidade R(e,,¢,) é definida como

R(e"r? EP) = [Vw VP] ™ Vler,ep)

= [V, V4 (3.21)
em uma base coordenada. Os operadores 7, séo tais que:

[ Vats = Veats = Dige,

{ -
Vi) = I‘Ei))(j)e(f) — eRgn (3.22)

| van = Eeg



onde a denvada 7 ¢ tomada nas quatro dimensdes do espago-tempo e £ é dado pela

equacao (3.17). Dai podemos calcular a quantidade:

Riegy. codewy = (Vi) Vwlew

- e[(VwEem) » -~ Koo (Vo))

() (i (T omy Ky n
= THowmen — T ( )

_ (m) (m) ) ) ) a(m)
= e [Tt — Tt + Towlint ~ THeTimt)
Qo - 0 -
~ en [ Kon — THeKmo + Ko - Koo.m)
- [K N Mo K K
ELR NGy €m) GO (k) €(m)
,(

_ plm) - m) (m)
= RiyiymCim) — E€(m) (f&(k)(f)f‘(j) —K(j)u)f{(k))

0

- O .
+ en [f\ H@m — Vi onn — Kweo) + F(j)(i)I{(k)U)]

(m) g '(m) 7 r('ﬂ'«.
= et {Ript T € (KooK - Ix(k)(,-)h(j)))]
() O -
+ en [Kiiom —~ Thwm Koo ~ ThoKon — Kwo.om]
0 g B
+oen [T HoREmn +T fj))(k)fxm(,-)]

_ [gtm fo K ()
= [BGlw + e Fowkd - Kwok§)] e



+en [Kpow — Kowo (3.23)

Prova-se facilmente [25] que:

o 8
Rlegys e e = Rles, eq)eselyelner (3.24)

Entgo, substituindo (3.23) e (3.24) na equagio (3.20), encontramos o seguinte resultado:

a

e(i)e?}\.)eé)REW = e‘(’i)e?k)eﬁi-) <w®, R(e,, ep)e, >

= <wefeyeRie, e)es >

= < W, Regy e e >

= RGhw +e (KooK — KuaKE)] em

+ en [ﬁmh) ® — Koo (3.25)

Multiplicando esta equacdo por g,z e por ef,), respectivamente, ¢ considerando que

ne() = 0 (da equagéo (3.17)), obtemos finalmente:

Roopr€(pelnenelyy = Roaumm + & (Ko Kuo - KnoKoo) (3-26)

que ¢ chamada a equagio de Gauss.

A equagio de Codazzi é obtida diretamente da equagao (3.25), multiplicando-a por

Mot

a o B g 4
Raopn®elyetiyelny = Koo — Ko (3.27)
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Outro resultado importante é obtido ao contrair-se a equagao de Gauss (3.26) com {7

e YD) fazendo uso da equacio (3.13) e da equagio que define o tensor de projegao,

hagl

hog = Gop — ENgNg = eg)eﬁ(,-) (3.28)

Isto nos da:

Rpggwh'ﬂ’ahaw = R(s) + e (I{(g)(j)j‘((i)(j) — I‘L’:z) (329)

onde o indice superior (3) denota o tensor de Riccl projetado sobre a hipersuperficie 3

a trés dimensoes e /' € o escalar construido a partir da curvatura extrinseca K

K= I{(‘j))]{((;;, onde I{((f’i)) — 7(")(")1{(,')(1)

Podemos escrever a equagéo (3.29) — que resulta das equagdes de Gauss-Codazzi

- em termos do tensor de Einstein G,3, dado por:

1
Gag - ng - §gagR (330)

Isto € feito usando-se as equagdes (3.28) e (3.29), bem como as propriedades de simetria

do tensor R,, s, para escrever:

Ry kPR = R (R,5— €Rpopynn’)
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= R-— ZER,ﬂ,n"n'Y

= R—-2G,n"n" —eg,, Rn°n"
= R-2eG,n°n" —eRnn,

= R-2:G,,n°n" —¢’R

= —2:G,,n'n" (3.31)

Substituindo-se o resultado (3.31) na equagio (3.29) obtém-se finalmente que:

= 2Goonn" = R + £ (K, KOO - K?) (3.32)

Este mesmo procedimento pode ser repetido para a equagdo de Codazzi, (3.27),
dando o seguinte resultado:

4

Gapn®elny = K)oy — K m) (3.33)

Todas as equacdes obtidas até agora podem ser escritas de uma maneira mais
simples, caso se escolha um sistemna de coordenadas no qual a equagao da hipersu-

perficie ¥ se escreva como:

z% = constante (3.34)

onde @ denota wina das quatro coordenadas z* (o« = 0,1,2,3) que descrevem o espago-

tempo. Se a equagao acima vale, temos que (de (3.12)):

6?‘-} = 6;:) (335)



onde os indices latinos denotam, agora, as trés outras coordenadas (que nao z%).

Aplicando-se (3.35) aos resultados j4 obtidos, obtém-se respectivamente de (3.14) e

(3.15):

Y6 (5) = 96)() (3.36)
- -1/2
ns = fz (9% f5f5) (3.37)

donde se verifica que o vetor normal a ¥ tem nz como sua Unica componente nac nula.

Além disto, obtemos de (3.18), (3.26), (3.32) e (3.33), respectivamente, os resultados:

Ky = nie (3.38)

Ry = Biymwo +¢ (KanEwo = KnoKowm) (3.39)
Ratoi ) = Koinw — Ko (3.40)

— 26Gan™n® = R® 1 (K KOV — K?) (3.41)
Gapn” = K&y — K (3.42)

Obtidos todos estes resultados, podemos entao passar a discussao dos trés principais
conjuntos de condi¢des para jungdo de métricas, quais sejam: de Darmois [19], Lich-
nerowicz [20] e de O’'Brien e Synge [21], respectivamente. [sto e mais uma analise de

sua equivaléncia e aplicabilidade sera vista a seguir.
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3.4 Condicoes de Jungao

Nesta segao examinaremos os trés conjuntos de condigbes para juncgao de métricas
que sao usados em Relatividade Geral, e que séio devidos a Darmois [19], Lichnerowicz
[20] e O'Brien e Synge [21]. No que se scgue, estes trés conjuntos serdo referidos como
D, L e O, respectivamente.

As condigbes D e L sao semelhantes [22], [23], tendo sido derivadas a partir de
um tratamento matemadtico baseado nas classes de diferenciabilidade dos coeficientes
métricos gg. O terceiro conjunto de condigbes, O, basela-se em um tratamento sernel-
hante ao do Eletromagnetismo: considera-se uma camada hipotética de fronteira, cuja
espessura se faz tender a zero. Prova-se [24], [25] que, embora D e L sejam com-
pletamente equivalentes, O é mais restritiva do que estas. Desta forma, uma ligagao
que satisfaga O serd obrigatoriamente valida para D e L; a reciproca, porém, nao é
necessariamente verdadeira.

Antes de provarmos a afirma¢do acima, seguindo as linhas gerais do trabalho de
Bonnor e Vickers [24], vamos enunciar os trés conjuntos de condicdes de juncgdo. Para
isto, chamaremos V e V as regides do espago-tempo que pretendemos ligar (com z*
e T% as suas coordenadas correspondentes) e ¥, como nas segOes anteriores, serd a
hipersuperficie que separa V e V. Tendo isto em mente, as condi¢des sio dadas do
modo que se segue:

(a) Condigdes de Darmois (D):

Para que V e V possam ser ligadas, devem ser continuas através de ¥ as seguintes

quantidades:
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Yoy €
Ky,
a projecio de g, sobre ¥ e a curvatura extrinseca de X. Elas sdo dadas por (3.14) e
(3.18) e sao chamadas, respectivamente, a primeira e a segunda forma fundamental de
Darmois.
(b) Condigoes de Lichnerowicz (L):
Existe ligacio entre V e V se, para um dado ponto P sobre a hipersuperficie T,

houver um sistema de coordenadas — ditas “admissivels *

— tal que seu dominio
contenha P e onde g.p5 € ¢up,4 sejam continuas em 2.

(c) Condigdes de O’Brien-Synge (O):

As regides V e V podem ser ligadas através de ¥, se esta for descrita pela equacfo:

r% = 7% = constante (@ denota apenas um dos quatro indices a. )

Isto, novamente, s6 vale para alguns sistermnas de coordenadas. E, se as quantidades
Gap
Gija
Tg
(onde T3 é o tensor momento-energia e «, 3 # @) forem continuas sobre . Prova-se
(28] que a continuidade de g.p € de ¢ij& implica na continuidade de TE.
Para provarmos a equivaléncia das condigbes D e L, vamos considerar a hipersu-

perficie ¥ dada por:

o =

¥ =T = constante
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Das equacgoes (3.36) e (3.38), aplicadas a um sistema de coordenadas Gaussiano, temos:

Viewz) = iy
Kiy;y = —T&ng

Ja que, neste caso, vem:

Isto nos da:

, & 1
Koy = —-Ih= 59 #(9pi + 9pii — 9is8)

1 T =

= ~§ [9 (96:',_7‘ + Gz — gij.a) + 9 k (gki.j + grji — Qij,k)]
l o

= 59 (—gi57)
1

= j:"2‘gz'j,"&'

Eagtj

- j:2 Oz

(3.43)

Do mesmo modo, j& que as condigoes de Darmois o exigem, temos que:

Yo = Yo = i = Gy

Constata-se dai que tanto g, quanto gg, z sdo continuos sobre £, caso D sejamn satis-
feitas; portanto, as coordenadas Gaussianas constituem um sistema de coordenadas ad-
missivel. Logo, L sfo também satisfeitas e conclui-se que, se D séo validas, as condi¢bes
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L também o serao. A reciproca é também verdadeira, ja que a continuidade do tensor

métrico e de suas derivadas implica na continuidade das duas formas fundamentais de

Darmois (as quais, como vimos, dependem apenas de g;; € de g;5%).

Vamos agora comparar as condigoes D e (0. Supomos, em primeiro lugar, uma

forma especifica para a parametrizacao sobre ¥, tal que valha:

z% = constante

T = constante

i =7 = ul)

Neste caso, vem:

ds? = gy dut)dul?)

e . i .
ds” = g(l-)(j)du( )du(3)

sobre ¥; e, de D, temos:

96)5) = Gi)) » Sobre (3.44)

o que nos da a primeira das condigoes O: g;y(;) € continuo em .

O vetor normal unitario a ¥, calculado em V e V, se escreve como:

sobre . Substituindo este resultado na equacio (3.38) e empregando a scgunda condigéo

de Darmois — pela gual K ;) = f{i)(j) ~— venu
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K =Ko =0
none — Thyamna — Ao + Tiyg s =

=l ) — ral(ygy = 0

~1/2

Mas, da equagéo (3.44), temos imediatamente que:

fk,({)(j) = 'k, (i) > sobre X.

Entéo, substituindo o resultado acima na expressao anterior, obtemos por fim:

- g7 oo '_1/2 - “1/2
Ky — K = [(59 ) - (59 ) ] Tz =0 (3.45)

Se as condigbes O forem satisfeitas, as equagbes (3.44) e (3.43) sfo validas e, por-
tanto, ) também séo satisfeitas. Entretanto, o fato de que D sfo satisfeitas ndo garante

necessariamente que O o sejamn também. Isto ocorre porque (3.45) nédo imiplica neces-

cariamente em:

|
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a qual ¢ uma das condigbes 0. Isto prova que O sdo mais restritivas do que D e (ja que
D e L sio equivalentes) do que L. Se O sio validas, D e L também o sao; a reciproca,
contudo, néo ¢ verdadeira (conforme afirmado anteriormente).

A demonstragio acima fol efetuada supondo-se que néio ha transformacoes de coor-
denadas entre as métricas ds? e ds . Se, porém, estas transformacbes sdo permitidas
(23], [29], as condigbes O e L passam a ser equivalentes ja que, neste caso, existe um
sistema de coordenadas no qual O e L se reduzem a um mesmo conjunto de condigdes.

Para provar esta afirmacao, vamos considerar as diferengas béasicas entre O e L:

1. g&pa deve ser continuo em L {mas nao necessariamente em O);

2. TE deve ser continuo em O.

Em um sistenia de coordenadas Gaussianas, por exemplo, temos que os ¢z, 5 sdo obri-
gatoriamente continuos (visto que os gz, sdo constantes). E, dado que g,5 € g,55 sao
continuos, temos que T também o serd [25]. Neste caso, ambos os itens acima sao
automaticamente validos e O e L reduzem-se as mesmas condigdes: a continuidade |
sobre E, de Jns € de g(;)(;\.),a.

Isto ilustra as principais dificuldades associadas ao emprego das condigdes O e L em
uim problema de jun¢do de métricas. Nem todo sistema de coordenadas é adequado as
condi¢bes O e nfo é sempre imediato discernir-se a aplicabilidade ou nfo de O a uma
sistema de coordenadas especifico. Quanto as condi¢des L existe uma dificuldade bésica,

gue ¢é a de transformar a métrica para um sistema de coordenadas admissivel. Portanto,

cliega-se a conclusao de que o conjunto de condigdes de Darmois é o mais conveniente
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para a utilizagdo, no ambito da Relatividade Geral, em problemas que envolvem a jungéo

de métricas.
3.5 Uma Aplicagao

Aplicaremos as condi¢des de Darmois para juncio de métricas ao caso em que tanto
a regiao I quanto a regido I1 sao descritas por uma métrica estacionéria e com simetria

cilindrica, a qual se escreve como:

ds’ = o® [dt* — dr® 4 2h(r)dide + g(r)dp® — d” (3.46)

onde a € uma constante e g e h sdo fungdes somente de r. O determinante do tensor

métrico € dado por —a®A?, onde A(r) é uma funcéo definida por:
! ) ¢

A =h*—g (3.47)

E mais conveniente trabalhar-se, nos calculos que se seguem, com as fungdes h(r) e
A(r). Além disso, consideramos que ¥ — a hipersuperficie de separagio entre as duas

regioes — ¢ dada pelo cilindro de raio

r = ry = constante (3.48)
onde temos entao:
2=zl =7
uwll) = (t, 0, 2)
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e onde: (2),{7)=0,2,3.

Dada X, podemos definir a base de vetores tangentes {e,} como:

wyof0 000
ot or By’ Oz

e, de (3.48), temos que a um-forma €(;) SC escreve como:

ety = 6% (3.49)

Isto simplifica os resultados relevantes, como vimos na se¢io (3.3). Pela equagéo (3.37)

e escrevendo-se (3.48) na forma abaixo,

f=r—rg=0

temos que o vetor normal a ¥ é dado por:

n0:ﬂ2:n320

_ ~1/2
m = (lg afal) = (%) T =a

donde vem:
na = (0, a, 0, 0) (3.50)
As componentes contravariantes n® sio facilmente obtidas:

n® — gaﬁn'g
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de onde vem

n® = (0, -1, 0, 0} (3.51)

A primeira forma fundamental de Darmois é dada pela equagéo (3.36). Suas com-

ponentes nao nulas sdo, portanto, as seguintes:

Yooy = goo = a’

Y(o)(2) = goo = a’h
< (3.52)
Ty = gn = a’g = a® (h* — A7)

Y(3)(3) = g3z = —4a

Usando as equagdes (3.38) e (3.50) e as conexdes '], dadas abaixo,

i
0 __ hh_
oy = %5
o . [h'(}3+f_\.2—2hAA'
Ny =Ty = AZ
1 1
PO? - P?D - h’
[ i
P, =hh — AN
i
2 T2 — A
POI 7 I‘10 A2
T2 — T2 — (rhh'+a4")
12 — 11— A2

\

obtemos as componentes néo nulas da segunda forma fundamental de Darmois -— a

curvatura extrinseca Ky

(3.53)



onde o simbolo ('} indica derivada em relaciio a r.
Das equagoes de Gauss-Codazzi e das condigdes de Darmois — que implicam na

continuidade de v(;y(;) e de K(;)(;) sobre & — verifica-se [25], [26] que a quantidade

Gﬁnana

deve também ser continua sobre ¥ como consequéncia. Aplicando a equagio (3.30) —

que define o tensor de Einstein — e substituindo Ry; e R (calculados no Apéndice A),

em base de tetradas [26], obtemos:

= -5 (%)2 (3.54)

Temos entdo, aplicando as condi¢ées de Darmois, que:

[%’)m]z =0
(3.53)
ks (z‘)m]z =0
juntamente com a consequéncia
[G“n]nl]z =0 (3.56)
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(onde definimos [4] = AL — A como a descontinuidade, sobre T, da quantidade A)
devem ser vélidas.

Substituindo-se os resultados (3.52), (3.53) e (3.54) nas condigbes {3.55) ¢ (3.56),
obtém-se 1mediatamente que as condi¢des de Darmois para o caso de uma métrica

cilindricamente simétrica e estacionaria (3.46) se reduzem a:

[ [h{re)) =0

[Afrs)] =0

, (3.57)
K (rs)] =0

.

[A'(TE)] =10
onde a continuidade de g, ¢ e Giin'n! sobre T estd imediatamente assegurada por
(3.55) e (3.47).

Verifica-se dai que as méiricas associadas as regides I e IT podem ser unidas caso
as componentes do tensor métrico g,z e suas derivadas ¢,5z sejam continuas (a com-
ponente gzg = g11 € continua pela propria defini¢ao da métrica (3.46) para ambas as
regides). Isto faz com que as condigbes de Darmois e Lichnerowicz sejam, de fato, equiv-
alentes. Além disto, a continuidade do tensor de Einstein (e, pelas equagoes de campo
de Einstein, do tensor momento-energia T,5) surge como uma consequéncia obrigatéria
da continuidade de g, e g5,z Portanto, as condi¢des de O'Brien e Synge sdo também

satisfeitas neste caso.
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Capitulo 4

Solucao Exterior

Como ja dissemos na Introdugao deste trabalho, é nossa intencao construir um mod-
elo de variedade 4-dimensional que — mesmo tendo por base a solugio de Godel — néo
apresente CTC’s em ponto algum. Com este objetivo, vamos ligar exteriormente a regido
causal da métrica de Gédel em coordenadas cilindricas (equagdo (2.15)) a uma outra
métrica, que também nao apresente violagdo da causalidade, de modo que as condigdes
de contorno de Darmois sejam satisfeitas sobre a hipersuperficie ¥ que separa ambas as
meétricas.

Neste capitulo consideraremos um tipo de métrica passivel de ser ligado exterior-
mente & parte causal da métrica de Gédel. Entéo, escreveremos as componentes do ten-
sor momento-energia e — com elas e as componentes do tensor de Ricci — as equacgdes
de campo de Einstein. Com estas equacgtes integradas e aplicando-sc as condigées de

jun¢éo de Darmois, obteremos finalmente uma solugao exterior para a regido causal de

Godel.



4.1 Meétrica Exterior e Equagdes de Campo

Ja que estamos trabalhando com a métrica de Godel em coordenadas cilindricas, é
conveniente que tentemos ligd-la exterioriente a uma métrica que também apresente o
mesmo tipo de simetria. Portanto, como uma simplificagéo do nosso problema, vamos
considerar o caso de una métrica estacionaria e cilindricamente simétrica, com funcdes

genéricas de r denotadas por h(r) e g(r) e com um fator de escala dado por a*:

ds® = o [dt? — dr? + 2h(r)dtdip + g(r)dip® — dz?| (4.1)

Constata-se de imediato que a métrica de Gédel é um caso especial de (4.1); vimos que
esta solug#o especifica era gerada somente pela densidade p e pela constante cosmoldgica
A. Mas, para que obtenhamos uma solugéo mais genérica para as equacgdes de campo
-— e, portanto, fungoes A{r) e g(r) mais gerais do que as funcoes de Gédel — vamos

escrever o tensor momento-energia em sua forma geral, em uma base de tetradas:

Tap = pVaV — phap + 7ap + 94Vm) (4.2)

onde p ¢ a densidade; p é a pressdo isotrdpica; 745 é wma componente da matriz de
pressao anisotrdpica (a qual é simétrica, T3 = TBA); € g4 ¢ uma componente do vetor
fluxo de calor. As quantidades V4 e hsp sdo, respectivamente, a velocidade e o projetor
escritos em base de tetradas e nossos célcilos serao feitos em um sistema de coordenadas

co-movente com o fluido que gera esta solugdo; temos, entéo, que:
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Vi = 63
hap = nap — 6363 (4.3)

Nap — (+1a —]-a -1, _1)

E, aplicando as propriedades abaixo {30],
QA VA =0

TagVE =0 (4.4)

7yt =0

obtemos, de imediato, pela substituigdo de (4.3) nas equagdes (4.4), que:

g0 =0
mop = 0 (B =10,1,2,3) (4.5)
T3z = — (M1 + 722)

De posse dos resultados (4.5) e das equagdes (4.2} e (4.3), podemos entdo escrever as

componentes do tensor momento-energia como:

( TGOIP

To{ = q,(?, = 1,2,3)

Tii=p+mn
Ty =
4 (4.6)
TIB — T3
Ty =p+ 72
To3 = Ta3

T3 =P—T = T2

47



e o escalar T é dado por:

T="Tapn"" =p-3p (4.7)

As componentes nio nulas do tensor de Ricci, em base de tetradas, sio dadas por

(para calculos mais detalhados, verificar o Apéndice A):

1 ¥ 2
R Ra= |41 (5)] 43

" ! !
I T I S W'\l IR
R02“2a2[A+A?]“ za?(
onde definimos:

Alr)y=+vVh? —g

(4.9)
f__ dF
F pu— dT

Com as equagdes (4.6) a (4.8) podemos, finalmente, escrever as equagbes de campo

de Einstein com constante cosmolégica, em base de tetradas:

T
Rap = —Tsp + 3 NaB + Anap

as quals nos dao os seguintes resultados imediatos para as componentes nulas de R 4p:
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r}zm:-T‘m:O :>Q]:O

Royz=-Tp3=0 = ¢g: =0

Ryg=-T, =0 = m=my =0

\ (4.10)
Riz=-T3=0 = ma=m3 =0
Rys = —To3 =0 = w3 =73, =0

R33:—T33“%—A:U:>P:P+2(W11+W22)_2A

e as componentes nao nulas se escrevem como:

~—
L.
i
|
K
o~
3
-+
w8
=
|
N
=
pa—

i
1 h
Roo = —53 (K

I 2
R11=;—2|:%—%(h3) } :*%(P*PJr?TfnJr?A)

3 (4.11)
Ryy = Ru= —5(p—p+2mn +20)
Roy = =32 (%) = -
Temos, de R11 = Ry e das equagbes (4.5), que:
M1 = Maz
733 = —2711
donde obtemos a matriz de pressdo anisotrépica wap como:
11 0 0
TAB = 0 Ty 0 (412)
0 0 *271'11

Além disso, constata-se que o vetor fluxo de calor sd possui a componente angular (g;)

nao nula;

74 = (0,0, g, 0) (4.13)
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e a equagao para Rzz nos dd a densidade p escrita em termos de p, 71y e A:

Com isto, as equagdes de campo de Einstein (4.11) sio dadas finalmente por:

N2
(%) =4a®(p+ 7y — A)

I

(hz') = 2ag, (4.15)

3

A —a*(2p—m; —-20)A =0

4.2 Resolugao das Equagoes de Campo

Nosso proximo passo € integrar as equagdes (4.15) para obter as fungdes A(r) e h(r).

A fungio ¢(r) é obtida diretamente da equagio (4.9):

g(r) = h*(r) = A(r) (4.16)

Para que possamos integrar (4.5) temos que escolther ¢, € a*(2p — my;, — 2A) da maneira

mais simples possivel. Neste caso, vamos fazer a escolha especifica abaixo:

ge = constante = 0

(4.17)

a® (2p— 71— 2A) = A? = constante positiva e real
Substituindo (4.17) em (4.15) obtemos a seguinte equacio diferencial parcial para a

fungao A(r):

A= XNA=0
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a qual pode ser, agora, facilmente integrada {31} para dar a funcio A como uma com-
binagéo linear de senos e cossenos hiperbdlicos (o que é consequéncia direta de termos

imposto A?/a? > 0):

A(r) = aysinh (Ar + 8) + ag cosh(Ar + 3) (4.18)

onde a1, az e 3 sdo constantes de integragio (a serem determinadas posteriormente
pelas condigoes de contorno de Darmois).

A escolha (4.17}, que implica em uma solugio sem fluxo de calor, acarreta — pelas
equacoes (4.15) -~ que a quantidade (p + 71y — A) é também constante. Neste caso,
substituindo a fungdo A(r) (dada por (4.18)) na equagio (4.15) e integrando em r,

obtemos:

h(r) = _X\/p + 711 — A ey cosh (Ar Jrﬂ) + ag sinh (Ar + 8) + «;) (4.19)

onde as é uma nova constante de integragdo, a ser também determinada pelas condi¢des

de jungéo de métricas de Darmois, conforme sera visto na préxima segio.

4.3 Juncao de Métricas

A soligdo para a métrica cilindricamente simétrica e estaciondria, dada pelas equacdes
(4.18} e (4.19) deve ser, agora, unida analiticamente & regido causal da solucio de Godel.

Vimos, no Capitulo (2), que esta regifo é definida pelo seguinte intervalo em r:
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0<r<r,
(4.20)

r. = arcsinhl

Nossa primcira idéia seria a de efetuar a unido sobre a hipersuperficie determinada
por 7, o raio critico de Godel; entretanto, conforme serd provado mais adiante {Capitulo
(5)), esta escolha implica na existéncia de uma pequena regido acausal no modelo.
Portanto, vamos definir uma hipersuperficic de separagéo genérica, cujo raio (denotado

daqui em diante por ry) é dado por:

ry = darcsinhl

(4.21)
0<é<1

e onde ¢ é um pardmetro constante que define a hipersuperficic sobre a qual se faz a
jungdo das métricas de Godel (2.15) e a solugao genérica obtida na secio anterior. O
caso especifico & = 0 néo serd considerado no momento, visto implicar na eliminaco,
da variedade, da solucdo de Gddel (em outras palavras, a solugio genérica ocupa todo
o espago-tempo quando § = 0; este caso serd considerado em maior detalhe posterior-
mente).

Conforme mencionamos antes, a métrica de Gédel é um caso especial da métrica
(3.46). Na verdade, pode-se provar (o que fazemos no Apéndice B) que esta solucio é
un caso especial da solugdo genérica dada por (4.18) e (4.19), na qual o pardmetro A

assume o valor especifico 2. A solugao de Godel, como sabemos, é dada por:

Bi(r) = v/2sinh?r

g1(r) = sinh?®r (sin112 T — 1)

| Af(r) = /h% - g/ = sinhr coshr

it
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O indice inferior I denota a regido interior do espago-tempo , onde vale: 0 <r < rg; a
solugio genérica — a parte exterior, com r > rg — sera, da mesma maneira, denotada
pelo indice inferior I1 daqui por diante.

Portanto, os valores que as fungdes hy(r), Aj(r) e suas derivadas primeiras em r

assumem sobre a hipersuperficie £ de separagao sio os seguintes:

hy(rg) = V2sinh?rs

Aj(rg) = sinhrg coshry

(4.22)
h}(rg) = 2v/2 sinh ry coshry

A}(rg) = cosh®rg + sinh®ry = 2sinh®ry + 1

para a regi&o interior (a regido causal de Godel), com ry dado pela equagio (4.21).
Podemos, agora, aplicar as condigdes de jun¢ao de Darmois, equagdes (3.57) aos

resultados (4.22) acima, para obter:

h”(TE) — h[(?‘g) =0 — h”(rg) = \/§Sinh2 s

h}l(rg) — h}(rg) =0 — h’U(rg) — 2+/2sinh s coshry

App(re) — Oy(rg) = 0 = Aj(rg) = sinhrg coshry

Apy(rs) = Al(rg) = 0 = Ajy{rg) = 2sinh?ry + 1

onde os termos no lado esquerdo de cada uma das equagoes acima siao dados pelas
equagoes (4.18) e (4.19):

hirs) = Qfﬁm{al cosh (Arg + 3) + azsinh(Ars + 8) + a3}

Rip(re) = 2ay/p+ w1 — A {oy sinh (Arg + B) + ag cosh Ary }

Ap(re = oy sinh (Arg 4+ 3) + az cosh (Ary + )

\ A’U(TS) = A{aycosh (Arg + B3) + agsinh (Ars + )

53



As condigoes completas de Darmois se escrevem entdo como:

2
Ta\/p + m1 — A {ay cosh (Arg + 8) + azsinh (Arg + B)+ a3} = V2 sinh? ry  {4.23)

2av/p + 711 — A{ay sinh (Ars + 8) + aycosh (Arg + 8)} = 2v/2sinhry coshry (4.24)
{aysinh(Arg + 8) + aycosh (Arg + 8)} = sinh ryg coshry (4.25)
Megcosh(Arg + B) + azsinh (Arg + 8)} = 2sinh’rg 4+ 1 (4.26)

Um resultado imediato é facilmente obtido zo substituir-se (4.25) em (4.24):

2a\/p + M7 — Asinhrg coshrg = 2/9sinhrs coshre

ay/p+ 7, — A=2

2

a?

Por outro lado, podemos escolher a constante 8 como:

6 = —-)\T‘E (428)

o que ndo altera em nada o resultado, visto que sempre podemos escrever os termos
sinh Ar + § e cosh Ar + § como combinagbes de [(c'€); sinh Ar + (¢f2), cosh Ar].  Substi-
tuindo (4.27) e (4.28) nas equacgdes (4.23) a (4.26), obtemos o seguinte sistema de

equagoes:

22
)

(ar + az) = V2sinh?rg (4.29)

9vV2a; = 22 sinh g coshry (4.30)
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o, = sinhrg coshry (4.31)
dag = 2sinh?ry 1 (4.32)

As equagoes (4.30) e {4.31) acima sio equivalentes ¢ dao a constante de integracao a;

COTNo:

a9 = sinhry coshrs (4.33)

Do mesmo modo, (4.32) fornece a constante a;:

1 12
o =5 (Zsmh Ty + 1) (4.34)

a qual pode ser substituida na equacdo (4.29) para fornecer a terceira constante de

integragao, asz:

A sinh2 s
Qg = ————2—— — O
Asinh? 1
= #ﬁ Y (25inh2 s + 1)
1 .
= 53 {()\2 — 4) sinh®ry — 2} (4.35)
Podemos, agora, substituir as constantes oy, az, az e # — dadas pelas equagdes

(4.28) e (4.33) a (4.35) — na solugdo exterior (equagdes (4.18) e (4.19)) para obter-se

finalmente uma solug¢ao genérica valida, unida exteriormente a métrica de Godel:



2v/2 (2sinh® rg + 1)

hi(r) = 12 cosh [A(r — rg)]
+ ——(sinhrgcoshrg)sinh[A(r — rg)]
2
+ % {(3* — 4) sinb? ry; - 2} (4.36)
(2 sinh?rg 4+ 1 _
Agp(r) = B w— sinh [A(r ~ rg)] + (sinhry coshry)cosh [A(r —rg)]  (4.37)

E facilmente provado (vide célculos no Apéndice B) que as condigdes de juncio de
Darmots sio, de fato, satisfeitas ao substituir-se r = ry, nas equagbes (4.36) e (4.37) e
nas suas primeiras derivadas em relagio a r. Além disso, a solugdo (4.36) e (4.37) recai

na solugéo de Godel para o caso especial em que A = 2,

A solugéo (4.36) e (4.37) pode, ainda, ser escrita de uma maneira mais compacta:

2v/2 cosh (2ry)
A2 ¢
V2 sinh (2rs)

)
%2_ { ()\2 - 4) sinh? g - :2} (4.38)

hi(r) =

osh [A(r — rg)]

sinh [A (r —ry)]

h(2 inh
cos i Elsinh A (r—re)] + sinh (2rg)

AH(?‘) == 2

cosh [A(r —ry)] (4.39)

a qual pode ser considerada uma “solugio tipo Godel generalizada " (ja que recai nesta
solugdo cspecifica quando A = 2). Nos capitulos que se seguem estudaremos as condigoes
para que esta solugéo ndo apresente CTC’s em nenhurn ponto da variedade e as carac-
terfsticas do seu fluide gerador, bem como as suas guantidades cinmemadticas. Deve ser
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notado que a solugio (4.38) e (4.39) néo é, de modo algum, a \nica possivel: solugdes
com fluxo de calor nao nulo, por exemplo, sio também consideradas neste trabalho

(solugao para uma siring girante).



Capitulo 5

Analise do Problema da
Causalidade

No capitulo anterior obtivemos uma solugao exterior para a métrica de Godel na
forma de uma métrica estacionaria e com simetna cilindrica. Ao obteé-la escolhemos
uma forma simples para o fluxo de calor associado ao fluido gerador da métrica em
questdo: g4 = 0, YA. Tomando a densidade e as pressées isotropica e anisotrdpica
como constantes e considerando, ainda, a constante cosmoldgica como néo nula, as
equagoes de campo foram entao facilmente integradas. Finalmente, aplicando-se as
condi¢bes de Darmois para juncdo de métricas, obtivemos uma solugdo genérica que
apresenta continuidade em relagdo & solugiio de Godel, através da hipersuperficie de
separagao entre ambas as métricas (definida pela equaciio r = ry), equacbes (4.38) e
(4.39). Constatou-se ainda que a solu¢ao de Godel é um caso especial da solugao exterior
genérica, quando A assume o valor 2 (A sendo uma constante escrita em termos de a?,
p, T e A).

Resta-nos, agora, garantir que nao ocorram CTC’s em ponto algum do espago-tempo.

Para tanto, as desigualdades abaixo:
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g1(r) < 0 para0 < r <7y

(5.)
g1;(r) < 0 parar > rg

devem ser, ambas, validas. Neste capitulo, portanto, analisaremos as condigdes sob as
quais isto acontece; clas envolvem necessariamente uma escolha dos parametros g (o
raio onde se faz a juncéo das duas métricas que compdem este modelo) e A (que, como
vimos acima, esta associado as quantidades caracteristicas do fluido que gera a solugio
exterior e & constante ¢ que foi considerada no Capitulo (2). Determinaremos os valores
aceitaveis de rv e A para que ambas as regides de nosso modelo sejam causais. Antes
disso, porém, estudaremos em maior detathe a solugio genérica (4.38) e (4.39) em si,
considerando o caso em que ela cobre totalmente o espago-tempo — ou seja, o caso no

qual rg = 0 e a solucdo de Gddel ndo esta presente — conforme a segéo abaixo.

5.1 A Causalidade para a Solugao Genérica

Para estudar o caso em que a solugdo genérica obtida é valida para qualquer valor

de r, devemos escolher

re =0 (5.2)

e, substituindo (5.2) na solugéo genérica dada por (4.38) e (4.39), obtemos:

(5.3)
h(r) = B2 (cosh Ar — 1)

com A dado pela equacio (4.17). Neste caso, a fungéo g(r) ¢ escrita como:



g(r) = h*(r)— A*r)

= :\17 [-— (,\2 - 8) cosh? Ar — 16 cosh Ar + (/\2 + 8)] (5.4)

Por uma questdo de simplicidade vamos introduzir a notagio abaixo:

f(z)=ma?+nz+s

z = cosh Ar

m=—(A*—8) (5.5)
n=-16
L s = (A +8)

Neste caso, a fun¢do g{r) passa a ser escrita em termos da nova varidvel z:

g(z) = % (z) (5.6)

e a condigdo de existéncia ou ndo de CTC’s para a solugio genérica passa a ser deter-

minada pelo sinal assumido por f(z):

f(z) < 0 == ndo ha CTC’s (a causalidade nao é violada)
f(z) = 0 == funcéo nula | (5.7)

f(z) > 0 == a causalidade é violada

As condigées em que cada sinal é assumido devem, portanto, ser estudadas. Temos,

para A positivo e tomando a equagiio (5.5), que:
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m < () para A > 22
m = 0 para A = 2v/2 (5.8)

m > 0 para X < 2v/2

onde temos n < 0 e s > 0. Além disto, um célculo simples nos fornece os dois zeros de

f(z), se m £ 0. como:

M4g
2 = - (373
(5.9)
ZIg = 1
ou, em termos de r,
r1 = jarccosh (izfg) — a qual nao é definida se A > 2v/2
(5.10)
Ty = 0
O sinal de f(z) fica, desta [orma, associado ao sinal de m — e, por extensho, também

ao valor do parametro A. Os resultados abaixo sdo, portanto, obtidos diretamente das
equacoes (5.5) a (5.10) para cada valor (ou intervalo de valores) de A.
1% caso: A >2v2=m <0

A funcio f(z) tem concavidade voltada para baixo e o seu sinal é dado entéo por:

f(z) < Opara: z <zi1ez >z
f(z) =0 para: z =1z ez =23 (3.11)

f(z) > 0 para: 71 <z < 27

Tendo em mente que ¢ = cosh Ar e utilizando (5.10), os resultados acima equivalem a:
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fr)<0 =r>r, =>r>0
flr)y=0 =r=r;=0 (5.12)

flr)y>0 = r<r; = r <0

para as regides causal, nula e acausal, respectivamente. Ja que r assume necessariamente
valores positivos, conclui-se dai que a solugao genérica dada por (5.3) serd causal para
qualquer valor de r quando ocorrer A > 24/2.

20 caso: A =2v2 =>m =0

Neste caso, a fungéo f(r) é dada por:

f(r}y = ~16 cosh (2v/2r) + 16 = 16 [1 — cosh (2\/51")] (5.13)

a qual possui apenas um zcro, que denotaremos por 7o ¢ que é dado por:

1
ro = — =arccoshl =0 (5.14)

2v/2

Logo, o sinal de f(r) quando A = 22 é:

f(r) < 0 parar > 1o
f(r) =0 parar=rg (5.15)
f(r}) > 0 para r < 19
e a causalidade é novarnente garantida para todo o espago-tempo se A = 24/2.
30 caso: A <22 = m >0
Neste caso, a funcio f(z) tern concavidade voltada para cima e, utilizando-se a

equacdo (5.10), obtém-se os seguintes resultados:
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f(z) <0 para z, < z < 2y
f(z) =0paraz=x, ex =1y (5.16)

flz) >0 paraz <zrex > 1

Mudando-se para a variavel r, 1sto equivale a escrever-se:

flr) <O0paral <r < l;arccosh (:ﬂ:)

¢ f(r) =0 parar =0 er = jarccosh (g—g‘\—;) (5.17)

f(r)>0parar<QOer > %arccosh (3'_"?2)

0 que nos da uma regiao acausal para valores de r malores do que um “ralo critico ”,
escrito em termos de A. No caso especial em que A = 2 (a solugao de Godel, como ja

vimos) reobtemos:

r. = 5arcc05h3

= arcsinhl ~ 0.881 (5.18)

o raio critico que haviamos calculado no Capitulo (2) deste trabalho, equacao (2.12).
Os trés casos analisados acima podem ser resumidos na tabela 5.1 abaixo.

Temos, em resumo, que as solugdes com A > 2v/2 sfo causais para todo r, enquanto
aguelas com A < 24/2 apresentam uma regido causal “confinada ” entre a origem e um

dado “ralo critico 7 — que também depende de A — além do qual ocorrem CTC’s.
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5.2 Causalidade para o Modelo Godel-Solugao Genérica

Nesta se¢ao analisaremos a causalidade do modelo composto pela jungio das métricas
de Godel (regido I, intervalo 0 < r < rg) e da solucao genérica (regiao 1I, intervalo
r > rg). Para que nio ocorra violagio da causalidade em nenhum valor de r, temos
de impor que as funcdes ¢g(r) sejam negativas para os valores de 7 correspondentes is
regioes I e 11, conforme vimos na introdugao a este capitulo. Isto nos da, entdo, duas
condi¢oes:

(1) gi{r} < 0: Isto implica em que

0<ry <re (5.19)

e, portanto, esta desigualdade pode ser escrita como:

0<é<1 (5.20)

se definirmos

ry = (arcsinhl)é =r./é (5.21)

onde a constante ¢ especifica em que ponto da regifo causal de Godel se estéd fazendo a
juncao das duas métricas.

(i1} gu{r) < 0: Isto levaa

AL (r) > 0= (A + hi) (A — hp) >0 (5.22)
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Considerando a solugio (4.38) e (4.39) e lembrando que:

sinhz > 0
(5.23)
coshz >0
para qualquer valor positivo de £ — donde vem necessariamente que (A7 + hyy) > 0
— a condigao acima se reduz a:
Apfr) —hu(r) > 0, parar > ry (5.24)

A condicao (5.24) deve, agora, ser investigada. Substituindo a solucao (4.38) e (4.39)

em (5.24)}, obtém-se:

'/'\\/?5 [2 — (,\2 — 4) sinh® rg] + ; [cosh (2rg) — ﬁsinh(?rg)] sinh [A(r - rg)]

+ % [%2 sinh (2rg) — 2v/2 cosh (27 )} cosh _['\(’" — (3%

Por uma questao de simplicidade vamos mudar a notagio, redenominando as con-

stantes acima:

< ] (5.26)

,_
!
i

X

e

2~ (A —4) sinh? ry
(

de modo que a condigdo (5.24) possa ser escrita como:



Bcoshy + C > Asinhy (5.27)

O passo scguinte é escrever a desigualdade acima em termos de cosh); para isto é
necessario eleva-la ao quadrado — o que sé pode ser feito se ambos os lados de (5.27)
forem positivos ou zero {caso contrario, o sentido da desigualdade deveria ser invertido).
Para assegurar que isto realmente acontega, devemos antes estudar os possiveis sinals
dos coeficientes A, B e C. Consideraremos, em primeiro lugar, os valores do parametro

é compreendidos entre:

D<éd<l (5.28)

O valor-limite § = 1 {que equivale a r = r,, o “cilindro critico ”de Godel) seréd analisado
na préoxima secao deste capitulo.

Dadas as equacgoes (5.20) e (5.28), obtém-se de imediato que:

(0 <sinhry <1

1 < coshry < /2
(5.29)
0 < sinh(2rg) < 22

| 1 <cosh(2rg) <3

e, usando as equagdes (5.26), podem-se escrever as condig¢des sobre A e ry para cada
possivel sinal dos coeficientes A, B e C:

(a) Coeficiente A:
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A=0 = ﬁsiuh(Qrg) = cosh (2ry)

(5.30)
4sinh?re 4+ 4sinh®ry — 1 =0

esta equagio de segundo grau para (sinh’® rg) tem como raizes:

sinhf Ty =

_ (V241)
2

(5.31)

sinh’ rg = MQQLQ

onde a primeira delas, negativa, deve ser descartada; isto nos da, entéo, que:

r

A <0 =0 <sinhrg < /&2

A =0= sinhry = /21 (5.32)

A>Oﬁw‘h/—§2_—l}<sinhrg<l

{b) Coeficiente B: Dado por

B=0 = %2 sinh (2ry) = 2\/5(30511(27‘2)
(5.33)
(A —32)sinh?'rg + (A — 32)sinh?rgy —8 =0

resolvendo-se esta equagdo de segundo grau para (sinh’rg) obtém-se novamente duas

raizes, wimna das quais € descartada por ser negativa; resta entfo:

— (A = 32) + A2/~ 37

— it e
B =0 = sinh®rg = 207~ 32)

(5.34)

onde, para que o valor desta raiz scja real, deve ocorrer obrigatoriamente:

At > 32 (5.35)
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donde vem, portanto, que:

. (N 2 T35
B >0 == sinh?rg > 2 =32+ VN -5

2(M—32)
(5.36)
B < 0= sinh’rx < "(Ai_;gﬂ;;)/mg
(c} Coeficiente C: Este coeficiente é dado por:
2 . 2 . 2
C=0 = (A —4)sinh*ry =2 == sinhrgy = (—/\T‘“—‘l) (5.37)
sabendo que 0 < sinh?ry < 1, obtém-se uma condicao sobre o parametro A:

M >36= ) >6 (5.38)

a qual, se satisfeita, equivale a condigéo (5.35) obtida acima; os possiveis sinais de C

sdo, portanto,

[ € < 0= sinhrg > 1/022—_4)

¢ C=0==sinhry = (_)\53;4—) (5.39)

| € >0==sinhrg < 1/(—){:4—)

De posse destes resultados, voltamos & condigo (5.27); constata-se dela que -— para

que a desigualdade possa ser elevada ao quadrado — deve ocorrer:

A>Q

(5.40)
Beoshyp4+C >0

e os casos A — 0 e A > 0 sdo analisados separadamente.
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(1)Caso 4 =0

Este caso dé& os seguintes resultados:

sinhrg = \/2_’2_]
(5.41)
coshry = 1+2\/5.
E os coeficientes B e C, neste caso, se escrevem como:
B = 271\5(}\2 — 8)
(5.42)
C = [4v2-2(v2-1)]
e a condi¢do B coshy + C > 0 se reduz a:
c M (v2-1) — 42
coshy > -5 V2 (T_8) (5.43)
E dai vem entio que:
1 ‘ [A(V2 - 1) - 44/2]
r>re ks arccosh {\/§ ) (5.44)

Ja que nos interessa que a causalidade seja valida para a regido r > rg, a equacio acima

mmplica necessariamente em:

arccosh { VRNV g

(A7-8)
(5.45)
A2 =0

um valor que néo satisfaz a condigdo (5.39) obtida anteriormente. Conclui-se dai que o
coeficiente A deve ser, obrigatoriamente, néo nulo — o que nos leva & segunda possibil-
idade:

(2)Caso A >0
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Isto leva a:

{

L\/%:U < sinhry <1

) /02 < coshrg < V2 (5.46)

2

[ A2 >6

o que nos dé Imediatamente, por (5.34) a (5.39):

C < 0—> sinhrg > ()\-‘,—2_4—)

(5.47)
B > 0 —_ )\2 > 2\/5!'25inh2r2+1!

sinhry coshrg
Substituindo (5.46) na segunda das equagbes (5.47), obtemos:

'2\/5(2551‘1}11 re+1) < 6

sinhry coshrg

(5.48)
'2\,/5!25in1'12 rr+1 )
sinhryg cosh}:rz > 8

donde vem: A? > 8. Além disso, para que a primeira das equagoes (5.47) faga sentido,

deve também valer:

\/(iﬁzﬁ—l)af(—/\i—[l)d (5.49)

portanto, vem dai que:

6< A\ < (5.50)

V21
o que confirma o resultado anterior.

Por (5.26), prova-se facilmente que:



B+C>0 (5.51)

donde vem, ja que coshy > 1, ¥V 1,

Beoshyp +C >0 (5.52)

conforme queriamos. Podemos, portanto, elevar ambos os lados da desigualdade (5.27)

ao quadrado. o que nos da entéo:

(B? - 4%) cosh® s + 2BC coshp + (C?+ A%) > 0 (5.53)

Introduzindo a notagao

z = coshy) = cosh[A(r — rg)]
m = (B? — A?)

{ (5.54)
n=2BC

| s =(C?+ 4%)

a condi¢do para que a causalidade ndo seja violada se escreve, entio, como:

fleY=mz®+nz4+5>0 (5.55)

onde temos de imediato que:



[(n<0

s> 0

< (5.56)
m>0se B> A

m<Q0se B< A4

\

De (5.26) temos que (B — A) é dado por:

(A~ 2v2)

(B-4)= =,

[)\ sinhrg coshrg + (2 sinh® ry + 1)] (5.57)

donde vem:

(B-A)>0se \2>8
{ (5.58)

(B~ A)<0se N <8

Dada (5.50), verifica-se que m €, necessariamente, positivo.

Para analisar-se o sinal de f(z) é preciso ainda calcular-se o A desta funcio:

A = n* 4ms
= 44’ (A* - B+ C7)

4A?
= 5 [(A2 — 8)sinh2 re cosh®re + 10sinh? rg + 4sinh? ry — 1] (5.59)

Temos, entdo, que:

m >0
(5.60)
A<



donde f(z) possui duas raizes imaginarias. O ponto extremo de f(z), definido como

(zm, frm(zm)) e dado pela equacgéo

d
';(::) =0 paraz = zp (5.61)
é escrito como:
TM = ~5-
(5.62)
fu=—4
onde tanto zpas quanto fyy sdo positivos. Além disto, jd que
J
o) om0 (5.63)

dz?

para = I, constata-se que (zas, far) é um minimo de f(z). Isto nos possibilita

concluir:

fz})>0Vz>0 (5.64)

e, portanto, a condigdo para que a solug&o genérica (4.38) e (4.39) nao apresente CTC’s
é:

(5.65)

T>Tr

como gueriamos. As condigoes sobre A e rg (ou, equivalentemente, §) para que (5.64)

seja satisfeita e a regido 1T ndo apresente violagdo de causalidade sfo, portanto, dadas

por:



2 42
8 < A <D

(5.66)
Mg;—]l<sinhrz<1:>%<5<l

Os casos-limite — A = 8e \? = (\j,%/_f]) respectivamente — sao facilmente calculados,

repetindo-se o procedimento desta se¢do. No primciro caso, verifica-se que (de (5.26)):

A=B= % {2\/§ sinhrg coshry — (2 sinh? ry + 1)]

(5.67)
C = 2—]\75 (1 — 2sinh? r};)
e a condi¢do gr7(r) < 0 se escreve:
A{coshy — sinhyp) + C > 0 (5.68)

a qual s0 é satisfeita se ocorrer § = % Para 0 < é < % temos que a solugdo exterior

56 ¢ causal para r < rg (o0 que ndo é aceitavel); se % < § < 1, a condigdo para que a

causalidade nao seja violada se escreve:

1
T > 1y + —= arcccosh{® 5.69
5775 arcecoshlo] (5.69)
onde © # 0. Isto tampouco é aceitdvel, ja que implica — como j4 vimos — na existéncia

de uma regido acausal (rg < r < rg+7 arccosh [0]) localizada entre duas regides causais

(0<r<rger>rg+ Elv_’i arccosh [O]).

O segundo caso — A\? = (;%’?1) — ¢ um pouco mais complexo. De (5.26) obtém-se

os cocficientes A, B e C:
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-

A= V- [Qﬂsinh rg coshry — (2 sinh®ry + 1)]

432

$ B ‘f—l [(74% sinhrg coshry — 24/2 (2 sinh? e + 1)] (5.70)

C = 2-1) (2 (2sinh?rs +1) — (743,{%5111112 ry]

e a condi¢do (3.27) é dada por:

-8

\

— Asinht 4+ Bceoshp + C > 0 (5.71)

a qual é sempre valida se ocorrer + < § < % Resta, agora, proceder-se ao estudo do

=

caso especial em que § = 1 (isto é, o caso em que a jungao das duas métricas é efetuada

exatamente sobre o cilindro critico de Godel). Isto sera feito na proxima segio.

53 O Caso é=1

Este valor para o pardmetro é implica em que ry = r. = arcsinh 1, donde vemn entao

que:

(2 sinh?rg + 1) =3

(5.72)
(sinhrg coshry) = /2
e, neste caso, os coeficientes A, B e C sdo escritos como:
A=1
B=Y2(x2—6) (5.73)

C=-¥2(3—6)

Substituindo (5.73) em (3.26), a condigdo para que a causalidade ndo secja violada é

dada por:

-1
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V2(X? - 6) [cosh — 1] > Asinh )
Se A? > 6, podemos elevar ambos os lados da designaldade ao quadrado, o que nos da:
(22t — 2527 + 72) cosh?h — 4 (X* — 127 4 36) coshyp + (2)* - 23)2 4 72) >0

Modificando a notagfo, por uma questfio de simplicidade, escrevemos:

(=231 —25)2 4 72
n = —4(A* — 12)% 4 36)

< (5.74)
s=2X - 2307+ 72

| ¥ = A(r —rg)

e a condi¢ao para a naoc violagdo da causalidade se escreve como:

meosh? 4+ ncoship + 5 > 0 (5.75)

onde, para A* > 6, temos os seguintes sinais para os coeficicntes m, n e s:
(1) 6 < A? < 8 — m e s positivos; n negativo
(2) A > 8 — m e n negativos; s positivo
No caso (1), as raizes de (5.75) sdo:

coshy =1
(5.76)

(235 —23x%472
coshp, = (2A4725,\?+72

logo, (5.73) é satisfeita para:
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201 — 23)2
r>re + —}arccosh ( A+ 72)

224 — 25X 4+ 72

o que nao é valido para os valores possivels de A, Ja que existe uma regiao acausal em

203 — 23)2 2
rs<r§rs+§a.rccosh( 5 +7)

2X1 —25X7 4+ 72

Ja o caso (2) acima, nos da que a causalidade néo é violada se r estiver no intervalo:

1
rg <1 <71+ Xarccosh

20 —23)2 4+ 72
2X01 — 2502 472

donde se verifica a existéncia de CTC’s para a regido em que vale:

r > ryv + —arccosh

A

221 — 2302 + 72
(e—mi)
Esta regidao tem um dominio menor do que o das duas regides causals que o cercam.
De fato, podeinos sempre fazer com que ele tenda a zero (fazendo com que A —= o0).
Entretanto, este dominio nunca pode assumir o valor nulo. Conclui-se, portanto, que
nao se pode efetuar a juncao de métricas através do “ciindro critico ” de Godel. O
valor § = 1 deve, entao, ser descartado. Isto pode estar ligado ao fato de que somente
fétons e outras particulas sem massa alcangam o ralo critico r, [11].

Os resultados obtidos até este ponto sido resumidos na tabela 5.3 abaixo. Ela d4 os
valores de A? ¢ de § para que nunca ocorra violagio da causalidade no modelo Gédel-

solucio genérica.
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I Regifio | A< 2v2 [A=2/2]2>2/2]

Causal (g{r) < 0) 0 < r < i arccosh %ﬁ; r>0 r>0
Nula (¢(r) =0) |r=0o0ur=1 arccosh(gfiz) r=20 r=20
” Acausal (g(r) > 0) I r> 1 arccoshgi“i: | —_—— | e - ”

Tabela 5.1: As regioes causal, nula e acausal da métrica genérica no caso em que ela
descreve todo o espago-tempo, em funcio do parametro M.

H Valor de A J Valores aceitdveis de 8 J}

. 4/2
TV /2~ 4555%

T, A

4/2
“2¢§<A< Ny

i

b [+~
—

<b<l

"

Tabela 5.2: Valores aceitdveis de A e é para o modclo Godel-solugdo genérica, com
rg =718 ¢ A2 = a(2p — 7, — 2A).



Capitulo 6

O Fluido Gerador da Solucao

(GGenérica

Obtida uma solugao exterior a métrica de Godel e verificadas as condicdes para que
ndo ocorra violagio de causalidade, passamos a estudar as caracteristicas do fluido que
gera uma tal solugéo, equagdes (4.39). Para isto calculamos as quantidades dinimicas e
cinematicas relevantes, além de analisarmos o caso especial em que a pressao isotrépica
p € proporcional a densidade p (fluido ideal). Isto é felto para todos os valores aceitaveis
da constante A, a qual -— conforme vimos no Capitulo (4) — estd associada as carac-

teristicas dindmicas do fluido que gera a solugio genérica em questio.
6.1 Quantidades Relevantes

As guantidades dindmicas — densidade, pressdes isotrépica e anisotrépica e fluxo
de calor — ¢ a constante cosmoldgica A ja foram escritas em termos do pardmetro A no

Capitulo (4) deste trabatho. Temos, de inicio, que:



A=a2p—m; - 2A
g2=10 (6.1)

QO:Ch:q:a:O

onde o parametro A é real; temos, além disso, que:

11 0 0
TaB = 0 1 0 (6.2)
0 0 —271']1

onde as duas primeiras equagdes {6.1) representam uma escolha realizada para que as
equagdes de campo (4.15) pudessem ser facilmente integradas e a tltima equagao (6.1),
juntamente com (6.2), sdo originadas pelas caracteristicas especificas da métrica com
a qual estivemos trabalhando (simetria cilindrica e estacionariedade). A densidade p,

escrita em termos de p, m1 e A €, como )4 vimos,

e, das condigdes de contorno de Darmois, obtivemos (de (4.27)):

2
PZE*WM‘Q‘A (6.4)

Podemos substituir (6.4} em (6.1} e (6.3), de modo a eliminar a pressio isotrépica p;

isto nos da entao que:

2
P = :1“2“ +37T11 — A (65)

e, ainda,



4
Az = 0.2 (; — 37['11) (66)

Sabemos que a densidade deve ser, nccessariamente, positiva para que o fluido seja

fisicamente vélido. Entédo, (6.5) d4 a scguinte condigio:

2
A< 52‘ -+ 371'11 (67)

Além disto, a condi¢iio de que A seja real implica em que a condicdo adicional

deve ser, também, valida. Ela esta associada, como discutimos anteriormente, & escolha
feita para que as equagdes de campo (4.15) fossem integradas como fungdes de senos
e cosscnos hiperbolicos (a outra escolha possivel, que dé solugtes na forma de senos e
cossenos, sera analisada no Capitulo (7)).

De posse destes resultados gerais, vamos obter os valores (ou intervalos de valores)
aceitdvels para as quantidades p, p , m1; e A, dados os valores possiveis do pardmetro
A, obtidos da Tahbela 5.3:

(1) Caso I <d< 1t

Neste caso, os valores acettavels de A se encontram no intervalo:

44/2
(V2-1)

8 <M< (6.9)

o que, de (6.6), implica em uma condigio sobre a pressdo anisotrépica my;:
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4 4
(V2 1)az S T 3a2

E a condic¢io (6.8), neste caso, se escreve como:

4
7T1]<_

3a?
o que ¢ consistente com a condigdo (6.10) acima.
(2) Caso & = 1:

Neste caso, so hd um valor possivel para A:

A2 =28

Repetindo o procedimento do caso (1), a equagao (6.6) nos dé que:

4
Ty —
11 3q2
e a condigdo (6.7), p > 0, se escreve:
2
A< —g

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Estes resultados sio, novamente, compativeis com a condi¢io (6.11), a qual garante A

real.

O pardmetro A tem, novamente, apenas um valor possivel:

oo
[S]



A= (—\%{% (6.15)

Substituindo a equag@o acima em (6.6), vem:
4

11 :*m (616)

consistente com a condigdo (6.11). A densidade serd positiva se (6.7) for valida, ou

seja, 5€ OCOorrer:

A< u% (§_—\/§) (6.17)
a? \\/2-1

Estes resultados sao resumidos na tabela 6.1. Deve ser notado que, embora a
exigéncia de nao violagdo da causalidade fixe um valor ou intervalo de valores possiveis
para a compouente m; da pressdo anisotrépica, a constante cosmolégica A possui ape-
nas um intervalo de valores limitado superiormen'te (estabelecido pelo valor ou valores
de my e pela condi¢do necessdria de que & densidade seja positiva). E estes resultados
também dependem do ponto, localizado dentro da regifio causal de Gddel, em que se
faz a jungado das duas métricas (designado pelo pardmetro §); eles sio compativeis com

uma solu¢ao causal em toda a variedade quadridimensional estudada e com um fluido

de densidade positiva e fluxo de calor nulo.
6.2 Caso Especial —- Fluido Ideal

Neste caso, a pressao 1sotrépica p é proporcional a densidade p,
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p=uvp (6.18)

com a constante de proporcionalidade v assumindo os valores:

0<v<1 (6.19)

para que o fluido gerador seja fisicamente aceitével [32]. Devemos, entao, descobrir se
isto € compativel com os resultados que obtivemos na se¢io anterjor.

A equagdo (6.4), juntamente com (6.5), da:

.
PZE*W11+A=P*4W11+2A

e, igualando este resultado & equagio (6.18), obtém-se:

2(A — 2713)

T

(6.20)

onde p deve ser, necessariamente, positiva.
No caso em que #;; assume os valores do intervalo dado pela equagio (6.10), temos

que — conforme (6.7) —

2 2
A < EE + 3W11 B (Aﬁ 271-11) < EL_Q_ + Ty (621)

e, ainda, que:

2 [(5-32 2 2
342 (75‘“'_ 1 ) < +m) <5 (6-22)
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Isto nos d4 dois casos possiveis:
Caso 1:

Temos que:

3a® \ /21 PEIRILEE

o que nos leva facilmente a:

(A“—Qﬂ'l]) <0:>A< 271'11

Neste caso, p é positiva, por (6.20), se ocorrer:

o que é fisicamente valido, por (6.19).
Caso 2:

Este caso leva a:
0< (2 + ) < 2
— 4T
a? 1 3a?

O sinal de {A — 271} nédo é completamente determinado neste caso, ja que — por (6.21)
-— esta quantidade tem de ser somente menor do que (327 + 7r11). Temos, entéo, trés

possibilidades:



No caso (1), a densidade sé serd positiva quando ocorrer v = 1. Isto, como ja vimos,
nao ¢ um resultado que tenha sentido fisico e, portanto, deve ser descartado. A segunda

possibilidade pode ser aplicada as equagoes (6.18) e (6.20) para dar:

ou scja, o fluido gerador tera somente pressio anisotropica e constante cosmoldgica nao

nulas. O terceiro caso da resultados similares ao primeiro: a densidade serd positiva

quando tivermos

Quando A assume o valor limite, A = 2¢/2, temos de (6.13) e (6.14) que:

m1 = —5‘2‘5
(6.23)
A<-%
Substituindo em (6.20) obtém-se que:
(A+35)
= 2t 2

Temos entdo que, no caso em que (6.19) é valida (e o fluido gerador é portanto fisica-

mente accitével), temos obrigatoriamente que:

8 8
4 _ 2
A 342 < 0 = A< 3.7 (6.25)



para que a densidade scja positiva. Isto € consistente com o resultado (6.14) acima e,

em consequéncia, completamente aceitavel.

Se considerarmos o outro valor limite de A, dado por

A=
(vV2-1)
temos, de (6.16) e (6.17):
4
[ 3a2(v/21)
2 {32
A<—0 (\/5—1)

Substituindo (6.16) emn (6.20) obtemos:

(A + 3a?(§872—1))
(v=1)

p=2

e, se (6.19) é vélida, a densidade s6 sera positiva se:

8

A< —3a2(\/§— 1)

o que é totalmente aceitdvel e coerente com a condigéo (6.17) acima.

Para maior clareza, os resultados acima vém escritos em forma de tabela.

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Este

fluido gera uma solugio que, se ligada exteriormente & métrica de Godel (com os valores

adequados do parametro &), € causal em todo o espago-tempo.

6.3 Quantidades Cinematicas

As quantidades cineméticas — aceleragio, expansio, deformagao (ou shear) e rotagao

— sAo aqui calculadas cm uma base de tetradas. Para tanto, precisaremos de V4 (a
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velocidade emn um sistema de coordenadas co-movente) e de ¥4 (os cocficientes de Ricei

na base de tetradas, obtidos no Apéndice A):

V4 =V*=(1,0,0,0) (6.29)
Yoiz = —Toz = "21;%
Yo21 = —7201 = —;—a%
(6.30)
Y120 = —7Yz210 = —"2}_0%
L 22 = — 212 = i%
(a) Aceleragao (AP):
AP = —485Ven"P Vg

Calculando as quatro componentes deste vetor obtemos:

AP =0 (6.31)

para B = (0, 1, 2, 3).

(b) Expanséo ou dilatacao (O):
0= —’i’}%cf!BC

Aplicando a equagio acima vem, de imediato,

O =%+ + 1+ 755=0 (6.32)
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{c) Shear ou deformacao (o5):

045 = 5 (=758 — 194 + Y00 + VHoe40)

N

onde o tensor o 4p ¢ simétrico:

TAB = UBA

Prova-se facilimente que:

JABEOVA,BEO,1,2,3

(d) Matriz de rotagdo (wag):

WAB = (—’YgB + VB4 + YiolE — ’?’%05?4)

M=

onde esta matriz é antissimétrica:
WAB = —WBA

Qs Unicos termos nao nulos desta matriz sio:

1A

Wiz = —Wa = (—7?2 + '?’:?1) = =y, = T5a A

N

Mas, de (4.18) e (4.27), vem que:

B —
"&:20\/;)—*—71'11—[\:2\/5

S9

(6.33)



donde vem entao:

V2

Wiz = —Wyn = ———
a
O vetor de rotagao pode ser facilmente calculado como:

1 .
wk = —t.r.J,'J'EtJ

2

k

onde 9% ¢ o tensor de Levi-Civita. Isto nos dé, entdo,

ou, em forma compacta,

donde vem, finalmente, que:

Esta € a mesma rotacgéo ) obtida para a solugéo de Godel (equacio (2.6)).

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

De posse dos resultados (6.36) e (6.37), construimos a matriz diagonal de rotacéo,

denotada por Q45 e dada por:

1
4 = wawp + nghAB

a0

(6.38)



onde hap € o projetor dado por: hapg = 74 ~ 656%. Dai vem entio:

QQO = %wzhoo = 0

Qn=Qp=-lw=->% {6.39)

— 2 1.2 . 4 _
Q33—(“&3) — gWw ~§§—~2911

Isto nos sugere a existéncia de uma relagdo entre 245 € a matriz de pressdo anisotrépica

Tap, que € do tipo:

74B = v $l4p (6.40)

onde temos, pelos resultados deste capitulo, que:

1< 0= m; <0

e, portanto, deve ocorrer necessariamente:

2

Y>>0 (6.41)

O coeficiente 9 pode ser interpretado como um coeficiente de viscosidade [32] do
fluido, causado pela existéncia de uma pressdo anisotrépica ndo nula.

A cquacdo (6.38) define o que se denomina um fluido nao Stokesiano [33] ¢ a
presenga de viscosidade leva a propriedades interessantes, entre as quais temos a questio
da conservacao ou nao da entropia. Paraisto define-se, de acordo com Novello e d’Olival

[33], uma fungao caracteristica ¢ como:

¢ = 7.0} (6.42)
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onde ?rj- € a pressao anisotropica e @f denota as componentes do tensor de dilatagao,
cujo trago © foi calculado como nulo, por (6.32). A variagdo ou nio da entropia é

definida pela fungéo caracteristica e pela Segunda Lei da Termodinadmica:

¢ = 0 == entropia conservada

¢ >0 = entropia varia com o tempo

E, da equacao que d4 a conservagdo do tensor momento-energia projetado no referencial

co-movente com o observador, temos [33]:

ptlp+p)O—¢=0 (6.43)
Aplicando-se (6.32) obtém-se:
p=¢

E como o fluido gerador, no caso da solugao genérica, tem densidade constante, temos

que a entropia associada a csta solugao, (4.39), é conservada.



I A | & | ™) LA ]
2 |isesy| =t <239

=22 | =i | = —aw | <% ]

2VE <A< i | E<8 <1 |yl <M< -3 | < & +8m

Tabela 6.1: Valores aceitavels para a componente m;; da matriz de pressiao anisotrdpica
e para a constante cosmoldgica do fluido gerador da solugao genérica.

Il

Valores de A

l

Valores de 7

] Valores de A—H

— 42 _ 4 < — 8
V-1 T 3a?(V2-1) 3a?(v/2-1)
4 8
|I =2v2 | s | <5z |
2\/§ < )\ < (\4/2—\/_2—1) —3'12(\4/2—71) < T < —‘73*2'5 S 27!'11

Tabela 6.2: Valores accitdaveis de m; e A para o caso especial de um fluido perfeito e
fisicamente vélido (onde p = vp, p positivae 0 < v < 1),
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Capitulo 7

Uma Nova Solucao

Como j& haviamos afirmado anteriormente, a escolha ¢; = 0 foi feita para que as
equacdes de campo da métrica (4.1) pudessem ser facilmente integradas. Entretanto,
é possivel obter-se uma solucéio para as equagdes de campo com fluxo de calor néo
nulo, na forma de uma combinacao linear de senos ¢ cossenos, a qual pode ser ligada
exteriormente & regiao causal da solugéo de Godel. Uma importante caracteristica desta
sotucdo é a ocorréncia de uma rotago (! que varia com r. Desta forma, podemos unir
ambas as solucdes de forma a apresentar uma rotagao que scja igual & de Godel no raio
de jungao ry e caia até zero em um ralo rs > rg. Esta caracteristica é muito interessante
porque permite que se faca uma segunda jun¢do de métricas — mais especificamente
entre a nova solugao exterior a Godel, com fluxo de calor nao nulo, e uma sohugdo plana
de tipo Minkowskil, porém com uma topologia global diferente (apresentando o que se

costuma chamar “deficit angular ”

ou “defeito topolégico ” [34]). Desta forma, a nova
solugo obtida pode ser identificada conmo um caso mais geral de uma string cdsmica

girante, conforme os trabalhos de Jensen (1992) [35] e de Jensen e Soleng (1992) [36].

Neste capitulo obteremos esta solugfo especifica e analisaremos as condigoes necesséras
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para que o espago-tempo, agora composto por trés métricas, seja globalmente causal,

quando a condi¢do dominante de energia é satisfeita.

7.1 Solucao de String Girante

Nesta sec¢do sao apresentados alguns resultados referentes a solugio para strings

£

cosmicas ditas “retas ”(ou straight), tanto sem rotagio como girantes. Tais resultados
sao relevantes para a compreensao do restante deste capitulo.
A solugao para sirings césmicas sem rotacio foi primeiramente obtida para a apro-

ximagao de campo fraco (Villenkin, 1981} [38]; posteriormente encontrou-se uma solugio

exata [39], [40] como:

ds? = di? — 1% (d©? + sin® Odp?) — dz”

(7.1)
ds? = di? — dr® — (1 - 4p)’ ridp? — dz?

para as regloes interior e exterior, respectivamente, de um modelo de string césmica

com densidade uniforme p = ;17 | massa por unidade de comprimento g (no sistema
0

de unidades no qual vale ¢ = ¢ = h = 1) e componente axial da pressio isotrépica
p. = —p. Verifica-se facilmente [34] que a geometria de umna secfio com ¢ e z constantes
¢ a de urn cone comn deficit angular igual a 87p na regido exterior (o vacuo), unido a uma
capa esférica na regifio interior. Além disto, por meio de wma mudanca na coordenada

angular ¢:

p o =(1-4p)p

prova-se ue a métrica para a regiao exterior se reduz & de Minkowskii com um defeito

F . f —~ - . .
topolégico. Ouseja, a coordenada ¢ ndo varia de 0 a 27 como a coordenada ¢ original;
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ao invés, cla varia entre 0 e 27(1 — 4u) e os pontos com coordenadas (r, ¢ = 0, z, t)
e (r, ¢ =2m(1 — 4p), z, t) séo identificados. Estas solugdes da equagio de campo de
Einstein foram obtidas como tais antes de qualquer interpretagéo fisica relacionando-as
a sirings coOsmicas.

A solugao para strings girantes, conforme obtida por Deser, Jackiw e ’t Hooft (1984)

[41] é dada por:

ds® = dt* — dr® + 8GJdtde — [r*(1 ~ 4Gm)? — 16G* T?dp? — dz?

onde J é 0 momento angular por unidade de comprimento e m a massa por unidade de
comprimento. E, do mesmo modo que para strings césmicas sem rotagio, esta métrica

pode ser escrita na forma plana:

ds® = dT? — dX? —dy? - dz?

mediante a seguinte transformagio de coordenadas [42], singular em r = 0:

GJ '
T=t+ (1f4Gm)9'9

’

{ X =rcosg (7.2)
Y =rsing’
Z =z

s

Isto, segundo Mazur, leva a duas interpretagdes possiveis: (i) a coordenada T é periédica
no tempo, com periodo 87GJ; (i1) T nao é periddica, mas existe violacdo da causalidade
na regido r < rp. E esta estrutura “tipo hélice "de 7' — saltando de 87GJ quando ¢ é
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constante e ¢ chega a 27, valor este identificado com ¢ = 0 — tem consequéncias in-
teressantes em termos quantum-mecéanicos. Por exemplo, ela tem um efeito importante
na quantizacio de campos sob a agao do campo gravitacional da string girante.

No trabalho de Jensen e Soleng [36] sao propostos dois modelos puramente classicos
para uma siring girante, no ambito da Teoria da Relatividade Geral. Em um deles, a
fonte de curvatura é um anel em um raio finito (flower pet model); no outro, a curvatura
estd distribuida sobré uma calota esférica (ballpoint pen model). O primeiro tipo exclui
violagao da causalidade, enquanto o segundo — mesmo satisfazendo as condicoes fraca e
dominante de energia — pode apresentar C'TC’s ou néo, dependendo da escolha de dois
parametros livres. Um deles é o raio da string e o outro estd associado as propriedades
fisicas do fluido gerador da string e & sua rotacio. A solugido de Jensen e Soleng para
o segundo modelo é obtida impondo-se que a string tenda a solugdo de Minkowskil em
sua origem. Em nosso cédleulo imporemos que ela tenda a solugio de Gadel neste ponto,

obtendo assim um resultado mais geral.
7.2 Solugao com Fluxo de Calor — String Girante

Nosso ponto de partida é, como antes, o conjunto de equagées de campo em base
de tetradas, (4.15). Como primeiro passo para integra-las, devemos escolher uma forma
simples para a componente ¢ do fluxo de calor, ¢2. Na solugdo genérica haviamos

escolhido g2 = 0 mas, agora, tomaremos ao invés:
g2 = constante nao nula

Entao, a segunda das equagdes (4.15) pode ser imediatamente integrada em r, dando:
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!

h
goan = (r+§) (7.3)

onde £ é uma constante de integragao a ser determinada.
Para que esta nova solugio possa ser dada na forma de uma string girante, &

necessario que efetuernos uma redefinigéo no parametro A; desta forma, tomamos:

M =a* (=24 7 + 2A) (7.4)

com A? >0 como antes. Entéo, a terceira das equagdes (4.15) passa a ser escrita como:

A"+ MNA =0 (7.5)

a qual é facilmente integrada se A for uma constante. Devemos, portanto, analisar sob
que condigdes 1sto ocorre, dado gz # 0.

A constante { em (7.3) pode ser facilmente obtida se impusermos que a solucio de
string girante scja ligada, no seu exterior (em r = rg, onde rg denota o raio da string),
a uma geometria plana — mais especificamente & solugao de Minkowskii com defeito

topoldgico, conforme foi visto na segéo anterior. Esta geometria é dada por [35], [36]:

h(?‘ > ?“5) =4GJ
(7.6)
Alr >rs) = (1 —4Gu)(r + ro)

onde J é o momento angular por unidade de comprimento, u é a massa por unidade de

comprimento e rg é uma constante que determinaremos a seguir.
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Impondo-se as condigdes de Darmois para jungio de métricas, equagdes (3.57), de

modo a que haja continuidade sobre r = rg, vem:

[i(rs)] = [B'(rs)] = [A(rs)] = [A'(rs)] = 0

onde [F(rs)] = Fitring(rs) — Fplana(rs). Isto nos da entfio que:

[5;%(?"5)] =0
re4 =0 )

£=-rs

Portanto, a equacao de campo (7.3) se escreve como:

L

h
YN (1 — 75) (7.8)

Este resultado pode ser substituido na equagao de campo restante, a primeira das

(4.15), dando:

p+ 7y — A =a q2 (rs — ) (7.9)

o que, aplicando-se (4.14), nos d4 a seguinte equagdo para a densidade:

p=3mn — A+ d%ql(rs —r)° (7.10)

Voltemos agora a equagéo (7.5); como ja foi dito, é conveniente que o parametro
A, dado por (7.4), seja constante. Entéo, impondo que isto seja verdade, temos desta
equagao e de (7.9) que:
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N =gt {37?;1 — 2a%¢3(rg — r)g} (7.11)

a qual é escolhida como uma constante em r. Dai, substituindo (7.11) em (7.10),

obtemos finalmente:

12
p= (-—) — A +3d%¢(rs — r)? (7.12)

o qual € o mesmo resultado obtido em [36] por Jensen e Soleng para o caso em que
a’ =1, a menos da constante cosmolégica A.

Podemos, agora, integrar facilmente (7.5) para obter:

A(r) = Asin[AMr — w)] + B cos [A(r — w)) (7.13)

onde A, B e w sdo constantes de integracdo. A funcio restzinte, h(r), é determinada

pela substitui¢ao de (7.13) na equacdo de campo (7.8),

h = —-2(‘1292(?"5 —r)A

e, integrando-se em r, obtemos:

h(r) = 2a%q {A](r —rg)sin[A(r — w)]dr + B /(r —rgycos [A(r — w)]a’r}

Hl

2a%qy {AI, + BL,) (7.14)

onde I, e I, s&o integrais indefinidas, as quais sdo facilmente calculadas por meio de

uma mudanca de varidveis:
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s = Ar — w)
ds = Adr
(r—rg): (%s+w~r5)

Isto nos d4, mediante um calculo simples, o seguinte resultado:

h(r) = 2a ;\4(]2 (% sin [Mr — w)] + (rs — ) cos [A{r — w)])

b 208 (Lo~ w) - (s~ )sin M- w)]) +a (7.15)

onde o é uma constante de integracio que também serd determinada a partir das

condig¢des de continuidade das métricas a serem unidas.

As equagdes (7.13) e {7.15) dédo uma solugao de siring girante ({35], [36]) mais geral
do que a obtida por Jensen e Soleng, ja que ndo foi imposta ainda a condi¢ao para a
regiao interior da siring. Isto sera feito ago.ra, pela aplicagéo das condi¢des de Darmois

para juncio de métricas ao seguinte modelo:
1. Regiao I (0 <r <ryg}, a solugao de Godel, com:

o hi(r) = 2sinh?r

o Ay(r) =sinhrcoshr

2. Regido Il (ry <r < rs) asolugio de string girante, com equacdes (7.13) e (7.15)

dadas acima.

3. Regiao III (r > rg) a solugdo de Minkowskii com defeito topolégico:
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L] h“;(r) = 4G.]
o Amlr) = (1 —4Gu)(r + ro)
Para que as trés regides acima possam ser unidas analiticamente, as condicbes de

Darmois devem ser satisfeitas sobre as duas hipersuperficies de separacio, r = 7y e
r = rs respectivamente (com rz < rs). Logo, temos novamente de (3.57) que:

[h(rs)] = [K(rs)] = 0

[A(rs)] = [A'(rg)] =0

[h(rs)] = [I(rs)] = 0

[A(rs)) = [A'(rs)] = 0

as quais devem valer simultaneamente. S&o estas condiges , dados rg, r¢ e X, que
irdo determinar as constantes de integragio A, B, a, rg ¢ w em funcio das outras
quantidades relevantes do fluido gerador da string (J, y, ¢, p, p, m11 € A).

As condig¢des de Darmois s&o escritas de uma maneira muito mais simples se esco-

thermos:

w = 0 (7.16)

Isto pode ser feito sem perda de generalidade, j4 que podemos sempre escrever:
sin[A(r — w)] = (cos Aw) sin Ar — (sin Aw) cos Ar
cos [A(r — w)] = (cos Aw) cos Ar + (sin Adw) sin Ar
onde os fatores constantes (sin Aw) e (cos Aw) sio absorvidos nas constantes multiplicati-
vas da soluggo (7.13) — (7.15). Isto posto, as condi¢des de Darmois acima — juntamente

com (7.16) — nos dao os seguintes resultados:
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(1) [h(rs)] = 0 == hypi(rs) = hy(rs) Dail vem que:

2a°¢,
)2

(AsinArs + BeosArs) + o =4GJ (7.17)

(2) [h,'(rg)] = 0 == h};(rs) = hy;(rs) Esta condigio é identicamente nula em
ambos os lados e, portanto, é sempre valida.

(3) [A(rs)) = 0= Ajyirs) = Ari{rs) Isto nos da:

1

= m (Asin Arg + Bcos Ars) — rs (7.18)

7o

(4) [A'(rg)] =0 = Ay, (rs) = A} (rs) Dal vemn que:

1
(Acos Arg — BsinArg) = _):(1 — 4G p) (7.19)

(5) [h(rg)] = 0= hyi(ry) = hy(rz) Entéo vem:

2a’qy
22

2a*g,

(Asin Ary + Bcos Arg)

(AcosArg — BsinArg) +
+ «

— /2sinh?rg (7.20)

(6) [h'(rg)] =0 == h},(rs) = kh}(rz) ¢ que nos dé:

a’qy (rs — rz) (Asin Arg + Bcos Arg) = —+/2sinhry, coshry, (7.21)

(7) [A(rs)] = 0 = Ap(rs) = Ay(ry) g isto da:
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(Asin Arg + B cos Arg) = sinhrg coshry (7.22)

(8) [A‘(Tz)] = 0= Aj(rs) = Aj{rs) E isto inalmente nos dé que:

1
(Acos Ary — BsinArg) = " (2 sinh? rg + 1) (7.23)

Isto nos d& um sistema com sete equagdes, (7.17) a (7.23), que devem ser validas si-
multaneamente e sete incdgnitas: 4, B, a, ro, g, J e g2 (onde as quatro primeiras
sao constantes de integragiio e as outras trés sio quantidades caracteristicas da string:
massa e momento angular por unidade de comprimento e fluxo de calor).

Vamos resolver este sistema de equagdes para obter cada uma das incégnitas acima,
as quals serao escritas em termos de A, rr e rg. A componente ¢ do fluxo de calor é

obtida das equacdes (7.21) e (7.22) como:

V2

== 7.24
R Y (7.24)

A constante o é obtida por meio da substitui¢io de (7.22) a (7.24) em (7.20):
o = /\2(7‘%5 {2 sinhrg coshry + 2(rg — rg) (2 sinh?rys + 1) 4 /\2(r5 — ry)sinh? r;,;}
(7.25)

As constantes de integragdo A e B podem ser calculadas a partir de (7.22) e (7.23), se

ﬁzermos:

(7.22) sin Arg+ (7.23) cos Arg
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donde vemn:

1
A= 3 {)\(sinh rycoshry) + (2sinh® rg + 1) cos )\rg} (7.26)

E amnda:
(7.22) cos Ary— (7.23) sin Arg

0 que nos da:

1
B = 3 {)\(sinh s coshrg) — (2sinh? ry + 1)sin )‘TE} (7.27)

Substituindo (7.26) e (7.27) em (7.19), obtemos a massa da string por unidade de

comprimento:

= % {1 — (2sinh?rg + 1) cos (Mrs ~ rs)] + A(sinh rg coshrg ) sin [A{rg — rE)]}
(7.28)

O momento angular por unidade de comprimento, J, é calculado pelo uso de (7.24) a

(7.27) em (7.17):

V2 .
J = m(smh rg coshrp) [1 — cos[A(rs — rg)]]

¥ QGAS(\f4 oy Zeinh’rs + [A(rs = ry) = sin[A(rs - rg)]

2
+ ;/—C;AS(TS — T‘g) si11112 (6> (729)
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A ultima constante de integragio, 7o, ¢ finalmente obtida substituindo-se (7.26) & (7.28)

em (7.18):

{/\ (sinhrg coshrg)cos[A(rs — rg)] + (2 sinh® ry + 1) sin [A(rs — r;;)]}
h (‘2 sinh® ry + 1) cos [A(rs — rz)] — A(sinhrg coshrg) sin [A(rg — rg)]

To

- rs (7.30)

Neste caso. as fun¢des A(r) e h(r) que se escrevem como:

A(r) = 4sinAr + Bcos Ar

2 | (7.31)
h(r) = 252 {A[ 4 (rs — ) cos Mr] 4 BI#5 — (rs — r)sin M} + a

e validas para ry < 7 < rg nos déo, portanto, uma solucao do tipo string codsmica
girante, a qual é analiticamente ligada as solugdes de Gédel (interiormente, r = ry)
e plana, com defeito topolégico (exteriormente, r = r5) quando as constantes de inte-
gracao A, B, a e rp e mais 1, J e g; sao dados pelas equagdes (7.24) a (7.30), resultantes
das condigoes de contorno de Darmois. Resta-nos, entio, descobrir os valores (ou in-
tervalos de valores) que os pardmetros A, rg e rg podem assumir, para que o modelo

descrito nesta se¢do seja causal para todos os valores da coordenada r. Isto serd feito a

seguir, a exemplo do Capitulo (5).
7.3 A Causalidade para a Solugao de Siring Girante

Como foi visto no Capitulo (5), a condi¢io para que a causalidade néo seja violada

ara uma regiazo do espago-tempo descrita pela métrica (4.1)) é dada por:
B & B p E

106



g(r) <0

Para o modelo descrito neste capitulo, esta condigdo deve ser valida nas trés regides
envolvidas; isto nos dé, entdo , que:

(I) Gédel (0 <r <rg)

0 < rg < arcsinhl (7.32)

(I} String girante (rgz <r < rg)

R, — A% <0 (7.33)

(III)XMiukowskii com defeito topoldgico (r > rg)

4cJ )2 (7.34)

(rro)” > (1 — 4G
Estas condigbes estdo estreitamente interligadas e, por conseguinte, serdo apresentadas
aqul apenas consideragoes qualitativas em relacgfio a sua validade,

Vamos considerar primeiro a condigdo (7.34). Ela deve ser védlida para todo r >

rs. Entao, se o valor minimo de (r + ry) satisfizer esta desigualdade, a condicdo serd

automaticamente vdlida em toda a regifio I11. Neste caso, (7.34) pode ser cscrita como:

2 [ 4GJ \*
(rs +710)° > (1 —_4G,u) (7.35)
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Da condigao de Darmois (7.18) temos, porém, que:

1
(rs +7p) = m (Asin Arg + B cos Arg)

entdo, (7.35) da:

{)\ (sinhrg coshrg) cos [A(rs — re)] + (2 sinh? ry + 1) sin[A(rg — ?"E)]}2 > (4GJ)2
(7.36)
O termo no lado direito de (7.36) é sempre positivo por (7.29), ja que cosz < 1
e sint < x, Vo. Portanto, o termo a esquerda deve ser, obrigatoriamente, maior do
que zero. Entao podemos tirar a raiz quadrada desta desigualdade sem problemas e a

condigao para que a regiao I1] seja causal se escreve como:

4GJ

To > m‘j — TS (737)

o que, substituindo-se (7.28) a {7.30) em (7.37), d4 — apds um rearranjo dos termos —

()\3 + 2\/5) {/\ (sinhrg coshry)cos AR + (2 sinh? rg + 1) sin /\R} — V2 [()\2 + 4) sinh?rg + 2] i

> 22\ sinhrs coshry (7.38

onde R = (rs — rx) pode ser descrita como a “espessura "do dominio de validade da

solugao de string girante.
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A segunda condigéo, (7.33), pode ser escrita de uma maneira diferente se utilizarmos
as equagoes (7.24) e (7.31) para cscrever h(r) em func¢io de A(r) e de sua derivada

primeira, A'(r):

{ h(r) = — \Qrs TD) [A—}— Tg—?)A‘] + o

(=A%) = o 4 g [A 4 (rs =)A= s [A+ (rs - r)A] - &2
(7.39)

Entao (7.33) acarreta que:

42

! 2 2
m[A‘F(TS“T)A]“FA > ot +

Ne(rs —rn) A+ (s =m)A]" (7.0

Os termos no lado direito da desigualdade (7.40) estfo ambos elevados ao quadrado
e sao, portanto, positivos. Logo, o lado esquerdo de (7.40) deve ser, também, positivo e
— j4 que tem de ser, além disto, maijor do que a soma destes quadrados — deve assumir
o maior valor possivel. Para que isto ocorra, tanto A quanto A’ devemn ser maiores do
que zero para o mtervalo ry <r < rg.

De (7.31) temos que:

Alry>0ser > 1 arctan( ) :>T‘>*I;arcta.n (%‘_)
(7.41)

L

A(r) > 0 ser > farctan (%)
E (7.26) junto com (7.27) da:

{ sinh ry cosh r
(4) = MR R ) sadrs i
sinh ry cozh r
AT )t

_ sinh rpcashry
_2) — 1anATE /\( 2 sink2 r+l )
A —

sinh vy ceshr
A ERRFpceshrg
b 2 sinh?2 ret1 anArg
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Donde se conclui pela existéncia de trés possibilidades:

12 possibilidade:

1 sinhry coshryg
" tan Ary <

2 Silrlh2 ry -+ 1

Isto implica em:

—
[ [N
—
v
<

— PR ! . g,
donde, por (7.41), a condi¢do que garante A e A’ simultancamente positivos se escreve

COINo:

> Jarctan (%)
T /\arc an 5

o que, dado que rg < r < rg, leva a:

L ow A)
ry > Aa:c an (B

Neste caso, a condigao (7.32) aplicada & equacio acima dé:

1 A i
Xarctan (E) < rg < arcsinhl (7.42)

22 possibilidade:

1
- tan Ary >
3 T

sinlirs coshrye
2sinh®ry 4 1

Isto nos da:
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(250
(%) <0

e umn raclocinio similar ao empregado acima resulta em:

L arct ( B ) < arcsinhl 7.43
—arctan { —— TCS ,
X ctar 1 < 7y < aresin ( }
3% possibilidade:
1 sinhrg coshrs
—tan Ary = %
A 2sinh®rs + 1

Isto da:

(‘%) = () = arctan (‘%) —0

(%) — oo == arctan (%) =3
e entdo temos:
A>0ser>0
A>0ser> 2%
parary <r <rg.
Logo, A e A" sdo0 simultaneamente positivos se:
l < 7y < arcsinhl (7.44)

2\
Em qualquer dos casos acima — (7.42) a (7.44) — verifica-se que a ligacio Godel-

String girante nio pode ser realizada em raios préximos a zero. Este resultado é similar
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aquele obtido para a solugdo sem fluxo de calor (Capitulo (5) deste trabalho). As

condigoes (7.42) a (7.44) s6 fazem sentido sc ocorrer, para cada um dos possiveis valores

de % tan Arg, respectivamente,

arctan!%!

> ATcsInng
$ . arctan(-2) (7.45)

arcesin

ki

> 2&1‘(:5]1151

as guais sao consequéncia direta de (7.44).

A terceira das equagoes (7.45) ¢ simultaneamente valida com a expressio

1 (sinh s, cosh 1"53)

—tan Ary =
A anArz 2sinh?ry + 1

5€ QCOITET.

Ar =,
£ 2 aresinh

_ 1 sinhry coshryp
AT'E - )\arcta'n( 2sinh? re 41 )

donde vem entdo:

2
A < —— (arcsinhl) arctan (
TR

sinhry. cosh ry
2sinh?rg + 1

(7.46)

Desde que (A/B) e (—B/A) dependem ambos de A e ry, as equagbes andlogas a
(7.46) — obtidas a partir das duas primeiras equacdes (7.45), juntamente com as suas
respectivas condigdes sobre § tan Arg — sdo muito mais complexas. Entretanto pode-se

ver imediatamente que o resultado final é um conjunto de trés designaldades envolvendo

os trés parametros (A, rn e rg). Uma das equagbes (7.44) nos d4 uma condicio para
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rg; ela pode ser aplicada a (7.46) — ou a uma de suas anilogas — para fornecer
uma condigao consistente para A. E ambas podem ser aplicadas a (7.38) para obter-se a
condigao correspondente para rs. Estas “aplicacdes "n#o sio imediatas; pode-se concluir
delas, porém, que uma escolha judiciosa dos dois raios de ligacio rg ¢ rs, bem como das
quantidades dinémicas do fluido que gera a siring girante (p, p, m,), juntamente com a
constante cosimolégica, nos fornece uma solugao globalmente causal. Isto é consistente
tanto com os resultados do Capitulo (5) para uma solugéio com ¢, = 0, quanto com os
resultados de Jensen e Soleng [36].
No que diz respeito a rotagio ) temos o seguinte comportamento:

Regiao I: rotagéo constante e nao nula

2
Q:g;zpara{)grgrg

Regiao II: rotagao variando com r
Por (7.9) e (7.24) temos, para a matriz de rotacio,

]

h \/5?‘5—7‘
bz = =W = 75 "0 = ﬁm: ~q2(rs —r) = ( )

a{rs — rg)
donde:
2 —r)?
Q = —wAwA = —-———(TS )
aQ(rS — T‘E)2
para rg <r < rs.
Regiao I1I: rotagio nula
Q =
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Deve ser observado que a rotag¢éo é continua sobre todo o espaco-tempo, ou seja,

Q,(TZTE): %:QG

a

onde os indices s, G e M denotam as métricas de siring girante, Gédel e Minkowskii,

respectivamente,
7.4 Condigoes Fraca e Dominante de Energia

Resta-nos ainda estudar as condigdes fraca e dominante de energia, as quais devem,
obrigatoriamente, ser satisfeitas pela matéria que gera a solugao de siring girante. Estas

condi¢bes sao enunciadas como [43]:

(a) Fraca — A densidade de energia, medida por qualquer observador, é nao

negativa, ou seja:
TapWAWE > 0

onde W# é um vetor tipo tempo ou nulo.
(b) Dominante — A condigéo fraca deve ser vélida e, além disso, exige-se que a

pressdo nao exceda a densidade de energia. Matematicamente isto equivale a:
TUD 2 ITAB|

O tensor momento-energia para a métrica estacionéria e cilindricamente simétrica

é, por (4.6), dado em forma matricial por:
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p 0 qz 0

TB — 0 p+7'l'11 0 0

A g2 0 P+ ™ 0
0 0 0 p—27l']1

A matriz inversa T4B ¢, neste caso, escrita como:

[ 7y —92
IP(P+7~'11)—Q§I 0 !P(P+7’11)*q§| 0
1
TAB 0 (p+m11) 0 0
—gy P

|p(p+rn)—q§ P(P+‘”11)‘9§, 0
0 0 0 T
i p—2m)

e as equagoes que nos dao a condigdo dominante de energia sdo, portanto, dadas por:

T 2 |T% = (p+m1) 20
TO > T = (p+m1) = | — |
T2 = (p+ 1)’ 2 plp+ m11) — 63 (7.47)

T > |T%2| = (p + m11) = |l

w1y Vg2
TODZ |T33l:> (p+7r11)2 P(P+ 1) 9

\ lp411 |

Substituindo (7.4) e (7.9) em (7.12) obtemos:

p=p+4dm; —2A (7.48)
Como p deve ser obrigatoriamente positiva, vem dai que:

A< %(p + 4m11)
E, da condigdo A* > 0, (7.4) da:
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1
A>P_§7T11

Vem dai entao:

1 1
P‘“g”n <A< ‘2‘P+27T11

Para que (7.49) faga sentido devemos ter:

1 1
P 5™ < §P+27T11 = p < 91

donde, pela primeira das desigualdades (7.47), vem:

0<(p+mi)<bmy =3 w1 >0

(7.49)

(7.50)

(7.51)

A segunda desigualdade (7.47) pode ser elevada ao quadrado, j4 que ambos os seus

lados séo positivos. Somando este resultado 4 terceira condigio (7.47), obtém-se:

1
(p+m1)> 2P

um resultado que é imediatamente vélido se a quarta condicao (7.47) for satisfeita. Neste

caso, conclui-se dai que a segunda ¢ a terceira designaldades (7.47) sdo completamente

equivalentes & quarta — a qual é a dnica das trés que precisa ser considerada daqui

por diante. Podemos entéo substituir o resultado (7.48) na quarta desigualdade (7.47)

acima, para obter:
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2
37 — A< —= M < EA (752)

Este resultado, juntamente com (7.51), da:

2
0 S T < -éA (753)

donde se conclui que A é necessariamente positiva. Logo, de (7.49), vem:

1 1
P—§71'11>0 — P>5’ﬂ'11

e finalmente, com (7.50), obtém-se:

1
57711 <p<dmp (7.54)

onde, por (7.51), constata-se que p é também positiva.

Rearranjando a terceira condicao (7.47) para:

(p+mu)lp — 27n| Z plp+ 7u1) ~ g3
e somando novamente com a segunda desigualdade (7.47), elevada ao quadrado, vem:
ptmntlp—2ralZp=lp— 27| 2 p— (p+ 711)
o que, dado p > 0 e valendo a quarta designaldade (7.47), implica em:

lp — 2711] > quantidade negativa
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Isto é sempre valido, ja que estamos tratando aqui do médulo de (p— 2m1).
Conclui-se dai que a condi¢do dominante de energia, (7.47), é sempre satisfeita se
(7.53) e (7.54) forem viélidas — com p, p, m; € A positivos e ¢, negativo. E, destas

condigbes, obtemos para o pardmetro A dado por (7.4):

—'977'11 + 2A < )\2 < 2A —r —47T11 < “*97'(11 + 2A < 2A

donde vem, lembrando que A% € positivo por definicao:
9 P P <

0 < A® < 2A (7.55)

Esta condigao deve ser, necessariamente, satisfeita para que a solugdo de siring girante
seja valida. As condigdes (7.53) e (7.55) sdo, portanto, compativeis com as condi¢des de
causalidade global — (7.38), (7.44) e (7.46). E necessaria apenas uma escolha adequada

de ry, e rs para que isto ocorra.

Com estes resultados ¢, portanto, possivel unir uma solugéio com fluido incoerente
em rotagao (Godel) a uma solugio de vazio (Minkowskii), de um modo indireto, através
da solugio de string girante. Esta juncdo é analitica e, dada a escolha adequada dos
parametros A, ry e rg, dd um modelo globalmente causal para o espaco-tempo a quatro

dimensoes, conforme esperdvamos.
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Capitulo 8

Conclusao

Apresentaremos aqui, resumidamente, os resultados obtidos neste trabalho, junta-
mente com algumas questoes que tém possibilidades de uma anélise posterior.

Em primeiro lugar, obteve-se um espago-tempo globalmente causal, o qual envolve
a solugao de Godel. Em outras palavras, a possibilidade de violacéo da causalidade néo
descarta, por si s6, esta solugdo, visto que se pode desconsiderar a regido exterior ao
“cilindro causal "de Gédel, substituindo-a por uma outra solucio cuja métrica — no
caso em que o fluxo de calor é nulo - constitui-se em uma generalizacfio da métrica de
Godel. Que esta solugio é, de fato, Godel generalizada é comprovado por um exame do
parametro critico A, em termos do qual ela é escrita. Este pardmetro, como vimos, é
dado em termos de quantidades associadas & matéria-fonte da solucio exterior e assume
valores bem especificos quando esta solugao genérica ¢ ligada exteriormente a Godel,
determinados pela condicao de que néo ocorramm CTC’s.

Além disso, no que concerne & jungao de métricas em si, constatou-se que ela nio
pode ser efetuada em qualquer ponto da regiao causal de Godel. Raios préximos a zero,

assim como o préprio raio critico r, estdo descartados (pois dio um modelo no gual
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aparece uma pcquena regiao onde ocorrem CTC’s, localizada entre duas outras regites
— comparativamente malores — que sao causais). Estes resultados valem para ambas
as solugbes obtidas neste traballio; entretanto, no caso da string girante, nio se dispde
ainda de informagao conclusiva acerca da possibilidade de unido para o raio critico de
Godel.

Estes resultados levam a certos pontos que poderiam ser estudados em maior pro-
fundidade. O primeiro deles seria o exame da teoria quantica de campos para o espago-
tempo descrito por qualquer dos modelos aqui estudados. Isto nio apresentaria pro-
blemas conceituais, ja que ambos os modelos sdo totalmente causais. Um outro tépico
para estudo seria o estabelecimento de um sistema de coordenadas Gaussiano para
esta variedade 4-dimensional, nos moldes do procedimento descrito na se¢do (2.3), para
a regiao causal de Godel. Também poderiam ser mais detalhadamente analisadas as
condi¢bes para nao ocorréncia de CTC’s para a solugao de tipo string girante. Os re-
sultados da secdo (7.3) déo.a.pena.s condi¢Oes gerals — envolvendo os trés pardmetros
criticos A, rx e rs simultaneamente — as guails tornam dificil escrever os valores ou
intervalos de valores aceitdveis para estes pardmetros (ja que nio se conseguiu escrever
uma condigédo ou conjunto de condigdes especificas para cada parametro isoladamente),
conforme foi feito para o caso g, = 0, se¢ao (5.2). Um outro estudo passivel de ser efetu-
ado seria também o de possiveis solugdes ndo estaciondrias, juntamente com uma anélise
de sua estabilidade - o que levaria a uma Cosmologia de string girante completamente
causal.

Uma outra possivel abordagem estaria ligada a prépria possibilidade de existéncia de



CTC’s para certos valores dos parametros A, rg e rs. A questio da nio ocorréncia detec-
tada de CTC's em situagdes fisicas reais tem motivado varias diferentes interpretagdes
. Na visao de Hawking [44], por exemplo, as leis da Fisica nfio permitem a existéncia
de CTC’s (a isto ele denomina a “Conjectura de Protegéio Cronolégica ). Qutros, in-
cluindo Thorne, [45] [46] [47], discutiram o assunto sob um outro ponto de vista (andlise
do problema de Cauchy, por exemplo) e desenvolveram o conceito de uma “méquina
do tempo 7, associada, por sua vez, a “wormholes “com topologia néo trivial. Uma
visao alternativa, proposta por Jensen e Soleng [36], apresenta, no entanto, solucgdes
(como o cilindro de poeira girante a quatro dimensdes) que — embora produzam CTC’s
para determinados valores de alguns parametros relevantes, em estreita analogia com os
resultados deste trabalho — podem ser consideradas como fisicamente aceitdveis. Isto
ocorre porque as suas fontes sdo fisicamente védlidas. Mais do que isto, as condi¢des
fraca e dominante de cnergia sio satisfeitas. Isto poderia estar ligado ao fato de que o
surgimento de CTC’s é encarado como uma questio topoldgica [42], [41] ao invés de
uma questdo geométrica.

Tendo isto em mente, as solugdes globalmente causais obtidas ao longo deste trabalho
poderiam levar a uma interpretagao alternativa & de Hawking. Uma vez que a geome-
tria de Godel produz um confinamento para as geodésicas que passam pela origem do
sistema de coordenadas [5] (a qual, como j& vimos, pode ser escolhida arbitrariamente),
poderiamos — ao invés de meramente descartar esta solugio das equagdes de Einstein,
de acordo com a “Conjectura de Prote¢do Cronolégica ™ — considerar esta geometria

como valida apenas em uma regido restrita do espaco-tcmpo. Além do raio maximo
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de validade desta solugio, que definiria o que poderiamos denominar uma “Cdpsula
de Protegao Causal ”, o espago-tempo passaria a ser descrito continuamente por uma
segunda solugao, também sem problemas de causalidade. Este processo poderia ser
estendido a construgio de modelos englobando mais de duas solu¢oes analiticamente

unidas, como ja vimos,
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Apéndice A
Formalismo de Tetradas

Calcularemos aqui os tensores de Ricci, bem como outras quantidades relevantes, em
formalismo de tetradas. Para isto serd feita a escolha especifica de Novello (1979) [48]

de uma base de tetradas para a métrica estacionéria e com simetria cilindrica abaixo:

ds? = o® [dt* — dr? + 2h(r)dypdt + g(r)dp? — d2*] (A.1)

onde definimos a fungao auxiliar:

A(r) = /13(r) — g(r) (A.:2)

A base de tetradas a que nos referimos acima é escolhida de forma a que se possa

escrever {A.1) sob a forma Minkowskiana:
ds* = nygO* OB
NAB = (+a T T ﬁ)

onde os O4 sao as 1-formas diferencigveis, escolhidas como (48]:
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[ ©° = a(dt + hdp)
O! = adr

4 (A.3)
0% = aAdy
0° = adz

Estas 1-formas possibilitam a obten¢éo da base inercial local de tetradas, a partir da

relagao:

04 = el dz(®)

Dai as equagdes (A.3) nos dio os “3'(40,) como:

(o =a
6?2} = ah
ey =@ (A.4)
6%2) =al

\ 6?3} =a

As tetradas inversas podem ser imediatamente obtidas de:

A
E(a)EA(B) = G(a)(B)

ou, ainda, da relagio:

dz®) = egf)@A

Invertendo as equagdes (A.3), obtemos:
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h
(dt =10°- 20?
dr = %@1
$ (A.5)
]
dlr') = ;562
dz = i@s

(=)

- o -
e as tetradas inversas, ey ', se escrevem entao como:

. eg)) ~1

ego) — a—%

e =1 (A.6)

6&2) Ez%

e =1
As 1-formas ©4 podem ser derivadas exteriormente, dando:

(40 = ak'dr Adp = 20" A ©?
do! =0
ﬁ (A7)

dO? = aA'dr A dp = %@1 A OF

dO? =0

\

Fazendo-se uzo da relagdo:

dO* = —wi A e*

obtém-se imediatamente os elementos ndo nulos do tensor wi:



Q. QR Uy cY (A.8)

Os coeficientes de Riccl, 78, sdo obtidos de:

A_ _A QC
wg = Y5

donde vemn entao:

o __ A
712 - 2aly
!
0 _ h
T = " Iua
4
r
1 _. h
720 T 2aA
!
1 _ A
\ T2 T T La
Dai vem ( dado que yape = ~vBac ):
( iy
Yo12 = T V02 = o &
_ _ N
Yo21 = V1 = — oA
{ (A.9)
1
— o — )
Y120 = —V00 = —o.A
Ar
\ V122 — T2 =

As 2-formas de curvatura, 04, sdo dadas pela relacio:

Q“g:de + wi AW

Temos entdo, de (A.8), os seguintes resultados:
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0
dwy

dw?

]
dw,

0 2 _
Wy Awy =
0 1
wy A wy

1 0
wy Mwy =

h' @] A62

2azh

2a2A2
r
k2 0 2

= —5m0° A O

L’L@l A O

4a? A2

e, neste caso. vem finalmente que:

2 " )
MY 00 a1y L (' Ka
A) e/\e+2a2(ﬁ AZ

L " 7
KAl R\ o 1, 1 [ h?
(A? - A)O A O t (m!

-5} e no?

! 2 LI
1 h ] 1 h A 1 2
—m("&*)e/\e—- G'AD

)elAe?

(A.10)

Ll P ! 2 Lra
i) one+ & (3(5) -4 orner

As curvaturas de Riemann Rf,p na base de tetradas (A.4) podem ser entio obtidas

imediatamente da relagio:

Portanto, os resultados (A.10) dio:



o g

le = A2

,
3
-
/‘"“"-'-\

i P
o 1 (A KA
RH?““ET:(A A?)

o .
¢ Ry = ¢

3
-
=

) (A.11)

1 ___1_ h __ h
R = 2 (5 - 25)
N2
1 [ _A__WQ b_.
212~ o2 fa 4 A
\

e os tensores de Riccl nfo nulos em base de tetradas podem ser imediatamente calcula-

dos:

! (A.12)

Rop = =L (24l n°
| 27 202 \ A2 A

O escalar de curvatura R é portanto:

iy 2 "
1 (h 24
R = RUU - 2R11 = a‘a? (K) - G,QA (.Alg)

e a componente G; do tensor de Einstein — a Unica que serd necessaria para as con-

sideragoes acerca da continuidade das métricas a serem unidas — é dada por:
Gi= Ryt R=—0 LAY (A.14)
11 — 133 4(],2 A *



Estes resultados sao os empregados no Capitulo (4) deste trabalho para se escrever o

conjunto de equagoes de campo para a métrica (A.1) ( equagdes (4.15) ).
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Apéndice B
Testes para a Solucao Exterior

Vamos, neste Apéndice, aplicar dois tipos de testes & solugao exterior (4.39) obtida
anteriormente. para o caso especifico em que ¢z = 0 e A? > 0. Em primeiro lugar,
verificaremos que esta solugdo satisfaz as condigbes de jungao de Darmois; em seguida,
provaremos que a solugdo definida por (4.39) é equivalente & solugio de Gddel para um

fluido gerador com:

Para provarmos a validade das condi¢es de jungao de Darmois, vamos obter as
derivadas primeiras de (4.39) em relagdo a r e calcular, em seguida, os valores das
fungoes e de suas derivadas em r = rg. Dados h(r) e A(r) definidos pela equagao

(4.39), suas derivadas sio facilmente obtidas:

, _2\/5

h(r) 3 (2sinh® rg + 1) sinh [A(r - rg)] + A(sinhrg coshrg ) cosh [A(r — rg)]}

(B.15)
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A'(r) = (2sinh?rg + 1) cosh [A(r — 73)} + A(sinh rg coshrg)sinh [A(r —rg)] (B.16)

sinh( =0
cosh =1

podemos, de (4.39) e de (B.15) e (B.16), obter facilmente os valores h(rg), A(rs), A'(rg)

Lembrando que [31]:

e A(rs):
242 [(2sinh? 1 1
h(rg) = ( {( Sin ;E +1) cosh0 + (sinhrg coshrs)sinh 0 + o {()\2 —4)sinh?ry — 2]}
_ 242 [(2sinh?rs +1) 1 2 . 12
= 5 { 3 +ﬁ{()\ —4)sinh rE—Q]
2
= % {4 sinh®rg 4 2 + (A% - 4)sinh?ryg — 2}
f)
= /\—\/2_)\2 sinh?rs
= 2sinh?rg (B.17)
2 sinh? 1
Afrg} = (25in ;E + )sinhO + (sinh rg coshrg) cosh 0
= sinhrycoshry (B.18)
) 2
hrg) = f (2sinh®rg + 1)sinh 0 + A(sinhrg coshry) cosh U}
2
= \Tf)\(smh Ty, cosh 7y }
— 2v2sinhrs coshry (B.19)
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A(rg) = (2sinh’rg + 1)cosh0 + A(sinh rg coshrg)sinh 0

= 2gsinh’rg +1 (B.20)

Comparando os resultados (B.17) a (B.20), as condi¢des de jungao de Darmois —
equacbes (4.22) — s@o realmente validas e, portanto, a solugio exterior (4.39) pode, de
fato, ser ligada a solucao de Godel através da hipersuperficie 2.

Vamos agora considerar o caso especial de um fluido gerador semn pressao e apresen-
tando apenas densidade e a constante cosmolégica , dado por:

p=1mn1 =0
(B.21)
A=k
Substituindo {B.21) na segunda das equagées (4.17), obtemos o valor especifico para A

COINo;

A o= \Ja? (2p—my — 2A)

2 2
= |2 (;_a)

= 2 (B.22)

A solucgdo com A = 2 se escreve como:

_ (2sinh?ry + 1)

Ar) = B S sinh [2(r — rs)] + (sinhry coshry) cosh (2(r —rg)]  (B.23)
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h(r) = V2 { (25i11h227'): 1) cosh [2(r — rg)] + (sinhrg coshrg)sinh [2(r — rg)] — %}
(B.24)
Lembrando, agora, que [31]:
[ sinh(z +y) = sinhz cosh y & coshz sinh y
cosh(z £ y) = cosh z cosh y & sinh zsinhy
(B.25)

sinh (2z) = 2sinhz coshz

cosh (2z) = 2sinh?z 4 1

\
e, mediante um cileulo simples e substituindo (B.25) na solugdo dada por (B.23) e

(B.24), obtemos:

sinh[2(r — rg)] = 2sinh(r —rs)cosh(r —r5)
= 2(sinhr coshrg — coshrsinhrg)(coshr coshry
- sinhrsinhrg)
= 2(sinhr coshr cosh? ry — sinh? rsinh ry cosh ry
— cosh? rsinh g cosh rg + sinhr cosh r sinh? rs )
= 2 [sinh r cosh r(cosh® rg + sinh® rg) — (sinh rg cosh r¢)(sinh® r 4+ cosh® 'r)]
= 2(2 sinh? ry + Dysinhr coshr

— 2(sinhrg coshrg)(sinh® r + cosh® r) (B.26)

cosh[2(r —rg)] = 2sinh®(r — rg) +1
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= 2(sinhr coshry — coshrsinhrg)? 4 1

= 1+ 2(sinhrcoshrg — coshrsinhrg)? (B.27)

E, entdo, a solugdo para o caso em que A = 2 é calculada, para A(r), como:

(2sinh?rg + 1)2

5 [(2 sinh®rg + 1) sinhr coshr — (sinh rg coshrg )(sinh® r 4 cosh? r)]

4+ sinhrycoshrs [1 4+ 2(sinhr cosh rg — coshrsinh T‘E)Q]

= sinhrgcoshrg [1 + 2(sinhr coshrg — coshrsinh Tg)2 — (2sinh® rs + 1)(sinh® r 4 cosh? T)
+ (2sinh?rg + 1)?sinhr coshr

= (2sinh’rg 4+ 1)2 sinhr coshr

+ sinhrgcoshrg [1 + 2sinh?® r cosh® 7y, 4+ 2 cosh? rsinh® ry — 4 sinh r cosh 7 sinh rg cosh re
— sinhrgcoshry [2 sinh? r sinh? ry — 2 cosh?r sinh? r5, — sinh® r — cosh?r

= (2sinh®rg + 1)*sinhr coshr

4+ sinhrscoshry [-2 sinh?® r + 2 sinh? 1«"(cosh2 ry — sinh? re) — 4sinhr coshr sinhryg cosh rg:
= (2 sinh?rs + 1)2 sinhr coshr — 4sinh r coshr sinh? rg cosh? re

= sinhrcoshr [4 sinh?rs + 1+ 4sinh®rg — 4sinh? rs cosh?® rg]

= sinhrcoshr [4 sinh*ry + 1 + 4 sinh?® re(l — cosh? rg)]

= sinhrcoshr [4 sinh*rg + 1 — 4sinh? T‘):;]

= sinhrcoshr (B.2

e, para h{r), temos que:
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2sinh?ry + 1 . -
(2si \/; ) [1 4 2(sinh?r cosh®rg — 2sinhr coshrsinhry coshryg + cosh? rsinh? ’"E)]

2\/§(sinh rg coshryg) [(2 sinh? ry 4+ 1)sinhr coshr — (sinhrg coshry }sinh? rg 4 cosh? r;.;)]
RS
V2
. 2 1 . . 2
x/ﬁ(? sinh® rg + 1) [5 + (sinhr coshry — coshr sinhry) ]

) ] 1
2v/2 sinh? rg cosh® 7z (sinh? r + cosh? r)— —=

V2
1
\/5(2 sinh? rs + 1) [—2— + sinh?r cosh? ry. 4 cosh? rsinh Tz]

— 924/2sinh? rs cosh? 1'"E(sinh2 r + cosh? T)

Sl

2v/2 sinh’ s, [% + sinh® r cosh® 7y, + cosh? rsinh? rz]

\/Lﬁ + \/i(sinh2 r cosh? ry 4 cosh? rsinh?rg — % — 2sinh? ry cosh? re(sinh? r 4 cosh’r)
2v2sinh? ry [% + sinh®r cosh®rg + cosh?r sinh? rg — sinh? r cosh? re — cosh? r cosh? rz]
\/ﬁ(sinh2 r cosh? rs 4+ cosh? r sinh® re) .

2v/2sinh? ry [% — cosh® r(cosh® rg — sinh® ry)

\/i(sinh2 r cosh? rg 4 cosh? r sinh? %)

V2 {sinh2 rs — 2cosh?r sinh? rg 4 sinh® r cosh? rg 4 cosh? 7 sinh? rz}

V2 {sinh 62rs — cosh? r sinh® re + sinh? r cosh? rg}

V2 {Sinh2 re(l — cosh? T) 4+ sinh? r cosh? rg}

V2 {— sinh? r sinh® rg + sinh?®r cosh? rz}

V2sinh?r (cosh2 ry — sinh? rg)

V2sinh?r (B.29)
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Os resultados (B.28) e (B.29) séo, exatamente, a solugio de Godel em coordenadas
cilindricas, conforme (2.15). A solucéo genérica (4.39), portanto, tem como caso especial
a solugao de Godel para A = 2. Como vimos, no Capitulo (5), o parametro A é que
define a existéncia — ou nao — de CTC's na variedade definida pela solugao genérica

(4.39), quando escolhemos rg = 0.
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