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RESUMDO

Dentro de uma abordagem pelo método do grupo de
rencormalizacac no espago real, estudamos © comportamento critico
dos séguintes modelos estatisticos,em redes hierarquicas planares
auto-duais: modelc de Potts na presenga de campo magnético
externo, mcdelo n-vetorial discreto puro e diluido.

Para estudar a criticalidade do modelo de Potts, nds
estendemos uma formulagdo proposta por Caride e Tsallis,de modo a
incluir a presenga de campo magnético externo. Tal método de grupo
de renormalizagdo no espaco real, permite-nos,de maneira simples,
encontrar a equagéo de estado e a partir dela a susceptibilidade e
gseu expoente critico. No gque diz respeito &3 equagbes de estado,
vale a pena ressaltar que nos as obtivemos para quaisquer valores
do campo magnético e da temperaturs, e ndo apenas nas vizinhancas
do ponto critico.

Para o estudoc de propriedades criticas do modelo n-vetorial
di: creto (modelo cubico), fol desenvolvido um método, o método do
corte~colapsco, que simplifica bastante a obtengido das equagdes do
grupo de renormalizagéo. Nos estudamos agqui o modelo em guestio
para todas as reqides do espago de paréretros. Obtivemos, como
funcao do numerc de estados do modelo, os diagramas de fase, e 03
expoentes criticos térmicos.

Na obtengéo da superficie critica do modelo cubico diluido
temperadoc , nés usamos uma abordagem simples,que nos permite obter
resultados satisfatdrios para a superiicie critica em guestao.

Nossa formulacao, baseada na igualdade dos primeiros momentos da



distribuigao renormalizada e nao renormalizada, permite-nos obter
exatamente a superficie critica em alguns pontos fixos.
Finalmente,na segunda parte da tese, nds estudamos alguns
aspectos gerais e outros particulares de uma estatistica
generalizada recentemente proposta. De fato, a partir de
propriedades basicas desta estatistica, nos calculamos a
dependéncia térmica do calor especifico associado a uma particula
livre (cn:Anz-l—B; A>0). Além disso, nés calculamos o linmite
classico para uma familia de sistemas,cujo espectro é mais geral

que o da particula livre (cn=An’4.‘3; A>0, r>0).



ABSTRACT

Whithin a real space renormalization group, we studied the
critical behaviocur of the following statistical models in a planar
self-dual hierarchical lattices: The Potts model on an external
magnetic field, the pure and diluted discrete n-vector model.

In order to sudy the criticélity of the Potts model, we
extended the formulation of Caride and Tsallis,in order to include
an external magnetic field. Such a real space renorralization
group method enable us, in an easy way, to find the state equatioﬁ
as well as the susceptibility and its related critical exponent.
It worthwhile to stress, that here is the first time the state
equation is obtained for all values of the temperature and c¢f the
magnetic field, and not only for those values near the critical
point.

In order to study the critical behaviour of the discrete
n-vector model (the cubic model), we deveioped a method, the
break-collapse method, that simplifies the establishment df the
rencrmalization group equations. We have studied here such a model
in all regions of the parameter space. We find, as a function of
the number of the state of the model, the phase diagram as well as
the thermal critical exponents.

In order to find the critical surface of the quenched diluted
cubic model, we used a simple approach that enable us to obtain
good results for such a critical surface. In our formulation we
assume that the first moment is preserved through renormalization,

this enable us to obtain exactly some points of the critical



surface as well as the inclination of the surface at these points.

Finally,in the second part of this thesis, we studied some
general and other particular aspects of a recently proposed
generalized statistics. In fact,from the basic propeties of this
statistics, we evalueted the thermal dependence of the specific
heat associated with a free particle (cn=An2+B; A>0). Besides
that, we. evaluated the classical lirnit‘ for a family df system
whose spectra is general than that of a free particle (e;ﬂhf+B;

A>0, r>0).
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I NTRODUCAQ GERAL

O tratamento de sistemas com um nimero muito grande de
particulas interagentes,constitui assunto de grande complexidade.
Apesar do grande mimerc de particulas constituintes, muitas vezes
0 numero de graus de liberdade de um sistema macroscépico pode ser
reduzido ‘enormemente. ©O «carater intensivo ou extensivo de
grandezas relevantes, (por exemplo a energia €& extensiva, a
temperatura € intensiva),permite reconstruir as propriedades de um
sistema macroscopico, bastando para isso dar uma amostra
microscopica dele. Assim,um liguido de aperas 1000 &tomos, tera
aproximadamente a nesma energia pof unidade de volume e densidade
que o mesmo liquido (a mesma temperatura e pressio) com 10%°
dtomos.

Conseguentemente,uma pergunta interessante que se coloca

e: de gquanto pode ser reduzido o tamanhc <e um gas, sem que isso

altere qualitativamente suas propriedades? Chama-se compr mento de
correlacao ao tamanho linear minimo que se péde alcangar.sem cue
haja tais alteragdes. O comprimento de correlagdo £ depende do
estado do sistema (por exemplo, para um gas, € depende da pressao
e da temperatura). Grande parte dos métodos tedricos disponiveis,

funcionam bem quando.E é pequeno, (tipicamente da ordem de um ou
dois espagamentos atdmicos); € o caso da expansao virial,
expansdo perturbativa, dos métodos de Hartree-Fock entre outros.
Ewmbora com suas caracteristicas proprias, todos esses metodos
possuem em comum,0 fato de assumirem gue as propriedades de um
pedago macroscopico de matéria possam ser relacionadas com as

propriedades ce um pequeno conjunto de itomos. Um outro exemplo de



sistema onde £ é pequeno, é a eletrodindmica quantica (QED) a
baixas energias. O comprimento de correlagdc de um campo quantico
e, em geral, o comprimento de onda Compton da particula de menor
massa. Na QED & baixas energias,o comprimento de correlacdo é dado

-1

pelo comprimento de onda Compton do elétron (10 1cm), ou seja,

podemos relacionar a QED numa caixa de dimens&o linear > 1oqlcm,
com a QED em todo ¢ espago. Volumes com dimensdes l:neares menores
que h/4mc, onde m € a massa de repouso do elétron, fariam com que
a energia da particula p/2m, em virtude das relagdes de
Heisenberg, fosse maior qﬁe 2mc’, «© que ser a suficiente pra
tefmos um processo de produgao de pares de particulas, causando
forte distorg&o nas interagdes dos eletrons e fotons.

Contudo, existe uma classe de problecmas, incluindo
fendmenos criticos, pira a qual £ é muito grande. Devemos observar
que £ grande,significa que o conjunto de atomos que devemos usar
para relacionar éuas propriedades cor. as do pfoblema Macroscopico
original, € de tamanho compardvel ao sistema original. Assim
sendo, tais problemas possuem muitos graus de 1liberdade numa
regiao de dimensdo linear da ordem do comprimento de correlacgao.
Precisamente no ponto critico,£ € infinito; préximo ao ponto cri-
tico,£ € muito grande. No que diz respeito a QED, para altas ener-
gias,é o comprimento de onda Compton do féton («), quem faz o
papel do comprimento de correlacdo.

Assim, além da complicagdc natural no fato de termos um
sistema com grande numero de graus de liberdade, tal sistema pode
apresentar uma complicagdo adicional ligada ao fato de possuir
grande comprimento de correlagao.Nestes casos,teremos gue tratar

um grande numero, (a rigor, infinito),de graus de liberdade corre-
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lacionados. Devemos observar que as dificuldades relativas a pro-
blemas com grandes comprimentos de correlac¢do,ndo se limitam

aguelas relacionadas a calculos de grandezas, mas envolven, témbém
problemas de formulagdo, pols que,para um dado sistema que & defi-
nido por uma certa Hamiltoniana, seria natural esperar que o seu
comportamento pudesse ser determinado essencialmente pelas inte-
ragdes presentes na Hamiltoniana, bem como as intensidades das

A8

respectivas constantes de acoplamento. Entretanto, isso s6 é ver-
dade enquanto o comprimento de correlacgao do'sistéma é pequeno, a
medida que ele aumenta e se torna muito grande, graus de liberdade
contidos er grandes regides do espago,passam a atuar coopurativa-
mente,de forma a produzir um comportamento no sistema que depende
somente de um numero peqgueno de caracteristicas gerais dessas
Hamiltonianas (i.é, dimensdo do parametro de ordem, dimensdo do
espaco, alcanc=z das interacdes ersimetrias da Hamiltoniana) e nao
dos valores dos vVArios parametros envolvidos.Assim, guando o
comprimento de correlagdo é muito grande,certos aspectos da
Hamiltoniana de interagdo,tem um papel secundario na caractéri-
zagao do sistema.

Uma conséquencia natural de tal papel secundario, & que
sistemas con Hamiltoniénas diferentes,poderdo apresentar o mesmo
conportamento cooperativo expressando assim um certo comportamento
universal.

No gue diz respeito aos fendmencs criticos, o comportamento
dos  sistenas apresenta basicamente trés caracteristicas
fundamentais: (a)Nao unicidade no paradmetro de ordem abaixo do
ponto critico, isto é, acima do ponto critico ele vale zerc e por

baixo dele seu valor nao € unico.(b)Comportamento singular de

il



varias grandezas termodindmicas. (c)Universalidade dos expoentes
criticos, 1isto €&, eles sdoc o0s mesmos para muitos materiais
(Hamiltonianaé) diferentes,

O fato que certos aspectos microscoplcos parecerem ter pouca
importéncia nos fend menos criticos, sugere fortemente gue o
comportamento geral 0 bser v ado, pode ser intefpretado como
propriedade de simetria, embora nao seja claro, a priori, qual
deve ser a transformagao de simetria e. questao.

0 método do grupo de renormalizagio de "ilson' !’

, e
essencialmente o conjunto de tais tre .sformagdes. Inspirado nas
idéias de Kadanoffm}, Wilson proj;.-s um métcdo para a abordagem de
tais problemas. Essencialmente,o método do grupo de renormalizagio
tem dois objetives: o primeiro,é o de resolver um problema com
muitos graus de liberdade contidos dentfo de um comprimento de
correlagao. O segundo déles,é o de explicar as razdes qualitativas
dos‘coﬁportamentos cooperativos.

A formulagdo do grupo de ren o rmalizacdo, Llaseia-se
principalmente em dois ingredientes: uma operag¢io de reducdo dos
graus de liberdade e uma operag¢ac de mudanga de escala. A operacgao
de redug¢ac de graus e 1iberiade, conhecida como transformagao de
Kadanoff, consiste em repetidamente definir spins efetivos, cada
um representando um bloco de spins, e a partir dai, construir
Hamiltonianas efetivas que representem as interagées entre os
spins efetivos. Assim, se para um dado sistema 0 espag¢amento entre
0s seus graus de liberdade é a, e o seu comprimento de correlacgéo
€ £, no primeirco passo do procedimento descrito acima a nova
distancia entre os graus de liberdade sera, por exemplo, 2a e

construimos uma nova Hamiltoniana, Hl. No segundo passo, o
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espagamento sera 4a e a nova Hamiltoniana, Hz, e assim por diante.

Repetindo o procedimento acima um certo numero de vezes,
alcangaremos uma situagdo na gqual, os novos graus de liberdade
efetivos estardo separados entre si de uma disténcia comparavel ao
comprimento de correlagdo. Uma questdo importante, & guanto ao
alcance das interagdes efetivas. Entretanto, se a Hamiltoniana
original representa interagdes locais entre os spins, € razoavel
supor que a Hamiltoniana efetiva represente interacgdes de curto
aicance também. Se nao for assim, de nada servird o procedimento
de redugcao de graus de liberdade pois, por. exemplo, podaria
ocorrer ao construir Hl, gue o alcance de suas interacoes fosse da
ordem de £. |

Contudo,se as interacdes efetivas forem de curto alcance, ao
final de n passos teremos uma Ilamiltoniana efetia Hn'com graus de
liberdadg éeparados entre si de 2"a ~ £, isto €&, teremos neste
estagio, um problema com muito poucos graus de 1liberdade numa
regidao de um comprimento de correlacao. Tal situacao é aquela para
qual existem varios meétodos disponiveis (por exemplo a expansdo
perturbativa). De fato, o método do grupo de renormalizac¢aoc nao
reduz o problema,aquele com um Unico grau de liberdade. Assinm
sendo, para calculos praticos devemo: quase que invariavelmente,
ou resolver o problema em circunsténcias especiais, por exemplo em
4-¢ dimensbes, ou entdo, usar aproximagdes grosseiras, isto &,
férmulas de recorréncia aproximadas. SO entdo estaremos diante de
um problema com um uUnico grau de liberdade por comprimento de
correlacéo.

Quanto ao segundo objetivo do método do grupo de

renormalizagao, pode-se dizer que as caracteristicas gualitativas
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do comportamento cooperativo,surgem como consequéncia natural do
~comportamento iterativo do grupo de renormalizagido. Visto sobre um
ronto de vista mails abstrato, o grupo de renormalizacaoc €& uma
trarsformagao t, atuando no espago das Hamiltonianas e que lova HO
en }gzr(ﬂo), Hz em }%=t(ﬂl), etc....A transformagdoc & a mesma se
estamos construindo Rl de'Ho, ou Hz de Hl; em cada caso, estamos
reduzindo os graus de liberdade por um mesmo fator (por exemplo
2). A iteragéd deve proceder r vezes até que tenhamos 2"a ~ €.
Note gue se £ for grande, o numeroc de iteragdes serad grande.

Uma possibilidade para transformagdes como estas,é gue exista
ponto fixo, isto é,_H* tal gue I(R”=ﬁ(. A existéncia de= pontos
fixos de uma transformacdc de érupo de renormalizacgdo, & uma
propriedade da transformag3c e deve ser verificada para cada
transformagao resclvendo-se a equa¢do acima para o ponto fixo.
Deve-se notar gque a egquagao t(H})=R*, nao faz men¢’oc alguma a
Hamiltoniana original ¥ . Assim, se Hx,stea?fc sdo trés pontos
fixos e se um sistema particular tem uma interagao inicial ﬂc, nés
déveremos construir a sequéncia H:’Hz""' para decobrir gual
dentre H*A,?{*B' e }(*C € o limite da segquéncia.

Se o limite fOr }(A, entao o comportamento cooperativo que
resulta de :HO sera o comportamento cooperativo determinado por
}fA. Assim, como HﬁA &€ uma propriedade de T e naoc de HO, o)
conjunto de todas as interag¢des iniciais H, que tem Kn como
limite da seguéncia pela transfofmagéo do grupo de renormalizacao,
possue o mesmo comportamente critico, O Jgue exXpressa @a
universalidade. Nesse gquadro do grupo de renormalizagao, vemos gue
os diferentes tipos de compertam e ntos cooperatives, sao

determinados pelos pontos fixos da transformacao t.
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Resumindo, podemos dizer gque o© método do grupe de
renormalizagdo, c¢riado por Wilson, p ara resolver problemas
envolvendo muitos graus de liberdade correlacionados, em primeiro
lugar,gera uma seguéncia de interacées locais efetivas # . Isto &,
se a disténcia entre os graus de liberdade en e a , entdo as
interagdes devem ter um alcance da ordem de a, e escolhendo, por
exenplo, an”=2an, constroe-se qua partir de 3ﬂ} considerando-se
regides do tamanho de a .. Em segundo lugar, & exiéténcia de uma
transformagéo T, gque deve s:r iterada varias vezes. para se
construir Jﬂl de 3ﬁﬂ sugere dgue a natureza de Jﬁl para dgrandes
valores de n, é fundamentalmente determinada por T ao inveés de HO,
¢ gue conduz aoc conceito de universalidade.

Um pontc importante a ressaltar, sobre o grupo de
I normalizagdo, € gque T ¢é simplesmente uma transfeormacac de
‘simetria, comc a rotacédo e a translagio o sac. Ele representa uma
mudanga de rdtulec ou referéhcia, e nao uma' mudanga no conteltido
- fisico. A distribuig¢ao de p-obabilidades P1 associada a H1=I(M0) e
equivalente & P associada a HO, desde gue levemos em conta apenas
0s graus de liberdade provenientes da operagdo de redugio do
numerc de graus de liberdade. Dessa forrm: o8 valores médios
calculados com P1 est&o relacionados de maneira simples aqueles

calculados com P.

No que diz respeito as teorias guénticas de campos, a
formulagio do grupo de renormalizacdo & um pouco diferente'>*!,
Entretanto,tocdas as formulagbes mantém em comum o© aspecto de
transformagao de simetria, para a qual as grandezas renormalizadas

se relacionam com as nao renormalizadas de maneira simples. Como

conseguéncia des s as idéias, sao diduzidas as eguacbes de



Callan-ZymansikB]. Essas equagdes, sado um poderoso instrumento
para a ahalise do comportamento ultravicleta (comportamento a
pequenas disténcias) dos graficos de Feynman das teorias gquénticas
de camposm;”.

Uma outfa area onde o métode do grupo de renormalizagao tem
sido aplicado com sucesso,é a dos fendmenos criticos dindmicos.
Ccomo exXemplos de fendmenos dindmicos  temos: modelos de
crescimento,problemas de difusdo, problemas de propagagao d.
ondas, problemas que envolvem amor ecimento, espalhamento
inelastico de neutrons ou luz entre outros. A dinémica e a

evdlugér de muitos graus de liberdadé correlacionados, interagindo
atravé:z de equagdes diferenciais (iocais) nao linéares, costumam
resultar em comportamentos cooperativos muito complexos.

Mais uma vez, partindo-se das idéias bésicas do grupo de
renormalizagdo, pode-se formula-lo de maneira conveniente aos
f némenos dinamicos'®®’. 0s seus ingredientes bésicos continuan
em esséncia os mesmos. Aquil entretanto quém faz o papel da
Hamiltoniana de interacdo,sdo as eguagdes cinéticas. Estas sé&o em
geral,equagdes fenomenoldgicas construidas sobre a imposigéo de
restricdées geralils e argumentos de plausabilidade.

Nos fenbtmenos estdticos, a transformagdo de Kadanoff e,
essencialmente,a eliminacaéo de graus de liberdade de grandes
momenta presentes na Hamiltoniana. Nos fendmenos dinémicos,tal
procedimento é realizado ao se resolver as equagoOes cinéticas para
grandes mormenta. 0 segundo ingrediente do grupo de renormalizagéo
continua sendo aquele de uma simples mudanga de escala. O grupo de
renormalizac¢do dindmico,tem sido aplicado com sucesso em varios

problemas atuais muito complicados, como, por exemplo, mddelos
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analiticos que descrevem interfaces de crescimento Abordagens

alternativas baseadas em teorias de campo,tem sido aplicadas com
sucesso a esses e a outros problemas dinamicos''’.

Voltando aos fendmenos <criticos estaticos, um  ponto
importante a ser resgatado aqui,é agquele gque diz respeito aos
calculos praticos. Como foil dito anteriormente, na quase
totalidade dos problemas interessantes, ha que resolvé—l:s em
dimensdes infinitesimalmente prodximas da ¢imensdo critica superior
(d#) do modelo, isto €, dﬁ—e 1 usar de aproxima¢6es grossairas,
caso conzirario, teremos ainda um grande numero de graus de
liberdade correlacionados para manipular. A- despeito de todo
sucesso, as aproXimagdes nao deixam de nos ‘causar um certo
'desconforto.

Um caminho alternativo,é o de atacar os médelos estatisticos
em Tredes hierérquicas“z}. As redes 11ierarquicas, sdo redes
construidas em etapas, a partir de ume unidade fundamental
conhecida como célula béasica da rede. Em cada etapa da construcao
da rede, cada ligagdo da célula bésica;é substituida pela prépria
célula. Ao final de um numero infinito de etapas, e somente ai,
diz-~se gue temos uma rede hierarquica.

Embora as redes hierarquicas possuam propriedades métricas e
topoldgicas muito diferentes das redes de Bravais, o gque pode
implicar gue modelos baseados nelas possam fornecer resultados sem
sentido nas redes de Bravails, elas constituem um excelente
"laboratorio" tedrico de estudo de nmodelos estatisticos,visto que,
as equagdes do grupo de renormalizagdo estabelecidas ai para

sistemas de spins classicos, séo exatas.

Num legue Iimensoc de sistemas em equilibrioc termodinédmico,
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exibindo transigoes de fase de segunda ordem, nesta tese estarei
principalmente interessado,na aplicacdo do métode do grupoe de
renormalizagdo no espago real (isto é, operacgodes desenvolvidas no
espago das configuragdes) aco estudo do comportamento critico de
sistemas magnéticos discretos em redes hierarquicas.
Secundariamente,discutirei o calor especifico de uma particula
livre,nhuma estatistica generalizada recentemente proposta“ak

Este trabalho ¢ constituido de duas partes,sendo, a primeira
com dgquatro e a segunda com dois capitulo cujos conteudos estao

condensados adqui abaixo.

PRIMEIRA PARTE

. . . . [14]
No primelrc capitule desenvolvemos

um noévo procedimento
de grupo de renormalizagdo gque permite o céléulo direto da
equagac de estado (isto é, que néoc necessita calcular a energia
livre do sistema) na presenga de campos magnéticos externoé. Noés
aplicamos esse formalismo ao estudo do modelo de Potts de
g-estados em redes hierarquicas planares auto~duais do tipo ponte
de Wheatstone. Calculamos a susceptibilidade, bem como seu
respectivo expoente critico y, para oé casos ferromagnético (para
valores arbitrarios de ¢q) e antiferromagnétice (para qg = 2).
Estudamos também,o diagrama de fases correspondendo aoc caso
antiferromagnético q = 2. Neste caso,discutimos o papel dos pésos
assocliados aos campos magnéticos no diagrama de fases.

No segundo capitulo, dentro do contexto especifice do modelo
n-vetorial, noés desenvolvemos um procedimento, (conhecide como

[15]

métode do corte-colapso },due simplifica, consideravelmente,o

calculo exato da fungéo de correlagdo associada aos crafos de dois
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terminais.A partir dai,nés estudamos a criticalidade’

de uma
versao extendida de tal modelo,para todos os valores e sinais das
constantes de acoplamento.Todos os resultados sao exatos para a
rede hierarquica planar auto-dual associada.0 diagrama de fases,
tipicamente,exibe cinco fases diferentes.Nés determinamos também a
evolugdo dos expoentes criticos térmico e de crossover com o
numero de estados n.

No terceiro capiﬁulo, rjé s prOpomos“7] um grupo de
renormalizagdo muito simples,mas,gue nos permite calcular, {ate
onde sabemos pela primeira vez e presumivelmente com alta

precisao),a superficic critica do modeloc n-vetorial ferromagnético

diluido temperado,na rede hierarquica ponte de Wheatstone.

SEGUNDA PARTE

N6és discutimos aqui algumas propriedades relevantrs de uma
estatistica generalizada proposta recentemerite. 2 partir dai, nés
aplicamos esse formalismo :o calculo do calor especifico de uma

. . 18
particula livre'®

(en=An2+B;‘A>O). Além disso, nés caloulamos o
limite cléassico para uma familia mais ampla de sistemas (en=Anr+B;

A>0, r>0).
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PRIMEIRA PARTE

CAPITULO I: Susceptibilidade do modelo de Potts ferromagnético,

numa rede hierarguica planar auto-dual.

l.INTRODUCAb

0 método do grupo . de rencrmalizagdo (iG) no espago real, tem
sido amplamente utilizado para estudar as propriedades criticas,
(diagramas de fase e expoentes criticos entre outros), de varios
sistemas. Em particular, alcuns formalismos de RG [1,2], permitem~—
nos calcular a energia termodinamica relevante parar valores
arbitrarios dos parémetros externos, tais como:temperatura e campo -
magnetico.Através de derivadas apropriadas desta energia livre,nos
podemos obter as equagoes de estado,calor especificd,
susceptibilidade, etc.Recentemente, foi introduzido [3,4] um novo
procedimento, gue permite-nos o calculo direto das equagdes de
estado na auséncia de campos externos.

Prosseguindo na abordagem desenvolvida por Caride e Tsallis
[4],n0s estendemos agui tal procedimento direto, de forma a
incluir o caso onde campos externos estejam presentes.N6s
aplicamos este formalismo para estudar o modelo de Potts de
g-estados em redes hierarquicas auto-duais do tipo ponte de

Wheatstone.Em particular, nds estudamos a susceptibilidade (e seu

21



respectivo expoente critico 7) associéda a amkos os casos, ferro
(valores arbitrariocs de g) e antiferromagnético (g = 2),bem como,o
diagrama de fases correspondente ao caso g=2,com énfase especial
dada ao papel jogado pelos pésos.com 0s gualils o camporexterno é
levado em conta.

Na se¢do 2, nés apresentamos o formalismo do grupo de
renormalizagao e suas aplicacgdes ao modelo de Potts:na secgdo 3,nos

apresentamos o0s resultados, e finalmente, concluimos na segao 4.

2.MODELO E FORMALISMO
ITnicialmente, consideremos ouma rede ‘hipercubica
D-dimensional de tamanho linear I, cujos sitios primeiros vizinhos
interagem, digamos ferromagnéticamente, através de uma constante
de acoplamento adimensional K = J/kgr. 0 pardmetro de ordem N,pode
ser definico no limite termodindmico I. » = como M = NL(K)/IP.
NL(K) é a média térmica .canénica do numero de sitios, cujos
spins estao apontando na direcao de facil magnetizacdo (por
exemplo,uma dentre os g-estados do modelo de Potts,digamos o
estado ai.== 0} menos agqueles, cujos spins estido apontando em
qualquer outra direcao possivel.
Seguindo as 1idéias de Kadanoff, noés dividimos o sistema de
I’ sitios num sistema de L’° células e tamanho linear B=L/L’ >
l.Através de um rescalamento ,o ﬁomento magnético total do sistena
deve ser preservado, pois, ele é uma grandeza extensiva.Entéo,
associando um magneton elementar adimensional u com cada sitio da
rede, nos temos:
N, (K') u’ = 8 (K) u (1)

ao gqual K’ e pu’ denotam varidveis renormalizadas.Dividindo agora
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ambos os lados da eg. (1) por L" e realizando n iteracdes noés

obtemos, no limite n - = ,

() (n)
M(x®) = 1im ME ) H

o e : (2)

para © gqual noéos escolhemos arbitrariamente u'”=1.Esta formula deve

ser usada juntamente com as equagdes de recorréncla (padrio)

para as constantes de acoplamento, a saber:

(3)

Esta relagdo recursiva normalmente admite trés pontos fixos, que
sao:

{i) K = 0, gue caracteriza a fase paramagnética:;

(ii) K = », que caracteriza a fase ferromagnética;
(1ii) ¥ = K_, ponto fixo instdvel indicando o ponto critico.

Em geral, gquando K < K, k'™ vale zero, assim M(K®)=0.

Isto leva, através da eq.(2), a que M(K“”)zo como desejado. Por
outre lado,gquanio K > KC, K diverge; assim M(Kw”)zl (um valor

convencional para T = 0), e conseguentemente

0 Iu(n)
) = 1lim

nao

Esta foérmula nos da a dependéncia térmica do parémetro de ordem

numa regido nao trivial, (isto é,T < IL ), tdo logo nos tenhamos
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estabelecido uma relagdo recursiva para u . No gue segue, nos
descreveremos comoc obter tal relagaoc usando, como ilustracgae, as
transformagbes indicadas na fig.la (que gera a rede hierarquica

ponte de Wheatstone).

{a) 1 1
g >
K K
Ke! e 3-, K ‘\,..4
K K
r
2 2.
{(b'=1} {1=22)
(b C,
< K "
Ce, ‘ K
‘ K-l
Ko T
oK K
. - )
é K.\\\%/](Cz
C|
b= fe 3

Iransformacoes dc¢ RG usadas para calcular:{a) a susceptibilidade do
ferromegnete de Folts;(bla susceptibilidade da fase paramagnetice
6t antiferremagnete de Ising ber comc diagramas de fases.

O procedimento segue ao longo de dois passos, a saber:

(1) Com © objetivo de estabelecer a equagao para o parametro
de ordem, nos devemos guebrar a simetria. Para fazer isso, noés
impomos que o spin do terminal 1,digamos, (dos grafos pequerno e
grande da fig.la) esteja ao longe da diregdc de facil
magnetizagdo, enguanto gue o resto dos spins, (todos os spins
internos assim como agquele do terminal 2) ,estdo livres para
"escolher" qualquer orientacgéo possivel (g estados para o modelo

ae Potts);
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(ii) Como a rede hierarquica ndo é invariante por translacao,
as propriedades estatisticas locais do modelos de Potts em tais
redes sao em geral nao homogéneas [5]. Assim sendo nos prarece
bastante razoavel gque o pardmetro de ordem seja inomogéneo também
{4]. De fato,tal nao-homogeneidade fol recentemente exibida 6]
neste tipo de redes hierarquicas.Agui, nds assumiremos que o
pardmetro de ofdena € proporcional ao numero de coordenagio em
qualquer sitio dado. Embora isto nido seja estritamente verdadeiro
(6], parece uma boa aproximagido, (de fato, isso possivelﬁente sejx
estritamente verdadeiro na meédia).Né: deveremos consiétentemente
assumir que o campo externo relevante, (nao-homogéneo), & também
proporcional ao numero de coordenacao.

Para implementar o calculo, cada configuracido do cluster é
pesada com o correspondente fator de Boltzmann. Associamos também a
essa configuragéo um valor para o momento mégnéticor (cada spin
contribui, para m, pfoporcionalmente ao seu numero o coordehagéo).

Nés entao impomos (analcgamente ao gue fizemcs na eq. (1))

< m > = < m > (5)
cluster pequeno cluster grande
para onde <...> denota média térmica candnica.Esta equaciaoc tem a
forma:
u(K")y g’ = v(K) p (6)

ao qual u(K’) e v(K) sao fungbes explicitas gque aparecem guando nos
impomos a eq.(5).
A relagao de recorréncia entre XK ¢ K’ é encontrada dz maneira

padrao,a saber,preservandc a fun¢ao de correlagdo entre as raizes,

(terminais 1 e 2 da fig.l),de ambos os grafos.Em outras palavras
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nés impomos que, (digamos para a fig.la),

— ’ = - ’
exp (~BH’ ) Tr  exp(-BH__ ) (7)
o .o
3’ 4
onde }ﬂz e H}B§ sdoc respectivamente as Hamiltonianas associadas
com os clusters pequenoc e drande. Esta equacdoc fornece a

recorréncia gque nés estdavamos procurandce, a saber, a edq.(3).
Resumindo, eqgs.(6) e (3) dao a renormalizacao no espag¢o (K,u), que
por sua vez nos permite calcular a magnetizacéo atraveés da eq. (4).
Por uma questdc de clareza, ilustramos na fig.(la) varias
quantidades relevantes aparecendo no calculo. As disténcias
quimicaé entre os terminais dos grafos pequenc e grande séo
respectivamente b = 2 é b’ = 1,assim, o fator de escala vale B =
b/b’ = 2. A dimensionalidade fractal intriseca da rede hierarqguica
é dada, (veja ref.[7] &« referéncias que se. seguem), por df.:
In5/.n2; consequentemente ¢ denominador aparecendo na eq.(4) é

dado por Bdf = 5.
A extensao do procedimento acima para uma situacic de campo

ndo nulo é-simples. A eg. (6) é generalizada para:
u(K’,H") u’ = v(K,H) u . (8)

e eq.(3) é generalizada para:

K" = £(K,H) (9)
H' = g(K,H) (10)
onde o campo adimensional H € dado por H = gh (h & o campo
externo). Noés podemos evidentemente verificar gue u(K’,0)=u(K’),
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V(K,0)=v(K), f£(K,0)=f(K) e g(K,0)=0. Egs. (8)-(10) juntamente com a
eq. (4) fornecem a equagao de estados M(K,H). Através de derivacéao
com respeito a H, nés facilmente obtemos a susceptibilidade

isoctérmica k.

Vamos agora retornar a fig.la. As Hamiltonianas adimensionais

sao dadas por:

gs -1
-2 o
- - T * r
B[, = K 8 4 X g - T + K! (11)
1 2 i=1
5 4 qao_ -1 ,
-BH = gKI & o tH ZC g -1 (12)
1=1 i ] i=1
onde: ¢ = 0,1,...,g-1, KD' é uma constante aditiva, (necessaria
1
para satisfazer a eg.{7)) e {Ci} saoc os numeros de -coordenagao
(C1=C2=2, C3=C4£3). Nds introduzimos nas egs.{11l) e ({12),as

variaveis aleatdrias gue conduzem ao pardmetro de ordem do modelo
de Potts (q<60 O>—l)/(q—1). Ls fungées u(K’',H’) e v(K,H)sao

determinadas pela tabela I. Egs.(9) e (io) tornam-se:

R R
i 00 11
()]
q R, (13)
e
g -1 Roo
H = 24 . 1n [ —-ﬁjj_ ] (14)
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onde:

C

— _‘3
Rm)= exp[5qK+2(Cl+ CB)H}+2(q—l)exp[2qK+(zcl+ C3— g- 1 JH)
_ c.
+(g-1) {exp[gK}+g-2)exp[2(C - a4 -1 YH) (15a)
c,

Rm-s exp[BqK+(C1+2CB- q_l_)H] Cl c,
t2{expl2gKit(g-2)exp[aK]texp[(C +C - o5 - o7 )H]
+{exp[3gK]+3 (g-2) exp[gK]+(g-2) (g-3)]

CE CB
X exp(h(C - o3 = 2577 )] (15b)
Cl
R11 = exp[gK+H(-2 =1 +2C3)]
C c
1 3
+2{expl[2gK]+g-2}exp[H(-2 g-1 = g-1 + CB)]
H{exp[5gK]+2 (g-2)exp[2gK}+ (g-2)exp[gK]+(g-2) (g-3)}
H
X exp[-2 Py (c1+ca)] (15c)

Antes de terminar essa segao, voltemos ac casco geral
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estabelecamos uma férmula util para o cdlculo do expoente critico

7. Usando as egs.(4) e (8) ndés obtemos:

s
(16)

M(K’,H’) B
M(K,H) ~ 1(K,H)
onde,
v (K, H)
1(K,H) = - . 17
' u(z (K, 5,9 (K, H)) (17)
TABELA 1~ . Estabelecimento da eq. t.) para o ferromzgnetoe de Pottr
q} = g-1, + = 1,2,3
1
{a} <m> = {2n’expigk'+2H'1+m’ (1 - 7 _ }(g-1}
grafc pedquUenc 1 q-1
¥ expf{H' (1 - _1 V1Y lexp(gh'+2R )
7 . 1
+(g-DexplW (1- —™ }13}
g-~1
<> = (2(C +C Imi{g-1)explSqR+2(C_+C_JH]
grafo grande 1 3 1 3
C C
3 3
+(2C +C - 7 Im2(g-1)lexpl2qk+{(2C +C_~ — JHI+...}
i 3 g-1 1 3 g-1i c

3

/{exp[5qK+2(C_+C_JKEI+2(gq-1)explagk+(2C +C_- —~ JHl+...}
1 3 13 g-1

{a) Configuracoes Pesos
do graefo pegueno
to
!
: explgh - 2H] 2
te
te
i H b
exp H - — R
9Oy g, Py
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TABELA I{CONT.)
{a) Configuracces Pesos
do grefo pequeno
@ PSR < A0+ CoH)
3 Fa C,
g 37‘{.‘3“1";3‘/}\"“:’(;*(a"(;')H]
v . ¢ i
Ly expigh) =g g toap 210 - — JH,
[ -
¢ .
@ cxp{?«qh’ -l - — - 2‘('_]H%
4 gl
A SiapiToh sy ook
. earbic -0 -0 - oo Y
fapiagh] - Sgeaplgh- gegd
: i ¢ 2. 1
rowe 0 -~ - TR
N (1 L‘( A
' ‘!A—'( W | 1
EXpy ¢ - Zf -'('»Hj
f (. i
_@ Teapilohle gt c-xr‘i( R ('lH_r
Tenmifgh - 2g expllgh) - g oxplgN]- g.¢
i H
éES;> renpt - O = 0 b
{ g |
0 simbolo * eignifica todos os (g-2)
u F o " "
Lo IS} L
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e -
f.f‘
. ¢ .
(¢.- —=-2¢.1
g.
{ - f
e -« _—
‘ ¢ 2¢
e - — — iy
¢ 7 )
¢ .
- = -20.1
g
He {.
(- — - — -l
o q
— 40 - (.
¢
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Diferenciando a ed. (16) com respeito a H e entdo tomando H= 0 nds

obtemos
X (K’) B
2x(X) T TI(K,0)ag/eHl___ | (18)

Na vizinhanga do ponto critico K nds temos:
C R

Y (K*) K=Ky v
- K-KC] (19
como (K’-—K)/(K—Kc)z{a‘f(K,O)/BK]C tem-se:
Gf(K,0) 4 ¢ B¢
——— = (20)
[ 5K ] . 1(K_,0)a9/HI
< . H:OC
assim:
l(KC,O)Bg/aHIK:
. H=0°
1n [
Bd
¥y = (21)
In ( 8f(X,0)/0K | )

c

3 .RESULTADOS
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3.1 0 ferromagheto de Potts

Para calcular a susceptibilidade do ferromagneto de Potts,nos
usamos as transformacdes do RG indicadas na fig.la,e assumimos
gue,0s campos externos- sao proporcionais aos numeros de coordenagao
[2,8,9]. Nos apresentamos na fig.2a, o resultado para q = 2, (para
ambas as fases order.ada e desordenada),para valores tipicos de H,
e, na fig.2b, o resultado para H = 0 e valores tipicos de g. N&s
apresentamos, na fig.3, a :ependéncia em g, de y. Em particular,
para g = 2, nés obtemos ¥ = 2.31,que reproduz © valor associado

'por Melrose [8], a rede hierarquica ponte de Wheatstone.

LGS sz (b}

Ht0® 15 ;\--q:*

{a)Comportamento dz susceptibilidade comc funcao de temperaturs,para
valores decrescentes do campo; (b}logaritme da susceptiblilidade a campo

nulo,como funcao da temperatura.
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ylg)

0 expoente critico ¥ como funcaoc do numero de estados do modelc de Potts.
No ilmite gow, ¥ tende para B'mEO.'d {linha trace jada).

av2f +y

[}
'

G teste dz relacao de escalea de Rushbrocke para varios valores do mode

io de FPotts de g-estados.

Vamos agora considerar a lei de escala de Rushbrooke, a saber

o + 2B + ¥ = 2, onde a e B sao os expoentes criticos, associados ao
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calor especifico e a magnetizagdo respectivamente.Nés queremos
checar se o calculo presente satisfaz esta relagao de escala. Nos
obtemos «a(qg) da relagao 2 - o(g) = dr v{g) onde df = 1nb5/1n2 e
v(g) fol calculado na ref.[4], e referéncias gque se seguem. NoOs
usamos agqui o f(g) obtido também na ref.[4], e 7¥(g) do presente
calculo. Os resultados estao apresentados na fig.4. Nos
notamos,para valores de g # 2, uma peguena violacéo da icualdade de
Rushbrooke. A razao para :sso nao é de todo clara, mas sSupomos,
estar relacionada'é hipétese, (estritamente nao verdadeira),gue nos
fizemos ao qual as magnetizag¢des locals sao proporcionais aos
ninmeros de coordenagao.

3.2. Antiferromagneto de Ising

Para discutir o antiferromagneto no caso g = 2 noés usamos a
transformagac do RG indicéda na fig.lb [10]. De fato, a fig.la nao
preserva o estado fundamental de um antiferromagneto, a distancia
quimica entre os terminais -da fig.la é um nhumero par, enquantd
gue a da fig.lb é um nﬁmefo impar. Nés apresentamos na fig.5 a
susceptibilidade na fase paramagnética para valores tipicos de H.
Para realizar os calculos,ndés usamos o diagrama de fases T VS. H,
indicado na fig.6 [11]. Para calcuiar a susceptibilidade na fase
ordenada, nés devemos conhecer as eguagdes de estados assocliadas, as
quais ndo foram calculadas até o ﬁomento.Se noés denotanos por Tm,a
temperatura para gqual um nmaximo ocorrerpara a susceptibilidade a
campo nulo, nossos resultados fornacem Tm/TC = 1.5, que
aproximadamente coincide com o resultado de expansao em série para

a rede guadrada, calculado por Fisher e Sykes [12].
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04-

A susceptibilide-: na fase paramagnetica para valores tiplces deo campo,
para o antiferrcomagneto de Ising.

Nés gueremocs agora exibir, a influéncia dos pésos locais
dentrc do presente procedimento do RG. Para fazer isso, noés
estudaremos o diagrama de fases T vs. H. Nos atribuiremcs o©s pésos
(¢,,C,,C,),a0s sitios do cluster como ir. icado na fig.lb. O
diagrama de fases correspondendo a hipotese de proporcionalidade
des campos externos localis com os numeros de coordenacio, (isto
é,(cl,cy(%)=(3,2,4),é mostrada na fig.6, e os dlagramas de fases
_corréspondentES a cutras escolhas tipicas,estac mostrados na fig.7

juntamente com seus fluxos.

35



»r
-

B

: {11]
Diagrama de fases para o antiferromagneto de Ising, correspendendo a
escotha {ci,c ,c_¥=4(3,2,4).
IH1-

F

AR AY

ce SEALRLY

—

Dlagrama de fases correspondendo & outras escolhas tiplcas de pesos, jun-
tamente com os fluxos.C diagrame correspondente acs pesos (3,2,3} apre-
senta alem do ponto fixo trivial (2.26,0}, o ponto fixo (1.33,0.68).

O ponto T = 0 da linha critica no plano T vs. H pode ser
obtido ou por uma extrapolag¢doc numérica (T - 0) da linha T = 0, ou
por calcule direto através de considera¢bes de energia dos

possivels estados fundamentais. Esses dols procedimentos devem

resultar no mesmo valor.Entretanto ,dentro do presente RG, isso so
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ocorre unicamente para os valores (Ci,CZ,C3)=(3,2,4), que esté
consistente com a hipétese andloga de proporcionalidade que nds

fizemos para as magnetizagbes locais.

4 .CONCLUSOES

Formulamos um grupo de renormalizagdo no espacgo real que, pela
‘primeira vez, evi tando o cdlculo da energia livre,‘
permite-nos um estudo simples da susceptibilidade magnética e seu
expoente critico 7. 0O metcdo ¢é Dbaseado na inspecao das
configuragdes microscoépicas de pequencs grafos. Operacionalmente
falando, © <céalculo ¢é tao simpies guento aquele de campo
médio.En t retanto, ele nos fornece para temperaturas. e campos
arbitrarios, resultados néo triviais que podem ser sistematicamente
melhorados (basta aumentar o cluster).

Nos aplicamos o procedimeﬁto para calcular a susceptibilidade
e f da rede hierarguica ponte de Wheatstone assumnindo irnteracoes
tipo Potts de g-estados ferromagnéticas. Diferentemente do caso da
rede hierarquicé Diamante [13],no0 nosso caso a divergéncia da
susceptibilidade ocorre somente na tamperatura critica. A validade
da igqualdade de Rushbrooke fol enfocada. PFara g = 2 nés
recuperamos © valor para 7y disponivel na literatura,que &
consideradc ser exato para redes hierarquicas.

além disso, nos calculamos a susceptibilidade associada com a
fase paramagnética do antiferromagnetc de Ising (g = 2),bem como,

a linha critica correspondente no plano fT,H). A influéncia dos

pésos dos campos locails fol também exibida.
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CAPITULO II: Comportamento Critico do modelo n-vetorial discreto,
em todas as regides do espaco de parametros numa rede

hierarguica planar auto-dual

1.INTRODUCAC

0 modelo cubico,tem sido usado [1) para.descrever transicgodes
de fase estrutural e magnética,que ocorrem em alguns compostos de
terras r'aras.Aharony, propos [2] uma versao estendida desse
modelo,dagui para frente chamado por simplicidade de modelo
cubico, que apresenta varios casos limites interessantest (como
serao vistos na secao II). Esses modelos tem sido estudados uSando
muitas técnicas-diferentes, como teorias de campo médio [1] ,RG
de decoracao (21, RG Niemeljer e van Leeuwen (3], RG
Migdal-Kadanoff [{4], RG variacional [5], invariancia conforme [6],
RG Monte Carloc [7] e RG due preserva a funcao de correlacaoc [8].

Em todas essas abordagens, somente uma regi&oc restrita do
espago de 'pardmetros tem sido 'estudada,a saber, a regiaoc con
parametros positivo s .Neste +trabalho, nés iremos estabelecer,
usando técnicas de grupo de renormalizagac no espaco real, o©
diagrama de fases e alguns expoentes criticos do modelo para todas
as regides do espaco dos parametros, Para tal, ndés usaremos uma
rede hierarquica conveniente.

Para estabelecer as equacdes do RG, noés desenvolveremos para
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o modelo cubico,um método operacicnalmente facil, (referido como o
método do corte colapsoc (BCM)),que subsititui a operacédc de trago
por coperacdes topolégicas simples em alguns grafos. Este tipo de

procedimento,tem sidoc muito util numa variedade de problenas,

(modelo de Potts [9], rede de resistores [10], percolagaoc
direcionada [11], mcdelo Z(4) [12], modelo Z(n) [13] entre
outres). Aqui,nés apresentaremos © BCM e o aplicaremcs aoc nosso
problema.

2.MODELO E FORMALISMO
0 modelc cubico ¢ definido pela seguinte Hamiltoniana de

interacac adimensional entre os spins 1 e j:
=
B¥ = -nK s, . g, (1)

onde 8 = l/K;F, K € R e o spin s, em qﬁalquer sitic é um vetor
unitaric de n-componentes gque pode apontar ao longo somente das
seguintes 2n-diregbes ortogonais (¥1,0,...,0) ou .(0,¢1,0,...0)
ou...ou (0,...,0,¥1). Esta interagaoc & uma versao discreta do
modeloc n-vetorial classico.C modelo que noés iremos considerar
aqui,é uma versao generalizada de (1),gque contém uma interacgao
quadrupoclar além da interagac dipclar (veja por exemplo [2]).
s o s
Bij'= -nK si.s} -n’L (si.sj)2 (2)

Uma motivacdo direta para se estudar (2),ac inves de (1),¢é due

o termc de interacdc quadrupolar é gerado sobre as transformagées

do grupo de rencrmalizagao, mesmo se partimos da
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Hamiltoniana (1),enguantce gque a Hamiltoniana (2) ¢ fechada sobre
RG.

0 modelo descrito pela. Hamiltoniana (2), daqui para frente
designado come modelo ctubico, contém como caso particular, muitos
modelos interessantes: (i) no limite n » 0 ([3]), ele reproduz a
estatistica grand-candnica de um self-avoiding walk (SAW) com
fugacidade K; {ii) para n = 1 nos temos o modelo de Ising de spin
1/2; (iii) o caso n =2 ¢é o modelo simétrico de Ashkin-Teller (ou
equivalentemente o modelo Z(4) )} (iv) se nLk = K, nos recuperamos .
o modelo de Potts de 2n-estados com constante de acoplamento
adimensional 2nK; (v) se K = 0 nos temos o modelo de Potts de
n-estados com constante de acoplamento adimensional n°L; finalmente
(vi) o limite nL/IK|] » ® (com K finito) recupera,para todos os
valores de n, o modelo de Ising de spin 1/2 com constante de
acoplamento adimensional nK.

Nos estudamos o medelo cubico na rede hierérquica gerada na
forma padrao, (era fig 1), onde cada ligacao do cluster ¢é
substituida,na proxima hieraquia, por todo o cluster.Esta célula
particular,é uma exelente aproximacao para a rede gquadrada ([14])
por causa da sua auto-dualidade e também porque ela, cqrretamente,

preserva, sobre RG, o estado fundamental antiferromagnético.
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Iteracac que gera a rede hiercrqguica (e e o resbectivaﬁante denctam sitios

interno ¢ terminal dos grafos.

Agora, com o objetivo de estabelecer as equagdes de
recorréncia do RG nc¢ espaco (K<L),noés imporemos a preservagao da
funcdo de correlacao entre as raizes do grafos mostrados na
fig.1,isto é:

exp (=BH')= _Tr exp (-B¥) (2)

sitios
internos)

onde ¥/ e ¥ sao, respectivamente,as Hamiltonianas associadas com
os grafos pegueno e grande, (de fato deve ser incluido uma
constante aditiva em ¥H’").

Embora facil,em principio, a operagdo de trago indicada na

eg.3 € muito tediosa e nos n&o a realizaremos agqui. Ao inves
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disso, nos _szremos o BCM gue passamos agora a descrever.
’ g p

0 estzzslecimento do BCM segue dois passos:1l)definicgao de
varidveis c:zrvenientes, (transmissividades), relacionadas com as

constantes <Ze acoplamento do Hamiltoniano; 2) um conjunto de
algoritmos & serem aplicados no grafo particular que nos esﬁamos
interessadcs.

Vamos rrimelro introduzir uma variavel de ligac¢ado conveniente
fa tranémissividade [81) para o modelo cubico, a saber t = (t1’tﬁ

onde,

1 - exp(-2nkK)
£ = (4a)
1 1+2z ‘n=-1)exp{-n(K+nL) J+exp (~2nK)

, 1 -2exp{=-n(K+nL) }+exp (~2nkK) | | (4b)
tz = 1=-Zin-l1)exp[-n(K+nkL) ]+exp (-2nkK)

Agora,considere um grafo de duas raizes, (dois sitios terminais),

arbitrario,cuja,transmissividade equivalente nos denotamos por:
() (G) (G) () {1)
t = (t1 ' t2 } com t? ({t " "})
(1)

NE({t“)})/NA{:t(“}), {({=1,2) onde {(t '} denota o conjunto de

il

transmissividades respectivamente assoclados com as ligagdes do

grafo e N;agt(”}) & NO({t“)}) sao polindmios multilineares da
forma 2 - Bt + ct™ para a dada ligagdo J escelhida
arbitrariansnte; A, B, e C dependem do conjunto de

transmissividades, {denotado por {t“)}’), das ligag¢bes restantes

(isto &, ¢ conjuntoe {t“)} excetuando tu)). A realizagaoc de trés
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(p) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

N = N N +n N N, «(n-1) N N (8a)
0 0_ (o] i 1 2 2

(p) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (1) (2}

N =N N +N N «(n-1)t N. N +N N_ I (8b)

1 (o] 1 0 1 2 i 1 2

(p) (1) (2) (2 1) (1) (2) (1) (2)
N, = N N, +N N, .nN N +(n-2)N, N, (8c)

como exemplo, considere duas ligagbes com as repectivas

transmissividades;

Nt ‘ N N
i 2 1 2

g ( ) ) and g ( ’

N N(]) N(Z) N

o] Q 0 o]

Se elas ec aoc arranjadas em série, usando (5) e (7 =a

transmissividade equivalente & dada por:

-

N @ (2
g ¢ @ @

1 i 2 z

)

Por outro lado,se elas sdo arranjadas m paralelo, usando (5) e

(p)

(8) a transmissividade equivalente . dada por t = (t(ph
1

(p)
tP

Y onde:
2
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(1) (2)

e £ ey e e P - e
) 1 1 : 2 1 1 2
t =
! 1 o4+ Ne e ey D2
1 1 2 P4
ey £ 4 g D@, gy Ve (2
(0 2 2 1 1 2 2
t2 =
' 1 o+ neDe® (1)_t(2)

+ (N-1)t Ve
1 1 2

2

Tendo resolvido todos os arranjos, série e paralelo do ,gfafo
original, nods escolhemos gqualgquer ligagao, (denotada por t(”}, do
grafo agora simplificado, (o0 resultado n&o depende déssa'escolha},
e realizamos és operagoes dg corte ,de colapso e de pre-colapso.
Eritdo, uma vez mails, nos usamos (7) e (8) para as novas-ligagées
em série e paralelo que resultaram das cperagdes acima. Nesse

estagio,a transmissividade do grafo €& dada pelo conjunto de

polindémios:

C
24

JFC

N o= (1=t R 4 e e 2
o 2 o 1 2 [44

i (a = Ollfz) (9)

onde {Nas) refere-se a transmissividade do grafo obtido atraves
da operagao de corte; similarmente,{NaC) refere-se a
transmissividade do grafo cobtida através da operagac de colapsoc e
{Namﬁ refere~se a transmissividade do grafo resultante da
operagao de pré-colapso.

0 procedimento acima € repetido até gque, finalmente, scbre

apenas ligagdes pré-colapsadas.F para resolvé-las, nos usamos,

N =n ; N =0 ; Nz = n (10)
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onde kK é o numero ciclomdatico do grafo,isto é,kx = (numero de

ligagdes) - (numero de sitios) + 1. Aplicando este procedimento &

fig.1l nos obtemos:

t(G) - N(G)/ N(G) and t(G) - N(G)/ N(G) (11)
1 1 0 e 2 0

onde:

(c) ' ' 2, 2 2 2.2, .22
= - +(n- +
N1 2x1x2+2(11 l)x1x2y1y2+t1(x1+x2) (ry_l)‘tl[xly2 X2y1]
2 2
+(n-1)tﬁ[2x1y2+2x2yl]+(n 1)t2[2x1x2y1+2x1x2y2]

+(n—1)(n~2)t2(2xﬁ%yﬁg).

(c)y_ 2. 2 - 2.2 2 2
N2 —nxix2+2y1y2+2 rztlxlx2 (y1+y2) +n(n-1) t2x1x2+t2 (y1+y2)

+(n-2)t_(2y y,+2Y.¥,) -

() 2. 2 2.2
N0 _1+nx1x2+(n 1)y1y2+2nt1_x1x2+2.n(n l)tlxlxzyly2

2. 2 2.2
n(n~l)t2x1x2+2 (n—l)tzyly2 +(n-1) (n-2)t2y1y2.

com,

= 2 = 2 -

Xl t ! yl t2 '
) 2t1+2(n-1)t1*_c2 _ _ 2t +nx +(n-2)y,
z 1+nx3+(n—1)y1 ' Y, l+nx3+(n~l)yj
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Agora,identificando t“ com t’,(a transmissividade renormalizada),
(11) nos da as relagdes recursivas do RG due nos estavamos
procurando. Adqui 'nés_ enfatizamos gue obtivemos as desejadas
equacées do RG usando,exclusivamente,os algoritimos estabelecidos
em (7) , (8) e (10), juntamente com as definigdes (5) e (6).
Assim,realizando apenas operagbes topoldgicas numa célula

elementar da rede hierarquica,ndés evitamos realizar a tradicional,
‘porém tediosa, operagdo de trago indicada em (3). As provas
associadas com o BCM foram apresentadas por de Magalhaes e Essam ha
ref.[15]. Para n fixo, o fluxo no espag¢o (K,L), (ou equivalentemente
no espago (ti,tz)),determinaréo o diagrama de fases bem como as
classes de universalidades.

Os expoentes criticos (térmico (v) e de crossover (¢)) sao
obtidos 1linearizando (11) nas vizinhangas dos pontos fixos
instaveis.Denotande os auto-valores da corréépondente matriz
Jacobiana por 11 e KE nos temoé:

(1) A, > 1 >a para pontos fixos criticos (semi-estaveis)

v =1nb / 1n A, (12)
onde b &€ o fator de expansio linear (b = 3 para fig.1l);

(ii) ' A > 1 e A, > 1 wara pontos fixos
multicriticos (completamente instaveis),

v_= In b / 1In AS (s=1,2) {13)

¢ = 1n a_/ 1n A (14)

48



onde Az denota aguele auto-valor gue, a medida gque n varia,tende

a 1 enguanto A permanece maior que 1.

3.RESULTADOS
Os diagramas de fase para valores tipicos de n, estao
mostrados nas fig.2(a)-(d) (respectivamente correspondendo a n =

1,2,3 e 15).
(g} f

Y 4
F— > >—F
A t A
£
& o ; !:' v

¥/

¥

-4 ¥ a-J [ 2 4 . f

T . J\

Diagrama de fases no espzco {(t ,t ) para:{aln=1, (b)n=2,{c)n=3 e {d)n=15.
As setas Indicam os fiuxos do RGC, e indicam respectivamente os pontos
fixos estaveis e intaveis.A linha t :t2 corresponde ao modelo de Potis
de 2n-estados.A reglao pontiihada denota 2z regiac nao fisica do espaco

de parametros.
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L=

Diagrama de fases no espaco (1/K,nL/K) para: (ain=1, (bln=2 e (cln=3.

As simetrias que nos observamos na figura 2 e 3 vem do fato que ,
para os grafos da figura 1 com a Hamiltoniana (2), os casos K > 0O
e K < 0 s&o isomorfos. Desde que K e L sao quantidades reais, a
regiéo fisica no espago (tﬂté) satisfazem simultédneamente

1+nt1 + (n—l)t2 = 0 ; 1—nt1 + (n-l)t2 = 0 ; l—t2 = 0 (15)

Nossos resultados para n = 2 recuperam precisamente agqueles
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de [l16]; eles sdo consistentes com os resultados de Monte Carlo
disponiveis [17]. © diagrama de fases exibe as cincc fases
seguintes: (i) fase ferromagnetica, denotada por F (<S:> = 0 e
<(Siﬁa>¢0);(ii)fase antiferromagnética,denotada por AF (<§> =
—<S;>¢0 e <(SAﬂ2>=<(SBﬂ2>¢O, onde A e B s3ao as sub-redes
vizinhas mais proximas);(iii)fase paramagnética,denotada por P
f<S:>=<(S:)2>=O);(iv)fase intermediaria-1,denotada por I .Nela o
sistema escoclheu um dentre o: n-eixos (i.e,uma dada diregéo),mas
nao um sent.do dentro dele;(v)fase intermedidria-2,denotada por
Iz.Nela também,cada spin escolheu uma dada diregdo (mas nac .um
sentido nela) ,entretanto aqui,cada vizinho de um dado spin,escolhe
uma diregio ortogonal a ele.

Para n > n = 2.4 a fase I2 desaparece. O diagrama de fases
para n = 1 (modelo de Ising) exibe uma linha critica nao fisica,
a saber aquela P-I, que deve ser considerada comc um resultado

s . B
espurio do método'

}que fornece.um limite n+1 diferente doc caso
n=1.

A situacgdo genérica para as 1linhas criticas para valores
arbitrdrios de n, exibem <inco pontos fixos fisicamente nao
equivalentes,a saber o Potts ferromagneticoc de n-estados AE((tl,tg
= (0,1/( n +1))),0 Potts ferromagneético de 2n-estados Bz(t1= t2 =
1/(..n +1)),0 Ising ferromagnético CE((tﬂti)=(i2 -1,1)),0 cubico

ferr o m a gnético D=((t ,t)) = (tlc,t;), onde (t1°,t2°) varia
continuamente com n ) e © Potts antiferromagnético de n-estados
EE((ti'tZ) = (O,t;F), onde t;'lr varia continuamente com n.Na

takela-I,estdo representados,para vadrics valores de n,os expoentes
térmicos dos peontos fixos Potts de 2n-estados e cubico de

n-estados.
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Outro fato a ser mencionadc € que para n = n" e B, o ponte
fixo do ferromagneto de Potts de 2n-estados e o ponto fixo cubico
ferromagnético colapsam e mudam de establilidade. Os expoentes
criticos térmicos e de crossover, (v e ¢ Yrespectivamente), séc
mostrados na fig.4 para o Potts de 2n-estados e o cubiceo estendide
ferromagnético. Em particular, no limite n » 0 (SAW), nos temos que

v_ = 1n 3/1n(69-16 17) = 0.99.

ic!

w
T

[N
T

X0

| ! A 1 |
¢ 5 kI8 1% Z it

-~

Dependencia com n do expoente critico termico V' e de crossover ¢>: {a)modelo

de Potts de 2n-estados; (b)modelo cubico estendido.
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TABELA-1

n Potts (2n) Cublco(n)

. 264
. 650
. 369
. 226
. 169
. 0BO

1 .011
1

1

1

1

1

1.027

o]

o

o

.123
.369
. 497
. 369
. 135
. 046
.926
.863
.819

R -
O O C o O N o=

. 226
.BGO
.B24

[
(5}
Q

D QO O - P e = e e s

20.0

Expoentes criticos termicos para os ponteos
fixos Potts 2n-estados e Cubico n-etados,

para alguns valores “de n.

4 .CONCLUSAO

Nés consideramos, dentro do esquema do RG no espago real, a
criticalidade do modelo cubico estendido numa rede hierdrquica
planar ,auto-dual, para todos os valores das constantes de
acoplamento. A renormalizagdo deixa o modelo cubico estendido
invariante, assim,todos os result dos presentes,sao exatos para a
rede hieréﬁuica; e acreditamos ser uma boa aproximagéo para a rede
quadrada,(desde gue transi;ées de fase de primeira ordem néao
estejam envolvidas). Para n = 2 NOSSOS resultados s&o consistentes
som a abordagem de Monte Carlo.

Também verificamos duas propriedades interessantes do modelo
a medida gue o numero de estados varia, a saber:

(i) © ponto fixo Potts antiferromagrético de n-estados varia
continuamente com n, desaparecendo para valores de n > n o= 2.4;

em outras palavras, a fase I2 desaparece,

(ii) Os pontos fixos de Potts 2n-estados e cubico moven-se em

L

direcdo um ao outro, finalmente colapsando para n = n & g e
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intercambiando estabilidade dai para frente.

Vale a pena ressaltar agui,a semelhanga numérica entre os
expoentes critices dos pontos fixos Potts de 2n-estados e cubico
de n-estados,para valores de n superiores a n**;No presente
momento,ndo podemos excluir a possibilidade que, tais pontos,para
tais valores de n,pertengam a mesma classe de universalidade.Este
é sem duvida, um ponto interessante a ser Qerificado noutre
oportunidade.

Alem disso, nds estakelecemos um novo méodo, mais simples do
gue a‘ operagdoc de trago, para calcular a transmissividade
eguivalente para um grafo arbitrario de dols terminais. Usando

este método bkaseado em operac¢des topoldgicas em grafos, tornam-se

trataveis os RG’s base:tdos em clusters relativament< grandes.
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CAPITULO III: Superficie critica do modelo cubico ferromagnético
diluideo temperado numa rede hierdrquica planar

auto-dual

O modelo cubico estendido ferromagnético, (ou ferromagﬁeto
discreto n-vetorial), tempefado ' com diluicdo de sitios foi
estudado em detalhes [1] no gue concerne a sua criticalidade
.(diagrama de fases, classes del universalidade, expoentes
criticos). A técnica wutilizada foi o grupo de renormalizacédo
variacional, e permitiu a exibigdo de um rico diagrama de fases
bem como de uma linha fixa nédo trivial associada com o modelo de
Ashkin-Teller.Contudo, a precisdo dos resultados numériccs
~ (particularmente agueles - corre: sondendo a supérficie criti:a)
tendem a ser um tanto grosseiros.

No presente trabalho nos focalizaremos nossa atencéo né
determinagcdc da superficie critica do problema ainda temperado
porém agora com diluicdo de ligacoes para © mesmo sistema. Como
verificaremos adiante, o célculo fornece resultados cuja preciséao
¢ presumivelmente bastante boa, .a despeito da simplicidade do
método.

0 modelo cubico estendido,temperado com diluicdo de ligacgoes

é definido pela Hamiltoniana adimensional

-R¥

1l

NK T s.s + N°L T (5.5) (1)
J

<i;i> i j <i, j
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i

onde g JJQ%T, <i,j>» percorre todos o0s pares de sitios
primeiros-vizinhos, o spin S, em qualguer sitio, ¢ um vetor
unitario de n componentes que pode apontar ao longo de 2n diregoes

ortogonais como definido no capitulo III; K e L sdo variaveis

aleatérias acopladas satisfazendo a seguinte lei de distribuigédo
P(K ,L ) = (1-p)3(K )8(L ) + pS(K -K )8 (L -L ) (2)

COom KO > 0 e KO + nlb > 0 para garantir que o estado fundamental
seja ferromagnético. Usando a variavel transmissividade do modelo

cubico, podemos reescrever a edg. {2} como:
- _ _4 0 .0
P(E . E,) = (1mP)3(E,)3(t,) + p3(E ~E)a(t,~t,)  (4).

Para discutir a criticalidade deste sistema,nés devemos agora
construir as equacdes do RG no espaco real seguindo ac 1ongo
das linhas estabelecidas na fef.{B]. Este tipo de abordagem tem se
mostrado util para uma série de sistemas similares. A aproximagao
consiste em trocar a rede quadrada (nosso interesse primeiro) por
uma rede hierdarquica auto-dual ponte de Wheatstone (veja fig.l). E
exatamente esta dualidade que, juntamente com outros ingredientes
do procedinento, garantirdc alta precisdo aos resultados do
diagrama de fases.

Se nés assoclarmos com cada uma das cinco ligagodes do grafo da
fig.1 a distribuicgao dada pela eg. (4), nos opbteremocs
uma distribuicido global gue denotaremos por I@(tl,tz). Esta
distribuicéo ¢ mais complexa do que aquela bindria. Nesse momento

introduziremos uma segunda aproxXimag¢ao, a saber,ndés usaremos &ao
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invés de Pu(t“té), a seguinte distribuigdo binaria renormalizada:

Pt ,t)) = (3-p')8 (L )8(t,) + P'S(E ~t])S(t ~t0")  (5)

Iteracac essociada com a porie de Wheatstone {e e o denotam respectivamente

os sitios Internos ¢ terminals dos grafos).

' [
Para obter (p’,tf ,t;

seguinte conjunto de equagbes:

p’ = 2p° - 5p' + 2p° + 2p° (6a)
I —
< t1 >pt = < t1 >?w (6b)
¥ —_
<t >p' =< t2 >?b (6c)
onde <...> denota o valor médio usual. Notemos gque

) como fungao de (p,tf,téo) nés impomos ©

a

eg. (6a) nada mais ¢ do que a relagao de recorréncia usual para a

percolagdo de ligagbes, associada com o grafo ponte de Wheatstone.

Eg. (6b) e (6c) podem ser explicitamente resolvidas resultando,

of 0
t1 B Fi(p'tl

o! o
t2 - Fz(Pftz

E0) (7a) .

o]
) (7b) .

onde F1 e F, sdo fungdes relativamente simples.

Através do uso recursivo das equagbes (6a), (7a) e (7b) ,
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obtemos o fluxo de RG no espago (p,tfﬁtin). No6s verificamos a
existéncia de gquatro pontos fixos relevantes, completamente
estaveis, a saber para (p,tf,t;ﬁ = {(1,0,0) e (0,0,0) que
caracteriza a fase paramagnetica (P), bem como (1,1,1) e (1,0,1)

respectivamente caracterizando as fases ferromagnetica (F) e

intermediaria (I).Relembramos agui gque na fase intermediaria o

sistema escolheu um dentre os n eixos, mas ndo uma diregao
dentro deste eixo. Os pontos fixos intéve:is (tl,tz) no plano p = 1

sdo: Ising ( 2 -1,1), Potts de n estados (0, { 1 +1) 7!

)y, Potts 2n
estados (t;ﬂ%=(f2n + 1)4) e cubico de n estados (que para n = 1 é
(0.41,0.03), para n = 2 € (0.41,0.17), e para n = 3 e (0.34,0.21)).

As superficies criticas para valores tipicos de n estéo indicadas

nas figs.2 e 3.

'
!
!
1
1
r
-
'
'
'
!

-
”
|
-

FigL®L 2

Diagrama de fases dc modelo cublco n=2 com dlluicao de ligacoes.P,F,I,deno
tam respectivamente as fases para, ferro ¢ Intermediaria.; ¢ » denotam res
pectivamenteos pontos fixos instavels,semi-estavels € completamente estaveis.
A regiao abalxo do plano deter: inade peio ponto (p,t ,t2)=(1,1,1) e a reta
que une os pontos (1,1i/2,0) e (1/2,1,1),e proiblda pols al os acoplamentos

K e L tornam—-se Imaginarios.
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AL T

FICURE 3:

Tipicos planos p: (alpara n=2, (b)para n=3.

Da ‘linearizagéo das eqguagdes do RG nas vizinhangas dos pontos
fixos, resulta a matriz Jacobiana gue tipicamente permite-nos o
célculo das inclinag¢des indicadas na tabela 1. |
O fato de gue,dentro do presente esquema de aproxiragao, a

equagéo de recorréncia paré p € desacoplada de taé,t;), torna
nosso procedimento nao apropriado para a discussao das classes de
universalidades, (para a discuss&o desse ponto para p = 1 Vveja
capitulo III, ref.[2] e [4]). Além disso tal procedimento da
origem a um salto artificial no diagrama de fases,prc¢ximo ao ponto
de percolagé&o p = 1/2, (este tipo de dificuldade ja fol encontrado

em abordagens semelhantes [5]).
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IABLE 1

Valcres para

E1LOPL PRESENT RG EXACT
- Btl
Tp [£=F -1 0.45 62 -8
€ » 0.48
]
- Ot,
2p |tcou 0.50 1/2
€= .37
z
8t |
- _ 1
ap lf‘z 0.34 0.30 ?
=02
r4
_ Et‘
ap |- 8- .45 2V /(1437
A ¢ 0.48
(144E)
BL
-__ 1
D t=1'2= 0.39 4/9
173
alguns pontos fixos e respectivas derivadas no planc p=l.

Podemos concluir este trabalho dizendo gue,

simplicidde matem:-
criticas que acreditamos serem boas aproximagdes para a rede
gquadrada,desde que a transigcdo seja de segunda ordem, e a rede

hierdrquica ponte de Wheatstone,para a qual a transigao parece

ser sempre de segunda ordem.
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CONCLUSAO DA PRIMEIRA PARTE

Nés estudamos de maneira unificada, através do formalismo do
grupo de renormalizagcado no espago real, a criticalidade de alguns
sistemas magnéticos discretos em redes hierarquicas pl .nares
auto-duais.

A definigado de nossos modelos classicos em redes hierarquicas
possibilitou-nos a dbtengéo de resultados exatos em tails redeszs
hierarquicas. Além disso, na escolha qu: fizemos das redes
planares auto-duais procuramos tanto gquanto possivel manter as
propriedades fundamentais de simetria pres ntes em redes de
Bravais.

Para o modelo de Potts g-estados ferromagnético na presenga
de campo magnetico externc numa rede hierarquica tipo ponte de
Wheatstone, fomos capaies de calcular, usande grupo de
renormalizagéo, a succeptibilidade rmagnética e seu expoente
critico y. Até onde sabemos esta foli a primeira vez em gue se
obteve a susceptibilidade do modelo de Potts a partir do grupo de
renormalizagao. De fato tal método possibilitou-nos encontrar a
equagao de estado para valores arbitrarios da temperatura e do
campo magnetico e nao apenas agqueles nas vizinhénQas do ponto
critico.

A partir do calculo do expoente critico ¥(g) (que alias para
g=2 recupera o valor disponivel na literatura e gue é considerado
exato para as redes hierarquicas) pudemos testar a validade da
relagao de Rushbrooke, que & verificada para g=2, mas que
apresenta pequenos desvios (nado superiores a 10%) para os demeis

valores de qg. Alén disso calculamos também com sucesso a fase
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paramagnética do antiferromagnetoc de Ising {(g=2) bem comc a
correspondente linha critica no planc (T,H). Para este caso, o
estudo das influéncia dos pésos no diagrama de fases nos sugere
Jue o0s pésos corretos saoc adueles numericamente iguais aos
.nﬂmeros de coordenacgédo da rede.

Nés estudamos também, no dguadro do grupo de renormalizacdoc no
espag¢o real, o comportamento critico em todas as regides do espacgo
de paradmetros de uma versido estendida do modelo n-vetorial
discretoc. De fato obtivemos para o numero de estados (n), a
evolugao do diagrama de fases bem como & dos expoentes criticos
térmicos e de crossover.

Para formular as eduag¢des do grupo de renormalizacdo no
espago real, desenvolvemos aquili um método topoldogico mais simples
qﬁe a operagadc de tragoe e dque permite calcular a transmissividade
equivalentg para um grafo arbitrarioc de dois terminais. Nossos
resultacoas foram comparados com adueles obtidos por outros métodos
(Monte Carlo, por exemplo) e se mostraram bastante consistentes.
Além do mais valc a pena ressaltar que até onde sabemos esta foi a
primeira vez que se abordou todas as regides do espago do diagrama
de fases (incluindo a fase antifefromagnética entre outras).
Novamente aqui a nossa escolha de rede hierargquics auto-dual
preserva as simetriss da rede gquadrada, portanto acreditamos
serem oS nossos resultados boas aproximagdées para tal rede de
Bravais.

C método de corte-colapso desenvolvido para o modelo cubico,
nos possibilita encontrar de maneira simples as equag¢des do grupo
de renormalizacgado,o gue facilita a discussdo do caso de diluicgéo

temperada de ligagdes. Uma escolha muito simples adotada por nos é
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a da preservagao por renormalizagao, do primeirc momento da
distribuigao de probabilidades. Esta escolha, de fato a mais
simples possivel, permite-nos encontrar a superficie critica do
modelo cubice com diluigido de ligagdes com uma precisao
presumivelmente bastante boa, a despeito da simplicidade do
método. Entretanto exatamente por causa desta simplicidade, toda a
criticalidade fica governada pelo plano p=1l. Mas aqui também Vale
a pena ressaltar ser esta a primeira vez em dgque se calcula o
diagrama de fases do modelo cubico com diluigéao de ligagdes usando

o método do grupo de renormalizagdo no espago real.



SEGUNDA PARTE ,

CAPITULO 1IV: cCalor especifico de wuma particula 1livre numa

estatistica de Boltzmann-Gibbs generalizada

I INTRODUCAC E CONSTIDERACCES GERAIS.

Recentemente c.Tsallis"’

propdbs uma possivel generalizacgdo
para a estatistica de Boltzmann-Gibbs. Esta generalizacao -foi

baseada na seguinte expressao r.ra a entropia:

59 .
5P, )
S =k ——
g g-1
onde n percorre todcs os nmicroestados do sistenma, {p i sdo as

respectivas probabilidades e ¢ um numero real gue identifica

diferentes estatisticas; o limite g»1 fornece a entropia de
Shannon S_=*k2}kln(pn). A entropia dada pela Ed. (1) esta
relacionada com a entropia de Renyiw] dada por
in(Zp)
Ixl r
st =k ——— (2)

q g-1

como segue:

In[14 (1-¢)§ /K]

s, /k= T (3)

B . . .
Tanto S guante §  recuperam a entropia de Shannon no limite g-1.
q q
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3 . . .
3] imed i atamente gque S8 R, ¢ uma fungao

q
mondtona de Sq para todos os valores de ¢. Entretanto, suas

Noés podemos verificar

cancayidades podem ser diferentes (este comportamento esta
ilustrado na fig.l para uma variavel binaria,isto e, aquela cujo
numero de microestados & igual a 2). A concavidade em guestao, e
relevante para o _sinal do caleor especifico, pafa valores

arbitraries de g, como veremos adiante.

FIG. 1o

Firoay

R
Conportamento em funcac de p de 5 {a) e § (b) para ¢ numerc de
q q

microestados igual 2 2 e valores tiplcos €7 q.

Para obter a distribuicdao de equilibrio, foi adotado na

Ref.[1] o procedimento variacional padrdoc com a entropia dada pela

Eg. (1) e assumindo Zpe como energia interna (generalizada),
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onde {e ) e O espectro do sistema. Conseguentemente, a
n

distribuicdo canbnica a temperatura T=1/kg ¢ dada''’ por p o
n

1/{g-1)

[1—B(q—1)cn] Se alternativamente assumirmos gue a energia

interna generalizada é dada'™ por

Uq=2npnq8n (4)

a distribuicdao canénica sera dada por

i/{l—qf

[1-B(1-g)e ]
p =
n z, (5)
com,
17(1-g)
2 =L (1-B(1-q)e ] : (€

Esta distribuicdo ¢ representada na fig.2 para valores tipicos de
g. Nos verificamos gque a distribuigdo dada pela Eg.(5) coincide,
atraveés da transformagdc 1-geg—-1l, com aguela associada com a
energia interna Z#%en. |

Além disso,Curado e Tsallis'®  mostraranm gue a estrutura
matematica global de conexdoc da mecanica estatistica usual e a

termodindmica, ¢ preservada através da presente generalizacac. Para

ser malis especifico, eles provaram gue

85 /80 =1/T, (7)
que
U= (8/88) [ (2, 7%-1) / (1-q) ] | (8)
e gue
qu[}q—ﬁfsq (9)
=-kT (2" %1)/(1-q) (10)

Vamos definir o calor especifico generalizado como segue

C =T3S /&T (11)
q g
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Comportamento em funcac de BC de Z p pera valores tipices de g
- .

{esta {figura foil adepteda da correspondente figura de ref.[11}; =

linha pontilhada vertical representa a assintota g=2.

Como T n&o € & variadvel natural de U e Sq, a Eg.(9) implica

q
6F /0T=-S . Derivando uma vez mais temos Bqu/6T2=-éS /6T,
q : q
entdo, usando a definigido dada pela Eq. (11} segue que,
2 2
C=-Td"F /87T .
o q/ , (12)
Tambem € facil mostrar gue
C =30 /oT.
il q/ (13)
Usando as Egs. (4), (5) e (6) nos obtemos
2
£ £
d q " q i
C k= _ %[pn 1-B(1-g)c ]'[?’n‘:n [?Pn 1—{3(1—q)c] (14)
1 (kT) " " n
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Onde segue de maneira simples que

Cq/kzqzl_q< (En~<En>)2>/(kT)2 (15)
com

E=c /[1-B(1-q)c )] (16)

e onde <f(cn)> significa Enpnf(cn), f sendo uma fungido arbitraria.
Nota-se gue para o© calor especifico, a forma de flutuagag e
preservada atraveés da presente generalizagao. Além do mais,
nota-se que Cq tem o ginal de g (isto é, (%ao para ¢g>0 e qfo
para g<o0).

Como o caso g=1 corresponde a bem conhecida estatistica de
Boltzmann-Gibbs, nos analizaremos aqui apenas os casos
correspondentes & gzl. Ilustraremos  uma situagdo tipica,
discutindo o sistema (degenerado) de dois niveils (se o numero de
ﬁiveis N for maior gque 2 entdo a discussdo €& levemente mais
complicada, mas segue esgencialmente na mensma 1linha). Vamos
denotar por ¢  (¢) e g, (9,), © rniivel de energia fundamental
(exditado) e sus degenerecéncia associlada.

Se g<1, podemos distinguir trés situa¢tes fundamentais, a saber:
(i} Se Cf”ﬁ>0 segue gue: para T e [0,(1—qﬂ%/k) temos uma regiao

termicamente proibida (fisicamente inacessivel) porque pelo menos

um nivel deve estar povoado (lembramos due ann=1); para T €

[(l-q)eo/k,(l—q)al/k] temos uma regiao termicamente congelada pois

pozl/g0 e p1=0; para T> (lvq)al/k temos: uma regiao termicamente

ativa : finalmente para todos os valores negativos da temperatura,

o sictema & termicamente ativeo.De fato,c sistema & térmicamente

ativo mesmo para T=0 e para este wvalor da temperatura as

populagdes dos estados fundamental e excitado sao:

1/(1~q) 1/(1~q) 1/(1-q)
= [ £ + E
P,=9,%, /(9,5 g

e
11 )
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1/(1-g)

pP,=9,€, /9,8,

1/(1~-q) 1/(1-q}
THg e )

(ii)Se 81>0>CO segue gque: para T € [0,(1—q)e1/k] temos uma regiao

termicamente congelada pois pozl/go e p;=0 ;7 para T>(1-q)cj/k

temos uma regiao termicamente ativa; para T e€ [(1—q)co/k,0] temos

uma outra regido termicamente congelada (agora com p1=1/g1 e

p0=0), e para T < (1-q)co/k temos outra regido termicamente ativa:

(iii)se £,<€.<0 segue que: o sistema € termicamente ativo para
todos os valores positivos da temperatura.De fato, o sistema é
térmicamente ative mesmo para T=0 e para este valor da

temperatura,as populagoes dos estados fundamental e excitado sio:

1/51~-q) 1/ (1-q) 1/{1~q)
= c
P, gOI 0l /(golzol

1/ (1-q)- 1/(1-q)

/(g le |

o] Q

+gll81l ) e

1/ (1-g)
p,=g. le | +g le | ) ; para  valores

de T € ((1;q)el/k,0} temos uma regido termicamente proibida: para

T € [(1—q)co/k,(1—q)cl/k] temos uma regiac termicamente congelada
peois plzl/g1 e po=0 e finalmente para T < (1—q)co/k' temos uma

outra regido termicamente ativa.,

5e g>»1l, podermos novamente distinguir trés situacgoes diferentes, a

saber:

(i) Se € >¢ >0 segue que: © sistema ¢ termicamente ativo para todos

os valores positivos da temperatura. De fatoe o sistema é
térmicamente ativo mesmo para T=0 e para este valor da

temperatura,as populacgdées dos estados fundamental e excitado sdo:

1/(1-q) 1/(i-q) 1/(1-q)
= [ e +g £ e
P,T9,8, /(go o 9,%, )
1/(1-q) 1/(1-q) 1/{1-q)

P,=9,€, /(9,8 tg. €, ) . para T e (0,

(l—q)ce/k) temos uma Yregido termicamente proibida, para T €

[(1—q)sl/k,(l—q)eo/k] temos uma regidao termicamente congelada, e

para T < (1-q)cl/k temos uma outra regido termicamente ativa.

{ii)Se sl>0>sC segue que: para T e [(1—q)co/k,O] temos uma regido
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termicamente congelada pois pozl/gb e pl=0, para T>(q—1)co/k o

sistema é termicamente ativo. Para T « [(1—q)€l/k,0] tenos uma

ocutra regiao termicamente congelada com p]=1/g1 e p0=0, e para T

< (1_q)81/k o sistema & uma vez mais termicamente ativo.

(iii} se 30<51<O segue gue: para T e [0,(1~q)€1/k] temos uma regido

termicamente proibida, para T e [(1-g)e /k, (1-q)£ /k] temos uma

regido termicamente congelada pois p,=1/9, e p,=0, para T >

(l-q)eo/k o sistema € termicamente ativo, e para todos os valores

negativos da temperatura o sistema &, uma vez mais, termicamente

ativo. De fato o sistema €& térmicamente ativo mesmo para T=0 e
para este valor da t emperatura, as populagbes dos estados

fundamental e excitade sdo:

l]/(l-q) 1/(1-q) 1/ 01-q)

} e

)

Se g#l, o valor absoluto de €, é fisicamente relevante,

Py 9ot E, /(g le | +g le |

1/€1-q) 1/{1-q) 1/ (1-q)

=g |¢ £ +g |¢
P, gll 1| /(gbl 01 _ gll H
consequ e ntemente, uma constante :ditive no espectro procazira
efeitos fisicos (contrariamente ao que acontece para g=1, em cujo

caso uma constante aditiva no espectro ndo produz efeito algum).

I1 PARTICULA LIVRE: CASO QUANTICO

Assumindo como energia interna generalizada a expressao

[1,4] f s .
o calor especifico para um sistema de

Zpe, foi calculado
nn n
. o . TR LS . -
dois nivels, ©para o oscilador harménico e para o modelo de
. o . (5] . . . . .
Ising unidimensicnal . Agqul nos discutiremos (prosseguindo na
linha desenvolvida na ref.[3], isto é, assumindo a Eg.(4)) o calor
especifico de uma particula livre unidimensicnal caracterizada por

£ =An°+B (n=0,+1,%2,...) (17)
n

onde A>0 e B & gqualquer numero real. A substitulig¢ac desse espectro
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na Eqg.(14) permite~nos,em principio,o calculo do calor especifico
Cg/k como uma funcdo de (KT/A,B/A,q). NoOs nao conseguimos calcular
essa fungéo analiticamente para o caso geral. Contudo, em todos os
casos, O tratamento numérico €& sempre possivel. Alem disso, ©
calculo analitico é possivel em alguns casos especials, tais <omo
g=(m+1)/m (m=1,2,3,...) e valor de B arbitrario. Vamos ilustrar

este fato apresentando o caso (g,B)=(2,0):

1 . 142x%°
C2/k=—— tanh™x +

tanhx - 2xtanh3x -1 (18)

4 b4

com X=MVKT/A.

Nos apresentamos na Fig.3 a evolugdo térmica de Cg/k para B=0
e valores tipicos de . Nos observamos gque:
(i1)Para g=z1, Cq € ?ositivo em toda regido,exceto em T=0 onde ele
vale zero; tanto c?(T) gquanto (k%/dT,séc fungdes continuas para
gualguer temperatura finita;
(iiy Para 1/2<g<], Cq ¢ positivo para todos os valores da
temperatura acima do valor (i-q)A/k, e vale zero no intervalo T €
[0, (A-9)A/k]):; Cq(T) ¢ uma funcdo continua em toda regido, mas nao
qu/dT, gue apresenta discontinuidades  para TV=(1—q)AV%/k,
(v=1,2,3,...):
(iii)Para 0O=g=l/2, Cgé positivo para guase todas as temperaturas
acima do valor (l1-g)A/k, e vale zero no intervalo T €
10, (1-g)A/k]; agora o préprio Cq(T) apresenta discontinuidades
para TV:(l—q)sz/k, (v=1,2,3,...) (Cq(T) vale zero tembkén para
T+T ,-0)
(iv)Para go-+0, Cq(T) vale zero em toda regido exceto em TVZAV%N{

(v=1,2,3,...) onde ele toma valores positivos que crescem

74



monotonamente com v;

(vypPara g--0, Cq(T) vale zero em toda regido,exceto para TV=AV%/k
(v=1,2,3,...) onde ele toma grandes valores negativos que
tornam-se cada vez maiores a medida que v aumenta;

(vi)Para g<o0, Cq ¢ negative para qgquase toda a regiao de
temperaturas acima de (1-g)A/k, e vale zero no intervalo T €
r0,(1-g)A/k]; agqui o proprio Cq(T} apresenta discontinuidades
para Tv=(1~q)Av2/k, (v=1,2,3,...) (Cq(T) vale zero também para

T+T ,~0) .

en =l : F16 4L

Ko7

L

o

Il
o
wd 1

- O Q2 04 06 08

Evolucao termica de C /K para g=2 e valores Llipices de B/A:
q

(a)B/AZ-0.08; (b)Br/A=-0.08.
Vvamos discutir agora a influéncia de B gue, O©Observamos, €
irrelevante somente para g=1. Ndés apresentamos na Fig.(4) um

exemplo para g»1, e na Fig.(5) um exemplo para d<l. Observa-se na

75



Fig.(4), (gque ilustra o caso g>1}),que para Bz0, Cq(T) ¢ uma fungao
continua em toda a regiédo, positiva para todos os valores finitos
de temperatura e vale zero para T=0, enguanto gque, para B<O,
Cq(T)/k vale zero no intervaloc T € [0,(g-1)IiBl/k]}, apresenta uma
discontinuidade para T=(g~1)I|Bi/k onde ele assume (para

T+{g~-1) IBl/k+0) o© valor (2n2/3)(q~1)kEBI/A, e a partir dai varia

continuamente.
7‘._
Fig 5

E-}H
CE
5@
03
C.&
10

Evelucao termica de C /K para q=1/2 e valores tipicos de B/A.
q

No gue diz respeito a Pié.(S) (que ilustra o caso 0<gl) nods
podemos distinguir tres situagbes, a saber: (i)Para B>0, a regido T
€ (0, (1-g)B/k) e termicamente proibida, a regiao T €
[ (1-q)B/k, (1-g) (A+B) /k] é termicamente congelada , e finalmente,
para T>(1-q) (A+B)/k, Cq ¢ positive em toda a regi&o e apresenta

discontinuidades para TV=(1-q)(Av2+B)/k (v=2,3,4,...):
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(ii)Para B<D e A+B>0, o sistema estd congelado no intervalo T €
[0, (1-q) (A-1B})/k], Cq & ©positivo para valores maiores da
temperatura e apresenta discontinuidades para TV=(1—q)Unﬁ—IBU/k
(v=1,2,3,...})};

(iii)Para B<O e A+B=0, o sisfema esta congelado somente para T=0,
estd ativo para todos os valores temperatura finita e Cq é
positivo e apresenta discontinuidades para TV=(1—q)(AV2—IBI)/k
para todos os valores inteiros de v acima de um valor v que
aumenta com o aumenté de |B}.

A influéncia de B#0 para o caso g<0 repousa principalmente no
fato que a discontinuidac.: de Cq (que sa" isfaz a condigao C;O, em
toda a regiéo) ocorre para temperaturas gue dependem de B, mais
precisamente para temperaturas TV:(lwq)(Ava+B)/k.

O comportamento assintotice Tr= de Cq (dagqui para frente
referido como o limit: cléssico) apresenta interesse particular e

nos o discutiremos na proxima secgao.

11T PARTICULA LIVRE: CASO CLASSICO

0 comportamento clédssico do calor especifico (denotado por

c;ﬂaﬁﬂ é obtido, para g=1, troncando-se, na -Eg.(l4), as somas

por integrais. Nos seguiremos esta linha para um ¢ genérico. Para

1<g<3, nés obtemos
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1-g
<, (3-q) (g-1397 1777 I'((3-q)/(2g-2)}

X . F(1/(g-1)]

KT/A

(19)
{q+1})rs2
[kT/A+ (g-1) B/A] .

Para g°l n0s recuperamos, para todos os valores finitos de T, o
bem conhecidc resuitado (%/k=1/2. Embora algumas das integrais
possam divergir, o calor especifico parece anular-se para todos os
valores finitos de T para gz3.

Para 1l/2=g<1l, nds obtemos

a (3-q) (1-g) ‘97172 Ve T(2-q)/(1-q) ]
M

K . FI(5-39)/(2-2Q) ]

KT/A (20)

{(g+1) 72
KT/A+(g-1)B/A

Também agul, para qal, nis recuperamos para todos os valores
finitos da temperatura, o resultado Ca/kzl/z.
Para g<l/2 existem algumas sutilezas matematicas relacionadas

aco fato de gue , para T=TVE(1—q)(Av2+B)/k, existem discontinuides

no calor especifico. Mais precisamente, para Tva tres wvalores

diferentes podem ser calculadocs para o calor especifico, a saber:

c(T)y, C'=1lim Cc (T), e finalmente Cq“aﬁ. Nos

c =1 im’]""']" ¢) T=T +0
- a
q v q q v 1
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rn
1}

verificamos para 0<g<l/2 dque

- class__ *

obtemos CMQ_ 1/2 172"

no

+

c:o“““ ¢ finito e C ‘.

class
C

>C =0>C .
q g q

FIQ 4

class
Evolucac termica de C /K

para B/A=0 e valores %ipicos
de q.

limite @g#0 nés

Para q<o0 nés

\/ C,q I;
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“«C c“‘"‘<C:':I: no limite
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class
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Egs. (19) e (20) resultam, paré B=0, Cq o TV

conseguentemente: (i)no 1limite T+0 , c °'**

diverge (anula-se)
q

clase

para d»} (1/2=g<l); (ii)no limite T-= , Cq diverge (anula-se)
para 1/2=g<l1 (g>1). Esses fatos sao exibidos na Fig.(6). Na
Fig.(7) nés representamos, para valores finitos e tipicos de B, a
evolugao de Cq. Nos observamos alguns pontos: 1)0 comportamento

{1-q)/2

dominante para T+« ainda satisfaz Cq o T para todos os

valores finitos de B; (ii)Na regido de baixas temperaturas, Cq
anula-se quando T-0 (diverge como (T-1(g-1}B11""*Y"?  quando
T-1(g-1)B|+0 e anula-se quando T<|(g-1)B|) para 1/2sg<l e B=<0 bem
como para dg>»1l e B»0 (para 1/2=d<l e B>0 bem como para grl e
B=0). No limite T»x, a substituigido (na Eq.(14)) de 'éomas por
integrais torna-se indcua, assim, n3s = esperamos que

class
Cq(T) C% (T).

Comparacao, para velores lipicos de q>1 e B/A=0,dos calores espe

cificos classice e quantico.
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FIG @b

Fig 90
o
- b | '
i - ‘\ .
A I Cucntur g=1/2 .
\ I\ P : \\‘-’C‘aiscc' am 177 Ciassical Quentum
: “ HE : ! //\
‘ Coomtem G203
Ligsscol g=a/2
+
T T
. e 2C-. 130 400 590
KT /A

V1, s

comparacac, para B/A=0,des calores especificos classlco e gquantlco: (a)
escala padrac de temperaturas e valores tipicos de g<i;(blescaja de

grandes temperaturas e g=1/2.

Este fato & mostrado para g»1 na Fig.(8),i/2=g<1l na Fig.(Q) e g=1

ra Fig. (10).

i .
Fig 1G

3
Do

S
w
ry o

3
L]
N

Comparacac,pars g=1 (estatlstlica de Boltzmann-Gibbs) e EB/A arbltrario,

dos caleres especiflicos classlco e quantice.
A Fig. (10) merece um comentéario.

texto de mecanica estatistica encontramos o© resultado class

-——surpreendentemente!—emn nenhum lugar

C1/k=1/2' mas
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encontramos o resultado guantico (essa auséncia curiosa € devida
provavelmente ao fato de que,para todos os sitemas fisicos tipicos,
a regiao gquantica do calor especifico de uma particula livre
aparece para temperaturas tremendmente pequenas). Vale a pena
ressaltar que o resultado guéntico para o calor especifico de uma
particula livre apresenta, como fungdo de T, um maximo,
similarmente ao que acontece com o rotor rigido gquéntico e
diferentemente do que acontece com © oscilador harménico (para o
gual C1 cresce monotonamente com T).

Finalmente, nds calculamos C;ﬂﬁs correspondente ao espectro
en:AnV+B n=0,1,2,...) para A>0, r>0 e B qualquerrnﬁmero real. NOs

obtivemos, para 1l<g<r+i

1-gqg
rey/ryri(1/(g-1)-1/r)

(gq-1)/r .

I'(1/(g-1)

¢ /xk=r"" (r+1-q) (g-1)

KT/A (21)

{r+q-1)r,2
kT/A+(q—1)B/A}

e para g<1l
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(g-1) /1 Fray/oyr2-q)/(1-g9j) ]
C(r+(r+1) (1-a))/(r(1-a))]

cq/k=r¢3(r+1wq)(1—q)

KT/A (22)

- (r+q-i)/2
kT/A+(q—1)B/A]

Egs. (21) e (22) resultam, no limite g-1, Cr/k=l/r para todos os
valores finitos da temperatura, estendendo assim o© resultade

obtido na Ref.[6]. Vale a pens nencionar também gue Egs.(21) e

(22) nao reproduzem, para r=2, o calor especifico cldssicc dado
pelas Egs.(19) e (20) (mas ao invés disso 29" vezes ele); a razao
nara isso €& bastante simples, a saber estd relacionada com ¢ fato

de gque nesta ultima parte nés usamos n=0,1,2,..., ao . inveés de

n=0,+1,%2,..
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CONCLUSAO DA SEGUNDA PARTE

Apesar de nao se ter noticlas de uma viclagao, por menor gue
seja, das hipodteses gue levaria & estatistica de Boltzmann-Gibbs,
nés estudamos agui uma aplicag¢do de uma possivel generalizagao de
tal estatistica. Nosso estudo,apesar de meramente académico,
ilustra consequéncias muito interessantes de tal generalizacgao.
Nés observamos um comportamento "sui generis" para o calor
especifico de uma particula livre 1-dimensional,para a qual, em
alguns casos, nao sao respeitados classicos resultados, como por
exemplo,a terceira lei da termodindmica (estritamente fulando,
para alguns casocos © calor especifico nao tende para zero guando a
_temperatura se anulaj. Mesmo no -limite classico da mecanica
estatistica (onde se faz a substituig¢do da soma por integral na
fungdo de partigao), os resultados encontrados para o calor
especi f icc, violam outres resultados estak=lecidos, como por
exenpleo 6 principio da equipartig¢do da energia. Entretanto, na
presente generalizacao, tanto o calculo gquantico como o calculo
_cléssico do calor especifico, se aprox mam assintoticamente no
regime de altas temperaturas. Além do mais os resultados per nos
encontrados sugerem gue agueles onde g=1 sac resultados de uma
_cenvergéncia ndoc uniforme com aqueles de g#1. Embora nao tenha
sido constatada no mundo fisico nenhuma violacdo na estatistica de
Bbitzmann-@ibbs, vale a pena observar dois pont.s:
(i)ndc se conhecem os limites experimentails da estatistica de

Boltzmann-Cibbs;

(ii)pode ser dque alguns processos, por exXemplo bilclégicos (ver por

exemplo Ref.[71), necessitem para sua descrig¢ao de uma férmula

de entropia diferente da de Shannon.
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