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RESUMO

Neste trabalho estudamos as propriedades formais dos gauges de Fock-Schwinger
e de Poincaré. Consideramos também a implementagio destes gauges na quantizagio
para teorias de Yang-Mills, do ponto de vista do método BRST; e para a QED, do
ponto de vista do formalismo hamiltoniano de Dirac. Demonstramos que para as teorias
estudadas € possivel obter teorias quanticas consistentes. Apresentamos virios resultados
que assinalamos a seguir: a) Propomos uma versio modificada para o gauge de Fock-
Schwinger e, a seguir, a implementamos em uma teoria de gauge nao abeliana no contexto
do formalismo BFV. Obtemos assim, uma expressdo explicita para o propagador do campo
de gauge, bem como para a identidade de Ward geral. b) Usamos a lagrangiana fixada de
gauge obtida através do formalismo BV no gauge de Fock-Schwinger para construirmeos a
carga BRST e a compa.ra.rmos- com a obtida no formalismo BFV, Assim, confirmamos a
equivaléncia de ambas, conforme demonstrado ultimamente na literatura. ¢) Construimos
a matriz U para a QED, no gauge de Poincaré, através da estrutura dos colchetes de Dirac,
sem a eliminagdo explicita das varidveis vinculadas. d) Propomos uma versiao modificada
do gauge de Poincaré que, quando aplicada a QED, torna-se andloga & QED no gauge de
Coulomb. e) Obtemos uma expressdo explicita para o propagador do féton, no gauge de
Poincaré, usando o formalismo de integrais funcionais ¢ o método devido a Senjanovic.
A similaridade entre este propagador e o calculado no gauge de Coulomb é comentada.
f) Apresentamos uma derivagdo simples para o propagador do campo de gauge abeliano

no gauge temporal através do formalismo invariante de gauge.



ABSTRACT

In this thesis, we study the formal properties of the Fock-Schwinger and Poincaré
gauges. We consider the implementation of these gauges in order to quantize Yang-Mills
theories from the point of view of BRST method, and of QED to use the constrained
Hamiltonian Dirac’s formalism. We show, for the theories studied, that it 1s possible to
obtain consistent quantum theories. We present several results: a) We propose a properly
modified version of the Fock-Schwinger gauge condition and we consider the implemen-
tation in a non-Abelian gauge theory in the context of the BFV formalism. The free
field propagator and the general Ward identity are also calculated. b) By using the fixed
gauge Lagrangian, obtained from BV formalism in the Fock-Schwinger gauge, we con-
struct the BRST charge and we compare that charge in the BFV formalism. Thus, we
confirm the equivalen(':e between them in accordance to what is showed in the literature.
¢) We construct the U matrix of QED in the Poincaré gauge by means of the Dirac
brackets, without having to explicitly eliminate the constrained variables. d) We pro-
pose a modified version of the Poincaré gauge. The resulting description of QED and
this modified Poincaré gauge turn out to be analogous to those in the Coulomb gauge.
e) By using the path integral formalism, within the Senjanovic framework, we calculate
the photon propagator in the Poincaré gauge. Some formal similarities between our re-
sults and the expressions for the photon propagator in the Coulomb gauge are pointed out.
f) We present a simple derivation for the propagator of the Abelian gauge field in the

temporal gauge, by using the gauge invariant formalism.
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INTRODUCAO

As chamadas teorias de gauge desempenham um papel crucial no nosso quadro
atual de teoria quantica de campos e particulas elementares. Assim, para se conseguir
uma quantizagdo das mesmas, deve-se escolher um elemento representativo de cada classe
de potenciais equivalentes de gauge. Usualmente, consegue-se isto impondo as assim
denominadas condi¢des de gauge (ou condigdes auxiliares), as quais quebram a simetria
de gauge da teoria em consideragio. Em geral, sua forma é escolhida por conveniéncia
de calculos, bem como para expor alguma particularidade da teoria em estudo, existindo
um grande numero delas: covariantes, ndo covariantes, homogéneas, nio homogéneas e
assim por diante. Neste ponto é interessante mencionar que da literatura especializada o
artigo de Leibbrandt!l ¢ realmente excelente. Tal trabalho contém praticamente toda a
informacdo fundamental sobre os gauges ndo covariantes usuais. Dentro da classificagio
de Leibbrandt (comumente adotada), neste tipo de gauges incluem-se os: de Coulomb,
axial puro, planar, axial inomogéneo, cone de luz, e temporal, entre outros. Estes gauges
adquiriram nos tltimos anos uma grande popularidade devido, em grande parte, ao fato
de o propagador do campo de gauge conter somente particulas fisicas e/ou os ghosts nio
acoplarem aos outros modos, Assim, muitos cdlculos sio mais diretos nestes gauges;
por exemplo, com o uso do gauge cone de luz tornou-se possivel demonstrar a finitude

ultravioleta de modelos de Yang-Mills supersimétricos(®. J4 o gauge axial inomogéneo



Introducio [2]

tem sido ampla e efetivamente usado em QCD perturbativa no estudo de processos duros
(“hard processes”)®], Mesmo que os gauges covariantes, incluindo o conhecido gauge de

Lorentz, possuam a grande propriedade de manter a invariincia de Lorentz manifesta na

lagrangiana.

Nao obstante, novas condigbes de gauge sio sempre bem-vindas, sendo um assunto
de constante interesse devido, principalmente, a problemas abertos em teorias de gauge
nao abelianas tais como: uso adequado do gauge de Coulomb, correta implementagio do
gauge temporal no contexto de integrais funcionais, inversio de operadores ndo ambiguos
no gauge axial e temporal, além das conhecidas complicagbes que surgem em renorma-
lizagdo devido a presenga de ghosts. Neste trabalho, discutiremos uma condicdo de gauge
muito 1til, originalmente proposta em sua forma covariante por Fock e Schwinger*? (de
acordo com a classificagdo dada anteriormente este é um gauge nio covariante), enquanto
que sua versao nao covariante é conhecida como gauge de Poincaré, previamente utilizado

em eletrodindmica molecular e denominado gauge multipolar(®7l.

As vantagens do gauge de Fock-Schwinger encontram-se em: nio possuir ambi-
giidades de Gribov; os ghosts nao acoplarem aos outros modos; permitir expressar o
campo de gauge em fungao do tensor intensidade de campo de gauge; e ser um gauge
completamente fixado. Por estes motivos, o gauge de Fock-Schwinger adquiriu noto-
riedade em conexdo com efeitos ndo perturbativos em cromodinidmica quéintica, cilculos
da fungdo B, e problemas de anomalias em teorias de gauge supersimétricas(®l, Ulti-
mamente, na literatura, o gauge de Fock-Schwinger tem sido usado na aproximacio de
Hartree para QCDI®), obtendo-se um campo médio gludnico consistente, permitindo es-
crever uma lagrangiana efetiva para quarks. Além disso, usando técnicas de muitos corpos
na formulagio hamiltoniana da QCDMY, encontra-se o espectro gludnico de acordo com

calculos na rede. Usando as propriedades do gauge, ao considerar condensados nio locais
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na QCD, constréem-se regras de soma para os momentos do pionl*l), Por outro lado,
a condig¢ao de Fock-Schwinger foi generalizada para as teorias do grupo de Poincaré que
descrevem o campo gravitacional, e utilizado na gravitagio em (241) dimensdes(12. Muito
recentemente, estudando o problema de fixagao de gauge para campos de Yang-Mills com
simetria esférica, Schiitte!!® propée uma versio modificada do gauge de Fock-Schwinger
com numero de winding trivial para incorporar, dentro da formula¢io com gauge fixado, a
simetria topoldgica relacionada ao parametro 8. Este formalismo demonstra consisténcia
para solugoes tipo instanton. E interessante mencionarmos que esta versio modificada do

gauge é similar a proposta no Capitulo 2 deste trabalho.
A seguir apresentamos a organizagio do presente trabalho:

No Capitulo 1, fazemos uma breve revisao das principais caracteristicas de trés
gauges nao covariantes comumente usados, ja que o gauge aqui estudado também per-
tence a esta categoria. Iniciamos o capitulo 2 considerando as propriedades formais do
gauge de Fock-Schwinger, permitindo familiarizarmo-nos com vérias de suas peculiari-
dades. Revisamos também os principais pontos do formalismo de Batalin, Fradkin e
Vilkovisky (BFV)14 que é uma generalizagio da simetria de Becchi, Rouet, Stora e
Tyutin (BRST)!% e da integral funcional para teorias de Yang-Mills, o que, hoje em dia,
constitui a linguagem moderna para o estudo de sistemas vinculados. A idéia basica neste
formalismo (BFV) é a substituicio da simetria de gauge original por uma simetria global,
dando origem ao que é hoje denominado de simetria BRST. Feito isto, apresentamos ar-
gumentos para modificar a condigio de gauge e logo implementa-la no formalismo BFV
para uma teoria nao abeliana, e encontramos uma expressio explicita para o propagador
do campo de gauge e para a identidade de Ward geral. Tal propagador assemelha-se
ao calculado por Kummer e Weiser!'®! usando métodos diferentes para o caso do gauge

de Fock-Schwinger nio modificado. Mencionamos que, muito recentemente, Menotti e
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Seminarall™l observaram que o propagador de Kummer e Weiser nio ¢ simétrico nos ar-
gumentos, mas nao o invalida. Sabendo que a simetria BRST pode ser estudada nos
formalismos hamiltoniano (BFV) e lagrangiano (desenvolvido por Batalin e Vilkovsky
(BV)), faremos uma revisio sucinta deste ultimo, que por sua vez ¢ baseado no formalismo
anticampo-antibracket, Neste caso, obtemos o gerador da simetria BRST através de uma
lagrangiana com gauge fixado via teorema de Noether. Para complementarmos o ji estu-
dado e, com a idéia de considerarmos a conexao destas duas versoes, comparamos as duas
cargas BRST verificando a equivaléncia entre elas. Em seguida, fazemos algumas consi-
deracbes sobre o subespago fisico da teoria quantizada. Finalmente, ilustramos através
de um exemplo (anomalia triangular) a poténcia do gauge de Fock-Schwinger quando o

campo de gauge é considerado como um campo externo.

No Capitulo 3, usando o formalismo hamiltoniano de Dirac, consideramos a
descricio da QED no gauge de Poincaré. Construimos a matriz U para a QED através
da estrutura dos colchetes de Dirac sem eliminar explicitamente as variaveis vinculadas.
Propomos, a seguir, uma versao modificada do gauge de Poincaré que, quando aplicada
a QED, torna-se andloga & QED no gauge de Coulomb. Finalizamos este capitulo com
a obten¢io de uma expressiao explicita para o propagador do féton usando o formalismo

integral funcional.

No Capitulo 4, com a ajuda do formalismo invariante de gauge, reobtemos alguns
resultados conhecidos, a saber: formulas de inversao para o gauge de Fock-Schwinger nos
casos abeliano e ndo abeliano; expressao dos potenciais no gauge de Poincaré (abeliano)
em funcio dos campos elétricos e magnéticos; potenciais para o string de Dirac; e a
passagem do gauge de Coulomb para o gauge temporal. Feito isto, apresentamos uma
derivagdo simples para o propagador no gauge temporal. Finalizamos o capitulo com uma

ilustragdo do calculo da funcao de Green fermidnica invariante de gauge para o caso do
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modelo de Block-Nordsieck.

Finalmente, o Capitulo 5 contém nossas conclusées, onde a principal delas é que
a implementagio destes gauges nos formalismos estudados nos conduz a teorias quinticas
consistentes. Anexamos trés Apéndices para complementar este trabalho: um para fixar-
mos a notacao e convengdes; um outro sobre os calculos que permitiram encontrar os
propagadores; e um terceiro sobre o lema de Poincaré e as férmulas de inversio nos

gauges de Fock-Schwinger e Poincaré.



CAPITULO 1

ESCOLHENDO UM GAUGE

Quantizagao de teorias de gauge nos leva a termos que escolher um gauge, con-
forme j4 dito. F certo que cada escolha tem suas sutilezas, ou melhor, méritos e di-
ficuldades técnicas. Entre as principais caracteristicas ante uma determinada escolha
destacam-se: nido acoplamento de ghosts com outros modos, ambigliidades de Gribov e
nimero de graus de liberdade independentes que devem ser quantizados. £ dentro desta
perspectiva que, neste primeiro capitulo, torna-se interessante fazer uma revisio sucinta
das caracteristicas acima mencionadas para trés gauges nao covariantes amplamente
usados na literatura, quais sejam: gauge de Coulomb, gauge axial puro e gauge tem-

poral.

Em principio, a melhor forma de atingirmos nosso objetivo serd com o uso do for-
malismo hamiltonianol'8l, j4 que este método pode ser aplicado a qualquer sistema vincu-
lado. Embora a quantizacdo de teorias de gauge na formulagao integral funcional considere
os trés gauges em um mesmo nivel, uma analise mais detalhada revela diferengas. Assim,
nossa apresentagao sera feita através do formalismo hamiltoniano e, quando necessario,

mencionaremos aspectos da formulagio integral funcional.
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[7]

O capitulo foi organizado da seguinte forma: consideramos cada gauge aplicado

ao caso de Maxwell, bem como ao caso de teorias do tipo Yang-Mills. Em se tratando de

um capitulo de revisio ou de caracterizagio dos gauges, muitos detalhes serdo remetidos

3 literatura originall8-29],

1.1 O Gauge de Coulomb

a) Caso abeliano:

Neste caso, o campo de Maxwell livre é descrito pela lagrangiana

1
L= Fub,

onde F,, = d,A, —J,A,. Suas equagbes de movimento escrevem-se na forma:

enquanto que seus momentos candnicos estio dados por:

H oL o
9(8:A,)
de forma que temos o vinculo primario:
=0

Usando colchetes de Poisson candnicos para A, € ¥ a tempos iguais
i 3

[Aue) 7" )] = 8,6F(z —y)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(14)

(1.5)

observamos que os colchetes (1.5) sao incompativeis com (1.4). Ao mesmo tempo, das

equagdes de Euler-Lagrange (1.2), vemos que a componente zero (¥ = 0) conduz ao
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vinculo secundéario

erk =0 s (]6)

onde esta igualdade fraca é escrita devido & incompatibilidade com (1.5). Seguindo a

prescrigao de Dirac escrevemos, em primeiro lugar, a hamiltoniana canonica na forma:

Ho = ] &z (% 7 4 %B’? - kakA") , (17)

com B; = %E,-,-kF-"". Assim, para a obtengio da hamiltoniana total adiciona-se a (1.7)
um miltiple do inico vinculo primario, isto é:

Hp=Ho + f Pro(z) 1), (1.8)
sendo v(z) uma fung¢io arbitraria. Fazendo uso dos colchetes de Poisson (1.5), vemos

que os vinculos (1.4) e (1.6) sao de primeira classe e, através da hamiltoniana (1.8),

encontramos as seguintes equagfes de movimento:

aoAt' = [Ai: HT] e at'Ao ’ (1'9)
a,ﬂ’; = [‘n‘;, HT] ~ - 6jF_,'g N ] (1.10)
B,A, = [AnHrlmwv. (1.11)

Observemos que aqui a fisica é descrita pelas equagodes fracas. Sendo assim, o ponto chave
diz respeito a que diferentes escolhas de v conduzem a diferentes teorias matematicas
descrevendo a mesma fisica, pois ainda hi a liberdade de gauge na teoria. Em ou-
tras palavras, do ponto de vista hamiltoniano, a escolha de um gauge é feita através
da substitui¢io de uma fungio arbitraria por uma bem definida na hamiltoniana. Dito

isto, passermnos a considerar uma escolha especifica: o gauge de Coulomb.

A condigdo do gauge de Coulomb ¢é dada por:

0 A* =0. (1.12)
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Da equagio (1.9) e do vinculo (1.6) encontramos:

V24,(z) =0, (1.13)

e, supondo que os potenciais anulam-se no infinito, obtemos:

As(z)~ 0. (1.14)

Assim, usando os colchetes de Poisson (1.5) vemos que o conjunto de vinculos (1.4), (1.6),
(1.12) e (1.14) € de segunda classe, de modo que, seguindo a prescrigio de Dirac, podemos
desacoplar os graus de liberdade fisicos dos vinculados através dos colchetes de Dirac. Tais

colchetes sio definidos por:
[A(z), B(y)]" = [A(z), B(y)] —/dwdn [A(2), da(w)] Cap (w,n) [$6(n), B(y)],  (1.15)

onde ¢, € qualquer um dos vinculos e C’;; designa a matriz inversa de C,g, construida
a partir dos elementos C,, = [¢,,¢,]. E importante mencionarmos, sem entrar em
detalhes do cilculo*?, que, ao decompormos o potencial A; em componentes transversais

e longitudinais, dadas por:

Al (z) = (&; — &V29;) Aj(q),

com
_ 1 1
v 2f(m)=——/d3y L),
4r |z — 71
[
Al(z) = (8:V729;)45(x)
obtemos:

[AT(2), 7} ()] = [Aile), ()] = (65 — BV ?8;)6@ (= —y) . (1.16)
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Ou seja, o colchete de Poisson entre as componentes transversais é idéntico ao colchete
de Dirac nos A; e w; originais. Como sabemos, (1.16) é a base para conseguirmos a
quantizagio canbnica do campo de Maxwell no gauge de Coulomb (os colchetes de Dirac
envolvendo AL, 7%, A,, 7, sio nulos). Conseqilentemente, obtemos uma hamiltoniana

efetiva expressa somente em termos das variaveis transversals, isto €:
1 —
= ] Pz ((F + (9 x A7) (1.17)

que é nao local, contendo somente graus de liberdade fisicos, o que também reflete-se no

propagador bosénico do campo de gauge.

b} Caso nic-abeliano:

Consideremos agora uma teoria nao abeliana do tipo Yang-Mills descrita pela lagrang-
ana:
1

L=—FoF™, (1.18)

com Fj, = 8,A;—0,A+gf abe A A%, em acordo com as notagdes deste trabalho (Apéndice

A). Repetindo os mesmos passos do caso abeliano, temos que:

oL
ap _ _ 7 _ fase
T T 8(8,40) = (1.19)

ou seja, novamente A% nio possui uma variavel canonicamente conjugada, dando origem
ao vinculo primario:

70, (1.20)
As equagdes de movimento, para este caso, sdo escritas na forma:

Dt FE =9, (1.21)

(sendo D*eb = §abgr 4 g fobe Aoy
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De forma analoga ao caso abeliano, da componente zero de (1.21) obtemos:

Dtr¥ =0, (1.22)

que é uma generalizacdo da lei de Gauss (1.6) da teoria de Maxwell. Da mesma forma
que antes, estes vinculos (1.22) e (1.20) sdo incompativeis com os colchetes de Poisson

fundamentais:

[A5(2), 7™ ()] = 66,6z — y) , (1.23)

e portanto (1.20) e (1.22) devem ser considerados no sentido fraco. Como fizemos previa-

mente, escrevendo uma hamiltoniana total obtemos as seguintes equagoes de movimento:

9,Ar = [A%, Hp)l~ —7¢ + DftAd (1.24)
Bom? =[x Hr| = —Diﬂ"F;’,. — gf*cAlxs (1.25)
8,A = [A%, Hp]= 0", (1.26)

Devido & auto-interagao dos campos de Yang-Mills torna-se importante neste caso
a escolha de uma condigao de gauge adequada, sendo este um assunto que requer cuidado
especial. Para melhor apreciarmos este ponto, lembremos que, em geral, uma condicao

de gauge pode ser assim escrita:

F* (A)(z),¢(z)) =0, a,b=1,--- ,N? -1, (1.27)

sendo N a dimensdo do grupo. F® é um funcional local de AZ e 1, com valores
na algebra de Lie (i) designa outros campos), podendo ser covariante (p.ex., no gauge
de Lorentz), ou ndo covariante (p.ex., no gauge de Coulomb). A condigio (1.27) deve
cumprir dois requisitos!!): Primeiro, os campos transformados de gauge também devem

satisfaze-la, isto é:

F* (”Aﬁ(z); “P(z)) =0. (1.28)
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E, segundo, para um Ai e 1 dados, o sistema (1.28) deve fornecer uma tnica solugio
w(z), sujeita a certas condigdes de contorno. Esta condigao implica o nio anulamento do

determinante em relagio as transformacoes infinitesimais:

det M = det (%%%l) #0. (1.29)

Feita esta observagio, consideremos a condigio de gaugel1®

Fe(Ah,a8) =0, a,b=1,--- ,N* ~1 (1.30)

que, usando as equagbes (1.24,1.25) pode ser reescrita como:

a Fa. .
gic (—af + DPAY) + %;;(—D“"F}’,. — gfHMA T =0, (1.31)
e, por sua vez,
OF* OF .
ab 4b ¢ eb b A
I{ Ao —_— -a—zs—ﬂ'tv _— a_yrf_DJ ‘Fji - 0, (132)

onde K designa o operador:

u oF* __ oy OF°
K b = 'ﬁD{b - gf db Er—c— JT:-l N (1.33)
também dado por:
(F*(2), Dirre(y)] = K*6®)(z — ). (1.34)

Como ja mencionado, (1.30), que é uma equagio sobre os elementos do grupo, deve
ter uma solugéio unica. Isto nos garante que as funcbes v* (1.26) estejam unicamente
fixadas em termos das variaveis fisicas, sendo necessdrio, como exposto acima, que o
det K seja nao nulo. Do ponto de vista da integral funcional, este termo é denominado
de “compensador de gauge”, aparecendo como um fator adicional na medida funcional.
Quando depende somente das coordenadas candnicas, d4 origermn aos ghosts de Faddeev-
Popov na lagrangiana. No entanto, se depender dos momentos, pode acontecer que a

integragio funcional, neste caso, nio possa ser efetuadall®l,
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Dito isto, consideremos a condigao de gauge de Coulomb para campos de Yang-

Mills, isto é:

AL =0. (1.35)
Neste caso, o operador K converte-se em:
I{nb — aszb = ak (Subak + gfabcA’c‘.)

= akakéab + gf“bcakAi + gfabcAiak ,
que, usando (1.35) conduz a:

K%~ 50,6 + gf*cALGF. (1.36)

Assim, o ponto importante a ser ressaltado é o seguinte: com a possibilidade de anulagéo
do det K para campos grandes, as equagdes (1.35) passam a apresentar miltiplas solugGes.
Esta nio unicidade das solugdes é conhecida na literatura como ambigiiidade de Gribov(?1]
do gauge. Destaforma, o gauge de Coulomb (1.35) néo € a escolha de gauge mais adequada
para teorias ndo abelianas. Note.rnos que o problema n#o existe no caso abeliano. Nao
obstante, para o caso nao abeliano, tal gauge pode ser usado na forma perturbativa em
torno de g = 0, como é comumente feito na literatura*®, ou seja, procedendo da mesma

maneira que no caso abeliano, femos:

O'DPA, —~ Frf=0, (1.37)
permitindo, a principio, resolver Al em fungio dos m; (detalhes sobre este ponto podem
ser encontrados na referéncia {19}).

Resumindo, a escolha do gauge de Coulomb em tecrias ndo abelianas apresenia

um problema: a ambigiidade de Gribov.
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1.2 O Gauge Axial

Como este gauge tem uma literatura muito extensall?3, estudaremos somente

seus pontos essenciais:

Caso abeliano:

O denominado gauge axial, também conhecido como gauge axial puro ou gauge

axial homogeéneo, é definido por

n*4,=0, n20 e n?=n?-n%, (1.38)

com n* sendo um vetor fixo no espago. Um gauge muito usado na literatura corresponde

a um caso especial desta familia de gauges, com n = (0,7}, isto &

i-A=0. (1.39)
O caso n, = 1, e =0 é denominado de gauge temporal, ou de Heisenberg-Pauli, ou
gauge de Weyl.

Assim, como no caso do gauge de Coulomb, usando (1.9) obtemos

AF—R-VA, 0 (1.40)

que, para simplificagio, escolhemos 7 = (0,0,1) (ou seja, o gauge A® = 0), de forma que
o inverso do operador J; resulta bem definido e dado porllg]

%5'1() = 5 [ #1831 m)8(aa = o) elos =) Flo) (1.41)

O conjunto de vinculos 7° = 0, OFre =0, A= 0 e 73— 8%4° =~ 0 é de segunda

classe, de forma que usando a prescrigio de Dirac podemos novamente separar os graus
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de liberdade fisicos dos vinculados, obtendo assim uma hamiltoniana efetiva expressa

somente em termos de varidvels fisicas da forma:

H= ] Pz (-;-(wl)z + %(Tr?)? ~ 18,4° — 710,40 — %(aam)z + %1’3’2) L (142)
com A° dado por:
A(z) = - j &y _1 (a,A‘ + 32A2) , (1.43)
47|z — ¥ '

Observemos que (1.42) é novamente nio local pois a lei de Gauss contém derivadas.

Caso nioc-abeliano:

Neste caso temos

=1

VARSI B (1.44)
A partir de (1.33) vemos que

K = ' D = n'8;6* (1.45)
a qual é uma matriz diagonal constante e, portanto, ndo ha problemas nem de ambiguidade
do gauge, nem de acoplamento com os ghosts de Faddeev-Popov.

Do mesmo modo que para o caso abeliano, agora temos

7-0A2 —7-7 =0, (1.46)

podendo-se determinar A%. Segue-se, assim, que a quantizacdo pode ser efetuada de

acordo com a prescrigio de Dirac sem problemas, obtendo-se um hamiltoniano efetivo

expresso somente por meio de graus de liberdade fisicos.

Por iltime, e para complementacao, observemos que do ponto de vista da integral

funcional, o determinante de Faddeev-Popov presente na medida funcional € calculado da
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seguinte maneira,

det M = det (%‘:—1 D“°”) : (1.47)

Usando F¢[A}] = n*A% =0, temos que

SFAW)) _ cac, 4
FAs(a) = §*n*b(z — y), (1.48)
de modo que
det M = det (n- 36* + gf**n. A°) . (1.49)

Dado que n-A® = 0, obtemos det M,z = det(n~36“b) (comparar com (1.45)); portanto,

nao existe acoplamento entre campos de gauge e de ghosts no gauge axial.

1.3 O Gauge Temporal

Embora este gauge (caso nao abeliano), definido por

AZ=0 (1.50)

seja muito antigo, ainda hoje é motivo de intenso estudol’?2), A fisica das teorias quan-
tizadas neste gauge nio estd totalmente contida na hamiltoniana total, sendo necessério
impor vinculos externos sobre os estados fisicos. Além disto, manipulagdes devem ser
feitas sobre o espago de Hilbert para se conseguir o espago fisico desejadol?3). Isto é um
reflexo do gauge nao ser completamente fixado. Logo, mesmo nio tendo problemas de
ambigiiidades, nem de acoplamento entre os ghosts e os outros modos, possui a sutileza

acima mencionada, o que tentaremos ilustrar a seguir.
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Caso abeliano:

Neste caso, a condigao vem dada por

A, =0, (1.51)

enquanto que a componente zerc das equagdes de movimento € escrita como

Ohr* = J,(z) ; (1.52)

a inclusao da corrente externa J, é feita por conveniéncialll, Neste caso, a hamiltoniana

é dada por
1 -
— | B2 2
H._/de(vr +B). (1.53)

Como nos casos anteriores, (1.51) e (1.52) sao incompativeis com os colchetes de Poisson

(1.5), sendo novamente consideradas como igualdades fracas.

Como j& mencionado, a condigio (1.51) néo fixa completamente o gauge, ou seja,
nao remove todos os graus de liberdade néo fisicos. E interessante notar que estes graus

de liberdade residuais séo gerados pelo vinculo lei de Gauss, isto é, por

P=8s* - J,~0. (1.54)

Com efeito, dado que a hamiltoniana € independente destes graus de liberdade residuais,

temos

[H,P}~0 (1.55)

e, portanto, P é uma constante do movimento. Assim, para evitar a inconsisténcia entre
(1.54) e os colchetes de Poisson, adota-se o critério de utilizar a hamiltoniana (1.53) sujeita
a condigao

Plphys>=0, (1.56)
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sendo |phys > os estados fisicos. Com isto, e do mesmo modo que anteriormente, decom-

pondo os campos A; e 7; em partes transversais e longitudinais, temos:
1 o
H= ] Pog (FF + (7 + (9 x A7) (1.57)

onde %% elimina-se através de:

— — - 1
=L -2 -
=V, = V/d3y = @) (1.58)

obtendo-se assim um hamiltoniano expresso somente em fungiao de variaveis fisicas.

Caso nao-abeliano:

Como ja mencionamos, neste caso o gauge estd dado por

A0, (1.59)

Para examinar o caso nao abeliano emprega-se o mesmo critério do caso abeliano, per-
mitindo obter uma hamiltoniana expressa somente em fungdo de variaveis fisicas. No
entanto, a diferenga (e dificuldade) surge na decomposicio dos campos A; e m; em partes
transversais e longitudinais devido a autointeracao dos campos de Yang-Mills. Com efeito,

neste caso a parte longitudinal de 7 é definida por

-

7= Ve (1.60)

Logo, ao invés de (1.58), temn-se que resolver a seguinte equagio

VDUt = —g [ AR+ I (1.61)

conduzindo & solugio formal

o) = [Py ke (~os Ry 7+ I (1.62)
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com K =(V-D), e (V-D)*K(z,p) = 6@z —y).

Por 1ltimo, a partir de (1.62) ressaltamos que, para o caso de Ar grandes, a
obtengao de ¢ é mais complexal®l. J4 para um acoplamento fraco, obtem-se uma situagao

similar ao caso abeliano considerado anteriormente.



CAPITULO 2

O GAUGE DE FOCK-SCHWINGER

Como j4 foi mencionado, este capitulo dedica-se ao estudo da condigdo de gauge de
Fock-Schwinger, o que permitird uma familiarizagdo com as caracteristicas mais relevantes
do gauge. Desta forma, o capitulo é organizado ao longo das seguintes linhas. Em primeiro
lugar, consideramos a questao de fixagdo do gauge para uma teoria de gauge do tipo Yang-

Mills, mostrando-se que o gauge de Fock-Schwinger é um gauge completamente fixado.

Na segio 2, apresentamos as propriedades mais importantes do gauge, tais como:
expressar o vetor potencial de gauge em termos do tensor intensidade de campo, o néao
acoplamento entre campos de gauge € ghosts e o ndo aparecimento da ambigiidade de
Gribov. Na segio 3, devido a riqueza conceitual do formalismo BRST, fazemos uma
andlise da quantizacdo da teoria utilizando para isto as duas versdes existentes para tal
formalismo, a saber: versdes hamiltoniana e lagrangiana. O essencial do formalismo é que
garante a unitariedade e consisténcia quantica da teoria, permitindo em principio calcular
a matriz de espalhamento para qualquer teoria. Nesta segéio também consideraremos as
identidades de Ward e o subespago fisico da teoria e calcularemos o propagador para o

campo de gauge.



2.1 Definicio do Gauge [21]

Finalmente, para completarmos o estudo, consideramos o caso em que o campo

de gauge ¢ dado como um campo externo, situagiio que tem sido extensamente explorada

na literatural®4l,

2.1 Definicao do Gauge

Numa teoria de gauge do tipo Yang-Mills, a lagrangiana ¢é invariante frente a

transformacoes de gauge locais do vetor potencial, na forma:

A%(z) = wT A% (2w — éw—l w (2.1)

com w = w(z) um elemento do grupo de gauge A, de acordo com as convencdes dadas
no Apéndice A. Assim, a invaridncia da lagrangiana sob estas transformacdes implica
uma liberdade ou ambigiiidade na definigdo dos campos A%(z), pois existem muitos
campos fisicamente equivalentes, ou seja, a um mesmo estado fisico correspondem mais
de um conjunto de varidveis candnicas que descrevem a teoria. Ao mesmo tempo, como é
sabido, na formulagio integral funcional esta liberdade manifesta-se no aparecimento de
um volume infinito (proporcional a [ []_ dw(z)) no funcional gerador Z, conduzindo a
fungbes de Green mal definidas. Por outro lado, a partir de um ponto de vista hamiltoni-
ano, isso se reflete na presenga de vinculos de primeira classe que sio os geradores desta
simetria. Assim, para efetuar uma quantizagio consistente da teoria deve-se eliminar esta
ambigiiidade nos campos ou, em outras palavras, eliminar os graus de liberdade de gauge
espiirios. Faz-se isto impondo restrigbes adicionais (chamadas condigdes de gauge) sobre
as variaveis, sem afetar as propriedades fisicamente relevantes do sistema. Tais condigdes
nao sao, portanto, consequéncia da teoria, sendo mais restrigbes impostas sobre a teoria

que, como veremos, nao sao totalmente arbitrarias.
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A condigdo de gauge de Fock-Schwinger é especificada pela condigio:

(¥ — ) A%z) =0, (2.2)

onde z* sao as coordenadas de um ponto arbitrario fixo no espago-tempo, tendo o papel
de um parametro. O campo de gauge nao abeliano é A, = AST®, seguindo as convengdes

deste trabalho. A expressdo anterior pode ser reescrita como:

(z# — )AL (2 + (z—2)) =0, (2.3)

que é outra forma da condi¢ao de gauge. Contudo, nio hid perda de generalidade ao
considerar z* = 0, o que faremos por simplicidade daqui em diante. Observemos que
esta condigao de gauge é invariante sobre transformagées homogéneas de Lorentz, mas nao
o é ante translagdes. Como veremos depois, isto se reflete numa dependéncia explicita
das coordenadas no propagador do campo de gauge. No que se segue, assume-se que
o espago é simplesmente conexo e que os potenciais sio regulares, isto é, continuamente

diferencidveis até segunda ordem, suposi¢es de grande importancia na definigao do gauge.

Como é sabido, toda condigdo de gauge deve satisfazer as seguintes propriedades:
completeza e unicidade!?3, Um gauge é completo quando, dado um potencial vetor ar-
bitrario o qual ndo satisfaz (2.2), podemos encontrar uma transformagao de gauge w tal
que o potencial vetor transformado satisfaga a condigio de gauge. A segunda propriedade
diz que, dados dois potenciais vetores satisfazendo (2.2), w deve ser constante. Para
apreciarmos melhor isto, consideremos A, um potencial que nao satisfaz z*A4, = 0.
Desejamos, entao , encontrar uma transformacdo de gauge w tal que o potencial trans-

formado

A =w T Aw — gw"laﬂw (2.4)

satisfaga a condi¢do de gauge. Impondo z*A! = 0, obtemos a seguinte equagao para
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w(x):

0w =—1igztAw. (2.5)
Esta equagao tem como solugao:

1
w= P exp (mig/ dA :L"UA#(/\:L')) Wo (2.6)
0

onde P ¢ o operador de ordenamento para A e w, é um valor inicial (arbitrario) para
w. Consequientemente, o gauge é sempre atingivel através da transformacao de gauge
(2.4), com w dado por (2.6). Esta propriedade diz respeito a escolher de uma dnica
maneira um elemento de cada classe {A/(x)} (para todo ¢ € R* e w € A) pois,
de um ponto de vista geométrico, o conjunto {A!(z)} forma a drbita das configuragdes
equivalentes ao campo de gauge. Considerando a segunda propriedade, suponhamos que

tanto A, como seu transformado de gauge,
)
A =wlAw! - —w W, (2.7)
satisfazem a condigio de gauge, isto é, z¥A, = 0 = z*A]. Nestas condigdes, segue-se

que:

0w =0, (2.8)

ou seja, esta é a condigio que define as transformagbes de gauge entre potenciais no
gauge de Fock-Schwinger. Dito de outra forma, a fungo w satisfazendo (2.8) define
as transformagdes de gauge residuais para potenciais no gauge de Fock-Schwinger. A
condigdo (2.8) diz que w(z) ¢é uma fungio homogénea de grau zero, e do teorema de

Euler temos:

w(z) = w(raz), (2.9)

com A arbitrdrio. Dado que w é regular, em particular na origem, pode-se tomar
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A =0, e com isto temos que

w(z) = w(0) = cte . (2.10)

Portanto, a condiciao de gauge de Fock-Schwinger fixa o gauge a menos de trans-
formacoes globais independentes do espago-tempo, isto é, dois campos satisfazendo
z*A, = 0 podem ser relacionados por uma transformacao de gauge global. Para remover-
mos esta transformagao global residual, devemos proceder da seguinte forma: sobre uma

transformagao de gauge §}(z) a fungdo de gauge w(z) definida por (2.5) transforma-se

de acordo com:
w(z) — W'(z) = 0 Hz)ww;! Q0)w;

o *

Podemos exigir que w, em (2.5) transforme-se como:

desta forma removendo a transformagdo global w(0) de A. Conseqiientemente, a
condigio de gauge € atingivel e dnica. Em outras palavras, fixa completamente o gauge,

constituindo-se assim numa boa condigdo de gauge.

2.2 Algumas Propriedades

2.2.1 Foérmula de Inversao

Por definigao, o tensor de intensidade de campo é:

Fo(z) = 0,A, — 8,A, — gi[A,, A,

Multiplicando por z¥, encontramos

' F,(z) =2"8,A, — 20, A, . (2.11)
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Usando a identidade

3, (z*A,) =0 =2"8,A, + A, , (2.12)
podemos reescrever (2.11) como:

(1 + 2#9,) A(z) = 2" Flu(z) . (2.13)

Substituindo z por az,onde o« é um parametro arbitrario, temos que:
L d
(aA(az)) = az"F, (az) . (2.14)
do
Ao integrarmos (2.14) ao longo da reta que liga os pontos z ¢ z, sendo z um
ponto fixo (na origem, como j4 fol mencionado) e  um ponto arbitririo do espago,

podemos integrar em o« de 0 a 1, obtendo-se
1
A, (z) =/ deaz" F,(az) . (2.15)
H

Assim, encontramos uma expressio particularmente atrativa para o vetor po-
tencial em termos do tensor de intensidade de campo, embora essa seja nao local. Esta
relagdo, a principio, permite uma formulagio de teorias de gauge em termos de F, #,,[26'271.
Ao mesmo tempo, a validade desta formula de inversédo esta garantida pelo lema de
Poincaré da geometria diferencial (vide Apéndice B). Também notemos que (2.15) sa-
tisfaz imediatamente a condicdo z*A, = 0. Apesar desta interessante propriedade, em
alguns célculos é apropriado fazer uma expansao em poténcias de derivadas do vetor po-
tencial A,. No que se segue, serd mostrado que tal expansdo emerge naturalmente neste
gauge. Na teoria quintica esta expansio corresponde a uma expansao de operadores

locais. Assim, o ponto de partida é a expressao (2.15), podendo ser escrita como:

/dz] do:(2* F,,(2)) §(z — az) ,0u

A (z) = /dz/o da e V= (2* F,,(2)) 6(2), (2.16)
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onde e**V+ é o operador de translagio com z -V, = z# -5%; .

Usando a seguinte expressao:

! 1 1 1
CI.T‘V, — e —— . —— . 2 PR
fodae =Tt 5@ V) @R (2.17)

(2.16) transforma-se em:

1 .0 1 _.,0 @
aa) = [ (14 oo e o goe ol 4 o) (HEue)] 60).

Como foi mencionado, os pontenciais sdo supostos continuamente diferencidveis ao passo
y 05 P P
que a série de poténcias é uniformemente convergente. Assim, a expressdo anterior pode

ser integrada termo a termo, obtendo-se:

2*2°0,Fp,(0) + —l-ﬂm“wﬁ:c"’aaagF.,y(O) + -+ (2.18)

1 23
A (z) = 2" Fp,(0) + 1.9

2-0! 3-1

O interessante nisto € que, com a escolha de gauge, podemos substituir as derivadas

ordinérias por covariantes. A partir de (2.2) temos que:

P (A#(O) 4 :L'“ao,A“(O) + %m"rﬁa‘,aﬁAu(O) + ) =0,

ou
z“A,0) = 0,
*2%0,A.0) = 0,
z#2°2P0,05A,(0) = 0, etc.

Isto implica que podemos, ao menos localmente, substituir as derivadas ordinarias por

covariantes. Por exemplo:

2" 05 Fu (0) = 2° Dok (0) = 2% (8x — giAa) Flu(0) .
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Em geral podemos escrever:

2% o & (B -+ Oy Fu)|, = @+ V(D - DyFo)l, - (2.19)

Desta forma, usando (2.19) em (2.18), encontramos finalmente uma expressio bastante

conhecida para A,,

1

Al‘(x) = 2 . 0!

' F,(0) +

2*2° Do F,,(0) + ——=2"2°2° D, DgF, ,(0) + --- (2.20)

31 4.2!

Convém ressaltarmos que o ponto chave foi o uso da expressio (2.19), que permite
substituir as derivadas ordinarias por covariantes, uma caracteristica s6 possivel neste

gauge.

2.2.2 Acoplamento entre Campos de Gauge e Ghosts

Lembremos que o funcional gerador para uma lagrangiana L£(A) do tipo Yang-

Mills estd dado por:
Z(J] = I—i/:/‘DA#exp {z’/d“w(ﬂ + J-A)} : (2.21)

com L£=—21(F2)*;N éum fator de normalizagio e J uma fonte externa, onde as
derivadas deste funcional gerador, com respeito as fontes, conduzem as fungoes de Green
da teoria. Como ji foi mencionado na se¢io 2.1, a integral funcional dos campos de
gauge envolve uma integragao num ndimero infinito de campos equivalentes. Assim, para
tratarmos este problema, introduzimos um termo de fixacio de gauge na lagrangiana, de

acordo com o conhecido procedimento de Faddeev e Popov. Este termo € da forma:

L=~ % FZ, (2.22)
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com F = F(A,) sendo alguma condi¢io fixadora de gauge. Desta forma, seguindo

Faddeev e Popov, o funcional gerador serd expresso como:

Z= -j-l\-, / DAexp {i / &'z (—i(F:,)z + A#J“)}detM [14F, (2.23)

onde det M ¢é o determinante de Faddeev-Popov, dado por:
8F* (AL(=))

ab —
det M**(z,y) = det ey

(2.24)

onde e’(y) sdo parametros do grupo de gauge. O determinante funcional (det M) pode

ser exponenciado na forma:
det M = /'Dnvﬁexp{i/d“rﬁ°(r)Mab nb(y)} ,

onde os campos 7 e # representam particulas de ghosts e obedecem a uma estatistica
de Fermi. Convém ressaltarmos que, de acordo com Faddeev-Popov, o propésito da
introdugao dos ghosts é restabelecer a unitariedade da matriz de espalhamento. Assim, a

teoria € unitaria por construgao. Usando o gauge de Fock-Schwinger, temos que:
& (z* A2(z))

ab _
det M*(z,y) = det 55y)

= det z*D,6%6(x — y)
= det 2 (69, + gf**A%(z))é(z —y)

= det 6*2#0,6(z—y). (2.25)

Como podemos observar, o resultado é independente do campo de gauge e portanto os

ghosts nao se acoplain aos campos de gauge.

2.2.3 Ambiguidade de Gribov

Outra propriedade a ser considerada num gauge, em particular, diz respeito

a existéncia da ambiglidade de Gribov. Lembremos que, na formula¢io de teorias de
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gauge em termos de integrais funcionais, tal ambigliidade se manifesta no aparecimento
de modos zero do determinante de Faddeev-Popov. Assim, estes modos emergem da nao
unicidade dos campos fisicos quando o gauge é fixado. Em outras palavras, as equagodes
para os autovalores zero sio diferentes em gauges diferentes. Para apreciarmos melhor isto,
observernos que as transformagdes w(z) sdo autofungdes da matriz M do determinante

de Faddeev-Popov e, portanto, satisfazem a equagio de autovalores

0, w(z) = aw(x), (2.26)

e, desta forma, tais transformagées (w) serdo fungdes homogéneas de grau o. As-
sim, no caso de autovalores a nulos, de acordo com (2.8), a expressio (2.26) definird
as transformacdes de gauge residuais que, por sua vez, podem ser removidas. Convém
notarmos que isto é possivel por estarmos considerando potenciais regulares na origem, e
por este motivo, os autovalores negativos podem ser dispensados se o espaco de estados
fisicos for restrito a tal classe de potenciaist?6). Assim, para autovalores positivos e com
w univocamente definido, temos o potencial no gauge de Fock-Schwinger univocamente
determinado, sem problema de ambiglidade. Podemos concluir o mesmo a partir do

exposto na secao 1.1. Neste caso o operador K ab (1.33) escreve-se como

K~ 629, ,

o qual é uma matriz diagonal sem problema de unicidade, e portanto nao ha ambigiidade

de Gribov.
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2.3 Analise BRST para o Campo de Yang-Mills no

Gauge de Fock-Schwinger

2.3.1 Formalismo Hamiltoniano (BFV)

O objetivo desta subsegdo, bem como da préxima, seguindo a referéncia [28],
serd estudarmos a implementagio do gauge de Fock-Schwinger modificado (como vere-
mos depois) numa teoria de gauge, no contexto do formalismo BFV. Desta forma, em
primeiro lugar, faremos uma revisdo sucinta dos pontos mais importantes deste método

de quantizaciol?®-3%, Um estudo detalhado sobre este tema encontra-se na referéncia [30].

Assim, consideremos um sistema invariante de gauge descrito por um conjunto
de varidveis canénicas (p,¢), uma hamiltoniana canénica H,, ¢ um conjunto ¥, de
vinculos de primeira classe. Lembremos que os vinculos de primeira classe satisfazem a

algebra:
{¥a, ¥} = Cgy e (2:27)

onde (7, sao constantes de estrutura. As equagGes de movimento que descrevem a

evolugao temporal do sistema sao obtidas da agao:

iz .
S(pa q':)\) =/ dt (pfé’ - Ho - )\cinba), (228)
ty

com ¢t =1,--n e a=1,---m. Os A sao multiplicadores de Lagrange para os
vinculos. O ponto chave no formalismo de BFV é aumentar o espago de fase. Isto é feito

em duas etapas: primeiro, introduzimos 0 momento canénico p, conjugado a A°

{Xa, P} =8 (2.29)
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Por consisténcia da teoria impoe-se que os p, também sejam vinculos da mesma, isto é:

Po = 0. (230)

Designando G, = {ps,%¥,} o0 conjunto de todos os vinculos de primeira classe, temos que

a algebra que satisfazem é da forma:
{G:, G} = V5 G, . : (2.31)

A segunda parte consiste em associar a cada vinculo G, um par de ghosts 5* e P°,

satisfazendo:

{n.,P'} = -6, . (2.32)

Desta forma, o novo espago de fase (estendide) no formalismo BFV é da forma:
(pis g, Aas p*, 1%, Po).  Para melhor apreciarmos este fato, consideremos novamente a

prescri¢do de Faddeev-Popov. Com efeito, lembremos que, devido & invariancia de gauge

z:/DAexp (z‘/d:r[,) , (2.33)

o gauge foi fixado, conduzindo a:

no funcional gerador Z,

z =/'Dn"DnDA exp(Sess) - (2.34)

Como ja mencionado, 7 e 7™ sdo os campos de ghosts e S.sy designa a agdo efetiva
da teoria. Neste ponto, é interessante notar que, com este procedimento, a agio efetiva
obtida ndo é invariante de gauge. Nio obstante, a explicagao deste aspecto veio através dos
trabalhos de BRST e generalizado por BFV que, fundamentalmente, diz que incluir ghosts
na teoria é equivalente a trocar a simetria de gauge local (original) por uma supersimetria

global (BRST). Assim, do ponto de vista da simetria, substituir o espago de fase original
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pelo de BFV é equivalente a trocar a simetria local na agao (2.28) por uma supersimetria

(global) entre as varidveis candnicas e ghosts.

O gerador desta simetria chama-se carga BRST (Q), que satisfaz a propriedade

de nilpoténcia,

{@,Q} =0. (2.35)

A construgio desta carga provém da algebra de vinculos®%, da forma:

1
Q =,,]u G, — _é(_)sbnbncffcpa + o, (236)

onde ¢, =0 ou &, = 1 se, respectivamente, G, for comutante ou anticomutante. A
carga BRST é a quantidade bdsica neste formalismo, onde observaveis fisicos sao agora

quantidades invariantes BRST, isto é, seu colchete de Poisson com € anula-se.

Uma vez apresentada a estrutura cldssica do formalismo BRST da teoria, passe-

mos 3 sua quantizagio, conseguida através do teorema de Fradkin e Vilkovisky!3%:

Teorema: “Seja um sistema com vinculos de primeira classe (descrito no

espago de fase estendido) e seja S.sy a agao efetiva definida por

tz - -
Sers = ] at (pid + 7P+ pde — Ho - {Q,9)) ,  (23D)
£

1

onde ¢ éacargae ¢ uma funcio fixadora de gauge; entao,

2y = / D, exp(iSess) (2.38)

¢ independente da escolha de ¢ e D, ¢é a medida sobre todo o espago de

fase”,
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2.3.2 O Gauge de Fock-Schwinger no Formalismo BFV

Feita esta revisio dos aspectos mais importantes do formalismo BFV, exa-
minemos a implementacdo do gauge de Fock-Schwinger em tal formalismo. Primeira-
mente, observemos que o gauge estudado, além das caracteristicas j4 consideradas, possui
uma invaridncia sobre transformagbes de escala. Com efeito, notemos que z#Aj =0 ¢é
adimensional e, portanto, invariante de escala. Isto significa que, quando é usado como
termo de fixagao de gauge, embora fixe o gauge, ndo fixa a escala da teoria. Em tal
caso, faz-se necessario introduzir um paradmetro dimensional extra na teoria, o que, por
sua vez, interferird na renormalizagio da teoria final. Do acima citado e lembrando que
a invariancia conforme néo sobrevive na teoria quantica eletromagnética, segue-se a nao
conveniéncia do uso do gauge na forma z*Aj = 0. Desta forma, usando argumentos

puramente dimensionais, a condigio de gauge é modificada para a forma:

L AT
:rAp

T

f°[A] = =0, (2.39)

com z? = z*z,. Devemos ressaltar que considerar esta condi¢io modificada em nada

afeta a propriedade de ser um gauge completamente fixado.

Seguindo os passos da se¢do anterior, temos que:
S = / d'z (xi A — Hyw — X 4) (2.40)
onde 7% sdo os momentos conjugados a A:. Os vinculos escrevem-se na forma:

Yo =0 nt — foerkAb g, (2.41)

e a densidade hamiltoniana de Yang-Mills é:

Hyy = %(var; + B! Bl) ,
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com B? = 1e;,F** . Notemos que, neste caso, o par de varidveis canonicas (Ajg,77) ndo

aparece devido ao fato de que estas varidveis nao representam verdadeiros graus de liber-
dade. Assim, termos contendo A? podem ser absorvidos redefinindo os multiplicadores

X, Logo, a agéo efetiva no formalismo BFV assume a forma:
S.yp = /d“r [A;* 1% 4 AP 4+ C°Pt 4+ O P — Hym + {¢,Q}] . (242)
Neste caso, a carga BRST(Q) estd dada por:
Q= / &z («pa Cc° — iP*p* + %15“ fetec?t Cc) : (2.43)

satisfazendo a condicao de nilpoténcia {@,Q} =0.

Ao mesmo tempo, verificamos que as transformacoes geradas pela carga ) estdo

dadas por:
sa = [ @8 (PO - PEIE) + PR CE0R) )
- i,

onde B é um parametro anticomutante independente do espago-tempo. Observemos que,

comparando com as transformacoes de gauge usuais, o parametro de gauge £°(z) agora

é substituido por BC*(z).

§rf = BfwiC’,

§x = —ipP,

&p* = 0,
50° = _%ﬂfﬂbccbcc’

6C° = —ips,
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[85]
6-}3a = ﬁ(d)a + fabc'jjccb),
§P = 0 (2.44)
Escolhendo a fungio fixadora de gauge na forma
Wal' Ry . 5% e . amﬂAz t ~a .4 5
¢=1C"X" —:C X —:C e +§an + P*A, {2.45)
temos:
. L k a k Ac B A
{Qﬂ,Q} — ]dBm (_paAa + icam 8’-‘20 _ icafabccbz fk + pa z 2# _
I T I
” z, 1 ta L=
-C° pﬂ; — Eorp2 — C P* — X — PP +
1 abcAya 1h e
+ 5 [PPeChee ). (2.46)

Assim, agora devemos substituir as expressdes acima em {2.42) e, por sua vez, na expressio

(2.38). Notemos que a medida neste caso fica expressa como:

D,=DADrDIDpDCDCDPDP. (2.47)

Observando que a integragao em 7' e p ¢ facilmente feita através de uma integral

gaussiana e que a integral em P conduz a uma delta funcional a qual permite integrar

P, encontramos finalmente:

— 1 E
Z = / DADCDC exp {i / d'z (— PP + —C°a*D,C° +

+ 2i$4 (x“A;)’)} . (2.48)

Desta expressdo, verificamos que o teorema de Fradkin e Vilkovisky contém como
caso particular a prescrigao de‘Faddeev—Popov. Devido a sua generalidade, na atualidade

tal teorema é uma das formulagbes mais poderosas para quantizar sistemas de gauge!®9.
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Introduzindo um termo de interacgdo via corrente externa, temos que a acao efetiva

fica:

1 a ¥TT 0 AG 1 a
Sur= [ (g FLF + 54 + (:c"A#)z) , (2.49)

que ¢ diferente da agao classica devido a presenga do termo de fixagio de gauge. Ao mesmo
tempo, o termo proporcional a ghosts pode ser omitido, devido ao nao acoplamento entre
ghosts e campos de gauge e, portanto, sua integragao pode ser absorvida num fator de
normalizagao. Assim, consideremos em mais detalhe o papel que desempenha o termo de

fixacdo de gauge. Para isto, consideremos as equagdes de movimento geradas por (2.49):

D*F?, + a%(z"A;) =0. (2.50)

A divergéncia de (2.50) conduz a:

249, (z"A%) = 0. (2.51)

Dado que z*3, € o gerador de transformacgbes de escala do grupo conforme, concluimos
- . - THAS -
que z'AZ é invariante de escala. Desta forma, o termo de fixagdo de gauge —* nao

tem outro efeito, a nivel cldssico, sendo fixar o gauge. Por outro lado, se tivéssemos usado

z*A¢% , teriamos encontrado:

(4 + 28,) (z¥A,) =0, (2.52)

cujo significado nao ¢ claro, dado que z*A?% ¢ invariante de escala.

Por 1iltimo, apds estas consideracdes, a partir de (2.49) consideramos a forma do
propagador do campo de gauge no gauge de Fock-Schwinger (2.39). Seguindo o procedi-

mento usual, temos que (2.49) escreve-se na forma:

Seff — '/d‘ix% [‘A:I. ('I]‘HVD —_ ap.av + Eul'y) A: + J”A:] 3 (2-53)

azt
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e portanto o propagador procurado é o inverso do operador:

1
D = by (nwn - oo + quv) . (2.54)

J4 que a inversdo de tal operador nio é tio direta, os detalhes deste cdlculo podem
ser encontrados no Apéndice C. Nesse caso escrevemos diretamente a expressao final, a

saber:

Tipi m,uay + 6“33,, 1

ab _ gab _ 1 4, 21
Ki =6 = z 971 O + (I'a_!_l)a,,(aa: +z D)a,,] ,  (2.55)

com -0 =2%0,. Para o =0 a expressio (2.55) assemelha-se a obtida por Kummer
e Weiserl'® para o gauge z*A, = 0, usando um método diferente. Por outro lado, para
z — 0, (2.55) tende ao propagador de Feynman independente do parimetro «. Como
j4 foi comentado, observemos a dependéncia explicita das coordenadas espago-tempo no

propagador. Isto € um reflexo da nao invariancia translacional do gauge.

2.3.3 Identidade de Ward

Uma ilustracio da riqueza do formalismo BRST relaciona-se diretamente com
a sua descoberta, isto €, permite de uma maneira muito eficiente derivar as identidades
de Ward, as quais, como é sabido, desempenham um papel importante no programa
de renormalizagio de uma teoria. Lembremos que tais identidades sao relagdes entre as
diferentes funcoes de Green da teoria e refletem as simetrias da a¢io original, assegurando

que todas as singularidades nio fisicas sejam canceladas nas amplitudes fisicas,

Assim, consideremos o caso da interacao entre campos de gauge e fermionicos (x

e ¥), na forma:

1
L=—7F F* + Xiy" Dux (2.56)
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onde D, é uma derivada covariante (Apéndice A). Seguindo os mesmos passos da segdo

anterior, a acdo efetiva agora € invariante ante as transformagdes BRST da forma:
A, = BD.,C*,
8' = —ifg(T°)"x’C°,

§x' = iBgx’ (T*)"C*,

sC* = — % ﬁfnbccbcc ,
_ 3 THA°
§6° = - % T, (2.57)

onde (7°)¥ designa o elemento de matriz ij do gerador T'® mna representagio dos

campos de matéria.

Para derivar as identidades de Ward neste caso, consideremos o funcional ge-
rador das funcdes de Green introduzindo as fontes externas J,€,£,5,p para os cam-
pos A,,C,C,x e x. Também, devido ao aparecimento dos operadores compostos nas
transformagoes (2.57) da forma xC,%C e CC, introduzimos as fontes K,K e L,

respectivamente. Desta forma, o gerador escreve-se como:

Z[J,E,6,p,p, K, K, L] =N f DA, DCDCDxDx exp (iSess) , (2.58)

onde S5y esta dada por:

1 (z,A%)

2w zd

1 .
Seis = /d“m [—EFLF“’” + ixPx + +
+I12_C'mqu#0u + JauA;a;'*‘F.Xl‘ +pi>—<i +Eaca +

+£0C° — ig(TH K'Y C® + ig(T*)5%'C°K’ — % f“"‘L“C"C‘] .(2.59)
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Dado que a agao efetiva € invariante ante transformagbes BRST, temos que:
68y, = / d'z (J26A* + p8X' + X0 + E6C° + §C°¢%)
8Sus = B [ D00 + iglTpnC + ig(TiXCp +

- 1 z#A
+ g_fabcgacbcc 2
[84

seel =g, (2.60)

T2

Seguindo o procedimento usual, definimos o funcional gerador para as fung¢bes de vértice

1PI, na forma:

I'=W(J,K,L) — f d'z (JIA™ + px + X + £ + C°¢) (2.61)

onde W ¢é o funcional gerador para as fungdes de Green conexas (W = In Z), obtendo:

s

A = e
o

6X,' - p ?
&

62‘. - p'.‘

6T .

5o -

6T .

6§C* &

or . a\ij —igva
o= = ig(T)xce,
123 . a\ij —3va
Sk = —ig(T*)’x’C*,
a3 _ 9 rabe b e
o= - feee. (2.62)

Finalmente, substituindo (2.62) em (2.60), encontramos a identidade de Ward genera-
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lizada

S oK T i iR T EC 5L & & 5éa) =0, (263)

ap
/d"m(ér 6T 6T 6T oI 6T lIﬂA )

que é uma expressdo compacta contendo toda a informagao de simetria da teoria. Dife-
rentes relagoes entre as funcoes de Green podem ser obtidas através de diferenciacao
funcional de (2.63), constituindo-se no ponto de partida apropriade para o estudo da es-
trutura de contratermos no programa de renormalizagio. Como é sabido, isto ndo € tao
simples, principalmente no caso deste gauge, devido a sua nao invariancia translacional.
No entanto, é interessante mencionar que Kummer ¢ Weiser[!® construiram certos con-
tratermos locais, mas s6 no caso especial de um loop. Desta forma, um programa geral

de renormalizagio neste gauge, no melhor do nosso conhecimento, ainda estd em aberto.

2.3.4 Formalismo Lagrangiano (BV)

Como vimos até o momento, sistemas invariantes de gauge sao descritos por la-
3 p

grangianas singulares, o que, na descrigdo hamiltoniana, reflete-se na presenga de vinculos.

Neste caso, o método para construir uma teoria quantica covariante é o formalismo de

quantizagio visto anteriormente, onde os vinculos da teoria determinam a correspondente

carga BRST.

Entretanto, existe outra formulagio BRST de teorias de gauge denominada de
lagrangiana (BV)1, baseada no chamado formalismo anticampo-antibracket. Pode-se
assim, definir lagrangianas efetivas nao-singulares invariantes BRST e obter-se a carga
através do teotema de Noether. Na presente se¢io e na préxima sub-segio, para comple-
mentar o j4 exposto, examinaremos a conexio entre ambas formulagdes, adotando o ponto
de vista da equivaléncia entre as cargas. Consideraremos também a questio da definigdo

do espago fisico para a teoria quantizada. Assim, em primeiro lugar, serdo brevemente re-



2.3 Anélise BRST para o Campo de Yang-Mills no Gauge de Fock-Schwinger [41]

visadas as regras de quantizagio BRST na formulagio lagrangiana (um estudo detalhado

sobre isto encontra-se na referéncial®ll).

Seja @4 um campo bosénico ou fermibnico descrevendo uma teoria dada. A
cada campo ®* associa-se um anticampo ®*4 com estatistica oposta ao campo original,
isto é:

e(®*) =¢4, (@) =e4 + 1, (2.64)
onde €4 denota a paridade de Grassmann.

Neste espago de fase, composto pelos campos e anticampos, define-se a operagio

de antibrackets na forma:

_8&F aG  oF ag
(G = 567 984 ~ 584 507 (265)

onde 0O,, 0; s3o as derivadas direita e esquerda, respectivamente. Os antibrackets tém as

propriedades:
(B,B) = 23&2%, {B bosbnico)
(F,F) = 0, (F fermidnico)
(G,G),G) = 0. (qualquer G) (2.66)

O funcional gerador da teoria, na formulagdo lagrangiana de quantizagao BRST,

é construido na forma:
= l I d‘I)A '-i W}: q)A 2.67

onde Wg(®) representa a restricio de W{®, ®*) & superficie ¥ determinada pela

condigio:

. _ 09(®)
= ot (2.68)
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onde 3 ¢éa chamada fungao fixadora de gauge. Devemos ressaltar que o funcional gerador

Zy nio depende da forma de 1, desde que W seja solugio da equagaol®ll:

(W, W) = ihAW (2.69)

| =

8 3,
= I
com A= 3 srby.

A solugédo da equagdo (2.69) pode ser expandida em poténcias de /i, na forma:

W=58+4 > a"W,, (2.70)

n=1

de modo que, em ordem zero de %, temos:

(5,8)=0. (2.71)

Esta é a chamada master equation; S representa a parte clissica de W e é a equagio
fundamental no formalisme BV. Ao mesmo tempo, se a medida [],d®* ¢ invariante

ante transformacées BRST da forma:

&S
by @A = (—1)4 —| , (2.72)
( ) B(I)tA 5

Batalin e Vikovisky[®!] mostram que é possivel por W, = 0(n 2 1), de modo que a solugao
da master equation (S), quando restrita & superficie ¥, produza a agio quintica total da
teoria. No entanto, W, (n > 1) diz respeito & néo invaridncia da medida frente a (2.72).
Como podemos observar, no formalismo BV sempre é possivel restabelecer a invariancia
BRST de uma teoria adicionando novos termos a S, desde que a transformacao BRST

seja definida com W no lugar de S.
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2.3.5 O Gauge de Fock-Schwinger no Formalismo BV

Para apreciarmos melhor este formalismo, consideremos novamente uma acio do

tipo Yang-Mills:
1 a G b3
S, = f d'z (—ZFWF s ) . (2.73)

Neste caso, a solugdo minima para a master equation é dada por:

1 [+3 QL “q a 1 *1 Sauc C
S:]d"x (—ZFWF“ + Az*D* bc”+-2-o f”C”C) , (2.74)
o que pode ser comprovado facilmente, substituindo (2.74) na master equation (S,S) =
0. Ao mesmo tempo, C e C* denotam o campo de ghost e o anticampo de ghost,
respectivamente, enquanto que A7 representa o anticampo associado as variaveis da
teoria original. Para implementar a condigio de gauge, adicionamos a solugio minima o

termo:

§ = j d'z (—iC™b,) (2.75)

sendo b um campo auxiliar e C* o anticampo do antighost. A condigio de gauge

escolhida escreve-se na forma:
W = / d'ziC*z AL . (2.76)

Antes de continuarmos, dois comentarios sdo pertinentes. Primeiro; usar um
campo auxiliar (4), como ja sabemos, permite provar a nilpoténcia da carga BRST sem
ter-se que recorrer ao uso das equagoes de movimento. Em segundo lugar, incluir um
fator “¢” nas expressdes (2.75) e (2.76) deve-se ao uso da hermiticidade dos campos de

ghosts no sentido de Kugo e Qjimal®%, o que garante a hermiticidade da lagrangiana e,

portanto, a unitariedade da matriz § da teoria. Dito isto, escreveremos finalmente a



2.3 Andlise BRST para o Campo de Yang-Mills no Gauge de Fock-Schwinger [44]

solucdo minima da seguinte forma:
1 =
S = f d'z (- s Fa ™ = iC%,D*C? + b“:c“A;) . (2.77)

A agdo (2.77) é invariante ante as transformagoes BRST:

§43 = DICt,

§5C* = — %fabccbcc ,
§C* = —ib*,
§6° = 0. (2.78)

Como ja mencionado, a carga BRST é obtida através do teorema de Noether. Assim, da

expressao para a corrente conservada,

JH? = %6}1‘; + (‘9(7%2’7)60“ + E%CT)(SCG + a(gf;a) 8y, (2.79)
obtemos a seguinte carga BRST:
Q= f &Lz (D;"’w“"cb - %C.’c f“”“C"CC) : (2.80)
Dado que o0 momento candnico de C ¢é dado por:
Te = -gg— =iC%°,
(2.80) converte-se finalmente em:
Q= / &z (ngw“‘c” - %-.-rg f“””CbCC) : (2.81)

Com o propédsito de comparagao, lembremos que, na formulagdo hamniltoniana, 7% era

denotado por P e D#*x® nio era outra coisa senfo o vinculo da teoria, isto é&

Wb = Do (2.82)
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Conseqiientemente, usando um formalismo diferente (BV), obtemos a mesma carga mini-
ma BRST para teorias de Yang-Mills. Observemos que a carga BRST na versio hamil-
toniana contém um termo adicional da forma iPp. Néo obstante, tal termo néo é muito
importante, pois reflete somente a ambiglidade da carga, ou seja, podemos adicionar
ao contetido minimo qualquer termo, desde que mantenha a propriedade de nilpoténcia.
Em outras palavras, duas cargas BRST estao relacionadas através de uma transformagéo
canonica no espago de fase estendido. Ressaltemos que em nada muda o concluido sobre

a equivaléncia das cargas se em (2.76) tivéssemos usado z*A%/x?.

E interessante mencionarmos que comparar estes formalismos (BFV e BV) tem
sido, ultimamente, motivo de estudo. Por exemplo, o resultado (2.81) coincide com aquele
de Battle et all®3], onde estes autores nio utilizam uma condigio de gauge, ao passo que
Henneaux et all®¥ mostraram que ambos os formalismos conduzem ao mesmo funcional
gerador. Assim, nestes dois casos ficou concluido que tais formalismos sdo aspectos dife-

rentes de uma mesma teoria. Por dltimo, notemos que a carga (2.81) pode ser reescrita

Q= /d% [—:r:"C- (b + %C’ x 0)] , (2.83)

apos ter feito uso das equagdes de movimento, onde (2.83) tem uma estrutura similar que

da seguinte forma:

nos gauges axiall®®l e de Lorentz®.

Por outro lado, ao considerarmos a respectiva teoria quantica, a questdo que se
apresenta € a de definir o subespago fisico. Dentro do espago vetorial total de estados,
como ¢ sabido, tem-se estados néo fisicos de norma negativa, bem como estados nio fisicos
correspondentes aos ghosts. Logo, a presenca de estados de norma negativa (métrica
indefinida) implicariam probabilidades negativas, as quais, evidentemente, dificultariam
uma interpretacio probabilistica da teoria quantica. Segue-se, assim, que para se ter uma

teoria quanticamente consistente, devemos eliminar os estados nao fisicos através de uma
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condigao subsididria sobre os estados fisicamente acessiveis ao sistema (pertencentes ao

subespaco fisico Vpay,). No formalismo BRST, tal condicao € definida por:

Q [phys>=0, (2.84)

ou seja, 0s estados fisicos |phys> sdo aniquilados pela carga @. Notemos que esta
condicdo equivale a exigir que os geradores de gauge aniquilem os estados fisicos num
formalismo sem ghosts. J4 uma teoria abeliana em (2.84) nos conduz & condigio de Gupta-
Bleuler. Entretanto, como foi mostrado por Kugo e Ojimal®3, que fizeram uso do meca-
nismo de quarteto, os ghosts podem ser eliminados, pois tais estados sé6 aparecem como
estados de norma nula (pertencentes ao subespago V,). Assim, desta propriedade de
norma nula e de (2.84), obtemos que os estados fisicos pertencem a um espago de Hilbert

com métrica positiva definida.

Convém ressaltarmos que a condigio subsididria {2.84) possui as propriedadesf®7]
de: linearidade; ter observaveis BRST ([@, A] = 0) que mapeiam o subespago fisico sobre
ele mesmo e ter observaveis da forma [K, Q] que apresentam elementos matriciais nulos

entre estados fisicos

<phys1|[K,Q]jphys2>=10, (2.85)

com |phys1> e [phys2> obedecendo (2.84). Observemos que para satisfazer (2.85), a
carga ) deve ser hermitiana. Outro aspecto importante é que o subespaco fisico definido
por (2.84) ¢ invariante de Poincaré. Isto ja pode ser vislumbrado do ponto de vista
puramente formal, pois sendo a carga BRST invariante ante as translagbes de Lorentz,

ternos:

[Qs PJ-:] =0, (286)

sendo P, o gerador de translacdes. Notemos que usando (2.84) em (2.86) concluimos

que o estado P,|phys> também pertence ao subespago fisico. Dito isto, a questio que
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se apresentara num caso concreto sera a seguinte verificagio:

[Q,P)=0, (2.87)

(Q,M,] =0, | (2.88)

com M,, sendo os geradores de boosts. Sendo assim, usando (2.84) em (2.87) e (2.88)
temos garantida a invariancia de Poincaré no subespago fisico. Em outras palavras, o
subespago fisico € mapeado sobre ele mesmo por transformagoes de Lorentz. Por 1ltimo,
mencionemos que para o caso considerado nesta sub-se¢do (eq. 2.77) também ¢ verificada

a invaridncia de Poincaré no subespaco fisico, manifestando, mais uma vez, a poténcia do

formalismo BRST.

2.4 Campo de Gauge Externo e o Gauge de Fock-

Schwinger

Para concluirmos este capitulo e com a finalidade de termos uma visao mais
ampla das peculiaridades do gauge de Fock-Schwinger, esta secdo dedica-se (através de
um exemplo) a ilustrar outra drea em que o gauge tem sido usado com muito éxito,
no passado e também recentementel*?24. Com efeito, o gauge alcangou sua méxima
popularidadel®®29 em comparagio a outros gauges, ao se calcular propagadores em
campo externo e/ou quantidades que envolvem o uso de tais propagadores. Para ter-
mos uma nog¢ao preliminar, lembremos do interesse existente em se dispor de técnicas

adequadas na regiio nio perturbativa da QCD, onde a grande virtude!®® foi poder des-

crever o confinamento em termos de uns poucos parimetros, os chamados condensados,
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que permitem por sua vez obter muitas propriedades hadronicas através de regras de

s0ina.

Assim, para apreciarmos melhor este contexto onde o gauge tem lugar de destaque,

comecemos lembrando a expressao para o campo A, no gauge de Fock-Schwinger {2.20),

1 v
A#(m) = 2 . 0! €& FVP‘(O) +

2" Do F,.(0) +

z'2°2P D, DpF,,(0) + --- (2.89)

1
3-1 4.2

Lembremos que, para obtermos (2.89), o ponto chave foi a substituicao de derivadas
ordinarias por covariantes. Da mesma maneira podemos proceder no caso fermiodnico, isto

é, expandindo em série o campo (z) temos:

B(z) = P(0) + T04(0) + 5722 0,0,6(0) + - (2.90)

De acordo com (2.19) reescrevemos (2.90) na forma:

Pp(z) = ¥(0) + =*D,¥(0) + %I“IVD“DV‘I’b(O) + ooy, (2.91)
a0 passo que
P(z) =$(0) + =#P(0)DF + %:ﬂ“:ﬂ"iﬁ(O)Dij’ + .- (2.92)

com $H(0)DF = D,ip(0).

B

Desta forma consideremos o condensado dado pela seguinte expressao

<0lg(z)g(0){0>, (2.93)

onde g(z) designa o campo fermidnico (quark) e, por simplicidade, suprimimos os indices

espinoriais, de sabor e cor. Na expressao anterior, podemos expandir g(z) na forma:

<0]g(z)g(0)[0> = < 0]g(0)q(0)|0> + <0]d,g(0)g(0)[0> &* + --- (2.94)
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E interessante notarmos que o segundo termo ndo é invariante de gauge (e nao local). Nao
obstante, através de (2.91) podemos passar de um produto de campos nao invariantes de
gauge (ndo locais) para um produto de campos invariantes de gauge (locais). Assim,
obtemos um resultado bastante interessante, que é o ponto de partida para o célculo de
correntes vetoriais para quarks leves e pesados e toda uma linha de célculos j4 conhecida

na literatural24.

Consideremos como exemplo uma derivagio da famosa anomalia triangular para
a divergéncia da corrente axial (Adler-Bell-Jackiw). De acordo com a prescrigdo do point-
splitting de Schwinger temos:

n T 5 8 n FT : e v
0ud8 = 0, (P7"7°) = p o {¢($+6)7 7" exp (tg_/ dy Au(y)) ¢($—6)} :

=t

(2.95)

Efetuando a derivada obtemos o termo de nosso interesse, isto €, o termo da anornalia:

rte

0T = Be+o) g daten® - oin* Ao o) + 770 (1o [ araw))] x

-z

X p(z—¢), (2.96)

com A= A,vy*. Considerando a derivada do lado direito obtemos como € habitual:

e
O (gz'j a’y”Ay(y)) = 2010, A, (z) . (2.97)

bt -2

Notamos que nesta derivagio Schwinger(*¥ usava originalmente campos constantes cor-
respondendo ao primeiro termo na expansao para A, no gauge de Fock-Schwinger, isto
€,

A(z) = %z"Fw(O) . (2.98)

Portanto, reescrevernos (2.97) da seguinte forma:

By (gi fx m dy”Au(y)) = gic"F,,(0) . (2.99)

—
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Tratando-se A(x +¢€) e A(z —¢) de um modo andlogo, obtemos para (2.96)
0udt = P(z +€) (—29i7*1°€" F,,(0)) $(z — €) . (2.100)
O valor esperado no vicuo é

<0|8,J2|0>= gTr (26" F,,(0y*7*S(z — €,z + ¢)) , (2.101)

onde S(r—¢,z+¢€) é o propagador fermidnico (fungio de Green) para o operador de

Dirac no campo externo {aqui expresso no gauge de Fock-Schwinger), e é dado por

S(z,y) = —i <0|T¥(2)P(y)|0>,

satisfazendo a equacgdo:

(i'r“ ai# + g7 Au(z) - m) S(z,y) =6z —y). (2.102)

Se o termo g7#A,(x) for pequeno (comparado as disténcias (z —y)), podemos traté-lo

como uma perturbacao de modo que S(z,y) pode ser expandido em termos de 97" Au(7),

isto é:
S(@,y)= Sz —y) + ¢ ] &2 5°(z — 2)7* Aul(z) S°(z — y) +
+4° f d'2' d'z 5%(x — 2') A(2)S°(2 — 27 As(2)S°(z —y) + - -+ (2.103)

onde S°(x — y) é o propagador livre, dado por:

S0 = 1 7”(‘1: - y)#
272 (- y)t

Assim, consistente com a expansdo de A, considerada, temos:

ou) = S°(p— g 1 fa =2, s pz—1)s
S(z,y) = S(z—y) + (%2)22]&' w2y F(0)y*~ =) +
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+

4. :7“(3 2')a o ( = z)o P
/d zd'z z’) F,.(0)+* ( )42 Foe(0)y° x

322
5@1@ + .

P (2.104)

Xy

que podemos reescrever Comos

) = gt G g O

9 (2 - y)a gt 9 ey 22 — (2 "
|5 e o) - S TEIE oy )R] +

+ Tty (2.105)

com Fop = 2 €apu F* . Retornando & expressio (2.101) notamos que devido ao trago

somente o segundo termo em (2.105) contribui, e portanto (2.101) converte-se em:

~ g v o
<0j0uJ510>= <= le"( —26" F, (0)F*P(0)y*y5 5 ‘m) ;

apos calculo do trago obtemos o conhecido resultado:

<019, 2 0>= -2 2F”,,(0)F”"(0) ;F,‘.,If‘“"(o). (2.106)

167



CAPITULO 3

O GAUGE DE POINCARE

Apés ter considerado no capitulo anterior o gauge de Fock-Schwinger, este capitulo
dedica-se a estudar a versao néo covariante de tal gauge, conhecida também como gauge

de Poincaré.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: em primeiro lugar, estudam-se as
propriedades formais, mostrando-se que é um gauge completamente fixado. Na segdo 2,
apresenta-se a estrutura candnica para a eletrodinadmica quantica usando o formalismo de
Dirac. Na secéo 3, constrdi-se a matriz U para a eletrodinémica quantica usando o forma-
lismo de Dirac, incluindo uma comparacao entre os gauges de Coulomb e Poincaré devido
4 semelhanca dos colchetes de Dirac para variaveis transversas no gauge de Poincaré com
aqueles calculados no gauge de Coulomb. Finalmente, para completar o estudo, obtém-se

uma expressio para o propagador do féton dentro do formalismo integral funcional.
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3.1 Definicao do Gauge

No caso nio abeliano as condigdes de gauge de Poincaré estao definidas por:

' A%(z) =0, ——xf da Fj(t,aZ) , (3.1)

onde o é um pardmetro arbitririo. As equagOes anteriores sdo a generalizagio néo
abeliana das condigdes de gauge discutidas por Brittin et al.*Y, conhecida também como
gauge multipolar. Note-se que a primeira das condigges (3.1) pode ser vista como a versao
nao covariante do gauge de Fock-Schwinger, estudado no capitulo anterior, com férmula

de inversao:

A(2)= | daaz’F,,(az), (3.2)

v4lida para campos abelianos e nio abelianos#2l.

Entretanto, como j4 foi mencionado, Brittin et al. mostraram que a formula de
inversio (3.2) é garantida pelo lema de Poincaré (Apéndice B). Pode-se ver facilmente de
(3.2) que o campo de gauge satisfaz a condi¢ao de gauge z*A, = 0. Os mesmos autores

também prevéem a versdo nao covariante (ver Apéndice B):

1
Ai(z) = -/daaxka;(t,a:?:'),
0
1 -
Afz) = -—] daz' F,(t, o) , (3.3)
0

e analogamente podemos impor z°A;(z) = 0 como uma condigio de gauge, enquanto que
a segunda das equagdes (3.3) pode ser obtida da condigéo de consisténcia (preservagao
temporal), como veremos adiante. Repetindo-se o procedimento de Brittin et al. pode-se
obter a versdo nao abeliana de (3.3) e as condigdes de gauge (3.1). Embora o objetivo

deste capitulo seja tratar uma teoria abeliana, passamos a considerar as propriedades de
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completeza e unicidade das condigdes de gauge (3.1), em analogia com o capitulo anterior.
Neste caso, os campos transformam-se de acordo com:

d

A: = w_l A,-w -— -‘(}—w_—l B;w, (34)
A = wlAw — iw'laaw. (3.5)

De z' Al =0 encontra-se que
s Ow=—igrAuw. (3.6)
A solugao formal desta equagio é dada por:
1 .
w=P exp (- ig ] da x* Ai(t, a:i')) W . (3.7)
0
A transformacdo para A, se obtém da seguinte maneira:

. 1
A =wlhw - éw—l Jdow = —-/ da 7' Fio(t, AZ) . (3.8)
)

Escrevendo w como:

w=W(, &) wt), (3.9)
a expressao (3.8) pode ser reescrita como:

. 1
A = wlAw - e (—ig/ daz' 8, Ailt, aZ)w + wu’;o)
g 0

I

1 .
wlAw — wt (/ da-—(?—Ao(t,aE)) W - iwthcbo +
0 do g

1
—w! (/ do 1’ F.i(t, azi')) w . (3.10)
0
Tomando w™! A,(t,0)w — iw‘l w, = 0, encontramos

wo(t) = exp (— ig ]Ot dt’ At 0)) cte , (3.11)
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e, portanto,

1
A= —w! ([ da 7t Fg,-(t,a:l")) w. (3.12)
0

A seguir consideremos a condigdo de unicidade. Assumindo que existe um vetor

A; satisfazendo z*A; =0 e um transformado de gauge A!, o qual também satisfaz a
gaug i q

mesma condigio, teremos, a partir de (3.4},

' Ohw=0. (3.13)

Do teorema de Euler obtemos:

w = cle we(t) . (3.14)

Analogamente, de A, e Al derivamos:

= cle; (3.15)

portanto, w, = cte. Conseqiientemente, como no caso covariante, estas condigdes fixam

completamente o gauge,

3.2 A QED no Gauge de Poincaré

3.2.1 O Campo de Maxwell

Consideremos primeiramente o campo de Maxwell livre segundo as referéncias

[43,44].

Sua dinadmica é derivada da lagrangiana

1
L=— L FuP, (3.16)
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com F,,=0,A,~0,A,.

As variaveis candnicas da teoria sdo (A*(z),7(z)), sendo o momento canénico

definido por:
oL 0L

zx) = = ——=—F, 3.17
() 506.A) = AL (3.17)

Da defini¢ao 3.17 segue-se o vinculo primario:
Mfz) = n°(z) = 0. (3.18)

Lembremos que é desta forma que os graus de liberdade nao fisicos manifestam-se no

formalismo hamiltoniano. Calculando a hamiltoniana, temos:
s (1 1
H,. = d’z 51(,'71‘,‘ + ZEJEJ + W;@,’Ao . (319)

Para garantir que a dinAmica do sistema nao seja contraditéria, isto €, que o vinculo (3.18)

seja preservado no tempo e nao contradiga as equacles de movimento, calculamos #°.

Usando os colchetes de Poisson:

{A%(,2), mp(t, 2} = 86569(F — &), (3.20)

encontramos o vinculo secundario:

M(z)=8n=0. (3.21)

Notemos que néo ha mais vinculos, pois {2, H.} =0, e portanto (3.18) e (3.21) séo os
{inicos vinculos da teoria, sendo todos de primeira classe. Isto quer dizer que a hamiltoni-
ana total (primeira classe) que gera a evolugdo temporal das variaveis dinamicas ¢ dada
por: |

H=H + fd%: Ao(z) Qa(z) (3.22)
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onde os A, sdo fungdes arbitrarias. Observemos que, por razdes que serio esclarecidas

posteriormente, néo integraremos o tltimo termo de (3.19) como é feito normalmente.

Observamos que, como foi mencionado anteriormente, a presenga de vinculos na
teoria se reflete na presenga de variaveis nio fisicas. O mimero de variiveis néo fisicas (na
auséncia de vinculos de segunda classe) é igual ao ntimero de vinculos. Conseqiientemente,
o eletromagnetismo formulado em termos de A, é uma teoria com dois graus de liberdade
néo fisicos. Os dois componentes fisicos de A, descrevem os dois possiveis estados de

polarizacao do f6ton.

Dito isto e lembrando que os vinculos de primeira classe sao os geradores de
transformagoes de gauge, procedemos a quebra da liberdade de gauge da teoria, ou seja,
a fixagdo do gauge. Para isto, é necessario impor duas condigdes de forma que o conjunto

total de vinculos seja de segunda classe. Escolhendo uma delas como:

94(32) = I A.‘ ~0 ) (3.23)

a condigao para A, ¢é obtida pela preservacéo temporal de (3.23), cujo resultado é a
equacao diferencial

Oa(z) = (Z-V)A, + 27 =0, (3.24)
e sua solugdo nos prové outra forma da segunda condi¢io de gauge procurada, isto é:

Q3(z) = A(z) + Z- /01 da#(t,af) = 0. (3.25)

Nao obstante, escolher uma ou outra equagdo como condi¢ao de gauge é s6 questio de
conveniéncia, pois ambas sdo compativeis com os vinculos (3.18), (3.21) e (3.23), no

sentido de que a matriz de Dirac definida por:

C(:E’ y) = ({ﬂa(m)a Qb(y)}) ’ a=b=1,23,4 (326)
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é nao singular, det C # 0, e portanto sua inversa C~!(z,y) definida por:

/ dy C=1(z,y) Conly, 2 ] dy Cur(2,y) CiM(9,2) = 60 6E — ), (327)

existe. (Observamos que assumimos as condigbes de contorno usuais, isto €, os campos
anulam-se no infinito). Os resultados finais, certamente, ndo dependerdo da escolha entre

Qs(z) ou Q3(x) como vinculo de gauge.

Procedemos agora a fixagio do gauge para o campo livre de Maxwell. Com os

vinculos dados pelas equagdes (3.18), (8.21), (3.23) e (3.24), a matriz de Dirac definida

por (3.26) toma a forma:

0 0 -7V, 0
0 0 0 Y
Cle,y)=| _ T 69E-7) . (3.28)
£V, 0 0 i
0 —2-V, -7 0

A nio eliminagdo do termo envolvendo A, por integragdo parcial na hamiltoniana
(3.22), € o nao uso do vinculo (3.21) séo justificados a seguir. Por um lado, se tivéssemos
procedido desta forma, a preservagao temporal do vinculo de gauge (3.21) conduziria a
uma condi¢io de gauge que nio envolveria A,, o que, por sua vez, nao é admissivel,
pois a matriz de Dirac correspondente teria determinante nulo e, portanto, nao seria
inversivel. Por outro lado, mesmo que A, n#o seja uma varidvel dinamica, ndo pode ser
arbitrariamente eliminada da teoria, dado que € expressa em termos do momento através

da equagdo (3.24).

Usando-se a definigao da matriz inversa, encontramos que os elementos nio nulos

sio: Cplz,z) = —C;(z,2) e Cil(z —z). Por exemplo (com ¢ = Cf'), este tipo de
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calculo conduz a equagoes da forma:
/ Py, 6F - ) ely, 2) = — 8(F - 7). (3.29)

Notemos que esta equagio deve ser tratada sob o ponto de vista da teoria das distribuigdes.

A equagéo (3.29) pode ser escrita como:

/day 8z —y) a{;* (v pl3,2)) = 8z - 2), (3.30)

devendo ser interpretada como a convolugao de 6z —y) com 5% (v o(y, 2)):

8z —y) * a{;,- (' oly,2)) = /day&a(m—y)a—%;(y‘fp(y,Z)) : (3.31)

Em outras palavras, a equagio (3.30) nos diz que a distribuigio definida por (3.31) é

equivalente a §3(z — z); portanto:

aaxi (‘Tf (p(.’II,Z)) = 63(3: - Z) )

ou

(3 + 2-9.) pla,2) = £z - 2). (332
A solugio de (3.32) no sentido das distribuigdes é;

w(z,2) = /o do of 6%(ax —z) . (3.33)

Procedendo desta forma, encontramos:

1 1
Colz, z) -—/0 dg ﬁzfﬁ dad?® 7 - 76%(afz — 2), (3.34)

1
Cil(z,2) = —Cil(z,2) = / dao? 6 (az — 2) . (3.35)
0
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Podemos entao calcular os colchetes de Dirac para as varidveis candnicas. Lembrando que

os colchetes de Dirac sdo definidos por:
{A(2), B(z)}" = {A(z), B(2)} ~ ]dsw Cn{A(2), Qa(w)} CF' {M(n), B(2)}

obtemos os seguintes colchetes:

{Ao(z),mo(2)}" = 0, (3.36)
{Ao(z),m(2)}” = 0, (3.37)
{Ac(2), Ak(2)}" = 20 (2,2) — 5%012 (z,2), (3.38)
{moz), Ak(2)} = 0, (3.39)
{mo(z), m(2)}" = 0, (3.40)
{Ai(2), Ax(z)} = 0, (3.41)
{Adz), m(2)}" = 6 6% Crd(z,2), (3.42)
{mi(2), m(2)} = 0. (3.43)

Para as variaveis transversas definidas por AT = A~ AL onde

17 1 JdA
L _ 3 k
Ale) = - 7, ] e e P (3.44)
encontramos:
a a 1
T T * 3 _ _
{A(2), 7 (2)} = 6ub’(z—2z) 92, 90 TE 3 (3.45)
T * -1 o 1
[42), AT(2)}" = aCRM(z2) + (3.46)

B2y dn|E— 2]

{A.(2), 7} (z)} = 0. (3.47)
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Notemos que todos os colchetes anteriores sdo compativeis com os vinculos. E interessante
ressaltar que o colchete (3.45) tem a mesma forma que o correspondente no gauge de

Coulomb.

Finalmente, as equag¢des de movimento para as varidveis independentes estio

dadas por:

04,

6zk ’

A(z) = {A2),HY =m(2) + (3.48)

i(2) = {m(2), H} =8 Fa(2) , (3.49)

e, na equagao {3.48) (defini¢do do momento), A,(z) deve ser eliminado através da equagao

(3.24).

3.2.2 Eletrodinimica Quantica

Neste caso a lagrangiana para os campos de Maxwell e Dirac em interagao é dada

por:
1

L=~

Fou F* + iYpy* 84 — m¥y + e " Ay, (3.50)

onde %{z) é um espinor de Dirac de quatro componentes e, de acordo com nossas

convengdes {Apéndice A), {(7°) =~1 e {(yi)=1.

As varidveis candnicas para o campo eletromagnético sio as mesmas da segio

anterior. Em particular, o vinculo primaério (3.18) se mantém. Da defini¢io de momento

para o campo fermidnico,

W¢E——.=i¢70, (351)

obtemos o vinculo primario

X=my — gy =0. (3.52)
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Seguindo o procedimento da se¢ido anterior, encontramos que a hamiltoniana

candnica estd dada por:

1 1 . . -
H.= /da:r: (Evr,-:'r,- + ZF;J-F,-,- + wyy°(7;0; — tey; A; + im)Y + i 0: A, — egb'y"AodJ) .
(3.53)

Os colchetes de Poisson fundamentais para o campo fermiénico que usaremos serdo aqueles

dados por Sundermeyerl®® isto é:
{¢(2), my(2)} = {my(a"), (@)} = — E(z - &) . (3.54)

Desta forma, o vinculo secundario gerado pela preservagio no tempo do vinculo primario

(3.18) transforma-se em:

Qlz)=0im + iedpr" 9. (3.55)

Ao mesmo tempo, observemos que o vinculo (3.52) é de segunda classe e, portanto, deve
ser considerado como uma equagio forte. Obtemos, assim, dots vinculos de primeira

classe:
Qi(z) = 7 =0, (3.56)

Qg(.’L’) = 0= + z'e'.vr,pd) ~0. (357)

Para fixar o gauge, impomos novamente as condigdes de gauge (3.23) e (3.24).
Nio obstante, a matriz C e sua inversa sdo idénticas as da segao precedente, equagdes
(3.28), (3.34) e (3.35), de forma que os colchetes de Dirac fundamentais para o campo
eletromagnético ficam inalterados, enquanto que os colchetes para o campo fermidnico

sao dados por:

{¥(z), my(2)} -8z ~2), (3.58)

@), A2)) = 0, (3.59)
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{9(2), A=)} = —iey(z)Cy(z,2), (3.60)
{(z),m(2)}" = —ied(z)Cyl(z,2) 2, (3.61)
{me(2), A(2)} = temy(z)Chl(z,2), (3.62)
{my(z), Ax(z)}” = 0, (3.63)
{wo(z),me(2)}" = iemy(z)C3}(z,2) 2, (3.64)

{$(z),7f(2)})" = —ie (sz;;l(m,z) + aik 47r|:?:1— EI) Y(z), (3.65)

» . a
(@@ = e (a0 + gr g0 (6

Por sua vez, as equagdes de movimento para as varidveis dindmicas sdo dadas

por:
¥ —iedAp = 70(7-6—iea‘-,e1'+im)¢, (3.67)
- dA,
fr = OiFa + epnyp, (3.69)

como deveriam ser.

Segue-se assim que a quantizagdo canodnica dos campos de Maxwell e Dirac em
interagio pode ser feita seguindo o procedimento usual. Isto é, convertendo os colchetes
de Dirac (3.36 a 3.43), (3.58 a 3.66) e (3.45 a 3.47) em relagbes de comutagéo ou antico-

mutagio a tempos iguais, de acordo com a prescrigao:

{A, B} — ;%[A,B]; , (3.70)

onde “T” refere-se, respectivamente, ao comutador e ao anticomutador. Os vinculos
b] b
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da teoria convertem-se entdo em identidades operatoriais fortes, como implica ¢ uso
de colchetes de Dirac. E interessante ressaltar que apesar do carater nao-candnico dos
colchetes de Dirac (3.36 a 3.43), (3.58 a 3.66) e (3.45 a 3.47), eles nao conduzem a pro-
blemas de ordenamento, pois néo hi produto de varidveis do campo no lado direito de
tais colchetes. Isto ainda é vélido no caso nio abeliano?), Ao mesmo tempo, se conside-
rarmos o campo eletromagnético com o termo de Chern-Simons em (2+41) dimensdes no

gauge de Poincaré, seus colchetes de Dirac nio possuem varidveis do campol9,

Como uma aplica¢iio dos colchetes de Dirac acima calculados, na préxima secio
consideraremos outra forma, menos familiar, para derivar a matriz U para QED no gauge
de Poincaré. Devido ao cardter nio candnico de tais colchetes, usaremos um método

formal discutido na referéncia [47] para tratar deste assunto.

3.3 A Matriz U para QED e os Gauges de Coulomb

e Polincaré

3.3.1 A Matriz U para QED

Lembremos da teoria de perturbagdes que, no quadro de interacio, os operadores

de campo estao definidos via uma transformagio unitaria;

din(z,t) = U{) ¢(z,t) U™L(D), (3.71)

onde os campos s&o livres, e sua evolugdo temporal é governada pela equacao:

$v(z) = i [Hin, $1n] (3.72)

com Hfy sendo o hamiltoniano livre.
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Neste caso, isto significa que deve existir um operador U que converta todos
os campos independentes (ndo vinculados) em campos livres, ou campos “IN” {0s quais
serao denotados pelo subindice IN). Esta situagio nio acontece nas expressoes (3.60 a

3.64) devido as relagtes de comutagio nio candnicas.

Este problema sera tratado introduzindo-se um contratermo no hamiltoniano para
assim obtermos a correta evolugao temporal dos campos IN. Com efeito, a partir de (3.53),

obtemos o hamiltoniano livre (e =0).

HY () = UGHU(E) |0

) 1 1 . 1
H(“\),(t) = /ds.'r (-2—71','71',' + ZF,JF,J + 7!‘4,‘70(’)/1'81' + zm)t,b + 5(71’,‘8,"40 + a,'Ao‘JT,')) s

(3.73)

Entende-se que todos os campos em (3.73) sdo livres e o subindice IN nos campos foi
dispensado por simplicidade de notacio. Observemos que se tivéssemos relagdes de co-
mutag@o canonicas (3.73) geraria a evolugao temporal de um férmion livre ¥yn. No

entanto, um calculo direto nos mostra que:

O (1), $(2)] = —i7°(2;0 + im)b(z) - & [ (mg(2)(2) + ¥ (2)my(2)¥(2)) C5; (2, %)
2

com o ultimo termo refletindo o cardter nio canonico das relagoes de comutagio. Nao

obstante, tal termo pode ser reescrito na forma:
2
- ] &z (1,(2) ¥(2) ¥(=) + $(2) 7y(2) ¥(2)) Crl(2,2) = [HP (), 0(2)] |

com:

HPW = -5 [ e dumb0) @@ 6w . @)

Verificamos entao que:

(B~ HP,(2)] = d(2). (3.75)
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Seguindo o procedimento usual, podemos encontrar agora a matriz U. Isto é,

para um campo genérico independente ¢ (por exemplo ¥ ), temos:
¢=i[H,4¢], (3.76)
e usando (3.71) temos:
din = [UU, 61| + i [Haw, mn] - (3.77)
Das equagoes (3.75) e (3.77) obtemos
[UU + sy, 6] =0,
COom:
H; = HY + HY
H = —ie / FPrryyyi Ay + HP . (3.78)
Como ¢I-N ¢ um campo genérico livre, segue-se que

dU(t)
dt

1

= HI(t)U(t) )

que é a familiar equagio para U(t). Neste ponto, seguindo-se o procedimento usual,

obtém-se a conhecida solugdo da equagdo acima dada por:
' = (_i)n ' ‘
U(t, 1) :1+\;1 =, diy - ; dt, T (Hy(ty)- - Hy(tn)) ,

com U(t,t)=1. T denota o produto ordenado temporal e Hj(t) estd dado por (3.78).

Devemos notar que a expressido (3.74) tem a mesma estrutura formal que a da

referéncia [47] no gauge de Coulomb. Desta forma, a presen¢a da fungio Cp;'(y,z)
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em (3.74) dando origem a uma interagao de Coulomb medificada, pode ser entendida
como uma conseqiiéncia do gauge de Poincaré. Notemos que (3.23) envolve o vetor po-
tencial como um todo, em contraste com o gauge de Coulomb, que somente afeta suas
componentes longitudinais e ndo as transversas. Por estas razdes, na proxima sub-secio

detalharemos estes gauges.

3.3.2 Comentdrio sobre os Gauges de Coulomb e Poincaré

A motivagio para fazermos este comentario surge de dois pontos ja mencionados,
jsto é, a semelhanca na estrutura dos colchetes de Dirac para varidveis transversas (3.45,

3.46) e o termo H(IQ) (3.72), quando calculados no gauge de Coulomb,

Lembramos que o gauge de Coulomb é definido pela condigao:

V-A=0. (3.79)

A preservacio no tempo deste vinculo conduz a:
A = f Pz — (), (3.80)
¢ iz |£ — Z]

onde AS designa A, no gauge de Coulomb. Notemos que na auséncia de cargas temos
At = 0. Contudo, as duas possibilidades sdo compativeis com (3.79), pois o conjunto
de todos os vinculos é de segunda classe. A decomposicdo natural para o vetor potencial
A no gauge de Coulomb é em componentes longitudinal e transversal (f_f = AL 4 A'T) )
como ja foi definido em (3.44). A condigdo (3.79) anula a componente longitudinal (nao
fisica), deixando os dois graus de liberdade fisicos (representados por A'T) nao restritos.
Desta forma, apés fixarmos o gauge, podemos expressar todos os resultados somente em

termos de varidveis transversas. E interessante notar também que, na representagio de
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momento, escrevemos o gauge de Coulomb na forma %- A(k) = 0, isto é, A(k) nio tem

componente ao longo da diregio k.

Por outro lado, o gauge de Poincaré esta caracterizado pela condigio (3.23), a qual
implica que o potencial escalar AY (AL designa A, no gauge de Poincaré) deve satisfazer
(3.24) e, portanto, deve ser dado por (3.25). Segue-se assim que AP(t,7 = 0) = 0, mas
isto nao ¢ consistente com AP = 0 em todo o espago, como tem aparecido na literatural48l,
Da mesma forma que o gauge de Coulomb no espago k, o gauge de Poincaré elimina a
componente do campo na diregio Z. No entanto, a decomposigao nas diregdes paralela
e ortogonal a ¥ é de pouco uso pratico. Caso insistamos em fazer tal decomposigio

(AL, AT}, o melhor que podemos conseguir serd expressar a componente longitudinal:

ALt *=-vf az- AT(t,aZ), (3.81)

de forma que permita eliminar A% depois da fixacdo do gauge. Ao mesmo tempo, no
espaco k a condicio de Poincaré é escrita como Vi - A (k) 0. Portanto, podemos

inferir que no espago k o gauge de Poincaré faz o papel do gauge de Coulomb no espago

Z e vice-versa.

0 éxito do uso da decomposi¢io (A%, A7) no gauge de Coulomb baseia-se no
fato de que a teoria final pode ser expressa somente em termos de graus de liberdade
fisicos. Desta forma, mostraremos agora que uma forma modificada do gauge de Poincaré
¢ equivalente ao gauge de Coulomb. Com efeito, tal forma modificada do gauge é dada
por:

M(z)=7-AY2) =0, | (3.82)
neste caso, a condigdo de consisténcia nos conduz a:

Ma(z) = (5-6) Afz) + 7 7t =0, (3.83)



3.4 O Propagador do Féton no Gauge de Poincaré [69]

cuja solucio é:

1
Afz) = — '/0 da 7 - (1, aZ) (3.84)

~ / &z (M If‘l— 7 - 4_:!5!) .71, 5) (3.85)

onde a equagio (3.85) segue de (3.84) usando-se a definigho de #L (3.44) e (7-V,)f(aZ) =
at f(aF); e o segundo termo dentro do parénteses em (3.85) garante A,(t, 7 = 0) =0.
Resta agora provar que as condigoes de gauge (3.82) e (3.84) sdo equivalentes ao gauge de
Coulomb, excetuando-se uma diferenga nao importante entre os potenciais escalares. A
forma direta, embora tediosa, consiste em verificar que o conjunto de vinculos e condigdes
de gauge é de segunda classe, e a seguir calcular os colchetes de Dirac mostrando que coin-
cidem com os do gauge de Coulomb; o que realmente acontece. Desta forma, esclarecemos

a equivaléncia existente na descrigio da QED nos gauges de Coulomb e Poincaré.

3.4 O Propagador do Foton no Gauge de Poincaré

Para finalizarmos o estudo do gauge, esta se¢do dedica-se a obter uma expressio
para o propagador do féton usando o gauge de Poincaré (expressoes (3.23) e (3.25), den-
tro do formalismo de integral funcional para sistemas com vinculos*®). Como neste
caso (secdo 3.2.1) o conjunto de vinculos é de segunda classe, usaremos o método de

Senjanovicl®®. O funcional gerador é expresso na forma:
Z[J] = N/[d,u] exp {z/d"z (n*A, — H, — J,,A"“)} , (3.86)
onde a medida estd dada por:

[du] = T 6lxal det [{xar xe}"/? [dA,] [dm.] (3.87)
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com x.{a=1,2,3,4) qualquer um dos vinculos da teoria, a saber, (3.18), (3.21), (3.23)
ou (3.24). Observemos que, a partir de {3.28), o determinante é independente dos campos,
de forma que podemos absorvé-lo no fator de renormalizagio N e (3.86) pode ser escrita

na forma:

20 = [10Ad 10 lan] (4R 51 19 - 1602 - A2 (7 + T )] x

X eXp {i/d“a: (11'0/10 _ i A= %"2 - %(6 x AP + J“Au)} .(3.88)

Notemos que a integral em =, pode ser efetuada imediatamente. Devido a 5[6 - 7T
podemos tomar V.# =0 no hamiltoniano candnico, ao passo que as deltas funcionais
§[V -], 8[Z- A] e 8[Z- (7 + VA,)] podem ser exponenciadas por meio de integragdes

em A, £ e n, respectivamente. Desta forma, {3.88) converte-se em:

210) = N [1aad (04 (a7 (@ [ ]
exp{ifd“:c (-;r'-ﬁ‘ — %(6><A‘)2 —~ %ﬁz + &2 A4+ AV T+
4 ni- (7 +YVA) + J#Ap)} . (3.89)
Efetuando-se as integrais em #, A e 7, obtemos:

ZJ] = N f (dA,] [dA) [de] exp {z f &'z (—%((7" <AV + €5 A+

(. A= J)V (V- A= J)— L(*-Wx{,)2 + JoAp— J - A’) }(3.90)

+ 2z?

Do | =

Colecionando-se os termos em A, , temos que a integral em A, é dada por:

In, :f[dAo] exp (z’fd“a: [%Ao{x%(uf-ﬁ)(aﬁ)} A, + JOAO]} . 39)
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Como ¢ sabido, o resultado da integral funcional é expresso na forma:
Ls, = exp (—% f d'z J,07 J,,) : (3.92)

com O~! o operador inverso de:

1

0=-§(1+5.6)(5-€7). (3.93)

Para podermos inverter este operador, fazemos uso das seguintes identidades (Apéndice

C):

- 1 -
V = = -uV,
e+-V e+1+4+2-V
a+z-V a—142-V
F V) e = ——=(&-9),

conduzindo a:

O—l — 52

- — . (3.94)
2+Z-V)(3+3-V)

A integral (3.92) converte-se, finalmente, em:

O " 1
I, = exp [— 5 /d z J,(x) (w 217 9315 ‘_})) Ja(a:)} . (3.95)

Logo, s6 resta integrar em A. Para isto, faremos uso da decomposigéo do potencial em

componentes longitudinal e transversal, isto é:

Iy, = /[dA’T][dA‘L][dg] exp (i/d“w{%ET-DET — AT (J-¢D)+

+ AL. (—j‘ +e&E+ VY (61?) J)}) : (3.96)
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(3.97)

Assim, a partir de {3.95) e (3.97) teremos finalmente o funcional gerador, escrito na forma:

: 1 1
ZJ] = N A PAPA . . — ] J.
] exP{2f m[J (W ’ (2+:E‘-V)(3+5:‘-V))J *

. R . 1\ 1[s Z(fs. 1
7L (re- La)| B - £ (a- )]} - e

que pode ser reescrito como:
i 1 zila; 1 9 1
= - [ d = ll-==as - = =1 Jo
Z = Nexp (2/ :c{J [V2 (1 :E'2D5:'2V263:"2) z (2+E-V)(3+£-V)]J+

1z; 1 0
+ LiP;d; — 2J; (Pij 3 ;..% 2 %) Jo}) ) (3.99)

com

Pij=8 - — (3.100)

sendo o operador de projecio na diregio Z. Portanto, os propagadores sao dados por:

] Tils
Kii(z,y) = a (51'3' - ——521) é(z—y), | (3.101)
. ziz:y 1 x; 1 0
I{:'o(ﬂra y) = -2 (&J' - :-EQJ) a -:ET% ﬁ Do 6(3: o y) ? (3102)

Kooz, 1) 1 Lo lz; 1 9 2 1 y
oo\ = 1|l = o5 = Sy o - I = =
y V2 72 0 2 V2 §(a0)’ 247 -V)3+Z-V)

x §(z — y) . (3.103)

Por dltimo, como podemos perceber, estes propagadores tém uma estrutura parecida

aos calculados no gauge de Coulomb. Para apreciarmos melhor isto, lembremos que os
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propagadores no gauge de Coulomb séo dados por:

. 1 kik;
I{ij(xay) = - ']_c'; (“)‘Ui - W) 3

Ki(x,y) = Ki(z,y)=0,

1

K .(z,y) = _W-

Assim, de (3.101) e (3.102) vemos a similaridade em relagio aos calculos no gauge de
Coulomb, com o operador de projegdo (3.100) substituido pelo operador de projecao ao
longo da direcio ortogonal aos momentos. De (3.103), observamos que o termo do tipo
interagio coulombiana estid presente junto a outros termos, que provém do fato de A,
ser expresso em funcdo do momento através da expressdo (3.25). Desta maneira, como

na secao anterior, as semelhancas formais entre estes gauges ficam manifestas.



CAPITULO 4

INVARIANCIA DE GAUGE

Como é sabido, muitos estudos tém sido dedicados a obtengdo de um formalismo
invariante de gauge em teoria quéintica de campos. As motivagdes para isto sdo vari-
adas mas, fundamentalmente, apontam para a busca de um cendrio propicio em que se
possa provar a hipétese de confinamento absoluto de cor. Uma das linhas de trabalho
centra-se no estudo das funcdes de Green dos quarks na regido infravermelha. Isto leva
a estudar métodos que nao sejam baseados em teoria de perturbagoes, pois nessa regidao
a teoria de perturbagdes contém as singularidades infravermelhas. Além disso, o propa-
gador fermidnico nessa regidio depende do gauge e a invaridncia de gauge necessiria é
considerada uma condigio de observabilidade. Assim, um estudo consistente de teorias

de gauge deve ser feito numa linguagem invariante de gauge.

Dentro desta perspectiva, neste capitulo serd abordado um formalismo indepen-
dente de gauge que nos permitird reobter resultados conhecidos sob um angulo diferente.
Desta forma, comegaremos definindo as variaveis independentes de gauge para logo ilus-
trarmos o formalismo, através de exemplos, E importante observar que este formalismo

parece promissor no estudo do problema de confinamento, constituindo-se, portanto, em
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um programa de trabalho em aberto.

4.1 Formalismo Invariante de Gauge e Escolha do

Gauge

4.1.1 Exemplo 1: Gauges de Fock-Schwinger, Poincaré e Tem-

poral

hd . . - e . - . - .
1} Em primeiro lugar, para fixarmos as idéias, definimos o potencial vetorial invariante

de gauge, no caso abeliano, comot®;

Au(=zl) = Aulz) — duh(z), (4.1)

onde A,(z) € o potencial vetorial usual, e a fungdo de gauge A{z) estd dada por

z2=T

Alz) = /C, dz" A,(2) = / dz" A.(z) . (4.2)

5 =§

C¢r designa uma trajetéria qualquer que ligue os pontos ¢ e z. De (4.1) e (4.2) fica

claro que A,(z|é) é invariante ante transformagbes de gauge do potencial da forma

Au(z) — Au(z) + Ou0(2),

com ¢(z) sendo uma fungéo arbitraria.

E interessante ressaltarmos que o potencial A,(z) em (4.1) ¢ inicialmente ar-
bitrario, isto €, pode ser expresso em qualquer gauge, ao passo que em principio a tra-
jetéria C¢, também é arbitrdria. Desta forma, a liberdade de gauge néo foi quebrada e

sim transferida para uma escolha da trajetdria, levando a uma formulagéo dependente da



4.1 Formalismo Invariante de Gauge e Escolha do Gauge {76]

trajetérial®®. Em particular, ao considerarmos Ce; uma linha reta que ligue os pontos
zy =0 e zg = z, obtemos A, idéntico ao A, expresso no gauge de Fock-Schwinger.
Com efeito, de (4.2} temos:

8 1
A (z]0) = Au(z) — 5 daz’ A (az), (4.3)

com a0 < a <1) utilizado para parametrizar a reta e (4.3) converte-se em:

Au(z]0) = Aulz) - /; der (A,,(a:c) - az'Fu(oz) + az” %) ;

ou seja,

A(z|0) = A (z) — folda (_d% (aA (az)) — az"F,,y(ax)) ,

e, por conseguinte,

A,(z]|0) =/ daoaz'F,,(az), (4.4)

que é a nossa conhecida férmula de inversao para os potenciais no gauge de Fock-Schwinger.

Sem perda de generalidade (4.4) pode ser reescrita como:

dz°

dz+

A, (zl€) = ] d2* Flo(2)

Cex

(4.5)

Observemos que, ao termos um ponto fixo na trajetoria C¢;, o propagador que pode ser
construido de (4.1) nao serd invariante por translagbes, como ja demonstrado no Capitulo
2. Nio obstante, tal dificuldade neste formalismo pode ser resolvida tomando o limite
¢ — ool como consideraram Dirac e Mandelstam, entre outros, nas suas formulagées

invariantes de gauge da QEDI53:54],

Para considerarmos a extensao dessas idéias ao caso ndo abeliano, introduzimos

a matriz (operadores de holonomia) também denominada fator de fase:

P(¢c) = P exp (ig ]C 4z A,,(z)) , (4.6)
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onde P significa ordenamento nos indices do grupo ao longo da trajetéria Cg. . Esta

matriz é definida por:

N-1
P({lz) = lim (H tg exp(ziyr — zi)" Au(zi)) ) (4.7)

=0
tomando valores no grupo de gauge e representando geometricamente o operador de trans-
porte paralelo da teoria em consideragio. Um exemplo conhecido deste fator de fase cor-

responde a considerarmos Cg, fechada, a saber, o operador de Wilson. Tomando o trago,

obtemos o loop de Wilson classico.

Lembramos que ante transformagoes de gauge com parimetro w(z), o potencial

A,, o tensor de intensidade F), e o fator de fase P({lz) transformam-se como:
A Al) = WAl (@) - el ),
Fu — Fu(z) = w(@)Fu(z)w(z),

P(¢z) — P({lz) = w(l)P(E]z)w(z), (4-8)

‘com F,, = 8,4, — 8,A, + ig[A,, A)]. Podemos passar dos potenciais A, e tensor
de intensidade de campo F,, iniciais para A, e F,, através de uma transformagio de

gauge com parametro w(z) = P(£|z), isto é

A(zl6) = P(€le)Au(z)P~(€lz) - gp(slx)am-‘mw), (49)
Fulele) = P(ela)Fu(z)P~(¢l2). (4.10)

Usando (4.8), verificamos que, quando os potenciais e o tensor intensidade de campo
originais estio sujeitos a transformagdes de gauge com parimetro w(z), os potenciais

(4.9) e (4.10) transformam-se globalmente de acordo com:

Au(zl€) — w(@)Au(zl)w(E) (411)
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Fulzl§) — w(@)Fulz|Ow (&), (4.12)

que, ao tomarmos o limite { — oo, a invariancia de gauge € restabelecida, desde que
w(é — oc) = 1. Procedendo de forma andloga ao caso abeliano, isto é, escolhendo uma

linha reta, obtemos:

v 0z°
Alale)= | & Fuolele) 35 (413)
tendo a mesma formula de inversao para po-
tenciais no gauge de Fock-Schwinger. t}
£ X

s . o (0,°) = (", 1°)
11) Para melhor ilustrarmos estas idéias, con-

sideremos a reta que liga os pontos § e =,

como mostra a figura 1.

X

De acordo com (4.1), em notagdo tridimen- Fig. 1 - Trajetéria de integragao para o
gauge de Poincaré.
sional, temos que:
o [ -
ALFH0) = AdFD) ~ o / dai- A(of1), (4.14)
- - — 1 -
AF0) = A(Ft) — ¥ / dai- Alof 1), (4.15)

Lembrando uma férmula ji conhecida da analise vetorial obtemos para A a expressio:
1
AFao) = A@F 1) - / dee (7 9) (e ) + (Alar1)-9) 7+

+7 x (6 x E(m?,t))] ,

que, por sua vez conduz a

AF,100) = AF 1) — / ' do [i (aA'(aF,t)) + Fx (\:/ x Ao, t))] ,

a4
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donde

1 1

A(F,t0) = —7 x / da'V x A(af,t) = —7 x / da o B(ar,t), (4.16)
o o

com B sendo o campo magnético. Quanto a A, , serd expresso por meio do vetor campo

elétrico £ sob a forma:

. L [ 0A(aF0)  8A(af1)
A (7, t]0) = ‘/odar-( ad) % ),

1
A(F0) = — / da- B(af,1), (4.17)

a menos de uma constante de integragdo. As expressbes (4.16) e (4.17) sdo as férmulas
que expressam os potenciais em fungio dos campos elétrico e magnéticol*!l no gauge de

Poincaré, como vimos anteriormente.

iii) Finalmente, e por motivos que veremos t |
k 0

depois, consideremos a passagem do gauge de X (2%, 2°)
Coulomb para o gauge temporal (A, = 0) no
caso abeliano. Designando AS(z) e Af(x)

g oo (e5¢)
como os potenciais no gauge de Coulomb
e considerando a trajetdria indicada pela ' -'):(
figura 2, temos: Fig. 2 - Trajetdria de integragdo no

gauge temporal.

Afele) = Ac(s) — 0, /:dz"Az(z),

Ai(z|t) = Ai(z) — 3;/ dz° AS(z) .
£
os quais podem ser reescritos como:

Azl) = AS(z) - B, ] doc (5° — 1°) AS(t° + & (2° = 1))



4.1 Formalismo Invariante de Gauge e Escolha do Gauge [80]

Adele) = 4~ [dodmera@ -, @
Afzle) = Af(z) — / do(z° — 1) A° (£ + a(z® — 1)) . (4.19)

De (4.18) é claro que o gauge temporal 4, = 0 é atingido, enquanto que A; é dado
por (4.19). Observemos que estas relagdes siao vilidas para todo instante de tempo. Por
dltimo, notemos que nesta formulagio somente a parte transversal do potencial A ¢

levada em consideragio, isto é, de:

Ai(z|f) = Ai(z) — B:A(z),

temos que A(z) = — 2~ (6’ . ./—l‘) .

4.1.2 Exemplo 2: O Monopolo de Dirac

Ao escothermos na expressio (4.5) o ponto de referéncia no infinito espacial,
emerge naturalmente o estude do monopolo de Dirac. Isto nio é acidental, pois como ja
mencionamos, é na propria abordagem invariante de gauge da QED feita por Dirac que
aparecem as integrais de linha sobre os potenciais com ponto de referéncia no infinito.
Nio obstante, a conexao com o gauge de Fock-Schwinger foi somente apontada ultima-
mente por Ellis!35], que de forma simples reproduzimos aqui como um caso particular do

formalismo apresentado neste capitulo.
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Consideraremos o monopolo na origem de co-

Z
ordenadas com campo magnético B = ¢ f;— J
de intensidade g. De acordo com (4.5)
tomando-se o ponto de referéncia em —oo, /monopolo

B

podemos visualizar o monopolo como se ir- T

| '

radiado por retas provenientes do infinito

(figura 3). De (4.5) temos:

Y 0z°
A (zle) = /C ) 42" Fio(2) g

Fig. 3 - Monopolo de Dirac irradiado
por retas.

que neste caso pode ser reescrita como:

x T d v
A, (2] = 00) = f 42" F,(2) = / do Foul(2) o
Apds a parametrizagio da reta por 2* = z* + ap* e p* = (0,0,0,1), obtemos:
Ay(z] - o0) = ] da Fao(2) s (4:20)
Ai(z| —o0) = ] dor Fai(z) . (4.21)

De forma andloga ao tratamento usual da “string de Dirac”, excluimos da regiao de

integragio o semi-eixo z positivo (z =0,y =0,z > 0}, obtendo-se:

A, = 0, (4.22)

i = / da (Fa1, Faa, 0) . (4.23)

Introduzindo-se varidveis complexas
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B(u) = Bi{u) + iBy(u), u=z+y,

obtemos,

. ° 1
A = _zgu,/_ooda[u2+(z+a)2]3/2

- exp(i¢) (1 — cosd)
= ¥ send

(4.24)

De (4.22) e (4.24) vemnos que os potenciais do monopolo de Dirac sio os mesmos calculados

no gauge de Lorentz, singulares ao longo do eixo z negativo, que em coordenadas esféricas

sao dados por:

g
= r = ’ = ’ A = 1 —_ .
A, =0, A=0 Ay =0 ¢= (1 — cosb)

O caso quando o ponto de referéncia estiver em +oco, isto é, potenciais ao longo do eixo

z positivo, pode ser tratado analogamente.

4.1.3 Exemplo 3: Propagador no Gauge Temporal

Sabemos que o propagador bosonico definido por:

D, (z,y) = —1 <O|T Au(z)Au(y)[0>, (4.23)

¢ um objeto dependente do gauge. Da secdo anterior podemos escrever um propagador

invariante de gauge no caso abeliano na forma:

D,.(z,y) = —i <0[T (A“(x) —d, dz"Aa(z)) (A.,(y) - a, dwﬁAﬁ(w)) 0>,

Ccy

8 4 N 8 4
Dule9l6) = Dulesy) + 50 [ 4 Dslsr) + 5 f 4 D o(s,0) +

> 6d‘" edwﬁD 4.26
+ 833“6?]1"/1. z /y Cxﬁ(zaw) * ( " )
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Convém ressaltarmos que os propagadores do lado direito de (4.26) estao expressos num

gauge arbitrario e, como veremos a seguir, este resultado néo temn somente um interesse

formal.

A motivacio de fazermos este célculo baseia-se, como jd sabemos, na necessidade
de uma prescrigdo para manipularmos o polo duplo em k, que aparece no propagador
do campo de gauge no gauge temporal. A literatura traz diversas prescrigdes, a saber:
prescrigio do valor principal, prescricio « e a assim chamada prescrigao Viena. Nao
obstante, como foi mostrado por Caracciolo et all®6-28l  a prescrigio do valor principal
fracassou, pois nao conduzia & correta exponenciagio da dependéncia temporal a quarta
ordem na constante de acoplamento do loop de Wilson. As demais prescrigdes em uso
ainda nio dispéem de uma demonstragio geral sobre sua validade e portanto tem sido
motivo de intenso objeto de estudol?2l. Ao mesmo tempo € interessante mencionar que
uma adequada implementagio da prescrigao do valor principal no gauge do cone de luz,

como feito por Pimentel e Suzukil®®~P), mostra-se eficaz no tratamento dos polos.

Caracciolo et al. dizem que a parte temporal do propagador longitudinal do féton

no gauge temporal que satisfaz o critério do loop de Wilson escreve-se na forma:

1 1
D(tg,tl) = —‘i Itg"‘ tll + Ea(tz +t1) + 7, (4.27)

com o e 7 constantes arbitririas. Para derivar (4.27), vérios métodos tém aparecido
na literatural®”, Tais trabalhos, nio obstante, impdem condigbes subsidiarias sobre os
potenciais no gauge temporal para um instante de tempo particular, conectado com a in-
varidncia sob transformacdes de gauge independente do tempo; somente Girottie Rothel®®!
obtiveram os resultados de Caracciolo et al. num gauge temporal completamente fixado.
A virtude da presente derivacio, que ¢ similar & de Kallionatis e Crewther®¥ e feita in-
dependentemente, ¢ que nio precisamos supor condigbes extras sobre os potenciais uma

vez atingido o gauge temporal. Além disso fica manifesta, mais uma vez, a importancia
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de se tomar uma reta como trajetoria de integragao.

De (4.26) e usando a representagéo de momento dos propagadores no gauge de

Coulomb, temos que o propagador no gauge temporal € expresso como:

. 2k 1 kik; —ik{z—y)
Dij(e,y) = */(gwy [k2+z‘e (6" ) |i5|2)]6 !

9 [t ¢ &k |1 "
. e o —itk{z—w)
1 ascfay-f/z dz l dw /(27r)4 [lfc'l?] e ; (4.28)

Como j4 mencionado, o interesse centra-se no segundo termo de (4.28), que serd designado

[ = —; 82 /fd a/cd o __1_ —ik{z—w} 429)
“zazfaz:’mzy“’/ 1i‘;l?e . (4.

Do exemplo 1, as integrais ao longo da trajetéria podem ser escritas como:

por

d'k
(27)*

i
/-Z' dz° e-ik"zg — / da (.TCO = to) e—ik"(t°+a(m°—t°)) ,
¢ 0

— _k’_o (e7°= — e~HrY
Desta forma temos:
. 'k kiki 1 e —ik°z® —ikotY ( ik%y° —ikete
1:_1/(2W)4Wﬁe (B-0) (g=ih72" _ gmo) (Y _ ) (430)

Integrando na parte temporal (k,) obtemos finalmente:

- ___1:__ Il - S ol — o _¢° l-(—ﬂ. 4.
I z/ (211.)3 |k|2 ( 2|:t: ¥’ | | |y |)3 (4.31)

Com este método obtemos o resultado de Leroy et all®?! (termo entre parénteses em
(4.31)), que concorda com o de Caracciolo et al quando t° =+ = foo. Este propagador,
como esperado neste formalismo, ndo é invariante por translagbes temporais, de forma

que nio tém uma representagdo simples no espago de momentos. Por dltimo, ressaltamos
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a simplicidade na derivagio deste resultado quando comparado aos outros autores antes

citados.

4.1.4 Exemplo 4: Propagador Fermidnico em Campo Externo

Nos tltimos anos, como mencionamos, tém-se dedicado grandes esforgos para
provar a hipotese de confinamento absoluto de cor. Para isto, os requisitos usualmente
formulados sdo o critério de Wilson e o de que os propagadores de estado de cor nao
possuam singularidades na regido infravermelha; este ltimo refere-se & avaliagédo do com-
portamento assintotico das fun¢oes de Green para pequenos momentos e energia. Nao
obstante, se pequenas energias estdo presentes, a teoria de perturbagdes usual conduz a
dificuldades (exemplos conhecidos encontram-se na eletrodindmica quantica e também em

fisica estatistica).

Basicamente, tais dificuldades provém de que cada grafico da teoria de per-
turbagdes usual contém a chamada singularidade infravermelha, isto é, cada grafico (que
é uma integral sobre os momentos) é singular quando os momentos externos tendem
a zero. Portanto, métodos alternativos 4 teoria de perturbacées sao desejados. Men-
cionamos também que tem-se depositado muita esperanga para resolver o problema de

confinamento em calculos na rede(8%.

Por outro lado, o requisito de invariancia de gauge € considerado uma condigdo
de observabilidade e portanto um estudo consistente da estrutura de teorias de gauge
deve ser feito numa linguagem de objetos invariantes de gauge. Usaremos entao este
formalismo para o conhecido modelo de Bloch-Nordsieck. O estudo deste modelo sob esta
Stica ilustra bem a utilidade desse formalismo para o caso ndo abeliano e permite verificar

também o papel desempenhado pela trajetoria reta nas integrais de linha.
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Efetuando uma transformagao de fase local com a mesma escolha de A de (4.2)

obtemos que um campo espinorial invariante de gauge no caso abeliano é da formal®1:
P(z|€) = exp (——ig/ dz¥ A,,(z)) P(z) . (4.32)
Cea

Observemos que este espinor sé € invariante por transformagées de gauge globais. No caso

de transformagdes locais, serdo multiplicados pelo fator de fase exp(zg¢(£)), que, no limite

£ — oo, torna o campo espinorial invariante

de gauge. Como ja mencionamos, ¢ propa-

gador
_ _ Y
G(=,y) = i <O[TY()d(y)|0>,
X
é um objeto dependente do gauge. Assim, Fig. 4 - Trajetéria de integragio
definimos o novo propagador invariante de para o propagador fermibnico.
gauge como:
v —
G(z,y|C) =1 <0|TyY(z)Pexp (ig/ dz¥ Ay(z)> H(y)|0>, (4.33)

onde a integragao € efetuada ao longo da trajetoria ilustrada na figura 4.

Observemos que em (4.33) introduzimos um ordenamento P (para a trajetéria).
Desta forma, o propagador converte-se em um objeto independente do gauge, mas de-
pendente da trajetéria. Lembremos que o modelo de Bloch-Nordsieck é diferente da
eletrodindmica quantica em que as matrizes 4* sao substituidas por um vetor tipo tempo

u,(u? =1). Neste caso (4.33) escreve-se como:
G(z,y|C) = /’Dt,bDa,bDA exp (iS(1, ¥, A)) ¥(z) exp (zg/ dz* A,,(z)) o(y),
(4.34)

com S(¥, %, A) = [ d'z (—1F2, — P(u*(d, + igA,) - m)P); N ,ofator de normalizagao,
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é obtido de g=0 em (4.34).

Efetuando-se as integrais sobre os campos fermidnicos, obtemos:

det[u*(8, + igA,) — m]
det(u#g, — m)

Gelo) = [Da, Gle,y]4)

X exp (iSO(A) + ig '/y dz" A,,(z)) , (4.35)

T

onde S,{A) é a agio do campo eletromagnético livre, e G(z,y|A) designa a fungdo de

Green fermidnica no campo externo A, , que satisfaz a equagao:

[(u*(8, — igA,) — m]G(z,y|4) = —6(z —y) . (4.36)

Os determinantes em (4.35) sdo iguais & unidade, porque o modelo de Bloch-Nordsieck

nao contém polarizagio do vacuo e portanto, (4.35) converte-se em:

G(z,y|C) = fDAuG(m,y]A) exp (iS,,(A) + ig'/: dz" Ay(z)) ) (4.37)

com G(z,y|A) satisfazendo (4.36), a qual pode ser resolvida utilizando o método do
quinto pardmetro desenvolvido por Feynman/®Y. Tal método permite-nos escrever uma

representacdo paramétrica para o operador inverso na forma:
? ® .
- =/ e dw , (4.38)
Z o

com m — m — i¢; temos de (4.36) e (4.38) que:

G(z,y|lA) = i/m dv ekp{iu[z’u"(@n — igA,) — m]}é(z —y)

= i/w dv exp[~iv(u*8, + m)] f(v, 2)6(x —y),

com f(v,z) = exp[v (u#d, — u#(8, —igA,))]. Dado que f(v,x) satisfaz a equagdo:

8_{%}3_12 = igutA,(z + vu) f(v, 2),



4.1 Formalismo Invariante de Gauge e Escolha do Gauge [88]

obtemos

f(v,z) = exp (ig ./W dv'ut Az + u'u)) .

[~}

Logo,

G(z,y|A) = i/ dv exp [—iv{u*8, + m)]8(z —y) exp [ig/ dv'u* A,z + uu')] ,

o

e, portanto,
G(-Ta ylA) = Z/ dV exp(—ium) 6(1 —_1 - uu) exp [lg/ dV’ u.u. A#(l’ _ u:u)l )
Assim, {4.37) converte-se em:

G(z,y|C) =1 f°° dv §(z — y — uv) exp (—iv{m — ic)) X

v v
X /DAL, exp (iS,,(A) + ig/ dv' u* A, (z — v'u) + ig/ dz* A“(z)) . (4.39)

Por 1ltimo, notemos que, em virtude de §(z —y — uv), a integral em ¥’ pode ser escrita

como uma integral de trajetoria, isto é:

/ dvb(z —y — uv) exp (ig/ dv' u* A,z — u'u)) =

/:o dv é(x —y — uv) exp (ig/xdz‘“ A#(z)) .

Neste caso, a trajetéria é uma reta. Logo, (4.39) converte-se em:

sy

G(z,y|C) =1 foo dv 6(z —y — uv) exp (—iv(m — ie)) <0[Pexp [igf dz* A#(z)] 6>,

(4.40)
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sendo I, a trajetdria fechada de integragéo,
composta pelos dois caminhos provenientes Cyy
de cada integragao.

Observemos que o tltimo termo em (4.40) é o

X

operador de Wilson antes comentado. Desta

Fig. 6 - Trajetdria de integragéo do pro-
pagador fermidnico independente
do gauge.

forma, a fungdo de Green invariante de gauge

na regido infravermelha pode ser fatorade

em termos de operadores de Wilson. Este era o ponto a ser evidenciado neste exemplo,
pois esta fatoragio pode ter um significado importante no caso nao abeliano, apesar de
seu carater artificialt® neste exemplo. Com efeito, a0 impormos o gauge u*A, =@, em
outras palavras, escolhendo a trajetéria inicial C¢, como uma reta, os setores fermionicos

e bosonicos se desacoplam de forma que o férmion seja essencialmente livre.

Antes de finalizarmos, dois comentdrios sio pertinentes: Primeiro, as idéias
esbocadas neste exemplo, quando aplicadas 3 QED e QCD em duas dimensdes conduzem
aos mesmos resultados, como demonstrado por Sisakyan et al5ll, Estes autores mostram
também que o propagador invariante de gauge na regido infravermelha possui um polo
simples desde que a trajetéria inicial C, que define a fungéo de Green invariante de gauge,
seja uma reta. Por outro lado, o uso de potenciais invariantes de gauge permite obter
uma expressao para a agio efetiva da teoria em consideragéo, como mostrado no caso de

mésons®® usando a expansio 1/N.

Em segundo lugar, usando argumentos puramente geométricos, Prokhorov e Sha-
banovi®3] mostraram recentemente que exponenciais de integrais de linha, como as con-
sideradas neste capitulo, sio os tnicos objetos fundamentais em teorias de gauge. Logo,
todas as configuragbes invariantes de gauge dos campos, embora complexas, podem ser

construidas a partir de tais objetos fundamentais. Assim, esses autores mostram que
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a fungao de Green invariante de gauge (considerada neste exemplo), quando aplicada
ao caso de quarks massivos, conduz naturalmente a uma energia potencial linearmente

crescente com a distancia entre os quarks.

Finalmente, pelos exemplos mostrados pode-se observar a rigueza do formalismo

independente de gauge como um enfoque alternativo a calculos tradicionais e promissor

nos estudos sobre confinamento.



CAPITULO 5

CONCLUSOES

Estudamos nesta tese a quantizagio formal de teorias de gauge, quais sejam:
QED e teorias do tipo Yang-Mills. Adotamos o seguinte ponto de vista: Em cada caso
estudamos as propriedades dos gauges a serem utilizados, para em seguida implementa-los
nos formalismos de quantizagdo escolhidos, a saber, usando o formalismo hamiltoniano
de Dirac e o formalismo BRST de Batalin, Fradkin e Vilkovisky. Para as teorias aqui

mencionadas, apresentamos a seguir alguns resultados:

A) Mostramos como modificar adequadamente a condigio de gauge de Fock-
Schwinger para sua implementagic numa teoria de gauge do tipo Yang-Mills.
Através do formalismo BFV construimos o funcional gerador do campo de
gauge e o propagador foi calculado explicitamente, sendo este nao invariante
por translagdes devido & dependéncia nas coordenadas da condigio de gauge

utilizada.

B) Com a finalidade de complementar a anilise BRST feita previamente, e sendo

o gerador de simetria BRST o objeto principal em tal formalismo, verificamos
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a equivaléncia das cargas BRST hamiltoniana (BFV) e lagrangiana (BV),

resultados estes que concordam com os da literatura.

C) Apresentamos uma descri¢ao detalhada da QED no gauge de Poincaré, provan-
do ser este um gauge util e particularmente simples. Mostramos que os
colchetes de Dirac nio possuem problemas de ordenamento, como pode ser

observado no lado direito de tais colchetes que nio contém varidveis de campo.

D) Construimos a matriz U para a QED no gauge de Poincaré, através da es-
trutura dos colchetes de Dirac, sem eliminarmos explicitamente as variaveis

vinculadas.

E) Propomos uma versiao modificada do gauge de Poincaré para limitarmos so-
mente a componente longitudinal do potencial de gauge. A descri¢io resul-
tante da QED, neste gauge de Poincaré modificado, torna-se analoga & QED
no gauge de Coulomb. Ja o potencial escalar é modificado por um novo termo

o qual garante que A,(¢,Z = 0) = 0, como é exigido pelas condigdes de gauge.

F) Obtemos uma expressio explicita para o propagador do féton no gauge de
Poincaré, usando o formalismo de integrais funcionais proposto por Senjanovic

para tratar sistemas com vinculos de segunda classe.

G) Como uma ilustragio do formalismo invariante de gauge, introduzido no Capi-
tulo 4, apresentamos uma derivagao simples para o propagador do campo de

gauge abeliano no gauge temporal.

Finalmente, mencionamos que, neste trabalho, concentramo-nos nos aspectos for-
mais da quantizagio de teorias de gauge. Por outro lado, o gauge de Fock-Schwinger, que
viola invaridncia por translagdes, requer uma renormalizagao nio standard. A renorma-

lizagio com este gauge, que ndo ¢ uma tarefa simples, oferece assim um programa de
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trabalho promissor. Com respeito ao formalismo invariante de gauge, demos destaque ao
fato de a trajetdria ser uma reta no exemplo mostrado na fatoragio em operadores de
Wilson. Este exemplo é muito interessante e pode contribuir na resolugao de problemas
importantes, como o de confinamento. Esses aspectos formam parte de nossos interesses

futuros.



APENDICE A

NOTACOES E CONVENCOES

As notagdes utilizadas neste trabalho sdo: O campo de gauge A, € expresso
como A, =Y T°A%, onde a=1,... N> -1 para SU(N) e £ =0,1,2,3,. A} sdo as
componentes de A, , enquanto que T sio os geradores do grupo de gauge A, sendo este

um grupo de Lie compacto simples. Os geradores sao operadores lineares que satisfazem:

10T = > £5%Te; a,be=1,...N* -1, (A1)

onde f% = fau. s3o as constantes de estrutura (do grupo A) totalmente antissimétricas,
N denota a dimensio do grupo, e A, toma valores na representacio adjunta de A. Os

campos A, transformam-se como:

Ay — Ay =w T Aw — iw‘l (B,w) , (A.2)

F,=08,A, — 8,A, — iglA,, A,

com derivada covariante dada por:

D, =0, — igA,. (A.3)

Com respeito s matrizes v* de Dirac, usamos (7°)?=—1 e (%) =1.



APENDICE B

LEMA DE POINCARE E 0OS GAUGES DE
FOCK-SCHWINGER E POINCARE

Neste apéndice, de forma sucinta, reproduzimos a observagio feita por Brittin et
al ™1 onde usando o lema de Poincaré podemos também expressar o potencial de gauge
em fungdo do tensor intensidade de campo, dando assim um suporte geométrico a f6rmula
de inversio neste gauge. Com efeito, lembremos que as equagbes de Maxwell homogéneas

em notagao de formas escrevem-se como:

dF =0, (B.1)

sendo F a 2-forma de Faraday dada por:

F= %F#,,dx“ A dz” . (B.2)

Assim, do lema de Poincaré temos que:

F=dA, (B.3)

onde A € a l-forma

A=A, dz* (B.4)
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O ponto interessante e observado por Brittin et al diz respeito & demonstragao dada por
Spivakl®4 do lema de Poincaré, isto é, ao demonstrar que se uma m-forma ¢ fechada, serd

também exata (w = df?,  é uma (m — 1)-forma), fazendo-se uso da integral I de w

definida por:

™ 1
Q=lo= D (-1 (/ dx ,\m"lw,-l___;m()\z)) " dz AL A dTV AL daim

1< <nnim < r=l
(B.5)

onde dz significa dr omitido e A é um pardmetro arbitrdrio (0 < A < 1). Integrais

analogas também sio encontradas na referéncia [65].

Assim, usando (B.5), calculamos a 1-forma A, isto €,

1
A= IF:/ dAXF, (Az) (z*dz” — 2¥dz") ,

ou seja,

1
Ay = / d\Az¥ F,.(\z) (B.6)

sendo a férmula de inversdo no gauge de Fock-Schwinger (caso abeliano). Para o gauge
de Poincaré (no caso abeliano) podemos proceder da mesma maneira. Neste caso, da

equacio de Maxwell V-B =0 temos

dB =0, (B.7)

com B = %B.-jdz" Adz?, (1,5 =1,2,3), e do lema de Poincaré

B=dA, (B.8)

sendo A a 1-forma dada por:

A= Adz . (B.9)
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Usando novamente {B.5) encontramos que

i
A=[ dX X Bi; (W 1) (' do? — 27 do') |

logo,

1
A(7,1) =/ dAAB(AF,t) x 7.
Ao mesmo tempo, da equagao de Maxwell VxE+4 %—? = 0 temos

dE =0,

CcOoIm

e do lema de Poincaré

E=df,
sendo f um escalar, que ao fazermos uso de (B.5) obtemos
1 ) 3
f= j d) E;()\F,t) ",
e escrevendo A, = —f obtemos finalmente

1
A7) t) = —7- / d\ B, 1) .

{97])

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

Vemos que as expressdes (B.10) e (B.14) sdo as férmulas de inversio no gauge de

Poincaré.

Por 1ltimo, observemos que a generalizagao destas férmulas para o caso nao

abeliano, de acordo com o apresentado antes, podem ser feitas sem nenhum problema.



APENDICE C

OBTENCAO DAS EXPRESSOES (2.55) e (3.94)

1) Em primeiro lugar, consideremos a obtencdo do propagador no gauge de Fock-

Schwinger (2.55), isto é, neste caso deve-se calcular o inverso do operador

o¥ =q9*0 — "9 + #z” . (C.1)

olzf*

E interessante fazer notar que, devido 3 presenca do dltimo termo, a equagao
correspondente de (C.1} no espago de momento nao conduz a uma expressao algébrica,
como é usual em outros gauges. Por este motivo e como nao dispinhamos de uma
prescrigio para inverter (C.1), reproduzimos a linha de raciocinio utilizada para obtermos
(2.55). Assim, trabalhando de uma forma iterativa, comegamos tentando fazer com que

o operador inverso possua a seguinte forma:

O;AIZGM + bmvaA + [P

ey p T (©2)

com a e b constantes. De:

7* 0 (b J:,,Da)‘) =2b8*8 + bx" 0\,
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" :r:,,a,\ - B“GA 6“6,\
0“0 (b = )._56 - + bx-8 ==

obtemos que O**O;, ¢ da forma:

) 84 8
D" 4+ bz* 8y — bz-0 D*

0" 0} = a6 — (a+3b)

+

a .’E”.’I:A_i_ b .'B“a)\
alz|t O aljz|? O

(C.3)

Como podemos observar, esta expressao contém um termo nio desejado da forma

EﬂgA , pois no espago de momento contribuiria com termos do tipo %‘2& 0s quais, por sua

vez, nao podem formar parte do propagador do f6ton. Dito isto e motivados pela referéncia

{16], postulamos um novo operador inverso:

v 0, ) 1
;/\lzaﬂ)\ -{-C:E’\ + /\‘f'nw\_D__{____, (04)

] z-0+d

com ¢ e d constantes. Devido ao cdlculo de O* Oy}, aparecerdo derivadas do tipo

a, TBI +5 + Por este motivo, faremos uma pequena digressdo antes de continuarmos.

1

Com efeito, considerando 8, ;5= , temos:
1 1 1 1 z-8 (20?2 (z-0)
T at e ad +%@‘za“[1 Era e e A G
Notando que
1 = 14,,

G, (z-0) = 6#‘*‘(3'6)6#:(1'*'3'6)6#1
Bu(z-8) = 8ul(2-8)(2-0)]=08u(z-0) + (2-0)Bu(z-8)=(1 + 2-8)" 0y,
Bz 0P = B.[(z-0)(z- O)(z- O] = Aul(z - O)(z- D]+ (c - B, [(c - B)(x- B)]

= (1—{-1!'3)33#,
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e assim por diante, (C.5) converte-se em:

1 1

N PR 1 2 _ 1 3
a“m_a+a = a_l a(x 6)+a2(1+m-3) a3(1+x 0)° + O,

__.1_-+1_1+ 3-13
-a_a a( z - 0) w

1
= —g b (a#0). (C.6)

De um modo analogo, segue-se:

1 1
T 0ta—1 z.04a—-1"*" (C.7)
Munidos de (C.6) e (C.7) vemos que:
Oy + 2,05+ 1 1 1
o (PSR S) = e e )
— ¢ %) p f u
—m-3+d+2(4 - + 0" + 20 + 65 ) (C.8)
e m)iau_*'xuah'*'nu) _1‘_ . & m l
a"0 (C z-0+d 0 __I-a_+d+26 au(IAav+$vaA+nvA)D
N c 3“3,\ a.ua) " .,
—x-3+d+2(7 S + z-0 = + & + z:0" ) (C.9)
¢ claro entido que:
pr A aw I:Aau-{-xvaA-f-nuAl _ C _ a"a,\ ® o 3“3)«
(n 0 aa)(c Ia—}-d O —I3+d+2 3 0 +.'Ea)\ x 8——-D .
(C.10)
Ao mesmo tempo:
¢ zhz¥ (220, + 2,05 + i) ! 1 = ¢ izy(z- 0+ 1) 1-+
e pEEIA T ¢ 94 d0 o ||t z-0+d0
c z#dy 1 (C.11)

alzfz-8+d0°
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De (C.10) e (C.11) temos que:

o* o, = (ﬂ”"D — 00" + allwl“ :c“a:") (a-né—)‘ + cm,\a.,;—.agi,\;- L2 -él— + )
+cw_;:_a$+2 + alcmld:c“:m( 3-{—1) 1+dél + a|C:c|2 xfc;‘?:dé—*-
Escolhendo @ =d = — ¢ =1, segue-se:
005 =6 - fc;ai 5 Ilrl? ;;‘21 é + - (C.12)

Novamente, motivados pela referéncia [16}, descobrimos que o ltimo termo em (C.12)

pode ser reescrito da seguinte formas:

1 1 1
uo v 2 ==
T 2" (2z 25 + 12|°0,0)) _—(3: F+17 0
= L (efat o + etz 80)) —5 s~
[:cl“ (z-0+1)20
1 .’L‘"BA 1
= a|w|2(1+$-a) (m_a+1)2 E
1 gy 1
alef z 941 5 (C.13)
Com esta informagio, escrevemos o operador inverso como:
o w1 222+ 128,05 1
= ex — — . 14
O =75 z-0+1 ot (z-8+4+1)2 O (C.14)
Assim,
—_ 2z,zy + |z|?8,0x -1_) = 9°9, 22+ 0 + |2|20%0n 1
(z-0+1)? O (z-0+1)* O
o)
4 0% Lot efora),  (CI5)

z-9+3 O (z-0+3)°
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545 (21:,,1:,\ + |.'c|2(9,,a,\ i

1 ., 1
Crr T E) G Y et 00) 5

(z-0+3)2

__ 4 oo ]
T 2-043 D (z-0+3

7 (2201 + 2[20#9) ,

2
(770 — 89") (2“’"‘9” 12109, l) —0.

(z-0+1)2 O
Com este resultado, temos:

:c“a,\ 1 1:“3,\ 1

uy =1 = 6#__ _ -
O™ 0 A 2043 alzfz-80+410

+

1 2:13,,3,\“*' |12|23.,3,\ 1
BV il
+a|x|4$.‘r (.‘12'3+1)2 0o’

e usando (C.13), obtemos:
:C’ua,\

O“OR =8~ T o4a

Ao mesmo tempo, de (C.17) observamos que:

(70 — 99”) (22,0, + |21°0,0)) = (y** O — 8*8") 8, (|=|’8,) = 0.

Em outras palavras,

(p**0 — 8"8") 3, (qualquer coisa) =0 .

Com isto em mente, adicionamos a O, dado por (C.14) o termo da forma:

¢

o7

com e e f constantes. Por conseguinte,

[102)

(C.16)

(C.17)

(C.18)
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x*d, ¥ e

om0z} = 6 - )
v 6 3.3+3+a|xl4 (x,a+f)23u|m|aA
“a)\ 1 € .
= §* — T o v 4
A Ioa+3 + alxl‘l (a:_a+f_2)2$$ay|$| a,\
x#a)\ 1 €
= 63‘_ BV 2 4
4 $'3+3+a|$|4(2:-6+f_2)2xm (4]zf?z, + |2]'0,) Ox
’ . 1 :L‘“a,\
= & €T 4 ‘ _ . ‘
» + p (I-3+f+3)2( +z-0)0h - (C.19)
Ao escolhermos e=a, f =1, obtemos:
wr -1 _ T a:“a,\ u 1
O Oy,\ 6)‘ Ia+3 +I $.6+46A
Ty, 1
IV o
= 6A :v3+3 x'a+31‘ 3)‘
= 5;‘

Conseqlientemente,

_1_M_zyax+3,,x,\l 1 ( ) .1
%2 =g z-0+1 D+(3.a+1)2a" alz|® + |=| o A (C.20)

que é justamente (2.55).

2) Apés os célculos anteriores, a prova que a expressao (3.94):

.f;)’

L 1
o == (2+:‘c‘-f7) (3+

(C.21)

8y

é o inverso do operador:

resulta direta.
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De (C.6) e (C.7) temos:

V—= = —= V., (C.22)
Z-V+a Z-V4a+1l
- 1 1 .
I —= = = z C.23
z:-V+a FV4a—-1 ' ( )
e, como consequéncia destas,
- 1 1 -
z-V = = = z-V). C24

Desta forma,

Logo,

ficando assim demonstrado que O0~1=1.
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