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Resumo

Analisamos alguns efeitos de campos de gauge topoldgicamente carregados em teorias de
gauge. Consideramos o caso em que o operador de Dirac da teoria é hermitiano (em d-dimensBes)
e o caso em que nao é {em duas dimensdes, o modelo de Schwinger quiral). Encontramos,
para o caso hermitiano, coincidéncia algébrica entre os Jacobianos de rotagdes quirais com o
do setor de topologia trivial, gragas a fatores advindos das correntes externas que cancelam
a dependéncia explf?:ita nos modos zero. Para o modelo de Schwinger quiral, propomos uma
prescrigao para o calculo do determinante fermidnico na presenga de modos zero e, através das
correntes fermidnicas, encontramos uma ambiglidade de fase no Jacobiano, que é explorada

para demonstrar o desacoplamento total dos setores nao triviais da teorla.

Abstract

We analyse some effects of topologically charged gauge fields in gauge theories. We consider
the case where the Dirac operator of the theory is hermitian (in d-dimensions) and the one when
it is not (in two dimensions, the chiral Schwinger model). We find, for the hermitian case, that
the jacobians of chiral rotations coincide algebraically with the one of the trivial topology sector,
thanks to terms that come from the external sources which cancel the explicit dependence on the
zero modes. For the chiral Schwinger model, we propose a prescription for the computation of
the fermion determinant in the presence of the zero modes and, because of the fermionic sources,

we find an ambiguity of phase in the jacobian, that is explored to demonstrate the complete

decoupling of the non—trivial sectors.
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Introducao

Até a década de 70 uma boa parte das andlises feitas sobre a dindmica das teo-
rias de campo baseava-se em aspectos locais, expressos principalmente pela abordagem
perturhativa (sem que se esquegam as contribuigdes nao perturbativas provenientes de
desenvolvimentos tais como as dlgebras de correntes, a formulagio da teoria da matriz
S, etc.). Embora se conhecessem as limitagoes da técnica, tanto no que diz respeito a
impossibilidade de construir estados ligados, quanto em relagio & propria convergéncia
das expansoes, tinham-se, até entao, contabilizado sucessos notéveis, como o calculo
do momento magnético anémalo do elétron com grande precisio. No inicio daquela
década, a teoria de campos, em sua abordagem lagrangiana, auxiliada pelo metodo da
renormalizagio, firmou-se como o contexto mais adequado para a descrigho da fisica
de particulas elementares, com a unificagdo das interagoes eletromagnética e fraca e
a proposi¢iao da Cromodinimica Quantica como a teoria das intera¢oes fortes. Nova-
mente, o fator decisivo para essa consolidagio foi a renormalizabilidade dessas teorias,
que, mais uma vez, chamava a atengdo para as suas caracteristicas locais.

Nesta época comegaram a apa,recer-solugf)es classicas de teorias de campo ndo lin-

eares. Embora restritas inicialmente a teorias de um campo escalar, como o modelo de



sine-Gordon (1}, logo apareceram também para equagoes envolvendo campos escalares,
vetoriais e de Dirac, é.cop]ados e em dimensées superiores. A caracteristica principal
dessas solugbes é a de nio serem perturbativas, ou seja, a de ndo poderem ser obtidas a
partir de corregdes de uma dada solugao da parte linear das equagoes de campo. Dessa
forma, o estudo dessas so]ugf;es passou a chamar a aten¢o para as propriedades globais
das teorias de campo correspondentes, o que levou a desenvolvimentos muito relevantes,
tais como a descrigio de particulas extensas por sdlitons (no caso de espago-tempo de
Minkowski) ou no fenémeno de tunelamento de vacuos devido a instantons (no caso eu-
clidiano) [2]. Nenhum destes fenémenos quénticos é passivel de descrigio via teoria de
perturbagdes, o que mostra que o estudo das solugbes cldssicas tem muito a contribuir
para desvendar a estrutura dinamica da teoria quantica.

Um aspecto que esta conectado com o fato de estas solugdes estarem associadas a
propriedades globais é sua caracterizagao por indices topoldgicos, os quais se relacionam
com o comportamento das mesmas no infinito. Isso traz a consideragao dos fisicos todo
o arsenal de recursos desenvolvido com a teoria de homotopia, que permite classificar
configuragdes de campo gragas a sua associagho direta com mapeamentos de uma var-
iedade M em outra, N'. No caso dos sélitons, o indice torna-se um niimero quantico
conservado, enquanto que para os instantons ele corresponde a classificagdo de toda uma
familia de estados de vacuo [3]. Os argumentos baseados na topologia podem assegurar
a existéncia de solugbes nao triviais das equagoes de campo, mesmo que nao se conhega
a sua forma exata [4]. No caso das teorias de gauge, o indice topolégico ndo nulo implica

solugbes normalizaveis da equagho de Dirac acoplada ao campo A, conformne prevé o



teorema do indice de Atiyah-Singer [5].

Recentemente, novas areas de aplicagiio destas idéias tém surgido. Podemos citar,
por exemplo, métodos de compactagio em teorias de cordas [6], supercondutividade a
alta T; [7] e cordas efetivas para a cromodinamica quantica [8]. As investigacdes nos
topicos acima tém conduzido a resultados interessantes, como contribuicdes a fungdes
de correlagéo nulas em setores triviais [6,9] ou a eliminax;éo de efeitos de instantons por
um termo de Chern-Simons gerado dinamicamente [7].

Este cenario justifica uma abordagem sistemdtica dos setores topolégicos nao trivials,
como ja vemn sendo feito por outros grupos {9,10]. Analisainos, portanto, alguns aspectos
da influéncia de campos de gauge topologicamente carregados sobre férmions de Dirac
e Weyl. A consideragio desses dois casos divide, naturalmente, a analise em termos de
operadores de Dirac hermitianos e nao hermitianos, ja que, no segundo caso, a interagao
com o campo A, envolve 45. Enquanto o caso hermitiano é bastante estudado na
literatura [11,12,6,9,10], o mesmo nao acontece com o nao hermitiano, onde as analises
se concentram no setor topolégico trivial [13]. Em ambos os casos, partimos do ponto de
vista da integral funcional, onde se introduzem as fontes fermiénicas externas. Estas, que
no setor trivial podem ser completamente desconsideradas para a andlise da estrutura de
anomalias da teoria, mostram-se fundamentais para o estabelecimento das propriedades
de tranformagio da medida funcional sob transformagdes envolvendo 7s.

Ao longo da tese, o fato de restringirmos as mudangas de varidveis na integral fgn—
cional, aquelas que preservam os setores topoldgicos, é fundamental para a regular-

izagao do comportamento singular, induzido pelos modos zero sobre os determinantes



funcionais. Através desta restrigio, encontramos jacobianos de rotag¢des quirais nio sin-
gulares, e independentes das fontes externas. Estes Jacobianos podem ser utilizados
para a solugao completa dos modelos em questdo, conforme é feito em [9,10] e como
fazemos para o caso do modelo de Schwinger quiral. Neste ultimo caso, apresentamos,
a Nnosso ver, a primeira analise deste modelo em setores topoldgicos néo triviais.
Desenvolveremos nossas consideragoes da seguinte forma: no Capitulo 1, fornece-
mos uma descrigao da interrelagao entre os aspectos topoldgicos e as propriedades de
simetria das teorias de gauge. Para isso, mostramos o surgimento da anomalia, dentro
da formulacdo funcional, relacionando-a com a técnica de bosonizaczo, através de um
exemplo especifico. Em seguida, apds uma brex.re introdugao de alguns conceitos basicos
relacionados & homotopia, mostramos a conexdo entre a anomalia e o indice topolégico
para d = 2 e d = 4, nos casos U(1) e SU(2), respectivamente, citando a relagio com o
teorema do indice. Prosseguimos no Capitulo 2, tratando o caso de operadores de Dirac
hermitianos num ntmero arbitrario de dimensdes euclidianas, enfatizando o papel das
fontes fermidnicas externas na defini¢do do jacobiano de rotagdes quirais. No Capitulo
3, consideramos o caso nao hermitiano, através do modelo de Schwinger quiral, desen-
volvendo uma prescrigao para o calculo do determinante na presenca de modos zero e
aplicando-a para obter a solugio completa do modelo. Ao final, apresentamos nossas

conclusdes e alguns apéndices com detalhes técnicos.



Capitulo 1

Simetrias e Topologia

1.1 Teoria quantica e simetrias

O conceito de simetria, uma operagho feita sobre um sistema que o deixa inalter-
ado, € a base sobre a qual se desenvolveu o procedimento de construgio de modelos
para a fisica de particulas elementares. Manter uma determinada simetria ou quebra-la
(explicita, espontanea ou dinamicamente) é usualmente decisivo para as propriedades de
uma dada teoria, desde sua propria formulagio até a obtengao do espectro e o seu com-
portamento assintético. O principio de gauge foi o guia para a formulagao de uma teoria
unificada das interagbes eletromagnética, fraca e forte, baseada no requerimento da in-
varidncia do lagrangiano sob um grupo de gauge SU(3)® SU(2) ® U(1). Este principio,
aliado ao conceito de quebra espontinea de simetria, permitiu que o modelo acima se
contituisse como uma teoria renormalizavel e unitiria de bdsons vetoriais massivos e

sem massa interagindo com férmions de Weyl, uma construgao de tal complexidade que



seria improvavel sem o auxilio de tais linhas mestras.

Na teoria classica de campos, implementamos uma simetria requefendo que a agao
ou o lagrangiano da teoria seja invariante em relagao s transformagdes de interesse.
Isso assegura que as equagdes de movimento sejam covariantes, ou invariantes, quando
expressas em termos das grandezas fisicamente mensuradveis. Quéanticamente, operagdes
de simetria sao usualmente representadas por operadores unitdrios, que agem sobre os
estados fisicos e os demais operadores da teoria, de modo a manter as amplitudes de
probabilidade invariantes. Assim, se ¢ € uma operagio de simetria e U(g) ¢ o operador

unitario associado a ¢, podemos ter

) = 12)* = Ulo) I4), (1.1.)

O — 07 =U(g) O Ul(y), (1.1.2)

onde |¥) representa um estado fisico e O, um operador genérico. Se as diversas operagdes
¢; formarem um grupo G, as relagdes (1.1.1) e (1.1.2) garantirdo que o conjunto dos

U(g;) também pode formar um grupo, que é dito uma representacio de G. Em particular

temos

U(g1) U(g2) = U(g:192), (1.1.3)
(U(g1) U(g2)) Ulga) = U(g1) (U(g2) U(g3))- (1.1.4)

Entretanto, a condigo de preservagio das amplitudes de probabilidade permite con-
strugbes mais complexas que (1.1.1) - (1.1.4), através da introdugio de fases conhecidas

como cociclos. Uma generalizagio de nosso interesse imediato é sobre (1.1.3), que re-



laxamos para
U(g1)U(gy) = e 2l=wn)y (g, g,), (1.1.5)
onde permitimos o aparecimento de uma fase w, em principio dependente da posicio

x, que é obrigada a satisfazer, devido a manutengio de (1.1.4), & relagio

wo(2%1 92, 93) — wo 739192, 93) + wa(T; 91, 9293) — wolz; 61, 92) = 0

(modulo inteiros). (1.1.6)

A fase w ¢ dita um 2-cociclo e ji aparece mesmo na mecanica quéantica nio relativista,
na representagao do grupo de Galileu completo (translagdes de coordenadas e “boosts”)

[14]. Se queremos que @ e P se transformem como

Q-oQ+vt+gq=0Q+a, (1.1.7)
PoPimv=P+4b, (1.1.8)

levando em consideragao [@, P] = i, podemos usar o operador
U(a, b) = ¢'@F—5Q), (1.1.9)

onde (a, b) = ¢ é um elemento do grupo de Galileu que se compde com outros elementos

da forma g,9, = (a1,01)(az,8) = (a1 + az,b; + b2). Entretanto, compondo dois U

diferentes é fécil ver que obtemos um resultado anadlogo a (1.1.5) com w, dado por
1
27rw2 = -2~(a1b2 o agbl]. (11.10)

Uma representacdo como esta é chamada de projetiva. Do exemplo acima, podemos
ver que elas sio bastantes naturais na teoria quantica. Para o caso de nimero infinito

7



de graus de liberdade, entretanto, o aparecimento de cociclos se dd inequivocamente
apenas quando controlamos cuidadosamente as divergéncias da teoria. Para sermos
mais especificos, consideramos o caso dos grupos de Lie, cuja agio infinitesimal pode

S€r exXpressa por
U(g) =™, (1.1.11)

com os 6° sendo os pardmetros infinitesimais da transformacao e T, os geradores. A lei

de composigao (1.1.3) implicaria
63 T., 65 T,) = 63, T., (1.1.12)
enquanto que, considerando (1.1.5),
(65T, 85T3] = i85, T, 4 8656580, (1.1.13)

As identidades de Jacobi, neste caso, implicam a condigio de 2-cociclo em sua forma
infinitesimal. O termo éw,s, se ndo depender do ponto z, é chamado eztensao central e
¢ um numero (néo um operador). Podemos agora identificar a origem de representagoes
projetivas em teoria de campos. O teorema de Noether nos fornece a expressio dos

geradores T, através de
Ts = fd% o (2), (1.1.14)
com j§ sendo as componentes zero de correntes conservadas

852 = 0. (1.1.15)

Como os j§ sao polinémios nas variaveis candnicas da teoria, e estas sdo campos, sabe-
mos que os geradores podem néo estar quanticamente bem definidos. Ha a necessidade

8



da introdugao de reguladores {em alguns casos, como d = 2, pode ser suficiente o or-
denamento normal) para isolar as partes divergentes em (1.1.14) e subtrai-las. Apés
a remogao dos reguladores, ficamos com geradores bem definidos, T, cujas leis de co-
mutagao, no entanto, podem ser agora da forma (1.1.13). Quando esse é o caso, podemos
cair na situagio em que as novas relagées de comutagao entre os geradores influenciam o
comutador destes com a hamiltoniana, fazendo com que este seja nao nulo. E a situagao
onde dizemos estar na presenga de uma anomalia, pois a grandeza T, que se conservava
classicamente, deixa de fazé-lo a nivel quantico.

Anomalias podem ser uma grande dificuldade ou uma bem-vinda caracteristica da
teoria. Ao ser descoberta a anomalia de Adler-Bell-Jackiw {15,16] ela foi saudada como
a solugdo para o problema do decaimento observado do pion neutro em dois fotons,
que nao seria esperado no limite de massa do pion indo para zero, devido ao fato de
o elemento de matriz relevante envolver a divergéncia da corrente axial (classicamente

conservada). Em termos mals explicitos [17],

, 3,35 (0 ,
(7% & | 7,275 a) = (1* — k*)(0 | };‘52) | 7p3 7, 4)- (1.1.16)

Na formula acima, (7% k | representa o estado inicial do pion de momentum k e
| v,2; 7, ¢), o estado final de dois fétons de momenta p e ¢, respectivamente. O lado
direito expressa o elemento de matriz anterior pela formulagao LSZ [18], corﬁ Bﬁ;jg‘ (0)
fazendo o papel de campo interpolante para o pion, u® sendo a sua massa ¢ Fy, a
constante de decaimento do pion. Vale ressaltar que a equagdo (1.1.16) é encontrada

com argumentos independentes de um modelo especifico para o pion. Uma vez pro-



posta uma teoria, j} scra a corrente conscrvada classicamente na auséncia de massa
para o pion,em fungdo da simetria quiral do lagrangiano. U modelo ilustrativo seria

o chamado modelo ¢, cujo lagrangiano é

L = $(iy"8, — myy + %apqﬁaw — %u”qs? + %a,,aa#a — %(;ﬁ + 23 F?%)o?

+ ey A, + g0 + ¢vs)Y — A[($* + 0?)? — 2F o (0? + ¢*)], (1.1.17)

onde 3 € o campo do “préton”, ¢, o do “pion” e o 0 campo da particula o, com massas

m, p e (u? 4+ 2AF)"/? respectivamente. A corrente axial é

it = Py + Ao o ¢ — $0"c) — FO"¢ (1.1.18)

e sua divergéncia cldssica nos dé o campo do pion,
8,38 = u*F¢. (1.1.19)

Entretanto, quanticamente, esta equagao muda para

2

8,jt = u*F¢ + 8‘% *p, Fu | (1.1.20)

com *F,, sendo o dual de Fj., 3€as,,F. O termo envolvendo o campo eletromagnético
A, garante a nfo conservagio de j{ no limite p — 0.

Este exemplo mostra as anomalias como uma fonte de riqueza para a dinidmica
da teoria. Contudo, hd modelos em que elas podem ocorrer nas correntes de gauge,
tornando-se, entao, problemas muito sérios para a consisténcia deles. Nio hd melhor
exemplo disso do que a prépria teoria de Glashow-Weinberg-Salam {19,20], onde o setor
fermidnico é composto por férmions quirais como v,; {neutrino esquerdo do elétron), ez,

10



er (componentes esquerda e direita do elétron), uy e ug, dg e di, (componentes esquerda
e direita dos quarks u e d), e as demais familias, agrupadas em dubletes de SU(2) (as
componentes esquerdas) e singletes de U(1) (as componentes'difeita,s). A corrente de
gauge nesse caso ird envolver s, que vem dos acoplamentos axiais entre esses férmions
e os campos de gauge. Pode-se mostrar, entdo, que a sua divergéncia s6 é nula, a nivel
quantico, se a condigao

ZQ.— =0 (1.1.21)

se verificar, ou seja, que a soma das cargas dos léptons e dos quarks (contando as
trés cores) seja nula. A imporiéncia desta condigio é enorme. No procedimento de
renormalizagao, as identidades de Slavnov-Taylor (consequéncia da simetria de gauge)
permitem mostrar que as constantes de renormalizagao néo sio todas independentes,
mas se expressam em termos de umrsubconjunto finito das mesmas [21]. Isto, por sua
vez, € necessario para que, dando sentido a um niumero finito de gréﬁcos‘de Feynman
primitivamente divergentes possa-se definir toda a teoria. A quebra das identidades de
Slavnov-Taylor, através da ocorréncia de anomalias, destrdi essa propriedade e compro-
mete a renormalizabilidade da teoria, tornando-a sem sentido, ao menos via teoria de
perturbagdes. A realizagiio da equagfo (1.1.21) hoje depende da descoberta do quark
“top” que contrabalangaria a familia leptonica do 7.

Uma visdo bastante nitida das anomalias pode ser obtida por melo da formulagio
funcional da teoria de campos. Usando este formalismo, Fujikawa [23] identificou a
origem quéntiéa das ancmalias na nao invaridncia da medida funcional fermioniea sob
mudancas de varidveis envolvendo vs. Veremos como 1sso ocorre considerando o fun-

11



cional gerador associado a um sistema de férmions 1 interagindo com uim campo vetorial

A, externo, tomando valores na algebra de Lie de SU(N),

Zn,7) = ] DYDY exp { —($7,(i8, + eA)0) + () + (¥n) } . (1.1.22)

Em (1.1.22), { ) denota integragdo sobre um espago euclidiano d-dimensional, com

matrizes v hermitianas satisfazendo

Y n} = 28, (1.1.23)

Os campos ¢ e ¥ sdo independentes, porque no espaco euclidiano ¥ ndo pode ser
expresso como o produto de 9! por 45 [22]. A a¢fo possui simetria quiral global cldssica
P B Gao p q g

frente as transformacgoes

= e BYe, (1.1.24)
V=9, (1.1.25)

com « independente de z. O lagrangiano é invariante e a corrente cléssica
Jus = Wy, (1.1.26)

é conservada,
OuJus = 0. (1.1.27)

Analisando a validade quéntica desses argumentos, iremos considerar j,s dado por

(1.1.26), como um operador e verificar se a equagao

{010,7,510) = 0, (1.1.28)

12



com [0) sendo o vdcuo da teoria, é verdadeira ou ndo. Para fazer aparecer o valor

esperado (1.1.28), promovemos as transformagdes (1.1.24) e (1.1.25) a locais, observando

que a agao, na auséncia de fontes, torna-se

(V2,10 + A, Jb) = (D) = (¥" DY) + i(¥ 7, 750,09°). (1.1.29)

Derivando funcionalmente Z em relagio a o e colocando o = 0, fazemos aparecer o termo

desejado (1.1.28). E preciso tomar cuidado, no entanto, com a medida fermionica. Esta

é usualmente escrita em termos dos coeficientes da expansio
P(z) = 3 anipa(z), (1.1.30)
n

¥(z) = Dale) (1.1.31)

onde o0s a, € @, sao variavels de Grassmann e os ¢, sio as autofungoes de D, definido

em (1.1.29),

Do = . | (1.1.32)

Os ¢, formam um conjunto completo e, portanto, podem ser usados como base no
espago funcional, o que justifica (1.1.30) e (1.1.31). Nesta segiio consideraremos apenas
o caso em que D é nao-singular, isto é, A, # 0, para facilidade de exposicio. O caso
singular serd tratado com detalhes a seguir. Observamos também que estamos sob a
hipétese de os A, formarem um conjunto infinito, mas enumerdvel. Isto pode ser garan-
tido através da compactagdo do espago euclidiano d-dimensional, sobre o qual D estd
definido (na mecénica quantica néo relativista tratam-se casos semelhantes colocando-se

o sistema numa caixa, por exemplo). Ao longo deste trabalho, estaremos supondo uma
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compactagao particular, a projecao estereogréfica de R sobre 5% (vide Apéndice C),
embora néo a mencionemos em nossas formulas para maior simplicidade das mesmas.

Com isso em mente, temos uma expressio para a medida fermidnica:

DYDY = [] dd.day. (1.1.33)

Trocar ¢ por ¢, como varidvel de integragio, significa mudar os coeficientes a, para

a’ através das relagdes

¥ (z) =Y alea(z) = e 3 a,0,(2)

= ax = ) _(ple™ pn)as, (1.1.34)

o= it - [Pt e
= T, = Z(wl " o ) oy (1.1.35)

Levando em consideragio as leis de transformagio de medidas de integracio de Grass-

mann temos

[Idanda, = (det[{ple™™p.)])"? ]] dagday

= det |[{ple "¢ IHd_ada (1.1.36)

onde, no iltimo passo, foi utilizada a completeza da base ¢,. Notamos entio que, dev-
ido a0 envolvimento de -y; nas transformagdes (1.1.24) e (1.1.25) temos transformagcoes
iguais, ndo unitdrias, dos coeficientes a e @, ocasionando um jacobiano em (1.1.36).

Restringindo-nos a transformagdes infinitesimais, podemos escrever

{he ™ 0,) = 6um — 2(plarysiom), (1.1.37)
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e, usando

det(1 + da) = expTrin(l + éa)
~ expTr(éa), (1.1.38)

para uma matriz éa infinitesimal, obtemos

det{ple ™y, ) ~ exp(—2{A4a)), (1.1.39)
onde
Alz) = ; el (z )15 en(z). (1.1.40)
Usando a completeza dos ¢, , poderiamos escrever
A(z) = tr(6(0)ys), (1.1.41)
o que mostra que A nio tem significado definido. Pode-se procurar por tal significado
regularizando (1.1.40) na forma
Ar(z) = lim gsoz(x)vse"‘*%ﬂpn(m), (1.1.42)

com os A, sendo os autovalores de D, definidos em (1.1.32). Apds uma certa algebra

[23,24] encontramos, para d =4 e d = 2, por exemplo,

62

Ar = T tr(*F,, F,.),d = 4,teoriaSU(N ), (1.1.43)
Ap = —iewFﬂy,d = 2, teorial(1). (1.1.44)

Tomando a derivada funcional de Z em relagfo a «, e fazendo o limite em que 7, e a
vao para zero obtemos

B §Jal
ba(z)| _,

(010,7 45(<)10)
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= 2A(z), (1.1.45)

onde J[a] € o jacobiano das rotagdes quirais definido em (1.1.36). A natureza quantica
da teoria (contida na soma sobre todas as trajetérias) ¢, portanto, a responsivel pela
possibilidade de aparecimento da anomalia. A ocorréncia ou nio da mesma, no entanto,
depende da escolha do método pelo qual regularizamos a soma em (1.1.40). A regular-

izagao escolhida em (1.1.42) respeita a invaridncia de gauge da teoria ji que, neste caso,

podemos escrever
An(z) = lim 3 ol () 156 P pu(). (1.1.46)

A covariancia de D sob transformagdes de gauge implica a manutengao da invariéqcia
de gauge da teoria em todas os passos subseqiientes do célculo que leva a (1.1.43) e
(1.1.44). O resultado viola entéo a simetria quiral, por fornecer 4 # 0. As coisas nio se
passariam assim se escolhéssemos os A, em (1.1.42) como os autovalores de iv,8,. Neste
caso, se obtém Ag = 0 [25) &s expensas da simetria de gauge, dada a nao covaridncia do
operador i7,0,. O fato de as duas simetrias ndo poderem ser mantidas simultaneamente
a nivel quantico é fundamental e independe dos argumentos particulares usados aqui
[26].

Em d = 2, jacobianos provenientes de rotagdes quirais podem desempenhar outros
papéis, além de expor a nio-conservagiao de correntes quirais. Para esta dimensio, o
grupo de Lorentz é abeliano, atuando multiplicativamente sobre os campos. Este fato
faz com que, na pratica, ndo haja distin¢do fundamental entre um campo bosénico e

um fermionico, permitindo que se estabeleca um mapeamento entre as duas espécies
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[27]. Este é o fenémeno conhecido como bosonizacdo, € é através dele que conseguimos
resolver exatamente diversos modelos bidimensionais.

Vamos ilustrar a bosonizagio na formulagao de integrais funcionais, considerando
o modelo de Schwinger genera.liia,do, ou seja, férmions interagindo com um campo de

gauge abeliano com acoplamentos diferentes a direita e 4 esquerda. O lagrangiano é

dado por

1 — .
E = ZFuuFﬁu + ﬂb'yn(""a# + eRA#P'*‘ + 6LA“P_)¢

1 _ .
3 FuFus + 9 DY, (1.1.47) -

onde Py e P_ sdo os projetores sobre as quiralidades direita e esquerda, (1 £ 7;),

respectivamente. Consideremos agora a decomposigio

ed, = 8,p— 0,4, (1.1.48)

onde 0, = €,,0,, €,, € o tensor de Levi-Civita em d = 2, sendo e uma fungio de eg, ey,
com a mesma dimensado delas. Além disso, como o anel de matrizes v de Dirac se

constitui de apenas trés matrizes <o, v1 € s, J4 que Y5 = Y071 €

VuVs = €Yo, (1.1.49)
vemos que as tranformagoes
¥ = exp{erPi(ip + ¢) + e P_(ip — ¢)} ¥/, (1.1.50)
% =9 exp {—erP_(ip+ ¢) + erPilip — )}, (1.1.51)
levam D em 1v,8,, ou seja
%Dy = i, 3.4, (1.1.52)
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desacoplando, assim, o campo A, dos férmions. O fato de (1.1.50) e (1.1.51) envolverem
~s implica, como ja vimos, o aparecimento de um jacobiano que ird modificar a acéo
livre do campo de gauge. Este jacobiano pode ser calculado através da consideragio da

integral funcional com e sem a rotagio quiral,

[ D30y exp(~(FDy) = J14,) [ DFDY exp(~Fimdub).  (1153)
Das regras usuais de integragdo sobre variaveis de Grassmann, sabemos que os resul-

tados das duas integrais funcionais sio, ao menos formalmente, os determinantes dos

operadores que aparecem na agio. Dai, obtemos

det D

A= detiv,8,

(1.1.54)

Embora tenhamos um conjunto infinito, mas enumeravel, de autovalores para os oper-
adores envolvidos, isto nio implica que os determinantes estejamn definidos, ja que os
operadores néo sio limitados superiormente, no sentido usual da analise funcional [28] e,
portanto, seus autovalores crescem irrestritamente, E preciso definir os determinantes
em (1.1.54) e, para isso, vamos usar o método de separagio de pontos, introduzido orig-
inalmente por Schwinger [29] na regularizagio direta da corrente quiral. No nosso caso,
utilizamos a identidade

det D = exp Trin D. (1.1.55)

Usando (1.1.49) reescrevemos D como

D = ~,(i8, + Bu(9+,9-)), (1.1.56)
onde
B, = (9100, + g—‘san)Aav
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1
9+ = slenEer). - (1.1.57)
Derivando (1.1.55) em relagdo a g4,

) _, 8D
5qp et D =det D Tx [D 3gi] | (1.1.58)

e usando, para D!, a fungio de Green G(z,y) do operador D, obtemos

92 Indet D = Tr[Gv,A4,], (1.1.59)
994
fgg— Indet D = Tr[G,e,,A4.]. (1.1.60)

Lembrando que Tr € o trago funcional, vemos que (1.1.59) e (1.1.60) envolvem G(z, z),
a qual é singular. Um dos primeiros métodos usados para tratar esta singularidade foi
a separagao de pontos [29,30], que consiste na substitui¢io dos tragos funcionais por

limites de expressées envolvendo G(z + £,z — £) no limite ¢ — 0,

8 : £ €
Bg—+1ndetD = 11_% d°z tr[G(:c—I—-é—,m—E)'y“x

X exp {z’(aReRP+ +aperP_) o Audzz,,}] Au(z) (1.1.61)

e
J:+§

Y olndetD = 1L 2 [ £ L8y,
ag_lne ll_l’g d“z tr G’(m—l—g,m 2)7“x

X exp {i(aReRP.l. +age L P.) B Audzzy}] EapAa(z). (1.1.62)

.

A exponencial extra, contendo os pardmetros arbitrarios ag e ay, que aparece em
(1.1.61) e (1.1.62) & uma generalizagio, para este modelo, da originalmente introduzida
por Jackiw e Johnson [30]. Vamos observar que, embora ela nio possa manter a in-

variancia de gauge quéantica para todos os valores de eg, ey, ela permite reproduzir a

19



ambigiiidade de regularizagdo caracteristica do célculo do determinante de D. Calcu-

lando G(z,y) [31] obtemos

G(z,y) = €¢EI4IGL(z —y), (1.1.63)
onde
é(z) = j FzDp(z — ') Bu(2') + 17507 B,(2)] (1.1.64)

e Gr(z — y), Dp(z — z’) denotam as fungdes de Green de i7,8, e O respectivamente.

Assim, o trago matricial em (1.1.61) e (1.1.62) se torna [32)

Eng

+i552(8,, +ie,,) [ 5B +i8)8 De(z - o)

o {[(6;1:3 +15.up) Ze
1 — arererda(z))

(
e VB 4 B p Eoep - 24 Ny aE Aty ae /
+ 35#;:)5_2 +1 bup —1€yp) [ d°2’B,(2')(8] — 10, )8; Dr(z — z')
(1 —iarererAi(z))}. (1.1.65)
Para tornar o limite independente da diregao particular de ¢,, tomamos a média sobre

as direcdes ¢, e fazemos suas componentes irem a zero simetricamente (e,¢, — 38,,€%).

Encontramos, entao,

——E =g F+yg_H, (1.1.66)
ag.

S (1.1.67)
dg_

onde
I'NA,] = —Indet D,

1 8,8, — 8,0,

FlA] = 5 (A, (—as 8 + 22220 1), (1.1.68)
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' , 8,8, + 9,8,
H(A,] = Au(za_5#y+L—%-“—)Ay), (1.1.60)

i

7.
1

com = representando Dp(z —y) e ax = }(ar £ az). Resolvendo (1.1.66) e (1.1.67),

vemos que
1
— T4 = 594 F +g49-H +¢-(g-), (1.1.70)
1
— T4 = 592 F + g49-H + $4(94), (1.1.71)

Requerendo compatibilidade entre (1.1.70) e (1.1.71),

. ,
P1(94) = 'éng, (1.1.72)
e entdo
1 1 2 2 2 2 2
Dla) = 5o (Gleh+eb)as +1)+(ch~ed)a )42
- %[(e% + ei)Ayé%aﬂAu +i(ek — e} ) A, ‘"’f" Au]> . (1173)

A integral funcional para o modelo,

217wl = | DADID exp {~3{FuFin) — (BDU) +(T) + (76) + ()

(1.1.74)

torna-se, entdo, através das translagoes
P(z) = ¢'(x) + (Gn), (1.1.75)
Bla) = ¥'(2) + (iC), (1.1.76)

21007 = [DAvexp{~(FuFu) — AGI4IN + (7,4,)} det D
= [ DAsep{~SuylA] + TGIAND + (LA}, (11T
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onde
1
Scff = Z(F“,,Fw,) + F[A“] (1178)
Introduzindo um campo auxiliar ¢ em Z,

ZU,m,7 = [ DADoexp {=SurylAno] + MOIAN) + (1,40}, (11.79)

podemos escrever S¢;; em forma local [33],

1 1 1 N
Sess = WFuFu) + (GMP AL+ 5(0up)" +(9:0,9 + 9:0,9) Au), (1.1.80)
COm
1

]\42 = E( %GR%—&%IGL—QGRBL), (1181)

1
g = 2ﬁ(eL - GR), (1182)

1
g2 = Qiﬁ(eL + €r). (1.1.83)

A agdo efetiva (1.1.80) poderia ter sido obtida também no formalismo operatorial [34]

através do mapeamento de férmions em bdsons dado por

1 .

Yr= VAR ;| (1.1.84)
1 W 4r

T,bL = \/_E - eL . ) (1185)

sendo L o comprimento de uma caixa unidimensional, onde se supde. que o sistema

esteja, @r € @1, campos escalares (bdsons quirais) dependendo de zo + 21 € 2o — 73,

respectivamente, tais que

¥ =PYr+LL, (1.1.86)
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e : : denota o ordenamento normal. Desacoplar os férmions dos bosons, através das
transformagoes (1.1.50) e (1.1.51), é, portanto, o equivalente funcional das regras de
bosonizagao empregadas no formalismo operatorial [35,36,37,38,39].

Anomalias e bosonizagao sao dois aspectos fundamentais da quantizagao das teorias
de gauge e constituem topicos grandemente investigados no momento. Concentraremos
nossa atengao, ao longo da préxima segao, nos aspectos topoldgicos associados ao campo

de gauge A, e suas relagdes com os fatos mencionados até aqui.

1.2 Topologia e modos zero

A anomalia pode também ser vista como uma grandeza relacionada as propriedades
globais do sistema, tendo, portanto, cariter topoldégico. Para entendermos isso, va-
mos introduzir o conceito de homotopia e utilizé-lo para classificar configuragdes dos
campos de gauge que produzem agio euclidiana finita. Quando estas configuragdes séo
também solugoes das equagdes de movimento cléssicas, sdo chamadas fnstanfons. Tais
configuragoes serdo utilizadas, posteriormente, para dividir a integragao funcional sobre
campos de gauge em setores bem definidos, caracterizados por um numero inteiro, a
carga topologica. Nossa discussio nao pretende exibir rigor matematico e usaremos
sempre os exemplos das teorias de gauge em d = 2 e d = 4, baseadas nos grupos U(1)
e SU(2), respectivamente.

Sﬁponha.mos duas curvas C} = o;(t) e C2 = an(t), 0 £t < 1, sobre uma variedade

M unindo os pontos Py e P;. Tomemos um ponto sobre C;, a;(t), e unamo-lo, através
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de uma curva continua ¢(t,u), 0 < u < 1, a um ponto em C,, az(t). Se pudermos
fazer esta construgho para todos os valores de ¢, com ¢(t,u) continua em ? e em u e

satisfazendo [40]

e(t,0) = oit) 5 (t,1)=aq(t) , 0<t <1

e(0,u)=F ; ¢(lu)=PR , 0su<l, (1.2.1)

diremos que ¢ ¢ uma deformagde de C; em C; e, entdo, C; é homotopicamente equiva-
lente a C,. Esta é uma relagao de équivaléncia sobre o conjunto das curvas em M e, por-
tanto, divide este conjunto em classes de equivaléncia chamadas classes de homotopia. |
Se considerarmos especificamente apenas curvas fechadas (PO = P,), podemos mostrar
que o conjunto das classes de homotopia possui uma estrutura de grupo, definindo assim
o grupo fundamental ou primeiro grupo de homotopia associado a M.

Um tipo analogo de classificagio pode ser feito para os mapeamentos de uma var-
iedade M em outra, A'. Estaremos particularmente interessados nos mapeamentos de
5" em S™, as esferas n e m-dimensionalis respectivamente. Denotaremos os grupos de

homotopia desses mapeamentos por m,(S™). Alguns resultados relevantes sio [41,42]

m{(S") = Z, (1.2.2)
m{(S™) = 0, n<m, (1.2.3)
7 (§') = 0, n> L (1.2.4)

A equacgdo (1.2.2) nos diz que as classes de homotopia dos mapeamentos de S™ em

S™ podem ser caracterizadas por um inteiro, que é chamado de indice de Pontryagin.
P P 3
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Para termos uma nogao mais precisa do significado deste indice, vamos observar o caso
71(S'). Parametrizando o S! de partida por 8 ¢ o S! de chegada por A, 0 < A, 8 < 27,

consideremos os mapeamentos 3]

Ao(6) <f< (1.2.5)

]
o
o
A
>
A
B
A

Ay(8) = (1.2.6)
t(2r —0) # <0< 2rx

Ambos comeg¢am e terminam em Ap = Aj = 0, e é claro que A}, pode ser continuamente

deformado em Ay, simplesmente fazendo t ir a zero. Por outro lado, o mapeamento
A{(8)=86, 0<6<2n, (1.2.7)

néo pode ser continuamente deformado nos anteriores. A razio é sumples: no caso de A;,
uma volta inteira fol dada na circunferéncia enquanto isso n&o aconteceu com Ag e Aj,.
Assim, n&o conseguimos, sem sair da circunferéncia (e, portanto, quebrar a continuidade
da deformacéo) deformar A; em Ag ou Aj. Com o mesmo argumento, podemos ver que,

em geral, os mapeamentos
A(B)y=nb, ,0<6< 27 (1.2.8)

dardo n voltas sobre S' enquanto 8 varia de 0 a 27 ¢ nfo serdo deformaveis em outros
mapeamentos que déem numero inferior ou superior de voltas. O numero inteiro ¢} que
naturalmente faz o papel de indice de Pontryagin é entao n, o nltimero de voltas que dé&

sobre S* o mapeamento A, ou em outros termos,

1 21rdA
@ = 37/
1 27 dA
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E facil ver que ¢} € invariante por mudangas locais de A, pois

6Q 1 prdsA@)
5A(6) T 2xJy 30 FA(9)
1 vis d , ,
= Ejo (ﬁé(a —9)) d¢ = 0. (1.2.10)

Logo, todos os mapeamentos dentro de uma mesma classe de homotopia possuem o
mesmo (), pois diferem uns dos outros apenas por variagdes locais, o que habilita Q
definitivamnente a ser o indice de Pontryagin.

Neste cendrio, vamos introduzir as configuragbes de campos de gauge A, que estdo
assocladas a agdo euclidiana finita. Esta propriedade é suficiente para fixar o seu com-

portamento assintotico, pois dada a agdo
Lo
S(4,) = 7 [ #FuF (1.2.11)

vemos que o requerimento S[A4,] < co implica F,, indo a zero no infinito, o que nos diz

que A, deve tender a uma configuragio de gauge puro,

im A,(z) = mév—la,,v = 3,A, (1.2.12)

|z]—o0
com U = €**#) sendo um elemento do grupo U (1), que é o grupo de simetria de gauge
da agéo (1.2.11). Usando coordenadas polares, podemos considerar S como a fronteira
do espago-tempo euclidiano (daqui em diante chamada S }), e observamos, entao, que
A deve depender apenas da coordenada angular # que parametriza S}. Um campo A,
geneérico pode, entretanto, possuir uma componente radial, o que poderia tornar invidvel
a associagdo de um elemento do grupo a cada configuragio de agio finita, através de
(1.2.12). Entretanto, lembrando que a aglo é invariante de gauge, podemos zerar a
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componente radial de A, usando o elemento do grupo

0(z) = exp (—ie / " A, 9)) . (1.2.13)

Desta forma, 4], = A, iff 19,0 tem componente radial nula e, sendo equivalente
a A, fisicamente, faz com que possamos associar & orbita de gauge de A, o elemento
de U(1), e*M? | através da equagdo (1.2.12). Podemos pensar este elemento como um

mapeamento de S}, parametrizado por 8, numa outra circunferéncia S}, pois U pode

ser escrito como
U = MO = ¢,(8) + 1a,(8) = cos(eA(6)) + isen(eA(8)), (1.2.14)

com a? +a2 = 1. Se U é um mapeamento genérico de 5} em S5}, pode ser classificado em
termos das classes de homotopia expostas anteriormente e, além disso, induz uma classi-
ficacéio para as drbitas de gauge de A, (associado a ele através de (1.2.12})). Tomando A
como o parﬁmétro angular caracteristico de S}, retornamos entéio a expresséo do indice

de Pontryagin

1 27 1 27 d
= — = — = . 1.2.1
Q-5 [an—g [ (o gv) (1.2.15)

Q) esté agora expresso em termos de uma medida definida sobre o grupo U(1), invariante

pela operagao de multiplicag¢éo de grupo, como se pode ver considerando a transformacao
U'(8) = UU(8) (1.2.16)

(onde U é um elemento fixo), sob a qual Q permanece invariante:

21r L dU _ i 27 _£ P ,__li ﬁ
2«! S Lt )da = ( A ,U(e')) 8

1 27 - U ,
_ 5}-.[) (——U 1 T ) dy'. (1.2.17)
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Usando (1.2.12), podemos escrever

0 = - Z”Ardg___l_f A de. =

T onde YT gp [y et T
1 1 .
= [ OulenA) = o ] Lo, F,

- 5-1; / &z, (1.2.18)

onde A; denota o campo 4, transformado de gauge de modo a ter componente radial
nula. Dado que a expressao final é invariante de gauge, podemos escrevé-la igualmente
em termos do A, original. A equagio (1.2.18) é entio a conexio que buscdvamos entre
a anomalia e as propriedades topolégicas dos campos de gauge. Dada a impossibilidade
de deformar U em um outro elemento pertencente a outra classe de homotopia, vemos
que nﬁp podemos deformar os A, associados uns nos outros, a0 menos sem passar por
configuracbes que produzem agio infinita. Além disso, dado que temos uma expressao
para () escrita inteiramente em termos de A4, podemos associar o indice de Pontryagin
diretamente a estes. Diremos, portanto, que A, possui carga topoldgica N se Q = N.
A discussdo acima se repete passo a passo para grupos nao abelianos e dimensdes
superiores. Para SU(2) em 4 dimensdes, podemos ver que o grupo de homotopia rele-
vante é 73(5%), pois a fronteira do espago-tempo euclidiano é 5% e um elemento genérico

de SU(2) pode ser escrito como

4
U=> ia,o,, (1.2.19)
w=1

com o1, 0y, 03 sendo as matrizes de Pauli, o4 a identidade e

4
> a,a, =1 (1.2.20)

u=1
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A anomalia pode ser escrita como uma derivada total,

1 2 -
~ s T FuFl = 8, [ = 2t:,“,t,,,g'rr{A,, (aaAﬁJr EA‘,A;;) }] (1.2.21)

e, uma vez integrada sobre todo o espago-tempo, com F,, = 0 na fronteira, nos d4

1

Q= 2472 Js

, 404 EuapTr[A, A, Ag). (1.2.22)
i

Considerando o comportamento assintético dos campos A, escrevemos entio,

1 - - —
Q=24 )i; do, eap (AU (81U (BU)U] . (1.2.23)

Pode-se mostrar [3] que o integrando em (1.2.23) é uma medida invariante por translages

1

no grupo para- SU( =

numeros inteiros com a mesma interpretagao do indice obtido anteriormente para U(1).

Em termos dos campos A, também podemos mostrar ser ¢ um invariante topolégico

[43], pois
6F}, (=) x)

D%, — D26,,) 64 (= — y), (1.2.24)
6/12('9') ( n P ﬂﬂ)

D, sendo a derivada covariante de gauge, e entao

Q) 1
= D YR — 2.2
P oo Fua =0, (1.2.25)

2
" 4

pelas 1dentidades de Bianchi,

Nao exigimos, até agora, a propriedade de A, ser solugio das equagbes de movimento
classicas. Nesse caso, se a carga de A, for £1, ele é chamado instanton, enquanto A,
com cargas maiores que 1, em modulo, sio ditos multi-instantons. A obtencao e o
estudo detalhado dessas solugbes é o objeto de vasta literatura [44,45,46,47,48,49] e
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nao constitui o centro de nossa investigagao neste trabalho. Vamos, por outro lado,
continuar a explorar nosso exemplo bidimensional para expor outra conexfo entre a
dindmica da teoria, quando esta envolve férmions, e a topologia dos campos de gauge: o
aparecimento, em conex#o com configuragdes A, de carga N, de solugdes normalizéveis
da equacgao
Dyo = v,(10, + €A )po = 0. (1.2.26)
Os ¢y séo ditos modos zero de D, o operador de Dirac que comparece na parte fermionica
da agio
1 —
S=[da {ZFWFW + ¢D¢} . (1.2.27)
O requerimento de acgao euclidiana finita implica lque os férmions devem satisfazer
condigbes de contorno triviais (ir a zero no infinito). Isso faz com que a anilise feita
para a parte puramente eletromagnética nio se altere pela inclusio de férmions. No que

se segue vamos considerar configuragdes especificas para o campo de gauge, [6,9]

e

eA, =—0,f, (1.2.28)

sendo f um campo escalar com comportamento assintotico

’llim f(z) ~ =Nln|z|, (1.2.29)
com N inteiro, o que implica
Ne,, 1
3 ~ —— e 2,
lellinm A, ” |-T|2$V eaﬂA(m) (1.2.30)
em que
Alz) = Narccotgﬂ. ' (1.2.31)
Zg
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Identificando o infinito euclidiano com um circulo e parametrizando este circulo por
zg = rsenf |, x, = rcosé, (1.2.32)

temos
A(z) = N&. (1.2.33)

Vemos que o comportamento assintotico de 4, é o de gauge puro, sem componente ra-

dial, conforme requerido anteriormente. Além disso, substituindo a configuragao (1.2.28)

em (1.2.18) segue-se que

Q=N, (1.2.34)

donde se conclui que 4, é uma configuragéo representativa da classe de carga topolégica

N. Usando (1.2.28) e a representagio das matrizes v dada por

To = y 1= y 5= ’ (1'235)

e podemos expressar (1.2.26) em forma matricial

0 _az - azf Yo
"l=o, (1.2.36)
a; - az_f 0 (POL
Yor ,
onde usamos @y = e as coordenadas holomoarficas
Yor
z =z + iz, (1.2.37)
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A solugao é, entao,
¢r(2,7) = Cr(2)e/*, (1.2.39)

wi(z,7) = CL(E)B_I(ZJ), (1.2.40)

com Cr(z) e Cr(%) sendo fungdes arbitrdrias de z e Z, respectivamente. Impondo

j d2|ix]? < oo, (1.2.41)

obtemos, para N > 0, e, levando em consideragao (1.2.29), que Cg(z) deve ser um

polinémio de grau N — 1 no méximo, o que nos fornege N solugdes linearmente inde-

pendentes
, 1
wo, = 2 el , i=1,...,N, (1.2.42)
0
e, para N <0,
o, =2 ‘e , i=1,...,—N. (1.2.43)
1

Verificamos, entdo, a existéncia de | V| solugdes linearmente independentes para a
equagao (1.2.26), para configuragdes A, pertencentes a um setor de carga topologica
N. Este fato néo se altera se considerarmos outro representativo dentro do mesmo
setor, como se pode facilmente verificar através da repetiggo dos mesmos calculos com
A,, substituido por A, + 6a,, em que fa, possui carga topoldgica nula. Trata-se, na
verdade, de uma conseqiiéneia do teorema do indice de Atiyah-Singer, {5] que relaciona
o indice de Potryagin, ou indice topolégico, ao cha,madfla indice analitico. Este é definido
para o operador D) da seguinte forma [50): considere os operadores M e M1 construidos
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a partir das restrigbes de D nos espagos formados pelos espinores de quiralidade positiva

e negativa,
M=Dls,, Si={#lIPs¥=9}, (1.2.44)
M'=Dl|s , S_={4|P_-$=1}. (1.2.45)

Elementos de 5, séo aniquilados por Pz e D leva S; em Sg¢, pois anticomuta com 5. Os
operadores M e M*, definidos acima, sio adjuntos um do outro, pois D € hermitiano
e tem atuagio definida tanto sobre S, como sobre S_. Por exemplo, se ¢, € 5, e

Y. € 5_, vemos que
(o, M) = (M9, $,). (1.2.46)

Assim, o indice associado a um operador 4 ¢ definido como
indA = dimKerA — dim KerA, (1.2.47)
com KerA denotando ¢ subespago nulo, sobre o qual D atua, isto €,
Kerd = {p|A¢ = 0}. (1.2.48)
O teorema do indice nos diz entao que
indM =n, —n_ =@, (1.2.49)

‘onde ny e n. denotam o nimero de modos zero da quiralidade positiva e negativa,
respectivamente, e @ é o indice de Pontryagin, introduzido anteriormente. Nao iremos
justificar (1.2.49), pois isto j4 se encontra feito em muitos excelentes textos [50,35,

51], mas apenas assinalar que o teorema do indice prové uma conexao entre aspectos
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topolégicos e analiticos da teoria, para uma dimensao par d qualquer. Ele garante que,
a um numero fixo de modos zero, estd necessariamente associado um setor com carga
topolégica definida (quando a teoria permite esta classificagio homotdpica). Isso sera
muito importante, para o nosso ponto de vista, pois permitiréd a abordagem dos setores
topolégicos de carga ndo nula (nao triviais) a partir dos modos zero, conforme veremos

nos capitulos que se seguem.
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Capitulo 2

Operadores de Dirac Hermitianos

2.1 Funcional gerador em setores topolégicos nao
triviais

Comecemos nossa investigagio sobre os efeitos dindmicos causados pela topologia
nao trivial, considerando o caso D! = D, num mimero arbitririo de dimensGes euclidia-
nas. Um aspecto muito importante é o papel desempenhado pelas fontes externas na
obtencio de jacobianos de rotagoes quirais, regularizando o funcional gerador de modo
a permitir o calculo de razées de determinantes. Vamos usar o método da fungéo ( para
calcular essas razdes, reobtendo resultados anteriores [11,12] e discutindo abordagens
similares que levam a resultados diferentes dos nossos [52].

O ponto de partida, dentro da formulagéo de integrais de trajetéria, € o funcional
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gerador
Zliin) = [ DEDY exp(~(BDY) + (1) + (m)), (2.1.1)
onde nio consideramos a integragio sobre os campos de gauge, por simplicidade, mas

supomos que o campo A, pertence a um setor de carga topolégica N. A maneira usual

de se calcular a integral (2.1.1) é através de uma translagio nos férmions
¥(@) — (@) + [y S(a vnly),

B(a) — Bla) + [ dyw)S(a,v), (2.1.2)

onde S(z,y) é tal que

/ddz D(z,2)S(z,y) = jddz S(z, 2)D(z,y) = é6(z — ), - (2.1.3)

e D(z,y) é 6(z — y)D. Sendo a medida fermi6nica invariante sob esta transformagéo, a

integral se transforma em

2[7,7] = exp(uSn) [ DFDwexp(~FDu)), (2.14)

com as correntes externas se desacoplando dos férmions e o fator remanescente sendo
absorvido na constante de normalizagao de Z. Entretanto, no caso de ser N diferente de
zero, temos a situagao ja exposta no Capitulo 1, na qual o operador de Dirac da teoria
¢ singular. A conseqliéncia imediata é a de que ndo ha mais um S(z,y), satisfazendo
(2.1.3), que possa ser usado para desacoplar as correntes externas. Pode-se, contudo,
buscar uma alternativa relaxando a condigdo (2.1.3) de modo a fatorar quase toda a

dependéncia de Z em 7, n. Isso é conseguido através de [53]

S(z,y) = é}i’iﬂf—”@ (2.1.5)
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onde os A, sao os autovalores ndo nulos de D e estamos supondo que Ay = 0 é ny vezes
degenerado. Observemos que, no caso em que nao ha autovalores nulos, este S(z,y)

satisfaz &s condigdes (2.1.3). Aplicando I} a esquerda de (2.1.5), obtemos

DS(e,1) = L) =8~ = S da(b), 219

onde foi usada a hipotese de as autofungdes de D constituirem um conjunto completo. A
equagao (2.1.6) define a propriedade que chamamos de guase inversibilidade do operador
D. Aplicando D a direita de {2.1.5) (e lembrando que tals manipulagbes sio validas

quando dentro de integrais e na presenga de fungdes teste), obtemos

S(z, D = 8(z ) = Y- da(Ih ) (21.7)

Realizando agora as translagdes (2.1.2) com o auxilio de (2.1.5), temos

— (D) + () + (bn) — (D) + (75n) — (TPotp) — (P Pon), (2.1.8)

onde Py(z,y) = “za ¢0‘,(:c)¢%i(y) ¢ o operador de projecio sobre o subespaco gerado pelos
Toi=1
modos zero. A equagao (2.1.8) indica um desacoplamento entre as correntes e todas as
componentes de ¥ na diregao dos medos nao nulos. O acoplamento residual com os
modos zero marca, no entanto, a diferenga em relagio ao caso da equagio (2.1.4). De
maneira mais explicita, decompomos %, 1, 5 ¢ 7 em termos das autofungdes de D:
n,
P(z) = D aidi(z) + igaoaqﬁog(iﬂ)a

i#0

¥o) = S al(e) + Yoot (o),

i#0
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nz) = 3 @) + 3 10.60.(2)

§£0 i=1
(z) = Y_Tibl(z) + E’?o. #5.(2), (2.1.9)
1#0
Substituindo em (2.1.8) temos
- (;ED#’) - (_ﬁP0¢) ¢Pﬂn) E A!'ta'na"n. ZO(EU.'TI‘U.- + -ﬁu.- aO.‘), (2110)
n#0 i=1

onde usamos a ortonormalidade das autofungdes de D. A integral funcional entédo se

fatora como

Z[i,m] = exp(75n) de— da, exp(— ZA Gnay)
n#o n#0

Tio

X f 1 dav,dao, exp{— Y _[a@o. 10, + 7o, @0,])

=1 i=1

= exp(ﬁSn)det'DH fdao.-dao.- exp[—(@o,70; + Mo, 20:)]

= exp(7Sn)det'D ﬁ(ﬁ%.-)(%.-n), (2.1.11)

=1

onde det’ D denomina o produto dos autovalores nio nulos de D e os coeficientes 1o, € ﬁo‘.-
em (2.1.11) foram substituidos por suas expressoes explicitas em termos dos modos zero,
para maior clareza. Nossas convengdes para a integragio sobre varidveis de Grassmann
séo fdaa = [dad=1. A expressdo (2.1.11) se anula quando as fontes externas tendem
a zero, como esperado, j& que poder-se-ia propor uma definigio do determinante de D
tal como

det D = ] DYDF expl—p D), (2.1.12)
a qual teria que se anular no caso de carga topoldgica ndo nula. A partir de {2.1.11),
temos uma expressao “regularizada” para o funcional gerador (no que se refere aos
modos zero), que nos serd Gtil nos calculos que realizaremos a seguir.
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2.2 Jacobianos de rotagoes quirais via funcgao (

Como se pode perceber a partir da expressao (2.1.11), o cdlculo de jacobianos de
rotagOes quirais envolve a consideragao de produtos de autovalores do operador de Dirac
da teoria, que crescemn sem limite superior. Isso conduz a divergéncias, as quais precisam
ser regularizadas e renormalizadas de modo a produzir respostas analisiveis da teoria.
Um dos modos de se tratar tais divergéncias é o metodo da fungao (, definida para um

operador D, com autovalores A;, como [54,55,56]

((s,D) = ? A7S (2.2.1)
A série converge apenas para Res > d/m, onde d é a dimenséo da variedade sobre a
qual esta definido D (no nosso caso, o espago euclidiano compactificado d-dimensional)
e m é a ordem do operador de Dirac (o nimero de derivadas do termo no operador
que contiver mais delas; no nosso caso, m = 1). Contudo, ((s, D) pode ser continuada
analiticamente a uma fungao meromorfa de s sobre todo o plano complexo [37)], regular

em 8 = 0. Isso permite fornecer uma defini¢do para o determinante de D:

d
det D = exp (_EEC(S’D)

] ) . (2.2.2)

Pode-se ver, substituindo-se (2.2.1) em (2.2.2), que esta tltima expressio é (formalmente
apenas) o produto dos autovalores A; de . Nesta Segio, exporemos o método de calculo
de jacobianos de rotagdes quirals para o caso nao singular (auséncia de modos zero),
deixando os detalhes do caso singular para serem tratados em conexfo com a introdugio
das fontes externas, as quais, conforme se vera a seguir, ndo tém qualquer importéncia

no contexto de topologia trivial.
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De fato, o funcional gerador nesse caso é dado por

Zlg,n = j 'D}Eme—@DMHﬁw)Hﬁn)

= ¢ det D. (2.2.3)

Fazendo as transformagoes quirais, com é« infinitesimal
P(z) = ey (a),

Bz) = P(2)emte@, (2:24)

e, igualando as expressbes antes e depois da transformagio para o funcional gerador,

obtemos

det D = J det D,, (2.2.5)

onde J é o jacobiano da mudanca de varidveis (2.2.4) e D, = e"% (=) Dersée(=), Podemos
agora utilizar a definigdo do determinante de D, dada por (2.2.2), para calcular J,
obtendo assim uma expressio diretamente regularizada para o mesmo. Assim, usando

(2.2.2) e expandindo D, até primeira ordem em éa, vemos que [58]

nJ = L¢(s, D+ 4)~((s,D)] (2.26)

=0

onde

Al = ’7’560’D + D’Y‘:,(SO:‘ (2.2.7)

A partir deste ponto, prosseguimos com um conjunto de manipulagdes formais que é

vélido para o dominio de convergéncia (no plano s complexo) da fungio (. Entretanto,
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pode-se provar a validade dos resultados a seguir para a continuagao analitica da (, sob

hipiteses adequadas em relagéo ao operador D [59]. Usando a expressao (2.2.1),

(s, D+ A1) = (s, D) =3 (A | D+ A | X))+ (X | D Aay)~. (2.2.8)

7

Em (2.2.8), | A7) é um autoestado do operador D + 4;, de autovalor AJ. Dado que 4,

¢ de primeira ordem em do, podemos usar teoria de perturbagtes para explicitar | A;),

[A9) = X)) + . Ca | M)y (2.2.9)
k5

com os Cji determinados pelas formulas usuais de teoria de perturbagbes de primeira

ordem (estamos supondo, por simplicidade, o caso nao degenerado). Daf,

(AF 1D+ A A

I

(M1 D+ A | A+ X (A | D+ A | \)Ch +

K
+ 2 0 | D+ A | M)Ci + O(807)
k#j
= (3 | D+ A | ;) + O(6a2). (2.2.10)

Logo,

A ID+A A = (NID+A | N7+ 0(60%)°
= (DX 11+ DA | X)) 7" + O(éa®)
= (MDA —s(h [ DA | A)
+ O(6a*)". (2.2.11)

De modo que, lembrando que o trago de um operador se define como a soma dos ele-

mentos de matriz diagonais emn relagio a uma certa base,

(s, D + A;) — ((s, D) = —sTe(D™*"' 4,). (2.2.12)
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Na expressio acima, o trago operatorial estda definido apenas para s suficientemente
grande. Utilizamos, contudo, os resultados de Seeley [57], que obtém a expressio (2.2.12)
para valores de s tais que D~*"! seja um operador de “classe trago” (um operador para
o qual esta bem definida uma operagdo denominada “trago” com as propriedades do
trago matricial usual) e depois a estende analiticamente para s = 0, que é o ponto no
qual a diferenga de fungdes ¢ em (2.2.12) deveré ser derivada em relagao a s. Com 1sto

em mente, usamos a propriedade ciclica do trago e a forma explicita de A, para obter

InJ = —2-(;1—8[STI‘(D—8’)’550)] (2.2.13)

=0
Como fltimo ingrediente que nos permitird utilizar as formulas de Seeley para o

calculo do jacobiano, vamos definir o nicleo associado ao operador D como

Df(z) = [dy K(D;2,y)f(v). (2.2.14)

Da equagio (2.2.14), podemos ver que o nicleo K define a agio de ) no espago fun-
cional sobre o qual ele atua, agindo como uma espécie de “representacgio matricial” do
operador. Definindo o niicleo de D* como K,(D;r,y), vemos que a equagéo (2.2.13)

escrita com o auxilio deste objeto torna-se
InJ = —2 j diz tr(K_(D;z,y)vsba)| . (2.2.15)
s=0

onde tr denota o trago sobre os indices restantes (matriciais ¢ espinoriais). Os resultados
principais do trabalho de Seeley [57] sfio a prova da regularidade de K_, em s = 0 e
o céleulo exph';:ito do mesmo para dimensdo d arbitraria, através dos chamados coefi-
cientes de Seeley, b,. Para enunciar esses resultados, vamos primeiramente fixar algumas
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definigoes. Um multifndice a é uma d-upla (aq, ag,. .., ag). Definimos |a|= le aj e

(a)f' o o o

Oz dz3' 823 Ox3*
A um operador D podemos associar o seu sfmbolo,

U(D)'—“iam-j(:ﬂ,f), tns= 3 Lo(2)?,

laf=m -

com os L, definidos por

D= %" L,(—i8/z).

ol gm

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

Em termos mais simples, o simbolo de D é definido pela substitui¢do de :(8/9z)* por

—£=, £, sendo um vetor d-dimensional. Em (2.2.17), temos, para j = 0, o maximo valor

de |&|, |o|= m, e a,, é chamado de simbolo principal de D. Notemos que, dado que os

L, podemn tomar valores sobre umn espago de matrizes, o simbolo principal pode ser uma

matriz também. O operador é dito eliptico de ordem m se a,,(z, £) néo tem autovalores

nulos sobre [£]|= 1.A propriedade de o operador D ser eliptico é fundamental para a

validade dos resultados de Seeley, e todos os operadores de interesse para nos o serao.

Os coeficientes de Seeley sao calculados através das férmulas de recorréncia [37]

bt (i — A) + (8/06)*b_n_;(8/02) @i /al = 0,

(2.2.19)

com a soma tomada para j <, j + k + |a|= L. Seeley encontrou uma expressio para

Ky em termos destes objetos:

Ko(Djz,y) = — e
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Para ilustrar o método, vejamos o caso de d = 2 e D = 17,(0, + eA,) (modelo de

Schwinger) [58]. O simbolo de D é
o(D) = a, + ao,
@ = —yubny G0 = eyud,. (2.2.21)
O coeficiente relevante serd b_sz, o qual, para ser construido, necessitara de b_; e b_;:
bo1(z,&A) = (a1 = A)7,

b—?(xa £, /\) = —b_jaob_y,

ab__liaag

8¢, Oz,

b_3($,5, A) = b..l — b_.gagb_l. (2222)

Substituindo a; e ag por (2.2.21) e calculando sucessivamente (2.2.22) chegamos a

i€

b = W[(z(?’#gu =~ A1)6,8, + (N = 7,814 — A1) -

—ie (2A,A,1 — (A - ﬁz)'T#A# — 206,60 AL) (A1udAy — T Al J12.2.23)

Calculando-se o trago,

iAe eA

tl'(b__;;’ys) = —mtr(qﬂ'ﬁ’ys)aﬂz&y = —mEpyFyy, (2224)

e, executando-se as integragdes, obtém-se

e
tr(Ko(D; 2, z)ys) = —EGWFW. (2.2.25)

Colocando-se (2.2.25) em (2.2.15) obtem-se a expressdo usual para o jacobiano de

rotagdes quirais no modelo de Schwinger.
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2.3 Fontes externas e modos zero

Com os elementos desenvolvidos nas Segdes anteriores, podemos abordar agora o

caso singular. Seguindo a estratégia usual, realizamos uma rotagdo quiral no funcional

gerador (2.1.1):

Zlgn)=J f DYDY exp(— (P D) + (Fe™P2) + (Ye™5n)). (2.3.1)

Conforme feito anteriormente, podemos transladar os férmions usando a quase inversi-

bilidade de D,
¥(z) — (o) + [ dy S(a,y; 0)n(y; @),
P@) —B@) + [dyaya)Seye),  (232)

onde agora

1l

fddz Di(z,2)5(z,y; a) fddz (€80 perssalel)(emr1sba(2) G (5 )Moy =

= §(z —y) — 75D Py(z, y)e W) | (2.3.3)

jddz S(z, z;0)Do(z,y) = 6(z — y) — e @ Py y)ersi ), (2.3.4)

Desta forma,

Z,m] = Jexp(nSn)
* fDE&p exp[—($Dav) + (™ Pon) + (Poe™ ™). (2.3.5)
Vale ressaltar que este teria sido o resultado obtido caso a translagio nos férmions

tivesse sido feita antes da rotagio quiral. Supondo a existéncia de um conjunto completo
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de autofungoes também para D,, podemos agora expandir os campos fermidnicos em

terinos das mesmas,

= > aia)di(z; a)+zao (a)¢o,(z; a),

1#0

za, a)c;S (z; a)—{-Zag‘(a)éo (x; @),

20
n(z) = ;nﬂi" (z) + EUD. éo,(z),
= Ynbi(e) + 376 (2), (2.3.6)
i£0 =1

onde se pode notar que expandimos as fontes 77, 7 em termos das autofungoes de D, por

conveniéncia de cdleulo. Substituindo estas expressdes em (2.3.5) obtemos
Zig ) = Jexp(7Sn) j Hcro.(a)dao () T] da(@)das(a)

X exp [— > (M(@)a;(a)a(a) - a,-(a)gj(a) — &i(@)a;(a))

3

+ 32 (G0 (@) (@) + B (@) (a))], (23.7)

em que
6i(6) = 3o (6}(@)e™ 4o,
£(e) = 3, (¢h 720, (0),
bo,(a) = gnok (95, (e)e™* $o),

§o,(@) = Eﬂok (6, do,(c)). (2.3.8)
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Podemos agora completar os quadrados nas integrais sobre os a; e @; mudando as
variaveis para

o =a; = {/Ni(0) e T =3; - §;/2(a), (2.3.9)

e fazer as integrals sobre ay, € G, como antes para obter [60]

Z[H,m} = Jexp(iiSn)det'Da

X exp [Z E_,(:?(&#} f_j £ ()0, (). (2.3.10)

Estamos supondo que rotagbes quirais, parametrizadas por do que satisfagam con-
dicdes de fronteira triviais, nfo conduzem a operadores de Dirac com nimero de modos
zero diferente do original. Isso pode ser provado exatamente em duas dimensoes, onde,
gragas a Y,Ys = 1€, Vemos que a rota¢io quiral induz uma transformagéo local
sobre A,, levando-o a A, + 64,. O indice ndo muda para este tipo de transformag‘ﬁ,o
e, como s6 hi modos zero de uma quiralidade para cada valor de N [11], o nimero
deles também nao muda. Em d dimensdes podemos apenas conjecturar que o mesmo
acontece, pois nao se pode garantir que 56 hdja modos zero de uma quiralidade. O
teorema do indice e’ igualmente satisfeito se ny for para ny, + A e n_ for para n_ + A,
pois N = n, —n_ permanece inalterado. Ao longo deste Capitulo estaremos presumindo
que nem n, nem n_ se alteram, para rotagbes parametrizadas por da como descrito
acima. Na verdade, nio estaremos sendo por demais restritivos, pois resultados devidos
a 't Hooft [44,43] indicam, para quatro dimensdes, que a presenga de ac menos um
modo zero de quiralidade diferente dos demais é suficiente para zerar as contribuigdes

dos setores topolégicos ndo triviais a todas as fungdes de correlagdo. Se s6 houver modos
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zero de uma quiralidade, rotagoes quirais que conservein o setor topologico preservarao,

portanto, o seu nmero.

Vamos agora ressaltar um fato muito importante em relagéo aos modos zero de D,.

Se ¢o, € modo zero de D, entédo

tho,(z) = ey (2) (2.3.11)

¢ modo zero de D,, mostrando uma correspondéncia um a um entre os modos zero dos
dois operadores para rotacdes quirais que nio mudem o setor topoldgico (levando em
conta a hipotese mencionada acima). Entretanto, se os ¢y, constituirem um conjunto

ortonormal, 0 mesmo nao pode ser dito dos v,:

(d.0,) = (#5,6275¢0,) # &; . (2.3.12)

E claro que se pode usar qualquer base, mesmo nio ortonormal (desde que completa!),
para calcular a integral funcional. Mas, caso se opte por umna base ortonormal, é preciso
corrigir a medida da integral para dar conta dos termos nao diagonais que aparecerao
nos produtos escalares (vide Apéndice A). Nossa opgdo ¢ a de trabalhar diretamente
com uma base de fung¢des ortonormais e, para isso, é necessdrio ortonomalizar os Py,.
Isso pode ser feito utilizando-se um procedimento padrio, como o método de ortonor-
malizacao de Gram—-Schmidt, por exemplo [61]. Assim, a partir de agora, consideramos

08 $o,(z; @) um conjunto ortonormal, que se expressa em termos dos ¢g, como
g
$ola) = Y Bu(o)o, ()
k=1
no
= e b E B{k(a)gﬁok. (2.3.13)
k=1
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Para determinar os B;, usamos as férmulas de Gram-Schmidt:

9'501(05) = ‘Alr:‘l’oﬁ

o) = 2 g o) = 3 ulWaled) 2.3.14
Pol@) = 7 [P~ Lt @)bon (e ) (2319

onde os N; sédo constantes de normalizagao. Lembrando que do € infinitesimal, vemos

que llbDi(a) = QSD. + O(Ot), qbﬁf(a) = ¢0" + O(a) ¢, para k <z,
(¢b. ()0, (a)) = O(a). (2.3.15)

Usando essas aproximagoes, obtemos

V <w¢(‘l;§3(a>> ) :?;("’3*(")‘“"(“”"’0* +0(e?) (2.3.16)

¢o,(a) =

e entao temos as expressoes para os Bjyj [60]

1
(Ilbﬁ.' (a)¢0&(a))

Bij(a) = —(%53,(0)%.-(0)) = 2(‘?53,-755‘5!?50;) +0(e?) , > 7,

=14 (Cbg‘-’r’s&a'%.-) + O(a?),

.B,','((I) - \/

B,‘j =0, 1< j (2.3.17)

Voltando a (2.3.10), podemos comegar o calculo pelo produtério envolvendo os &,. Le-

vando (2.3.13) em consideragio,
np
€o(a) = E’?o,-ij(a)a
i=1

Eo.-(a) = iﬁojBij(a): (2.3.18)
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e, usando o cardter grassmanniano dos 1, e as expressoes (2.3.17),

f[}&..(a)eo,(a) = 1%, | Ba(a) [

=1

ny Tg
= (14250 nbadd) flTure. (23.19)
=1

i=]
Com esta expressao ¢ facil ver que a exponencial envolvendo ¢;, §; apenas contribui
com uma multiplicagdo por 1, j& que os outros termos, obtidos através da expansao da

mesma, dao contribuigao nula, pois envolvem algum dos ng,. O resultado final é,

Zln,n} = Jexp(fSn)det'D,

x(1+2 356, 758 ad0)) [T o on (2.3.20)

i=1 =1

A comparagido com (2.1.11) nos fornece o jacobiano

. det’' D o, it
J = det’' D, [1—2 ;(9350575501(}50.)]- (2.3.21)

Ressaltamos novamente a importancia da hipétese de que ng nao mude pela rotagao
quiral pois, se fosse esse o caso, os produtérios envolvendo 7y, € 7o, ndo poderiam ser
fatorados, ocasionando um jacobiano que dependeria das fontes externas, sendo infinito
ou nulo (se o nimero de modos zero aumentasse ou diminuisse, respectivamente) no
limite 5, % indo para zero.

Resta computar, em (2.3.21), a razio dos determinantes modificados de D e D,.

Para calculd-la podemos definir, seguindo [52],

det'D = lim M.

e—0T gno

(2.3.22)
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E imediato ver que, para matrizes de dimensao finita, a definigao acima coincide com o

produto dos autovalores nao nulos de D. Em geral, pode-se provar que [59]
det'D = det(D + Py), | (2.3.23)
onde P, é o operador de projeao ortogonal sobre A, definido por

N=J Ker(ij. (2.3.24)

keN

Para operadores nolrma,is (aqueles cuja parte hermitiana comuta com a anti-hermitiana),
F, é simplesmente o projetor sobre Ker D e coincide com o operador que aparece em
(2.1.8). O operador D + P, é claramente inversivel, -dado que D atua no complementar
de F, e vice-versa, tendo uma ag¢io nao nula em todo o espago funcional. Com esta

definigédo, prosseguimos mostrando que

det'D - det'(D + €1)
det’ D, T ot det'(.Da + 61)
det’ D,

= I 2.3.2
I 3oV (D, + A9’ (2:3.25)
com D, =D +e€l, A = 755aDc + Dysba — 2eys6a. O operador D, satisfaz agora as

condigoes requeridas para a aplicagdo dos resultados da Segao anterior. Assim,

)

= lim {Tr(-2D]"ys6a) + Tr(2eD;* " ys6 )}

e~+0tF

" det’ D, e—0+

det’ D . d 5o ae
= lim {~,&_‘; [3’:[‘r(.DC Al)l

=0

e—0%

= -2 lim {/da: tr[Ko(Dg; z, z)ysba(z)]
+ ejdx tr[K_l(De;w,w)%&a(x)]} . (2.3.26)
O primeiro termo da tltima expressido entre chaves pode ser calculado usando o al-

goritmo da Segio 2.2, e pode-se observar, por inspegdo nas férmulas dos coeficientes
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de Secley, (2.2.19), que o resultado é algebricamente idéntico ao do caso de topologia
trivial (por exemplo, no modelo de Schwinger, o resultado do célculo de Ko(D;z,z)
seria '“f;‘wauv somado a uma fungéo regular de ¢, que tende a zero quando € vai a
zero). O segundo termo, envolvendo K_,(D; z, =), nio tem um limite definido em geral,
devido & possivel presenga de poténcias negativas de €. Nos casos em que D é normal,
entretanto, este limite existe e pode ser calculado com o argumento a seguir. Tomermnos

como K_;(D,;z,z) = K(D';z,z) a distribuicio (a inversa de D,)

KD Yz,z) = Z M + % g:%.-(m)(ﬁgi(m) . (2.3.27)

n#0 Ant€ i=1
No limite € — 0%, o segundo termo de (2.3.26) torna-se, portanto,

0

lim ejd.r tr[K_1(Dy; z, z)ysba(z)] = Z((,‘béi'yséacﬁoi) . (2.3.28)

+
c—0 i=1

Obtemos assim, para o jacobiano,

J = {1 — 2/d:r:tr(Ko(D;a:,J:)756a($)) + 2%(955‘7550%‘-)}
i=1
X {1 -2 i}(éﬁ,vscﬁa%.-)}

= 1-2 j dz tr(Ko(D; z, 2 yysba(z)) + O(6a?). (2.3.29)

Portanto, podemos dizer que, ao menos no contexto da fungio {, o problema do
cdlculo do Jacobiano de rotagdes quirais infinitesimais é o mesmo no setor topologico
trivial e nos demais. Fomos capazes de mostrar isso apenas porque utilizamos a ex-
pressio completa do funcional gerador, o que se costuma fazer na literatura, mesmo na
presenga de modos zero [52,62,63,64,65,66]. Como vimos, a presenca de fontes externas
regulariza naturalmente a razao mal definida de operadores de Dirac singulares, sem
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a necessidade de critérios adicionais (além da definigio de det’ D) para tratamento de
modos zero. As fontes externas seguirfo sendo importantes no estudo da bosonizagio

em setores nao trivials, como verermos a seguir.

2.4 Rotacgoes finitas

Usando as técnicas expostas até aqui, vamos calcular o jacobiano de rotacdes quirais
finitas que preservam a topologia [58]. Consideremos uma rotag¢io finita parametrizada

porr, 0<r<1l:
P —s e Y s P a(z) finito. (2.4.1)
Conforme mostraremos mais adiante, o funcional gerador torna-se

Z[7,n] = J(r) exp(7Sn) det'D,, (H 7?0.’70) N(ra), (2.4.2)
f= 1
onde cabe destacar o aparecimento do fator N{ra), vinculado aos modos zero. Este

fator advém da natureza grassmanniana dos 1o, € é calculado, mais adiante, para uma

ortogonalizagio arbitréria dos modos zero do operador de Dirac transformado [67],
D,, = eeE perrsal®) (2.4.3)

generalizando, assim, o argumento dado nas se¢des anteriores para o caso infinitesimal.

Da invaridncia de Z em relagio a mudanga de varidveis (2.4.1), obtemos:

1dZ
Z dr

= d InJ(r) + diln det'D,, +
T

d
—1InN,,. 2.4.4
dr e (2.4 )

dr
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Integrando (2.4.4) em relagao a r, vem que

J(1) = exp [— /01 dr.w'(ro:)] N(a)?,
w (r_a) % Indet'D,,

Usando e)ﬁplicitamente as definigdes de derivada e de det’ D,

In det'D(,,_,_A,.)a —Indet'D,,

sire) = fim, e
~ lm Indet(Diryarna + €) — Indet(D,o + ¢€)
Ar—0 Ar
e—0+
= lim (s, D, + Ardi(ra)) — (o,
Lr—D0 T'
e—0t
onde
D:a = DTC! + E,

Ai(ra) = {1, D} — 2evsan

(2.4.5)

(2.4.6)

DY, @47

s=0

(2.4.8)

Observando que Ar é infinitesimal, podemos entao tratar Aj(ra) como uma perturbagao

a Dt,, no sentido de Gamboa-Saraviet al. [59], tornando apliciveis os resultados da

Secao 2.2, em relagho a diferenca das ¢ em (2.4.7). Desta maneira, vemos que

W (ra) = hm Tr [(D:a)—s—lA;(ra)”a:o

e—0t

= lim [2 j dz tr [KO(D;;x,:c)vsa(m)]]

e—0t

—221}1‘ [fd:c #8. (23 ra)ys o) o, (2; ro:)] (2.4.9)

=1

Um ponto que deve ser esclarecido em (2.4.9) é a necessidade de que os modos zero

de D,,, que aparecem explicitamente, terem que constituir um conjunto ortonormal.
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Isto pode ser visto a partir do momento em que se usou a expressao (2.3.27) para
K(D<;};z,z). De fato, este ntcleo 56 se configura como uma inversa de D%,,, 1. e. no
sentido
DY KDYy =1 = K(D)DYe, (2.4.10)
se as autofungdes que comparecem em sua construcgao for.marem um conjunto completo
e ortonormal. De outra forma, terfamos uma constante multiplicando a identidade que
deveria ser absorvida por um processo de ortonormalizacio.
Como no caso infinitesimal, K deve ser calculade de modo idéntico ac caso nac

singular, dando as expressées conhecidas para transformagbes finitas. Juntando (2.4.9)

a (2.4.5) temos, entdo [67];

1
J = exp{—2j dr/dm tr (Ko(Dry; z, z)ysa(z))
v}

+2 ]: dr :EOItr [f dz d)g,..(z; ra)yso(z)do,(z; ra)} } N(a)™'. (2.4.11)

Antes de prosseguir, fagamos uma pausa para provar a equacdo (2.4.2). Considere-

mos o funcional gerador transformado:

Zlig,n] = J(r) f DycalDy exp(—{YDrath) + (™ %) + (Pe™*n)). (2.4.12)

No Capitulo anterior utilizamos, na translagao fermionica, uma quase inversa de D dada
por

t
S(z,yira) = e 37 £rlz)0:(z) e, (2.4.13)
n#0 ’\”
com os ¢, sendo as autofungées de D. Podemos usar

$u(z;ra)d! (y;7a)
A ’

S(z,y;ra) = E

nF0

(2.4.14)
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com igual resultado, onde agora ¢,(z;ra) denota uma autofung¢éo nao nula de D,,.

Usando (2.4.14) obtemos

ZFn) = J(r) exp(q(ra)S(rajn(ra))det' D,

x [1(i#(ra)go,(ra)) {8l (ra)n(ra)), (2.4.15)

=1
com

n(z;ra) = e™Fn(z) , (zra) = Ra)e™ . (2.4.16)
Denotando agora por S’ a expressio para S dada,-em (2.4.13), observamos que
D, S(ra) = S(ra)D,, =1 — Fy(ra),
| D, S (ra) =1 — Pg(ra),
S'(ra)D,, =1 - Pra), | (2.4.17)

onde
g
Po(z,y;ra) = 3 do(z;ma) b, (3;7),
fz21
Pr(z,y;ra) = ) (Z ¢o,—(w)¢3i(y)) g7
i=1
ng
Pi(z,y;ra) = e (Z %.-(w)cbé‘-(y)) el

=1

- 1(z,y) =8(z — y). (2.4.18)

Aplicando S(ra) & esquerda e & direita da segunda e terceira férmulas em (2.4.17),

obtemos as relagdes de consisténcia
S(ra) = S'(ra) — By(ra)S'(ra) + S(ra)Pr(ra),
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S(ra) = S'(ra) — §'(ra)Py(ra) + PL(ra)S{ra). (2.4.19)

Usando a 0ltima equagéo podemos mostrar que

exp(f(ra)S{rajn(ra)) = exp(Sn) exp (E [Mi{gd,(ra)n(ra)) + (n(rcr)%.(m))Nf])

i=1

(2.4.20)

com

= ()" (e)go,(@)), Ni= nZDB,-}l(a)(qﬁI,ie"*““S(cv)n(cv)). (2.4.21)

i=1

Se observarmos agora o fato de que a exponencial se encontra multiplicada por

i = H{i(rado ral)(dhradntra)) (24.22)

veremos que, novamente, a segunda exponencial em (2.4.20) se reduz a identidade e
entdo podemos substituir (fj(ra)S(ra)y(ra)) por (75n) em (2.4.15).
A seguir, obtemos o termo N(ra), mencionado em (2.4.2). Para isso, consideramos

os ¢o,(ra) dados por (2.3.13) e as expressoes (2.4.16) para escrever [67]

i=1

= 1I (Z Buno,) (ZBUWD,) : | (2.4.23)

Calculemos explicitamente F3:

i=1

If

—(B11 B2 — Blszl)ﬁoﬁoz(BﬁBTe — B},B;1)10, 0,

= |det' B|2 501 Tiolﬁozﬁoz' (2424)

Tomando este resultado como vilido para ng—1, iremos provéa-lo para ng. Consideremos
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o produto,

1o no no nop no.
II Bijno, | = Bifio, | 11 Bi;7y,
i=1 \j=1 1=1 i=2 \j=1

no o Ty f no
= -Bll-ﬁ()l H (Z Bijﬁ(]_,‘) + Blgﬁez H (E BijﬁO_f) + .-

=2 \y=2 =2 \j3#2

o ny—1
+Bl"0ﬁ0no H (Z Bt’jﬁo,) , (2425)

=2 =1
onde o termo que falta dentro de cada somatério da dltima igualdade em (2.4.25) foi
aniquilado pelo 5o, externo. Cada um destes produtos satisfaz as condigbes da hipétese

e, portanto,

B, B By,
no no
I {2 Bilo,| = Buf,det| Tz *** Tion,
i=1 \;=1
i BTHJ2 -B’n.03 e B'ﬂ-ono
By Bas -+ Bag,
+Bufo, det | oy oy **Tiogy +
BnD]. Bﬂo3 e -Bnono

Bay By ¢ Bapg

+Blﬂoﬁono dEt E ﬁ.ﬂl ﬁOQ e rI{],.,o -1

Bﬂol Bﬂ.o? e Bﬂ.u‘nu—l

= det B ﬁol ﬁog e ﬁono . (2.4.26)

Usando a mesma élgebra para o produto dos ng, concluimos que

np
F,, =|det B|? 0,701 * Moy, Mong = N{ra) Hﬁc.—']oi- (2.4.27)

1=1
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O resultado obtido anteriormente, usando ¢ método de Gram-Schmidt, se enquadra

na expressao (2.4.27), pois podemos lembrar que a matriz dos coeficientes B;; é do tipo

[ By, 0 e 0 0 -
By By .- 0 0
B= : : ' : , (2.4.28)
B,,1q Ba_12 - Bay—ing-: 0
i B, 1 B2 -+ Bpme-1 Bugme ]

o
cujo determinante é H B;;.

=1

Podemos agora completar a parte genérica do célculo de (2.4.11), dando uma ex-

pressao para

G = exp (2 [)1 dr ;Zoltr [/ dz ¢} (z; ra)ysa(z)do, (2; ra)]) : (2.4.29)

Para tanto, consideremos a condigio de ortonormalidade dos ¢g,(ra):

(8, (ra)do,(ra)) = &

3 Br(ra){¢h,e ™ %¢o,) Ba(ra), (2.4.30)
k,

a qual, em notagdo matricial, pode ser expressa como
B*CBT =1 = BCTB', (2.4.31)
em que definimos a matriz C com elementos

Ch = (¢}, 72 %¢p,). (2.4.32)
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Tomando o determinante de (2.4.31), encontramos

|det B 2= dei 5 = N(ra) (2.4.33)

Se compararmos o resultado (2.4.33) com o obtido no apéndice A (equagéo (A.7)) com-
provaremos a concordincia das duas abordagens (com e sem ortonormalizacdo das au-

tofungdes de D). De fato, os dois resultados coincidem, desde que se substitua ¢, em

(A.2) por
el (2.4.34)

e se restrinjam os ¢, aos modos zero. Voltando a (2.4.29),

G = exp (fol tr [Z B {#h, 2vsae™ o ¢0:)B;t])

1,k,l
— exp (— f: dr tr [B%(CT)B*D . (2.4.35)
Usando (2.4.31), vem
c’ = (B'B)™! (2.4.36)
e, portanto,

1
G = exp [—]0 dr (%trlnCT)]

= exp[—trlnCT] = det(CT)™?

1
= ) 2.4.37
det C ( )
Substituindo, finalmente, (2.4.33) e (2.4.37) em (2.4.11) vemos que
1
J =exp [—2/ dr /dm tr{ Ko(Dya; m,m)‘rsa(m))] , (2.4.38)
U -
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mostrando, pois, que o jacobiano para rotagoes quirais finitas (que preservam a topolo-
gia) também coincide algebricamente em todos os setores.

Se considerarmos agora uma rotagao quiral parametrizada por um parametro abe-
liano «, independente de z, oblemos Instantaneamente o jacobiano de rotagbes quirais
globais,

J =exp [-—20:](13: tr(I(o(D;:r,:r)'y5)] , (2.4.39)
pois, para rotagdes globais abelianas, ¢ De™* = D. Lembrando que tr{ Kovs) repre-

senta a densidade de indice de Pontryagin, que satisfaz

jd:r tr{Ko(D;z,2)ys) = ngy — n_, - (2.4.40)
temos a expressao para J:

J = exp(—2a{n, — n_)), (2.4.41)
em desacordo com expressdes obtidas por alguns autores que niao levaram as fontes
externas em consideracio [52] ou nédo observaram os modos zero [68]. A expressdo
(2.4.41) pode ser obtida também através de um célculo explicito, sem fazer mencio a
fungiao (, conforme mostrado no apéndice B.

Como um tltimo teste de consisténcia de nossos resultados, vamos mostrar a con-
cordincia com a regularizacio do operador D (em relagio aos modos zero) desde o

principio, através de uma massa ¢ tendendo a zero. Podemos assim inverter D, = D +€

através de S.(z,y) definido por

z) ¢! b
S = B EIEDLT haE@d)

1
= Sz,y) + —Folz,y). (2.4.42)
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Assim,
Z[7, 7] = &5 det D, . ' (2.4.43)

Entretanto, sabemos que

det D, = e™det’D 4 O(e™*) (2.4.44)

e, além disso,

_ - 1,
exp(nScn) = exp(n-S‘(n)exp—(nPon)

= eXP(nSn eXP( Eno,no.)

_ 1_
= exp(nSin) [[(1 + ~Tlo,0:)

i=1

= exp(7Sn) [ Hno,no.+0( v )], (2.4.45)

l—l
de modo que, tomando o limite € -+ 0 em Z,
Z[5,n) = exp(7Sn)det’ D | 7o,70,, (2.4.46)
i=1

Fazendo a rotagao quiral, encontramos

Z[7,n] = Jexp(5Scn) det(e™* D.e™?), (2.4.47)

de modo que podemos definir o jacobiano como

det D,

2.4.48
J = 11—43 det{ereD, %) ( )

o qual, por sua vez, deve ser comparado com a razio de determinantes, estudada pre-

viamente,

lm det{D + €)

. 2.4.4
—0 det(emaDersa 4 €) (24.49)
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Enquanto que (2.4.49) envolve K_;(D;z,z) no seu calculo, podemos ver, apenas se-
guindo os passos anteriormente expostos, que o calculo de {2.4.48) envolverd apenas
Ko(Dj;z,x), fornecendo-nos um jacobiano em completa concordancia com o calculado

pelo método anterior.’
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Capitulo 3

O Modelo de Schwinger Quiral

3.1 DetD para D! # D

No capitulo anterior, vimos como utilizar a fungao ( para calcular razdes de deter-
minantes de operadores hermitianos com o mesmo niimerc de modos zero. Pretendemos
agora apresentar uma prescrigao para o calculo dessas razdes para o caso ndo hermitiano
[69]. A prescrigao serd valida para qualquer dimensdo, mas iremos aplicd-la especifica-
mente & solugdo da eletrodindmica quiral em duas dimensdes (euclidianas), o medelo
de Schwinger quiral. Motivaremos nossas definigbes a partir do caso hermitiano, onde
mostraremos a equivaléncia de nosso formalismo ao aplicado no capitulo anterior, para
o caso do modelo de Schwinger. Como ja vimos, este é caracterizado pelo operador de

Dirac

D = ,(i8, + €A,), (3.1.1)
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com A, tendo carga topolégica N. Podemos considerar agora a familia de operadores
Dy = 7,(i0, + (AN + aa,)), (3-1.2)

onde Ale) é uma configuragio fixa, de carga N, a, tem carga zero e 0 < a < 1.

Utilizando a identidade

det D = exp TrIn D, (3.1.3)

escrevemos, a partir da defini¢io de det’ D, (2.3.22),

det'D, = hm ES\” exp Trln(D, + £1), (3.1.4)

Derivando det’ D, em relagio a a, obtemos

d . det(D, + €l)
P

(3.1.5)

Tr[(D +e1)™! dDa],

O operador D, + €1 n#o é singular e, portanto, sua inversa existe e possui decomposicio

espectral em termos das autofungdes de D,,

_ af g'}’ [NI N
(Da + 61) l(xa y) = Z (pn(Aﬂ)Li e(y) + Z(PO. x)‘Po‘*(y)
AZH#0 =1

Il

S2(e,u) + B (). (3.16)

5S¢ € regular no limite € — 0 e tende para a “quase inversa” de D,, S*. Substituindo

(3.1.6) em (3.1.5),

idet'ﬂa = det'D, Tr |go9Pe
dex da
. det(D, + €1) 24D,
+£1—I>%H—EI}W“H— Tr [Pﬁ T (3.1.7)
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Usando a forma explicita de D,, podemos escrever

adDOf o o
Tr [Pn o ] = erd’x tpn'_"y#a“tpoi (3.1.8)

e, lembrando que os modos zero sao quirais, pois D, anticomuta com 7,

08 a8, = 08 PevuPupl, = 8 PyPyv,e5 = 0. (3.1.9)
Portanto,
d , _dD,
Elndet D,=Tr [S 7o ] . (3.1.10)

Definindo D = D,—; e DV} = D,_,, vemos que

det'D 11 o 8Ds
m ZBXP{‘/‘} dOf TI' [S da ]}. (3111)

O método empregado aqui é ligeiramente diferente do que foi utilizado na Segéo 1.1,

L4, usamos como parametro de integragio as cargas ¢, e g—, diretamente. Em setores
topolégicamente nfo triviais, ndo podemos fazer o mesmo, pois isto implicaria o cdlculo
da razdo det’' D/ det iv,0,, que ndo é no que estamos interessados, pois faremos rotagoes
quirais que nfio mudardo o setor topologico. Além disto, ndo é dificil ver, levando a conta
um pouco mais adiante, que encontramos singularidades. Por outro lado, a inclusdo do
pardmetro a, como em (3.1.2), assegura que, dentro do intervalo no qual ele varia, nao
estamos considerando campos com carga topoldgica diferente da de D,—;.

Notemos agora que, embora D, seja singular, ele possui uma fungio de Green que
pode ser calculada exatamente em duas dimensoes, confor‘mé mostrado na Se¢do 1.1
para o modelo de Schwinger generalizado. A diferenga, em relagio ao setor topolégico .
trivial, é que esta funcio de Green néo possui decomposigio espectral em termos das
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autofungdes de D, e, entdo, niao pode ser vista como uma distribuigao sobre a esfera 52

[11]. Ela pode ser usada, no entanto, na construgio de S,

S°(2,9) = G(e,v)~ [dz G(a,2)P(2,9)

_/y,m@Jm%am

onde
D, G*(z,y) = §(z,y) = G*(z,y)D,.
Assim, $(x, y) satisfaz a equagao requerida para a quase inversa,

D,S5%(z,y) = 8(z — y) — Py'(2,y) = §*(z,y)Da,

permitindo que reescrevamos (3.1.10) como

d ’ adDa o adDa
- lndet'Dy = Tr[c da]—Tr[G P da]
dD,,]

da

—ﬁk?m

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

O primeiro termo do lado direito coincide algebricamente com o que seria obtido na

auséncia de modos zero. Particularizando as expressoes da Segéo 1.1 para eg = ef, = ¢,

obtemos

dD
T el
' [G do ]

0'62 6 au _5 5!!
= —5- /dzas [a# (a+(N)¢5W — m’i——aHL) a,,]

e’ (™) :
_Zilfo% (mﬂNﬁw—wm(Nkw—

—2aTa,] — f[ALN), ayl.
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No resultado acima aparecem paradmetros arbitrérios a,(N) e a_(N), que podem, em
principio, ser diferentes para valores diferentes de N. Embora o aparecimento de ay,
seja comum, o mesmo nédo pode ser dito de a_. Ambos advem da liberdade de regular-
1zagao da teoria, mas a_ comparece devido ao fato de termos permitido regularizagoes
diferentes para os acoplamentos & direita e é'esquerda (em outras palavras, por termos
“mergulhado” o modelo de Schwinger no modelo generalizado) como pode ser visto das
equagoes (1.1.61-1.1.62).
Vamos considerar agora os termos envolvendo PJ. Para isso, observamos que

IN|
P‘?(:r:,y) = Z‘Po. ‘Po.T(y

IN| ; ®(10
= D vul=)vs ) Beeo
: =1 ® (0 1)

| v
= Py Z%.(m)soa. (¥), (3.1.17)

com pf. = pl. ((1)), para N > 0, e 5, = ((1’), para N < 0, sendo o conjunto ortonormal

de modos zero de D,. Dai, vem

dD, o
Tr [G“P;' ™ ] ejdgm d*y tr [G*(=z, y)Piv,]
x a,(z) D¢ (2)e (v)- (3.1.18)
Usando as decomposigoes
ALN) = _"é.uf, (3.1.19)
ay = Oup — én¢: (3.1.20)
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obtemos

G*(z,y) = (et+@-mwp, | e=h-(e)=h-D p_) Gp(z — y), (3.1.21)
onde
ha(e) = £(2) + a(d(z) + ip(a)). (3.1.22)
Fazendo uso das equagoes que definem os modos zero,
[0, — . (f + a6~ in)] pt." =0, (3.1.23)
[0+ 0: (f + a(é +ip))] va, =0, (3.1.24)

obtemos, apds uma integragio por partes,

T 6P 20| = S o - b)) (31.25)

onde { ) denota integragio sobre as varidveis do espaco-tempo. Devido & propriedade

o o@D oo QD *
Tr lG Py Ia ] {Tr [Po T ]} , (3.1.26)
obtemos
det .D ~T[a a ) 1 a af o
det' D) ~ € Plaul-TIAL" 0] ¢30: Jy dr (o6 200 45,) (3.1.27)

Expressando os modos zero de D, em termos dos de DIV),
afi N
5, = 1) 3" Do) 3.1.2)
j=1
onde os D;; sao introduzidos para garantir a ortonormalidade dos ¢§, quando expressos

(N)

em termos dos g, ', notamos que

of o
Z((IOO,- 2(}575(!08,) = ZDU ‘100 ) 2¢7 82 s (Iplgk ))D'
t
0;

%* d ] 1’ Q
= tr|D EEI(""W) g2 o) DT | . (3.1.29)
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Do mesmo modo que a matriz B definida em (2.4.30), a matriz D também satisfaz a

relagao
D™D" = [(p el (31.30)
de modo que
S (6 260 = o [t ey (3.1.31)

t

e, portanto,

det’ D

—TIfa,]-T[A{ 0 wmt N
DM = © [au]-TAL au] detl(‘f’é; ) ewntpc()j))l

= Tl -TI wd det (ol e, )1, (3.1.32)

onde a ultima equagio foi conseguida expressando (,o({,?f)

em termos de ¢y, O resultado
é idéntico ao obtido via fungao ¢, para ay(N) =1, a_(N) = 0, para todo N.
Passemos agora a considerar o caso do modelo de Schwinger quiral, cujo operador
de Dirac é
D = v,(i8, + eg A, P,). (3.1.33)

Precisamos, antes de malis nada, mapear a estrutura dos modos zero de D, na presenca

de carga topologica. Em termos matricials,

0 ""az Q)R
D&y =2 =0, (3.1.34)

onde A = %(Al +1A4p). Substituindo a estrutura de A, em termos dos campos escalares,

obtemos o conjunto de equagdes

8,81 =0, (3.1.35)

(8; = 0:(f + ¢ +ip)) ®r = 0. (3.1.36)
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Se N > 0, vemos que néao hé solugdo normalizével para (3.1.35) enquanto que, para

(3.1.36), temos precisamente N, dadas por
bg, = 2l et (1), i=1,...,N. (3.1.37)

Para N < 0 ndo ha solugio para (3.1.34). Nao é dificil ver que para o operador adjunto

ocorre exatamente o contrario, ou seja, a equagio

0 —0,+1egA Xo
Dlyo = "l=0, (3.1.38)
62 0 XUL
nao tem solugoes normalizéveis para N > 0, enquanto que, para N < 0, hd exatamente

V1,

Xoi = F-lemU ke~ (‘1)) i=1,...,|N]. (3.1.39)

Esta assimetria nos modos zero impede que utilizemos a definigio de det’D como no
caso anterior, pois precisarfamos da distribuigdo (D, + €1)™! com a parte singular em e
explicitamente separada, como no caso hermitiano. Vamos ver melhor o porqué disto,
considerando a quase inversa de D. Como D n&o é hermitiano, ndo podemos garantir
a existéncia de um conjunto completo de fungoes ortonormais para ele, em termos
dos quais poderiamos contruir a quase inversa. Para obter esse conjunto, usamos os

laplacianos construldos a partir de D {70],

DDy, = Mo, DDy, = 0, (3.1.40)

DD'$, = N2y, DD'g; = 0. (3.1.41)

Os conjuntos {¢.} € {¢.} sdo ortonormais e completos, pois os laplacianos sio hermi-
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tianos e, além disso,

D¢n = Anén, (3.1.42)

Di¢n = Aupn. (3.1.43)

Nio é dificil ver que ker D'D = ker D e ker DD! = ker DI. Com estes conjuntos de

autofungoes , podemos definir

Sz,y)= Y M”—), | (3.1.44)
An#0 '\”
que satisfaz, para N > 0,
DS(z,y) =6(z ~y),  S(z,y)D = é(z —y}— Po(z,y), (3.1.45)
e, para N < 0,
DS(z,y) = 6(z — y) — Polz,y),  S(z,y)D = (= —y), (3.1.46)
V|
Py(z,y) = _‘L::soo,-(w)so?u(y), (3.1.47)
V]
Po(z,y) = Y doi()bli(v). (3.1.48)

i=1

Porém, vemos que nao hd como construir S.(z, y) que inverta D + €1, a partir da base
(3.1.40-3.1.41), pois os modos zero ndo obedecem as propriedades (3.1.42) e (3.1.43) e,
entdo, ndo hd como formar um escalar a partir deles (um operador de projegao, como
no caso hermitiano). Falando um pouco mais fisicamente, adicionar €1 ao operador de
Dirac é o mesmo que édicionar uma massa aos férmions, o que mistura as componentes
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esquerdas e direitas dos mesmos. Isto faz com que os férmions esquerdos, que estio
livres e sdo considerados apenas para que I} tenha um problema de autovalores bem
definido, passem a interagir também, modificando o problema original, que consistia na
interagho de apenas férmions direitos com o campo de gauge. Esta caracteristica torna
invidvel a utilizagio desta definigio de det'D.

Nada nos impede, contudo, de definir det’DD como solugao da equagao diferencial

4 Indet’'D, = Tr [S"‘dDa] ,
do

- (3.1.49)

com S$% construido a partir dos laplacianos DI D, e D, D!, como em (3.1.44), e D,

sendo
D, = 7,(i8, + er(AM + aq,)P,). (3.1.50)

Na medida em que controlemos as divergéncias ultravioletas, (3.1.49) é completamente
bem definida e natural, por ter como caso particulares tanto a situa¢io nao singular (vide
Secdo 1.1, onde a prescrigdo para o calculo de det D nio é afetada pela hermiticidade

ou nao de D), quanto o caso hermitiano. Usando a fungio de Green (sem decomposigao

espectral)
G*(2,y) = (MO MOP, 4 P )Gp(a —y), (3.1.51)
com
ha(z) = £(z) + a(d(z) + ip(a)), (3.1.52)
que satisfaz
D.G"(z,y) = G*(z,y)Ds = 6(z — y), (3.1.53)
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construimos uma expressiao explicita para 5%,

$(a,v) = G(z,9)—6(N) [ &z P(2,2)6°(z,v)

_6(—N) f &Pz G*(z,2)P% (2, y). (3.1.54)

Através das equagbes dos modos zero,

[8: — 85 (f + a(9 + ip))) ¢ =0, (3.1.55)
[6: + 8; (f + o4 — ip))] ¢ =0, (3.1.56)
em que
o, = ¢ ([1]) (3.1.57)
$o, = ¢ ({1]) (3.1.58)

e, do método do Capitulo 1 para regularizar as divergéncias ultravioletas, encontramos

Tr [S"’ di"] — —2aT(a,] - T(4M, a,]
INt
+O(N) D (e5, (¢ +ip)¥s,)
=1
N1
—8(=N) 3 (45.1(¢ +ip)d5,), (3.1.59)
=1
onde
e’ ~ =
I[a,] = é:_— dex a, [aR(N)EW -0, + ia,,,)[—jl—(a,, + iay)] a,, (3.1.60)

. 2 ~ 1 -
AN, a,] = .Z;ﬁ. f d*z A [aR(N)(Sp, —iew) = (B, +i0,) (0, + ia.,)] a,, (3.1.61)

74



onde ag(N) é o pardmetro arbitrério que expressa a ambigilidade de regularizagio do

modelo de Schwinger quiral, introduzido na Segéo 1.1. Expressando 6. em termos de

(pgN) e ¢5. em termos de ¢,(,I'v) , como no caso hermitiano, obtemos

det’' D [l ]-Ta™ t 8(N)/2
Sy = et T[40, [det ((wﬁfv’ RV w&f’))]

X [det( (I_V)te-up_ (Jy)))}a(—N)/2

IN|
X exp tB(N)j do Z(‘Po. P, ]

|N|
X exp | ~i6(— j daz do. p¢0' ] . (3.1.62)

1 =1
Notamos a presenga de termos envolvendo a parte longitudinal p de a,,, em conexio com
os modos zero de D, e D!. Eles eram cancelados no modelo de Schwinger em funcio da

ocorréncia apenas de Re [‘I‘.r (G"P{,’Qﬁ“)] (vide as equagdes (3.1.15) e (3.1.26)), o que

nio é o caso aqui, devido 4 assimetria entre os modos zero de D e Dt.

3.2 Jacobiano e ambigiidades de fase

Tendo calculado a razéio de determinantes (3.1.62), podemos passar ao cdleulo do
funcional gerador, através da técnica da bosonizagio, como exposta no Capitulo 1.

Principiamos com o funcional gerador
Z[Jusm 7 j'DA DYDY e Fw)—($D¢)+(J9A»)+(W)+(¢ﬂ), (3.2.1)

onde fizemos a translagio

Ay=AM ta,, (3.2.2)
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o que faz com que a integracio sobre os campos de gauge possa ser considerada sob
condigoes de fronteira triviais. Lembramos que a classificagfio dos campos de gauge em
setores homotopicamente néo equivalentes permite a expressao da integragdo funcional
sobre A, como uma soma de integragdes sobre campos de carga topoldgica definida.

Como no Capitulo 2, fazemos a translacio nos férmions
W) = Y@+ [y S ), (3.2.3)
B2) = F@)+ [Py aw)Sw ), (3:24)

e obtemos

ZUanil = 3 / Da, DYDY e HFur P )= @DV (T, ALY +(7Sn)
N

% NIV} +6(—N)(¥ Pom) (3.2.5)

Usamos agora a base (3.1.40-3.1.41) para calcular a parte fermidnica da integral fun-

cional. Isto implica introduzirmos as expansées

N
"/’ = E AnPn +zaﬂi§90;‘, (326)

An#0 =1
P = Y a.dl, (3.2.7)

para N >0e

P = Y anpn, (3.2.8)

_ IN|
b o= Y @l + 3 didl, (3.2.9)

An#0 =1
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para N < 0. Estas séo transformagbes biunitdrias [70] e, como conseqiiéncia, um jaco-

biano aparece na expressao da medida,

DYDY

If

I;[ d(z)dy(z)
= det[p,(z)]"! det[¢} ()

8(-N} (N}
X H d&ndan (H d(_fol') (H daoi) 3 (32.10)

onde @,(z), ¢n(2) podem ser vistos como elementos de matriz que indicam a mudanga
de base |z) para as bases |¢,), [¢,). Os determinantes acima sdo responsiveis pela fase
do determinante fermibnico, que surgird em decorréncia da integrago sobre os férmions.

Apés a integragio sobre os graus de liberdade fermionicos, ficamos com

Zwmi = )2 f Da, e~ {FuFul A+ det/ D
N

i=1 =1

V| AN 1y 8(~N)
x [H(ﬁwo.-)(—l)N ] [H(céc‘un)] : (3.2.11)

onde, como dissemos,

det'D = det|pa(z)]* ( II An) det[¢} ()]t (3.2.12)

An#0

Podemos bosonizar a teoria dentro de cada setor topoldgico através das trans-

formacoes de gauge

N (3.2.13)
T = Fe-lHar- (3.2.14)

que levam D em D), pois
DWN) = —$+inP- P ($+i)Ps (3.2.15)
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Para o calculo do jacobiano basta considerar a parte fermidnica do funcional gerador.

Assim, apds as transformagoes (3.2.13-3.2.14), temos

JAM, 6,121, 7]

= J1AM,a,) [ DIDYexp [-FDWY) + @) + (A¥)],  (3:216)

onde J é o jacobiano, ff = e~($+i)P-y 7 = yel#+#)P+ | Fazendo a integragéo, aps o

uso das bases correspondentes a DY),

V| M) vy o=
= Ny ' — ’
zfn, 7] = TV det! DM [H(nso((;?r’)(—l)’v} [II(¢‘”’ )} . (3217)

i e
Com o mesmo argumento do Capitulo 2, podemos substituir {7 $™)y') por (757) em
(3.2.17). Expressando os modos zero de D em termos dos de D™ em (3.2.11), como na

expressio analoga para o caso hermitiano, (2.4.27), obtemos, como antes, as expressGes

IN| |V iV
£Il 7o) 1;11 (Z Byl ) = detBH (TelM, (3.2.18)
Iﬁ‘(q&o!n) = det c*'m My, (3.2.19)
=1 i=1
onde
|det BJ? = [det (( M gaary (,o{,’j)))]_l, (3.2.20)
|det C? = [det ((qsg{.""‘e—“‘“- ¢$,’P))]"1 . (3.2.21)

Vemos aqui outra diferenga importante em relagao ao caso hermitiano. Enquanto 14
precisivamos apenas do médulo do determinante dos coeficientes de ortonormalizagio

(completamente fixo em fungao dos modos zero e da transformagio quiral), aqui as
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fases destes determinantes também séo requeridas. Nao ha critérios, intrinsecos ao

procedimento de ortonormalizagao , para fixar estas fases. Assim, o jacobiano torna-se

det’'D [, t -1/2] %)
J[ALN),a“] = 30 D™ [e 7+(N) det ((tpg..v) euP.,(Pg_V))) ]
; ~1/3)4-N)
X lew—(N) det ((‘ibg{.v)fe-wf’-(ﬁ(()f))) ] . (3.2.22)

Juntando com o resultado da secéo anterior, para a razio det'D/det' DIN),
J[AM, ] = eTeu-TID 0

1 vl
X eXp {iO(N) [7+(N) + /0 do E(WSIP‘P&)] }

i=1

1 INt
x exp {:‘e(—N) ['r—(N) — [ da 3 szqug.-)} } :
(3.2.23)

Definindo S.g como

= 1
Sen = 7{FuFu) —1n JAM ], (3.2.24)

obtemos, para o funcional gerador,

Z[Jund = / Da,, ¢ Sex AL+ AT SO) gop? DN)
N

' T e CL MR
x [det (12608l T TI6rel")-1)

=1

=1

. 6(-N)
t --1/2 lNl t
x |det ((xff’ xg,v))) IT6E )

5> [ D, &Sl a0t 70 5, (3.2.25)
N

onde expressamos os modos zero ortonormais (p((f) e ¢((,{.v) em termos dos ndo ortonormais
&0, Xo;, dados por (3.1.37) e (3.1.39), respectivamente.
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Para dar por encerrada a integragio sobre os férmions, resta calcular det’ D), o
que serd feito mais adiante. Antes, vamos verificar a invaridncia do funcional gerador
frente a mudangas da configuragéo fixa ALN ) para ALN ) 4 6a,, dentro do mesmo setor
topoldgico. No modelo de Schwinger (vide apéndice D), este critério mostrou ser capaz
de fornecer informacg8o sobre a ambighidade de regularizagao da teoria, restringindo o
parametro a_(N) a ser nulo, em compatibilidade com a invaridncia de gauge quéntica
do modelo. Aqui, como no caso hermitiano, a discusséo é expressa matematicamente

na verificagao de

No procedimento de derivagdo funcional, salientamos as partes menos imediatas: a

primeira delas é o célculo de

det [{85"" &4 ) = det A, 3.2.27
570 2 )= 5y (3.2.27)
[+
6 (M) ()
57(@) det {{x¢, ' ® o, - (3.2.28)
Usando
det A = exptrln A, (3.2.29)
obtemos
oA
-1
6f(.7:) ——-det A = det A tr (A 6f(w)) (3.2.30)

Para A dado em (3.2.27), usando a forma explicita dos ®;,, vem

6Ai; M G
e )_2c1> (z)85)(2). (3.2.31)
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Lembrando que

t
P (z,y) = Yol (@t ()

t _ L
= Yl e{) el (=)8l) (v), (3.2.32)
ik
chegamos a
8 det (B8 8| = 2 det (@' 88 |tr (Po(z, 2)) (3.2.33)
6f(z) i i ' i
e, analogamente,
6 1 1 =
570 [ X6 = —2det [{x& X6 tr (Pole, 7)) - (3.2.34)
A segunda é
6
det’'D™), 3.2.35
5) (3.235)

Para tal, usamos o resultado (3.1.59) com p =0 e ¢ = 6f, infinitesimal, o que nos da

det' DM + 6]
det’ DNI[f]

~Tfa, = '“'5556f] - “f[ALN);au = _5#6f]
+O(N) [ doc el 6505) +

—6(—N) jo ' da (4516145, (3.2.36)

Expressando os ¢§; em termos dos @(()f_v) e os ¢ em termos dos Xf,?’), usando relagdes
andlogas a (3.2.32), expandindo em poténcias de §f, tomando § f = e6(z —2’), dividindo

por € e fomando o limite em que ¢ vai a zero, ficamos com

6 ! ! 1 D
57 (x)det D) = det' DW) {Z;(GR(N) + 1) f(x) + 8(N)tr (Po(z, z)) — 6(—~N)tr (Po(z, x))} :

(3.2.37)
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Desta forma, calculamos & derivada funcional de Z em relagio a f e tentamos rela-

cionar com a derivada funcional do integrando em relagio a ¢, obtendo

s

3}(—)3 [y 7,7

i) (N) . "
{/ DPD¢5¢( ) [ Sun[AZ, "]HJ"A")Z}N)[q, ’?}]

—/Dp’DdJe'S"f{AF 'a“]+(J“A")Z}:-N)[T),?ﬂ

[N
x [w(N) ( - ‘;Ex) - 5;2:)) (7+(N) " / do §(¢o. oo, )
|N| an

(3.2.38)

A primeira integral funcional € nula, por ser a integral funcional de uma derivada
funcional (vide apéndice D, onde o mesmo acontece para o modelo de Schwinger). Para

que o restante da expressio (3.2.38) se anule, fixamos as fases 74 e vy_, escolhendo-as

IN| a ,
o = — / da):; 5. os,) -,f((fﬁ ~ f)Bp) - 8%((45 + f)Bp),  (3.2.39)
IN|
v = [ da S(65.1043) + 54(8 — £)Dp) - —{(#+H)00).  (3240)

O 1ltimo termo em ambas as equagdes é aniquilado por — e ¢ o tunico objeto

56 5f
com as dimensdes apropriadas que pode ser adicionado & agdo efetiva sem provocar
massa imaginaria. Ele representa uma ambigiiidade de fase residual, parametrizada por

v.

Usando (3.2.33), (3.2.34) e (3.2.37), podemos calcular o determinante de D) facil-
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mente, obtendo
det' DIN) =  (ar(N)H1)(f01)/8n
1731 ¢(N)
x [det (CI ) ]

t 1/2]8(=N)
x[det (((xé’,."’ xé’}”)) ] , (3.2.41)

o que nos d4, enfim, a expressdo para o funcional gerador

ZJyn 7] = Y, f D Dpe= Sl wul+Iudub+ i s
N
IN| Wy M)
x(H(rf@é’.."’>(—1)”) (mxs::“ n')) , (3.2.42)
1=1 =1
com

Sl A, 0] = S — 8%((13(1\’) +1)(fOf). (3.2.43)

Com isto, completamos o calculo do funcional gerador, ou seja, a obtengio de uma
expressio que nos permita o célculo de quaisquer fungdes de correlagio que desejemos,
em forma fechada. Faremos uso extensivo de (3.2.42) na préxima segio, onde obteremos

também novos critérios para fixar as ambigiidades residuais de Z em setores ndo triviais.

3.3 Funcgoes de correlagao e ambigiiidades residuais

Vamos considerar, nesta segfo, apenas as contribuicdes dos setores topolégicos néo
trivials para as fung¢bes de correlagido. Como o funcional gerador é proporcional as
fontes fermidnicas, ¢ imediato ver que nio haverd contribuigdes as fungdes de correlagio
puramente bosonicas. Também nio é dificil notar que todas as fungbes de correlagio
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do tipo

($(z1)Ta19p(z1) - - P(2n)TNp(an)), (3.3.1)

onde I', representa qualquer matriz de Dirac ou produto delas, se anula devido & im-

possibilidade de parear o nimero adequado de derivadas funcionais de i e 7 sobre o

funcional gerador para produzir um resultado néo nulo quando 1,7 — 0. Os objetos

que restam para ser considerados séo

G™(zy,...,28) =

(W(ew)y(zn-1) - ¥(=1))

1 ) 8 -
20 Gn(en) B 20

1 (W) )
—— | DD e~ 5erlA a+ 3. (8(zi) +inlzi))
mmf pD e

‘I’c(aiv)(x 1) e ‘I’g;)(x 1)
x det : : (—I)Ns
0 (zn) - @ (zw)
(3.3.2)
(Y(zn)¥(an-1)- - P(z1))
1 é é
— (=1} Z{o,n,7
Zo Y Sy Eaany 20
1 (") Vi
e eff [Ap !“H]"'Ei (¢(:z:.)+£p(x.'))
Z[0] f DpDg e
t $
X0 (@) e X6V (21)
x det : : (-1,
t t
X8 (an) oo xby) (en)
(3.3.3)
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As férmulas (3.3.2) e (3.3.3) podem ser obtidas facilmente, por indugéo. A tnica con-
tribuigao para GV ("@(N)) é do N-ésimo setor, para N > 0 (N < 0). Os determinantes

dos modos zero dao

IN|
det(d)(m(a: ) = eXoi S H (z: — z_,)® ( ) (3.3.4)
IN|
det(xl) () = = L 16e H (5-2)QO ). (3.3.5)
Definindo ”
IN|
j(z) =+ ;5@ - z;), (3.3.6)

para N > 0 e N < 0, respectivamente, vemos que hd uma ultima integral funcional a

considerar,
Ijj] = / DpDé ¢~ Sealpdid] (3.3.7)

onde

Salp,d,i] = rl(f +H)0O (m — () + 1)) (f + )

%
g (@n(N) + 1)(p0p) ~ 2=(ar(N) + 2~ »){(S + $)3p)

+(i(f + ¢ +ip)). (33.8)

Diagonalizamos S.g mudando varidveis, primeiramente de p para o, definido por

. ap(NY+2— 4 .
og=p+i 212 AN =1 (f+¢) W(AFJ), (3.3.9)

onde ag(N)#1le
1
AF(:C - y) = —'5;11’1 I.T - yl (3310)
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¢ a fungéo de Green para 0J. A agéo efetiva torna-se

Sutlo,drd] = ﬁ«fw)n(n—u’(v)xfw»

—glﬂ-(an(N) — 1o Oo) + B(v)F(f + ¢))
1 Vi

R =1 ;11n|3s zjl, (3.3.11)

onde definimos
) = g w0 +1- CEREE 1)
Alv) = -3%%%%% (3.3.13)

A mudanga de varidveis (3.3.9) somente cumpre seus objetivos se o nao tiver com-
portamento singular no infinito, 0 que garante que ele ndo carregaréd carga topoldgica
alguma. Se isso nao ocorrer, seremos obrigados a considerar o problema do célculo
da integral funcional (3.3.7) sob condigbes de fronteira ndo triviais. Mas este é pre-
cisamente o problema do qual tentamos escapar, trabalhando denire de um setor de
carga topoldgica definida e ndo permitindo que rotagdes quirais arbitrérias nos tirem
dele. Portanto, para manter a consisténcia de nosso procedimento, vamos requerer
comportamento ndo singular no infinito para os campos que estaremos considerando. O

comportamento de ¢, definido por (3.3.9), é

oo ilN]

an(N) =1 [ar(N) + 6 — v]In|z]. (3.3.14)
Isto fixa o valor de v:
v=agr(N) +6. (3.3.15)
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O desacoplamento de ¢ de j e f implica outra mudanga de varidveis

p=f+é+ ﬁ’%—— r{A(B)1), (3.3.16)

onde

Alp;z —y) =—

yll +1nlz —yl), (3.3.17)

com K, sendo a fungio de Bessel modificada de ordem zero. Assim, diagonalizamos

completamente a agéo efetiva

S = ﬁ;(wﬂ(ﬂ—#’)w)—é(an(l\’)—1)(0'30)
N1

a _ 2 IN|

(N)

i,7=1
(3.3.18)
A partir do comportamento assintético de ¢,
Jef o0 V]! |=|
— ar(N)+1), 3.3.19
¥ 2BR(aR(N)—3)( R( ) ) ( )
concluimos que
ar(N) = -1, para todo N # 0, (3.3.20)
o que implica
1 W
I=exp 5 Y. (ln |z — 2] + 2e%A(u; 2 — :c,)) . (3.3.21)
i,j=1

Observamos que a soma, na expressio acima, inclui o termo z; = z;. Portanto, em-
bora A(u;0) seja regular, encontramos I = 0, o que mostra que as funcdes de correlagio
(3.3.2) e (3.3.3) se anulam. Conseqlientemente, as fungdes de correlagio mistas (com
férmions e campos de gauge) também se anulam, mostrando que os setores topoldgicos
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nao triviais se desacoplam completamente da teoria. Este comportamento do modelo de
Schwinger quiral contrasta com o do modelo de Schwinger, onde néo ha termo logarit-
mico na expresséao de I, o que faz com que hajam contribuigdes dos setores néo triviais
as fungoes de correlagdo minimas [9].

Vale mencionar que a anilise do caso agr(N) = 1, néo discutido acima, embora
evidencie um comportamento néo singular para ¢, mostra que o necessariamente teria

que carregar carga topologica, o que também exclui, pelos nossos critérios, este valor

para ag.
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Conclusao

Pesquisando a influéncia de setores topolbgicos nao triviais nas teorias de gauge,
fomos levados a considerar separadamente os casos em que D' = D e DV # D. No
caso hermitiano, confirmamos resultados anteriores que mostram que as identidades de
Ward da teoria se mantém na presenga de topologia ndo trivial. Fazemos isso, tanto
considerando rotagdes quirais infinitesimais, quanto finitas. Em ambos os casos, verifi-
camos que fatores advindos do célculo da razio det’ D/det' DY) se cancelam exatamente
com termos gerados pelo acoplamento entre os modos zero do operador de Dirac e as
fontes externas. Estes ltimos se originaam do fato de que o mapeamento dos modos
zero de D nos de D), através da transformagio quiral, leva um conjunto ortonormal de
modos zero em um nao ortonormal. E necessario, entdo, ou ortonormalizar o novo con-
junto, ou trabalhar consistentemente com modos zero nao ortonormais, multiplicando
o funcional gerador desde o inicio do cdlculo, por um fator compensatério adequado.
Para qualquer uma das abordagens, é fundamental a presenga, em todos os estigios
da desenvolvimento, das fontes externas. Sem elas, obtemos jacobianos de rotagses
quirais envolvendo projetores sobre ker D, que modificam drasticamente as identidades

de Ward. Podemos ressaltar que diversos autores, ao ndo dar a devida importéncia para
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este fato, utilizaram tais identidades até recentemente [52,62,63,55,65,66,68).

Ainda no caso hermitiano, fomos capazes de demonstrar a equivaléncia entre a nossa
abordagem e a adigéo de uma massa e tendendo a zero para os férmions de Dirac. Se € #
0, o operador de Dirac € néo singular ¢ todas as singularidades do tipo 1/¢ se cancelam
quando calculamos razdes de determinantes. Usando esta abordagem, mostramos que
o jacobiano de rotagdes quirais globais em setores nao triviais néo é 1, ao contrério
do que afirmam certos auntores [52,68]. O resultado obtido é independente de qualquer
regularizagdo ultravioleta feita sobre det D.

O caso ndo hermitiano exige a elaboragio de uma técnica para o calculo de det’'D.
Usamos aqui uma generalizagio, para o caso singular, da prescri¢io de separagao de
pontos, originalmente introduzida por Schwinger [29]. Partindo do caso hermitiano
Propoinos uma expressao para a razao de determinantes de operadores ndo hermitianos
que possui limites naturais, tanto para operadores hermitianos, quanto para nao singu-
lares. A aplicagio desta prescri¢io ao modelo de Schwinger quiral revelou a presenga
de fases envolvendo a parte longitudinal do campo de gauge. A presenga dessas fases
poderia tornar muito dificil a diagonalizagio da agao efetiva, por envolver operadores
de projecio nos modos zero de D e D',

Entretanto, novamente as fontes externas se mostram indispensaveis para a andlise
consistente da teoria. Da mesma forma que no caso hermitiano, a presenga delas induz
o aparecimento de médulos dos determinantes dos coeficientes de ortonormalizagao dos
modos zero. Desta vez, entretanto, pelo fato de o acoplamento dos modos zero com as

fontes s6 envolver p para N > 0 e 7 para N < 0, sdo requeridas também as fases destes
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determinantes, as quais sdo, em principio, arbitririas. Na procura de critérios para a
fixagcao dessas fases, consideramos a exigéncia matematica de que a integral funcional
n#o dependa das configuragSes de carga topoldgica N escolhidas como campos de fundo
para a translacio de A,. Dai emerge uma relagio que permite a eliminagio dos termos
mencionados no pardgrafo anterior, usando para isso exatamente a arbitrariedade das
fases associadas aos modos zero.

Para a solugio completa do modelo, buscamos entéao expressbes genéricas para as
fung¢bes de correlagdo na presenga de topologia ndo trivial. A diagonalizagdo da agéo
efetiva permite, entéo, néo s6 fixar a ambiguidade de fase residual, mas também de-
terminar um valor especifico para o pardmetro de regulanzagio de Jackiw-Rajaraman.
Este poderia ser diferente para cada setor, visto que a teoria é bosonizada independen-
temente para cada valor de N. Exigindo, basicamente, que, na diagonalizagdo da ag¢do
efetiva, os auto estados de massa nao carreguem carga topoldgica, encontramos ag = ~1,
para todos os setores de carga N # 0. Isso anula as fun¢des de Green nesses setores,
desacoplando-os da teoria. O termo responsavel por isso provém da parte longitudinal
de A, que néo se desacopla para nenhum valor de ag, ao contrdrio do que acontece
para o caso hermitiano, onde, para a = 1, temos a agio efetiva cxpressa somente em
termos de graus de liberdade transversos.

Os resultados fornecem conjecturas interessantes a serem consideradas. A mais in-
stigante é a que liga a presenca de modos zero ao parimetro ag. K bem conhecida a
ligacio entre ar e mudangas de esquema de renormalizagio [71,72]. Ao fixarmos ag

e, portanto, o esquema de renormalizagio, por argumentos de origem topoldgica, es-
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tabelecemos um vinculo novo entre propriedades aparentemente desconexas da teoria.
Embora néo possamos dizer que a solugio da teoria esteja condicionada ao método de
bosonizagio empregado (setor topoldgico fixo), lembramos que a outra opgio envolve o
célculo de razdes de determinantes sobre espagos nio compactos [9,11] onde a variagio
das condigoes de contorno pode ter efeitos dramaticos sobre o resultado final. Seria inter-
essante a andlise desses aspectos, a0 menos em modelos especificos envolvendo férmions
quirais, para o estabelecimento ou nao do vinculo entre topologia e renormalizagao.
Outras extensdes de nosso trabalho dizem respeito a teorias quirais néo abelianas e a
dimensoes superiores. Devemos também notar que nossa andlise foi feita na formulacéo
“néo invariante de gauge” [73], ou seja, na auséncia de termos de Wess-Zumino. Seria
interessante verificar a influéncia, se houver, de tais termos na parte longitudinal de a,, e,
conseqitentemente, na fixagao ou néo de ag(N). As fontes externas podem desempenhar

um papel relevante aqui, como ja foi demonstrado em andlises anteriores [74].
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Apéndice A

Integrais Funcionais e Funcoes

Nao-Ortonormais

A medida de integragao funcional é usualmente definida a partir de um conjunto

completo de fungdes tal que, para um 3 qualquer,

'l,b(.?:) = Eand’m E(Z) = Eand’l, (Al)

e, entio, DYDY = [1d@. da.. O que acontece com esta definigio quando ocorre que
n

(816m) = bam # bams (A.2)

pode ser determinado através da andlise da integral gaussiana, que define a normalizagio
das demais integrais,

N [ DgDpe= ) = 1. (A.3)
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Usando a expansao (A.1) temos
() = X _@a;6;. (A4)
I
Pode-se, através de uma transformagao unitaria, diagonalizar a matriz ¢;;:
G; = EE;c il;n
k
a; = EUJ';G;,
i
Y UséiUit = Mibu. (A.5)
i

A medida permanece invariante sob esta tranformagao, enquanto (A.4) muda para

Y- X.@,a;,. Reescalonando as varidveis de Grassmann,
n

\/’\_;a:'a = a': ’ \/A_,;E:, = ﬁ:v (A6)

obtemnos (lembrando o comportamento da medida grassmanniana sob as transformagoes

(A.6)),
Nt [ DEDge N = N1 det Jgi= 1 (A7)

e, portanto, N1 = (det |¢i;])~1. Vemos, entéo, que a opcéo de usar fungdes nao ortonor-
mais para calcular integrais funcionais leva-nos a uma corregéao da medida através do
fator mencionado acima. No nosso caso particular, estamos supondo a ortonormalidade
para todas as autofungdes ndo nulas, mas somos obrigados a lidar com um conjunto nao
ortonormal, constituido pelos modos zero. O determinante em (A.7) reduz-se entéo ao

determinante de uma matriz de dimensao finita:

det I¢ijl = det I(¢$;(a)¢o,(a))|
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det |1 — 2(¢}, vsbado,)]

= 1-— 2%(4’3,-7550%) + O(6a?). (A.8)

i=1
Usando o fato de §a ser infinitesimal, encontramos ent&o a expressio para o fator de
cOrrecao,

N1t=1+4 2'“20(¢3'.7560¢05) + 0(602), (A.9)

1=1
o qual, uma vez multiplicado pelo lado direito de (2.3.10) conduz ao mesmo resultado que
obtivemos ortonormalizando os ¢g,(a) (note, em (2.3.10), que usando-se como o, (a)
no _ no
diretamente os o,(a), eq. (2.3.11), se obtém []&.(a)éo,(a) = []7o,m0,)- O fato de
=1 =1

a expressio (2.3.10) ndo se encontrar desde o inicio multiplicada por N~!, dado por

(A.9), implica, portanto, a escolha implicita de uma base de fungbes ortonormais para

os célculos.
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Apéndice B

Jacobiano de Rotacgoes Globais

Partimos do funcional gerador

Zlmn) = [ DFDYexp(~(FDY) + (7) + (¥)

no
= exP(ﬁSn)det'D H’?O;ﬁo.-a (Bl)

=1

e fazemos uma rotagio quiral global definida por um parametro o abeliano constante:
Y™y, P — P (B.2)
A expressio de Z muda para

2,0 = J [ DFDY exp(—(BD%) + (7e™) + e n)

= J exp(fSn)det'D H(‘i]'e'“"’ q5o,-)(¢(f,ie"’5"n), (B.3)

i=1
onde deve-se notar que D, = €»*De™* = D, o que elimina os problemas de ortonor-

malizagao de D,, pois as autofungdes nulas de D so ortonormais por hipdtese. Dado
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que D anticomuta com 75, podemos escolher os modos zero de modo que

75¢0.‘ = i¢0i
e, portanto,
no t no )
[T(me™ o, ){d0,e™n) = I e* om0
=1 i=1

—_  p2a(ny-n_-) 1=
= e IT70.m0.

i=1

(BA4)

(B.5)

com ¢ = +1,—1, dependendo da quiralidade de ¢o,. Juntando (B.5) e (B.3) e compara-

ndo com (B.1), temos

J = e—?a(rq. —n_),

(B.6)

que é o resultado final, completamente independente de regularizagdes particulares feitas

sobre det’D.
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Apéndice C

Independéncia em Relagao ao Raio

de Compactacao

Conforme assinalamos no Capitulo 1, nossos resultados néo dependem dos “fatores
conformes” que aparecem com o uso das férmulas modificadas pela compactagio. Para
ver isso, vamos rever brevemente a projegio estereogréfica em duas dimensdes e suas
conseqiiéncias para o operador de Dirac e suas autofuncbes. Para mais detalhes, suger-
imos consulta ao texto de Abdalla, Abdalla e Rothe [35].

Podemos mapear cada ponto do R? num ponto da esfera bidimensional 52 através

da regra

. Rr,
- R+T‘3

Ty

» #=0,1, (C'l)

onde 7 = (Rsenfcosy, Rsend, Reosd) denota as coordenadas de um ponto em 5 % (de raio
R) correspondente 4 intersegio entre a linha que une o polo sul da esfera e o ponto z,
(pertencente a R?, considerado plano tangente ao polo norte) e §2. O elemento de linha
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euclidiano torna-se

ds?

I

Sudz, dz,

2R 2302 | P2oan20d.,2
= R‘-i—:t:’(R dé* + R’sen®8dyp”)

Q57 do?.

i

(C.2)

Portanto, a projegio estereografica é um mapeamento conforme, pois tem como efeito

apenas um reescalonamento da métrica. Consideremos agora o operador

D = 4,(i0, + eA,). Ele pode ser expresso, em termos de quantidades definidas sobre

5%, como
= —92 2=V + sala)V = —nﬁ( YWDV,
onde
V=—(1+ ;X7
\/—(
Sap = %sabcac (0., matrizes de Pauli),

1 d J € . R
Loy = i (r"ér_;, -1 8r,,) - E(raAb —nA,),

O operador Ds: tem espectro discreto, dado por
Dgiiin = Anln,
com autofungdes i, ortonormais e completas
S (r)ak (') = 6(r — r').
n
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Definindo u, através de

i, = RVu,,

(C.11)

podemos expressar & equagao de autovalores em termos do operador de Dirac original,

.D’uﬂ = )\HQRU,,.
A base {u,} satifaz
fd’:cQR(:c)uf,(:c)um(y) = bnm,

Y ua(z)ul(y) = Q58 (= - y).
Redefinindo

A -3/2
D =7 pai?,
i = Q5 u,,,

temos

A pseudo inversa para D serd
A i (2)81
S(ey) = 0p Y 2B 0,5, )

e, em particular, teremos a propriedade

Tr(gaiﬁm) = Tr (Qs,-:—a(sz*/?panlﬂ)) =

da

dD
(5.%7):
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onde 0 < o < 1 é o parametro introduzido para o célculo do determinante de D (vide
Capftulo 3). Isto demonstra que a prescrigiio para avaliar det’ D néo depende do raio
de compactagho.

O resultado é esperado, pois estamos fazendo rotagbes que ndo mudam o setor
topolégico e, entdo, como ocorre em outras prescrigoes [35], os fatores advindos da
compactagéo se cancelam quando se calculam razdes de determinantes. Para o caso néo

hermitiano, a anélise segue linhas similares, usando-se o operador

D = 7u,(i0y+ erAuPy)
- %ng(z) (VDo + viivY] (C.20)
onde
= -;l%(r,,,&,, —rpAy), (C.21)

eD?=1+ i—sabLab. Notemos que, neste caso, deverio ser consideradas as autofungdes
de DD' e DD. O fundamental é que o operador D seja bem'definido sobre §%, o que

é o caso.
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Apéndice D

Ambiguidades de Regularizacao no
Modelo de Schwinger e Setores
Topoldégicos Nao Triviais

Apés realizarmos as translagdes nos férmions,

b — v+ [Py S yn), (D)
¥ = B+ [ya)S, ), (D-2)

€ as rotagdes quirais
P = "ty (D.3)

€
|

et (D.4)
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obtemos, para o funcional gerador do modelo de Schwinger (vide segéo 3.1),
Z[Jpn7] = ): / Da, e~ SonlA ol {TuAn)+{ Sy

xdet'D(N)H 7o e, (D.5)

i=1

— 1 —
Seﬁ[ALN)’ au] = Z(prFﬁy) + Ta,] + P[Agms ay]. (D.6)

rl

E conveniente expressar o funcional gerador diretamente em termos do conjunto

original (n3o ortonormal) de modos zero de D™

Pt N>0
Q((){V) = e.f"fs (0) (D7)

#(9) N<o

Para fazer isso, introduzimos uma matriz de rotagéo entre os dois conjuntos de fungoes

= Zbij(p((]?q: (D'S)
i
que nos da
(v (M) 2 el Mt
[T e, )(‘Po n') =|detd| II Do, N o, 7')- (D.9)
=1 i=1l
A condicio ( f.pgv)) = §;; implica
21
|det b? = [det (@g?ﬂ*@gf)))] . (D.10)

Conseqiientemente,
i B AP 0 (AT SNy 1 ery W)
Z[JJ-H 7 7]] - E/DG,_, e et [Au 0 W]+ (T Ap)H(7'S ﬂ)detD
N

« [oes (10| Hewegef'). @

=1
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Devemos conferir a invaridncia de Z em relago a escolhas particulares de ALN ), Isso

é expresso pela equagho

6 =
57 2 =0 (D12)

Usando a solugio da equagho diferencial que define det’ D, encontramos a expressio

para a derivada funcional de det’ DV):

§
6f(2)

det’ D™ = det' DM [% (6+(N) +1) 0§ (2) + 2 tr (BM(a, 3)15)] . (D13)

e, de maneira analoga a que foi feita na segéo 3.2, encontramos

§
éf(=)

det A =2det Atr (Pém(:r, :c)'ys) ) _ (D.14)

com A;; = (@f}iv)ttﬁé?r)). Calculando (D.12), chegamos a

6 n é "_ﬂ B n
WZ[JJH 7 ’?] = %{/'Dppég [c Sun+(Jud )z};‘m[q, ﬂ]]}

ie -3 —
+y—a-(N) / DpD¢ Op e~ S +ubd z My 51, (D.15)

onde Zl(—,-m [7,77] é a parte fermibnica do funcional gerador. O primeiro termo & direita
se anula por ser a integral funcional de uma derivada funcional (de fato, representa as
equacbes quinticas de movimento para ¢). Para que (D.15) seja nulo temos que fixar
a_(N) como

a_(N)=0, para todo N # 0. (D.16)

O célculo de fungoes de Green em setores ndo triviais [6,9) mostra que, para diago-

nalizar S.g sem que ¢ e p carreguem carga topoldgica é necessdrio que

ar(N) =1, para todo N #0. (D.17)
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Parece, portanto, haver um casamento, em setores topolégicos néo triviais, entre a
consisténcia mateméatica da teoria e a invariancia de gauge quantica. Em setores triviais,
a.(N) niio aparece (lembremo-nos de que ele surge em conexdio com AMN)) e a; deve

ser fixado somente com base na invaridncia de gauge. Finalmente, usando as equagdes

(D.13) e (D.14), obtemos

FR——)lnd t'D(N)—m(a+(N)+1) f(x)+mbdet (( Mg (m)) (D.18)

e, integrando,

det' DWV) = ela+(NMH) O} 4m gat ((q,(N)fq.(N})) ) (D.19)

Desta forma, calculamos o determinante funcional para DV), que completa o procedi-

mento para a obtengio do funcional gerador para o modelo de Schwinger.
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