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“When the barbarians approach

On the frontiers of a civilization

It is a sign of crisis in that civilization

When the barbarians come not with weapons of war
But songs and icons of peace

It is @ sign of crisis

Is one of a spiritual nature

That spiritual nature

We have forgotten our spiritual nature

‘Cause we are wrapped up in too much shit

All day all night.”

(Astbury/Duffy)
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Resumo

Quantizagéo de Dirac é aplicada a QED(2+1)d com termo de C.5.. Con-
sequentemente obtem-se alguns parénteses nao triviais. Aplica-se em seguida
o método de integragdo de caminho de Faddeev para o cdlculo dos propa-

gadores livres.
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Introdugao

O estudo de sistemas fisicos em dimensdes D < 4 é justificado a medida que alguns
calculos se tornam mais fAceis e se espera que algumas de suas caracteristicas sobrevivam
quando fizermos a extensac ao caso de D = 4. Recentemente, teorias de campos em
(2+1)d. tem sido muito utilizadas para tratar problemas em matéria condensada (tais
como o efeito Hall quantico e a supercondutividade). Uma particularidade de mode-
los em (2-+1)d. estd na possibilidade da inclusio de um termo de origem topoldgica
na lagrangeana. Este é o caso do chamado termo de Chern-Simons o g;;6;4;. A
presenca deste termo numa QED(2+1)d., gera uma massa para o campo de gauge
A, [1]. Outra caracteristica interessante é a possibilidade de uma transmutagio na
estatistica do campo de matéria. Isto ocorre tanto para teorias contendo apenas o
termo de Chern-Simons como termo cinético para o campo de gauge [2] [3], quanto
para teorias contendo adicionalmente o termo de Maxwell [4]. Aqui, surge uma questio
relativa a conexao entre spin e estatistica [5]: particulas de spin semi inteiro séo férmions,
enquanto que particulas de spin inteiro sdo bosons. Dai, para um sistema exibindo
estatistica intermediéria a de béson e férmion teriamos valores de spin s inteiro, semi

inteiro 7 A resposta é afirmativa. Deve-se notar que tal comportamento, bem diferente



do caso tridimensional usual, surge associado com o fato de que em 2 dimensbes a
lgebra do momento angular é comutativa, o que nos leva, na quantizagéo, a resultados
distintos do caso 3d.. A QED(2+1)d., sendo invariante de gauge, é descrita por uma
lagrangeana singular, constituindo-se entao num sistema vinculado. Sistemas vinculados
ocorrem naturalmente em fisica (por exemplo, a particula livre relativistica, o string
bosénico livre, etc..). Uma formulagio puramente lagrangeana desses sistemas nos leva
a tratar com algumas velocidades indeterminadas {6], enquanto que numa formulagao
hamiltoniana, a estrutura singular da lagrangeana induz relagbes do tipo, ¢(gnpa) =0,
sobre as coordenadas ‘e momentos candnicos do sistema. O tratamento hamiltoniano
desses sistemas foi introduzido por Dirac [7] e é particularmente interessante no sentido
em que caracteriza alguns vinculos como geradores de transformagbes canodnicas que
deixam o estado fisico do sistema inalterado (i.e. transformagdes de gauge). Nesta
formulacio, que se presta bem a gauges nao covariantes, a dindmica se realiza numa
subvariedade do espago de fase, determinada pelas superficies de vinculos a que o sistema
esta sujelto.

No que se segue, consideraremos uma QED(2+1)d. espinorial com termo de Chern-
Simons. No cap.1 estuda-se a formulagio lagrangeana do sistema. No cap.2 desenvolve-
se a quantizacio de Dirac utilizando os gauges de Poincaré e de Coulomb. Finalmente,

no cap.3, faz-se o calculo dos propagadores usando integragdo de caminho.



Capitulo 1

Formulacao Lagrangeana

No que se segue, consideraremos o espago fisico como sendo uma variedade Minkowski-

ana com métrica 7,, = diag.(+1,—1,—1). Denotaremos,

* =(2°,2') = (t; 7)

a ; a
o T e 0 Y (- —
0 _a%_(a,a) (Bt’ V)
_ 9 _ _(9.¢
Ou= 50 =(0,0)=(5:V)

que verificam,



Trataremos com um sistema descrito pela lagrangeana,

L= Emar+cs + Em‘at + Eint

onde: |
Lonazpes = —iF“”F,,,,-i—%e“”“FWAa
Lot = ¢ (178 —m )¢
Lt = e Py ALy
sendo:

(1.1)

(1.2)
(1.3)

(1.4)

A, o campo de gauge para uma teoria abeliana, €, ¥ um espinor de duas com-

ponentes que descrevera o campo de matéria (em (241)d., se m > 0 tem-se que ¥

representa uma particula tendo apenas s, = +; . As duas componentes de 3 corre-

spondem entao as duas solugdes linearmente independentes de particula e antiparticula).

Pelas transformagbes de gauge,

1
A“ — A# + 'e—apﬂ

P — e
tem-se,
H pro
Emﬂx-}»cs —. Emax+cs + —¢ Fguaag
de
Emat — Emat - E ( 'Ypa,uQ ) ’Qb
Line = Liny + ¥ (1#8,0) ¢
Dai,

£ > L48, (5e"F, Q)
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0 que torna a a¢ao invariante.

As equagoes de movimento sio obtidas da maneira usual:

(65)ss = 0 com 6@(z — £ oo) =0

e resultam,
(78, —m + ey" A, ) ¥ = 0 (15)
a,F"" 4 %e“”"‘Fw = —eyyyp = J (1.6)

L

Podemos escrever a eq.(1.6) numa outra forma. Para isso, introduz-se o vetor dual * F*

do tensor F#:

1
"FH o= 55“”“65‘05 (1.7)
que invertido da,
o= gvorE (1.8)

Tomando a divergéncia da eq.(1.6), tem-se:
pd&F" = g,J*

mas, da definicio (1.7), tem-se, &} F* = 0 ( identidade de Bianchi), o que resulta na

conservagao da corrente,
g, J¢ = 0 (1.9)
Substituindo F** dado em (1.8) na eq.(1.6), tem-se,

1 1
W —e®e9, ) F, = —J* 1.10
(™ + 2 ) p (1.10)



Aplicando ( g, — 14,10 ) em (1.10), ¢ usando 9, F* = 0 obtem-se,
. 1
(DO+4®)'Fp = #(Uﬁu‘pﬁamaA)J” (1.11)
Na auséncia de correntes,
(O+u?)"Fg =0 (1.12)

Eq.(1.12) mostra que as componentes de *F, propagam-se como campos livres de massa
p. Implicitamente, o0 mesmo esta ocorrendo com o campo A4,. Este comportamento é
caracteristico de teorias em que se tem o termo de C.S. junto com o termo de Maxwell.

Da eq.(1.6) tem-se também,
DA - 93, A"+ W' F" = J*
Mas da eq.(1.11),
- 2 2y=17, vp 1 v
WF = 2 (D+p") (g —Lc Ja ) Ju
e dal obtem-se a equaggo de A¥,
DA — 88,4 = (O+p? ) (DJY - pe’*8,J,) (1.13)

Aqui temos de inverter o operador

0,9,

OV#ED(WV#H 0 )

(1.14)

Para se fazer isso, introduz-se os projetores transverso,

)
0

O = N —



e longitudinal,

8,0,
0

Wy =

Em termos destes escrevemos o operador 0,,,

0. = AO,, + Buw,,

cuja inversa tem a forma,

0., = A0, +Bw,,

Dai da'eq.(1.14) tem-se B = 0 o que impossibilita a inversio do operador O,,. Esse
comportamento ¢ consequéncia da invaridncia de gauge da teoria. Para resolver este
problema temos de fazer ufna fixagdo do gauge, que consiste em impor certas condigdes
sobre o potencial A, de modo que se possa inverter aeq.(1.13). (Na verdade, a imposigdo
de condigbes de gauge sobre o potencial A, ¢ determinada por um necessidade mais
forte do que apenas resolver a eq.(1.13), que é a de eliminar os graus de liberdade nio
fisico do f6ton.) Entre possiveis condigbes de gauge temos, o gauge de Lorentz e de

Coulomb. No gauge de Lorentz fazemos 3,4% = 0, 0 que nos leva a uma eq. do tipo,
(O4u*) A" = (J"+ ue**0719,J,) (1.15)

Desta equagio vemos que o campo de gauge adquire uma massa, y.

Ao fixar um gauge, devemos nos certificar ser este um ‘bom gauge’ no sentido em
que se verifica:

(i) a condicéio é atingivel.

(i1) quebra a invaridncia de gauge da teoria.



Para verificar (i), devemos mostrar que dada uma configuragio A, , nao satisfazendo
a 0,A" =0, pode-se escolher w tal que A/ = A4, + dw satisfaz 8,4% = 0. Isto
relmente ocorre, bastando tomar w solugio de Ow = 0.

Para verificar (ii) basta considerar duas configuragdes A, e A, = A, + J,w
satisfazendo, 0,4* = 0 = 8,4" e mostrar que A, = A}, isto é, w = cte.. Daqui
obtem-se,

Ow=0 (1.16)
A equagdo (1.16) admite uma classe mais extensa de solugbes do que apenas w = cte..
Entretanto, a nivel cldssico, ¢ possivel impor condigées de contorno a (1.16) de modo a
termos por solugdo, w = cte..

O gauge de Lorentz néo é conveniente para ser utilizado na fomulacdo de Dirac da
nossa teoria, isto porque o modelo descrito por (1.1) apresenta dois vinculos de primeira
classe (ver cap.2), o que nos obriga a fazer duas fixagoes de gauge. Podemos contudo
resolver o problema no gauge de Lorentz, usando-se por exemplo o método do “gauge
fixing”.

Considere novamente a eq.(1.13). Dela se obtem,
(04 42 )4y = -0V Jp — pe;0720:0; )+ VH O 4 4 )8,A;
€
(O+p" A = Ji—pey0 i+ pe; 070,00+ 07 O+ 42 )8 Ao — D7 O 4 )B:0;4;
Tomando Ay da primeira e substituindo na segunda, obtém-se,

(O+ p? )AL = Jiogs = —€i;0;¢ — #Eijajfdt £ (1.17)
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onde, ¢ e £ sao dados de J; = ¢;;0;¢ — Gi€.

O gauge de Coulomb consiste em tomar 0;4; = 0. Assim, dada uma configuragao
A, = (Ao, A;) tem-se que a escolha do gauge de Coulomb consiste em fazer, A= .ri",
cuja equagao de movimento é dada por (1.17). O gauge de Coulomb, isoladamente, nao
satisfaz os critérios anteriores. Temos assim de introduzir outra condigao. Mostraremos
no cap.2 que a escolha do gauge de Coulomb junto com outra condigao suplementar
adequada constitui-se um bom gauge.

Egs. de Maxwell-Chern-Simons

Definimos os campos elétrico e magnético na forma,
E;=Fyg=—A; + 0,4 (1.18)
B = —¢;;0,A; (1.19)
Fazendo g =0 em (1.6) tem-se,
V.E+uB=1J (1.20)

que se constitui no equivalente da lei de Gauss.

Tomando g =1: em (1.6) tem-se,
E;+(V xXB);+ pe,;E; = -J,; (lei de Ampére) (1.21)

Da equagdo J;F* = 0 obtemos,
B+VxE=0 (lei de Faraday) (1.22)

No nosso problema nio tem-se o analogo da equagao V.B = 0, sendo isto consequéncia
apenas de estarmos tratando em (2+1)d.. As equagbes de E e B sio obtidas

9



imediatamente quando escritos em termo do tensor dual. De (1.7) tem-se, fazendo

p=0e p=1,
“F'= -B
*F' = ¢, E;
Dai, usando a eq.(1.11) tem-se,
(O4 u?)B = —uJo — €50:J; (1.23)
(D + u? )E; = pey;J; + 8iJo — J; (1.24)

A eq.(1.21) apresenta uma caracteristica interessante. Integrando-a, por um caminho

I' e usando o teorema da divergéncia temos,
££f+/fwm=jfmh=Q

Da eq.(1.24) tem-se para z — oo que Ej@) ~ ¢ ?l. Tomando o caminho T no

infinito, temos E; — 0, e entao,

/dzx,uB:,u‘I’zQ =>(IJ-—-%

Aqui Q = fd*zJy éa carga associada ao campo de matéria e @, o fluxo associado
ao campo de gauge. Temos assim que as particulas carregadas levam consigo um fluxo
=9
I
Uma outra caracteristica importante do termo de C.5 é que ele permite uma trans-
formacdo na estatistica do sistema. Um exemplo disso em teoria de campos & descrito

no apéndice C.

10



Capitulo 2

Formulacao Hamiltoniana

Ao tratarmos com férmions, seguiremos as convengoes de [8], usando derivadas a

esquerda e comutadores.

De,

L::-"Z

temos os monentos canonicos

8£ H K v
1_.[,, = 5’; = 6yA0 — A.u + EEO#VA
oL ;
1__[ o _ - = — 1
Mo =g, T e
ar :
b,

H 1 — eee— L —
(¢! 5‘1#3 2
Aqui introduzimos os parénteses de Poisson fundamentais:

{Au(-"-')'n HU(V)} = nuuéz(-’:—y)

(ot Migyp)} = —60p6%=-v)

11

1 71— - — _
F, F* ge‘“’“F,ﬂ,An + 5708 ~ SO — MY + Py Ay

(2.1)
(2.2)

(2:3)



{T/Jl,(f)a H(,p'),e(y)} = "5a,852(-‘v-y)

Tem-se que £ é singular, isto é, na passagem ao formalismo hamiltoniano temos a

presencga de vinculos. No nosso problema estes sdo :

$ =1l (2.4)
— 7
o = Higya + "2”¢l (2.5)
)
I'p = H(‘[,T)o, + _2'¢a (26)

A hamiltoniana candnica se escreve como :
H, = j Py (T1, A* — iy + 1T gy — £) (2.7)

e resulta,
H, = [ Py(Modo — LidiAo + tTollg — e,5(8:A;) Ao + 1ILTL + £e;TL A; + & A A;
+ 1R Fy - Ty + O gy — 3998, + $(8u9 )y + mipy—

Py Au)
(2.8)

Dai constroi-se a hamiltoniana total :
H=H+ [ @y + (T, + 5UDAD + MO, +50a)  (29)

que sera utilizada para impor a condigdo de consisténcia dos vinculos, isto ¢, se ) for

vinculo da teoria devemnos ter {2, H} = 0. Assim,

I:_{o - {HQ,H} =0



resulta,
0=—0&I + ge,-ja,-A,- + eyt
que se constitui ern um novo vinculo :
A =0 - geija-A_,- — ety (2.10)
também,
A={AH}=0

o que fornece uma equagio envolvendo os multiplicadores A() e AG),

Temos ainda
o = {EaH} =0

que resulta numa equagiio para A% e
Iy ={Ta,H} =0

que resulta numa equagio para Al2).
A andlise dos parénteses de poisson entre os vinculos nos diz que @ é vinculo de
primeira classe enquanto que A , = e I' sdo de segunda classe, uma vez que os parénteses

nio nulos sdo :

{A,Z.) = el @)8%(@-v)
{A,T,) = —evul)(z-v)

{Ea, Fﬁ} = “*2‘6&,352(.7:—3;)

13



Os vinculos de segunda classe ndo formam uin conjunto minimal,visto que, a matriz,

(
{AA} {AE} {ATa} \

{Ea'.'A} {Emzﬁ} {Emrﬁ}‘ .
A = (2.11)

{Pm A} {PMEF’} {Pav Fﬁ}

tem

detA = (0

Isto implica que um dos vinculos de segunda classe pode, através de uma combinagao
linear conveniente, ser promovido & um vinculo de primeira classe. Este ¢ o caso do
vinculo A, se desejamos a teoria livre como um caso limite quando fazemos e = 0. De
fato, na sua forma atual A é um vinculo de segunda classe, enquanto que no caso livre
A é de primeira classe, dai para que a passagem a teoria livre seja consistente, devemos

modificar A, tornando-o um vinculo de primeira classe. Esta combinagédo é dada por :
A=A —ie(Cathe + P11

e fica

N:&m—%w&&~%mm¢+wﬂwﬂ

Agora tem-se que @ e A’ sio vinculos de primeira classe e, Z, € I', sdo de segunda classe.
Devemos lembrar que os vinculos de segunda classe trazem problemas na quantizagao da
teoria, mais precisamente quando se faz a passagem dos parénteses de Poisson cldssicos

a (anti)comutadores.

14



A solugio desse problema consiste em substituir os parénteses de Poisson por um
novo tipo de parénteses, os quais permitem uma passagem consistente a teoria quantica.
Devemos entéo construir tais parénteses. O método de Dirac se propdem exatamente a
isto e requer que tenhamos a matriz A (cujos elementos sao os parénteses de Poisson
entre os vinculos de segunda classe) inversivel. Deve-se notar também que o fato de
termos um numero impar de vinculos de segunda classe nao significa a priorl que a
matriz A tem determinante nulo, pois, tratando com vinculos fermidénicos nao teremos
A antissimétrica.

Devemos agora eliminar os vinculos de segunda classe da teoria. Aqui a matriz A,

Aaﬁ _ {Emzﬁ} {EQ,I‘,@} (2-12)

{Tar=p} {Ta,Tsl
resulta

0 —16a56%(z—y)
AC'w-f'f*'(:t:—:y) = (2.13)

—"'iéagaz(a:-y] 0

A inversa de A,gz_y) ¢ uma matriz A;E(I dada por :

~y)
deZAa,\[x—z]A;‘é(z_y) = 60,(362(‘3—‘!1)

e resulta

- 0 +i60,652(m—y)
aBlz—y) = (2.14)
Fiba6%ey) 0

Os parénteses de Dirac sao dados por:

(.Y = {, }—/dzzdzw { Ta@}ANe-w{Ssw, ) —

15



“/d22d21[1 { ,Eo(z)}A;é(z—w]{rB(w), }

e resultam nos parénteses preliminares:

{Aotz), o)} = 8(z-9)
{4i), Liw)" = —6;6%z-v)
» 1 2
{¢u(r),H(¢)ﬁ(y)} = "'—5055 {z—v)
2
{Yale), i} = —i6ag6(e—y)
t . 1o o
{¢Q(IJ1H(¢1)[}(L’)} = _'2'60136 {z—v)
quaisquer outros parénteses sendo nulos,
Tratando com esses parénteses, os vinculos de segunda classe valem fortemente de

modo que podem ser sustituidos diretamente em H,. Tomando, ¢} = 2iIly),. e Mgty =

-——% « podemos eliminar as varidveis ¥} e Hyt)e- Vem que, H, fica,

) 1 1
M, = j &y (Moo — iAo+ ToTlo — £e;,0,4; 40 + STLIL + ge,-jn,-A,- +

w

T3

1 - .
AA; + ZF;'J'F;J' + 2y ¥° ¥ 0 + 2mill ) y°y —

— 2l YO r* At ) (2.15)

Temos também:

A’ = 6,'1_[,' — —ge,-ja,-/lj — QiCH(,‘;,)’l,b

E interessante observar que A’ é equivalente a eq. {1.6) para p = 0. Assim, utilizando

os parénteses de Dirac “eliminou-se” os vinculos de segunda classe da teoria. Esta agora

16



incorpora “apenas” os vinculos de primeira classe, @ = 0 e A’ 2 0.(O sentido preciso do
termo eliminar é dado no apéndice A)

Aqui, considerando como geradores de transformagoes de gauge nao apenas os vincu-
los primarios de primeira classe mas tamhbém os vinculos secundarios de primeira classe,

introduz-se a hamiltoniana estendida,
H, = H.+ j dy (AT + X8Ik - Leiy0ua, — 2ieTl ) ) (2.16)

onde os multiplicadores A"} e X sao arbitrérios. Devemos determinar esses multipli-
cadores. Isso é feito impondo condigdes subsididrias ao sistema, de modo que pela sua
condigao de consisténcia obtenhamos um sistema de egs. lineares compativel para A()
e A

Usaremos como condigbes subsidiarias os gauges de Poincaré e de Coulomb. Para
cada um desses, desenvolve-se a quantizagao de Dirac.

Antes de prosseguir, vejamos o efeito das transformagdes de gauge sobre os campos.

Seguindo [9], temos que o gerador das transformagbes de gauge se escreve como,

G = / Py ((wed + epd®) (2.17)
onde,
d-)a -+ orgry + ﬂacgc =0

corn,

{qbszS))HC} = O"anqSSLS)
(6P H.) = Bt

17



Aqui, ¢{*) refere-se ao vinculo secunddrio de primeira classe, e, qs,‘,”’ ao vinculo primério

de primeira classe. No nosso problema,

¢£8} = AI

=0

Os parénteses que utilizaremos serio os parénteses preliminares, com os quais eli-
. 4
minou-se os vinculos de segunda classe.

A determinacao de o e J € imediata. De,

{®,H.} =N
€,
{AVH Y =0
temos, 3 = —1 e a = (. Vem que,
W + gy + factc = 0= w=¢
Dai,

G = f dy [0, + & (e300 ) A; — 2iewTl iy ] (2.18)
Segue-se entao
§A; = {Ao, G} =&
§A; = Bw
8l; = —-ei0w

=

18



6y = rewy)
iy = ~iewlly
Seja agora, a componente transversa de 4;, A! = (6;; — 8;V~20; )A;. Temos que,
641 = 0
o que nos diz que A! ¢ invariante de gauge. No entanto,
§I1¢ = —%Eijajw

nao é invariante de gauge. Mas,
6T = 0

O campo elétrico é dado por, E; = II; + 4¢;;4;, dai,

6F; = 6I1; + g&,'j(SAj

=
O campo magnético corresponde a, B = —¢;;0; 4;, sendo também invariante de gauge,
pois,
6B =0
(1) Gauge de Poincaré.
Este gauge ¢ definido pela relagao:
Qy =2;4; =0 - (2.19)

e temos,
0, 202 {0, Ho)* + fdzy Vi, A}

19



que resulta numa equagio para o multiplicador A’. Devemos procurar outra condigao
subsidiria. Uma maneira de se fazer isso é através do cdlculo do parénteses entre 1, e

H. que produz um novo vinculo,

Qg = 1:,'6,'/-'10 - SL‘,'H,' - %E,‘jI;AJ' .

=~

Temos que, 2, = 0 fornece uma equacio em A" e X, nio gerando assim novos vinculos.

Temos de verificar se as condigbes §3; =0 e, £2; = 0 sdo boas condigdes de gauge.
No formalismo de Dirac, uma condigéio necesséria (mmas nao suficiente) para isto é que
se tenha det{ {Q,, ¢} ) # 0, sendo ¢ os vinculos de primeira classe da teoria. Por
construcgao, os vinculos de gauge escolhidos satisfazem esse critério. Resta mostrar que
tal escolha é atingivel e que fixa totalmente o gauge.

(1) E atingivel

Seja A, uma configuragio de potenciais que nao verifica, 1,(A,) = 0. Dado

Al = A, + O, temos que existe w tal que 2,(4,)=0. De fato, de
JE,A: =0 = I,‘A,’ + I;B,-w

resulta,
w = ( E‘_‘? )_1( .'EiA,‘ )"[" G{ze;zi) (2.20)
com, g(zo;zi) = W(zo)f(z:), onde fé uma fungéio homogénea de ordem 0. Tem-se também,
I,‘@,‘A’U - .‘l:.;H: — %Eij:l:,'A; =0

= I,‘a,‘aow = —Il-','(a,'Ag -"H,' — §E£jAj) = H‘I,‘A,’



gue se constitui numa identidade, de modo que para w dado por (2.20) temos satisfeita
2.,(4,)=0.
(i1) Fixa o gauge

Sejam A) e A, configuragdes que verificam ; =0 e §2;, = 0. Entéo,

I,A: = :E,‘(A,'+3,'w) =90

dai,
FVw = 0 | (2.21)
também,
2,0: AL — ;I — %s,-jxiA; =0
resulta,

2;0;0)w =0

que & satisfeita por (2.21). Entre possiveis solugbes de (2.21) temos as fungoes ho-
mogéneas de ordem 1. A fixagdo do gauge deve ser feita entdo pela imposicio de
condigoes de contorno a (2.21) de modo a termos w = cte..

Aqui, mudaremos de notagio denotando os vinculos na forma:
@, =1

‘1)2 = B,H,- - '{;"E,'ja,-AJ — ?,ienw)dj
‘I)3 = .'EiA,'

&, = 7,0 Ag — 2;10; — *—z‘eijx,-Aj
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Este conjunto de vinculos é de segunda classe, ¢ devemn assim ser eliminados. Note que
eliminé-los é equivalente & determinagio dos multiplicadores. Seguindo o procedimento

usual, introduz-se a matriz A:

\
( {(1)11(1)1} {(I)laq)2} {(1)15(133} {(1311(1)4}
{(I)Za (I)l} {@21 (I)'Z} {@2’ (1)3} {@2, (I)‘l}

{®5, @1} {Pa, P2} {P3, D3} {Pa, P4}

{@4, 1} {4, 22} {D4, D3} {‘1’41‘1’4})

que tem a forma:

( 0 0 0 7.V, 6%(z-y) \
0 0 —y_'.ﬁ_rb-z(a:—y) 0
A(l‘,y) =
0 f.vyaz(a:-—y) 0 f.g&z(r—y)
\ A VLT 0 —Z G5 Yz-v) 0 )
Sua inversa corresponde a,
( 0 P2+ 7V,)? 0 (2+7.V,)!
—2(2+7.V,)? 0 2+ 7.V, 0
A_l(may) = 62(r—y)
0 (g'vy)_l 0 0
L @9 0 0 0o

( 0 (24 1.V,)? 0 —(&.V,)! )
—F(24 V)2 0 —(2V,)? 0
A_l(a:,y) = 62(2—3;)
0 ~(242.V,)™? 0 0
—(2+ZV,)! 0 0 0 )



Utilizaremos a primeira forma.
A equivaléncia entre as duas formas acima é vista no sentido de distribui¢des. Por
exemplo, Aj}(zy), admite as duas formas, (2 + ﬁ'ﬁy)"‘éz(x—y) e —(Z.V4)16%(z-4). Para

mostrar a equivaléncia, tomemos uma funcao teste f(z,y) = hi=)g(y). Dai,

/ / dizdy A ew) fle) = f &z dty — (£.¥,)7 64emy) flow)
- / / dydiz o) [ (2 + 2.V2)™ hw) ] gtw)
- /d%[m+fﬁa*hm]mﬂ
= fd%hmu—xﬁﬁg*mﬂ
- f/ &z d%y 8 (s-v) hi=) (—)(F.V,) g0
- // d2z dy 6% (e (=)(F.V,)" ( A=) 90) )
= /f Pz d? (24 7.V ) 6% w-u) )

= Aftew = —(FV,) -y = (24+7.V,) 6% -y

Os parénteses de Dirac sido dados por,

{A@), B} = {Aw), Bm}" - / d’¢ d’n {A=), a0} AL e {Qs@), Bw)}”

e resultam,

{Ao®), A} = 0,07 =) + ¥iAT e
_ H _
{Ao(z),Hi(y)}D = ggkiakyAml(T,y) — '2'5kiykA141(I.y)
{Aot), ain}P = iethaw)AL (=)

{Aoto), Mipyan)}r = —ielly)an AL (=)
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{Ai@), ;)P = —6:;6% (@=y) — y;(2 + ﬂ'-ﬁy)_]aiﬁz(x-—u)
{Hiﬁ),nj(ﬂ)}D = -gekiyj + g‘ekjyi ) (24 F7.Y,) 18y 82 m-v) — %61','(1 + 7.V, 6%y
{Iie), Yo0)}® = ieatmyi(l +7.¥,) ' 62(-u)
{ILi(a), Hw’)a(y)}p = “icn(ap)a(y}yi(l + ﬂ'-ﬁy)_léz(r—v}

1
{d’a(r), H(u,)ﬁ(y)}D = - 55::;352(1'—!1)

Temos também,

(B, E;}P = —pei;64 -y
{E;, B}’ = €;0;,6%(z-v)
(B,B}’ =0

Eqs. de movimento:

Uma vez calculados os parénteses de Dirac temos que os vinculos valem fortemente

e dai podem ser substituidos em H., resultando :
1

1 1
H, = /dzy ( éniﬁ.- + gfiniAj + gA,'A,‘ + ZF;JF;J +

+ 2wy ¥ 0 + 2mill yV°¢ — 2iell vy A )
As eqs. sao,
Yo = {¥a, Ho} = icAotha — Y*7'8p — imA"¥ + iey ™y Aidp

que corresponde a eq. de Dirac.

Também,

Nie = —ielgado — BTy"v)a + im(Ty)1°)e — ie(Tg)r*y a4
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Ap = (i’.\?f’,)“(Qr'c.r,-Hw.)'yO'y"d’ + 2,V A;) + 8 A

A;=-TI; — gf«':‘jAj + 8; Ao

que corresponde a definigao do momento II;.
Finalmente, tem-se,

w M H M
H,’ = ——A; — —sfjﬂj — 23'.6[1(,,,)707'1,[) - -E;jajAo + BJEJ
4 2 2

A parte fisica de A; é dada pela sua componente transversa,

Al = (5,'_7' - BN""’BJ-)A,-

1

Dai

AL = (8; - BNV 4;

= ((5,‘j - 3,-V‘23j)(—-ﬁj - ‘gfjkflk + Q,—AD)
Substituindo ﬂj, Ap e Ay por suas respectivas expressoes tem-se,

Y 2 B
Af = (5;j - 6‘,—\7"2@) [-"[‘;‘—Aj +- ,quknk + 2?:6H(¢)TD‘TJ’(,[J — ('Bijk +
+ 8(2.V ) P ap(2iell ) y° 7 ) + 05(2.V.) 2k VAL + 80, A4]
Mas,
(65 — BV 720;) (uespIly) = peyll;
(8 — BV 20,)0,(E.V ) ap(2iell gy7r° ) = 0

(5,’j — 6‘,-V‘26‘j)3j(:f:’.§z)“sz"'Ak =0
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(6,‘j — aiV‘Qa,-)a,-akAk ={

Ju = Ziellyyvoy,

dai,
Al = VAL = PA 4 Jless
isto €,
(O + p)Al = Jless
onde,

Jless = Qieusgjajv_znw)tb —Ji

(i1) Gauge de Coulomb.

Este gauge ¢ definido pela relagao:
0 =8A4;,=0 (2.22)

e temos,
(=0 {0, 1Y + [ Py Vo, Y
que resulta numa equacdo para o multiplicador A’. Tomando o parénteses entre ; e
H, produz-se,
O = VAo — 8L, — gs,-,-a,-Aj .

que é tomado como condi¢ao subsidiaria. Temos que, Q, = 0 fornece uma equagio em
A e X nio gerando assim novos vinculos.

Condigoes Q, =0 e Q; =0 satisfazem det( {Q,¢:} ) # 0, sendo entdo condigdes
necessarias para um bom gauge. Considere A, uma configuracéo de potenciais de gauge
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que nio verifica §,(4,) =0. Seja A}, = A, 4 J,w . Queremos que 2,(A4),)=0. De

QI(AL) = (0 obtem-se,
w=VHoA N+ S (2.23)

onde f é tal que V2f = 0. A outra condigio §2(A4)) constitui-se numa identidade,
nao restringindo entéo a forma de f. Dai, basta tomar w dado na forma (2.23). Com
isso mostrmos que os gauges adotados sao atingiveis. Considere agora A, e A4

configuragoes satisfazendo §2, = 0. Dal, sc obtem que
Vio =0

Adotando condigoes de contorno apropiadas podemos tomar w = cte., e com isso
satisfaz-se o critério da fixagdo do gauge.

Denotaremos os vinculos da teoria por,
q)] = Hg
B, = 011 — Le 04 — 2iell i)
2 (R 9 =%y (v)
D3 = 9, A;
. T2 b
D, = VA4, — OIl; — ‘;E,‘ja,'Aj

A matriz A = ( {®;,®;} ) tem a forma,

[ o 0 0 92 62y |
0 0 —Vg 62(:1:—3;) 0
A(:c,y) =
0 Vi 52(3—3;) 0 "vi é‘2(3""’9')
\ Vi 62(:c—y) 0 Vf: 52(1—3;) 0 }
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A sua inversa fica,

[ V52 e 0 Ve
-v? 62(z—y) 0 v:? 62(::—1,:) 0
A*I(Ivy) = ! !
0 VI ey O 0
| ~;2 ) 0 0 0

Os parénteses de Dirac sdo,
{Aot), Tiw)}? = —pei8y A5 =)

{Ao=), Ya)}’ = iepaw)AR (=-v)

{Aoe), Ty}’ = —iellyanAG ta-v)
{Ai2), I;(w}? = (=6 + BV 29; )8 (-
{Tie), T} = % (£:0.V720; — €40V 29; )6 (o-v)
{i=), Ypa}® = —ietan)Oy AT (e-v)

{ILi(a), H(w)a(y)}D = ien(aﬁ)o(y)aiyﬂle(r-y)

!

8056% (a—
2 50" (z—)

{$al@), Mg)sw}” =

tem-se também,

{E, E;YP = —pei;6%z—v)
{E;, BY? = £;;0;,6%(z-v)

{B,B}’ =0




Aqui obteve-se¢ os mesmos resultados para os parénteses entre os E{s e B's no
gauge de Poincaré. Isto de fato teria de ocorrer, uma vez que essas quantidades eram
invariantes de gauge. O termo de C.S. origina também parénteses néo nulos para as
componentes de II;{z).

Sustituindo os vinculos anteriores na hamiltoniana candnica tem-se,

1 .2
H, = ]de (SILIL + gg,-,-mAj + P g4t

3 4E‘jFij +

+ 2y 7°y O + 2mill(yyy°y — 20ellyyy"y A )

As egs. de movimento que se obtém sio andlogas as que foram obtidas no gauge de

Poincare, exceto por:

Ay = V7 (—pei;0ll; — 2ied; (T r®r'y )



Capitulo 3

Propagadores da Teoria Livre

No calculo de propagadores por integrais de caminho, faz-se integragoes sobre as diversas
configuragdes dos campos. Para sistemas descritos por lagrangeanas singulares, tem-
se a presenga de vinculos, ¢, = 0, envolvendo os campos, de modo que, as integragdes
funcionais sobre estes devem respeitar tais relagdes. Faddeev [10] resolveu este problema
para a situacdo de um sistema sujeito apenas a vinculos de primeira classe. Uma
extensdo ao caso de sistemas sujeitos a vinculos de segunda classe foi feita por Senjanovic

[11]. No método de Faddeev, tem-se a seguinte expressdo para o funcional gerador,

2] = N [T]idé] [16 (0] det({da,x)) ezp {i/d% (14, —’Hc—i—J“Ay]}
t ]
(3.1)
onde ¢; sao os campos da teoria e, ; = (¢,,xs) 0s vinculos, sendo : ¢, de primeira

classe e x; os de fixagio de gauge que verificam,

det({¢a,xs}) # 0
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Embora a forma do funcional gerador incorpore os vinculos de gauge, pode-se mostrar
que Z[J] independe deles.

A segui‘r, calcularemos o propagador para o campo de M.C.S. livre. A teoria livre
apresenta os vinculos, ¢; = Ily e ¢ = O,II; — £¢,;0,A; que séo de primeira classe. Dali,
devemos usar o método de Faddeev.

(i) Gauge de Poincaré

Aqu temos,

Ny = A,
X2 = —2i0; A0 + z.1L; + %Ez’jxiAj

(por conveniéncia, adotou-se para x uma forma distinta daquela do cap.2) Temos

também,

0 — GV 6 ay)
({ﬁbav Xb}) = .
¥V y 82 (z-v) 0

dai, det({¢a, Xs}) # 0, e independe dos campos de modo que pode ser absorvido em N.

O funcional gerador se escreve entio como,

Z(7) = N [[dA ] [dIL]6 (1] §[OTL —£ey0ia; 16 [ =) 8 [—=idido +

; . 1 1
+ ;1L + g&‘;j:c;Aj ] exp { zfd3$ [ —1I;A; — ZH% - Eﬂf — g&,’jHiAj

_¥

1
3 A? — —( Eija,'Aj )2 + H,80,A0 + %E,‘ja,'AjAo + JoAg — J;A; ] }

2
usando a delta funcional § [ Il |, a integragio em I, resulta,
Z[J] = N f[ QA ) [dIL;]8 [ OTL ~ Kei0iA; ] 8 (24 ] 6 [ ~2idido +
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+ a1l + %50‘-’3:'141 Jexp { i/d% [-ILA; - %
—-'u—2A2 l(e'-('fl-A‘)2_|_1].a.‘4 s B A A 4 Jodg — T A
g 4 T gl Bt Ho+25t,,30+00 A ])

7
H? - '2-€ng;Aj -

As outras deltas funcionais, na forima em que se encontram, ndo nos permite sua uti-
lizagdo de maneira vantajosa. Dai introduzimos os campos 7, ¢, £, e escrevemos as

deltas funcionais como integragoes sobre esses camnpos,

i A 1o 4
ZU) = N [1dA,](dn) [dy) [dC][dE Y exp (i [d'a [ Tl A, 12— 4
1
- %E,’j H;‘AJ‘ — §( 8,'5;(91"43' )2 + H,‘al'Ag + g—singAjAo + JgAg — LA+

n ( 8,-1],- — ge;jag.“lj ) + C ( —~$ia,'Ao + x,11; + gE,'J'.’E,'AJ' ) + E:E;A,' ] }

integragao em II;

Devemos integrar,

1 - |
/[dl‘[,-]exp{ifdam[—EH?-FHi("Aé—%EfjAj+5iAo—ai??+$iC)]}

Uma maneira de se resolver integrais desse tipo se suporta nos seguintes argumentos

(por sua vez bem pouco rigoroso):

(i} fazemos uma expansao das quantidades II; e — A; — £¢;;4; + 8,40 — O + aiC

em termos de um conjunto de fungdes ortonormais {¢,}:
I =) andui
—4; - gei,-Aj + 840 — Ot &l = En: b
(ii) e consideramos que a medida se transforma na forma:
[dII;] — H da,
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Dai,

1 .
] &z | --Q-H? +1IL{ —Ai - g-&'jAj + 840 - On+tzi()] =

= ZZ —%anam ]dsl' ¢ni¢mi+anbm _/dsw ¢ﬂf¢mi

= Z Z —%—anﬂ-mémn + anbménm

= ——ai + a,b,
I

n

1 1
= Z—-‘i(an—bn)2+§bi

n

que resulta,

j[dﬂ,‘-]e:rp{ } = cie.e:z:p{%Zbi}

= cte. exp { %jd% ( —Ai — —g—EiJ‘A,‘ + 8iAg — Oim + zi )* }

Dai o funcional gerador fica,

2

. 1
ZW) = N [[dA ) [dn]1dC]de)eap (i [ -5 a2 = 5 (eitid; F - i
Beooa s ot t (At Pend ¥ — o
- nzst,&AJ +Exidi + 5 (At Sei 4y )" — (ridi — (20 +
1 1 .
+‘2‘C2$2+§(ai(AO_n))2+(Ai+'g'5ijAj)ai(’“A0+7?)+
+ %Eija'AjAo + JoAo ] }

integragao em Ag

Na integracdo em Ap, ¢ conveniente fazer a mudanga de varidveis, —Ag +n — Aj,
dai, [dAg | — [dAl] e entdo,
/[ dApg|ezp{ } — exp{ z'/dazz: ( gE{jaiAj +Jon) }.
.j[dA{]]ea:p{i/ch [—%ABVQAB—
33
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— Ay (BiA; + peis0i4;+ Jo )] }

Fazendo expansoes do campo A/, e de &, (A; + pei;0,A; 4+ Jo ) em termos de um conjunto

completo de autofungdes do operador V?, V¢, = A, é,, tem-se,

fd%;[ ]_pz-i,\(a—b—“)%rbi
T A A o

e resulta,
f[dAo] exp{ } = cte.emp{ifdsm ( EEijBfAj'i’Jo)n'l‘
;(aA + pe 04 + Jo ) V72 ( BAk + penle A+ Jo )}

Dai,

Z) = N [lda]ldn] (] 1de ] ep (i [aa [~ a7~ L (e, - i
1.
e 77551';'6{/1,' + {xi A + 5 (A; + gfu : )? — Cxi A, - (x;0im + §C2$2
1 . .
+ = ( 6;.4,— + psi,-&-Aj + Jo ) v ( O Ap + usk;c')kA, + Jo )+

+{ lEu‘aA +JD "7]}

integracao em (

Jlde)ezp {5 [ &2 15007 ~C(mdi+adin)]) =
_ f[dg]emp{ifdsx[%czxz__l,zc(I;Ai—}-:r"ai’?)]}

T2

Desta vez usaremos um conjunto de autofuncdes ortonomais com peso z?, isto é, tal que

se tenha, [ d®zr ¢,2°¢., = 6. Dal, fazendo as expansdes usuais obtém-se,

/[dC]e-’L'P{ } — cte. emp{—-m/d3 (z:iA; + 2:0in )* }

x?
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o que nos leva &,

zZJ} = Nf[dAi][d’F][df]ﬂwp{ifd%[“%?z‘l?—%(EijaiAj)Q—J;A;+

1 ( ;E;A,- + :.r:,'aﬁ] )2 n
2 z?

+ A+ = (A + e,JA ¥ +ndo —

1 . :
+5 (4 + pe 0 A; + Jo ) V72 ( OAr + pendAr+ Jo )1 }

integragio em 7

1 A 0
Jlan)eep (i [ @a - EAXEONL 401y o eap i [ @ |50 (@di?)
.'L'
d ) a _ - :r:A :r:;;r:j .
i n]exp{zjdm[ug;(a-. P+ (Jo— "5+ 210401}
o resultado €,
Jlinteap{ } = eapli [z — 55 (aidi)?).
.’EA T;x; . 1 .’Ek/-ik a:ka:;
et e o2 B A e S Sy

K 1
N f[ dA,' ] [ df ] exp { ifd%: [ *-EA? _ 5 (s,-j&-A,- )2 -— J;A,‘ + {m;A,- +

N
&
I

1. :

%EijAj)z + —( O:A; + pei;0;A; + Jo )V OkAr + perOcAi + Jo)

( 3:,'}.1; :.U,.’EJ
22

Hé—m“g(xifif)g]}

1 .
+*(A;+

LA LT
k k+ k‘B;Ak)—

BiA )2 (24+EV )2 (Jo—

L\DI'—‘

Mas, temm-se que,

2
fd3$ - A + ,J fd3$ A Ai +,LLE,'J'AJ-: )+ %A?
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1 . .
[ 5 (Bdi+ piey0id; +00) V7 ( Qi + pewdedi+ Jo) =
1 . .
= /daif {5 (0Ai+ peis0id; ) VT8 (OuAn+ peniOAr ) +

. 1
+ ( O:A; + [LE.‘_,‘@,‘AJ' ) v? Jo + 5 Jo v~? Jo ]

lI.'kAk Ik.’l:l

/daa: ——(Jo— zid + Ttr" &;A; )T ( 2+ 2.V ) Jo — B Ay )

2 x?

]d%_wJox (242.V) J0+J0(f.€’f)~1x,-,é,-+
1z . .
5-%(3(3314))( .V)—I:Blfh

e também,

%(aj(xt}li))(fﬁ)_l $11£1; =0

[N R

1 X
3 2
o que resulta,

7] = Nf[dA | [de ] exp {i ]d%[— (A + pes Ay ) — (s;jaiAj)?*
— Jidi 4 Ex A + (aA + pei; 0 A; ) V72 OpAy + pene Ay ) +
. 1 -
+ ( 3;A; +,U.E,‘ja,’z4j ) V-2 Jo + 5 Jo V72 Jo — 5 Jo z* (24 2.V )_2 Jo+

+ Jo (EV ) 2;4; 1}

No que se segue, € conveniente expresarmos o campo 4; em termos de suas compo-

nentes longitudinal e transversa. Dai obtém-se,

1. .
-/d3$ ;A;‘ ( A; +,u5ijAj ) =
1., . o .
= fd% (544 + %Aiflﬂ 4 -’;f.s,-jAfAf + pei; ALAL + sUA’A’ )
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1 . .
/d3:c "2* ( 0;A; + H.E,’ja,‘Aj ) V2 ( O Ay + pen O Ay ) =
3 Ju2 R VI t o-24 Al
- fd ¢ — £ A4 DAL+ pei,0AL V0 A,
/ds.’l? ( 6,-4"1,' +pe,-j8,-AJ- ) Ve Jo =
= /daa: ( A:pE,’jajv—z.]o + Ai—a,‘v—2jg )

o que resulta na expressdo para o funcional,

1
zZ[J] = N f[dAH[dAH[dE}ewp{idew[—§AE(D + @) A - AL (i)
4 Alpei8V 2o + Al (24 2V )7 Jo + peg; ALAL — AL (i - €xs)
+ pe 0 AL VT QAL + ADV R g+ Alzy (24 2V )7

1 —
+3J0V‘2 JD—%J0m2(2+:'E.V)‘2JU]}

integracdo em A!

/[ dA!] ezp {ifd% A (Tt bri 4 OV ot o (24 2V ) o)) =
= 6 —Ji+ €z + OV o +zi (24 5V ) Vo]
A delta funcional acima também é equivalente a,
§[¢— %.L- + %a,-v“jo +(2+2V) 1]
O funcional gerador se escreve entéio na forma,
ZJ] = N [[dA;] [de] 5[{—%J,-+%6;V“2J'0+(2+:E’.5 Y 1o ]
exp {i [ [—SAL(D 4 @) A= AL (Ji= Em ) 4 Alpe 859,
b A (2429 ) j0+~;—Jo v-2 Jg-% Joz? (24 £9)2 D]}
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Usando a delta funcional, a integragio em £ resulta,

Zul = N ./[ dai]eap { jd3 __Ai (O + p?) A= AlJi + Alpeiio V72 o +

+A§a:,-(2+5:‘.V)“jo+3J0V Jg-—JDx2(2+ V) o+

+fo( avZJo—(2+f.6)—1jo)]}
Finalmente, a integracao sobre A! nos d4,

ZJ] = Ne:r:p{ideI[%Juv_QJO“%Joxz(24—5’6)—2 Jo +

1‘. 3' a
+ ( J,' — SL‘,'x—;Jj + x;x—;ﬁ‘jV"ng - ,ue,-jﬁ‘jV"ng ) . ( o + pz )_1

] =

Ty ey -z -
. ( J,-—x,—;EJk+:c,-§6kV QJO_“E;'L-B};V 2.]0 ) ] }
Arrumando os termos, tem-se a seguinte expressao para Z,

. 1 o S _ _
Z[J] = N ea:p{zfd3:1: -2—J0 (V22224 72.9) - 2V 3O+ p®) ' +

g = 2 1 1 -2
(2+Z V)V (0 + p?) ! ; V)V Jo+

0 -
+ [—2#653'33'"5;;‘7 r; + e
IiTk

+ 2Jp peg;05(0 + p?) TV T8y — *‘“’) Ji+ Ji (65 — Y5

donde se tem os propagadores,

1 .
Koo = 5 [V2—2X(2+42V)7? - V720 + 4 ) +( —2;:,5,-,-6-1\7"23:,- +

3620
0 = -2 CJ 2 -1 l -3 -2 &2 9
“1y-2 Lilk \ o9
Koi = ‘7;15;_J3 ( o + ,Ul ) \Y (6_ 22 )6 (z—%) (3-3)
- 2 y-1 TiZj | 2
Ky = (0 + p° )7 (&;— = ) 6% (z-v) (3.4)
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(i1) Gauge de Coulomb

Aqui temos,
X1 = GiA;
X2 = Ao — V7 (pei;0:A;)
(aqui trataremos com : distinto da forma usada no cap. 2) Temos também,

0 —62(2—1,:)
({¢arxe}) =
—v'zé?(:r—y) 0

dai, det({da, xs}) # 0, € independe do campo sendo entéo absorvido em N. O funcional

gerador se escreve entao

Z[J] = N/[dA,,][dnu]é[no]a[aini"%EijaiAj]é[aiAi]‘S[AU_

- 1

- Vpg ( [,LE,'ja,'Aj ) ] exp { ?,/d313 [ —H;A,' — %Hg -— :?'Hf - ge,-jH;AJ- —_
B2 a1 2 ' K

—gAT 5 €0i4; )"+ U0 Ao + Seij0iA; Ao + JoAo — JiAi ] }

A integragao em II; é feita imediatamente usando é [ IIg . Novamente, introduzindo os
campos 1, {, £, escrevemos as deltas funcionais restantes como integragoes funcionais

destes campos, de modo que o funcional Z resulta,

] . 1
z[J] = N /[ dA, 1 [dIL] [dn][d(][df] exp {1/d3$ [T A4; — EH? - %Et’jHiAj
B a1 2 p
- §Ai — ??.-( E;_,'@,'Aj ) + 11,8, Ap + EE;jaiAjAg + JoAg — JiA; +

+n (&1L — g5ijai~4j Y4+ C(Ag— V72 (pei;0iA;) ) +E(0:A: )] )

integracio em II;
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. 1 ;
j[dﬂ;]emp{z/d% [—-2—H3+H,-(—A.-+3‘-Ao~—§£;j/-1,'—3m)]} =

= cte. EXTD { %jdam ( A,- + %E;J‘AJ' )2 + 2( A,‘ + g—&,'jAJ‘ )8, ( n - Ao ) +

+{8 (n—40) )"}
Dai,

ZU) = N [(da,)[dn) (4} [de) exp (i [dn [~Eoa? — 2(cidin; -

1. . 1
_J‘.Ai+€(3f.ﬂi)+;(Ai+%5ij/'1j )+ 5(8 (Ao—n))+

+ (Ao—n) (A + pei;0A; )+ JoAo+( (Ao~ V72 (pei;0.4;)) )}

integracdo em Ao

Na integragéo sobre A;, novamente faz-se a mudanga de varidveis, —Ay + 19 — Ay,

o que resulta,

[1dadezpli [ dz [5(0:(Ao — m))* + (Ao — m)(@idk + eisdsy) + Joda + Aol =
= emp{ifdsm[Cn+Jon]}-
f1asy)eap i [ a _%Agvmg + AL (Bids + peisBid; + C+ o))
= cte exp {i/d% [¢n+Jdon] ).
exp | —; [ o [(8: + peisdea; ) V7 (O + pewdids ) +

+(C+J0)V“‘2(C+Jo)+2(8,-A,-+ue;j8,-Aj)V‘2(C+J0)]}
Dai,

ZU) = N [1dA) Ldn) () [de]eap {3 [ @ [~ A7 = J(e0idy V= T+
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1 .

FE( B ) + 5 At Seids ) = V7 (i Ay ) + Cn o+ Jon +
1 ' .

+5(CHTo) VT HJo )+ (B:di + peii0iA; ) V72 (C+ o ) +

1 . .
+ “2“( O A; + pei;0,4; Y V2 (O Ay + penOi A )]}

integragao em n

JldnTeap (i [ [Gn+dan)} = 8[C+Jo]

Usando essa delta funcional, a integracdo em ( é imediata, resultando,

Z{J] = N f[dA,-][df]emp{ifd%[—%A?—%(e,-ja,-Aj)z—J,-A,-+§(6,-A,-)+

1 . 1 ) X
+ ;( A + gﬁijAj )+ 5( OiA; + pei;0:A; Y V2 ( BiAr + pendi A1 ) +

JoV™? (pei;0:4;) ]}

Fazendo a decomposi¢ao de A; em suas componentes transversa e longitudinal tem-

se,
r t I - f 13 ! 1 2y gt
ZU) = N [(da) (L) [de]ezp (i [ [-AL(Ji+0E) - SAL(D + i) A&
+ A (=Tt ped; V72 Jo— 06 )] }
Aqui, deve-se notar que manteve-se o termo A!8;f = —(8; AL} no integrando. A presenga

dele é fundamental para que se faga as integragoes funcionais restantes.

integragdo em A}

_[[ dA; ] exp {i _[dsm [—*};Af (O 4 u®) AL+ AL(=Ji + pei0 V000 — 8i6)]} = cte.
-eﬁp{é .[d%[(_Je‘ + pei;0,V 20 — BEND + ) (T + peaB V2T — 86)]}
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Dai,

Z[J) = N [ldal][de] eap {i [ o [-AL (i +0.6) +

+ %(_Ji + pei;0;, V2o — B )NO + @) N (= Ji + ped V2 Iy — 8:6)) }
A integracio em A! resulta na delta funcional,
6[Ji+ 0]
que admite a forma equivalente,
§[V72Ji + €]
Assim, integrando em ¢ obtem-se,
Z|J] = Neap{ i/d?’.'ﬂ [—-"2—2.]0 (O+u>) 'V 2T+
+Jo V7O + pu*) 7 pei0; Ji + %Ji (O +p*) 7 (b — 8V 7%8;) J;) }

donde se tem os propagadores,

2

Koolzy) = _% (O + p? )1 V28 (3.5)

Koitz) = p (0 + p* )7 V2058, ) (3.6)
. _

Kij(zy) = E ( D+ .”2 )"1 (51'3' — 3ivﬂ263' )52(07.3:) (3-7)

Tanto no gauge de Coulomb quanto no gauge de Poincaré, temos que os propagadores
apresentam o termo comum, ( O + u? )71, que, no espago dos momentos, resulta,
,‘2_1?. Tem-se assim a presenga de pdlos em k% = u? > 0 o que indica a existéncia de
uma particula massiva na teoria. Expressoes (3.4) e (3.7) apresentam uma estrutura
semelhante, sendo os operadores (6;; — 232 ) e (&;; — &;V~28;) relacionados diretamente

2

ao gauge escolhido.
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Conclusao

No estudo da.quantizagéo de nossa teoria obtivemnos um sistema sujeito a vinculos
de segunda classe, os quais foram eliminados usando o método de Dirac. Como condigao
subsidiaria, consideramos os gauges de Poincaré e de Coulomb, dados respectivamente -
por 1 = z;A; e ¥ = 8;A; = 0. Tais escolhas apresentam caracteristicas interessantes: a
escolha z;A; = 0 nos diz que estamos tratando com um potencial vetor que é ortogonal
ao vetor posigdo Z, enquanto que 9;4; = 0, no espago dos momentos, nos da k;4; =0, o
que significa que estamos considerando A; como tendo apenas a componente ortogonal
ao momento. A cada uma dessas condigdes, temos de impor uma outra afim de que
possamos determinar os multiplicadores presentes em H.. Da mesma forma que na
QED usual, ao tratarmos o gauge de Coulomb, poderiamos tentar tomar 4y = 0. Isto
no entanto néo seria possivel, visto que ' = 0 = V24, = 8ILA + BeijOiA; e dal,
Ao = 0 = GIL;A + 46:;0;,A; = 0 o que contraria o vinculo A’ = 0 (ver cap.2). Tal
comportamento reflete o fato de estarmos tratando uma teoria com interagao, o que nos
impede de tomar A, = 0. Isto é visto do seguinte modo: A’ = 0 = G;A; + £¢;;0:4; =
2iell iy = p logo, de A’ = 0 segue-se, V24q = p = Ag = o= [ dyln|Z — glpw # 0.
Contrariamente a QED(3+1)d. no gauge de Coulomb em que se tem A! e II! invariantes
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de gauge, no nosso problema nao temos II! invariante.

Na obtengao dos propagadores livres do campo de M.C.S., utilizamos o método de
Faddeev, pois a teoria livre incorporava apenas vinculos de primeira classe. Na derivagao
da expressao para o funcional gerador, Faddeev considerava condigbes subsidiarias x,s
que verificassem adicionalmente {x.,xs} = 0, o que lhe permitiria tomar os x’s como
novas coordenadas canonicas. Entretanto, tal consideragdo nao parece ser necessdria,

visto que a expressao de Z|J] independe dos x, escolhidos.
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" “Apéndice A

Quantizacao Dirac

Sistemas descritos por lagrangeanas singulares apresentam dificuldades na sua quan-
tizagdo. O método de Dirac fornece um procedimento consistente para quantizar tais
sistemas. A seguir daremos uma breve exposi¢do desse método.

Seja um sistema com N graus de liberdade {g¢.}, descrito por uma lagrangeana
L(g,, ¢,). Devemos dar ao sistema uma descrigao hamiltoniana, dai introduzimos os

momentos canonicos, p,,, as coordenadas g, :

)
Pr = b4

, n = 1....N. (A1)

e definimos a fun¢io H = pngn ~ L(¢n, ¢.), onde as velocidades ¢, devem ser substituidas

pelas respectivas expressoes g, = f(gn,Ps) obtidas invertendo as equagdes (A.1). Isto no

entanto s6 serd possivel caso det( 3di2;:jm) # 0. Tratando com sistemas singulares tem-
21 _ : = — L ’ s ot
se det(5;35-) = 0. Seja entdo F = posto( aq.nadm). Temos que é possivel eliminar F

velocidades ¢, surgindo também R=N-F relacdes do tipo ¢(g,, p,) = 0, estas relagbes
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sao ditas vinculos primarios. Embora nio tenhamos eliminado todas as velocidades na

expressdo de H, tem-se que esta forma de H sé é influenciada por variagoes de g, € p,.

De fato : .
A X oL oL .
bH = 6pugn + Pnbgn — —8qn — —64,.
0¢n 04n
oL
- 6 n .n —6 n
Pnd aqn q
No caso ndo singular, a fun¢do H quando posta na forma H = H(q,,p.) é dita a

hamiltoniana candnica do sistema, H,, e aqui no caso singular, por abuso de linguagem,
usaremos a mesma nomenclatura. As equagoes de movimento do sistema sdo obtidas

minimizando o funcional
S = _/-dt(pnén - H) , (A2)

sujeito aos vinculos ¢,(¢.,pn) = 0. Isto é obtido usando o método dos multiplicadores

de Lagrange. Dai, ao invés de H, consideramos uma nova hamiltoniana,

Ht = Hc + urqbr(Qn-»pn)- (A‘3)

Aqui, tanto H; quanto H, sio fisicamente indistinguiveis. Os multiplicadores u, sao

inicialmente fungoes independentes de (gn,p,). Dali,

S = 6/dt(pnrjn~—Hc-urgb,) =0

resulta, para variagbes independentes de g, e p, (satisfazendo ¢(gnpm) = 0) :

- 8H 8y

4n = 5;: u"r_a-g;;
(A.4)

= aH, By

Pn = el T U
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Definindo o parénteses de Poisson entre duas fungbes do espago de fase, f(q,,pn) €

4{qrn, Pn) COmMo sendo :

_0f 9g Of 0y
8¢, 0p.  Opn0Ogn

{£,9) (A.5)

temos as propriedades :

{f,9} =~{g, f}
{fg.h} = f{g, h} +{f, h}g

{5, {g,h}} + {9, {h. f}} + {h.{f.g}} =0

e dai podemos escrever (A.4) na forma :

Gn = {tn, Hc} + tr{n, ¢+ }
(A.6)

Pn = {pn, He} + wr{pn, ¢r}
Na forma acima pode surgir uma davida : sendo ¢, = 0, teriamos {¢,, ¢, } = {¢,,0} = 0.
Entretanto, deve-se notar que em (A.5) os parénteses séo calculados levando em conta
derivadas relativas a todas as variaveis do espago de fase, de modo que as fungoes f e
g devem ser vistas como fungoes definidas por todo o espago de fase. Neste sentido,
quando se calcular parénteses de Poisson envolvendo os vinculos ¢,, estes devem ser
vistos como funcgoes P, == ¢,(gs, pn), € D80 apenas como definindo superficies no espago

de fase.

Poderiamos pensar tambem em estender o conceito de parénteses de Poisson a quan-

tidades independentes dos ¢/ s e pl s, como os multiplicadores u, por exemplo. Neste

caso admitiremos que os parénteses de Poisson existem mas séo indeterminados, valendo
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contudo as trés propriedades anteriores. Assim, terfamos (A.6) na forma,

Q"n = {Qnch + urqsr}

(A7)
Ia'ﬂ. g {pﬂ‘)HC + urér}
ou em geral, para uma fungio ¢(g,, pn),
9= {9, Hc +u.¢,) (A-8)

De fato,

9= {g, H} +1g,u, )6, + u {9, 6.} = {9, He} +u.{g, ¢}

onde o simbolo 2 é usado para indicar que os vinculos ¢, sio feitos zero apos termos
calculados todos os parénteses de Poisson da teoria (aqui dizemos que os vinculos valem
fracamente). Em outras palavras, significa que § estd tomando valores sobre a superficie
de vinculos.

A evolugdo dindmica do sistema determina ¢, ¢ p, como certas fungdes de
t, (gn(?),pPn(?)). Temos entdo uma aplicagio v : I C R — ¥ onde ¥ é a superficie
determinada pelos vinculos ¢, = 0. Mas, y(t) = (gn(?), pa(t)) deve ser necessariamente

uma curva em X, visto que (g, (t), p.(t)) deve sempre pertencer a ¥, dai devemos ter,

(Vr(gnpn))¥(t) = 0

(%=, 8y (% 22) = 0 (A.9)

9¢:99; 4 8¢:9p; _ |dér .
dq; ot 8p; B¢ T | dt T

que se constitui na chamada condigido de consisténcia dos vinculos. Vem que usando

(A.8) temos que as condigdes (A.9) resultam :

O::érmg{gbrch}"‘ui{éan’i} (R 6q3') (A]'O)
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A analise destas R equagoes pode resultar nas trés situagoes :

(i) 00, se {¢ H)=0e {dri) =0
(@) {$H)=0, se {$,,¢:} =0
(i5i) relagdes do tipo, {¢r, He} + ui{dr,é:} = 0.

Inicialmente fixemos nossa atengéo na situagdo (ii). Neste caso, tém-se novos vinculos
xr = {é., H.} = 0, ditos vinculos secundarios, ao qual devemos impor a condigio de
consisténcia, ¥ = 0. Aqui podemos ter novamente como resultado, as trés situagdes
anteriores. Caso tenhamos obtido novos vinculos, repete-se o mesmo processo a cada
um deles, até que chegamos a um estagio em que nao se produz mais nenhum vinculo
secundario. Admitindo um conjunto de K vinculos secundarios, englobamos todos os

vinculos (primdrios + secunddrios) na notagio

®,=(¢s,xx), r=1..R, k=1.K, p=1.R+ K. (A.11)

Para este conjunto de vinculos, ®,, testamos a condi¢io de consisténcia, (i)u >~ ()=
{®,,H.} + u.{®,,¢,}, onde o que sec obtém agora sio apenas os casos (i) e (iil) pois

supomos nio haver mais vinculos (o que exclui o caso (ii)). Entao, as equagoes :

{(PI-HHC} + ur{@ua¢r} =0 (A.12)

costituem-se num sistema de equagdes lineares nao homogéneo com 1 equagdes (I <
R+ K) e R incdgnitas u, (o fato de I < R+ K ¢ porqué algum dos &, pode ter sua
condigfo de consisténcia gerando o caso (1)).

Antes de prosseguir na analise desse sistema de egs., introduziremos a nogio de
vinculos de primeira e segunda classe. Uma varidvel A(gn,pn) é dita ser de primeira
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classe se {A,®,} =0, Vu. Caso isso ndo acontega, A(gn.r-) € dita ser de segunda classe.
Na nossa teoria, os vinculos @, sio as unicas quantidades linearmentes independentes
fracamente zero, qualquer outra quantidade fracamente zero sera uma combinagao linear
destes, isto €, algo do tipo a,®,. Dai se A(sn,pn) € de primeira classe, {A, ®,} =0, 0 que
pode ser reescrito numa igualdade forte como sendo, {A,®,} = r,,®,. E ficil mostrar
que s€ A(gnpn) € Blanpa) forem de primeira classe tem-se {A, B} também de primeira
classe.

Separemos entdo o conjunto de vinculos &, em vinculos de primeira classe ¢, =
(#i, Xa) (digamos em numero D, com d vinculos primarios ¢;, e (D-d) secundarios x,) e
de segunda classe £, = (¢;, xz) (digamos emn nimero T, com t vinculos primérios ¢;, e
(T-t) secundérios ;). Obviamente, D+T=R+K. Temos que as egs. (A.12) se escrevem

entao,

{‘P#a Hc} + ui{‘Puv (,‘b,} + u¥{‘Pm ¢'§} =0 (A'13)
{€u He} + il i} + {6, 4:3 =0 (A-14)

Sendo ¢, de primeira classe tem-se que a eq.(A.13) resulta, {¢,, H.} = 0, e como néo
existern mais novos vinculos temos que esta iltima ou serd algo do tipo 0 = 0 ou se

reduz a algum dos vinculos ja obtidos. Da eq.(A.14) obtém-se

{€us He} +ui{u, ¢} =0 (A.15)

que se constitul num sistema de T egs. e t incognitas u;. Admitindo que a teoria estu-
dada é consistente, deve ser possivel resolver o sistema de eqs.(A.15). Paraisto devernos
ter, posto( matriz aumentada)= posto(matriz dos coeficientes). Note que a solugéo desse
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sistema s6 permite determinar os t multiplicadores u;, ficando indeterminados d multi-
plicadores u;. Considere entdo U;, solugao particular de (A.15). A solugdo mais geral
¢ dada por, u; = U; + A V{,); onde V|,; séo solugdes linearmente independentes(li.) do
sistema homogéneo. A anilise de sistermnas homogéneos nos diz que existirdo solucoes
nao triviais se r=posto (matriz dos coeficientes)<t. Neste caso teremos (t-r) solugdes

Li. Vjpy;. Por uma rearrumagao das linhas ou colunas do sistema homogéneo podemos

escrever a matriz dos coeficientes na forma,

( {61, 61} - {¢1, ¢1} \
{#5, 61} - {35, 91}
¢ ¢i} - {90
({&u> ¢3}) = { bt }
{xi>#1} - {xi, 93}
\ {x7= 41} - {xgm 00} )

21

Temos que posto ({,,#:})=t. De fato, temos que r < t. Se r < t entdo as colunas de



({&., ¢;}) seriam linearmente dependentes [12]. Dai, existe § (1 < § < t) tal que,

[ (enés) ) [ (6 )

{¢3, 63} {63, ¢;}
{¢0, 05} | = Z’\i {¢:, ¢31
{x1. 65} {x1, ¢;}

\ {X’_T":'tnﬁt’ﬁ} / \ {X;F:b‘ﬁ_ﬂ ;

e daf,
(€0 03) = (6.5 X54), Wi

ou também, J
{6u b5 — 2 X653 = 0, Vi (A.16)

Mas, {£,} se constitui num conjunto de vinculos de segunda classe irredutiveis e linear-

mente independentes, d’onde se tem que,
(s — > A;¢; ndo pode ser vinculo de primeira classe (pela irreducibilidade)
i

(12)¢5 — Y _ A;¢; ndo pode ser zero ( os vinculos sdo linearmente independentes)
3

Dai tem-se que a eq.(A.16) nao pode ser satisfeita, o que nos leva a ter r=t (obs.:a irre-
ducibilidade significa que por uma combinagio linear qualquer dos vinculos de segunda
classe se obtem um vinculo de “segunda classe,” onde por “segunda classe” entendemos
nao ser de primeira. Caso isso nao se verifique, devemos fazer combinacgdes lineares
prévias no conjunto de vinculos @, afim de ter a irreducibilidade assegurada.).

52



A solugéo de (A.15) fica entao,

-y

e a hamiltoniana se escreve como:

H=H +U¢; + pidsi

Considere,
{(15;-, ¢}} {QS??X&}
{xa:¢:} {xa x:}

a matriz formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos de segunda classe £, =

A=

(¢;, xa).- Temos que A ndo é singular. De fato, se A fosse singular entfo existiria pelo
menos uma relagio linear entre suas linhas (ou colunas), digamos, AoA,, =20, V,. Mas

dai decorre que,

{/\agm é,u} = Aa{gm E.u} + fa{’\w 5#}

= /\a{é‘aa g,u} = )\uAu,u = Oy V,u

isto é, A €, teria parénteses de Poisson nulo com todos os vinculos de segunda classe
da teoria, e consequentemente A,£, seria vinculo de primeira classe, o que supondo a
irreducibilidade dos vinculos nfo seria permissivel. As egs. lineares em (A.15) ficariam

entao,

{é‘ch} + UiA.u? =

multiplicando por A;! temos:

AL Ho} + AZA U 20

ALl He ) +6,:U: =0
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isto é:
U, = ——A;‘ﬂl{ﬁﬂ,Hc}, se a =1
AMEL H)} =0 se a=a
Entao:
H = H.—¢:0,{€,, He} + uidhi
ou
H= Hc - X&Ag: {E;an} - ¢§Ai‘]{€paﬂc} + 'U'-{QS,'

H=H - {,,A:J {Eu:Hc} + ui;
neste ponto analisaremos mais cuidadosamente o papel desempenhado pelos vinculos
de primeira e segunda classe.

A nivel classico a presenca de vinculés de segunda classe nao apresenta nenhuma
inconsisténcia. A nivel quéntico é a presenca deles que torna inconsistente a passagem
a teoria quantica. A quantizagio canonica da teoria requer que fagamos a substituicio
dos parénteses de Poisson a comutadores de acordo com a prescrigao usual, { , } —
+ [ , ], e que imponhamos os vinculos (£,,¢,) como condigdes sobre os vetores de
estado quantico,

6# |¢>=0

©u | >=0

Agora, tomando quaisquer dois vinculos de segunda classe £; e £, devemos ter,

& [y >=0
£ {>=0
e dai
[&4.6] v >=0
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o gue corresponderia classicamente a algo do tipo, { £;,& } = 0, 0 que nao pode ser
tendo em conta que os { s sdo de segunda classe. Temos entdo que uma passagem con-
sistente a teoria quantica sé pode ser feita com vinculos de primeira classe. Devemos
entao “eliminar” os vinculos de scgunda classe da teoria. Uma maneira de se fazer isso
é utilizd-los diretamente para eliminar algumas das variaveis (que néo sao fisicamente
importantes) e a partir da{ redefinir os parénteses de Poisson referindo-se apenas aos
graus de liberdade restantes. Pode ocorrer que néo seja facil fazer tal eliminagao dire-
tamente. Neste caso a “eliminagdo ” dos vinculos de segunda classe € feita introduzindo

o parénteses de Dirac, definido como:
{A,BY ={A4,B}-{46}05{& B} (A.17)

em termos desses, temaos,

{gmB }D = { £ B } - { €s € }A;,cli{ €, B }
={&B}—8u{lsB}=0

isto €, os vinculos de segunda classe valem fortemente dentro dos parénteses de Dirac, e
com isso néo se tem mais a inconsisténcia anterior. Esta propriedade permite que substi-
tuamos os vinculos de segunda, classe £, por igualdades fortes £, = 0, “eliminando-os”
da teoria. O sentido dado ao termo:“eliminar os vinculos de segunda classe da teoria”
é exatamente esse, o de substitui-los por igualdades fortes. Eles, no entanto, continuam
presentes na teoria atuando sobre os vetores de estado.

Quanto aos vinculos primdrios de primeira classe, ¢.s, temos que eles sho os geradores

de transformacdes que deixam o estado fisico do sistema inalterado. Dirac [7] mostra
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1sso do seguinte modo: seja g uma variavel dindmica, temos que:

g+st) = g + g6t = gy + {g, H} 6t

= gy + 6t ({g, H.} + vi{g, ¢:})
onde H = H. + u;¢;. |

Sendo os multiplicadores u; arbitrarios, poderiamos ter escolhido outro conjunto %;

para representa-lo, e teriamos entao,

de+sty = g + 6t ({g, Hc} +u:{g, :})

tanto g(:+51) quanto g(t+61) representariam fisicamente a mesma varidvel g em (f + 6t),
isto porqué a escolha dos multiplicadores nao deve alterar a situacao fisica. Entretanto

a nivel formal, temos,

bg(i+6) = G(e+6t) — g(1+61)
= 6t(u; — wi){g, i}
=¢;{g,¢:} & : pardmetro inf. arbitrdrio.

Nesse sentido ¢ que dizemos que os vinculos primadrios de primeira classe sio geradores
de transformacoes que levam a mudangas em q e p mas que nao alteram o estado fisico

do sistema. Realizando duas destas transformagoes de maneira consecutiva:
G+st) = ge+s +eig, 4:}
Gty = Ge+o + {7, ;)
= ge+en +ei{g, &} +E{g + iy, 4}, 65}
Aplicando essas transformagées na ordem inversa temos:
g * sty = g + {9, &5} + {9 + E{g, ¢;}, &:}-
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Dai teriamos que:

69 = E;ei{g, {44, ¢5}}
o que mostra que {¢;, ¢;} também pode ser usado como gerador daquelas transf.. Uma
vez que os ¢;s sdo vinculos de primeira classe tem-se que {¢,, ¢;} é de primeira classe,
e dai, se escreve como uma combinagio linear de vinculos de primeira classe (primarios
+ secundarios). Com isso temos a possibilidade de incluir como geradores das transf.
que deixam o estado fisico do sistema invariante todos os vinculos de primeira classe da

teoria. Com isso em mente, escrevemos em vez de H uma hamiltoniana estendida,
He = H 4+ u;d; + uidhi + taXa
ou eliminando os vinculos de segunda classe, usando por exemplo os parénteses de Dirac,

He = H, 4+ uspq (A.18)

Neste ponto ainda temos o problema da presenca dos multiplicadores indeterminados

ul 8, que se manifestam na eq. de evolugdo de qualquer quantidade g¢{gnpa):

69 = ét(.ﬁa - ua) {g, (Pa}

Dai, variando o valor u,, obtém-se um conjunto de valores para g(gn.p.), todos estes
sendo fisicamente equivalentes. Para resolver um problema especifico, devemos fixar
unicamnente em cada instante um valor de u,. Para fazer isso, impomos ao sistema

condigoes subsidiarias, £, (gapn) = 0, de modo que suas condigées de consisténcia,

0= Q# = {Q,,H}+ Ua{ 2, Pa}
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resultem num sistema de eqgs. lineares que possibilite determinar os uls. Afim de que

1sto seja obtido é aconselhavel que:

(2) O ntmero de vinculos ¢, seja igual ao nimero de condigdes subsididrias ..

(i4) det({pa, 2u}) # 0.

Além disso é conveniente tomar £ s tal que se tenha {2,,Q,} = 0 (isto para o cdl culo
de propagadores por integrais de caminho). Temos entdo um sistema de D egs. e D
incdgnitas uy:

{4 He} + ua{, 0a} =0 (A.19)

considere também a relacdo (Sbvia):

{vs, He} + ua{ps, 0a} =0

Seja ¢, = (@, 2,). Podemos entdo compactificar aquelas duas altimas eqs. na forma:

{(a) Hc} + ua{g’a, (toﬂ'} g D (AZO)
Seja,
_ {Pas Py} {Pas Qu} B 0 {@as Q#}
{Q#!Q‘QCX} {QpaQV} ‘ {Qpn Wa} 0

Temos A inveréfvel, de modo que aplicando, A™! em (A.20) obtém-se,
A;al{ca) Hc} + UQA;ul {Ca, ('Qﬂ} =~ 0

Ab_al{ga) Hc} +uaA;alAaor = O

Aoy Ho} + tabpe =0
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que resulta,
u, = =AM, H.} se b=a
A {sa, H} =0 se b=y
Dai,
H.=H — QPGA;;{%’ HC]

mas, A7 ¢, H.} = 0 dail QA7 {s,, H.} =0, entéo:
H.=H - QMA;:{%:HC} - (PaA;:{Cach}

H,=H,—gA; ., H.} (A.21)

Ao introduzirmos os vinculos de gauge temos que o conjunto total destes é agora de
segunda classe e, portanto, deve ser eliminado. Novamente redefinimos os parénteses da

teoria, escrevendo,

{ ) }DZ{ ) }*—{ ’gﬂ}*A;bl{gbv }* (A'22)

onde por { , }* entendemos um parénteses de Dirac preliminar, usado para eliminar
os vinculos de segunda classe que surgem na definigao dos momentos e/ou no teste da
condigao de consisténcia dos vinculos.

Uma vez que estamos tratando com parénteses de Dirac os vinculos valem forte-
mente e dal ao invés de usar H, usa-se H,. Finalmente vale dizer que na passagem

dos parénteses de Dirac aos comutadores quanticos podem surgir problemas referentes

a ordenagao dos operadores.
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Apéndice B

Sobre operadores em 2d.

Em 2d. definimos o rotacional € o divergente de um campo vetorial como sendo
rot A=V xA=—¢;04; (escalar)
div A=V.4 =84 (escalar)
Para um campo escalar, definimos,
grad ¢ =V¢ =0,¢ (vetor)

rot ¢ =¢;;0;¢ (vetor)

Em 2d., temos também que,
Viog( |7 — Z| ) = 276 (7-2)
et = (Oaxbi1 — 8i1bji)
€Ak + ey = ex;Ai para Ay = Ay
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Um campo vetorial no plano, pode ser decomposto em componentes transversal, A' e

longitudinal A' satisfazendo 8,4 =0 e, —¢;;0;A' = 0. Isto é feito escrevendo,

1 1
4 = +5ij""'""—'rﬁaj¢ - —rv—__gam

onde a presencga do operador nao local vVV~2? garante a mesma dimensionalidade nos
dois lados da equagao.

Algumas propriedades de operadores

(i)

(ii)
(i)

)
[z (0w wf) = [daa(04ut)7y
para fungbes f que verifiquem, [d°z 8;(0f) = 0, onde O contém apenas operadores
diferenciais.
Mostraremos (iv), os outros resultados {de (i) a (iii)) se justificam de maneira
analoga.
Usando a expansao binomial escrevemos,

oo

(OB +u ) = 3 (—1) (949, )

k:i
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Para mostrar (iv) basta mostrar a va.lidade- de
/dS ( 1 n—1 —Zn( a,ua n ](‘L‘,f /d3:c I; n 1 —Zn( a,u )n-—lf Vn

Para n=1 temos,
/d3:r p iz f = /d3:c 2"t f

Suponhamos que para n=m tenhamos,
[z ()99, wf) = [ e a(-)nTuin( 040, )
entao,

fd3$ (_1)(m+1)—1p’—2(m+1)( 5“6;: )(m+1)—]($£f) —
= [z (-89, [(-1)™ V7 949, ) Dz f)
= [ @z ai(-1)"u (040, )" f + 28, w90, ) f )

= [Eaa(-)mum (00, )

O que finaliza a prova por indugéo. Tem-se assim a validade de (iv). (uma demonstragio
rigorosa contudo ainda deveria ser feita ,uma vez que néo se mostrou a convergéncia da
expansdo binomial do operador { O 4 p?)).

v)

A@)Bwbi(z—y = Bu)Alw)bi(e-v) = A@) Bl ()6 (2-v)

onde A e B sdo operadores.
A demonstra¢ao disso segue o mesmo procedimento utilizado no cap. (2), quando

se mostrou a equivaléncia entre duas distribui¢des. Quando escrevemos B! estamos
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nos referindo a forma que o operador B assume quando trocado de posi¢do na ex-

pressio, [d?zc fiz)B(z)g(z), isto é,
/ &’z f=)Beiglz) = f d’z giz)B=) f(z)
Nesse sentido ¢ facil ver que,
(@) = —(2+ZV)

(1+29) = (1 +2.W)

etc.. Para um operador inversivel O, tem-se que,
(o Ht ="

o que permite obter,

(Lot = 1

.V 242V
()t =
142V 142V
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Apéndice C

O Termo de Chern Simons e a

Estatistica Fracionaria

Teorias contendo o termo de Chern Simons levam naturalmente a uma transmutacio
na estatistica. Em teorias de campos, isto pode ser feito do seguinte modo. Dado um
campo de matéria ¢, com corrente U(1) conservada j,, e lagrangeana L,..(¢),
introduz-se um campo vetorial A,, acoplado minimamente a ¢, e considera-se a
lagrangeana,

[ = g-gf“’“Aﬂa,,Aa + AT+ Lonarte) (C.1)

Aqui, J, e Ly, s@o construidos de modo a serem, isoladamente, invariantes de

gauge. Dal, pelas transformagdes de gauge de A4,

A, — A=A, + 0w
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e do campo de matéria, tem-se,
L= L =L+, gs“"“a,,Aa +wl*)

o que torna a ago invariante de gauge se consideramos w indo a zero no infinito.

Das equacbes de movimento para A, obtem-se,
#E,‘ja,'AJ' - —Jg (CQ)

A discussdo que se segue é uma aplicagéo imediata da ref.[{2], ao caso de um campo de
matéria fermidnico. O procedimento consiste em eliminar-se o campo de gauge, usando
para isso a eq.(C.2) para eliminar A7, e posteriormente, uma transformacéio de gauge
para eliminar AF. Como resultado, os campos de matéria passarao a exibir uma relagiio
de anticomutagao distinta.

Em (C.1) consideraremos entéo,

L‘mat = E( i'}”ua,u —m )‘l)b

J¢ = cy*y
Fazendo a decomposigio de A; em componentes tranversal (AT = ¢;,0,4) e longitudi-

nal (A¥ = —8;() temos que (C.2) determina ¢,
1 .
oo = o / Py (0|7 — G + ete. ) Jot) (C.3)
que por sua vez nos da,
2 3:3'
= E,de Jo(y) (C4)
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Com isso eliminou-se a parte transversa de A4;.

Definindo, §2 = tan™! (%-f—'_-'-ﬁ—%, como sendo o angulo entre os vetores ¥ e § e usando

que, O, Q-9 = —E,‘ji"‘l""“l')'r;,:!;g tem-se AT = 8,( ———2;—# [ d*y Q- Jo(v) ). Definindo,
' €
O = ~5— f d*y Qz-7) Jolw) (C.5)
i

obtem-se,

¢ AT = 5,0 (C.6)

Usando (C.2) e a decomposigio de A; em termos de suas componentes transversa e

longitudinal tem-se £ na forma,
L= —pei; ATAF — ATJi — AL T+ 9 (34#8, — m W (C.7)

Podemos eliminar o termo —AFJ; de £ fazendo uma transformagéio de gauge dos

campos fermiénicos,

oo p=eTiy

Dai, em (C.7),
~ AL 40, —m ) — (—AF +eT0w) T — e o dy + P 1748, — m )y
que nos diz para escolher w verificando, fiw = ¢ A%, isto é,
w = i f &y (In|@ — 71 + cte. ) By Al w) (C.8)
Apés a eliminagio de AF a lagrangeana fica sendo,

L= —ATL+P( "0, —m W (C.9)
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Substituindo a eq.(C.4) em (C.9) elimina-sc A7 de L. Uma outra maneira de se
proceder ¢ redefinir os campos fermi6nicos de forma a anular o termo —ATJ;. Esta
segunda alternativa é o que nos vai permitir observar a transmutacio da estatistica do

campo de matéria. Assim, fazemos a redefinicao,
b = €O
¥ - F=Peio
com © dado de (C.5). A lagrangeana fica entéao,

L= —ATJ +e AT $‘MZ’ —(L)fb-%%;

Dai,
L = —O¢yy+¢(iy'd, —m )}
Inicialmente, tratando a teoria na sua forma invariante de gauge temos para o campo

de matéria os parénteses fundamentais,

{¥ale), Yp(0)} = —i8,56%(z—1)

(note que usamos por parénteses fundamentais os parénteses de Dirac, isto porque a
lagrangeana do campo de matéria é singular)

Em termos deste parénteses tem-se,

{al=), Jo} = —ie, ()8 (z-y)
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Supondo néo haver problemas de ordenamento dos operadores, temos a prescrigio usual

da passagem & teoria quantica,

Dai, tem-se,

[
[Yol(=), 0] = ﬁﬂ(y—m)wam (C.10)

Uma vez realizada a quantizagio da teoria, obtemos relagdes do tipo,

(i), ) = ...

Mas,

:@(m),l/) g0y . HOEHO(y)- ;,mﬂ(y w))ll)( )

: . . : 2o A
Yla)bly) = €@ hia)e®W ) = &/ (CEHOW g UT=2D 01t

o que resulta,

" - ~ iel o o - - ~
P + P = ... = @O0 TN hayply) + e7mn (WF-D=UE=D) iy

isto é,
~ - l't:2 - P - -~
( Yayhly) + e2ma NI D=UEDytpiony = . (C.11)

~

Nesta expressdo, as relagdes de anticomutagio dos campos ¢ apresentam uma fase

arbitrdria. Sendo (z-7) o &ngulo entre os vetores 7 e § tem-se que,

e2np(Q(§_£) Q(E 37)) — e (2ﬂ+1)
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que nos d4 as seguintes situagoes,

= 2mnr (me€Z) — ezlf?%(n(ﬁ"‘i']-“(f—i)) -1

(4)

®l%

- ~ je? B O F— N ~ - ~ - ~
Py + e T D=0E M) = Ylpbe) + P = ..

que € a relagdo caracteristica dos campos fermidnicos. Aqui ndo houve mudanga na
estatistica das particulas.

2 ie? o a
(22) —;— = (2m+41l)r — ezmp OT-2)-0UE-0) _
)

Dai,

ie?

e ATDED) = Yiayh) — P = ...

que € uma relagao caracteristica de bésons.

Finalmente,

(i34 2‘3—# 4 mr (mé€ 2)

o que nos leva ao caso de uma estatistica intermedidria a de Fermi e Bose.
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Apéndice D

A Matriz U

Numa formulacio puramente operatorial, o calculo da matriz S pode ser feito pertu-
bativamente através de uma expansac em série de poténcias envolvendo o paridmetro
de interacao. Para realiz_ar isto, devemos expressar os campos independentes da teoria
com interagao, ¢(z) e 7(z), em termos dos campos livres, denotados por ¢n(z), Minlz)
(que correspondem aos estados assintéticos da teoria). Isto é feito supondo que hd uma

correspondéncia um a um entre esses campos,
$(=) = U (0 in(a)U )
m(z) = U™ @)min@U)
onde U(y) é um operador unitario. A evolu¢ao temporal dos campos livres ¢ dada por,
$in = [Gin, Hop1)] (D.1)

onde, H2 () = U ') H U@ {e=0 ¢é a correspondente transformagio da hamiltoniana
livre. No caso de termos uma teoria com vinculos, ndo teremos relagbes de comutagio
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canonicas envolvendo os campos, de modo que, (D.1) nao se veriffica. Uma maneira de
se resolver isso é adicionar & H2 (1) um contratermo H? de modo a termos a equagao
correta para o campo livre. A seguir, construiremos a matriz U usando os gauges de
Poincaré e de Coulomb. O procedimento usado segue o método desenvolvido em [13].

(i) gauge de Poincaré

De (2.15) temos, fazendo e=0 e em seguida usando os vinculos Il =0 e §IIL —

‘;—E;ja,'Aj et 2i€ﬂ(¢)¢ = 0,

Hle=o = [d%(2iellypAo + LTL + e, 0L A; + S A At

(D.2)
+3F; Fy + 210y 7%y 0 + 2milly)7°9)
Dai, tomando por exemplo [Ygin, HS (1) com HY ) = U H,|e=0U () temos,
[Wains Hinl = 26%ain@®(2 + V) " igpinthin ~ 1°7 0tbain — im7™ain (D.3)

Em (D.3) temos que apenas os dois Gltimos termos aparecem na equagao de ., livre.
( daqui em diante néo se escreverd mais o indice in , todos os campos sendo considerados

como campos livres). Devenios entéo introduzir H} tal que, -
[Wale), HY) = 2e%16,72(2 + £.V) 2
Isto é obtido se tomarmos,

H? = 2¢? / f %2 dPyTL gy (0 Lgy @) T2 + 7.V ) 26%—2) (D.4)

Dai, a equagio para o campo livre ¥;, ¢ obtida usando HY, — H}. Seguindo o proced-
imento mostrado em [14], tem-se que a matriz U € solugdo da equagéo,

U=—HU



com,

H = H} + H} = ~2ic [@yTlyr™ Ay + H}

(ii) gauge de Coulomb

Novamente, partindo de (D.2) e considerando [ain, H.(t)], obtem-se a mesma

equacao (D.3). Tem-se aqui,

HE = —2¢° ff d*z A yIl gy g @Y m YV 262 -2 (D.5)

0 que nos permite determinar a forma da matriz U.

—}
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