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Resumo

Estudamos modelos de fermions na rede relacionados com o modelo de Hubbard, me-
diante uma técnica de grupo de renormalizagio no espago real (GR) que substitui as
redes de Bravais d-dimensionais hipercibicas por redes hierdrquicas da mesma dimen-
sionalidade.

Partindo do Hamiltoniano de Hubbard obtivemos, utilizando argumentos de simetria,
uma generalizagdo de dito Hamiltoniano (HG) que fica invariante em forma sob a trans-
formacdo de GR. O Hamiltoniano HG contemn, além do modelo de Hubbé.rd, diversos
modelos quénticos de interesse como casos particulares; calculamos os diagramas de fases

a temperatura finita, em varias dimensées , dos seguintes modelos:

¢ Modelo de Hubbard generalizado com banda semi-cheia (ntimero de eletrons igual ao
numero de sftioé da rede). Em particular analisamos o modelo de Hubbard usual
para d = 1, 2 e 3. Os resultados sugerem auséucia de transicio metal-isolante
(Mott) para todo valor finito da interagfo coulombiana no sftio, em qualquer di-
mensdo. A influéneia de interacdes entre primeiros vizinhos é analisada mediante
a incluséo de um termo de interagao magnética biquadritica no Hamiltoniar.o an-
terior. Neste caso, diferentes tipos de transigao metal-isolante aparecem. Os re-
sultados apresentam também evidéncias de supercondutividade, ainda na presenca

de interacoes repulsivas tanto no sitio como entre primeiros vizinhos.

*+ Modelo de Hubbard com ocupagho arbitraria da banda em dimnensdes d = 2 e 3.



Achamos para d = 3, além das fascs antiferromagnética (AF) e paramagnéticas
(P) esperadas, uma fase ferromagnética (F) a baixas temperaturas, separada da
fase A" por uma regido P com alta concentracio de eletrons (moméntos locais
desordenados). Nao se encontraram evidéncias de transi¢des de primeira ordem,

emd=2nememd=3.

Modelo de Schlottmann (uma certa generalizagio do modelo tJ) para d = 2 ¢ 3.
Em d = 2 achamos transi¢bes de primeira ordem entre uma fase rica em eletrons e
outra rica em buracos. Estas transicbes desparecem para valores pequenos da in-
teragio de troca. Para d = 3 achamos um diagrama de fases altamente complexo,
no qual podem-se encontrar diversos tipos de compoftamentos criticos (mcluinc -
- pontos tricriticos e pontos criticos terminais). A comparacdo com resultados ex-
perimentais mostra que este modelo fornece, a0 menos no que diz respeito s pro-
priedades magnéticas, uma descrigio completa (pelo menos qualitativamente) dos
diagramas de fases de compostos cerdamicos supercondutores a altas temperaturas
que contem: planos de CuQ (e.g., compostos das familias do La e Y7). Nossos resul-
tados predizem também a possivel presenga de pontos tricriticos nos diagramas de

fases desses compostos.
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Abstract

We study fermion models on a lattice related to the Hubbard model, by using a
real space renormalizaction group (RG) technique. Our approach consists in replacing
d-dimensiona! hypercubic Bravais lattices by hierarch.ica.l lattices of the same dimension-
ality.

Starting our analysis {from the Hubbard Hamiltonian we obtained, by means of sym-
metry arguments, a generalization of such a Hamiltonian (HG), wl Lich-remains invariant
under the RG transformation. This Hamltonian contains, besides de standard Hub-
bard one, many interesting quantumn models as particular cases; we calculate the finite

temperature phase diagrams, for different values of d, of the following models:

¢ Generalized half-filled band modecl (number of electrons equals the number of lattice
sites). As a particular case we analyze the phase diagram of the standard half-
filled baz.d Hubbard model for d = 1, 2 and 3. Our results suggests that no
metal-insulator transition (Mott) exists for finite values of the intra-site Coulomb
mmteraction, for any value of d. The influence of first nearest-neighbors interaction
1s analyzed by including a biquadratic exchange interaction term in the Hubbard
Hamiltonian. In this case, different kinds of metal-insulator transitions appear.
Evidence of superconductivity, even for both intra-site and first-neighbors repulsive

1mteractions, 1s presented.

¢ Hubbard model with arbitrary occupatio:. of the band. Besides the expected an-



tiferromegnetic (AF) and paramaguetic (P) phases, we found a ferromagnetic (F)
one at low temperatures. The AF and F phases are separated by a P region with
high density of electrons (disordered local moments). No evidences of first order

phase trensitions are found, neither for d = 2 nor for d = 3.

Schlottmax_m_’s model (a certain generahization of the tJ model) for d = 2 and d = 3.
For d = 2 first order phﬁse transitions are found between a hole-rich and an electron
rich phases. These phase transitions disappear for low values of the exchange pa-
rameter. For d = 3 a very complex phase diagram is encountered. Different kinds
08 c;‘itical behaviours (including tricritical points as well as critical-end points) are
present. A comparison with experimental results shows that this model gives, at
least as far as the magnetic properties arc concerned. a completc description (at
least quaiitatively} of the phase diagram associated with high temperature super-
conducting compounds containing CuQ planes (e.g., La and ¥ based compounds).

Moreover. our results predict the possible presence of tricritical points in these

phase diagrams.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das areas de maior importancia na fisica do estado sélido é o estudo dos .esta.dos
eletronicos em cristals, j4 que constitui a base para a comprensiao de ume prande var-
iedade de fendmenos, tais como magnetisnio, propriedades de transporte, propriedades
éticas, supercondutividade, etc. Mﬁitos destes problemas podem ser estudados na base
de uma aproximacio de particulas independentes, ora desprezando a interagao elétron-
elétron, no caso em que esta seja suficientemente fraca., ora utilizando uma repre-
sentacdo de quasiparticulas independentes que obedecem a estatistica de Fermi, ainda
10 caso em que a interacao é forte. Este ltimo esquema é conhecido como a teoria dos
liquidos de Fermi. Existe poréin, uma série de fendmenos nos quais a correlagéao entre
elétrons joga um papel determinante e onde a aproximacgéo de particulas independentes
resulta inviavel, Conseqiiéntemente, estes fendmenos devem ser considerados como prob-
lemas propriamente de muitos corpos, aumentando assim enormemente a complexi-
dade do tratamento tedrico. Alguns exemplos tipicos sao a transi¢io de I\EOT:[ [1,2.3],

fendmenos magnéticos (e.g.. magnetismo itinerante, ferromagnetismo e antiferromag-



netismo em isolantes, etc) {4,5], supercondutividade a baixas {6] e altas [7] temy cra-
turas, etc. Em particular, os exemplos citados encontram-se profundamente relaciona-
dos. Qualitativamente, a transicio de Mott é um fendmeno cooperativo que surge da
competigdo entre a tendéncia dos elétrons a ficar delocalizados no cristal (isto é, pela
energia cinética e a interagao com o potencial da rede que favorecem a existéncia de
autofuncoes estendidas) e a repulsao coulombiana entre eles que t-1de a mante-los afas-
tados uns dos outros, favérecendo assim a localizagdo. anndo a repulsdo coulombiana é
suficientemente forte comparada com o ganho de encrgia pela delocalizagéo, os elétrons
podem ficar completamente localizados. Assim, sistemnas que segundo o esguema de
particulas independentes espera-se que sejam condutores (e.g., sisternas com um elétron
por atomo na capa mais exterior) poderm resultar isolantes. Materiais que possuem estas
carateristicas §80 conhecidos como isolantes de Mott (N. F. Mott fo1 quem primeiro ex-
plicou este fendmeno [2]), e foram mu’to estudados nas decadas de 1960 e 1970; alguns
exemplos tipicos séo certos oxidos de metais de transicao, tais como NiQ, Co0. Va,Os,
ete. [1].

O mesmo mecanismo que gera os isolantes de Mott produz interagdes de troca entre
os spins dos elétrons (ainda no caso em que o material nio vire isolante) [4,5.8]. Assim. a
maioria dos isolantes de Mott sdo materiais magnéticos, tipicamente antiferromagnetos.

O descobrimero recente de materiais supercondutores a altas temperaturas {7] ren-
ovou o nteresse nos isolates de Mott nos idltimos anos. Tipicamente estes materiais
sdo compostos cerdumicos, cujos atomos encontram-se ordenados em forma de camadas,

com células un’tdrias muito complexas do tipo das perovskitas {9,10]; quando dopidos



(isto é, quando s mtruduzem impurezas), por exemplo, com terras raras, estes compos-
tos podem virar supercondutores. Muitos desses materiais possuem planos (camadas) de
CuQ, sendo estes em geral isolantes de Mott no seu estado normal (isto €, sem a presenga
de dopantes). Um paradigma é o composto Lay.. (X ),CuQy, onde X = Ba ou Sr. O
composto nio dopado LaQCuQ4 possul um eletron {em media; por sitio e é um dos ca-
sos mais claros de isolante de Mott. Este ma.‘terial exibe cor-relagf)es' antiferromagnéticas,
principalmente nos planos de CuC. Um dos problemas tedricos de maior relevancia na at-
ualidade ¢ determinar a relacio entre antiferromagnetismo e supercondutividade nestes
compostos, j4 que se acredita seja esta a base do mecanismo microscépico subjacente na
supercondutividade a altas temperaturas, sendo que até o momento nio existe nenhuma
teoriz que de conta em forma completa deste fenomeno.

O modelo mais simples que contém a fisica dos isolantes de Mott (e de outros
fenémenos relacionados) é conhecido como modelo de Huibard e fol introduzido mais
) .menos simultaneamente por diversos autores {8,11,12], devendo seu nome aos trabal-
hos pioneiros de J. Hubbard [11,13]. Este modelo tem sido aplicado no estudo de uma
grande variedade de sistemas, entr os quais podemos citar os isolantes de Moti (um
resumo bastanie completo pode-se achar na Ref.{14]): ¢ magnetismo itineran.'tc {entre os
inumeraveis trabalhos neste topico, alguns dos mais representativos podem-se encontrar
em {15,16,17] e nas referéncias alf citadas); as propriedades estaticas do *He [18]; os sals
organicos [19.20]; os modelos de cristalizacao cm solidos {21] ¢ a supercondutividade a
altas temperaturas (wm muito bom resumo com uma lista completa dos trabalhos mais

relevantes no tépico encontra-se na Ref.[22]). Em relacao ao dltimo tdpico cxiste um



outro modelo de grande relevincia, conhecido como maodelo tJ [23], o qual pode ser ma-
peado no modelo de Hubbard em certo limite. Porém, fora desse limite os dois modelos
apresentam comportamentos diferentes, e existem argumentos que indicariam o primeiro
como sendo um methor candidato em relagio a supercondutividade do que o segundo
(este ponto se analisard com maior detalhe no capitulo 5).

Apesar da relativa simplicidade,. destes modelos, poucbs resultados rigorosos existem
até o presente. os quais alids, se reduzem quase exclusivamente a sistemas unidimension-
als a temperatura zero (entre os mais importantes podemos citar a solugio exata de Lieb
e Wu [24] do estado fundamental do modelo de Hubbard e resultados recentes no modelo
tJ [25]). Alguns resultados de carater geral também existem para dimepsées maiores
126,27,28]. Os mais variados métodos tem sido aplicados afim de obter informacéo, pelo
menos qualitativa, ucérea do comportamento destes modelos (arssim como de outros rela-
cionados, e.g.. o modelo de Hubbard estendido [29,30]), especialmente a temperatura
zero. Porém. a despeitc de todo esse esforqo, ainda néo se conhecem as respostas a
muitas questoes (algumas delas fundamentais) acérca destes modelos, ji que em muitos
casos nao existe acordo (nem sequer qualitativo) entre os resultados fornecidos pelas difer-
entes aproximagoes. Assim, por exemplo, nio se conhece em geral o estado fundamental
destes modelos em dinxnsées d > 1. Portanto, a alta complexidade destes problemas, as-
sim como a falta de uma quantidade minima de teoremas gerais que possam Servir como
teste dos métodos aproximados, fazem com que a dnica maneira de avanzar na com-
preensao destes imodelos seja, por enquanto. a confrontagio entre a malor quantidade

possivel de solugdes aproximadas.



Neste trabalho estudamos as propriedades criticas a temperatura finita de um modelo
que generaliza os anteriorés. A analise € realizada mediante uma técnica de grupe de
renormalizagio no espago real (GR).

O GR é uma das técnicas mais poderosas que existe para o estudo de fenémenos
criticos, e tem sido aplicada intensivamente em sistemas cldssicos [3i,32,33]. Contudo, «
' aplicagéo em sistemas quanticos tem sido mais limitada devido, entre outros motivos, as
complicagoes derivadas da nao comutacio entre os operadores envolvidos, especialmente
a temperatura finita. Em particular, pouco tem sido feito no caso dos modelos de fermions
na rede (no caso do modelo de Hubbard para d = 1 [34,35,36,38] e para d = 2 [37]).

A aproximacao utilizada neste t.ra.balhé consiste em substituir as redes de Bravals
d-dimensionais por redes hierdrquicas (fractais) de dimensionalidade d. .Esta técnica
temr-se mostrado uma ferramenta poderosa no estudo de fenomenos criticos em sis-
temas de spins quanticos [39,40.41]. E importante destacar que os resultados obtidos
nao sao exatos {a diferenca do caso cldssico) para a rede hierdrquica, devido ao prob-
lema da nao comutacio entre operadores. Poréin. estes resultados sdo asintéticamente
exatos a altas temperaturas [39,41], e se acredita sejam uma boa aproximacdo ainda
para {relativamente) baixas temperaturas. O procedimente ¢ baseado nwmn célculo
de trago parcial realizado num “cluster” (isto é, célula) de tammanho finito (cujas it-
eragoes pgeram a rede hierdrquica) preservando no calculo certas correlacbes quanticas.
A aplicacdo do método requer que a forma do Hamiltoniano se preserve exatamente na
operagao mencionada (isto é, que nao se realizem aproximacoes de truncamento).

Partindo do Hamiltoniano de Hubbard construimos, utilizando argumentos de sine-



tria, um Hamiltoniano muito mais geral que chamaremos o Hamiltoniano de Hubbard
generalizado {HG) {42], o qual se mantem invariante em forma sob a transformacio de
GR. Este Hamiltoniano contém como casos particulares os modelos de Hubbard e tJ,
asstm como muitos outros modelos de interesse, como por exemplo, o modelo de Heisen-
berg anisotrdpico. Utilizandc; as equacoes de recorrencia do GR correspondentes ao HG
estudamos, dentre os diversos casos particulares possiveis, aqueles que sio considerados
mais relevantes no que diz respeito de propriedades magnéticas, transicbes metal-isolante
(Mott) e supercondutividade.

No capitulo 2 o modelo de Hubbard é introduzido. Um breve resumo das propriedades
gerais mais importantes é apresentado; certas propriedades particulares de interesse para
o resto do trabalho séo analisadas com major detalhe, pondo énfase em certas simetrias
do Hamiltoniano.

O capitulo 3 é dedicado & construcio de um GR adequado ac presente problema
[43]. Diversos detalhes do método (tais como a escolha correta do cluster, as diversas
aproxunacoes envolvidas, etc) sao discutidos. O Hamiltomano HG é derivado, e uma
classificagao. em base &s simetrias, dos diferentes modelos pariiculares contidos nele,
assim como dos subespacos (do espago de pardmetros) invariantes sob GR associados, é
apresentada.

No capitulo 4 apresentamos os resultados correspondentes ao caso geral de banda semi-
cheia [43] (ntmero de elétrons em media igual ao ntumero de sitios da rede). Este caso
tém associado un subespacio invariante de 6 parametros que inclui, é claro, o modelo

de Hubbard usual com banda semiclicia (2 pard metros) como caso particular. Este
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ultimo modelo ¢ estudado em dimensdes d = 1, 2 € 3. Os resultados sdo comparados com
outros obtidos por diferentes métodos. O efeito de introduzir interacbes entre elétrons
localizados em sitios primeiros vizinhos é analisado em dimensoes d = 2 e 3, mediante a
inclusao no Hamiltoniano de Hv bbard de um termo de interagio magnética biquadrdtica.
A estrutura do diagrama de fases no espago de 6 parametros assim como alguns efeitos
das approximacoes ﬁtiliza.da,s sao analisadas em geral.

No capitulo 5 o modelo tJ é introduzido. Um resumo geral de suas } priedades
mais importantes, assim como da sua conexio com o modelo de Hubbard e com a su-
percondutivida: de alias temperaturas sio apresentados. Um Hamiltoniano tJ gene-
ralizado {modelo de Schlottmann [44]) é derivado a partir do HG num limite de cor-
relagoes coulombianas infinitas. Este Hamiltoniano, que p-ssul um parametro a mais do
que o Hamiltoniano tJ standard (3 parametros) , resulta também invariante sob GR.

No capitulo 6 calculamos o diagrama de fases completo no espago de 4
parémetros correspondente ao Hamiltoniano tJ gencralizado [108]. Alguns resultados
sao comparados, quando possivel, com as predi¢des feitas por outros métodos aproxima-
dos, ja que até onde nos sabemos, este ¢ o primelro calculo que existe do diagrama de
fases deste modelo & temperatura finita até o momento. As implicagbes destes resulrados
respeito das propriedades magnéticas dos materiais supercondutores a altas temperaturas
sao discutidas.

No capitulo 7 estudamos o modelo de Hubbard com ocupagéo arbitrarna da banda
(nimero arbitrario de elétrons) utilizando as equacoes de recorréncia do Haniltoniano

HG [117]. Sob renormalizagio, o Hamiltoniano de Hubbard é mapeado uum modclo tJ



generalizado efetivo. Assim, utilizando os resultados do capitulo 6, calculamos o diagrama
de fases e-m dimensdes d = 2 e 3. Os resultados comparam-se com os correspondentes
obtidos por outros méiodos aproximados.

Fimalmente no capitulo 8 um resumo das conclusées, assim como uma discussio das

posiveis extensoes do trabalho, - 40 apresentadas:



Capitulo 2

'O modelo de Hubbard

Neste capitulo introduzimos o Hamiltoniano de Hubbard e descrevemos brevemente
algumas das suas propriedades basicas. Em particular, certas propriedades de simetria

necessarias para a aplicacgdo posterior do grupo de renormalizacio sao discutidas.

2.1 O Hamiltoniano de Hubbard

Consideremos uma rede em d dimensdes. Por simplicidade vanios podemos pensar, por
enquanto, numa rede de Bravais hiperctubica com pardmetro cristalino unitdrio. Em
termos gerais. o Hamiltoniano de um sistema de elétrons interagentes na rede i)ode-se
escrever, numsa versao de primeira quantizacio, como

H:Zh(ﬂ)#—%Zl'(ﬁ—F}) (2.1}

i y

onde a soma € sobre todas as particulas (elétrons): 7 denota a posicao da particula
2; h contém as energias cinética e a de interagéo coin potenciais externos, tas como a

potencial cristalino: V' representa a interagiio elétron-elétron.
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Uma base ortonormal conveniente de estados de uma particula para este problema,

sdo os estados (também chamados de orbitais) de Wannier [45];

PuilT) = Jp 2 XD (—ik.R) () (2.2)
k

onde o indice n indicaa banda: - p séo as funcbes de Bloch correspondentes ao problema
sem 1ntera¢do (isto é , autofuncdes de'h); os vetores k perténcem a primeira zona de
Brillouin; A € o nimero de sitios da rede ¢ o indice ¢ denota o sitio da rede ligado com
o origem 0 pelq vetor da rede E;. Da Eq. (2.2) e da propriedade das funcdes de Bloch
W, (7 R = exp (iR Bi) ¢, 5(7)
Vvemos que
‘r”ﬂi(?:‘) = @rolF — Et} (23)
1sto é | para cada baz.lda (nao degenerada) corresponde um unico orbital de Wannier e o
resto deles lobtem—se por traslagdo. Dado que o modelo de Hubbard {na sua versio mais
simples) considera uma tnica banda ndo degenerada (banda s), sé precisamos de ums
unica fungéo de Wannier (7)) centrada no origem, e o resto das func¢des estaram dadas
por
o7y = ¢ (i R;) (2.4}
Introduzindo agora os operadores de criagio e aniguilagéo c:-"(,, ¢i» de um elétron

1o estado ¢; com spin ¢ =T7,|, podemos reescrever o Hanultoniano (2.1) numa versio de

segunda quantizacac como segue:

A= =3t el o +3 SO5 G5 VIRD el el cneres (2.5)

o ijkl ao’
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onde
ty = — [ 47 91(7) () 937 = 1 (2.6)

(VI = [d7dr i (7) () VIF - 7) oul7) () (2.1)

Assumimos que tanto k como V nio dependem do spin; as energias sao normalizadss de

maneira que t;, = 0.

O modelo de Hubbard define-se entio medianie as seguintes aproximacoes:
1) Aproximagéo tipo “tight-binding”:

t quando t,7 sao 1°° vizinhos
0 em qualquer outro caso

onde f é conhecido como pardmetro de “hopping”.

1) Assume-se que a interagéo elétron-elétron somente é efetiva a distdncias curtas;
assim. conservamos sé o termo dominante na segunda soma da Eq. (2.5), que

correspoude & situagdo em que os dois elétrons encontram-se no mesmo sitio

(@ V] kD) = o (2.9)

0 em gualquer outro caso
Neste cazo. o principio de exclusio de Pauli impde que os dois elétrous tenham spins

opostos. Com estas aproximagoes o Hamiltoniano de Hubbard tem a forma:

Hy = —1 Z (ija(“j_n + C}:a(li,a) + [}Z”M”z‘l (2.10)

(i’j)v“
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onde n;, = ¢!, c;, ¢ o operador niimero de ocupacao e (z,7) denota soma sobre todos

os pares de sitios primeiros vizinhos.

O modelo definido pelo Hamiltoniano (2.10) é exatamente solivel nos seguintes limites:

i) ' = 0. Neste caso, o Hamiltoniano (2.10) pode-se diagonalizar mediante uma

transformada de Fourier:

Cio = J,ﬁ Zexp (Hlféz) i (2.11}
F
onde os operadores c%o correspondem aos estados de Bloch definidos na Eq. (2.2).

O Hamiltoniano diagonalizado fica da forma

com

- ~ VFE
elk) = —1> &t (2.13)
g
a energia da banda, e onde ¢ séo vetores da rede que apontam na direcio dos
sitios primeiros vizinhos de um sitio arbitraro. Para uma rede hipercibica em d
dimensoes temos

d
e(ky=-21 > cosk; {2.14)
=1

donde vemos que a largura da banda ¢ W =4 d | ¢ |, e em geral para uma rede de

Bravais arbitraria teremos W™ o] |.

i) { = 0. Neste caso obtemos

H{:(} = E: 2712',17“1',] (215)



13

Para U > 0, isto é, interacdes repulsivas, os clétrons tendem, no estado funda-
mental, a preencher todos os sitios da rede sem produzir dupla ocupacio entanto
seja possivel. Os estados excitados obtem-se entao de produzir um ou mais sitlos
com dupla ocupagéo a partir do estado fundamental. No caso em que o niimero
de elétrons N = A .Conhecido como banda cemi-cheia (este nome se deriva do
fato de que para I = 0 este nimero .le elétrons preenche exatamente a mitade da
banda (2.13)), o estado fundamental vai possuir exatamentc um elétron localizado
em cada sitio, tendo uma degenerescéncia 2% pelo spin (em auséncia de campo
magnetico externo). E assim de se esperar que ao “ligar” o termo de hopping ro
Hamiltoniano (2.10) os elétrons continuermn localizados no caso em que | i< U,
que ums transicao de um sitio a outro (“hopping”) vai criar dupla ocupacao, pro-
duzindo assim um aumento de energia ~ [". Neste caso o sistema serd um isolante

e recuperamos assim a descrigdo bésica de um isolante de Mott feita no Cap.1.

Para " < 0, pelo contrario, os ciétrons vao tender no estado fundamental a e
agrupar €11 pares num rﬁesmo sitio. O estado fundamental serd também multiple-
mente degenerado neste caso, devido as diferentes configuracbes possiveis de N/2
sitios com: dupla ocupacio. Para | T || U | é de se esperar que os elétrons pulem

apareados, ja que “quebrar” um par produz um aumento de energia ~| U |.

A temperatura finita a termodindmica do modelo vem dada pela funcio de gra-

partigio

Zy{p, Uty = Zy = Trexp{Hy) (2.16)
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onde o Hamiltoniano de Bubbard adimensional ¢ definido como

HH = _‘5HH + ‘uN =t Z (C:[,UCJ"U + C}’aci,a) - [-' Eﬂ-,"ﬂli’l + H Z Ny o (217)

(i.3)0

onde = 1/kgT,t = 1, U = BU e u sio respetivamente os parametros de hopping,
interagdo e potencial quimico adimensionais; N = ., (ni;1+n;;) é o operador

mimero total de particulas.

2.2 Propriedades de simetria

A analise do grupo de renormalizacao simplifica-se em muitos aspetos mediante
o uso de simetrias des Hamiltonianos envolvidos. Introduzimos nesta secio as
transformacoes unitarias que definem ditas simetrias.

2.2.1 Operadores de spin e de carga

Introduzimos agora os operadores de spin local associados com o sitio 7
1

S,Z = m,1—wn,1
5T = ST458; | (2.18)
e | A
onde
SI+ = Cin(':’z'-l.
' (2.19)
S, = ey

1A definigao usual dos operadares de spin inclui wm fator © que no presente trabalho é eliminado por

simplicidade



Os operadores (2.18) possuem autovalores 0,%1 (com o 0 duplamente degenerado);
porém nto devem confundirfse com operadores de spin 1. E simples de verificar que
estes satisfazem as relagdes de comutagdo correspondentes a algebra de Lie SU(2).
Se consideramos o espago de Hilbert relativo ao sitio ¢ (4 estados: vacuo. dupla-
mente ocupado ¢ os dois estados de spin para ocupagao simples) vemos que ditos
operadores se reducem s matrices de Pauli no subespaco de ocupagao simples,
enquanto que no subespago de estados com ocupaééo dupla e nula eles agem como
operadores de spin zero, isto é, destruindo cles (e por tanto satisfazem de marneira
trivial a- relacoes de comutagio ). O operador de spin total do sistema é dado
por

S5=>5 (2.20)

Emn forma semelhante introduzimos os operadores de carga

Pl = ni g — 1
plo= pf+pr (2.21)
ol = ~ilpt-0o7)
onde
pi = ('3,1%111
(2.22)
pi = GG

Estes operadores tem as mesmas propriedades do que os operadores de spin
(2.18), s0 que neste caso eles agem como operadotres de spin 1/2 no subespaco
de ocupacdo dupla e nula, e como operadores de spin zero no subespaco de

ocupacgao simples.
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O carater fermidnico dos operadores ¢ impde as seguintes relagbes entre os opera-

dores de carga e spin:

(S + (o) = 1

Sy pf =5t pt

(2.23)

0 (mv' =z,y,2)
2.2.2 Transformacao particula-buraco: a banda semi-cheia

Consideremos o caso em que a rede pode-se decompdr em duas subredes A e B,
de maneira tal que cadarsitio de uma das subredes termn como primeiros vizinhos
somente sitios da outra (rede bipa.rtita). Isto é verdade para as re(ies hipercubicas,
mas também para muitas outras redes, ndo necessariamente de Bravais [26]. Intro-

duzimos entéo a seguinte transformacio unitéria:

_ —c! | seositior € A _
cl, — (2.24)

cl, seositioi € B

E simples de se verificar que sob a transformacao (2.24) o Hamiltoniano (2.17)

transforma-se como

HH(,U, U, t) - HH(JU“A U, ~1) (225)

Dado que uma transformacéo unitéria nio muda o espectro de um operador. da

Eqg. (2.16) achamos que
Zy{p Uty = Zy(p, U, —t) (2.26)

isto é. a termodinamica do modelo é invariante sob uma mudanca de sinal do

parametro {. Assim, por definicao, no resto do trabalho escolheremos t > 0.
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Introduzimos agora a transformagao (unitdria) particula-buraco:
e S (2.27)
Lo =0 *

As seguintes propriedades se verificam simplesmente:

Nie — 1—1n;_, (2.28)
cjacj,a + ctaci‘g - — c;r_ccj‘g + ctoc,',c (2.29
(e i (i) i
1,] e [,_:l ,D'

~ Compondo as duas transformagdes (2.24) e (2.27) vemos que o Hamiltoniano (2.17)

transforma-se como
Hu(p, U, t) = Hag(U — p, U, )+ 2p — TN (2.30)

Das Eqs. (2.16)-(2.17} e utilizando a Eq. (2.30) vemos que a densidade media de

eletrons
Ny @
— = ————Z . [T’f 2. 1
10 A‘," alu If(nu; ) ( 3 )
possul a seguinte propriedade
Pl Uyt) = 2 p(U — p, U, 1) (2.32)

Para 4 = U/2 vemos que p = 1, o que corresponde ao caso da banda semi-cheia
a temperatura finita, isto ¢, o namero de eletrons em media ¢ igual ao nimero de
sitios da rede, independentemente do valor dos outros pardmetros (em: particular da
temperatura). Para g = U/2 o Hamiltoniano (2.17) pode-se reescrever utilizando a

Eq. (2.18} como

Hotlpevyp =t 2 (lotio+clei0) +1U Y (57) (2.33)

(i,i).0 i
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Voltando a Eq. (2.32) podemos deduzir algumas propricdades de simetria do dia-
grama de fases para o caso de ocupagéo arbitraria da banda (isto é, para valores

arbitrarios de u). E conveniente introduzir as variaveis relativas

g o= p-U/2 ' (2.34)
pe = p—1 paral<j < oo (2.35)
pp = 1—p para—oo< <0 (2.36)

(2.37)

onde ji = 0 corresponde a banda semi-cheia, p;, é a densidade de buracos e p. ¢ a
densidade de eletrons relativa ao “background” da banda semi-cheia (p = 1).- As

scguintes propriedades s¢ deduzem da Eq. (2.32):

0 < p, < 1
(2.38)

0 < o < 1

pelit, 1) = pp(~1,U,t) para i >0 _ (2.39)

Mais ainda, introduzindo campos externos adecuados. pode-se verificar que
grandezas termodindmicas tals como a magnetizacio espontanea, a magne-
tizagao de subrede, ete, ficam mvariantes sob a transformacio 7 — —ji. Vemos
assim que o diagrama de fases do modelo serd sin:etrico respeito de uma reflexio no
plano 1 = 0, onde as densidades de portadores de carga em cada caso devem ser

escolhidas segundo as Eqs. (2.35) - (2.36).
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2.2.3 Simetrias do Hamiltoniano

As seguintes propriedades importantes verificam-se de maneira direta:

[Hn, 5] = 0 (2.40)

[Hy,N] = 0 (2.41)

Introduzimos agora uma nova transformacio unitdria [46] (valida para redes bi-

partitas) definida por:

CaT.J. = exp (iQ.Ri) b\ ch = ij
| (2.42)
= ex __Q’R' b1 R
C’!l e}\'p 1 M g ‘I,l C'v1 ‘i'T
onde @ é um vetor da rede reciproca que aponta as esquinas da primeira zona de
Brillouin (¢.g., Q = {7, 7, ..., n)), de maneira que
+1 sei e j pertencem & mesma subrede

exp (1@(§, — ﬁj)) =

—1 se e j pertencem a diferentes subredes

Verificam-se as seguintes propriedades de transform: jao:

St = exp(-iQ.Ei)p}

5= pi (2.43)
onde

pr = 132.16:[, i

pio= nggtag -1 (2.44)

Rig = Wb, (0=T1.1)
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e
ol = exp (i(;".ﬁi)s-+
pio= &  (245)
onde
S? = br bi.l )
’ (2.46)
5‘1: = ﬁi,T_ﬁ'i,l

Aplicando a transformagao (2.42) ao Hamiltoniano (2.33) (banda semi-cheia) ve
mos que Hy(t,U7) = Hy(t, —U), onde Hy obtém-se da E:|. (2.33) substituindo os
opéradores ¢ pelos operadores b, Esta relagio permite um mapeamento simples da
regiago U > 0 do diagrama de fases na regifo U < 0 no caso da banda semi-cheia.
De fato, das Eqs. (2.43) e (2.45) vemos que a transformacao (2.42) fornece uma
correspon-déncia entre ordem magnética e ordem de carga. Assim por exemplo, se
conhecermos a existencia de‘uma fase com ordem magnética numa dessas regioes,
automaticamente sabermos da existencia de uma fase com ordem de carga na outra.

Da mesma maneira se existir uma linea de trausicio numa regifio existe também

uina linea shinetrica na outra.

Introduzimos agora uma transformagéo unitdria definida pelo seguinte operador

[34]:
U, = [ | esp (ivi¢:.6:) (2.47)
onde {¢i} séo vetores unitdrios escolhidos arbitrarimente. Os vetores {7} e os

coeficientes {;} sdo os parametros da transformacio. Para ¢ = ¢, com ¢ na



direcdo z, U, corresponde a uma mudanca de fase trivial nos estados de Wannier
w{x) — €"p(x). Neste caso para y; —; = 7, onde ¢,j pertencem a diferentes subre-
des, recuperamos a transformagao (2.24). Para ¢; = ¢ no plano x-y, U, generaliza
a transformacgao particula-buraco (2.27) (exeto por un fator de fase dependente do

spin; ver apéndice A).

Vamos salientar as seguintes simetrias do Hamiltoniano (2.17) que serio de

aplicagdo especifica do grupo de renormalizacio:

¢ (a) invariancia sob U, para ¢; = ¢, com ¢ na direcio z e 7; = 5 para todo
sitio ¢;
¢ (b) invariancia sob rotacoes alredor de um eixo arbitrario associada com a

Eq. (2.40).

No caso da banda semi-cheia o Hamiltoniano (2.33) possui mais uma simetria que

nédo € satisfeita no caso geral {2.17):

¢ (c) invariancia sob 4, para ¢ = ¢, com ¢ no plano x-y e 4; = —7;, para
todo par de sitios 7, 7 primeiros vizinhos: notemos que esta simetria depende
nao somente da estrutura do Hamiltoniano, senéo também da rede no qual ele
esta definido. Assim ela s6 é satisfeita para redes bipartitas e ndo para redes
frustradas , como por exemplo a rede triangular. O mesmo acontece com as

tranformagdes (2.24) e (2.42).

Finalmente vamos mencionar uma outra simetria que nao é satisfeita pelo Hamil-
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toniano (2.17) para nenhum valor de y, mas que serd de utilidade depois:

e (d) invaridncia sob U, para § = ¢, com ¢ no plano x-y € 7; = 7 para todo sitio

2.3 Propriedades gerais

Existem algumas propriedades asintéticas do mod=lo bem conhecidas. Tal vez a
mais importante de todas elas é o Hmite de correlacoes fortes ou | U | /t > 1.
Assuminmos no que segue U > 0 (o0 caso I’ < 0 pode-se obter usando & trans-
formacio (2.42) e serd analisado em deta'Ehe para o caso da banda semi-cheia no
Cap.4) e p <1 {0 caso p > 1 é simetrico como j4 vimos na subsecio.2.2.2). Vimos
na secao.2.] que para { = 0 o estado fundamental é multiplemente degenerado e
,
counsiste em todos aqueles estados que nao tem dupla ocupagio sitio nenhum. No
caso em que t # 0 com U/t > 1 o termo de hopping pode ser considerado como
uma perturbacéo, que em principio vai eliminar a degenerescéncia , mas sem pro-
duzir dupla ocupagao. Assim, a parte baixa do espectro vai corresponder a estados
que pertencern ao subespago sem dupla ocupacdo, isto é, estados para os quais
n; i = 0 para todo sitio 7. Mediante o uso direio da teorfa de perturbagoes [47],

ou mediante o uso de transformacdes candnicas [48], obtem-se que a parte baixa



do espectro esta descrita pelo seguinte Hamiltoniano efetivo:

Hey = t Y, (1—ni,) (Cj'.acj,o + C},acz‘,a) (1—-nj-,)
{{ahe
~ I (85— ) 4+ Yo, (2.48)
5.0y Lo
onde
ni=no b (2.49)
O Hamiltoniano (2.48) age no subespaco sem dupla ocupagio e J = #2/20 2,

No caso da banda semi-chela o primeiro terms na Eq. (2.4-8) anuia-se, ja que
nao podemos ter hopping sem produzir dupla ocupacio, e o termo 7,M; S€ re-
duz a uma constante, ji que no subespago considerado n; = 1 para todo sitio
t. Dado que neste subespaco os operadores de spin sdo equivalentes ds matrices
de Paubi. o Hamilioniano (2.48) se reduz neste caso ao do modelo de Heisenberg
1sotrdpico de spin 1/2. Temos entdo que no limite 7 — oc 0 modelo de Hubbard
com bandea semi-cheia descreve um isolante antiferromagnético (j& que J > 0}, en-
quanto que no limite U7 = 0 o modelo descreve um condutor {paramagnético). Cabe
entao formular-se as seguintes perguntas: serd que existe um valor de I/ # 0, para o
qual o sistema muda sua natureza de metélica a isolante (transigio de Mott)? Qual
¢ a influenca da dimensio e da temperatura? Somente para d = 1 existe uma re-
sposta definitiva 4 primeira destas perguntas. Lieb e Wu [24] calcularam exatamente

o estado fundarmental do modelo unidimensional, para & banda semi-cheia, usando

?Na lileratura ¢ comum enconfrar o valor J = 2 /U A diferenca ¢ devida ao fator L na definicio dos

operadores de spin {ver nota de rodapé na pag.14)
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o “Bethe Ansatz”. Eles acharam que o sistema ¢ isolante e antiferromagnético
para todo valor de U # 0. Para d > 2 néo existe nenhum resultado rigoroso que
indique qual pode ser a resposta correta a este problema, e as diferentes aprox-
imagoes utilizadas até o momento ddo resultados diferentes. So para dar alguns
dos exemplos mais conhecidos, entanto o método variacional de Gutzwiller [12,49]
prediz uma transicao de Mott a temperatura zero para um valor de U/t # 0 (inde-
pendentemente da‘dimensﬁo ), métodos autoconsistentes do tipo. de Hartree-Fock
[50,51] e outros [52] predizem auséncia de dita transi¢gio a temperatura zero para
U # 0 em redes hiperctbicas (d = 2 e 3), mas nao para uma rede fcc (d = 3) [53].
Pelo contrario; eles predizem uma trénsi(;"éo metal-isolante a temperatura finita.
Por outra parte o método de Monte Carlo, tanto a temperatura zero como finita,
nao mostra evidéncia nenhuma de dita transiciio, nem para a rede quadrada [50],
nem parz a rede cibica {54]. Resultados de grupo de renormalizacio a tempera-
tura finita [37] (com uma técnica diferente da utilizada neste trabalho) em d = 2

conicordam: com os de Monte Carlo.

Uma situagdo semelhante apresenta-se no problema fora da banda semi-cheia, cujo
diagrama de fases tem em principio uma estrutura bem mais complexa. Um dos
pontos principais sobre o qual nao existe acordo entre os diferentes métodos aproxi-
mados é a existencia o néo de uma fase ferromagnética e a nutureza das possiveis

transigoes presentes no diagrama de fases.

Existe um teorema de Nagaoka [27], posteriormente extendido por Tasaki [28], que
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mostra que o estado fundamental do sistema finito com exatamente um buraco (isto
é, N = N —1), no limite U — oc ¢ ferromagnético para uma grande variedade de
redes em dimensées d > 2 (incluindo as redes hipercibicas). A duvida, porém,
persiste sobre o que acontece para uma concentragio finita de buracos no limite
termodindmico A" — oco. Diversos métodos autoconsistentes [15,16,17,55] (entre
0s quais nao existe, porém, uma descricio qualitativa unificada da estrutura do
diagrama de fascs) indicam a existencia da fase ferromagnética tanto a temperatura
zero como finita , em tanto que expansoes e1u.série de altas temperaturas, no limite

de dimens8o infinita [56], indicam o contrario.

Finalmente, uma outra propriedade do modelo de Hubbard fora da banda semi-
cheiz, de grande interésse atual. refére-se & possivel presenca de superconditividade

para U/t 3> 1. Este ponto serd discutido no capitulo 5 em relaciio com o moleio

tJ.



Capitulo 3

Grupo de renormalizagao em sistemas

quanticos: o Hamiltoniano de Hubbard

generalizado

Neste capitulo descrevemos o formalismo do grupo de renormalizagio no espaco
real (GR utilizado neste trabalho. Afin de colocar o problema com maior claridade,
os conceitos fundamentais do método sdo descritos inicialmente na sua versao em
sistemas cldssicos. e posteriormente estendidos aos sistemas quénticos. Um Ha-
miltoniano generalizado, apropriado para o estudo de GR de modelos relacionados

com o modelo de Hubbard. é construido e suas propriedades gerais sao analisadas

[42,43].
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3.1 O GR em redes hierdrquicas

Um dos métodos de GR mais conhecidos é o da decimacio. A ideia basica do
método € bem simples e pode ressumir-se como segue: vamos supér, sem perda
de generalidade, que a rede é decomposta em duas subredes A e B. Assiim. vamos

definir um Hamiltoniano renormalizado ‘H’ na subrede A que satisfaz
exp(H' +C)=Trgexp (H) (3.1)

onde H é o Hamiltoniano do sistema total, C é uma constante relacionada com a
energia libre da subrede B e Trp representa um traco parcial sobre todos os graus
de liberdade associados com os sitios da subrede B. O trago parcial define-se de
maneira de preservar a funcio de parti¢io (ou de gra-partigdo no nosso problema)
df) sistema total. A Eq. (3.1) fornece entao as equagdes de recorrénciz para a
anahise do GR.

Como ¢é bem sabido, ndo é possivel em geral realizar em forma exats & dee-
imagao {3.1) em redes de Bravais para dimensées d > 1! [32]. Isto deve-se &
proliferacao infinite das constantes de acoplamento nos Hamiltonianos renormal-
izados ao longo das sucessivas decimagbes. Em outras palavras, o Hamiltoniano
H' vai conter novos termos de interagio que néo estavam presentes em H {e.g., se

‘H contem somente acoplamentos entre primeiros vizinhos H’' vail conter também

'Para Hamiltonianos com simetria discreta (e.g., modelo de Ising) a decimacio em gerai ¢ exata em
d = 1; porém isto pode nao ser verdade para Ramilionianes com simetria continua (c.¢., modela XY

classico).



acoplamentos entre segundos vizinhos, interagbes entre varios sitios, etc). Temos
entao que (como é usual nos métodos de GR) néo existe uma receita dnica de dec-
- ~ V . ra Fd . . ~

1macio e uma grande variedade de métodos é possivel, segundo a aproximacéo a

utilizar no calculo da Eq. (3.1).

3.1.1 As redes hierdrquicas

Um método de GR que, para muitos casos, evita a proliferagio do tipo mencionado
consiste em'_reemplazgr as redes de Bravais por redes hierarquicas, das quais umas
daé mal: simples sfo as do tipo diamante. Este método tem sido utilizado in-
tensivamente em sistemas classicos (ver por exemplo Ref. [77.57.58]). As redes
hierdrguicas sdo geradas mediante um procedimento iterativo. Cada rede tem asso-
ctado uma célula ou cluster basico, o qual possul um conjunto especial de sitios
chamados de terminais (usualmente dois). A regra é que os clusters podem-se ligar
entre eles somente a traves dos sitios terminais. Partindo do cluster original, em
cada tteracdo as ligagOes sio reemplazadas pela sua vez pelo cluster original. Isto
gera Wi herarquia de redes finitas, onde o limite de infinitas ite;"a(;?)es constitui a
rede hierarquica. Os clusters basicos associados com as redes diamante se mostram
na Fig.3.1. Cada cluster conforma-se de 197! cadeias em paralelo, tendo cada cadeia
! ligacoes em série, onde ! é um pardmetro (I = 3 na Fig.3.1) e d ¢ a dimensdo da
rede de Bravais a ser reemplazada pela rede diamante. Por construcio estas re-

des tem uma estrutura fractal (isto ¢, invariancia de escala). A dimensio fractal
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(também chamada de dimensionalidade) de uma rede hierarquica define-se como

- inNi
N lan

d, (3.2)

onde N; é o ntimero de ligagbes gue constituem o minimo caminho entre os dois
terminais do cluster (também conhecido como distancia quimica) e N, é o nimero
total de ligagoes do cluster., E simples de verificar que para as redes diamante
d; = d. Desta maneira, estamos reemplazando uma rede de Bravais de dimensao d
~por uma rede fractal da mesma dimensionalidade. Por outra parte, a solucio de
GR nestas redes ¢ equivalente para sistemas classicos & aproximagao de Migdal-

Kadanoff para redes hiperciibicas de dimensio d [32].

3.1.2 O GR em sistemas cldssicos

Consideremos inicialmente o caso em que H corresponde a um sistema cldssico, isto
é, um sistema no qual todas as variaveis dinamicas comutam entre elas. A cada
cluster da rede infinita pode-se associar um Hamiltoniano H;. Conseqiiéntemente

o Hamiltoniano total pode expressar-se como

H o= Hy (3.3)
k
Para sistemas classicos é claro que
exp(H) = [Jexp (Hy) (3.4)
k

Assim, se H; admite ser tratado em forma exata, o método de GR permite resolver

exatamente o modelo na rede hierdrquica,
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FiGURA 3.1: Clusters do GR. L denota o conjunto de pardmetros do Hamiltoniano
assoctado ao cluster (e.g., (U,t, ) para Hy). Cada cluster gera mediante infinitas it-
eragoes uma rede hierarquica de dimensionalidade d; o e ¢ denotam sitios terminais e

internos respetivamente.(a) d =1; (b) d = 2; {c) d = 3.
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O procedimento encontra-se esquematizado na Fig.3.1. O primeiro passo consiste
em 1dentificar os Hamiltonianos Hy na Eq. (3.4) com os associados aos clusters
basicos, cada Hj contendo um conjunto de pardmetros de acoplamento denotado

por L. Seguidamente aplicamos em cada um dos clusters a seguinte equagao

exp(H, +C') = Tr exp (Hi) : (3.5)

sitios internos
onde H; ¢ um Hamiltoniano da mesma forma que M, (isto, como veremos depois,
nao sempre ¢ possivel) mas com parametros renormalizados L', associado com um
cluster de dois sitio, como se mostra na Fig.3.1. Desta maneira, o trago da Eq. (3.1)
€ decomposto num produto de tracos parciais sobre os clusters, onde agora a subrede
decimada (B) consiste no conjunto de sitios internos de todos os cluster-. Final
mente (utilizando nova::ente a Eq. (3.4)} identificamos H' = 3, H’. com o Hamil-
toniano (com parametros L') da rede decimada que, devido a sua estrutura fractal,
€ identica & original. Assim o problema se reduz ao célculo de decimacio num clus-
ter finito (relativamente pequeno). A Eq. (3.5) fornece as equacdes de recorrencia
entre os conjuntos de parametros L e L. Por construgio este método elimina a

proliferacao de interagoes entre sitios que nio scjam primeiros vizinhos.

3.1.3 O GR em sistemas quanticos

No caso de sistemas quénticos a Eq. (3.4) perde validade. j4 que os operadores
Hi em geral niio comutam entre eles. Assim, o GR no caso quéantico nao pode

aplicar-se em forma exata na rede hierdrquica. Nos vamos trabalhar na seguinte



aproximacao [59]:
exp (Z Hk) ~ [ exp (Hy) (3.6)
k k

isto €, vamos considerar os efeitos quanticos dentro dos clusters, e no que diz re-
spelto aos efeitos rntre os clusters vamos tratar o problema como se fosse classico

(comparar com Eq. {3.4)).

Afim de clarificar o significado da aproximacao (3.6) consideremos as férmulas:

eA (A1+--+A4y) — eA Ay 6)\ An 6B (37)
e
ez\ Ay . e/\ An£C — E_/\ (A1 +-+A4n)+D . (38)
onde
B = fr‘j:2 A" B,
C = YF_ (0, (3.9)
D = $5,ND,

Os operadores B ¢ D podem calcular-se para qualquer ordem m [60,61] nas ex-

pansoes {3.9). Por exemplo, para m=£ temos

By = 4 X (A A £ ] (3.10)

By = (3 + %Z”:_ll [Aa'~ -4a'—:1 T An]

Assim a Eq. (3.6) constitul uma aproximacido de primeira ordem em A nas ex-
pansdes (3.7}-{3.9). Vemos das Eqgs. (3.10) que na presente aproximagio despreza-

se a nao comutacao entre operadores associados com diferentes clusters. Os co-
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mutadores desprezados séo pelo menos quadraticos nos parimetros do Hamilto-
niano. Dado que todos os pardmetros sao inversamente proporcionais a tempe-
ratura, vemos que os resultados obtidos no presente método sio asintiticamente
exatos (para a rede hierdrquica) no limite T — o0, e em geral em qualquer
situagéio na qual todos os comutadores sejam pequenos (obviamente os resultados
seram exatos se para algum caso particular os comutadores sdo identicamente nu-
los). Por outro lado, certas aplicagdes deste método a sistemas de spins quanticos
[41] mostraram bons res:Jtados ainda para baixas temperaturas. ‘Nofemos que
a aproximacao é utilizada duas veces em cada iteragdo. Na primeira vez ela é
utilizada na Eq. {3.7) ao decompdr « exponencial do Hamiltonjano original num
produto de exponenciais, no paso previo & aplicagdo do traco parcial {3.5). Na e
gunda vez, a aproximacio utiliza-se na Eq. (3.8) ao faver exp (H') =~ [1, exp {H}).
Notemos também que os termos de segunda ordem {3.10) desprezados nas duas
aproXimagoes tem sinais opostos. Conseqiiéntemente, podemos esperar que a du-
pla aproximacdo cancele, pelo menos parcialmente, o efeito da nfo comutacao. De
fato o calculo das corregdes de segunda ordem nas equagdes de recorréncia para
o modelo de Heisenberg bidimensional [39], mostram quc as mesmas siao de ordem

quartica nos parametros do Hamiltoniano.

Das Eqs. (3.7)-(3.9) vemos que em principio é possivel fazer mellioras sistemdticas
ao método, conservando sucessivos termos nas expansodes (3.9). Porém, ésse nio é o

objetivo do presente traballio, no qual utilizaremos sdmentc a aproximacio (3.6).
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Em sistemas classicos tem-se provado [62] que a presente aproximacio preserva,
nao somente a funcgio de particio senfio também a funcio de correlacio de dois
corpos. Acreditamos que o mesmo deveria acontecer no caso quantico, pelo menos

dentro dos limites de validade da aproxXimagao.

Conin ja mencionamds, em sistemas cldssicos a solucio exata de GR nas redes
diamante € equivalente & aproximagio de Migdal-Kadunoff (MK) em redes de Bra-
vais hipercibicas. Esta aproximacio compde-se de dois procedimentos sucessivos:
dislocamento de ligacdes e decimag‘éo unidimensional. Como é sabido [63] a aprox-
imacic de dislocamento de ligacées (e portanto o procedimento de MK) fornece
uma cota nferior para a energia libre. A demonstragdo desta propriedade se basea
na convexidade da funciao expounencial. E simples de verificar que dita demon-
stragac pode extender-sc a sistemas quanticos utilizando a versio correspondente
da desigualdade de Bogoliubov {a qual, na sua versio cldssica, é uma consegiiéncia
da convexidade da fungao exponencial) [64). Acreditamos , portanto, que o pre-
sente metodo pode ser em principio uma boa aproximacao de altas temperaturas

também para as redes de Bravais hiperciibicas.

Finalmernie vamos discutir o conceito de traco parcial nos sitemas fermidnicos do
tipo que estamos interessados neste trabalho. Em sistemas cléssicos o conceito de
“traco sobre graus internos de liberdade” do cluster surge de maneira diréta, ja
que as variaveis dindmicas (isto é, as que aparecem no Hamiltoniano} encontram-se

em geral associadas aos sitios da rede (e.g., variaveis de spin discretas ou contin-



uas, vanaveis de ocupacdo num gas de rede, etc). Assim o trago parcial surge
naturalmente como uma soma (trago) sobre os valores das variaveis associadas aos
sitios internos do cluster. A extensao deste conceito aos sistemas quinticos impoc
a utilizacao de uma representagao em termos de operadores associados com os
sitios da rede. No caso dos fermions, a representagao adecuada é a dos operadores

,T'o associados com os orbitais de Wannier, e a base de estados correspondente é o

c
espago de Fock |{n;,}) dos autovetores dos operadores niimero de ocupacio n;,.
Nesta base o Hamiltoriano, em geral, ¢ nao diagonal, e'pér tanto Hy e H; es-
tarao representados por ‘matrices finitas da dimensio dos subespacos de estados
asspciados com os clusters correspondentes. Assim, o trago parcial implica » calculo
de todos os elementos de matriz de H}, diagonais e ndo diagonais, em funcao dos
elementos de matriz de H;. O cdlculo do traco total sé leva em conta os elementos
diagonais. A preservacdo do trago (isto é, da fungao de gré-particio ) sOmente
impoe condigées, por tanto, no caiculo dos elementos de matriz diagonais de H},
sem impor condigio nenhuma sobre os elementos de matriz nio diagonais. As
sim existe uma certa liberdade na definigao do traco parcial. No presente trabalho
adotarertos a seguinte definigio: scjam iy 17y {ni .} na o) € lnp g ngang, ) os
estados dos subespacos do espaco de Fock associados respetivamente com os clus-
ters inicial e renormalizado (ver Fig.3.1), onde n; ., nz, = 0.1 sfo os autovalores
dos correspondentes operadores nimero de ocupagio dos sitios terminais e {n;, }
representa o conjunto de autovalores dos operadores n;, associadc: com todos os

sitios internos do cluster inicial. O trago parcial (3.5) define-se entéo pela seguinte
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equagao:
! !
{r gm0y qma,y | €75F | )N N2,y n, ) =
z (1) {nie} nagna, | et l n’mn’u {nio} "1’2,1”’2,1) (3.11)
’{"r.a}
para todos os valores de ny,,n2,0,n],,75, = 0,1, com ¢ =T1,l. O uso desta

definigao tem mostrado bons resultados em calculos anteriores no modelo de Hub-

bard para d = 1 [35}

3.2 O Hamiltoniano generalizado

Como ja mencionamos, a aplicacdo do procedimento de GR exige que o Hamil-
toniano ) na Eq. (3.5} tenha a mesma forma do que H;. Isto nao sempre é
possivel, ja que, ainda que na rede hierdarquica nao temos proliferaciao infinita de
interacoes entre vizinhos afastados, podemos ter proliferacao de termos de in-
teracio (operadores) de um e dois sitios. De fato, este é o caso para o Hamil-
toniano (2.17). Efetivamente, se ‘H; é o Hamiltomano de Hubbard usual, H}, vai
conter novos termos que nao estam presentes em H;. Nao obstante, devido ao

. s - . L] . ’ 13 2
cardter fermidnico do Hamiltoniano (isto €, a propriedade ((‘JJ) = 0 dos opera-

dores ¢! ) a proliferacio nio pode continuar indefinidamente, j4 que num cluster
i : ]

finito o niimero de estados ¢ finlto. Assim, existe um Hamiltoniano mais geral do
que o Hamiltoniano (2.17) que contemi um niimero finito de termos ¢ que satisfaz

ezatamente a Eq. (3.5). O nosso proximo paso entio é achar esse Hamiltoniano.
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Como veremos, a escolha do cluster neste problema é crucial, ja4 que dela depende
a forma do novo Hamiltoniano. Certas escolhas vao gerar um Hamiltoniano que
nao reproduz todas as simetrias do Hamiltoniano de Hubl.ard, e por tanto néo vai
conter este ltimo como caso particular. Em consequénciz, o paso previo a ¢ ai-
strucio do Hamiltoniano generalizado é achar o tipo de cluster adecuado para a

renormalizacio.
Como j& dissernos, a estrutura do cluster vai determinar as simetrias do novo Ha-
miltoniano. Vamos analisar este ponto. As simetrias de interésse neste problema

s&o as que denotamos por {a), (b), (c) e (d) na subsegéio 2.2.3. Todas elas tem a

carateristica comum de que podem-se descrever por um operador unitario da forma
U=T1] U (3.12)
:

onde o produto € sobre todos os sitios do cluster; If; contem somente operadores

associados ao sitio , e
U, Ul =0 (3.13)
para todo par de sitios 7, 7. No caso das rotacoes (b) obviamente If; = exp (i@ﬁ'.i—).

Se U representa uma simetria do Hamiltonlano original ) entfio

Uyt = M (3.14)

Da definigdo (3.11) do traco parcial, pode-se verificar que ele fica invariante se

sobre o operador exp (H, ) se aplica wna transformaciao unitéra da forma

mu

stlios infernos
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onde os ; satisfazem a Eq. (3.13). Assin, reemplazando na Eq. (3.5) e utilizando

esta ultima propriedade vemos que a Eq. (3.14) implica que
U Myt = ™ (3.15)

onde U' = Uy U, e 1,2 denotam os sitios terminais. Da Eq. (2.47) vemos que no caso
em que { = U, os operadores I4; em principio admitem parametros independentes
{7i}, {¢'} para cada sftio i (como € o caso da simetria (¢)). Assim, se os pardmetros
que definem U possuem um:. certa ordem pode acontecer que, dependendo da es-
trutura do cluster, os pardmetros de ¢’ tenham uma ordem diferente, e por tanto

U e U’ vio representar simetrias diferentes.

No caso em que U e U’ tem a mesma estrutura a simetria representada por eles
€ preservada pelo trago parcial (3.5). Assim, sc I/ representa uma simetria do
Hamiltoniano de interésse, entdo o novo Hamiltoniano vai ser em Principio o mais
geral possivel que possui éssa simetria, contendo por tanto o original como caso

particular.

3.2.1 O caso da banda semi-cheia

Vejamos primeiro o Hamiltonlano de Hubbard correspondente ao caso da banda
semi-cheta (2.33). Por simplicidade vamos considerar inicialmente o problen:a uni-
dimensional. Neste caso o cluster ¢ simplesmente uma cadeia Lnear de m sitios
em — 1 ligagdes. Como ja vimos na subse¢io 2.2.3 este Hamiltoniano possui as

simetrias {a), (b) ¢ (c). No caso das simetrias (a) e (b), todos os parametros dos



39

operadores U, sho iguais, e portanto qualquer que seja o cluster U’ e U vaoter a
mesma estrutura. Por outro lado, no caso da simetria (c), operadores U;, U; corres-
pondentes a sitios prin.ziros vizinhos tem pardmetros v;, v; com sinais opostos. Por
exemplo, podemos atribuir a cada sitio parametros ¥ e —v alternadamente, com
4 = v arbitrario. Se escolhermos uma cadeia corm um niimero de sitios m tmpar
(e.g., m = 3, ver Fig..3.2a) teremos y; = 7, € poranto em U’ teremos 7y; = 7,, onde
os sitios 1 e 2 neste caso sao primeiros vizinhos. Assin:, H! vai possuir a simetria
(d) no lugar da (c). Sendo que as dnas simetrias sio em geral incompativeis (exeto
nums poucos casos particulares como veremos depois) Hj, neste cas) nao vai conter
o Hamiltoniano (2.33) como caso particular. O cluster utilizado por Castellam et ol
[34] é precissamente o de trés sitios mostrado na Fig.3.2a e portanto o Hamiltoniano
por eles achado apresenta este inconveniente. Pelo contrario, se e:‘:‘colhermos uma
cadela com m par (é.g.. m = 4, ver Fig.3.2b ) teremos 43 = —y1 = —%, € a simetria

(c) vai preservar-se.

O argumento anterior aplica-se nao somente a cadcias lineares, sendo também a
qualquer cluster de dois terminais cuja topologia permite ao Hamiltoniano corres-
pondente satisfazer a npropriedade de invariancia (¢} com v, = —7;. Os clusters

associados as redes diamante da Fig.3.1 satisfazen esta propriedade.

Nosso proximo passo é achar uma generalizacio do Hamiltoniano (2.33) que sat-
isfaga exatamente a Eq. (3.5). Vamos denotar este Hamiltoniano por He [42].

Seguindo as ideias introduzidas na Ref.[34] podemos obter a estrutura de Hg
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1 2 1 2
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b) o . . 0 —_— oO—0
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FiGura 3.2: Representagdo esquemdtica do efeito do trago parcial na simetria {c} do

Hamiltoniano (2.33) para diferentes clusters. a) Cadeias com m impar: a simetria (c) se

transforma na (d); b) cadeia com n; par: a simetria (c) preserva-se.
sem realizar explicitamente os céleulos envolvidos na Eq. (3.5). O procedimento
consiste em achar fodos os operadores independent.es de um e dois sitios que sat-
1isfazem: as simetrias (a), (b) e (c¢). O Hamiltoniano He sera entfio uma com-
binacéio linear desses operadores, O procedimento pode realizar-se em pasos su-
cessivos. Primeiro procuramos a combinaciao linear mais geral de invariantes in-
dependentes que podern-se expressar somente em termos dos operadores de spin.
Das Egs. (2.23) vemos que estes operadores possuiram {rivialmente as simetrias
(a) e {c). Dado que os operadores de spin satisfazem a algebra do grupo SU(2),
a combinagao linear mais geral, que possui a simetria (b), que podemos construir

com estes operadores ¢

~ IS - B (s (s) + 1U S (s (3.16)
() (i) i

Notemos que o terceiro destes termos esta contido no Hamiltoniano (2.33). O

paso seguinte ¢ procurar os invariantes conformados somente de operadores de
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carga. Novamente das Eqs-. (2.23) vemos que estes serdo trivialmente invariantes
sob rotagdes (b). Do apéndice A vemos que o operador bilinear de dois sitios mais
geral que satisfaz (a) e (¢) é (Eq. (A.16)):
—IY" |pio: — (oio% + pinY))
(i.5)

Estes sao todos os operadores de um e dois sitios que é possivel construir
em termos somente dos operadores S; e pi, J& que pelo vineulo (2.23) eles
nao sao independeﬁtes. Finalmente devemos considerar os operadores que
nao podem ser expressados exclusivamente em termos de .§,~ e pi, 0s quals con-
tem necessariamente um nimero impar de operadores ¢ e ¢! por sitio (termos de
hopping}. Um destes termos o obtemos diretamente do Hamiltoniano (2.33), e do
apeéndice A vemos que somente existe mais um termo deste tipo (Eq, (A.?E))). Assim

o Hamilioniano H¢ tem a forma:

He = fz(mwﬂ o) + cz V7Y 5.5

Gibe (7.3}
- I{Z:)(sz) (S;) —IZ[PFPE— (P,PJ +p,pj)]
.7 (i.d)
+ D3 (et + chetin) (e = i) (3.17)
{i.i)0

Este é o minime Hamiltoniano (no sentido de que Hamiltonianos maiores existem,
mais alguns de seus termos vio ser dependentes) que satisfaz a Eq. (3.5) ¢ contem
o Hamiltoniano (2.33) como caso particular. Este fato ¢ verificado explicitamente
pelos noszos cédleulos numéricos. E importante recalcar que, ndao obstante termos

segutdo o método introduzido por Castellani et ¢l. o Hamiltomano por eles obtido
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¢ diferente do Hamiltoniano (3.17) ( ver apéndice A). Como j& Nencionamos, a

diferenca é devida aos diferente: clusters utilizados.

Notamos as seguintes propriedades:

e Utilizando a transformacao (2.24) pode-se verificar que Hg transforma-se

COING

Helt, DY = Hg(~1, — D) (3.18)

Assim, a fungdo gri-particio associada
ZG = TI‘eXp (,}{G)

satisfaz
Zo(t. D) = Z¢(—t,- D) (3.19)
Estz propriedade generaliza a Eq. (2.26).
e Repetindo o mesmo procedimento utilizado na subsecio 2.2.2 pode-se de-.
mqnst‘rar usaudo & transformacio (2.27) que p = 1 para o Hamilto-
niano (3.17), isto ¢, ele preserva a propriedade de banda semi-cheia do Ha-

miltonianeo (2.33)

Assim como o Hamiltoniano (3.17) é o mais geral que possui um certo conjunto de
simetrias preservadas pelo traco parcial (3.5), podem existir Hamiltonianos menores
que possuam um grupo de simetrias maior (sendo por tanto casos particulares de
(3.17)). Se as novas simetria= fossem também preservadas pela Eq. (3.5) a forma dos

correspondentes Hamiltonianos também se preservard. Em termos das equacoes de
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recorréncia do GR no espago de pardmetros do Hamiltoniano (3.17) isto é equiv-
alente a ter subespacos invariantes sob GR, associados com esses Hamiltonianos.

Subespagos invariantes sob GR sio de grande utilidade na analise do fluxo das

equagoes de recorréncia.

Nés achamos os seguintes subespacos invariantes:

¢ Aplicando a transformacao (2.42) vemos que o Hamiltoniano (3.17)

transforma-se como
Fo(U. K. J,1,4,D) = Hg (2(: K — L U)K, I, J,1,D) (3.20)

onde z € o mimero de coordenacio no ca.éo de uma rede de Bravais e z = 2
para as redes hierarquicas utilizadas neste trabalho; He; obtem-se de He sub-
stituindo os operadores ¢ pelos operadores & (ver Eqs. (2.43)-(2.46)). Ve-
mo= que para K = U'/2z e J = I o Hamiltoniano {3.17) é invariante sob a
transformacio (2.42). Pode-se verificar que esta simetria ¢ preservada pela
Eq. (3.5); consequentemente, o subespaco (I, J) = (U//2,I) é invariante sob a

transformagédo de GR no espaco de pardametros (U, K, J, I,t, D).

¢ Da Eq. (3.18) vemos que t = D = { corresponde também a um subespago

invariante,
¢ Pare t = D = I = 0 obtemos o modelo JKNU, caraterizado pelo seguinte
Haniltoniano:
I A2 - :
Hone =—J 3. 85— K3 (SiV(S5) + 53U D (S)) (3.21)
{64 (i) i
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O Hamiltoniano (3.21) tem a apariencia de um andlogo quéantico do Hamilto-
niano BEG (Blume-Emery-Griffiths) [65,G6]; de fato a situacio ¢ mais com-
plexa do que 1sso. Isto é devido ao fato de que os operadores 5': Nnao sao uma
simples extenséo quantica das varidveis classicas de spin 1 (1sto é, operadores
de spin 1). Ainda no caso dos operadores diagonais S7, estes diferem das varia-
veis de spin-1 do modelo BEG no fato de que nos primeiros os estados 57=0
sao duplamente degenerados, entanto que nas \ltimas nio. E simples verificar
que este € o Hamiltoniano mais geral contido no Hamiltoniano (3.17) que pos-
sui as 4 simetrias (a), (b), (¢} e (d), e por tanto o subespaco de parénietros

associado € invarante sob GR.

O caso J = 0 de Hyxe é isomdrfico ao modelo de Ising spin 1/2 na presséncia

de um campo magnético externo. Intreduzindo as novas variaveis [67]
2
=208 -1, t; =41 (3.22)
Hiri pode-se s escrever para J = 0 como

Hlsing — I‘:/4 Z t1t3 + Ht Zti (323)
¢J d

onde. levando em conta a dupla degeneresséncia do estado §7 = 0, temos que
H=1(U-K) (3.24)

J = 0 constitui um subespago invariante «»h GR, que pela sua vez contem
um outro subespac¢o menor mvariante sob GR: I = [7/2, isto ¢é, H, = 0. Esta

simetria € um caso particular da expressada na Eq. (3.20).



e Finalmente para t = D = J = () temos um subespaco invariante associado

com o modelo IR, descrito pelo seguinte Hamiltoniano

Miky = ~1 (z) o205 = (o7} + ptp})] - K (Z) (55 (57)" + UL (5
i . i, . i

(3.25)

Como veremos na secao 4.2 o modelo IKU pode mapear-se no modelo JKU

utilizando a transformacao (2.42). Assim, as simetrias sssociadas com este

subespaco obtem-se das simetrias de Hyxp ((a), (b), (¢} e (d)) mediante =~

transformacao (2.42).

3.2.2 O caso geral

Vamos considerar agora o caso de ocupagédo arbitraria da banda. Isto é, procu-
ramos uma generalizacio do Hamiltoniano (2.17) que satisfaga a Eq. (3.5), a qual
vamos chamar o Hamiltoniano de Hubbard generalizade (HG), e vamos denotalo por
H,. Como vimos na subse¢io 2.2.3 o Hamiltoniano (2.17) possui sdmente as sime-
trias {a) e (b), as quais sfo preservadas pela Eq. (3.5). Repetindo exatamente o
mesnio procedimento que nos levo do Bamiltoniano (2.33) ao Hamiltoniano (3.17),

isto €, construindo o Hamiltoniano mais geral que possui as simetrias (a) e (b),
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achamos para H; a seguinte expressao:

Hg: tz (1a _70 ]0’10)_{_ UZ +[IZTL,0

{i.i)e

~ I 5.8 - Ky (Si) (Sj) +Y > 5
(ird) (4.3) (i.7)

- I(Z{pm —(pzp,,+p,p])]+1?2[f’)p3 +(p ) p:’] (3.26)
1,7} {i,5) o

+ DY (claci,a + C},UC{,o) (Mimg — Mg )
(1.3).e

+ EY (docio+clocio) nimomio
(i!j)va

onde i é dado pela Eq. (2.34). O Bamiltoniano (3.26) contém os seguintes mc delos

como casos particulares

e Para /=K =1 =Y = R =D = FE = 0 recuperamos o modelo de Hubbard

usual (2.17).
¢ Para i = R = E =Y = 0 recuperamos o Hamiltoniano (3.17).

¢« Pata =R =TI =0,D = —teE = 2D recuperamos precisamente o Ha-
miltoniano {aqui denotado por {¢p) obtido por Castellani et al [34] mediante
o uso do cluster de irés sitios no caso da banda semi-cheia. OO Hamiltoniano
Hep (ver apéndice A) satisfaz as simetrias (&), (b) e (d), enguanto que o

Hanultoniano Hg satisfaz (a), (b) e (c).

e Para K =R=1=Y =0: D=FE = —t e tomando o limite U — oc mantendo
;1 finito, obtemos o modelo t-J [23,68]. Uma verséo generalizada deste modelo

sera discutida nos capitulos 5 e G.
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e Para K =1 =Y = R =D = E = 0 obtemos o modelo de Hubbard-

Heisenberg [69]

Vamos supdr agora que desejamos estudar o modelo de Hubbard (2.17), ou al-
gum outro dos modelos contidos no Hamiltoniano (3.26), na presenca de um campo
magnético externo B utilizando o GR. O mesmo método u#ilizado na derivagido dos
Hamiltonianos (3.17) e (3.26) aplica-se neste caso. Por simplicidade vamos supor
que o campo esteja orientado na lire¢io z. Assim a simetria (b: deve ser reem-
plazada pela invariincia sob rotasdes alredor do eixo z: [HH, 5%] = 0. Repetindo o
mesmo procedimento anterior obtemos que o Hamiltoniano que fica invariante sob
GR neste caso é o seguinte:

HEP = 1+ Hp (3.27)
onde

Hy = BYS -1 5157~ (s7st + 578Y)]
i {1.5)

- P > 2 z
+ RS [(5;)2 s+ (87) s;] (3.28)
{t,3)
Se considerimos o caso B = R = Ry = =t =D=F =] =Y = 0, e
U — oc. H4P reproduz o Hamiltoniano de Heisenberg anisotrépico de spin 1/2, o
G Tep g I I ;

qual pele sua vez contem, para J; = 0, ¢ modelo de Heisenberg isotrépico como
caso particular.
O procedimento aqui descrito é de carater geral e pode continuar-se no csso em

que novos campos externos que quebrem algumas dus simetrias anteriores sejam
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incluidos. A aplicaciio sucessiva deste procedimento levaria eventualmente a wm
Hamiltoniano Mg, sendo este o Hamiltoniano fermidnico mais geral contendo in-
teracoes de um e dois sitios para uma banda s. A forma geral de H, obtem-se
a partir de H‘&B eliminando sucessivas siinetrias. Assim, por exemplo. o termo
Y unfor— I [PfP} - (prjr + p:’pf)] no Hamiltoniano (3.28) vai ser sub-
stituido por um termo mais geral da sorma 3; [Izpfpj ;i-Irp?"p;f+ Iyp:"-’pj-’]. A
seqiiéncia completa de Hamiltonianos analisados nesta secio é resumida em forma

esquematica na Fig.3.3.

3.3 Generalidades do método de calculo

Nesta secio descrevemos brevemente as carateristicas mais importantes do método

numerico utilizado no calculo e andlise de diagramas de fases nos capitulos 4, 6 e 7.

As equag¢des de recorréncia do GR obtem-se do célculo explicito do trago parcial

exp(H+C)= Tr  exp(H) (3.29)

siftos iﬁ.f(ﬂws
onde H representa um Hamilioniano invartante sob GR {que serd algum dos Hamil-
tonianos analisados na se¢iio anterior, dependendo do problema de interesse) asso-
ciado con: o cluster sob consideracdo e H’ representa o Hamiltoniano associado com
o cluster de dois sitios {Fig.3.1}. O célculo explicito do trago parcial (3.29) realiza-se
mediante a Eq. {3.11). Assim, o primeiro paso consiste em calcular explicitainente os

elemcntos: de mat:iz de exp (H) na base de autovetores dos operadores {n,, } corres-
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pondente ao cluster considerado. A representacio de H em dita base foi obtida
para o caso geral de Hg; utilizando uma linguagem simbdlica de computagdo (ver

apéndice B). Os elementos de matriz de exp (H) obtem-se usando a expresséo
exp(H) = Ulexp (’HD) U (3.30)

onde H” é a matriz H diagonalizada e U é a matriz que diagonaliza H. Precisan-os
entao diagonalizar as matrices H e H'. Assim utilizando as Egs. (3.11) e (3.30)
~ obtemos um conjunto de 162 equagdes (16 = 2% é a dimensao de H'), das quais
somente um ntmero de equacoes igual ao numero de parametros em H, mais uma
equagao pela constante C', sao independentes (este é mais um teste para verificar
se H é efetivamente invariante sob GR). Eliminando destas equagdes os parametros

L' de H' como fungio dos parametros I de H obtemos finalmente as equagdes de

recorrencia . do GR.

A matriz H tem dimensdo 4, onde M é o ntmero total de sitios do cluster consi-
derado. Isto em geral para d > 2 corresponde a matrices de dimensido por acima da
capacidade de calculo de qualquer computador disponivel ( para d = 2 somente, H
é uma matriz 656536 x 65536), além do fato de que o tempo de computacio cresce

exponencialmente con M. Assim, novas aproximacdes devem ser introduzidas no

calculo para d > 2.

Inicialmente consideramos o cluster de 4 sitios correspondente ao problema em
d = 1 (Fig.3.1a}, para o qual as equagdes de recorréncia foram obtidas em forma

exata. Neste caso H é representado por uma matriz 256 x 256. Porém, o problema
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pode-se simplificar aproveitando as simetrias de H. Sabemos que H% comuta com
os operadores N e §°. Assim, usando o fato de que os vetores da base |{n:,})
sao simultaneamente autovetores de N e S, podemos levar HY% a uma estrutura
diagonal em blocos simplesmente escolhendo a ordem destes vetores de acordo com
os autovalores de N e §%. O maijor bloco entdo é uma matriz 36 x 36 (correspon-
dente aos autovalores N = 4 ¢ §* = 0, ver apéndice B). E possivel diminuir ainda
mais o t:manho dos blocos aproveitando outras simetrias, tal como a simetria de
inversdo dos sitios do cluster (1 +— 2, 3 «— 4). Porém, a maioria dos blocos
obtidos desta maneira nao ficam o suficientemente pequenos para ser diagonaliza-
dos analiticamente, e dé,do que o esfor¢o computacional que implica este tipo de
operagao é comparavel ao da diagonalizagio numérica dos blocos originais, escol-
himos este 1ltimo caminho para a maioria dos casos. Exeto para alguns casos
particulares, nos quais a simetria do problema permite a diagonalizacio analitica
das matrices, em geral as mesmas foram diagonalizadas utilizando rotinas numéricas
standard [70] para matrices reais e simétricas (hermitiéas). Desta maneira obtive-

mos as equacoes de recorréncia

L' = Li(L) (3.31)

onde o subindice 1 denota d = 1. Afim de levar apropriadamente em conta o peso
dos termos de um sitio (correspondentes aos pardmetros U e ji) nestas equagbes,
associamos com cada sitio interno do cluster unidimensional parametros U e fi ¢

com cada sitio terminal parametros U/2 e [i/2. Desta maneira, os termos locais
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ficam proporcionais ao ndmero de coordenagio do sitio correspondente [71,72].

Comnsideremos agora os clusters correspondentes a dimensdes d > 2, tais como os
mostrados nas figuras 3.1b e 3.1c. Como vimos na subsecdo 3.1.1 cada um destes
clusters comforma-se de 3%~ cadeias de 4 sitios em paralelo. Assim, o Hamiltoniano
correspondente pode ser expressado como uma soma de Hamiltonianos de cadelas, e

por tanto dentro da mesma aproximagio (3.6) obtemos as equagdes de recorréncia
I=Li@H=rL0) 332

onde ! = 3 corresponde entdo ao fator de escala da transformacio de GR. As
Egs. /3.32) corresponderiam também a uma versdo quantica da aproximacdo de

Migdal-Kadanoff para uma rede hipercibica de dimensao d.



Capitulo 4

Diagrama de fases do Hamiltoniano
generalizado de Hubbard: banda

semi-cheia

Neste capitulo calculamos o diagrama de fases associado com o Hamiltoniano Hg,
Eq. (8.17), correspondente ao caso da banda semi-cheia do Hamiltoniano (3.26),
mediante uma andlise do fluxo das equages de recorréncia (3.32) no espago de
parametros (U, K, J,I,t, D) [43]. Apresentamos aqui os cortes mais relevantes deste

complexo diagrama de fases.

A maioria dos atratores (pontos fixos completamente estdveis das equacdes de
recorrencia) e muitos dos pontos fixos relevantes (semi-instaveis ou completa-
mente instaveis) localizam-se no subespago invariante t = D = 0, o qual é anal-
1sado nas seghes 4.1 e 4.2. A regidot # 0 do diagrama de fases é estudada

nas segoes 4.3 (modelo de Hubbard (2.33)) e 4.4 (modelo de Hubbard com in-

93
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teracdo biquadrética entre primeiros vizinhos). Observamos que a maioria dos pon-
tos pertencentes a regido D # 0 do espago de pardmetros sio levados pelo fluxo do
GR na regido D = 0. Conseqiiéntemente, nao se espera em geral que aparecam, em
relagdo as propriedades criticas, efeitos na regido D # 0 que nio estejam também
presentes na regiao D) = 0 do diagrama de fases. A tinica excecio que se observou

é discutida nas segoes 4.3 e 4.4,

4.1 O modelo JKU

Vamos considerar nesta se¢ao o corte do diagfa.ma, de fases coﬁ o subespago in-
variante t = D = I = 0; isto é, analisamos o diagrama de fases associado com o
Hamiltoniano (3.21). Nos estamos interessados principalmente no caso antiferro-
magnético (J > 0), devido a que a estrutura de pontos fixos associada determina
em grande parte o diagrama de fases do modelo de Hubbard usual (ver secio 4.3),
assim como de outros cortes importantes do diagrama de fases total. O caso fer-
romagnético (J < 0) apresenta resultados que sdo anélogos aos correspondentes do
caso J > 0. Mais precisamente, cada ponto fixo localizado na regiio J > 0 tem
associado um ponto fixo semelhante na regido J < 0 com a mesma estabilidade
(embora com valores numéricos diferentes); de fato, esta analogia existe para a
topologia inteira do fluxo do GR. E claro que as fases com orden magnética serdan
diferentes em cada caso, mas a estrutura dos diagramas de fases (isto é, a local-

1zagao das fases e das superficies de transicio entre elas) serd andloga nos dois



casos. Assim, é suficiente considerar o caso J > 0, embora que alguns resultados de
interésse ao efeitd de comparagdo sao discutidos na subsegio 4.1.2. Fisicamente,
a analogia entre entre os casos J > 0 e J < 0 é de se esperar, e ela é reproduzida
corretamente pelo presente método de GR, devido a que todos os caminhos minimos

entre os dois terminais dos clusters que estamos utilizando é impar.

No caso do modelo JKU as equagdes de recorréucia (3.31) podem ser obtidas
analiticamente. Utilizando a simetria de inversdo do cluster (pag. 51) podemos
decompor a matriz que representa Hjxy nos seus blocos irreduciveis, onde os
blocos maiores sao neste caso matrices 3 x 3, permitindo assim a sua diagonal-

1zagao analitica. Temos ent&o as seguintes equagdes de recorréncia

U = 2/ ' (—G—Q)

Gy
G*? ,
I*f - _7 l]cz'fll 2 .
\ I+ n (9103) (4.1)
-1
J = Tarctanh (—%)

onde

G, = 44 Sexp(U/2)+2exp (U — K)gs(J)
Gy = 4exp(U/4) +4exp(3U/4) + exp (5U/4 — K) ga(J)
19 exp (3U/4 - I go( 7)
Gs = 4exp(U/2)+4exp(U — K)gs(J) + exp(3(U/2 — KY) ga(J)  (4.2)
Gi = 4exp(U/2)+ dexpllU — K) go(J) + exp (3(U/2 — K)) ()

Gs = exp3(U/2—-K))gs(J)



com

gi(z) = exp(z)+ Sexp(—3z)+ }exp(3x)cosh (2\/§ :c)

+ exp (z) (cosh (2\/5 :r.) + = sinh (2\/5 :c))

ga(z) = %éxp ‘)4 Zexp (—32) + £ exp (3z) cosh (2\/§ x)
+ exp () (2 cosh (2\/.‘5 :e) — —\}—5 sinh (2\/5 :c))
gs(z) = qile)—galz) (4.3)

ga{z} = 14 2exp(—2z) -+ exp (47)

vy = exp(—z)+exp(x)cosh(2z)

4.1.1 Diagrama de fases no caso J =10

Como vimos na se¢ao 3.2.1 o subespago J = 0 € invariante sob GR, como pode-
se verificar das Egs. (4.1). Notemos que para J = 0 o Hamiltoniano Hjyxy é
diagonal (ver Eq. (3.23)). Conseqiiéntemente o GR é exato na rede hierdrquica. Da
Eq. (3.21) vemos que se trocarmos o sinal de qualquer spin (S; — —57) a energia de
uma configura¢do arbitraria {n;,} ndo muda. Assim. a magnetizacio espontanea

€ sempre zero para J = (.

O diagrama de fluxo no plano (U, {') é mostrado na Fig. 4.1 para d = 2 (o diagrama

correspondente para d = 3 é completamente andlogo).

A linha K = U/2, que corresponde a H; = 0 (ver Eq. (3.24)) constitui um

subespago invariante do plano (U, ). Em certc sentido, esta é uma linha
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FiGUrra 4.1: Diagrama de fluxo no plano (U, K} para d = 2. Os pontos fixos relevantes se
denotam por a; a'; c e d. As trés {ases presentes sao : isolante paramagnética com carga
dimerizade (IPCD}: isolante paramagnética com carga unifcome (IPCU) e metélica (M}
(composta de pares de eletrons néo correlacionados). A linha caf é de sepunde ordem,
entanto que a linha K = U/2 com K < I, ¢ de primeira ordem. A linha de tragos enire

a ¢ @' corresponde a um paso continuo entre as fases IPCU ¢ P



de simetria do diagrama de fases, ji que o fluxo do GR é topolégicamente
equivalente nos dois lados da linha. Ao longo desta linha achamos dois pon-
tos fixos completamente instaveis, denotados @ e «' na Fig. 4.1. Achamos

também um atrator: (U, K) = (400, +00)

K=u/2: € dois pontos fixos semi-instévets:

(U, K} = (00, _OO)IA'zu/z e (0,0).
Fora da linha K = U/2 achamos mais dois atratores: (U, K') = (£oc, 0),

Distinguimos trés fases no plano (U, K}, governadas cada uma delas por um dos
trés atratores mencionados. Diremos que uma regido é governade por um ponto
fixo quando a mesma constitui a bacia de atracdo de dito ponto. Podemos carac-

terizar as diferentes fases do diagrama utilizando o andlogo magnético expressado

nas Bgs. {3.22) e (3.23).

A regigo do plano (U, K} encerra a pela linha eaf é governada pelo ponto fixo
(U, K} = (+00,+00){ g/, Este ponto fixo caracteriza uma fase com ordem tipo
“antiferromagnética”, isto é {¢;} > 0 para todos os sitios pertencentes a unia subrede
e (t;) < 0 para todos os sitios da outra. Em outras palavras, os sitios de ume
subrede enconiram-se predominantemente no estado S = 0, entanto que os sitios
da outra se encontrardo nos estados S7 = +1 ; equivalentemente, uma subrede
possuil ocupacido eletrdnica simples, entanto que na outra cada sitio pode estar
duplamente ocupado ou desocupado indistintamente. Nenhuma destas subredes
possui ordem magnética. Assim, esta é uma fase isolante paramagnética com uma

cistribuigdo de carga dimerizada (IPCD).
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A regido do plano K < U/2, excluindo a por¢io encerrada pela linha af, é go-
vernada pelo ponto fixo (+00,0). Este ponto fixo esta associado com uma fase
na qual {#;) > 0 em todos os sitios. Em outras palavras, a maiora dos sitios .
encontram-se num dos estados 57 = 41 indistintamente, quer dizer, os elétrons
estao ma sua maiona localizados. Temos assimn uma fase isolante paramagnética

com umea distribui¢do de carge wniforme (IPCU).

A regiao do plano K > U/2, excluindo a por¢ido encerrada pela linha ae, é gover-
nada pelo ponto fixo (—oo, 0). Este ponto fixo esta associado com uma fase na qual
{t:) < € em todos os sitios, ou equivalentemente (ver Eq. (3.22)) a maioria dos sitios
encontram-se no ¢« tado S7 = 0. Nesta situagao os elétrons se ligam em pares e -
a metade dos sitios vao a estar duplamenre ocupados entanto que a outra metade
estarao desocupados. Dado gue os pares podem se dislocar livremente pelos sitios
desocupados, esta situagiio descreve uma fase metdlica (M), na qual os portadores

de carga sédo pares de elétrons no correlacionados.

Na linha eaf temos dois pontos fixos semi-instéveis denotados por ¢ e d na Fig. 4.1.
A linha ¢ f é governada pelo ponto fixo d e corresponde a uma transicio de segunda
ordem entre as fases IPCD e IPCU. A linha ae é governada pelo ponto fixo ¢ e
corresponde & uma transigao de segunda ordem entre as fases IPCD e M. Os dois
por:tos fixos éstéo conectados pela transformacio umitéria (K, H,) — (K, —H,),
e portanto os autovalores das equacoes de recorréncia hinearizadas sao 1guais nos

dois pontos. Conseguéntemente o expoente critico térmico (isto é, o expoente do
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comprimento de correlagdo [73,74]) v, = Inl/In A, ¢ o mesmo para as duas linhas

de transicdo; A. = A; > 1 é o autovalor relevante no ponto fixo ¢ (d).

Ao longo da linha K = U/2 o estado fundamental do sistema é degengrado, IE
que Hy = 0. A porgio desta linha para K < K, é governada pelo ponto fixo
(—o0, —oc i r=us- O aut olvalor relevante das equagdes de recorl;éncia linearizadas
ileste ponto tem o x'aior A =14 (I = 3) e corresponde ao autovetor (U, k') = (1, 0).
Vemos assim que este ponto satisfaz a condigio de Nienhuis e Nauenberg [75] para
pontos fixos associados com tramsicdes de fases de primeira ordem. Em outras
palavras, a linha K = U/2 com K <. K, descreve uma transigio de primeira
ordem (linha de coexisténcia de fases) entre entre as fases IPCU e M. Esta linha

termina nc ponto critico o',

Ao longo da linha a¢’ (linha de tracos na Fig. 4.1) temos que (t:;) = 0. isto é,
(Sz7) = | 1/2 para todos os sitios. Esta porgéio da linha é governada pelo ponto
fixo (0,0). Se atravesarmos esta lirha em qualquer direcao o parametro de ordem
{t;) mude em forma suave em cualquer ponto da linha e pelo tanto nao existe
transigao de fases nesta regido. Ao dislocar o sistema 2.9 longo da linha i = [7/2
indo da fase IPCD em diregiio & origem, ele sofre uma transicio de segunda ordem
no ponto ¢. O expoente térmico v, = 1, ¢ dado neste caso por v, = Inl/In AL
onde A" é o autovalor das equacdes de recorréncia no ponto a correspondente ao

autovetor na diregao K = U/2. O expoente de cruzamento (isto &, “crossover” do

conmportamento critico associado com o ponto a ao comportamento associado aos
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d Ua Uc -I{c U d I{d Vo Ve ¢a LPY

[B]
o34
=-J
=-J

4381348 954 | K. 1135122 |0.17| 0.25

31283 |261|868|32.10| K, [1.08]0.55]|1.54]-0.15

TABELA 4.1: Localizacdo dos pontos fixos relevantes e dos correspondentes expoentes
criticos do modelo JAU para J = 0. A localizacio do ponto fixo o é Uy = —U,

as

Ko = —K,, onde K, = U,/2, e 0 expoente critico é v, = v,

pontos ¢ ou d) é dado por ¢, = In A*/ In AV, ond.e A2 ¢ o autovalor correspondente -
ao autovetor na diregdo tangencial & linha eaf no ponto a; o expoente da funcio de
correlagao 1, no ponto o’ ¢ dado por 7, = d + 2 (1 —1In )\ﬁ?)/ln 1), onde )\S) éo
autovalor correspondente ao autovetor na direcio transveral a lnha de primeira
ordem. Os valores numéricos dos expoentes criticos para d = 2 e d = 3, assim como

a localizacédo dos pontos fixos relevantes, sio mostrados na tabela 4.1,

Uma das vantagems do método de GR utilizado neste trabalho é que temos a di-
mensionzlidade d como pardmetro explicito, o que permite analisar a influéncia da
dimenséo nos diferentes tipos de fendmienos criticos presentes. Nas redes de Bra-
vals a dimensio é um dos pardmetros principais que determina a universalidade
em relagao aos expoentes criticos. No caso das redes hierdrquicas sabe-se que em
geral estas nao satisfazem as mesmas carateristicas de universalidade que as redes

de Bravais. Assim, é ainda uma questao em aberto quais 4o os parametros relevan-
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tes em relacdo & universalidade nas redes hierdrquicas|76,77]. Em particular, um
comportamento bem conhecido nas redes de Bravais € que para dimensoes grandes
os expoentes criticos de diferentes modelos (classicos e quanticos) tendem todos a
um rnesrno.conjunto de valores, isto é, os valores dos expoentes cléssicos (expoentes
da teoria de campo medio). Na Fig. 4.2 mostramos os expoentes v, € v. como
funcio da dimensionalidade d. Vemos que v, — 1 para d — oo (0 expoente de
campo medio é v = 1/2). Este comportamento é conhecido para o modelo de Potts
de g estados com g arbitrario. [58], onde o nosso cas. corresponde a ¢ = 2 (modelo
de Isiﬁg). Porém, vemos que i/c — 0 para d — oo, mostrando um compo: tamento

néo universal. Nos voltaremos discutir este ponto na subsegao 4.1.2.

0.0

FIGURA 4.2: Expoentes criticos para J = 0 em fungao da dimensionalidade d.
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4.1.2 O modelo de Heisenberg

No himite U — oo as equacgoes de recorréncia 4.1 resultam desacopladas, achando-
se os seguintes comportamentos assintoticos:

U~ Id—] U

R~ fold, J) - (4.4)

J' o~ fi(d,J)

onde
. o ]d_] g3( J) )
f] {d, J) = T arctanh (—m) (45)
— gd-1 ga(J) ) - : y

Vemos que neste caso a tnica equacio derecorréucia ndo trivial é a correspondente
ao parametro de troca (“exchange”) J, a qual alias, resulta fechada. Este fato é sim-
ples de compreender se notamos da Eq. (3.21) que no limite I/ — oo os estados com
Sf = +1 para todos os sitios ¢ predominan sobre todos 0s outros estados. Assim o
Hamiltoniano H 51 age fundamentalmente no subespaco de ocupagiao sumnples, n
qual os termos correspondentes aos pardametros U7 e I tornam-se constantes adi-
tivas irrelevantes. Nesta situagdo o Hamiltoniano (3.21) é equivalente ao seguinte

Hamilioniano:

Hor =T 6.5, (4.7)
{i.7)

onde ¢; sao as matrices de Pauli no sitio 7. O Hamiltoniano (4.7) corresponde ao

modelo de Hewsenberg isotrépico de spin 1/2. Assim, a equacio de recorréncia J/ =
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fi(d,J) é a correspondente ao modelo de Heisenberg na presente aproximacio de

GR. A fungao f;(d, J) se mostra na Fig. 4.3 parad =2 e d = 3.

Para d = 2 as equagdes de recorréncia possuem sé pontos fixos triviais. Assim, o
sistema nao exibe transigdes de fase, como era de se esperar da Eq. {4.7), j4 que
ele possui um grupo de simetrias continuo. Notemos giie o ponto fixo trivial J = 0

corresponde ao atrator (U, I, J) = (+00,0,0) j& descrito na subsecio 4.1.1.

Para d = 3, fi1(3,J) exibe dois pontos fixos nao triviais: um ponto critico an-
tiferromagiiético J4 =~ 0.353 e outro ferromagnético JF =~ —0.522. Vemos que

f1(3,J) possui também dois pontos fixos estdveis: um atrator antiferromagnético

Ji &~ 2.457 e um atrator ferromagnético J§* = —oo. Notemos que o atrator an-
tiferromagnético toma um valor finito ao invés do valor usual J = —4oc (tempe-

ratura zero). Dado que este ponto fixo esta associado com o comportamento do
sisterma a temperatura zero (isto é, com a fase ordenada) o fato dele aparecer numa
regido finita de J é probavelmente um resultado da aproximacao (3.6): a tem-
peratura zero esta ¢ probavelmente uma aproximagio muito tésca e pelo tanto
resultados espurios podemn aparecer. Porém, isto ndo invalida os resultados obtidos
na regiao critica, a qual corresponde a temperaturas maiores. De fato esie tipo de
comportamento (dislocamento de pontos fixos estaveis a valores finitos) foi achado
também por outros autores [39] na aplicacio deste mesmo método com I = 2 ao

modelo de Heisenberg anisotrépico ferromagnético.

Quando d diminui, os pontos fixos J* ¢ J3* juntani-se num ponto fixo marginal na di-
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FIGURA 4.3: Equagao de recorréncia J' = f,(d, J} do modclo de Heisenberg isotrépico

de spin 1/2, para dimensionalidades d = 2 e d = 3. (a}y J>0,(b)J <0
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mensionalidade critica inferior para a transicio antiferromagnética d? = 2.41 (para
d=d2, fi(d,J) é tangencial & linha J' = J). No caso da transigio ferromagnética

a dimensionalidade critica inferior @ obtem-se da seguinte equaciio:

. 8fi(d, J)
Im ———=

=1 4.8

Temos que df = 1+ In(2+v/2)/In3 ~ 2.12. Os expoentes térmicos associados

com estas transigoes estao dados por vap =1Inl/In Aar, onde

_ 94

=4 (4.9)

AAF
JaIF

Na tabela 4.2 comﬁaramos os nossos resultados para JA e vy em d = 3 com aqueles
obtidos mediante expansdes em series de altas temperaturas [78] para diversas redes
de Bravais. Na tabela 4.3 comparamos os resultados para JF e vp em d = 3 com os
obtidos pelo mesmo método para I = 2 [79] e mediante expansdes em serie de altas

temperaturas [78] para diversas redes de Bravais.

Analisamos agora o comportamento para d — oo, A priori podemos esperar
que os efeitos quanticos diminuam, isto é, que o comportamento do sistema se
aproxime cada vez mais ao de um sistema cldssico. De fato, como ja mencionamos
na subsegao 4.1.1, isto acontece nas redes de Bravais. Efetivamente, um com-
portamento semelhante encontra-se no nosso caso. Notamos primeiro que para
d — oc. J§f — oc, o que é consistente com o fato de que o valor finito seja um
resultado de desprezar a ndo comutacio entre operadores. Achamos também o

seguinte comportamento assintotico perto de J = 0: fi(d, J) ~ —fi(d,—J). Na
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Vs JA

GR (I =3) 1.241 0.353

series [78] 0.735 | fec  : 0.232
bece : 0.357
sc : 0.520

TABELA 4.2: Acoplamento critico e expoente térmico do modelo de Heisenberg antifer-
romagnético na rede hierdrquica (! = 3). comparados com os valores obtidos mediante
expansoes em serie de altas temperaturas [78] para as redes de Bravais cibica simples

(sc), centrada no corpo (hbee) e centrada nas faces (fee).

Fig. 4.4 mostramos J# e J/ como fungio de d. Vemos que J4 — 0c J& - 0
para d — oc. Assim, temos que JF ~ —J7. Esta simetria entre os pontos criti-
cos ferromagnético e antiferromagnético é carateristica dos sistemas classicos. Na
Fig. 4.5 mostramos 4 ¢ vy como funcio de d. Vemos que para d — oo, v — 1 e
vp — 1. Comparando com os resultados da subsecao anterior (ver Fig. 4.2) vemos -
Que se observa certo tipo de comportamento universal. no sentido de que expoentes
de sistemas classicos e quanticos em auséncia de campos externos convergem a um
mesmo valor ¥ = 1 para d — oc; este porém, é diferente do valor de campo médio

v =1/2 que é obtido para sistemas em redes de Bravais.
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vr |7
GR-1-3 1.55 0.52
GR-I1=2179] | 1.40 0.34
series {78] 0.735 | fcc  : 0.25
bee @ 0.39
sc o 0. b
j

TABELA 4.3: Acoplamento critico e expoente térmico do modelo de Heisenberg ferro-
magnético na rede hierdrquica para I = 3 (este trabalho) e ! = 2 [79!. comparados com
os valores obtidos mediante expansdes em seric de altas temperaturas [78] para as redes

de Bravais cibica simples (s¢), centrada no corpo (bee) e centrada nas faces. (fec).

4.1.3 Diagrama de fases para J # 0

Em auséncia de campos externos os diagramas de fases para J > 0 e J < 0
sao inteiramente analogos, como j4 mencionamos no inicio do capitulo. Ainda mais,
para d = 3 eles sdo muito semelliantes (qualitativamente) aos diagramas de fases
do modelo BEG em d = 2, tanto fertomagnético [66] como antiferromagnético [80].
Dado que neste capitulo estamos inte-essados principalmente naquelas propriedades
do diagrama de fases completo no espaco (U, K. J, .1, D) relacionadas com o termo
de hopping (), ¢ dado que os pontos fixos que determinam essas carateristicas

localizani-se principalmente na regido U 3> 1 (ver subse: o 4.1.2), vamos dar agui
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0.5

0.0

-0.5

FIGURA 4.4: Acoplamentos criticos J# e JF em funcao da dimersionalidade d.

sé uma descrigio breve do diagrama de fases (U, K, J) para valores intermédios de

7. Um diagrama de fases semelhante se analizard em detallie no capitulo 6.
.

Para d = 3 existe uma fase antiferromagnética isolante {(AFI), a valores relativa-

2.5 :
|

2.0 - -
|

15 ¢ .
i 3

]

1.0 = *
|

0.5 — ‘ ! l
2 3 4 5 &

F1GURrA 4.5: Expoentes criticos v4 e vp em funcio da dimensionalidade d.
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mente grandes de J, governada pelo ponto fixo estével (U, K, J) = (400, K2, J&),
onde K = f2(3,J) =~ —18.78. Esta fase esta separada da fase IPCU (ver
subsegio 4.1.1) por uma superficie de transigao de segunda ordemn, a qual é gover-
‘nada pelo ponto fixo {400, K4, J4), onde K2 = £,(3,J4) = —0.001. Para U > 1
esta superficie € assintéticamente paralela ao plano J = 0, estando localizada a
‘uma altura J4 deste plano. Para U < 0 a fase AFI encontra-se separada da fase M
por uma superficie de transigao de primeira orde: 1, a qual é governada pelo ponto

fixo (—oc, —oc, JA)

; O autovalor relevante das equagdes de recorréncia lin-

K=U/2
earizadas neste ponto satisfazem a condigdo de Nienhuis e Nauenberg [75]. As
duas superficies mencionadas (primeira e segunda ordemn) juntam-se de maneira
suave numa linha de pontos tricriticos governada pelo ponto fixo tricritico [81]
(UT.’ Ky, Jr) = (—2.27,-0.16,0.79}. Este ponto fixo possui dois autovalores re-
levantes /\(Tl) > A_g?) > 1. e un terceiro autorsdor AP < 1. As direghes dos
autovetores associados com /\g?) e /\(73) sao tangencials a superficie de transicao, en
tanto que a correspondente a A{Tn é transversal a superficie; a direcdo do autove-
tor associado com )\g”?) ¢ alias tangencial a linha tricritica. Os expoentes tricriticos

estédo dados por [33,82] v; = Ini/In A(;) cor=1n /\53}/ In MY Os valores calculados

sdo vy = 0.40 e ¢, = (.21.

Alem das duas. superficies de transicic ja descritas, existe uma superficie de
1 G : 1
primeira ordem entre as fases IPCU e M, a qual encontra-se governada pelo

ponto fixe (U, IV, J) = (—oc, — o0, 0)]1\-:”,2., constituindo uma extensio da linha de
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primeira ordem para J = 0 mostrada na Fig. 4.1. Esta superficie termina numa

linha critica isolada, a qual é governada pelo ponto fixo o’ (ver Fig. 4.1).

As trés superficies de transi¢do juntam-se ao longo de uma linha de pontos criticos

terminais. a qual ¢ governada pelo ponto fixo (U, N, J) = (—o0, —o0, Jg"‘),}\,_Uﬁ.

Este ponto fixo possui dois autovalores relevantes: A} = "4 e X, = Y. Temos
também que as duas superficies de primeira ordem possuem a mesma pendente ao
longo desta linha. Estos fatos respondem a caraterizacao de 3R dos pontos criticos

terminais [66].

Ag trés linhas criticas (ist_o é, a linha crffica isolada, a linha de pontos criticos
terminais e a linha tricritica) juntam-se num ponto fixo multicritico egpecial (isto
€, completamente instavel) (Up. Vg, Jg) = (—2.66, —0.75,0.59). As p‘os‘si\'eis inter-
pretagoes deste tipo de ponto fixo serdo discutidas com maior detalhe no capitulo 6.
Os diferentes pontos fixos relevantes para J > 0, assim como as suas carateristicas
mais importantes séo listadas na tabela 4.4. Como exemplo mostramos na Fig. 4.6

o corte do diagrama de fases com o plano i = 0. A localizacdo do ponto tricritico

Ty para ' =0é (U, J) = (—2.22.0.86).

Na Fig. 4.7 mostramos os expoentes tricriticos 1, € ¢, em funcdo da dimensional-
idade d. Nas redes de Bravais a dimensao critica superior (isto é, a dimenséo por
encima da qual os expoentes de campo medio sio exatos) para pontos tricriticos
¢ d = 3. Assim, nessas redes, sc espera que os expoentes iricriticos convergam

rapidamente aos valores de campo médio 1; = ¢, = 1/2 cuando a dimenséio cresce.



Ponto fixo (U, K, J) | Estabilidade | Bacia de atracio Autovalores
| relevantes
(400, K. T estavel fase AFI -
| (400, K, J4) instave] superficie de 29¢ ordem | A, &~ 2,42

entre IPCU e AF]

(—o0, —oc. J3 instavel | superficie de 1™ ordem | A= 1Y =27

Nrecre

entre M e AFI

(o0, —oc. 'JCA)

duplamente linha de pontos criticos | A,, A =1¢

K=Uf2
instavel terminais
(Up, K, Jr ) duplame.ﬁte linha tricritica /\E,}) ~ 14.99
instdvel | Ag?) ~1.79
(Ug, Kg, Je) triplemente ponto multicritico espe- | AR &~ 16.43
instavel cial )\g) ~ 2,08

TABELA 4.4: Classificagiio, localizacio e autovalores relevantes do modelo JRI para

J > 0.
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Pelo contrario, no nosso caso vi nos que 0s expoentes convergem lentamente a zero
para d — oo. Por outro lado, vemos que vy — ¢; — 0 para d — oo, tal como acontece

nas redes de Bravais. Vemos também que ¢, apresenta um maximo para d = 4.

Finalmente, um outro comportamento interessante acontece no diagrama de fases
para i > 0 e U > 0, onde uma superficie de transicao de segunda ordem de forma
paraboidal aparec: como extensao da linha critica eaf mostrada na Fig. 4.1. Esta
superficie localiza-s¢- por embaixo da superficie de scgunda ordem entre as fases
IPCU e AFI. A maior parte desta superficie esta governada, ora pelo ponto fixo ¢
ora pelo ponto fixo d da Fig. 4.1; na fronteira enire estas duas porgoes da superficie

existe uma linha critica governada pelo ponto fixo o da Fig. 4.1.

1.6 I i T
1.4 ——
1.2 - N -
1.0 - N antiferro R

\‘ T H

0.8

0.6

para

0.4

0.2 i ! i L {1
-6-4-3-2-10 1 2

U

FIGURA 4.6: Diagrama de fases do modelo JAU (J > 0) em d = 3 para K = 0.
As linhas de tracos e continua correspondem a transicoes de primeira e segunda ordem

respetivamente. As duas linhas juntam-se no ponto tricritico 1.
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4.2 O modelo IKU

Analisamos nesta se¢io o corte do diagrama de fases correspondente ao subespaco
invariante £ = D = J = 0, isto é, consideramos o diagrama de fases associado com
o Hamiltoniano (3.25). Utilizando a transformagao (2.42) o Hamiltoniano (3.25)
pode-se mapear num- Hamiltoniano da mesma forma que o correépondente ao mo-

delo JAT (Eq. (3.21)), onde os parametros de acoplamento se substituem da

seguinte maneira;
iU — 2K -1LU
: - : (4.10)
I — J
Consequéntemente, o diagrama de fases do modelo TKU pode-se obter do dia-

grama correspondente ao modelo JA U analisado na secao 4.1 mediante a trans-

formagéo  (4.10). Esta correspondéncia entre os dois diagramas de fases é recu-

0.5 T T T o
0.4 ] =
'd
1’ Vt
o
0.3 ,{". -
4. ¢;~“
/! t°
0.2 | & * -
Vi
L
»
01 - (3 _
e
Fd
[
0.0 I | | b

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1/d

F1GURA 4.7: Expoentes tricriticos v e ¢, do modelo JAU em funcéo de 1/d.



perada exatamente pelas nossas equagdes de recorréncia (3.32). Da propriedade

(51 =1—(p2)’ (4.11;

vemos que o Hamiltoniano (3.25) pode expressar-se exclusivamente em termos de
operadores de carga, pudendo assim interpretar-se como um Hamiltoniano que de-
screve as interacoes entre os graus de liberdade das cargas. Em particular, para
U — —oc o Hamiltoniano favorece a formagio de pares de eletrons ligados num
mesmo sitio. Estes pares vao se comportar como bosons de *caroco dure”. Assim, o
Hamiltoniano (3.25) vai descre ver nesta: condicbes um gas de bosons interagentes.
O Lmite U — —oo do modelo JKU é mapeado a traves das Egs. (4.10) no limite
U— oo.gio modelo JKU. Nestas condigdes o 1inico termo que contribui no Hamil-
toniano (3.25) é o associado com o parametro I. Este termo é obtido mediante as
Eqgs. (4.10) do Hamiltoniano efetivo (4.7), e pode pela sua vez obter-se do modelo
de Hubbard com banda semi-cheia (em cujo caso resulta I > 0) mediante teoria de

perturbagoes no limite U — —oo [47].

No modelo JKU a fase antiferromagnética é caraterizada pelo seguinte parametro
g p

de ordein:

M, = lim_:-’\if > Siexp (1(5 ﬁ,-) (4.12)

:
o qual corresponde & magnetizacio espontanca de subrede, onde o limite de um
campo magnético alternante indo a zero esta implicito na expresiao (4.12). O
parametro M, pode orientar-se numa diregéo arbitraria. No caso em que M, se

orienta na diregao z, vemos da Eq. (2.43) que no modelo IKU temos o seguinte
G , ] q g
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parametro de ordem diferente de zero:
1 s |
N 2 el exp (1Q.R) = ¥ ) (4.13)

onde no segundo termo temos utilizado a Eq. (2.11). O estado associado corres-

ponde a uma fésc de ondas de densidade de carga (ODC).

No caso em que o parametro M, encontra-se no plano x-y o parametro de ordem

diferente de zero no modelo IKU é o seguinte:

-

b

1 Cod '
W Z(Cfncz,x) =V etz ) (4.14)

o qual indica a existéncia de uma fase supercondutora de singletes (SS) (ver

Apéndice B).

No caso em que os dois parametros (4.13) e (4.14) sio iaenticamente nulos ter-
emos que nao existe correlagio entre os pares para U suficientemente negative
(fase M). ou teremos auséncia de pares (fase IPCU) para U suficientemente
grande. No segundo caso temos que os estados com p; = 0 para a maioria dos
sitios vao predominar, en tanto que no primeiro os estados que predominaram

serao aquilos nos quats p? = +1.

Utilizando as Eqgs. (4.10) vemos que o modelo JKTU apresenta para U < 0 uma
superficie de transicio de segunda ordem entre a fase M ¢ a fase mista ODC/SS.
Esta superficie esta governada pelo ponto fixo (U, K, I) = (— oo, KA 1), onde I, =
J#, e o expoente térmico correspondente é vy = 14 (ver segio 4.1}. A fase mista

esta governada pelo ponto fixo (—oo, K7, ), onde [, = J&, e as demais fases
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possucmi a mesma caraterizagao que no caso do modelo JIU. As demais partes
do diagrama de fases podem obter-se em forma semelhante a partir dos resultados

da secao 4.1.

4.3 O modelo de Hubbard

Consideramos nesta se¢io o corte do diagrama de fases com o plano (I, 1), isto &,
I=J=K=D=0, tanto para U > 0 como para U < 0. Este caso corresponde ao
modelo de Hubbard com banda semi-cheia (2.33). O plano (U/,) nio é invariante

sob GR, e por tanto o fluxo extende-se a todo o espago (U, K, J,1,t, D).

Afin de testar o método de GR analisainos primeiro o caso unidimensional. Para
d = 1 o GR nao mostra evidéncias de transicio de fases para U 74.0, como ¢ de se
esperar {ver subsegdo 2.3}, Todos os pontos no plano (U, ) sée levados pelo fluxo
de GR na linha t = 0, a qual é uma linha de pontos fixos para d = 1. Os pontos
com ' > 0 sdo levados na regido U > 1 do eixo ¢ = 0, a qual caracteriza uma
fase isolante, ja que neste caso os eletrons estaréo completamente localizados. Os
pontos comn U < 0 séo leados naregido | U [ 1 do semi-eixo negativot = 0. Nesta
situagao os eletrons se ligam de a pares, mas parad = 1 nfo existe correlaciio entre
os pares. Assim, o sistema é um metal, onde os portadores de carga sio pares
de eletrons (fase M). O eixo t completo (U = 0) é governado pelo pouto fixo
(U,K.J.1.t,D) = (0,0,0,0,0,0). Este comportamento interpreta-se como segue:

para U/ = 0 o imodelo descreve um sistema de fermions nao interagentes (modelo
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tight-binding) com uma banda de energias dada pela Eq. (2.14). O procedimento de
decimacao utilizado consiste basicamente numa eliminacdo dos graus de liberdade
associados as escalas pequenas (comprimentos de onda pequenos) e um posterior
reescalamento das variaveis. Este procedimento vai produci: em cada iteragao uma
diminuigao da largura da banda, a qual é proporcional ao pardmetro de hopping
t (ver subsegio 2.1). Conseqliéntemente, sob renormalizagio teremos que t — 0,
e assim o ponto ﬁxé (0,0,0,0,0,0) caracteriza nma fas'e -nletélica normal (isto é,
onde os portadores de carga sdo eletrons ndo interagentes). Vemos que para d =1
o método de GR reproduz o comportamento conhecido da solugio exata (j& que

para d = 1 a rede hierarquica é equivalente a rede de Bravais).

Parad > 1 & regido I > 0 do plano (U,1) ¢é governadd. pela regidgo U — oo do
subespagot = D =1 =0, com J > 0. Como vimos na secdo 4.1, no limite I — o,
comt =D = I =0, as propriedades termodinamicas do sistema estdo inteiramente
- determinadas pelo Hamiltoniano de Heisenberg (4.7). Podemos concluir assim, que
parad > 1o estado.fundamental do modelo de Hubba,rd com banda semi-chela
{pelo m(%;nos na rede hierdrquica) ¢ sempre isolante e antiferromagnético. isto é,

nao se observa transigao de Mott para IV # 0 em nenhume dimensdo .

A regido U" < 0 do plano (U, t). para d > 1, é governada pela regido I/ — —oo do
subespago t = D = J = 0. Assim, para U < § o estado fundamental do sistema

corresponde a um gas de bosons (pares de eletrons) interagentes (ver secio 4.2).

Em d = 2 encontramos para o diagrana de fases uma estrutura semelhante & do
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diagrama em d = 1 (ainda que o fluxo néo ¢ igual). O eixo U = 0 completo é
governado pelo ponto fixo (0,0,0,0,0,0). Assim, para U = 0 o sistema é um metal
normal. A regidgo U > 0 ¢ governada inteiramente pelo atrator (400,0,0,0,0,0),
o qual encontra-se associado & fase IPCU J& descrita na segdo  4.1. Dado que
para U — oo os eletrons estao localizados, o sistema é um isolante paramagnético
para U > 0 e temperatura fimita. Estes resultados concordam com outros previos
obtidos por uma outra técnica de GR {37] e com cdlculos de Monte Carlo [50].
A }egiﬁo U < 0 é governada inteiramente pelo atrator (—o0,0,0,0,0,0), o qual
como ja vimos na segdo 4.2 encontra-se associado a fase M‘(pare_s de eletrons

ndo correlacionados).

Na Fig. 4.8 mostramos o diagrama de fases calculado para d = 3, onde temos
utilizado no lugar de (U,t), as variavels mais aproi)riadas para o andlise: 1/t
(temperatura adimensional) e U/t. Como ja vimos, para U/t > 0 o sistema é
sempre um isolante, mas para ¢ = 3 temos uma Iinha de transicio de segunda
ordem entre uma fase AFI a baixas temperaturas, governada pelo ponto fixo
(U.K,J,I.t.D) = (+oc, K3, J5,0,0,0), e uma fase IPCU & altas temperaturas,
governada pelo ponto fixo (U, K, J, 1,1, D) = (+00,0,0,0,0,0). A linha critica é
governada pelo ponto fixo (U, N, J,1,1,D) = (+oo,Kf, J2,0,0,0) e o expoente
térmico correspondente 14 é dado na tabela 4.2. Para U/t < 0 temos uma linha de
transi¢ao de segunda ordem (simetrica com a correspondente para U/ > 0) entre

a fase M a altas temperaturas e a fase mista ODC/SS a baixas temperaturas. Esta
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linha critica esta governada pelo ponto fixo (U, K, J,1,t,D) = (—o0, K4,0,1,,0,0)
e o expoente térmico correspondente ¢ v; = v4. A coexistencia das fases QDC
e S5 no modelo de Hubbard com U negativo é uma degeneresséncia particular
da banda semi-cheia. Esta degeneresséncia ¢ removida no caso da banda nao semi-
cheia [47.83). As duas linhas criticas (IPCU-AFI e M-ODC/SS) juntam-se no ponto
1/1C # 0 no eixo U/t = 0. A regiao 1/t > 1/t. do eixo U/t = 0 ¢ governada pelo

ponto fixo (0,0,0,0,0,0), correspondendo por tanto a uma fase metalica normal.

0.8 T i i I I .!
M IPCU
0.7 r {pares de _ ' ™
eleirons) :
l/tc metal normal
-
~ 0.8 -
i
\c—iclos limite
0.6 F ~
0ODC/88 . ATl
| |
04 b—n

20 -1 -1.0 -0.5 00 0.5 10 15 20

U/+

Fi1GURA 4.8: Diagrama de fases do modelo de Hubbard com banda semi-cheia para d = 3

(1/t : temperatura adimensional).



81

Na regiao 1/t < 1/t. encontramos um comportamento anémalo no fluxo de GR.
Esta regido é governanda por ciclos limite de ordem. dois, em vez de ser governada
por pontos fixos usuais. Mais precisamente, cada ponto nesta regiso é levado sob
renormalizagdo num dos dois ciclos limites denotados por Cy e C;, cujos valores
se mostram na tabela 4.5. As bacias de atragdo destes ciclos no eixo U/t =0
aparecem para (0 < .1/t < 1/t, na forma de intervalos aparentemente densos de
diferentes comprimentos, distribuidos alternadamente de maneira complexa e sem
uma estrutura clara. Porém, notemos da tabela 4.5 que Cy e C estao relacionados
pela transformacgio (¢,D) — (—t,—D), sendo assim evidente que os dois represen-
tam de fato o mesmo estado termodinamico (ver Eq. (3.19)). O significado fisico
destes ciclos (se existir) ndo é claro até o momentc. Em particular o fato de ter uma
mudanga no fluxo de GR (o qual interpreta-se usualmente como uma transicao de
fases) no modelo tight‘binding puro (U/t = 0), claramente néo é o que se espera
numa rede de Bravais, onde a qualquer temperatura os elétrons vao preencher a
banda de energias de ac.',ordo com a distribui¢do de Fermi, nao existindo pelo tanto
nenhum tipo de transicio de fase. Porém, isto nao é necessariamente assim numa
rede fractal. E conhecido que modelos tight-binding (ou equivalentemente, modelos
harmoénicos) definidos em redes fractais apresentam propriedades muito peculiares
‘a temperatura zero, tais como efeitos de localizacao. diferentes tipos de espectro
fractal, autofungdes com estrutura hierdrquica [84] e outros tipos de anomalias
{(ver Fig.1 em Ref. [85]). Todas estas propriedades dependem da dimensionalidade

da rede. Assim, é de se esperar que qualquer operagiao envolvendo reescalamento



ciclo! U K J I t DB | p

C; |1.4060.703 | 0.07 | 0.07 | 7.513 | 0.607 | -15.63

C, |1.406 | 0.703 | 0.07 | 0.07 -7.513 1 -0.607 | 15.63

TABELA 4.5: Ciclos limite para U/t = 0 e 1/t < 1/t.. Os parimetros (U,K,J,I,1) tem

valores fixos, en tanto que o parametro D oscila entre os valores D) ¢ D(2),

(Eq. (3.29)) pode apresentar resultados muito diferentes dos que se obterialm numa
rede de Bravais. Acreditamos, por tanto, que a presenca dos ciclos limite séja uﬁl
efeito devido a fractalidade das redes utilizadas, estando possivelmente relacionada
a alguma degcneresséncia partic.ularrdo estado fundamental destas redes. De fato,
ciclos limite de ordem dois no fluxo do GR temr sido observados em modelos de
Ising com interagdes competitivas, onde ta.l. comportamento reflete certas degener-
esséncias do estado fundamental do modelo [86]. Na secAdo 4.4 mostrarenios como
estes ciclos extenden-se a uma regifo maior, a qual esta relacionada com certas

simetrias do modelo.

Respeito da forma da linha critica, digamos para U/t > 0, se espera para redes de
Bravais, que a mesma apresente um maximo ao dimiruir U/, indo depois a zero
para U/t — 0 [87,54]. No nosso caso vemos que a linha cresce monotonamente ao
diminuir U/t, convergindo ao valor 1/#.. Esta diferenca é devida probavelmente ao

mesmo efeito que gera os ciclos limite.
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Na figura 4.9 mostramos 1/, em funcdo da dimensionalidade d. Vemos que 1/t. —
0 para d- — d., isto €, os ciclos limite desaparecem para d < d., onde d. ~ 2.41.
Vemos que d, = d2, onde d? é a dimensionalidade critica para a transi¢ao para-
antiferro achzda na secio 4.1 para o modelo JKU. Este fato sugere que a linha

critica completa da Fig. 4.8 desaparece para d < d..

4.4 O modelo de Hubbard com

~interagoes biquadraticas

Comnsideramos nesta se¢do o corte I = J = D = 0 do diagrama de fases para d = 2
e d =3 (0 caso d = 1 néo apresenta nada de novo respeito do caso d = 1 analisado

na segao  4.3). Este corte corresponde a um modcle de Hubbard com banda semi-
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Ficunra 4.9: i/{. em fungao da dimensionalidade d
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cheia e interagoes biquadréticas entre primeiros vizinhos, o qual é descrito pelo
seguinte Hamiltoniano:

H = f(%g (cjf,ocj_a. telea) 43U Z (niy—ni)i— K (ZJ) (552 (s7)"  (4.15)
Dado que =5 operadores de spin no termo correspondente ao parametro K
estao elevados ao quadrado, da Eq. (4.12) vemos que este termo pode também
interpretar-se como uma interacio entre cargas. Neste sentido, o Hamilto-

niano (4,15} é semelhante ac modelo de Hubbard estendido [29].

(onsideramos primeiro o éaso d = 2. O corte deste diagrama de fases com o
plano ¢ = 0 foi mostrado na Fig. 4.1, en tanto que o corte com o plano A = 0
fol discutido na segdo 4.3. A continuagdo vamos discutir o corte deste dia-
grama com o plano ' = U/2. Como vimos na subsecao 3.2.1, o sube-
spago (I, Ny = (J,U/2) do espago de parametros completo (U,H,J,I.t.D) é
invariante sob GR. Assim, o fluxo no presente caso val se manter neste subé—
spago, ainda que os pontos inicials com I = J = 0 sergo levados em pontos
com I = J # 0. O diagrama de fases calculado se mostra na Fig. 4.10. Para
[" < 0 temos uma regido de coexisténcia entre as fases IPCU e M, a qual ¢ gover-
nada pelo ponto fixo (U, K, J,1,t.D) = (—o0,—0¢,0,0,0,0){;_;/p, € que termina
na linha eritica «'b; esta linha é governada pelo ponto fixo o' da Fig. 4.10 (ver
subsecio +4.1.1). Para I’ > 0 achamos uma fase IPCD, a qual é governada pelo
ponto fixo (+oc, +0c,0,0,0, 0”1{:["/2' A linha ab corresponde a uma transicao de

segunda ordem metal-isolante; esta linha esta governada pelo ponto fixo a (a local-



izagho dos pontos fixos mencionados encontra-se na tabela 4.1).

Consideramos agora o resto do diagrama de fases no espago (U, A, t), isto €, para
K #£U/2 Para K > 0e U > 0 temos uma superficie critica de forma paraboidal,
cujos cortes com os planos f = 0 e K = U/2 foram mostrados nas figuras 4.1 ¢
4.10 respetivamente. A porcao desta superficie para i > U/2 esta governada pelo

ponto fixo d da Fig. 4.1, en tanto que a porgido para A < U//2 esta gdvernada pelo

3.0 - | 1

2.5 -

metal normal

F1GURA 4.10: Diegrama de fases do modelo de Hubbard com inter¢oes biquadraticas

em d = 2. para Iy = U/2. Para " < 0 temos uma regiao de coexisténcia entre as fases

IPCU ¢ M
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ponto fixo ¢. Para K > U/2 esta superficie descreve uma transigio metal-isolante
continua entre as fases IPCD e.M. A fase M extende-se sobre tuda a regiﬁ,o K >U/2,
exeto aquela porcao encerrada pela éuperﬁcie de transicio acima descrita. Para
K<U/2a ;uperﬁcie descreve uma transi¢ao de segur da ord :m entre as fases IPCU
e IPCD. Todos os pontos com A < U/2, fora da regido encerrada pela éuperﬁcie
de transi¢do, pertencem & fase IPCU. Na Fig. 4.11 mostramos um corte tipico do

diagrama de fases para K > (0 com um plaﬁo U = con: ante {U = 8).

Para K < 0 e U < 0 as fases IPCU" e M encontram-se separadas pela superficie
plana (K = U/2) mostrada na Fig. 4.10, a qual descreve uma transicao metal-

1solante de primeira ordem. Esta superficie termina na linha critica isolada a'b’.

3.0 T ;
K
2.5 - {pares de .
metal norm_:l_ eletrons)
2.0 I i
t 15 7
IPCU
1.0 / -
1IFCD :
0.5 i
0.0 i 1 |
0 2 4 6 B

FIGURA 4.11: Diagrama de fases do modelo de Hubbard com interacdes biquadréticas

em d = I para [ = constante = 8.



87

Fora desta superficie, para & = U/2, o sistema transforma-se de maneira continua
(1sto é. sem transicao de fases) da fase M () > U/2) a IPCU (& < U/2), pasando

por uma fase metalica normal em A = U/2, onde os pares de eletrons se quebram.

Finalmente vamos considerar o diagrama de fases para d = 3, cujo corte com o
plano A = U/2 se mostra na Fig. 4.12. Para valores pequenos do parametro ¢
o diagrama mostra as mesmas carateristicas que o correspondente para d = 2.

Para valores malores de ¢ novos efeitos dpareceni. Notamos primelro que os ci-

3.0 7 T i T T

2.9 :
CICLOS LIMITE

2.0

/o

i 15 L obC/se

1.0 +

1PCU IPCD

0.5 I

-12 -8 -4 0 4 8 12

F1GURA 4.12: Diagrama de fases do modelo de Hubbard com: interagdes biguadraticas

em d = 3, para ' = U/2.
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clos limite ji encontrados para ' = U = 0 (ver secéio 4.3) extendem-se por
tudo o plano K = U/2 por encima da linha /b'b na Fig. 4.12. As bacias de
atracao dos dois ciclos C; e C, aparecem na formg. de faixas alternadas de forma
complexa. A apari¢io dos ciclos limite acontece somente para K = U/2. Ven.os
tambeém que entre a regido de coexisténcia (IPCU+M) e a regiao dos ciclos limite
aparece uma nova regiao, na qual coexistem as duas fases ordenadas descritas na
secao 4.3 (isto ¢, AFI e ODC/SS). Esta regido esta gbvernada pelo ponto fixo

. Este ponto fixo possui trés auto-

(U'.\ If: J It D) = (_007 kOO’JA’ J2A’ 070)|I\"=U/2

valores relevantes: Ay = %, satisfazendo assim a condicdo de Nienhuis e Nauenberg,
e dois autovalores degenerados A; = Az = 1“1, Podemos entender a presenca destz
regiio de coexisténcia si notamos que para K = U/2 o segundo e o terceiro iermo
no Hamiltoniano (4.15) podem-se combinar dando como resultado (para a rede
hierarquica;

Lrr Z [(52)2 (53)2]2

3 o TAM

(1.3}

Para U <« ~1 as configuracbes no espago de estados que vao predominar
serao aquilas para as quais 57 = 0 para todos os sftios, ou aquilas para as quais
S7 = %1 (indistintamente) para todos os sitios. Os dois tipos de configuragdes (isto
é, S = 0 ou 57 = #1) tain a mesma energiz e por tanto a mesma probabilidade
de acontecer. Para valores pequenos de t esta degeneresséncia é a responsavel da

coexisténcia entre as fases desordenadas (M+4IPCU), tainto para d = 2 como para

d=3. Em d = 3, quando 7 cresce cada uma destas fases sofre uma transicio de se-
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gunda ordem & correspondente fase ordenada (tendo associado cada transicao um
expoente critico v, ), na linha gb' da Fig. 4.12. E probavel que esta degeneresséncia
esteja também relacionada com a aparigao dos ciclos limite, ja que as duas coisas

acontecem somente para I = U7/2.

Pars K < U/2 temos uma superficie de transicio de segunda ordem, que separa
a fase IPCU (valores pequenos de t) da fase AFI (valores grandes de 1), a qual ¢
governada pelo ponto fixo (o0, K7, J4,0,0,0). Par: K > U/2 temos uma super-
ficie de transicao de segunda orderﬁ, que separa a fase M (valores pequenos de 1)
da fase mista ODC/SS (valores grandes de t), a qual é governada pelo ponto fixo
(—oc. W2,0,1,0,0) (ver secio  4.2). O corte destas superficies pelo plano K = (
corresponde as lmhas criticas da Fig. 4.8. As duas superficies criticas juntam-se
ao longo da linha ¢gb'b no plano K = U/2 (Fig. 4.12). As fases AFI e ODC/SS
estao separadas pela regiao de ciclos limite no plano ¥ = U//2, exeito na pequena
regiao do plano encerrada pela curva gb'h da Fig. 4.12, na qual as duas fases co-
existem (isto é, temos uma transigio de primeira ordem, associada ao autovalor
A = 9, 2o atravessar o plano I = /2 nesta regido. Na Fig. 4.13 mostramos
alguns cortes do diagrama de fases com planos U = constante, para alguns val-
ores tipicos de U. Vemos que a presenga de interacdes repulsivas entre primeiros
vizinhos (/i) permite a existéncia de uma fase supercondutora (SS) ainda pora in-
teragoes mo sitio repulsives U > 0. Notemos também (Fig. 4.13¢) que a superficie

critica paraboidal achada para d = 2, se deforma perto de K = /2 no caso d = 3.
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FIGURA 4.13: Diagrama de fases do modelo de Hubbard com interacbes biquadriticas

em d = 3. para valores tipicos de U/ = constante. (a) U = —4; (b) U = 2; (c) U = 4.



Capitulo 5

O mocdelo tJ. Conexao com

supercondutividade de alta T.

Neste capitulo introduzimos o modelo tJ e comentamos brevemente a sua
conexao comi o fendomeno de supercondutividade a altas temperaturas em compostos
ceramicos. Um modelo tJ generalizado é derivado do modelo de Hubbard generali-

zado, resultando assim o apropriado para o estudo de GR.

5.1 O modelo tJ

Consideremos, ao igual que para o modelo de Hubbard, uma rede arbitraria, onde
a cada sitio temos associado um orbital de Wannier néo degenerado (7). Vamos
a supor ent&o, que temos definido na rede um sisterna de fermions (eletrons) com
interacoes de “carogo duro”, isto é, assumimos que cada sitio da redse pode estar

ocupado no mdzimo por um clciron. O modelo tJ adimensional define-se entéo pelo



seguinte Hamiltomano:

Hyg=t > (awa”r + a}’oaiga) I S8+ g Zn,o (5.1)
{t.0).0 (.5}

onde GI,O =({1- 77»1‘,—«7)‘33,5:3 t, J e i sio os parémetros adimensionais de hopping,
troca e o potencial quimico respetivamente. Os operadores de spin S, estdo definidos
nas Eqgs. (2.18). Os operadorgs (110 se introduzew a fim de levar em conta apropria-
damente o vinculo que proibe a dupla ocupacio en todo sitio. Existe uma outra

versao do Hamiltoniano tJ que aparece freqiientemente na literatura, isto é:

—

Hiy=1t > (a:f,oaj,a +al,a; ) J> (S, —- nn ) +p Zn, - (5.2)
{i.ihe (.3

Como vimos na subsegiio 2.3 (ver Eq. (2.48)) o Hamilto_niano (5.2) obtem-se em
forma aproximada no limite 17/t > 1 do modelo de Hubbard, onde nesse caso
J/t =1/2U. Assim, no limite U /t > 1 o modelo de Hubbard é mapeado no limite
J/t < 1 do modelo tJ. De fato, na expanssio para U /t>» 1 do modelo de Hubbard
outros termos de hopping entre segundos vizinhos aparecem, os quais normalmente
nao se consideram ja que eles correspondem a termos de hopping de segunda ordem.
Por outra parte, estes termos sio eliminados sistematicamente no procedimento de
GR utilizado neste trabalho. Afim de evitar confuséo, queremos salientar que o
Hamiltoniano (5.2) é em geral diferente do Hamiltoniano (5.1) (eles s coincidem se
o numero de elétrons € 1gual ao nimero de sitios na rede). Desafortunadamente, na
literatura os dois sao chamados de Hamiltoniano tJ. O Hamiltoniano tJ generalizado
que vamos a introduzir na secao 5.3 contém os dois Hamiltonianos (5.1) e (5.2)

como casos particulares.
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No limite 1 — oo, temos que p = 1, isto ¢, todos os sitios estdo ocupados e o modelo
tJ (em qualquer uma de suas versoes ) se reduz ao modelo de Heisenberg isotrépico.
Assim, este modelo, para y finito descreve um antiferromagneto (isolante de Mott)

dopado (isto é, com buracos na ocupagéo eletrénica).

5.2 Supercondutividade de altas temperaturas

Desde a descoberta de materiais cerdmices supercondutores com temperaturas
criticas entre 30 K e 40 K por Bednorz e Miiller [7] em 1986, ﬁma enorine var-
iedade de materiais com temperaturas criticas crescentes foram descobertos nos
anos scguintes (chegando até o limite de 125 K até agora). Todos estes materiais
tern uma estrutura de camadas, com celdas unitarias complexas, tendo como fato
estrutural comum a presenga de um ou mais planos de CuQ; (por celda unitéria)
[10]. Dentre todos estes compostos tal vez os mas estudados (constituindo assim
autenticos paradigmas) sdo os da familia La;_ (X ),CuQ4_,, onde X = Ba ou Sr,
e os da familia Y Ba,Cu30¢4,. No que segue, vamos nos referir em geral a estes
dois tipos de materiais. £ estrutura geral consiste em grupos de um (La) Ou IBals
{dois no caso do Y7) planos de CuQz, separados por varias camadas de 4dtomos de
disposicio variada, contendo Cu, O e os restantes elemuentos constituintes. Estas
camadas intermedias, entre muitas outras propriedades, agein como reservorios de
carga para os planos de CuQ,. Assim, a dopagem, isto é, tanto a variacio na

concentragao de oxigénio como a introdugéde de impurezas (X na familia do La)

%
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localiza-se nestas regides do material, dando como resultado final uma variagdao na

concentragao eletronica nos planos de CuQ, [88].

Duas carateristicas destes 11ateriais, de importancia fundamental para o fenémeno
da supercondutividade (a‘ssim como para outras propriedades peculiares que eles
apresentam ). tem sido ampliamente reconliecidas (baseadas numa. enorme quan-
tidade de evidéncia experimental): (i) .0 papel fundamental dos planos de CuOg:
a evidéncia indica que os portadores de carga tanto na fase supercondutora como
na fase condutora normal se dislocam nestes planos, tendo uma intera¢do muito
pequena entre planos; isto da ao fendmeno carateristicas quasebidimensionais; (22)
o quantum de carga supercondutora é 2¢, isto é, a supercondutividade envolve
portadores de carga eletrénice na forma de parcs de Cooper; a forinagao destes
pares (quaisq_uer que seja a sua natureza. coisa que ainda hoje ndo se sabe
com certeza) encontra-se relacionada em forma direta a presenca de buracos na

ocupagio eletrénica dos planos de CuQ, como resultado da dopagem [88,89].

Nos planos de CuQ,, cada dtomo de Cu esta ligado fortemente a quatro dtomos de
O (ver Fig. 5.1). Em muitos casos a célula unitiria é quadrada, pudendo também
ter a forma de retangulo ou de losango. A estrutura dos planos de CuQ; é devida
principalinente a ligacdes semicovalentes entre os orbitais 3d (de simetria 2 — y*)
dos ions de Cu e orbitais 2p, dos ions de O. O nivel que resulta da hibridizacao dos
orbitals 3d e 2p, gera uma banda eletronica com carateristicas d (e portanto estre-

ita), a qual possui somente um estado por ion de Cu. Na auséncia de buracos o
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F1IGURA 5.1: Planos de Cu(Q; nas cerdmicas supercondutoras de alta Tp; os circulos cheios

e vazios correspondem aos dtomos de Cu e O respetivamente.

nivel de Fermi caj no meio desta banda, isto €, a banda resulta semi-cheia. Porém,
a forte repulsac coulombiana no orbital 3d do Cu faz ¢om que cada orbital hibrido
esteja ocupado no maximo por um elétron. Estas carateristicas fazem destes planos
a realizagdo fisica mais simples de um isolante de Mott [3], o que ve-sc confirmado
peio fato de que no estado sem dopagem (Lay CvQy ou Y Ba;CusOg) estes materiais
sao isolantes antiferromagnéticos. Os momentos magnéticos, neste caso, localizam-
se nos 1ons de Cu formando um sistema de spins que é bem descrito por um modelo
de Heisenberg de spi1~1/2 numa rede quadrada [88]. A interacdo dominante neste
caso é uma forte interacdo de troca Jyj entre ions de Cu primeiros vizinhos no plano
(J ~ 10 — 130mel). Porém, existe também um acoplamento de troca J, entre
planos, muito mais fraco (Jo/J ~107°) [90], o qual gera ordem antiferromagnético

de longo alcance tridimensional, com temperaturas de Neel Ty ~ 300 K.

Ao introduzir buracos nos planos de CuQ; (os quais localizam-se nos orbitais hibri-

dos j& mencionados) mediante a dopagem, estes materiais apresentam um diagrama
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de fases muito rico [91]. Ao aumentar a concentragic de buracos z desde zero, a
temperatura Ty cai rapidamente a zero. No diagrama x — T temos entéo uma linha
critica onde o sistema pasa a uma fase paramagnética isolante. Ao continuar au-
mentando z o sistema pasa a altas temperaturas de isolante a metal (a natureza
desta transicdo nio é bem conhecida), e a baixas temperaturas o sistema apre-
senta uma fase supercondutora, onde 7. aumenta até um maximo, para logo cair
a zero ao continuar aumentando x. Na regido de baixas temperaturas, entre a fase
antiferromagnética e a fase supercondutora, podem acontecer uma variedade de
fendmenos (tais como a presenga de uma fase vidro de spin, transicoes dg primeira
ordem, etc), mas em geral os resultados experimentais ainda nio sio suficientes

para determinar com certeza a natureza desta regido.

Baseado nas carateristicas do estado n&o dopado (isolante de Mott) Anderson [23]
propus o modelo de Hubbard bidimensional como base para explicar o fendmeno da
supercondutividade nestes materiais. Ainda sendo um modelo muito simplificado,
Anderson sugeriu que nas interagdes entre buracos, geradas pelo entorno antiferro-
magnético do isolante de Mott, deveria se achar a esséncia da formacdo dos pares
de Cooper. Sendo que a interacio coulombiana no sitio U é bastante forte, a sua

proposta na verdade leva ao modelo tJ, na sua versio (5.2).

Resultados de campo medio no limite de correlagdes fortes do modelo de Hubbard,
em geral apoiam a proposta de Anderson [92,93]. Porém, resultados de Monte

Carlo [94] e solucdes exatas em clusters finitos [95] ndo mostram evidéncias de cor-
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relagdes supercondutoras no modelo de Hubbard bidimensional, o que levanta al-

gumas duvidas sobre a aplicabilidade do modelo a este problema.

Por outra parte, Zhang e Rice [68] derivaram en forma direta o modelo tJ (Hamil-
toniano (5.1)) a partir de um Hamiltoniano de duas bandas, que leva em conta a
hibridizagéo dos orbitais do Cu e do O. Esta derivagdo fornece um valor de J/t
bastante mais alto do que t/2U, o que, alem de se a.fa.s.tar do modelo de Hubbard,
parece concordar com os valores altos de Jj n1edidors. Assim, o modelo tJ aparece
como sendo um modelo mais fundamental do que o modelo de Hubbard para a
desérigﬁo deste fenomeno, e porﬁantb um melhor candidato a explica-lo. Em par-
ticular os resultados de Monte Carlo [96] e diagonalizacio exata de clusters finitos
197], ‘entre outros (ver Ref. [98] e referéncias ali citadas), parecem confirmar esta

hipotesis.

Resumindo, ainda que o modelo tJ ¢ um modelo muito simplificado para descrever
ermn forma completa estes materials altamente complexos, ele aparece como sendo
uma base de partida promisséria para explicar a parte esséncial dos fendmenos
associados. E importante mencionar que existem muitas outras teorias e modelos de
natureza muito diferente (ver, por exemplo, as Ref.[89,99]) propostas para explicar
a supercondutividade em materiais cerdmicos. Porém, dado que o objeto de estudo
neste trabalho sdo os modelos de fermions relacionados com o modelo de Hubbard,
nos vamo-nos limitar a testar, mediante a técnica de GR, em que medida o modelo

tJ reproduz algumas das propriedades dos materiais supercondutores, e nao nos
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ocuparemos desses outros modelos.

5.3 O modelo tJ generalizado

A evidéncia-experimental parece indicar que as propriedades magnéticas ¢ a super-
condutividade nos oxidos ceramicos descritqs na segdo 9.2 estao profundamente
relacionadas [100]. Em particular, diversas teorias para a formacio dos pares de
Cooper contém como par e esséncial as interagdes magnéticas nestes materiais (ver
por exemplo, as referéncias [101,102,103,104]). Assim, em relagio ao modelo tJ,
resulta interessante estudar as propriedades magnéticas a temperatura finita do
modelo, afim de testar se o modelo reproduz a fenomenologia geral do diagrama de
fases. Uma ferramenta poderosa para este tipo de estudos é precisamente a técnica
de GR. Em particular, uma questéo interessante para analisar é a possivel pre-
senca a balxas temperaturas de f-I‘&iH;a‘i(;f)BS de primeira ordem (isto é. coexisténcia
de fases) entre uma fase rica em elétrons, ordenada antiferromagnéticammente, e
uma fase rica em buracos {paramagnética). Experiéncias de difragdo de neutrons.
tem mostrado a existéncia deste tipo de transicoes e¢m compostos de La dopa-
dos com oxigémo [105]. Ainda mais, experi‘ncias de RQN [106] e espectroscopia
por ressonancia de muons [107] indicam a ypossivel existéncia destas transicbes em
compostos de La dopados com Sr ou Ba. Porém, até onde néds sabemos, es-
tas transicbes ndo tem sido encontradas nos compostos de Y. Assim, uma das

questoes importantes € se o modelo tJ pode fornecer uma descrigao unificada destes
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fendmenos.

Queremos salientar que nds nao detectamos com o presente método de GR a fase
supercondutora (isto é, nao a~hamos nenhum tipo de atrator associado com esta
fase). Em principio, este resultado sugere que nao existe supercondutividade no
modelo tJ nas redes hierdrquicas que nos utilzamos, ainda que isto nao pode ser
afirmalo com certeza jd que o GR reste caso é aproximado. Por tanto. este re-
sultado indicaria que o GR ndo ¢ um método adequado para estudar apraximar as
redes de Bravais no estudo de supercondutividade no modelo tJ. Porém, como ve.-
emos depois, © GR nas redes hierdrquicas fornece uma descricdo niito compléta.
da parte magnética do diagrama de fases dos= materiais supercondutores a altas
temperaturas. Assim, a informacao obtida do GR val nos permitir comnparar so-
mente a parte magnética do diagrama de fases dos materiais supercondutores com

a correspondente no modelo tJ.

Ao igual que no caso do modelo de Hubbard, o Hamiltoniano H,y ndo é invariante
sob GR. O nosso seguinte paso é entdo a procura de uma generalizacio que seja
invariante sob GR. O ponto de partida para isso ¢ o Hamiltoniano de Hubbard
generalizado Hi (Eq. (3.26)). Afim de obter uma generalizacdo dos Hamiltoni-
anos (0.1} e (5.2) que seja mvariante sob GR, devemos impor ao Hamiltoniano Hy,
o vinculo que proibe a dupla ocupagiao em todo sitio, o qual obtem-se tomando na
Eq. (3.26) o limite I — oo, mantendo os deinais parametros finitos. Neste limite

os estados que contém sitios com dupla ocupagéo néc vao contribuir & energia.
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Assim, o Hamiltoniano efetivo resultante vai ter elementos de matriz nao nulos so-
mente entre estados pertencentes ao subespago de estados com ocupacio simples,
isto.é, aqueles estados que satisfazem: n;in; = 0 para todo sitio 7. Neste caso
os Unicos processos de hopping que vao contribuir serio aqueles que ligam sitios
comi ocupagao simples ou nula; esta condigao pode colocar-se em forma explicita
tomando D = E = —t no Hamiltoniano (3.26). Dado que os operadores de carga
nao diagonais pf, p! possuem elementos de matriz n&o nulos somente entre estados

cumn ocupacao nula ou dupla no sitio 7, os termos correspondentes no Hamilto-

niano (3.26; nao vao contribuir. Por outra parte, dado que n;n; | = 0. temos
que
(i) = —pi=1-(5}) (5.3)
(S5 = m (5.4)

Das Eqs. (5.3) e (5.4) vemos que os termos na Eq. {3.26 - que contém operadores de
carga diagonais p}, podem ser absorvidos nos termos associados com os pardmetros

K e u. Finalmente, utilizando a Eq. (2.34), o Hamiltoniano resultante pode e
esCrever comio segue:
He =1t Z (a:{.gajrf, + a}yaa;__g) —J Z S—S_‘; - R Z (Sf)"2 (51‘7)2 + Zn.;.g (5.5)
(idre (i.7) (1.3} ta
O termo associado com o parametro K no Hamiltoniano (5.5) pode ser reescrito,
usando a ‘q. {(5.4). como 2_(ijy iny: assun, ele descreve uma interagdo de carga

entre elétrons localizados em sitios primeiros vizinhos, Fazendo A = 0 na Eq. (5.5)
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recuperamos o Hamiltoniano (5.1), entanto que para K = —J recuperamos o Ha-
miltoniano (5.2). O subindice S no Hamiltoniano (5.5) faz referéncia « Schlottmann,
quem foi o primeiro que propos [44] este Hamiltoniano no contexto de sistemas de

fermions pesados (K = V na notacdo de Schlottmann).

O Hamiltoniano Hf foi derivado construindo o mais geral possivel que satis-
faz um certo conjunto de sin_ietrias preservadas pelo traco parcial (3.5) (ver
subsecio  3.2.2). E simples de verificar que essas propriedades de simetria
sio preservadas também no limite U — oo utilizado parz rivar o Hamilto-
niano (5.5) a partir de H%. Assim, Hs é o Hamiltoriiano mais simples que contém o

modelo tJ (em qualquer unia de suas versdes ) cor o caso particular e fica invariante

sob GR.

Usando a transformagao (2.24) pode verificar-se que o espectro de Hg é in-
variant - sob uma mudanga de sina’ do pardmetro f. Assim, a funcio de gra-

particdo associada

35 =Tr exp (Hs)

satisfaz Zs(t) = Zg{—t). e portanto o diagrama de fases va? resultar simetrico sob

a transformacao ¢ — --f. Por definicio, no que segue assumiremos t > 0.

O subespago t = 0 do espaco de pardametros (p. i, J.¢) é invariante sob GR. Neste

caso temos um modelo JK u descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

How = ~J 3 5.8, ~ K S (5: 7 (85) + Yo (57)° (5.6)
i i)
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onde temos utilizado a Eq. (5.4). O Hamiltoniano (5.6) é semelhante ao do modelo
JKU (Eq. (3.21)) analisado na secio 4.1. Porém, a diferenca entre os dois modelos
€ que no caso do modelo JRT7 os estados com S7 = 0 sio duplamente degénerados,
en tanto que para o modelo JA p isto ndo acontece. Esta diferenca vail introduzir
modificagdes no dingrama de fases. Por outra parte, como veremos, ainda que os
dois diagramas de fg.ses apresentam muitas semellianzas. a interpretagio fisica é

muito diferente nos dois casos.



Capitulo 6

Diagrama de fases do modelo tJ

generalizado

Neste capitulo calculamos o diagrama de fases completo do modelo tJ generalizado
[108} introduzido no capitulo 5. As equagdes ‘le recorréncia sio obtidas pelo mesmo
método utilizado no caso do modelo geral H (ver secdo  3.3). Ainda que os blocos
irreduciveis de Hg sao menores que no caso de Hj: (ja que o espaco de estados ve-se
reduzido), eles continuam sendo o suficientemente grandes para néo admitir o tratamento
anah'tico' no caso mels geral. Uma propriedade importapte é que todos os pontos fixos
relevantes das equagbes de recorréncia localizam-se no subespago invariante ¢ = 0 do
espago (p, K, J.?*). De fato, neste caso particular as equacdes de recorréncia sio obtidas
analiticamente. Assim, resulta conveniente discutir primeiro algumas propriedades gerais
destas equacdes para d > 1. As propriedades a temperatura zero do plodelo tJ sio
em geral conhecidas [25]. Baseados nessas propriedades em geral no esperamos que o

diagrama de fases do modelo tJ generalizado em d = 1 apresente nenhuma caracteristica
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de particular interesse.

6.1 Equacoes de recorréncia para t =0

Para ¢t = 0 temos o modelo JK i associado ao Hamiltoniano (5.6). As equacbes de

recorréncia neste caso tem a forma:

Jo= apt 1n,(§)

By
K' = ~J'+0'"'n (%) | | (6.1)
J = FT_I arctanh (»%)
COIn
Fi = 1+dexp(p)+2exp(2i— K)gs(J)
o= exp(p/2){1+2exp (i) +exp (2p — 2K) gu(J) + exp (j1 — K) g5(J )]
Fe o= exp(p)+2exp(2u - K)gs(J) +exp (3 — 3K) g1 (J) (6.2)
Fy = exp(p)+2exp(2 - K)gs(J) +exp(3u —3K) go(J) -

Fy = exp(3p—3L)g:(J)

onde as fungoes g¢i(x), + = 1.....5, estéo definidas pelas Eqs. (4.3). Das Eqs. (6.1)
verifica-se que J = 0 constitui pela sua vez um subespago invariante {isto é, J = 0 implica
J' = 0). Algumas propriedades gerais do diagrama de fases neste subespago podem ser

deducidas facilmente notando que, para J = 0 o Hamiltoniano (5.6) {comparar com os
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resultados da subsegdo 4.1.1), toma a forma:
Hik, = —K E nin; + Zn,- (6.3)
) :
Introduzindo as variaveis t; em cada sitio 7 (as quais sdo, pela Eq. (5.4), equivalentes as
variaveis (3.22)):

t;=2(n;— 1) (t; = +1) (6.4)

o Hamiltoniano (6.3) pode-se mapear num modelo de Ising de spin-1/2 na presen.(;a de

um campo magneético externo dependente da temperatura:

H; :—%I{Etit;,“‘i—zBi t; (6.5)
(i) i
onde
B; = % (,u — % I + 1112) (6.6)
e z; € o namero de sitios primeiros vizinhos do sitio 7. Numa rede de Bravais =, = z é

constante e o campo B; resulta homogeneo; numa rede hierdrquica z; depende do sitio
e asstm B; ¢ um campo local. Notemos que no caso do modelo JKU o campo cxterno
efetivo H; (Eq. (3.24)) ¢ sempre homogeneo e independe dé. temperatura (a diferenga
encontra-sc no termo In2 na Eq. {(6.6), quc néo esta escalado pela temperatura).

A linha IV = 0 no plano (U, K') é também wm subespago invariante sob GR (isto é,
L =0 = L' = 0). Noandlogo magnético (Eq. (6.5)) este subespaco corresponde a um
sistema de spins ndo interagentes num campo magnético externo. Ao longo desta linha
encontramos trés pontos fixos: (3] o ponto fixo semi-estavel (p, K. J,t) = (0.0.0,0),

que denotamos por ¢ ; () o atrator (400,0,0,0}, que denotamos por p, e (%) o atrator



106

(—00,0,0,0), que denotamos por h. Da Eq. (6.6) vemos que o ponto fixo p esta asso-
ciado a uma fasc caracterizada por {t;) > 0, o que equivale (ver Eq. (6.4)) a {n;) > 1/2;
conseqiéntemente. esta é uma fase rice em eletrons (alta densidade de eletrons). O
ponto fixo h esta associado com uma fase caraterizada por {t;) < 0, o que equivale a
{ni) < 1/2, sendo por tanto uma fase rica em buracos (baixa densidade de eletrons). As
duas fases (rica em eletrons y rica em buracos) sio paramagnéticas. Para A < 0 o Hamil-
toniano (6.5) descreve um modelo ferromagnético. Assim, para d > 1, deveremos achar
para K < 0 umaz linha de transicio de primeira ordem entre as duas fases associadas

com os pontos fixos I e p.

Para K > 0 o Hamiltoniano (6.5) descreve um modelo de Ising antiferromagnético
num campo externo, e €l consequéncia esperamos, para d > 1, a presenca de uma
fase com ordem tipo antiferromagnética, nalguma regisio do seunplano ' > 0 do espaco
(. K). Em outras palavras, supondo uma rede bipartita, teremos (¢;) > 0 para todos
os sitios pertencentes a uma das subredes, e {t;) < 0 para todos os sitios da outra. Da
Eq. (6.4} vemos ¢ue numa das subredes vio predominar os sitios no estado n; = 0, en
tanto que na outra véo predominar os sitios no estado n; = 1. Esta situacio corresponde
a uma fase de oncdus de densidade de carga (ODC). A densidade total de eletrons neste
caso ¢ p = 1/2. Notemos que a fase OD( neste caso é diferente da fasc achada no modelo
JIKU, onde a densidade eletrénica é p = 1 (a subrede com maior densidade eletrénica

tem n; = 2).

Vamos considerar agora alguns limites importantes do caso geral J # 0. Das Eqs. (6.1)
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encontramos, no limite yt — 400, os seguintes comportamentos assintéticos:

) ld—l u

K~ fy(d,J) (6.7)

J o~ fl(d7 J)

onde as funcoes f; ¢ f; estdo definidas pelas Egs. (4.5) e (4.6). Vemos que a tinica
equagao de recorréncia nao triviél neste limite ¢ a correspondente ao parametro J, a qual
alias, resulta fechada. Isto resulta do fato de que no limite ¢ — 400 temos que p — 1, isto
é, todos os sitios estardo ocupados. Nesta situagao, o termo associado ao pardmetro A
no Hamiltoniano (5.6) vira uma constante aditiva irrelevante, e o Hamiltonianao se reduz
ao do modelo de Heisenberg de spin-1/2 (Eq. (4.7)). Os diversos pontos fixos ¢ os corres-
pondentes sxpoentes criticoe da ¢quagao de recorréncia J' = fi(d, J) foram analisados
na subsecao  4.1.2: Assim, vemos que para d = 2, esta equacio nao apresenta nada de
1IoVO respeito do caso J = 0. Para d = 3 os pontos fixos de fi(3, J) fornecem o seguinte
conjunto de pontos fixos para as Eqs. (6.7): (¢, N, J) = (+oc, N1, /) (+oo, K3, JH);
(+oo, K, JFY, (+o0, +oc, —oc).

Outro comportamento assintético interessante acontece para g — —oc e K — —oo.

Consideremos primeiro o caso J = 0. Vamos propor a seguinte relacio:
K =p+lnag (6.8)

Usando entao as Eqs. (6.1) e impondo que, no limite g — —oc, K’ ~ i’ +1nag, achamos

que

TR Sk Y (6.9)
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d—1

Inag =2 T In2 , (6.10)

Em outras palavras, a linha determinada pela Eq. (6.8) é assintoticamente invariante sob
GR. A existéncia desta linha é confirmada numéricamente nas secées 6.2 e 6.3. Nesta
hinha encontramos o ponto fixo (u, K, J) = (-o0, o0, 0}l s 1 g

Consideremos agora o caso J 0. No limite y - —oo, com ¥ =y + constante
. H )

encontramos das Eqs. (6.1} os seguintes comportamentos assintdticos:

oo~ 19Ty

K' o~ (6.11)

J' o~ fild, )

onde fi{d,J) é dado pele Eq. (4.5} Das Eqs. (6.11) acluiuos, para d = 3, mais
quatro pontos fixos : (u,N,J) = (—o0,—00,J2); (~o0,—0oc,Ji); (—oc,—oc,JF) e
(—oo, —00, —00). Neste litnite {4t — —oc) o Jacobiano das equacdes  de recorréncia (6.1),
avaliado em qualquer um dos cinco pontos fixos acima mencionados exibe um autovalor
A =1, o qual encontra-se a sociado com o autovetor (u, K, J) =(1,0,0). O significado

fisico destes pontos fixos vai ser analisado nas secoes 6.2 e 6.3.

6.2 Diagrama de fases para d = 2

Em d = 2 ndo temos ordem magnética de longo alcance. Porém. afim de distingui-las das

fases com ordern magnética que apareceram em d = 3, daqui em diante vamos denotar
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as fases rica em buracos e rica em eletrons por Pb (peramagnética rica em buracos) e Pe
(paramagnéiica Tica em eletrons) respetivamente.

Analisamos primeiro o corte J =t = 0 do diagrama de fases no espago (u. K, J, 1),
o qual é um subespago invariante sob GR. O ciiagrama de fluxo que resulta das
Egs. (6.1) é mostrado na Fig. 6.1. Neste subespago temos quatro pontos fixos
nao triviais: o ponto a, dup.lamente instéavel; o ponto b instével; o pouto (u, K, J, 1) =
(0,0,0,0) instavel, denota, por ¢, e {das Eqgs. (6.9)-(6.10)) o ponto fixo instdvel
(, K, J,t) = ('-~oo,—_c>o,0,0)|h,=.wr3/4 1m2: denotado por Fy, que ja foi discutido na
segao 6.1

A linha ea é governada pelo ponto fixo Fy. Como vimos na secio 6.1, o autovalor
relevante neste ponto é A = 9, o qual tem associado o autovetor (p, K) = (1,0, Dado
que o potencial quimico g é o campo termodinadmicamente conjugado ao parametro de
ordem p, o ponto fixo Fy satisfaz a condi¢gao de Nienhuis e Nauenberg [75]. Assim, a
linha ea, a qual tem a forma assintdtica {6.8) para 4 — —oc, descreve uma transicdo de
primeira ordem entre as fases Pb e Pe. Esta linha termina no ponto critico a. A linha
de tragos na Fig. 6.1 é governada pelo ponto fixo ¢. Esta linha corresponde a uma
transformacao continua de wina fase na outra. isto é, u densidade de eletrons p muda em
forma continua ao atravesar esta linha, ndo correspondendo por tanto a transicio de fases
nenhuma. Os expoente térmico e da fungio de correlagio no ponto critico a estfo dados
respetivamer:c por 1, = n{/In AN e por 17, = d+ 2(1 - AP/ 1 1), onde A and A
sao os autovalores das equagdes de recorréncia linearizadas no ponto a: os autovetores

associados sao respetivamente tangencial e transversal 4 linha ea.
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FIGURA 6.1: Diagrama de fluxo no subespaco invariante (p, '} do modelo JA y parad =
2. O fluxo de GR ¢ indicado esqueméticamente por setas. A linha cbd corresponde a uma
transicao de fases de 2%° ordem. A linlia continua ea correponde a uma transicao de 17
ordem entre as fases Pb e Pe, e termina no ponto critico ¢; a inha de tracos corresponde
& um paso continuo entre as duas fases. A linha de pontos esta associada ao campo de

escala relevante no ponto fixo b.
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A regido encerrada pela linha cbd na Fig. 6.1 é governada pclo atrator

(u, K, J,t) = (400,+00,0,0)

Koty COM 7y R 4; este ponto fixo caracteriza a fase
ODC descrita na se¢do 6.1 e vamos denota-lo por w. A linha cbd é governada pelo
ponto fixo b e corresponde a uma transicao de segunda ordem entre as fases Pb e ODC.
O expoente térmico nesta linha é dade por v, = In//ln )Xy, onde A, é o autovalor rel-
evante no ponto b { o autovetor associado é tangencieﬂ a linha de pontos na Fig. 6.1).
Na tabela 6.1 a.presentainos uma resuino das carateristicas gerais dos ﬁontos fixos acima
analisados.

A estrutura de pontos fixos mostrada no subespago J = { = 0 determina completa-
mente o fluxo de todus os pontos no espago inteiro (i, I, J,t) para d = 2, ja que todo
ponto localizado fora dr dito subespago é atraido por ele, isto é, o fluxo de todos os pontos
é governado pelo conjunto de pontos fixos no subespaco J = ¢ = 0. Assin. as diferentes
hipersuperficies de transicio no espago (j, K, J,f) estio governadas pelos pontos fixos
nao triviais nésse si Hespago. Vam-os descrever agora alguns cortes representativos do
diagrama de fases completo em d = 2.

Consideremos o corte { = 0 do diagrama de fases para J > 0 (o diagrama para J < 0
* completamente andlogo ao do caso J > 0). Na Fig. 6.2 mostramos a regido I < 0
(interagado atrativa) e ¢ < 0 do diagrama de fases no espago (y, K, J}). Temos uma
superficie de transi¢io de primeira ordem entre as fases Ph e Pe. Esta superficie, a
qual constitui a extenséo para J > 0 da linha ea mostrada na Fig. 6.1, esta governada
pelo ponto fixo Fy e termina numa linha critica (denotada por af na Fig. 6.2) a qual é

governada pelo pouto fixo a. A superficie de primeira ordem e a linha critica extendeni-se



‘Estabilidade

Ponto fixo | Localizagdo (u, ) Bacia de atragao no | Autovalores
espago (p, K, J,t) relevantes
g (0.0) instavel ‘hypersuperficic entre Pb | A = -1 = 3
e Pe sem transicio de
fases
P (+oc,0) estavel fase Pe -
h (—oc,0) 1 estével fase Pb -
w (00. 20 M ps gy estavel fase ODC N
v A4
Fy (—oc. —00) )0, | Instdvel hypersuperficic de 1™ | A= =3
og = 3/4 In2 ordem entre Pb ¢ Pe
a (—3.42,-2.93) duplamente | superficie critica MY~ 997
instavel A2 = 7.84
b (2.03.6.14) instavel hypersuperficic  critica | A, = 2.80

entre Pb e ODC

TABELA 6.1: Classificagao, localizagao ¢ autovalores (relevantes) dos pontos fixos rele-

vantes para o modelo JI 'y em d = 2. Todos os pontos fixos nesta tabela localizani-se no

subespacgo J =1 = (.
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aregiao ' > Oep < 0.
Na Fig 6.3 mostramos a regido A > 0 (interagdo repulsiva) e g > 0 do diagrama de
fases no espago (u. K, 7). Temos uma superficie de‘transigéo de segunda ordem “ntre as

fases. Pb e ODC. Esta superficic {que constitui a extensio para J > 0 da linha ¢cbd da

Fig. G.]) é governada pelo ponto fixo b.

A estrutura geral do diagrama de fases para f # 0 repete as carateristic: - do caso

t = 0. Na Fig. 6.4 mostramos o diagrama de fases para K = 0, o qual esta associ:.docom

FIGURA .2: Diagrama de fases do modelo JA'u para ' < 0 em d = 2. A superficic caf
corresponde a uma transicio de fasecs de 17 ordem entre Ph e Pe. ¢ termina na linha

critica af.
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) Hami}tﬁn.iang (5.1). Para g < 0 achamos novamente uma superficie de transi¢io de
primeira ordem entre as fases Pb (embaixo da superficie) e Pe (acima da superficie), a
qual é governada pelo ponto fixo Fy. Esta superficie termina numa linha critica {denotada
por gh na Fig. 6.4) a Qual é governada pelo pohto fixo a. O valor critico de J nesta linha
cresée com {. Para K = 0 nao existe fase ODC.

A estrutura geral do diagrama de fases completo para d = 2 pode resumir-se como

segue:

e E.istem no total 3 fases: Pe, Pb ¢« ODC.

Y

FIGURA 6.3: Superficie de transicio de 29¢ ordem entre Ph e ODC no modelo JI i para

J>0emd=2
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e Para p < 0 existe uma hipersuperficie de transicio de primeira ordem entre as

fases Pb e Pe, a qual termina numa superficie critica.

e Para 4 > 0 e K > 0 existe uma hipersuperficie de transi¢ao de segunda ordem

entre as fases Ph e ODC.

e Para p > 0 a transicdo entre Pb e Pe é suave (isto é, sen: transigio de fases), no

sentido de que a densidade eletrdnica muda de maneira suave ao pasar de uma fasc

Fi1GURA 6.4: Diagrama de fases do modelo tJ (N = 0) en1 d = 2. A figura mostra uma
superficie de transigio de 17° ordem: entre as fases Pb (J pequeno) e Pe (J grande), a
qual! termina na linha critica gl a linha 1/ localiza-se no plano t = 0. Outra superficie

semelhante existe para J < 0.
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4 outra.

Na Fig. 6.5 mostramos um corte representativo do diagrama de fases para valores
tipicos de A > 0 e t constantes. A lista completa dos pontos fixos que determinam a
estrutura do diagrama de fases em d = 2 e as carateristicas gerais destes pontos se mostra

na tabela 6.1.

O problema da separacao de fases (isto é, transicdes de primeira ordem) no modelo
tJ bidimensional tem sido tratado a temperatura zero por outros autores [109,110].- Em
particular, os resultados de Emery et ol sugerem que a separacao de fase acontece pare

todo valor de J/t; isto esta em desacordo com os nossos resultados. Aos fins de com-

paracao, analisamos entdo o diagrama de fases em termos da temperatura adimensional

1.2 |
- Ay
\
1.0 - \ !
S Pe
N
0.B — Pb \\ .
N
— 0.6 | I -
“\
A
0.4 \ -
\
S
0.2 - onC ‘\ -
i
0.0 1 ] 1 ':
0 2 4 3] B
p,

FiGURA 6.5: Corte representativo do diagrama de fases do modelo tJ generalizado para
valores tipicos de v e 7 em d = 2. A linha de tragos corresponde a uma mudanga suave

entre as fases Pb e Pe.
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1/t e das variaveis independentes da temperatura J/1. y/f. Na Fig. 6.6 mostramos as lin-
has de coexisténcia entre as fases Pb e Peno plano {u/t,1/t) para ' = 0 e J/t constante.
para diversos valores de J/t. Cada linha termina num ponto critico cuja temperatura
critica (1/t). dimimmi ao diminuir J/t. Na Fig. 6.7 mostramos a temperatura critica
(1/t). em fungao de J/t. Desafortunadamente, o erro numérico no céleulo cresce com f,
fazendo extremamente dificil (i;bt,er resultados precisos paré temperaturas muito baixas
(1/t < 0.1). Alem disso, os valores correspondentes do parametro {1 encontram-se fora
da regido do espaco de pardmetros na qual se espera que a aproximaciao (3.6) forneca
resultados confidveis. Porém, nossos resultados sugerem a existéncia de um valor critico
(J/t). por embaixo do qual a transicio desaparece para toda temperatura, isto é, o.mo-
delo tJ bidimensional ndo apresenta separacio de fases para wvalores pequenos de J/t.

‘Da Fig. 6.7 extrapolamos o valor (J/t). =~ 1.4.

Resulta interessante repetir a andlise anterior para o caso K = —J (associado ao
Hamiltoniano {3.2)). Os resultados obtidos sdo andlogos aos do caso K = 0. Para N =
—J extrapolamos o valor (J/t). = 0.67. Este resultado sugere que o modelo de Hubbard
também nao apresenta scparacao de fases. ao menos para valores grandes de U'/t. onde
se esperam semellhianzas com o modelo tJ. Esta conclusio concorda com resultados de

Monte Carlo a temperatura finita no modelo de Hubbard [111]. e é consistente com os

resultados que apresentaremos no capitulo 7.
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6.3 Diagrama de fases para d =3

Ainda que muitas das carateristicas do diagrama de fases em d = 2 persistem em d = 3,
o diagrama de fases neste ultimo caso ve-se apreciavelmente modificado, devido a que
as intera¢des entre spins, associadas com grupos< de simetrias continuas, geram ordem
magnética de longo alcance. Aésim. umn diagrama de fases muito rico e complexo aparece.
Dado que todos os pontos fixos.re]evantes, isto é, todos aquilos que determinam comple-
tamente as propriedades criticas, localizam-se no subespac -« invariante t = 0, iniciamos

nossa discuczo com este caso.

4 ;
|
3 F -
J/t=6 l
-+ |

\ 2 - If‘t:f) _-_‘;
i I/t=4 |
i
1L J/1=3 |
] | [ Jt=z2 |
‘: P |

R
0 1 Lt . i
715 _10 o) o

FiGURA 6.6: Linhas de coexisténcia do modelo tJ em d = 2 (I = 0) para valores tipicos

de J/t
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FiGURA 6.7: Temperatura critica adimensional (1/t). em funcio de J/¢, para K = 0.
A curva sugere que (1/t). — 0 para J/t — (J/t).. O valor extrapolado de (J/1). ¢

(J/t)e = 1.4,
6.3.1 Diagrama de fases para { = 0 (inodelo JA 1)

Como ja dissemos, todos os pontos fixos relevantes estio no subespaco t = 0; em outras
palavras, todos os pontos do espago de parametros (g, Iv, J, t) sdo levados neste subespago
sob a transformacao de GR.

Comecamos nossa andlise com o subespaco invariante J = { = (. A estrutura geral
de pontos fixos neste subespac¢o é qualitativamente andloga & estrutura do caso d =
2 (ver subsecao 6.2 e a Fig. 6.1). Os valores numéricos desies pontos fixos, assim
COmMOo as suas carateristicas gerals. se mostram na tabelu 6.2. Todos os autovalores das

equagoOes de recorréncia linecarizadas, correspondentes aos campos de escala associados
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Ponto fixo | Localizagdo (i, V) | Bacia de atracdo no espaco | Autovalores
(p, K, J,t) relevantes
q (0,0) fronteira entre as fases PhePe | A =41 = ¢
sem transigao
p (—|—:>c 0) fase Pe .
h {(—oc,0) fase Pb —_
w (0c. 90} ke gy | fase ODC -
v & 12.48
k (—oc, —0)|k—pta, | hypersuperficie de 17 ordem | A =4 = 27
ag = ¢/13In2 entre as fases Pb e Pe
a (—1.82, —1.47) superficie eritica A0V~ go7
M2 11.33
b (1.44.14.43) hypersuperficie critica entre | A, = 8.10
Pb e ODC

TABELA 6.2: Classificagdo, localizagdo e autovalores (relevantes) dos pontos fixos rele-
vantes para o modelo JIKy, para J = 0, em d = 3. Todos os pontos fixos nesta tabela

localizam-se no subespaco J =t = 0.

com os parametros { ¢ J, em todo ponto fixo sdo irrelevantes, isto é, todos os pontos fixos

s80 atrativos nessas diregoes.

O diagrama de fases para o caso J > 0 e ¥ < 0 é mostrado na Fig. (.8, e o conjunto de
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pontos fixos para J > 0, que junto com os pontos fixos para J = 0 determina a estrutura.
do diagrama, ¢ listado na tabela 6.3. A ligacio global de todos os pontos fixos para
J 2 0 é mostrada na Fig. 6.9. Como ¢é de se esperar, este diagrama de fases mostra uma
grande semelhanza qualitativa com o do modelo BEG‘ classico em d = 2 (ver Ref. [66]).

Temos trés fases para J > 0: (1) a fase Pb, por embaixo da superficie FMT: {71) a fase
Pe, por embaixo da superficie FTC e (i:ii) uma fase ordenada antiferromagnéticamente
(AF) localizad» acima da superficie FMTC'. Estas trés fases estiao governadas respetiva-
mente pelos pontos fixos h.pe(p, N, J)=(4+oc, K§, J$), sendo este tltimo ponto deno-
tado nor A. A superficie FTC esta governa&a pelo poﬁto fixo (p. IV, J) = {+oc. K2, J2).
o qual denotamos C4. Os pontos fixos A e Cy emergem das Eqgs. (6_7). Em con-
sequéncia a superficie FTC correspoi-le a uma transicio de segunda ordem entre as
fases AF e Pe, onde 0 expoente térmico associado é v4 (ver subsecio 4.1.2), isto é, esta
transicao pertence a classe de universalidade do modelo de Heisenberg isotrépico.

A superficie FMT esta governada pelo ponto fixo (p. Iy, J) = (—o0, —o0, J3). o qual
denotamos por f 4. Este pontofixo é atrativo em todas as direcoes, exeto aquela associada
a0 CAampo de escala i, cujo autovalor associado é A = 1Y. Dado que a densid:ide eletronica
satisfaz p = 1 (p = +oc no ponto fixo 4), FAMT é wma superficie de transicho de primeira
ordemn entre as fases Ph e AF.

A superficie FEae exta governada pelo pouto fixo Fy. As carateristicas deste ponto
fixo ja foram discutidas nas segoes 6.1 e 6.2. Mediante os mestnos arguinentos utilizados
para d = 2 concluimos que FEac é uma superficie de transicho de prineira ordem entre

as fases Pb e Pe. Esta superficie termina na linha critica isolada «E, a qual é governada



]
[}

Ponto| Locabizacao (u, K, J Estabilidade Bacia de atracdo no | Autovalores
fixo espaco (yu, IV, J,1) relevantes
A (400, K3, I estével fase AF R
Ca (+oo, KA. JH) instavel hypersuperficie de 2% | A, ~ 2.49
| ordem entre Pe e AF
Fy (—00, —oc, J3) instavel hypersuperficic de 17¢ | A =14 =27
| ordem entre Pb e AF
G4 (—00,—0cc, JA) duplamente | superficie critica termi- | Ay, X = ¥
instavel nal
T (—1.02,-0.01,0.70) | duplamente | superficie tricritica /\23) ~ 12.87
mstavel /\512) ~ 1.57
E (—1.72,-0.97,049) | triplemente | linha multicritica espe- )\g) ~ 16.32
instavel cial /\(E?) ~ 2.74
AP~ 1.66

TABELA G.3: Classificagdo, localizacdo e autovalores relevantes dos pontos fixos para o
modelo JKp para J > 0, em d = 3. Estos pontos fixos, junto com os mostrados na

tabela 6.2 determinam comnpletamente o diagrama de fases do modelo tJ generalizado em

d=23paraJ >0.



pelo ponto fixo a.

As superficies FMT e FTC juntam-se de maneira suave na linha ET. Os ponto.

fixos E e T nestz linha sao nao triviais. O ponto fixo T é atrativo ao longo da linha

FiGURA 6.8: Diagrama de fases do modelo JKp em d = 3, para K < 0. A regido por
encima da superficie FMTC corresponde & fase AF: a regiao por embaixo da superficic
FTC corresponde & fase Pe, em tanto que & regiio por embaixo da superficie FAMT corres-
ponde & fase Ph. A superficic FTC é de 29 ordem, em tanto gque FAMT ¢ de 1™ ordem;
a superficie FEae é de 1™ ordem e termina na linha critica isolada ¢E. A linha continua
ET € tricrﬁica, em tanto quc a linha de tragos e pontos FE ¢ uma lmha de pontos criticos

terminais.
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FiGURA 6.9: Diagrama esquematico da ligacio global do conjunto de pontos fixos que
determinam o diagrama da Fig. 6.8. As linhas continuas grossas e as linhas de pontos
correspondem a trajetérias de GR em superficies de 29° ¢ 1™ ordem respetivamente; a
inha dupla continua e a linha de tragos e pontos correspondem as linhas tricritica e de
pontos criticos terminais respetivamente; as Jinhas continuas finas néo correspondem a

transi¢coes de fases,



ET, 1sto ¢, o autovalor cujo autovetor ¢ tangencial & linha ET satisfaz A < 1. Este
ponto possui também dois autovalores relevantes ()\?} > /\f}’" > 1), cujos autovetores
associados séo respetivamente transversal e tangencial a suI-)erﬁcie. de transicio. Esta es-
fratura caracteriza a linha ET como uma linha tricritica [33,82]. Os e#poentes tricriticos
estao dados por 14 = Inl/In /\!1—1} e ¢ =i/ In AP Os valores numéricos dos autoval-
ores relevantes se mostram na tabela 6.3.

As duas superficies de primeira ordem FMT e FEae. e a superficie de segunda ordem
FTC juntam-se ao longo da linha FE, na qual as duas superficies de primeira ordem tem
a mesm.a derivada. A linha FE é governada pelo ponto fixo (g, K, J) = (—o0, Q::o, JA), o
qual denotamos por G4. Este ponto fixo possii dois autovalores relevantes: um autovalor
de primeira ordem A = ¥, acoplado ac campo de escala y e associado portanto a wma
transigao de primeira ordem, e um outro autovalor A = 4 o (iua] associa-se a uma
transicao de segunda ordem com as mesmas carateristicas que Cu. O ponto fixo G4 é
instavel na direcao que o liga éom Cy (ver Fig. 6.9) com X = I, e instdvel na direcio que
o higa com Fy e Fy, com A = ["4. Esta estrutura caracteriza o comportamento de
pontos criticos terminais, e assim FE resulta uma linha eritica terminal (feita de pontos
criticos terminais), A linla tricritica ET. a linha critica ¢E e a linha critica terminal FE
Juntami-se no ponto fixo E. Este ponto possui trés autovalores relevaiiies (/\S} > /\g) >
)\g) > 1), sendo assim mm ponto multicritico. No modelo BEG cldssico existe un ponto
fixo andlogo [60;. sendo neste caso um ponto tricritico especial associado A transicio do
modelo de Potts de trés estados [112]. No caso do ponto fixo E, ele esta probavelmente

relacionado a algum tipo de andlogo quantico do modelo de trés cstados. A mesma
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interpretagdo aplica-se ao ponto fixo analogo achiado no modelo JRATU na subsecao  4.1.3.

A superficie de transigio entre as fases paramagnéticas (Pb e Pe) e a fasc antifer-
romagnética (incluindo tanto as superficies de primeira e segunda ordem, assim como a
linha tricritica) extendem-se & regido b > 0 do espaco de pardmetros . Embaixo desta
superficie temos. para p > 0, uma superficie de transigdo do segunda ordem entre as
fases Pb e ODC (esta ﬁltima encerrada pela supesficie de segunda ordem); esta superficie
¢ andloga & encontrada na séc;éo 6.2 (ver Fig. 6.3) e esta governada pelo ponto fixo b.
Na Fig. 6.10 mostramos alguns cortes do diagrama de fases para J > 0 e i’ = constante.

para valores tipicos de /.

O diagrama de fases para t = 0 e J < 0 mostra qualitativamente a mesma estrutura
do que o diagrama para .J > 0 descrito acima, onde neste caso a fase AF é substituidé por
uma fase ferromagnética (F'). Por cada ponto fixo para .J > 0. existe um ponto anélogo
para J < 0: a localizacio e us carateristicas gerais destes pontos fixos sao listadas na
tabela 6.4. A ligagao glohal entre os diferentes po: ros fixos é a mesma que sc mostra

para o conjunto correspondente de pontos fixos para J > 0 na Fig. 6.9.

6.3.2 Diagrama de fases para t £

Como j&4 mencionamos, os pontos fixos do caso t = 0 (modelo JI i) determinam o
diagrama de fases completo do modelo tJ generalizad: em d = 3. Assim, as superficies
de primeira e segunda ordem analisadas na subsecfio anterior viram, no espaco completo

(p. I, J, 1), hipersuperficies tridimensionais, em tanto que as linhas tricriticas e as linhas
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FIcura 6.10: Cortes tipicos do diagrama de fases do modelo JK g em d = 3, para J > 0

e I = constante. As linhas de tragos e continuas correspondeni a transigdes de 17 e 29¢

ordem respetivamente,
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Ponto| Locahizacéo (i, I, J) Estabilidade | Bacia de atracio no | Autovalores
fixo espago {p, I, J, 1) releya,ntes
F {400, +o0, ~00) estével fase F S
Crp i_:foo,Kf, I instdvel Vhypersuperﬁ-cie de 29 /\}r ~ 2.03
ordem entre Pe e F
Fr (—o00, —00, —00) instavel hypersuperficie de 17 | A =14 =27
ordem entre Pb e F
Gr (o0, —00, JI) duplamente supefﬁcie critica termi- | Ap, A = [¢
instavel nal
r (—1.54, —0.36,-1.15) duplamente | superficic tricritica ,\53) ~ 1541
instavel AP 218
E (—1.76,-1.10,—0.58) triplemente | linha multicritica espe- /\S) ~ 16.87
instével cial M2~ 206
AP 138

TABELA 6.4: Classificacio, localizacio e autovalores relevantes dos pontos fixos para o
modelo Jh p para J < 0, em d = 3. Estos pontos fixos, junto com os mostrados na
tabela 6.2 determinam completamente o diagrama de fases do modelo tJ generalizado em

d = 3 para J < 0; F corresponde a ferromagnética.
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criticas terminais viram hipersuperficies bidimensionais. Os pontos multicriticos especiais
achados para t = 0 geram linhas multicriticas isoladas, as quais localizam-se nas fronteiras
entre as superficies tricriticas e criticas terminais. Yamos a analisar agora alguns casos
particulares. Nu Fig. 6.11 mostramos alguns cortes tipicos do diagraina de fases para
K=0J>0et = constante. Para A’ = (0 a transformacao entré aé fases Pb e
Pe ¢ suave (isto é, sem transicio de fases) em quési ‘tudo o espaco de parametros |
exeto numa superficie estreita de primeira ordem para t53: esta superficie localiza-se
muito perto da superficie de segunda ordem entre Pe e AF. Para valores grandes de %,
~e valores pequenos de J > 0 vemos a uparicdo de uma fase ferromagnetica (F), isto é,
uma regiao do espago de pardmetros governada pelo atrator F (ver tabele.l‘ 6.4). Esta
regiao encontra-sc encerrada por uma superficie de segunda ordem, que a sépara da fase
Pe. A presenca da fase F para J > 0 pode interpretarse melhor em termos das variaveis
(#/t,J/t,1/t). Na Fig. 6.12 apresentamos alguns diagramas de fases tipicos para diversos
valores de J/t = constante e k' = 0. Da Fig. 6.12c vemos que a fase F aparece a baixas
temperaturas, para valores pequenos de J/t. precisamente onde se espera gue o modelo tJ
apresente um comportamento senclhante ao do modelo de Hubbard (ainda para K = Q).
para valores grandes de U7/f. Como jé mcuncionamos na subseciao 2.3 o teorcma de
Nagaoka [27,28] mostra que um: buraco no modelo de Hubbard com banda semi cheia e
U/t grande. cria um entorno ferromagnético, as veces chamado de palaron ferromagnético.
Baseado nestas ideias e e diversos métodos aproximados, tal comno Hartree-Fock [15],

ascredita-se que o modelo de Hubbard possui um estado fundamental ferromagnético para

concentragoes finitas de buracos. Ainda mais, diversas aproximacoes indicam a presenca
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ne escala utilizada; P corresponde a paramagnética (Pe ou Ph).
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p. € nao descrevemn transigoes de fases. (a) J/t = 1;(b) J/t = 0.5; (¢) J/{ = 0.25.
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de uma transi¢ao a uma fase F a temperatura finita [17.113.114]. Assim, a presenca da
fase F no modelo tJ pode interpretar-se en termos de polarons ferromagnéticos. A fase
F desaparece ao aumentar J/t. Como veremos no capitulo 7, a fase F no modelo de
Hubbard tamBém desaparece para valores pequenos de [7/1.

Dé Fig. 6.12 podemos tirar algumas conclugdes de interesse em relagido aos super-
condutores de alta T, Notamos primeiro que pa,.ra todo valor de J/t o sistema €11(‘0nt1:a“58
ordenado antiferromagnéticamente a baixas temperaturas, para baixas concetracoes de
buracos (isto é. para valores grandes de y). Ao aumentur a concentragio de buracos
(1sto ¢, diminuindo ) a ordem AF desaparece. De fato a dopagem com buracos destroi
rapidamente o estado de Néel nos compostos de La e ¥ {00,106,107,115,116). Em geral a
transicdo d: fase AF a uma fa.ée paramagnética ¢ de segunda ordem, exeto para valores
grandes de J/i. onde a baixas temperaturas a transicio prsa a ser de primeira ordem.
Assim, ao igual que no caso d = 2 (ver secio  6.2), o modelo tridimensional apresenta
separacao de fases. mas neste caso a fase rica em elétrons encontra-se ordenada antifer-
romagnéticamente (ver discussdo na pag. 98). Outro fato interessante é que o modelo
apresenta comportamento tricritico na regiao que separa as transicoes de primeira e se-
gunda ordem. D= fato. certas anomalias nos tempos de relaxacio de NQR nos compostos
de La {106] poderiam ser indicativas de comportamento trierftico. Vemos também que,
para valores de J/f ~ 0.1 — 1 (valores que sdo da ordem de grandeza dos valores medidos
nos compostos ceramicos), o passo da fase paramagnética isolante (Pe) & fase condutora
(Pb) é sempre suave. isto é, sem uma real transicio de fases a temperatura finita.

Finalmente consideramos brevemente algumas carateristicas do diagrama de fases
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para J < 0. Na Fig. 6.13 mostramos dois cortes tipicos do diagrama de fases para I*;' =0
e t = constante. Para valores pequenos de t a estrutura geral do diagrama de fases é
muito semelhanté a do caso J > 0, onde a fase AF é substituida pela fase F. Porém, ao
aumentar ¢ a semelhances disaparece. Vemos da Fig. 6.13 que, para valores pequenos de
| J |, as interacoes magnéticas induzem uma fase ODC. scparada da fase Pb por uma

transigao de segunda ordem (comparar a Fig. 6.13 com a Fig. 6.11).
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Capitulo 7

Diagrama de fases do modelo de Hubbard

com ocupacgao arbitraria da banda

Neste capitulo calculamos o diagrama de fases do modelo de Hubbard com banda
nao semi-cheia (2.17) [117], para & > 0e 0 < p < 1.istoé.para i < 0, onde ji é dado
pela Eq. (2.34) (i = 0 corresponde ao caso da banda semi-cheta analisado na segao  4.3).
Como vimos na subsegdn  2.2.2 o caso p > 1 pode obter-se simplesimente da trans-
formacgao particula-buraco. O Hamiltoniano (2.17) nao é mvariante sob GR, e por tanto
devermnos analisar neste caso o fluxo do Hamiltonmano de Hubbard genéralizado (3.26).
Assim, vamos a apresentar aqui o corte K = J =1 =Y = R=D = FE = 0 do diagrama
de fases no espacgo (. K, J,U,I,Y,R,t,D, E) associado ao Hamiltoniano HY (isto &, o

diagrama no espago (ji, U, 1)).

Ao analisar o fluxo dos pontos pertencentes ao espaco (fi. U, 1), notamos ¢uc todos
eles sdo levados. apds umas poucas iteracoes do GR, na regiao U — oo, cm tanto que

g0 = p+U/2, assim como os parametros Iv, J, I. Y, K. 1, D e E. mantemn-se finitos. Como
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vimos na segdo 3.3, neste limite qualquer estado do espaco de configuragoes que possui
pelo menos um sitio com Ciupl& ocupagao (isto é, que satisfaz 1; ym; | = 1) néo contribui
a energla. Asstm. no limite I” — oo obtemos que: (1) os unicos processos de hoppig
que contribuem séo aqueles que ligam sitios com ocupagao simples ou nula; (72) os ope-
radores de carga nao diagonais p7. pf’ nao contribuem. Pode verificar-se que estas duas

condigbes dao como resultado, sob as iteraches de GR.

Assim, aplicando as condigdes (7.1) e (7.2), e utilizando as Egs. {5.3) e (5.4) ao Ha-
miltoniano (3.26) no limite I/ — oc (com p finito) achamos que o fluxo de GR para o

modelo de Hubbard é governado pelo seguinte Hamiltoniano efetivo:

H = 3 Z (1 - ﬂf,-—a) (C;'r,ncj'\ﬂ + (‘}.nci,a) (1 - n'.?‘-kc’)

(i'j}ro
— TN SS - EY (S (S) 4T e (7.3)
(7.3} {,3) i

onde, para as redes hierdarquicas que estamos utilizando, temos que

B
i

K+2R+1] (7.4)

i = 2I+4R+y (7.5)

O Hamiltontano (7.3} é um Hamiltoniano tJ generalizado da forma (5.5). Con-
sequéntemente, todas as propriedades criticas do modelo de Hubbard estao determinadas

pelo fluxo de GR 1o espaco de parametros (7, K. J.1). O prodedimento consiste entao em
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estudar a qual parte do espago (77, IV, J,1) sdo levados os pontos localizados inicialmente
no espago (fz, .4}, Utilizando entao os resultados do capitulo 6 obtivemos o diagrama
de fases (no que segue assumimos a nntaééo utilizada nesse capitulo para os pontos
fixos, mas aplicada ao espaco (77, &k, J,1)). Ao igual que no caso do modelo tJ (Cap. 6)
nao esperamos que o diagrama de fases do modelo de Hubbard em d = 1 apresenic nen-
huma caracteristica dé maior ‘111t-e.resse e concentramos a nossa ateng¢do nos casos d = 2

e d = 3, os quais sdo de grande interesse fisico.

7.1 Diagrama de fases par.a d=2

Em d = 2 néo existe ordem magnética de longo alcance. A maior parte do espaco
(1. U.t) esta governado pelos pontos fixos p e I (ver secao 6.2). Porém, a fronteira
entre as respetivas bacias de atracio esta governada somente pelo ponto fixo ¢. Assim,
ainda que temos a presenga de dois regimes diferentes Ph e Pe, ndo podemos falar de
uma auténtica transigio de fases entre estes dois regimes; de fato os dois descrevem
neste caso uma unica fase paramagnética (P). Atravessar a fronteira acima mencionada
equivale a ums mudanga rapida. mas suave. na densidade eletronica p. Nos couferimos
um amplio intervalo de valores de U7/t sem achar evidéncias de uma transicio de fases.
Este resultado j& tinha sido achado na segdo 6.2 para U7/ grande, isto é, para o modelo
tJ com J/t pequeno. Vemos que os nossos resultados sugerenm que o modelo de Hubbard

em d = 2 ndo apresenta separacdo de fases para nenhum valor de U/t. Caleulos de

Monte Carlo {1117 apoiam esta suposica..
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7.2 Diagrama de fases para d=3

Em d = 3 achamos, além da fase paramagnética (Pb ou Pe) descrita na se¢fio anterior,
duas fases com ordem magnética: uma antiferromagnética (AF) e uma outra ferro-
magnética (I), governadas respetivamente pelos pontos fixos 4 e F (ver secio 6.3). Cada
uma destas fases sofre uma transicio de scgunda ordem 3 fase paramagnética (de fato
a regiao Pe) a temperatura finita. As superficies criticas AF-P e F-P estao governadas
pelos pontos ﬁx.os Cx ¢ Cr respetivamente, pertencendo por tanto a classe de universal-
idade do modelo d.e H-isenberg isotrépico (ver subsegiao 4.1.2). A diferenca do modelo
tJ (ver se¢io €.3), em que as transigbes AF-P e F-P podiam ser de primeira ordem
(sendo neste caso a regiao Ph), nao encontramos evidéncias da existéncia deste tipo de
transigdes no modelo de Hubbard em tuda « regizo do espaco dos parametros estudada.
Ao gual que no caso d = 2, também ndo achamos evidéncias de transicoes de fases de

nenhum tipo entre os regiimens Pb ¢ Pe em d = 3.

Na Fig. 7.1‘ mostramos o diagrama de fases calculado no espago (ji/t, U/t) para val-
ores tipicos da temperatura 1/t = constante; na Fig. 7.2 mostramos o diagrama de fases
no espago (fi/1.1/1) para valores tipicos de U/f = constante. Apesar de que. falando
rigorosamente, nao existe transicao AF-Pb (ou F-Pb), estas duas fases podem estar lo-
calizadas muito perto (ver figuras 7.1 ¢ 7.2). Assim, vemos que as transicoes AF-P e

F-P podem ser seguidas de um decrescimento muito répide na densidade eletrénica p.

Vemos que a fase F somente existe para valores grandes de U/t (comparar a Fig. 7.2b

com a Fig. 6.12¢): assim, da Fig. 7.1a vemos que, a baixas temperaturas, a fase F desa-
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‘parece para valores relativamente baixos de U/t (I//t ~ 2). Este resultado concordaria
com a interpretacao do ferroma.gnetismc; 110 modelo de Hubbard em termios de pOlHI‘OHHV

ferrromagnéticos. Consistentemente, o diagrama de fases a temperatura zero que se

obtemn por métodos autoconsistentes, tais como SDA (“spectral density approach”™) {17],

apresenta um valor critico de U/t por embaixo do (iu&l nao existe ferromagnetisimo.

Outro fato interessante dos IIQSS;)E; resultados a baixas temperaturas (ver Fig. 7..16-).,

é a presenga de uma regiao paramagnética (Pe) entre as fases F ¢ AF. Temos, por uma
parte, que o diagrama de fases a temperatura zero obtido por métodos autoconsistentes

{15,17] nao mostra evid-ncia da existéncia desta regido. Ainda que néo podemos excluir

a possibilidade de que esta regido se encolha até sumir para 1/# — 0, achamos dificil

seja este o caso. Como j4 mencionamos anteriormente, o erro numérico nao nos permite

analisar adecuadamente o limite 1/t — 0. Por outra parte. as carateristicas do ponto

fixo que governa a fase Pe (7 = +00, i = +oc¢) indicam um alto grau de localizagac dos

elétrons nesta regiéo. Assim, a presenca da regido paramagnética poderia se dever a

existéncia de momentos locais desordenados no estado fundamental. De fato, resultados

obtidos por outros métodos aproximados [55] apoiam esta hipdtese.



Capitulo 8

Conclusoes

Apresentamos aqui um resumo dos resultados e das conclusoes gerais mais impor-

tantes deste trabalho.

Em termos gerais, nds temos analisado as propriedades criticas a temperatura finita
de um Hamiltoniano de Hubbard generalizado {HG). No capitulo 3 este Hamiltoniano
foi conétruido no contexto do grupe de renormalizacdo (GR) no espago real gue substi-
tul as redes de Bravais por redes hierdrquicas do tipo diamante, e ele resulta invariante
sob GR. Mediante uma analise das simetrias preservadas pelo traco parcial que define o
GR, mostramos uma classificacio dos diversos Hamiltornianos invariantes sob GR con-
tidos como casos particulares no HG. Alem do interesse intrinseco destes Hamiltonianos
menores, eles tem assoclados subespacos invariantes sob GR do espago total de parametros
associado ao HG. o que resulta de grande utilidade na andlise do fluxo das equagdes de
recorréncia do GR. Dada a grande variedade de modelos particulares contidos no HG
(ndo necessariamente invariantes sob GR). o uso da técenica de GR (a qual, para modelos

de fermions associados ao modelo de Bubbard leva necessariamente ao HG ) se apresenta
I

142



143

como uma ferramenta poderosa no estudo de propriedades criticas a temperatura finita
neste tipo de modelos, tal como mostran os resultados obtidos nos casos particulares
aqui analisados.

Dentre as vantagens do método podemos destacar principalmente dois:

i) A ndo proliferacio de interagdes, o que permite o uso de equacoes de recorréncia

fechadas.

i1) O tratamento numérico acessivel a bartir da aproximagao que resulta de desprezar
a nao commutacio de operadores associados com diferentes clusters; isto pefmitiu
o célculo dos diagramas de fases a temperatura finita de modelos altamente com-
plexos (tais como o modelo de Hubbafd e o modelo tJ) os quais, em varios casos,

nao tiham sido calculados por nenlum método até o presente.
Das limitagoes achadas do método podemos mencionar dois:

1) Manifestagbes do carater fractal da rede. A aparicio de ciclos limites no fluxo de
renormalizagao. associados {acreditamos) com degeneresséucias no estado funda-
mental, derivadas da estrutura fractal da rede, limitam a aplicabilidade dos resul-
tados a sistemas em redes de Bravais. para certos casos particulares (ver secoes 4.3
e 4.4). Isto porém, poderia ter um interesse intrinseco em relacdo tanto 4 com-
preensao da propria técnica de GR, como ao estudo das propriedades de modelos

tight-binding definidos em redes fractais.

i1} Limitacdes da aproximacgao de altas temperaturas. A baixas temperaturas po-

dem aparecer efeitos vspirios, tal como o dislocamento de atratores a temperatu-
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ras finitas (ver subsecio  4.1.2), os quais poréin, nao pareceni afetar (pelo menos
qualitativamente) a estrutura geral do diagrama de fases. Isto, por outra parte,
limita a anélise do limite de. temperatura zero, alem de certos problemas de calculo
numérnicos - ste limite. Poréra, os resultados (tanto os obtidos neste trabalho como
os obtidos por outros autores) mostram que em muitos casos a técnica funciona
muito bem ainia para temperaturas relativamente baixas, permitindo assim a ex-

trapolacdo a temperatura zero.

No capitulo 4 calculamos o diagrama de fases a‘-tempera tura finita associado ao HG no
caso plais geral de banda semi-cheia. Especiat atencao foi dedicada aos casos particulares
correspondentes aos modelos quanticos JRU (secdo 4.1) e INU (secio 4.2). j4 que
nos achamos que os Hamiltonianos associados governam o comportamer o critico de
grande parte do espaco de parametros associado com o HG no caso de banda semi-cheia.
Nos mostramos como o modelo TKU pode derivar-se do modelo JKU mediante uma
transformacao unitdria. Assim, a andlise numérica concentrou-se principalimente neste

tltimo modelo.

O diagrama de fases do modelo JIU (o qual nao fora calculado com anterioridade)
foi calculado para d = 2 e d = 3. Diferentes tipos de comportamentos criticos de inter-
esse foram achados, incluindo transicées de primeira e segunda ordem, comportamentos
tricriticos e pontos criticos terminais. A analise dos diferentes expoentes criticos do
modelo JAT para dimensionalidades altas (d > 3) mostram certas diferencas de com-

portamento respeito dos sistemas em redes de Bravais. ainda que certas carateristicas de
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universalidade nas redes hierdrquicas foram achadas.

Na secao 4.3 calculamos o diagrama de fases do modelo de Hubbard usual com
banda semi-cheia para diferentes dimensionalidades. A conclusao geral mais importante
que podemos extrair dos nossos resultados é a auséncie de transigio de Mott pare todo
velor de U # 0, para qualque} dimenstonalidade d. Em d = 1 este resultado é consistente
com a solugdo exata j& conhecida do modelo, en tanto que em d = 2 e d = 3 ele é
consistente com resultados obtidos por oﬁtros métodos aproximados. Para d > 1 os
nossos resultados mostram também que o fluxo de GR, para U > 0, é sempre governado
pelo Hamiltoniano de Heisenberg isotrépico antiferromagnético, o que indicaria um estado
fundamental antiferromagnético. Este resultado, por outra parte, é consistente com =
solugao perturbativa do modelo para U/t — oc. Consistentemente, para d = 3 (e em
geral para d > d. =~ 2.{11) achamos (para U7 > 0), uma linha de transicao de segunda
ordem para-antiferro a temperatura finita, na classe de universalidade do modelo de
Heisenberg. Neste caso, para U = ( temos a presenga dos ciclos limite ja mencionados no
fluxo de GR. Este comportamento apresenta-se como anémalo respeito do que se espera
nas redes de Bravais; nos conjecturamos que ele agsocia;se a estrutura fractal das resdes
utilizadas.

Na secdo 4.4 calculamos o diagrama de fases do modelo de Hubbard com banda
semi-cheia e nteragdes biquadriticas entre primeiros vizinhos para d = 2 e d = 3,
o qual nao féra calculado com anterioridade. Achamos que a competicio entre a in-
teragao eletronica no sitio e a interacao entre primeiros vizinhos gera uma variedade de

efeitos novos de interesse, tais como a presenga de uma fasc isolante com ordemn de carga
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dimerizada (IPCD) e transicoes metal-isolante continuas e discontinuas, tanto em d = 2
como em d = 3. Em d = 3 tal vez a carateristica mais relevante é a presenca de uma
fase supercondutora (degenerada com uma fase de ondas de densidade de carga) para
interagdes repulsivas.

No capitulo 5 derivamos um modelo tJ geﬂeralizado como limite do HG. Nos
mostramos cormo este Hamiltoniano resulta invariante sob GR.

No capitulo 6 calculamos o diagrama de fases completo » temperatura finita do modelo
tJ generalizado para d = 2 e d = 3, 0 qual néo tinha sido calculado com anterioridade.

Em d = 2 (secao -6.2), além do interesse intrin-eco do diagrama de fases em geral,
o resultado mais importante é a existéncia de um valor critico de J /t (dependente do
i_)arémetro de interagio de cargas I¥) por embaixo do qual o modelo tJ ndio apresenta
transigoes de primeire ordem entre as fases rica em buracos {Pb) e rica em elétrons (Pe).
Este resultado contradiz os resultados obtidos a temperatura zero por outros autores
mediante diagonalizacao exata de clusters finitos, mas concorda com cdlculos de Monte
Carlo a temperatura finita. Qutro resultado interessante ¢ a presenca de uma fase de
ondas de densidade de carga para interacoes de cargas repulsivas K > 0 (isto tanto em
d =2 como em « = 3).

Em d = 3 (se¢ao  6.3) o diagrama de fases do modelo tJ generalizado mostra uma es-
trutura muito rica e complexa, incluindo transicoes de primeira e segunda orden, assim
como diferentes tipos de comportamento multicritico. Nossos resultados sugerem que,
pelo menos no que as propriedades magnéticas se refére, o modelo t] tridimensional pode

fornecer uma descrigao adecuada dos diagramas de fases dos compostos ceramicos su-
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percondutores em geral. YVimos que este diagrama de fases (para valores de J/t da ordem
dos valores medidos nos compostos supercondutores) apresenta muitas das carateristicas
gerais conhecidas de ditos compostos, tais como transi¢oes de segunda ord_eni (na classe
de universalidade do modelo de Heisenberg isotropico) da fase isolanie antiferro (AF) &
fase paramagnética isolante {Pe), e transicbes de primeira ordem & fase paramagnética
condutora (Pb). ao mo‘diﬁca;r a concentracao de buracos. Vimos também que todas estas
propriedades podem modificar-se com a presenca de interagoes de carga entre primeiros
vizinhos. E claro que este modelo resulta extremamente simplificado como para dar uma
descrigio mumérica precisa desses -materiais., mas muitas melhoras ao modelo poderiam
implementar-se. Por exemplo, da Fig. 6.12 vemos que os nossos resultados predizem para
o sistema nao dopado (isto é, para y — oc) uma temperatura de transicio 1/f ~ 1, o
que corresponde a uma temperatura de Néel Ta ~ 10° Iy (assumindo uma largwra de
banda ~ 1€V7). a qual resulta extremamente alta (Tno ~ 100 — 300 ' nos compostos
ceramicos). Istos valores claramente resultam da aproximacao de considerar wn modelo
1sotrépico. Resulta razoavel entio esperar que wm modelo tJ tridimensional com acopla-
mentos de troca altamente anisotrépicos, apresentaria a mesma fenomenologia que o mo-
delo isotrépico, mas com temperaturas de Néel bem menores (podemos esperar que uma
anisotropia da ordem de 1072, ver secio 5.2, reduza T até a ordem de 100 k). Umresul-
tado novo dos nossos céleulos (pelo menos até onde nos temos conliecimento) é a presenca
de comportamento tricritico na regiac que separa as transicoes de primeira das de segunda
ordem, o que poderia servir como possivel teste experimental do modelo. Um outro resul-

trado de interesse, é que a transicao da regifio paramagnética isolante a regido condutora
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a altas temperaturas, ao variar a concenfra(;éo de buracos, aparece como sendo suave,
isto €, sem singularidades de nenhum tipo nas funcdes termodinamicas.

No capitulo 7 apresentamos o dijagrama de fases do modelo de Hubbard para
ocupagf%o arbitraria da banda (isto é, para valores arbitrarios do potencial quimico )
emd=2ed =3 para U > 0. Este ¢, até onde nos sabemos. o primeiro cédlculo de
GR deste diagrama de .fases. Nos achamos_ que o comportamenta critico deste modelo
€ governado inteiramente por um modelo tJ generalizado efetivo. Os resultados obtidos
para U/t. grande (tanto em d = 2 como em d = 3) resultam consistentes com os ¢ bti-
dos para o modelo tJ com J/{ pequeno, onde se espera que os dois modelo apresentem
comportamentos éemelhantes. A auséncia de transi¢des de fases para todo valor de U7/t
achada em d = 2 (secao  7.1) é consistente com resultados de Monte Carlo a temperatura
finita obtidos por outros autores.

O diagrama de fases em d = 3 apresenta diversas carateristicas de interesse, dentre as
quais podemos salientar. por exemplo, a presenca de uma fase ferromagnética a baixas
temperaturas para valores grandes de U'/{. Vale a pena meucionar também que nossos
resultados sugerem auséncia de transicées de primeira ordem para todo valor de U /1
(isto &, todas as transicées resultam de segunda ordem).

Finalmente, da comparacio entre os resultados obtidos para ¢ modelo de Hubbard e
o modelo tJ, podemos concluir que este ltimo modelo (com J/t grande) apresenta um
diagrama de fases que. em termos gerais, fornece uma descricio muito mais completa e
apropriada das propriedades magnéticas a ternperatura finita dos materiais supercondu-

tores de altas temperaturas.



Apéndice A

A transformacao U,

Analisamos aqui algumas das propriedades da transformagdo i, introduzida na

segao 2.2.3, no caso em que §; = ¢ para todo sitio 7, isto é

U, = [Texp (.7 (A1)

Al Casog= 1z
Temos que ¢.p, = pi. Para ; = 7 temos da definicdo (2.21) que

up = CifT zx'f’f — C—i-‘, Cif,;\: (A ‘))

i

Assim, a invariédncia sob U, neste caso é equivalente a conscrvacio do nimero total de
particulas.
No caso geral de parametros ¥, independentes, utilizando a expansio

2

A
e’\ABe"\A:B-F)\[A,B]-Fg[Aa[AaBH‘F'“ (A.3)
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achamos que os operadores ¢;, transformam-se como
U, c;‘ab{; =e"ci, (A.4)

Assim, a transformagao (A.1l) neste caso é equivalente a uma mudanca de fase nos

estados de Wannier pi(x) — e z).

A2 Casod=¢,x+gqy

Dado que § é um vetor unitario temos que ¢2 + g2 = 1. Neste caso temos as seguintes

propriedades de comutacao
75 cie) = —slg —igdel_, (A.5)
@7cll] = sl +igo  (AG)

onde s = 1 para ¢ =] e s = —1 para o ==). Das Egs. (A.3).(A.5) e (A.6) obtemos as

propriedades de transformaczo

U, ci,alz{;r = ¢y cosy; —18(¢ —1 qy}c:f‘_o Sin ~y; (A7)

U, c:-rlc,b{;[ = c:-r’g cosy; +i&(g. +1g,)¢, o sin7; (A.8)

Para ¢, =0, ¢, = —1 e 3; = ©/2 temos que

U, c; 4l = se_,
o (A.9)
U, cj‘,,Hg = = c?__n

Exeto por um fator de fase dependente do spin. vemos que a transformacio (A.9) é

equivalente & transformagao particula-buraco (2.27).
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A.3 Construgao de invariantes

Analizamos agora a construcao de operadores invariantes sob U, n0s casos correspon-
dentes As simetrias (a), (c) e (d).

Consideranios primeiro o operador de dots sitios 7. j mais gera! bilinear nos operadores
" p{- A conservagao do nlmero total de particulas. isto é, a preservacio da simetria (a).
faz com que a= Unicas (‘Ol‘ﬂbinag‘aes possivels scjam pi p e (pf' Pl p} ,03’) Definindo o
-opel‘ador

J =G ipi+ ) | {A.10)
com ¢ = ¢, X + ¢, ¥y, das relacées de comutacio dos operadores j;

pi X p, = 21p; (A1)
obtemos

10; 07 ’7] =21 (g (vn? ot 2507 2Y) — g0 (307 03+ 007 07) ) (A.12)

(0 03+ 0 03 T) = =23 (a0 (ini o+t 22) — 4w (ol 7500 63) ) (A1)

No caso da simetria (d), isto €. 5; = 4; = . vemos que
[0 05, T = = [pf i+ ot 0} T (4.14)

- . - - - . . Id - — - \
Assini, a combinacao de operadores que resulta invarianic sob X, é p..p,. como era dc
se esperar. ja que neste caso U, representa uma “rotacio’ no espaco de carga (espaco de

estados com ocupacao dupla e nula em todos os sitios).



No caso da simetria (c), isto é, v, = —v; = v, vemos que
05 03, 0] = [er T4 0¥ 02, T (A.15)
Assim, a combinagao de operadores que resulta invariante sob Up neste caso é
pies = (pfot + oY) | (A.16)

Consideremos agora os operadores que nio podem ser construidos somente em termos
dos operadores S, e f;, aos quais chamaremos em geral termos de hopping. Temos somente

trés operadores de hopping possiveis (hermiticos) :

hy = Z (c:r,ocj,g + c;!ac,-‘g) ' (A.17)
he = Z (c;r’c,cj,a + c;['oc;,g) (o + 15.25) (A.18)
hy = Z (Cf,gcj,n + c;,gcz',a) oMo (A.19)

Verificam-se as seguintes propriedades de comutacéo:

[, I1 = i+ 2) (g = 1) (elyel - clyel ) (e +ig,) (e +eppe0))) (A.20)

he, ] = [h, T1+ (v = 7) {(gr — i) (elied mn = magy + eyl (g — ni1))

~(gr +igy) (eage; iy —niy) +egpeny(ng — o))} (A.21)

[Ra, T) = (v 4+ 9 {(qe +iqy) (ciyeiqmimmgy + ¢ jeimng )
— (g —igy) (el yel g,y + cliel i)}
Hgr +igy) (cirein(vimis + wms) + e (vmey +vingg))

Har —igy) (el el (rmag +vimin) + el (rmay + ynsr))  (A22)
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No caso da simetria (¢),y; = —7; = v, temos que
[hi,T] =0 _ (A.23)
e
tho, T] =2 [h3, T ' : (A.24)

assini, os termos que resultam invariantes sob U, sao h; e

hy = 2hs =37 (el aeio + clotio) (nimo — i)’ (A.25)

g

No caso da simetria (d),v: =v; = v, temos que [hs3, T] #0 e

(11, T) = B2, ] (A.26)

assim, 0 unico termo que resulta invariante sob I, neste caso é

hy —hy =3 (clocj!a + c}sﬁc,-,a) (T=ni_ —15_4) (A.27)

E sunples verificar que os trés operadores Ny, by e ha possuem a siv.etria (a). E possivel
também verificar (ainda que os cdlculos sejam bastante mais longos) que os trés opera
dores sio também invariantes sob rota(;.c")esr (simetria (b)).
Fmalmente das Eqs. (3.16), (A.14) ¢ (A.26) vemos que o Hamiltoniano mais geral que
possui as simetrias (a), (b) ¢ (d) é
Hep = Hogu + 1Y pup; + D > (c}yncj,g + c}ﬁci,o) (1 =m0 —m; ) (A.28)
(1.2} {t.5)0

o qual foi obtido por Castellani e al [34] (comparar com He ).z



Apéndice B

Calculo de elementos de matriz

Como j& mencionamos na segao 3.3 o Hamiltoniano HY, asociado com o cluster de 4
sitios esta representado por uma matriz de dimenséo 256 x 256, Arranjando os vetores
de base [{n;,}} de acordo com os autovalores de N e S, H¥ apresenta uma estrutura

diagonal em blocos. onde os diferentes blocos possiveis sio listados na seguinte tabela:
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N | §% | dimensao do bloco | N | §* | dimensio do bloco
0! 0 1x1 4 | +4 1x1
14 4%4 5|41 24 % 24
210 16 x 16 9 | 43 4 x4

2 | +2 - 6x6 610 16 x 16
3141 24 x24 16 | £2 6 % 6
3143 4% 4 7 | £1 4%4
410 36 x 36 810 1x1

4 | 42 16 x 16

onde obviamente os hlocos com o mesmo N e spin 157 s@o idénticos. Levando em
conta que os blocos sao simetricos (Hf;, é um operador hermitico), temos qﬁe calcular
entao um numero total de 1759 elementos de matriz.

Os elementos de matriz foram calculados utilizando a linguagem de pro-
gramcao REDUCE. Em termos gerais o algoritmo ¢ simples. Aproveitando a estrutura
de operadores da liguagem nés definimos operadores de criacao. aniquilagio e ndmero de
ocupacio, assim como todos os operadores compostos presentes em HY;. A estrutura da
linguagem permite. por outra parte, definir propriedades nos operadores. Aproveitando
esta facilidade nos podemos intruduzir a algebra de fermions nos operadores definidos.
Todos estes operadores agem sobre vetores de 8 compoentes. cujos valores podem ser 0

ou 1. Cada compoente representa assim a ocupagao de um sitio com spin T ou . Intro-
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duzindo entao as bases de vetores correspondentes a cada bloco, nés calculamos entao os
elementos de matriz desejados.

No caso do modelo de Schlottmann os cdleulos resultam mais simples, ja que neste
caso o vinculo que proibe a dupla ocupacio . em todo sitio vai reduzir o nimero total de
estados possiveis a 3. Assim, para o cluster de 4 sitios Hg esta representado por umé

matriz 81 x 81. Neste caso, os blocos possiveis sdo os seguintes:

N | §* | dimensdo do bloco | N | $* | dimensio do bloco
010 1x1 3 | £3 4x4
1+ 4 x4 410 6x6

210 12 x 12 4| £2 C 4x4

2 | 42 6 x 6 4 |44 1x1

3 | +1 12 % 12

o que da um total de 230 elementos de matriz a calcular.



Apéndice C

Parametro de ordem e supercondutividade

no modelo IKU_

Consideremos o seguinte pardmetro de ordem, que descreve uma das fases ordenadas
no modelo TR (ver segio  4.2):

.1 o1 ' .
A= lIim %G Z(CETCLJ) :Ah_lzlgc—A—, Z(CIF,TCT—EJ) (C.1)

A —oo =
j\.

Introduzindo os operadores de campo ¥, (7) definidos por

¢t = [ ATV () (C.2)

onde a integral extende-se sobre tudo o cristal, podemos reescrever A como segue:

A= Jim fdf'df" FEF o7 7) (€.3)
onde
) = o S ) gl ) (C.9)
i’ E
e
(7 — ") = (Tq(r) ¥ (7)) (C.5)
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Vemos assim que A # 0 implica que () nao é identicamente nulo. Se por embaixo

de alguma temperatura ®(r) # 0 nalguma regiao do espaco, isto implica a existéncia de

efeito Meissner e portanto de supercondutividade [118].
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