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Resumo

Sio tratados nesta tese sistemas fermidnicos estendidos, que se carac-
terizam pela presenca, no setor livre da Lagrangeana, de termos cinéticos e
de massa nao-diagonais no espaco das familias. A sua formulagao cléssica é
estabelecida e sua quantizagio candnica é, em seguida, apresentada.

Mediante a analise dos propagadores estendidos, estabelecem-se as con-
di¢des para que tdquions e particulas-fantasma sejam suprimidos do espectro
fisico. Identificam-se também a presenca de férmions de Dirac, Majorana e
Weyl entre as excitacdes fisicas.

Como aplicagio imediata dos sistemas estendidos, ressalta-se a possibi-

lidade de se acomodar o problema da violagdo de CP no setor se quarks.
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Introducao

A Fisica de Campos e, mais geralmente, a Fisica Tedrica de Altas Energias tém
fundamentado no conceito de simetrias o seu desenvolvimento no sentido de descre-
ver as interaces fundamentais da matéria conhecida. Atualmente, o consenso entre
os tedricos é que os processos de interagiio das particulas consideradas realmente ele-
mentares, léptons e quarks, sejam representados através da troca dos bésons associados
a0 setor de gauge: mésons vetoriais (féton, particulas Z° e W* e glions) e os chamados
escalares de Higgs. Este ¢ o quadro geral da visdo de gauge das interagoes eletro-
magnética, nuclear fraca e nuclear forte que se aglutinam no conhecido Modelo Padréo
por meio do grupo SU(3)xSU(2)x U(1) [1}.

Tendo em vista que a Fisica de Particulas e Campos, a partir dos anos 70, tem
avancado com substancial recurso ao conceito de simetrias de gauge, faz-se necessério
procurar entender a abrangéncia e as limitagoes de tal conceito e, uma vez esclarecidos
estes pontos, torna-se plenamente justificivel a tentativa de estender o conceito de
invaridncia de gauge no ambito das teorias de campos. Neste sentido, os trabalhos
listados na ref.[2] procuram apresentar uma linha de agdo no propdsito de ampliar

as potencialidades das teorias de gauge e retirar das simetrias locais o maior nimero



possivel de informagbes relevantes a construgdo de modelos para as interagoes a nivel
fundamental.

Tomando como motivagio inicial a tentativa de se formular modelos estendidos para
campos de gauge de acordo com a sistematica dos trabalhos mencionados na ref.[2],
apresentar-se-4 nesta tese a construcio e a discussdo da consisténcia de modelos esten-
didos para campos fermidnicos de spin-1/2. A idéla de se estudar estes sistemas ¢, em
geral, motivada pelo fato de que, nas teorias de gauge que descrevem modelos unifi-
cados ou grande-unificados, misturas entre férmions com nlimeros quanticos de sabo.r
diferentes emergem, via acoplamentos de Yukawa aos escalares de Higgs, na fase em que
a simetria de gauge é espontaneamente quebrada [3].

Os sistemas fermidnicos estendidos tratados nesta tese ndo assumem qualquer com-
promisso com possiveis mecanismos de geragao de massa para léptons e quarks. Basea-
dos exclusivamente na idéia de simetria, sio propostas Lagrangeanas para sistemas de
muitos férmions com termos cinéticos e de massa ¢ prior: mistos. Estes sistemas serdo
estudados em toda a sua generalidade e, caso se queira reobter os resultados conhecidos
para os modelos de unificacio existentes, é suficiente expressar os parametros que aqui
sa0 introduzidos em termos dos acoplamentos de Yukawa e dos valores esperados no
vicuo dos campos de Higgs do dado modelo de unificagao.

Sistemnas estendidos mediante a introducéo de miltiplos campos que se transformam
sob a acio de um um dnico grupo de simetria tém que superar testes de consisténcia bem-
precisos a nivel cléssico e, em fungéo dos resultados destes testes, poder-se-a concluir se

o programa ¢e incorporar correcdes radiativas a teoria classica serd uma etapa sensata



ou nao. Problemas basicos, como a presenca de modos taquidnicos, excitagoes-fantasma
e interacdes renormalizdvels do ponto-de-vista da contagem de poténcias, tém que ser
esclarecidos antes que passe a considerar os efeitos de “loops”. Caso os testes iniciais
que mencionamos sejam satisfeitos, e a incorpora¢éo das corregdes radiativas possa ser
implementada, um outro cuidado a ser tomado é certificarmo-nos de que estas respeitem,
a cada ordem em teoria de pertubacgdo, os testes de consisténcia superados a nivel
classico.

Poderiamos caracterizar a impostacio desta tese no estudo e na andlise dos critérios
de consisténcia que sistemas estendidos de campos de spin-1/2 devem satisfazer, antes
de se decidir pelo cémputo de efeitos quinticos. Para isto, o trabalho ¢ dividido em tres
capitulos. No Capitulo 1, procede-se a formulagdo dos modelos fermidnicos estendidos
e se estabelece um estudo de suas propriedades cldssicas mais relevantes, entre elas o
acoplamento a campos de gauge. O Capitulo 2 é dedicado & quantizagio canénica e
3 analise espectral destes modelos estendidos, no caso em que haja apenas férmions
de Dirac. A seguir, no Capitulo 3, modelos estendidos sio formulados em termos de
férmions quirais, seus aspectos fisicos mais importantes sdo estudados, a consisténcia
é rediscutida e uma aplicacdo de possivel conseqiiéncia fenomenologica é apresentada.
Finalmente, seguem-se as Conclusoes Gerais e trés Apéndices, A, B e C, onde podem
ser encontradas convencoes de notagio e resultados auxiliares a problemas técnicos

abordados nos trés capitulos.



Capitulo 1

Campos de Dirac Estendidos

Considerar-se-4, no presente capitulo, o estudo de sistemas de férmions de Dirac
caracterizados pelo acoplamento entre sabores diferentes ja nos termos cinético e de
massa da Lagrangeana.

Propée-se que um dado sistema de férmions com termos quadraticos nzo-diagonais
nos sabores - ao qual se atribuird a denominagio de férmions de Dirac estendidos - seja
descrito por duas parametrizacdes equivalentes: o sistema chamado original e o sistema
dos ditos campos fisicos.

Uma primeira motivacio para um estudo mais particularizado de tais sistemas é
que estes resultam , naturalmente, a partir de modelos grande-unificados em sua fase
de simetria espontaneamente quebrada [1]. A consideragao destes sistemas também se
justifica no caso em que se queira propér algum modelo fenomenolégico para o problema
das massas e das oscilagdes de neutrinos [4], onde a mistura de familias emerge como

um fator essencial.



Assim, proceder-se-a ao estudo de aspectos cldssicos de um dado sistema de férmions
de Dirac estendidos. Entre eles, analisar-se-d o carater tensorial das equagbes de movi-
mento sob reparametrizagdes, estudar-se-ao condigdes para a presenca de possivels sime-
trias no sistema, discutir-se-a a a questao das cargas conservadas em termos dos campos
originais e fisicos e finalizar-se-a com a discussdo do acoplamento dos férmions estendi-

dos, originais e fisicos, a campos de “gauge” Abelianos, também estes estendidos.

1.1 Lagrangeana de Dirac Estendida

A equacio de Dirac ordinaria descreve quatro graus-de-liberdade, que sdo traduzidos
em termos fisicos como os dois estados de helicidade do férmion e os dois estados de
helicidade do anti-férmion correspondente. Portanto, o objeto fundamental da teoria
de Dirac para particulas de spin-1/2, o espinor, deve, de alguma forma, abrigar estes
graus-de-liberdade. Uma vez que a equagdo de Dirac é linear em /8t , o espinor
correspondente deverd possuir quatro (e nao apenas duas) componentes complexas.

O espinor de Dirac estendido ¢ definido como o objeto que acomoda, em associagao
ou ndo a um grupo de simetria, um nimero finito de espinores ordinarios (no sentido das
representagdes (1,0), (0,2} ou (3,0)&(0,3) de SO(1,3) ). Para distingiir os espinores
ordindrios que, eventualmente, se transformam sob um dado grupo de simetria, dir-
se-4 que cada um carrega um determinado sabor, identificando-se, assim, cada espinor
ordindrio com o sabor que este carrega. Sendo N o numero de sabores presentes, esta

teoria fermiémnica estendida descreverd 4N graus-de-liberdade. As equagbes da teoria



tratada neste trabalho serao lineares em 9/38t, de modo que os espinores estendidos
possuirao 4N-componentes complexas denotadas por ¥, , onde a = 1--- N designa os
diferentes sabores e o« = 1---4 rotula as componentes de Lorentz de um determinado
sabor. Supde-se, até a ocasido da segunda quantizagao, que todos os tipos de espinores,
e automaticamente suas componentes, sejam objetos classicos que tomam valores em
uma algebra de Grassmann. Pode-se, agora, reunir os diferentes sabores em uma matriz-
coluna, representando-se o espinor de Dirac estendido como segue :

¥,

¥,

Uy

A partir de ¥, define-se o conjugado de Dirac :

@E(q/{ g[;}v)'yo= (@1 @N).

A Lagrangeana livre a ser considerada caracteriza-se pelo fato de possuir termos mis-
tos entre os diferentes sabores. O termo cinético define uma matriz K e termo de massa
define uma outra, M. Os elementos destas matrizes sio pardmetros livres disponiveis
que poderio, ou nio, ter consequéncia fisica direta. Esta questio serd abordada em

mais detalhes no Capitulo 2. O Lagrangeano estendido que se propoe lé-se :
L=5%(Kivy-0- M)y, (1.1)

onde y denota um espinor estendido. Para se ter £ real, as matrizes K e M de-

vem, sem qualquer perda de generalidade, ser tomadas Hermiteanas, lembrando-se para
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isto que estamos utilizando a segunda convengdo para conjugagio complexa, dada no

Apéndice C.

O préximo passo é efetuar a reparametrizagdo da Lagrangeana (1.1) em termos

dos campos fisicos, caracterizados pelo fato de apresentarem termos exclusivamentes

diagonais no espago dos sabores em nivel da teoria livre.

Mais precisamente, esta
reparametrizacio sers realizada pela transformagao:

x = Qp 5 x = yat, (1.2)

tal que

K—-1 e M—-m,

(1.3)
onde 1 é a matriz identidade no espaco dos sabores e m é uma matriz-diagonal real (nao

necessariamente positivo-definida}.
Com esta reparametrizagao, obtém-se:

L= iy - 0—myp. (1.4)

Deve-se, agora, obter a matriz de transformagdo Q, a qual, em virtude de (1.3}, deve

satisfazer :
QtKQ

(1.5)
QMO = m .

Ligeiras modificagdes permitem reescrever estas relagoes como:

QO = K¢

(1.6)
QK 'MQ = m .



O sistema (1.6} é exatamente o que se encontra em (B.7), onde as matrizes A , B
e # sdo substituidas respectivamente por K=! , M e m. De acordo com os resulta-
dos do Apéndice B, para que (1.6} tenha solu¢do, ou seja, para que seja possivel a
reparametrizacio em termos dos campos fisicos, é necessaria uma restricao mais forte
sobre K, além de sua Hermiticidade: que os autovalores de K sejam positivo-definidos.
Por outro lado, nio é necessdria nenhuma resirigao adicional sobre M, além de sua

Hermiticidade. Verificadas estas restrigoes, pode-se definir

U = K'Y (1.7)

L = K-V Kg-Y2 (1.8)
de modo que o sitema (1.6) seja reescrito como:

Ui = 1
(1.9)
ULy = m,
o qual define um problema perfeitamente soltvel.
Para se construir  deve-se, portanto, em primeiro lugar, verificar se as condigoes
necessarias sobre I e M séo satisfeitas. Como foi mencionado no Apéndice B, a solugéo
do problema unitdrio dado por (1.9) é mais laboriosa que a solugio do correspondente

problema n&o-unitdrio, dado por (1.6). Assim, passamos a resolugdo do problema de

autovalores

(K'M) w = \w, (1.10)



que implica na equagio caracteristica
det( KM — A1) = 0. (1.11)

De posse dos autovalores A,, solugdes de (1.10), encontramos os auto-vetores w, néo-

normalizados. Para normalizé-los, usamos a relagio de completeza (vide eq.(B.18));
Swaw!l = K7t (1.12)

A eq.(B.20) garante que o auto-vetor w, normalizado coincide com a a-ésima coluna de

Q.
Um outro método, equivalente, de se alcancar a parametrizagao dos campos fisicos,
(o qual serd denominado de construgéo explicita) serd exposto a seguir. Seja S a matriz

que diagonaliza [, de modo que
k= SKS', (1.13)
com % diagonal e real-positiva. Entdo, (1.1) pode ser reescrita como
£ = vS'(kiy -8 —-SMSHSx . (1.14)
Como os elementos de k séo todos positivos e ndo-nulos, pode-se definir
Y=kY2Sy e M=Ek'2SMSkE 2 (1.15)
tal que (1.14) pode ser reescrita como

L£L=%(y 8~ MY. (1.16)



M é Hermiteana e, lembrando que as condigdes necessarias para & dadas acima sao

equivalentes & condicio de que kY% seja Hermiteana, verifica-se que M é também

Hermiteana. Seja R a matriz unitaria que diagonaliza M e denotemos por m a matriz-
diagonal similar a M, isto é,

m = RMR'. (1.17)

Assim, (1.16) pode ser reescrita como
L= Py 0—m), (1.18)

onde

¥ = RY = REV/?S x . (1.19)

Para mostrar a equivaléncia entre os resultados do Apéndice B, utilizados no inicio
desta seciio, e os resultados proporcionados por este segundo método, resta mostrar que

m = m. Com base em (1.13), a relacao (1.8) pode ser reescrita como
L = S'k~'%5 M stim1%s (1.20)
Comparando (1.20) com a segunda das equagdes (1.15), chega-se ao resultado
L = stMS (1.21)

isto é, L é similar a M, e, portanto, similar a m. Por outro lado L ¢ similar & matriz-

diagonal m (vide eq.(1.9) ). Usando estas informagdes, chega-se a

m = m (1.22)

10



e 1 = 1, 0 que permite reescrever a eq.(1.19) como

% = Rk'?S x . (1.23)
Comparando (1.23) com (1.2), conclui-se que

Q= S'e-12RT (1.24)

que é unitaria apenas no caso em que a matriz cinética K for um multiplo da identidade.

1.2 Equacgoes de Movimento e Simetrias

As equacdes de Euler-Lagrange na parametrizacgio original dos campos,

oL oL
aum o 0, (1.25)

pode ser relacionada as equagdes de movimento para os campos fisicos, utilizando-se a

regra da cadela

33,,;5 3£ﬁ5 @ a»cﬁs

e ~ 0. 1.9
" ox e ox (1.26)

Mediante uso de (1.2), obtém-se que (1.25) assume a forma

=0, (1.27)

(o2 %)
(@) (a“aaﬂa o

o que mostra que as equagoes de movimento tém carater tensortal sob reparametrizagoes
e que as informagoes sobre a camada de massa sdo preservadas.

As equacbes de movimento na parametrizagao original léem-se:

(Kvy-0-M)x=0. (1.28)

11



Operando & esquerda da eq.(1.28) com K "¢y - §, obtém-se
O+ (K 'M)Px=0. (1.29)
J4 na parametrizacio fisica, tem-se :
(Gy-0—mp=0, (1.30)
o que implica
(O+m*)p =0 . (1.31)

Multiplicando 27! & esquerda de (1.29) e lembrando que 1 = Q7*x, pode-se reescrever

a eq.(1.31) como

[0 (7 K- M) = 0. (132)

o que evidencia que (1.29) e (1.31) possuem o mesmo espectro.
Dado que cada componente dos diferentes sabores estéd sobre a camada de massa,

pode-se expandir os campos fisicos ¢ em ondas planas :
u(a)(p)e—ipu-x e v(cx)(p)eipa-:.c La=1,2, (1.33)

onde ul®) e v{?) possuem as propriedades de ortonormalizacio dadas abaixo:

) (p)ul? (p) = Sagbas |

5@ (p)ol (p) = —8upbus , (1.34)

e satisfazem, respectivamente as equacoes:

(v p-— ma)uz(la)(p) =0 e (y-pt ma)vf(la)(p) =0 . (1.35)

12



Desta forma, escreve-se:

a(z) = /(%%g (%)RZ (bor(RJul) (k) exp{—i(k3e® — k- @) }+ (1.36)

42, (k) (k) exp{i(k2a® ~ k- @)},
onde b,, e d. sdo coeficientes complexos.
Pode-se, agora, via transformagao {1, construir as bases da expansgdo em ondas planas
para os sabores na parametriza¢io original. Denotando por U e V[®) estes vetores

bésicos, tem-se as seguintes relacdes entre os vetores basicos nas parametrizacoes fisica

e original:

U(a)(pa)e_‘ipa'fb" —_ Qabu'éa)(pb)e“ipb.x

a

(1.37)
V;(oc}(pa)e.ipn-x — Qabvéa](pb)eipb.m .

A partir de (1.34) e (1.37), tem-se as propriedades de ortonormalizagido obedecidas por

UeV:
ﬁfla)(pa)f{ab(]b(m(pb) - Saﬁe_i(pa_pb)-x p

VO ) K Vi (p3) = —bapeiei= | (1.38)

UKV =VKU =0,

\

além das equagdes de movimento
(Kuy-p = MU () =0 e (Kay - p+ Ma)ViV(p)=0 . (1.39)

Vamos, agora, procurar as relagoes entre as quantidades conservadas nas duas pa-
rametrizacdes. Utilizando as convencdes do Apéndice C, (C.23), seréo agora derivadas
as correntes conservadas para wma transformagao de simetria genérica, que pode ser de

natureza interna ou espago-temporal:

e OLoxi oL .
J#- —_ ori H 5 Y Orlg6 6— oT1g :
e ( g) o aaﬂX X X aayx

(1.40)

13



onde

OL o AL i
Torj Hy — orilg ay ay— orlg

- 'Corign‘w . (1.41)

A relacdo entre as duas parametrizagoes estudadas até entdo pode ser vista através de

OLgs B0 a”y _O'x 00,4 Ly
Tori HY p i acr aa 3 r i . . ey . .
To)™ = =g 20,04 ¥V Vargaa, 000 (1:42)
Utilizando (1.2), obtém-se
OLss ILgs
Tori W= i '"" sT ) .
(Toris) 0 %+ «/)aam Lssn (2.43)
ou
(Torig)™” = (Ths )™, (1.44)

como esperado, ja que o conteido de energia e momento do sitema nao pode depender
da parametrizagio escolhida para a sua descrigao

A eq.(1.44) permite reescrever J.;, como

OLgs OB 80,4 OLs
Jhie = (Ths bz 2§y — == 1.4
ong ( fi ) i/(lllb) £ + aap'l,b aaﬂx X Xaaﬂ)—(-aap)—(- ( 5)
Admitindo que §x e §x tenham a mesma transformagao que x e ¥, isto é,
Sx = Q6 e &x = 69T, (1.46)
chega-se a
I Lgs OLss
. This )" ) 4
']ong ( ﬁs) ba + aau’l’[)(s/‘/) 'ﬂbaa ’l,[) (]— 7)
de onde se vé que
Joig = Jis - (1.48)

14



como também 4 seria esperado por consideracgoes fisicas.

Substituindo a Lagrangeana original nas expressoes acima, obtém-se:
Qonig = / &z (T% 62, — X' Kisy) , (1.49)

com

(Tosig) = XK iy 0*xn™ — X K1v° 0™ + XM xn® . (1.50)

Abaixo, sio mostradas as cargas conservadas, na parametrizagio original, para o
grupo de Poincaré restrito.

a) Translaces temporais : e = (£°,0),
§2° =%, 6z =0, 6x =0, (1.51)
neste caso a carga conservada ¢ dada por EOHOﬂg, onde
Heorig = fd3;cxf[ff707 (V) + v M]x . (1.52)
b) Translagdes espaciais : €* = (0,¢),
62°=0,é6x=¢, 6x=0, (1.53)

neste outro caso a carga conservada é dada por € - Py , onde

P = [ dax'K(=i9)x. (1.54)
¢) Rotagéo no espago-tempo,
1
bzt =" z¥ | dx(z) = gew[f}f“,f}f“]x(m) , (1.55)

15



1 i

neste ultimo caso ,para a carga conservada, temos 3€,,J,;, , onde

2
' 12 14 'i v
e = /d3m [(Tc?rig:c"‘ — Tcif}‘g:c )+ XTK&‘[’Y“:“/ Ix| - (1.56)

No caso de simetrias internas, vale observar que, enquanto a manifestacao destas
simetrias na parametrizacio dos campos originais deve depender de restricoes a serem
impostas sobre os N(N + 1) pardmeiros complexos independentes de K e M, na
parametrizagio dos campos fisicos tais restriges atuam nos N pardmetros reais in-
dependentes da matriz-diagonal m. Assim, é mais simples supdr que estas simetrias
estejam manifestas na parametrizagao dos campos fisicos e, a partir das iransformagoes
que retomam os campos originais, observar como estas simetrias se refletem no estabe-
lecimento de restrigoes aos pardmetros independentes que caracterizam a Lagrangeana
original.

Suponhamos, agora, que os N sabores fermidnicos sejam associados a um grupo de
simetria interna e que o0s espinores 1, se transformem em uma representacio complexa
e unitdria N-dimensional do grupo de simetria.

Seja U uma dada transformagéo unitaria atuando nos campos-fisicos :
h — ' =U . (1.57)
Para que esta seja uma transformacao de simetria de £, deve ser verificada a equagao
[U,m] =0, (1.58)

o que implica, automaticamente, numa degenerescéncia de massa para os N sabores de

férmions.
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O préximo passo € analisar o comportamento da simetria frente & reparametrizagao

para os campos originais. Substituindo-se (1.2) em (1.57), resulta que
x =X =Tx, (1.59)

onde

T =QuUa . (1.60)

Vé-se, facilmente, que a nao-unitariedade de §2 implica na nfo-unitariedade de 7. Para

que (1.59) seja uma transformagéo de simetria da Lagrangeana dada por (1.1),
TKT =K , T'"MT =M, (1.61)

o que, pode-se mostrar, desde que eq.(1.58) seja satisfeita.
Alguns exemplos de simetrias internas e suas correspondentes leis de conservagao:

a) SU(IV), na representagio fundamental (N-dimensional), com
A=1,-,N*-1, (1.62)
onde os geradores G* sao Hermiteanos e satisfazem & algebra de Lie

G4, GP| = if*PoGe . (1.63)

Para explicitar as relagoes existentes entre os geradores nas diferentes parametrizagoes,
é necessario escrever f em sua forma exponenciada e substitui-la na definicdo de 7 em

(1.60), com o que se obtém :

T = (1.64)
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onde

HY = QG £ gAY, (1.65)

Pode-se, agora, escrever as condigdes que proporcionam a invaridncia de Lgs em termos

dos geradores H4;

HMK = KH* ¢ HMM = MH*, (1.66)
as cargas conservadas na parametrizacdo original sendo

A _ /dSa:XTIfHAX . (1.67)

orig

As condicoes especificadas em (1.66) asseguram que, para a invaridncia da Lagrangeana
em sua parametrizacio original, é necessario que a matriz (KX~ M) seja um miltiplo da
identidade, confirmando, assim o resultado explicitado em (1.58)

b) [U)Y = Ui(1)®-- & Un(1)

Neste caso:

U=e'", a=1,--,N (1.68)
onde I* é a matriz cujos elementos sao :
[1%)e = Gpadac (1.69)
sem soma em «. Logo, os geradores I? sdo Hermiteanos e comutam entre si:
[, 1" =0 . (1.70)
As cargas conservadas na parametrizagdo original resultam ser:

o :/d%X*KY“X. (1.71)

orig
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Acoplando-se estes férmions a modelos-de-gauge também estendidos [2], tem-se as de-

rivadas covariantes
Vuthe = (8, —19¢. Dy — 1 fo X )0, (1.75)

onde D, e X, sfo os potenciais vetoriais:

D,— D, =D, + %00,
(1.76)
X, — XL =X, ,
e os parametros g e f, sdo constantes de acoplamento.
Em termos da parametrizagao correspondente ao sistema original, tem-se que a

transformacfo-U(1) dada por (1.73) 1é-se:

X' = elele)@y | (1.77)

onde

Q=0Q0", (1.78)

a qual n&o é em geral diagonal. A derivada covariante nesta parametrizagao resulta ser
Vx = (8, —igQD, ~ iFX,)x , (1.79)

com

F=QrQ1, (1.80)

sendo F' diagonal e com elementos dados por f,. O resultado (1.79) reflete o carater

tensorial da derivada covariante sob as reparametrizagbes dos férmions:

V,=0v.0", (1.81)
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onde

Yo = Q. (1.72)

N#o é necessario, neste caso, que a matriz (K ~'M) seja multipla da identidade, de tal
modo que seus autovalores podem ser, em geral, todos diferentes.

Concluindo este capitulo, gostariamos de ressaltar que o seu propédsito foi simples-
mente introduzir um modo sistemdatico de se tratar sistemas de férmions de Dirac es-
tendidos do ponto-de-vista do formalismo de campos cldssicos. Foram introduzidas
duas parametriza.gc")es para os graus-de-liberdade fermionicos, no sentido de estabelecer
um critério de trabalho para a verificagdo de simetrias que um dado sistema venha a
demonstrar e foram discutidas que condigdes os pardmetros inicialmente livres, devem

satisfazer para que as simetrias se revelem.

1.3 Acoplamento a Campos de Gauge Abelianos.

Consideremos, inicialmente, o sistema fermionico estendido em sua forma parame-
trizada pelos campos fisicos, ¥,. Suponhamos que estes carreguem cargas g, associadas

a uma simetria U{1) local:

G (1.73)

COoIn

Qab — qaéab . (174)
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a sua transformacao-U(1) sendo:
V! = @R Y, e—io@)Q (1.82)
Nio é dbvio, contudo, que a Lagrangeana

L=5Kiv Vy—¥My, (1.83)

covariantizada no sistema de campos originais, tenha simetria U(1l) explicita, como
ocorre em termos dos campos fisicos.

Entretanto, pode-se demonstrar que sdo validas as seguintes relagoes:

3\

KQ=Q'K,
KF=FK, (1.84)
MQ = QM ,

que seguemn das propriedades da transformagéo 2. De posse destes resultados, pode-se
garantir que a Lagrangeana (1.83) ¢ invariante sob as transformages-U(1) ndo diagonais
expressas por (1.77), e que o acoplamento minimo de modelos fermionicos estendidos
pode ser efetuado como em (1.75) e (1.79), ficando a equivaléncia das duas descrigdes
demonstrada gracas 3 existéncia da matriz Q e as relagdes dadas em (1.84). Como
observacao final, vale ressaltar que, como os autovalores de Q e F sao exatamente
os elementos da diagonal de @ e F, pode-se certamente afirmar que as cargas que se
acoplam aos potenciais D, e X, sao invariantes sob mudanga de sistema de campos,

que é um resultado fisicamente sensato.



Capitulo 2

A Quantizacao dos Campos de

Dirac Estendidos

Uma informacio fundamental que nio é considerada em Fisica Cldssica diz res-
peito ao contetdo operatorial dos observaveis fisicos. A Fisica QQuantica surgiu com
o propésito de resgatar esta informagéo: assim, pode-se implementar a quantizagao
através de determinadas relacoes impostas entre os operadores associados a descrigéo
de um dado sistema fisico. Tal método de quantizagao constitui a chamada gquen-
tizacdo candnica. Duas propriedades bésicas distingiiem operadores de grandezas nao-
operatoriais, a saber, a ndo-comutatividade entre operadores e a existéncia de uin espago
de estados sobre o qual estes devem atuar. A primeira propriedade envolve unicamente
operadores; ja a segunda envolve o conceito de estados . Assim, por simplicidade,
implementa-se a quantizagio a partir da primeira propriedade, que foi o caminho esco-

lhide por Dirac em sua monografia “The Principles of Quantum Mechanics” [5]. Mais
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precisamente, Dirac observou que, quando se considera as grandezas dindmicas de um
sistema como sendo objetos que ndo comutam, e portanto operadores, ganha-se uma
nova informacdo que n&o possui analogo na aproximacgao cldssica, a saber: relagées de
incerteza associadas ao processo de medi¢io dos observaveis correspondentes aos da-
dos operadores. O objetivo central do presente capitulo é a apresentagio do método de
quantizagao canénica aplicado ao sistema de férmions de Dirac estendidos cujos aspectos

classicos mais relevantes foram discutidos no Capitulo 1.

2.1 Formulacao Segundo-Quantizada de Campos de

Dirac Estendidos.

Nesta secdo, discutir-se-4 o método de segunda quantizacao para um sistema de
férmions de Dirac estendidos, onde as grandezas dinfdmicas sdo operadores atuando no
espaco de Hilbert de estados do sistema.

Sejarmn B e B’ grandezas dinamicas bosénicas, enquanto que F' e F' designam quan-
tidades fermidnicas. ¥ representa genericamente 0s campos de uma Lagrangeana fer-

midnica, £, e II denota os momenta-conjugados correspondentes:

oL

= 36, T

(2.1)

Segundo Casalbuoni, [6], definem-se as seguintes regras de quantizagao para objetos

bosdnicos e fermionicos :

B, BY =i [ &z ( 5?‘5) - (53}?;)51?(1)) ’ (2:2)
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P 6B  6F 8F 6B
B, FT = z/d z (6‘1’(2’) SII(z) * 5%(z) 5H(z)) ’ (2:3)

F 6B 6F  bF
, (2.4)

, &

(BFY =i [ (5%) 5TI(z) | 69 (z) 6T1(2)
onde o indice (*} indica que as expressées dadas sé sao definidas no mesmo instante
de tempo. Em geral, os B’s sao funcionais de combinagbes de espinores que produzem
escalares de Lorentz, j4 os F’s normalmente coincidem com os proprios espinores. Assim,
para que (2.4) seja bem-definida, o seu membro esquerdo deve ser interpretado como
uma matriz cujos elementos sao anticomutadores, e ndo como um anticomutador de

matrizes como, a primeira vista, poderia parecer. Por exemplo:
{F? Ff}f],b,aﬁ = {Faa': Fgﬁ}t . (25)

A seguir, serao otidos alguns resultados a partir das regras de quantizagao dadas
acima.

1) As relacdes de anticomutagdo candnicas sdo obtidas utilizando a relagdo (2.4) :

[9(e), W)} = —ib(e ~y) 1,81 (2.6)

{T(2), ¥(y)}' = {T(2), I(y)} =0, (2.7)

onde 1., é aidentidade no espago das matrizes-y e 1 é a identidade no espago dos sabores.
i1) Considere a transformagao global tal que 6% = 4w-G¥ , onde os G’s sao os
geradores de um possivel grupo de simetria do sistema estendido. Associado a este
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grupo existe a carga de Noether w-@}, onde os operadores (4 sdo dados por
Qalt) = ¢ / Pell(z)G,¥(z) . (2.8)
Utilizando a eq.(2.3), chega-se aos resultados
[Q,¥]'=-G¥ e [Q,U)f =1GE. (2.9)

Para ilustar o significado fisico dos operadores de carga (Ja, vamos recorrer ao

seguinte argumento: seja |¢ > wm autoestado de uma certa carga ) com autovalor

Qlg >=¢qlg >, (2.10)

logo,
Q(¥ilg >) = ¥iQlg > +[Q, ¥illg >, (2.11)

onde o indice 7 especifica uma dada componente de sabor do férmion ¥. Se o gerador G,
correspondente & carga @) no espago dos sabores, é diagonal, isto é Gy; = é;;¢; , tem-se
que

Q(Wilg >) =(g—a) (Vilg >) . (2.12)

Analogamente, obtém-se que

Q (Wilg >) = (¢ + ¢:) (Milg >) . (2.13)

Portanto, ¥;|¢ > é autoestado de @ com autovalor (¢ — ¢;) e Ilj|lg > ¢é autoestado
de () com autovalor (g + ¢;). Destes fatos, seguem as interpretagoes de ¥; aniquilar a

carga ¢; ( ou crier a carga (—¢;)) , e II; ¢rier a carga ¢; (ou eniquiler a carga (—¢;)). A
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interpretagao da carga em questdo dependera do niimero quantico associado a simetria
sob a qual ¥ se transforma.

iii) Sejam G e G' geradores de um dado grupo de simetria e @ e Q' as cargas
correspondentes no espago de Hilbert de estados do sistema. Se estas cargas forem do

tipo dado em (2.8), utilizando-se (2.2), obtém-se que
Q,Q =i ] P21, G . (2.14)

No caso em que a simetria considerada é por exemplo SU(N), por exemplo, a expressdo

anterior identifica-se com a dlgebra de correntes
Q% Q7Y =if*7CQ% (2.15)

no caso da simetria [U(1)]" ,
[Qu’ Qb] = () (216)

Mediante uso da relagao de invariancia (1.48), decorre imediatamente que relagbes de
anticomutacio candnicas e as dlgebra de correntes de uma eventual simetria sdo invari-
antes sob a reparametrizacao dos campos.

Dando prosseguimento ao programa de quantizacao de campos de Dirac estendidos,
sera dada a seguir a expansio destes em ondas planas para a parametrizagdo fisica. Os
vetores de base na expansao sio aqueles dados em (1.34) e os coeficientes, b,, e d,,, sdo

operadores do espago de Hilbert de estados:

&Pk /m kY exnd —i(E%2° — k -
) = [ G (i), Z iy oo (il = k- 2h+ (2.17)

dt (k)ol) (k) exp{i(k2® — k- @)} .
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ber € d,. satisfazem &s seguintes regras de anficomutagdo:

ko

{bar(k) L B0} = {durlk) , dl(D)} = 27 (—ﬂ;) 6k — Dowbes;  (2.18)

b.-(k) e b (k) sdo interpretados, respectivamente, como operadores aniquilagio e cri-
agio de férmion com sabor @ e momento linear k. Os d’s e di’s tém interpretagdes
andlogas em termos dos anti-férmions correspondentes.

Vamos, agora, definir o estado de vécuo, |0 >, como sendo aquele que é invariante
sob qualquer transformacéo de simetria. Supde-se com isto que esta nao seja quebrada

espontaneamente e que possa, portanto, ser unitariamente implementada:
bor (B0 >=0 e BL(R)|0 >=|fu(k),r >, (2.19)

onde |f > é um estado de 1-férmion. Da mesma forma, d aniquila o vacuo e d! cria o
estado do anti-férmion, |f >.

O propagador de Feynman na parametrizagéao original dos campos é dado por
= d'k —tk(z—y)
< OIT(X(l‘)X(y)) |0 >= /W‘Sorig(}‘:)e v N (220)

onde

i(y-k - KM)

Sorig(k) = 2.21
g( ) kg _ (I{_lMJQ ( )
E imediato verificar que
Sorig = 25580 (2.22)
onde
& iy - k—m)
Ses(k) = T (2.23)
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que é perfeitamente diagonal, ao passo que o propagador (2.20) acopla diferentes sabores

entre si.

2.2 Analise dos Propagadores e Consisténcia dos

Modelos Estendidos

O propagador é uma entidade que traz uma série de informagoes de imediato interesse
no que diz respeito & consisténcia de uma teoria de campos, seja a nivel semi-cldssico
(aproximagdo-drvore) que a nivel da teoria corrigida radiativamente (incorporagio dos
efeitos de “loops”).

Uma primeira inspe¢io, que permite decidir se o programa de incorporar efeitos de
“loops™ & teoria clissica deve ser implementado ou néo, consiste na andlise dos pélos dos
propagadores e dos seus respectivos residuos. Os primeiros revelam se a teoria apresenta
massas fisicamente aceitdvels, se surgem problemas relativos a presenga de modos com
propagagho nao-causal (tdquions) ou & presenga de massas ndo-fisicas que, no caso
de uma teoria de “gauge”, podem vir a ser “gauge-dependentes”. A multiplicidade
dos pélos é também um dado importante a ser observado: pélos multiplos, ainda que
associados a massas fisicamente sensatas, indicam problemas com a positividade da
energia, o que assinala instabilidade do vécuo da teoria e compromete o programa de
quantizar as excitacdes definidas em torno deste estado de véacue . Por outro lado, é
também fundamental controlar-se os residuos associados aos pélos de um propagadar.

E mediante a andlise destes que serao detectados eventuails estados-fantasma que a
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teoria possa apresentar, isto é, a presenca de particulas descritas por fungoes-de-onda
nao-nulas, porém com norma nula ou negativa.

Os pélos correspondem aos autovalores das matrizes presentes nos denominadores
dos propagadores emn ambas as parametrizacoes. Da analise feita no Capitulo 1, foram
impostas condi¢des suficientes a se garantir que estes autovalores sejam sempre néo-
negativos (vide (1.9}, de modo a se concluir que ndo aparecem taquions no espectro
correspondente.

A matriz dos propagadores na parametrizacio original pode ser reescrita como

~ 2 cof [pz — (K“lM’)2]

T et [p2 - (10 Y] (v-p+EM) KT (2-24)

O cofator presente no numerador desta expressio consiste num polindmio de grau (N —1)

em p?, logo a matriz (2.24) lé-se :

; [Am(pz)wﬂ +AD(YN-2 g A(N)]
(p2—mi)(p* —mi)-- - (p* —mf)

St = (v p+ME™?), (2.25)

onde o determinante no denominador foi substituido pelo produto dos autovalores da
matriz [p2 — (K'IM)z} .
A este ponto, é importante ressaltar a necessidade de outra restricao sobre os

parametros da Lagrangeana original . Para evitar o aparecimento de pdlos miltiplos,

os parametros de K e M tém que ser tais que os autovalores de (K~'M} néo sejam
degenerados :

my #my £y
A presenca de um pélo duplo, por exemplo, introduziria fatalmente um fantasma no

modelo.



Com esta restriciio levada em conta, pode-se garantir que (2.25) seja expandida em

fracdes parciais simples, segundo a expressio :

Sorig = . ) (y-p+MET) . (2.26)

2 2 2 T 2 2
pr—ma P —my Pt —imy

~ : U . G2 : )
4ot
Comparando-se, agora, as expressoes (2.22) e (2.26) pdlo a pdlo, pode-se escrever
que

G = . (9) (2.27)

b
sem soma em ¢. Alternativamente, pode-se apresentar a matriz G®) como um produto

tensorial ;

G = w,. ®w!, (2.28)

onde os vetores w, sdo definidos no Apéndice B (vide B.20).

Para procedermos & analise da questio dos fantasmas, tem-se que calcular o espectro
da matriz residuo G'9. Segundo as convengdes aqui adotadas , a nio-existéncia de
fantasmas depende das matrizes G9) nio apresentarem autovalores negativos .

Um possivel procedimento para a diagonalizagio da matriz-residuo serd exposto a

seguir. Para isto, deve-se reescrevé-la como
G = Qreqat (2.29)

onde os I* sio as matrizes dadas em (1.69). Sabemos, do Capitulo 1, que existe uma
matriz unitaria S que diagonaliza I{. Lembrando que a matriz inversa de /X identifica-se

com (Q£27), pode se escrever que

SQQIst =7t (2.30)
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onde k é a matriz-diagonal formada pelos autovalores de I{. Pode-se, agora, convenien-
temente introduzir em ambos os lados da equagao anterior a identidade »°, I* =1, isto
é

SQS st =k S I, (2.31)

de onde se conclui que

SGWISt = k71 (2.32)

onde k* é o a-ésimo autovalor da matriz &. Tal resultado indica a ndo-ezisténcia de
fantasmas no espectro, o que é assegurado pelo fato de se ter tomado a matriz cinética
K positivo-definida.

Concluindo este capitulo, gostariamos de mencionar que o sistema de férmions esten-
didos supera o teste de consisténcia na aproximacio arvore desde que a matriz cinética
K seja positivo-definida (auséncia de fantasmas) e que a matriz de massa M seja tal
que K~'M apresente auto-valores reais e ndo degenerados (auséncia de taquions e fan-
tasmas). Este resultado libera a passagem ao programa de incorporar efeitos de “loops”
ao modelo cldssico. Isto ndo serd tratado nesta tese, porém ¢é um problema que podera

ser atacado como prosseguimento do trabalho que aqui se propoe.
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Capitulo 3

Aspectos Fisicos de Sistemas de

Férmions Quirais Estendidos

Uma questdo j& levantada no Capitulo 1, e que expressa um ponto relevante dos
modelos fermiénicos estendidos aqui tratados, diz respeito as possiveis consequéncias
observacionais dos parametros de “mixing” introduzidos nas Lagrangeanas cinética e de
massa.

Mostrar-se-d, neste capitulo, que os parametros que sobrevivem as redefini¢ées dos
campos do modelo sdo apenas aqueles presentes nas diferentes matrizes complexas de
massa. Os “mixings” nos termos cinéticos, dada a prescricio de se evitar excitagoes-
fantasma, sao inconseqilentes, podendo ser incorporados em reparametrizagdes dos cam-
pos.

Ainda que provenientes de um setor livre da teoria, os parametros de “mixing” de

massa repercutem-se nos acoplamentos dos férmions a campos externos, que podem
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ser bésons escalares ou vetoriais. Tendo em vista o importante papel desempenhado
pela matriz de Kobayashi-Maskawa {7] no contexto do modelo SU(2)xU(1) para as
interacoes eletrofracas, finalizar-se-4 o presente capitulo com uma discussdo comparativa
da influéncia dos pardmetros dos Lagrangeanos estendidos e das fases de Kobayashi-

Maskawa no problema da violagido de CP nas interagdes eletrofracas [8].

3.1 Sistema Estendido de N Férmions Quirais com

Massas de Dirac e Majorana
Seja a Lagrangeana fermidnica
L = Lein + Liassa ; (3.1)
onde
Len = Liy- 8L + Riy - 0R (3.2)
com L e R vetores-coluna de N componentes e quiralidades opostas;

»Cmassa - - (-E-M R“I“EMT L) -

(3-3)
L (I°M, L + TMILC + ROMpR+ RMAR®) |

onde o indice (©) sobre o espinor denota o conjugado de carga do mesmo, e as matrizes

M , My e M; sao complexas e (N x N), sem qualquer vinculo de Hermiticidade. M ¢é

a matriz de massa de Dirac, ao passo que My e Mp sfo matrizes que déo aos férmions

massas “a la Majorana” [4].
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Poder-se-ia ter introduzido matrizes cinéticas K; e Ky no Lagrangeano (3.2). Con-
tudo, com a analise do Capftulo 2 | sabe-se que estas deveriamn ser necessariamnente
positivo-definidas, a fim de se evitar a presenga de possiveis fantasmas no espectro.
Porém, com K; e Kp ambas positivo-definidas, procede-se, sem qualquer perda de ge-
neralidade, a uma redefinicdo dos campos L e R de tal modo a absorver as matrizes Ky,
e I(R:

L K/”L ¢ R— K}’R,
deixando apenas as matrizes de massa arbitrdrias dadas em (3.3).

Para se chegar ao niimero minimo de pardmetros necessirios para uma descrigio
completa do sistema fermidnico associado & Lagrangeana (3.1), deve-se redefinir os
campos fermiénicos convenientemente. Para esta tarefa, deve-se fazer uso das trans-

formacdes bi-unitdrias discutidas nas refs. [9] , [10]:
LU, e R—UgrR (3.4)

onde Uy e Ug sdo matrizes unitdrias independentes. Assim, apds tais redefini¢oes dos
campos, a Lagrangeana fica tal que £, , a menos de uma quadri-divergéncia, permanece

a mesma, enquanto que L, ... assume a forma:

Loinassa = (EmR-I—Em L)—

(3.5)
L (LCM L + TM}LC + RCMrR + RMERC)
onde
m = ULmU}T% ,
M, =U; MU}, (3.6)
Mp = ULMRU}, ,
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m sendo uma matriz-diagonal nao-negativa, obtida a partir de M pelas transformagoes
bi-unitérias que redefinem os campos de acordo com (3.4).

A questao, agora, é verificar se tal teoria, descrita pela Lagrangeana acima, possui
um espectro sauddvel. Para esta tarefa ser realizada, propde-se reescrever a Lagrangeana

em termos de novos campos, f e F', definidos por :

f:%(ffuf’) e F:\%(R—l—Rc). (3.7)

Observe que estes espinores estendidos sao de Majorana, isto é
q J H 7
S =f e FC=F,

Usemos, agora, o fato de que qualquer matriz complexa pode ser decomposta em duas
partes, uma Hermiteana e a outra anti-Hermiteana. Sejam M; e M ¢, respectivamente,
as partes Hermiteana e anti-Hermiteana de My, isto é,

M:ﬂb—'"ﬂg e 7T ﬁ[,*ﬂz

; M= ——5—t. (3-8)

As matrizes Mg e Mp, que apareceriao em seguida, sao definidas de modo analogo a
; 4 g 3

partir de M. Convém observar, entretanto, que a notacéio M ; nao envolve qualquer

conjugacao complexa.

A Lagrangeana fermidnica, em termos dos novos campos (3.7) e das partes Her-

miteana e anti-Hermiteana de A, e Mp, 1é-se agora:

Lin = fiy-8f + Fiy-0F (3.9)

Loasss = = (FmF + Fnf + FMf + FysM f + FMpF + FysMpF) . (3.10)
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Imediatamente, observa-se o aparecimento de termos de massa que possuem 7 € que,
explicitamente, violam a simetria de paridade, ja a nivel de teoria livre. Estes termos
também comprometem o espectro de excitagdes descrito por tal Lagrangeana, fato este
que vai ser melhor ilustrado a seguir.

A Lagrangeana acima, {Lein + Lmasea), Pode ser finalmente reescrita como

L=T{y 0 M—vN)T, (3.11)

onde T € o espinor de Majorana com 2N componentes

(3.12)

e M e N sdo, respectivamente, as matrizes 2N x 2V, Hermiteana e anti-Hermiteana,

dadas por:

Mf m Mf 0
M = , N = . (3.13)

m MF 0 HF

De posse destes resultados, pode-se imediatamente passar & discussdo a respeito do

espectro do modelo.
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3.2 Propagadores Fermionicos Estendidos e Espec-

tro

O propagador de Feynman associado aos campos estendidos da Lagrangeana (3.11)

é dado, no espaco dos momenta, pela expressao:
S(k) =107 k), (3.14)
onde O(k) é o operador lido em (3.11):

Ok) =y k— M —yN. (3.15)

Para se estudar os pélos do propagador, deve-se inverter a matriz . Encontra-se

para Q71 a expressao:
OV = X 4 Yy 4 Zy- b+ Wr ks (3.16)

onde X, Y, Z e W devem satisfazer ao conjunto de equagdes

X=MZ-NW

(3.17)
Y =MW - NZ,
com
1 7! 1
7= [IT_ (k2 ~ M2+ N2 [M’N]) ] k2= M2 N (3.18)
e
1
W= MM 2. (3.19)

Com isto, as matrizes X e ¥ ficam também perfeitamente definidas, o que corresponde
a se ter a expressdao completa do propagador {3.14).
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Os pdlos do propagador serdo dados pelos autovalores da matriz Hermiteana (M? —
N?), e estes ndo sdo necessariamente positivo-definidos, como se pode verificar. Isto
poderia levar, fatalmente, & presenca de tdquions no espectro correspondente. Para que
estes nao aparegam, deve-se impér condigoes adequadas sobre os parametros de massa.

Também, deve-se observar o aparecimento de pélos multiplos no caso em que
[M,N] # 0. Estes, por sua vez, introduziriam estados ndo-nulos com norma nula ou

negativa. Assim sendo, dever-se-1a ter
M, N]=0, (3.20)

a fim de eliminar estes fantasmas.

Observe, também, que a auséncia da matriz A no propagador definido acima repro-
duz o caso de propagadores espinoriats ordindrios, sem taquions no espectro, uma vez
que a matriz M? possui autovalores positivo-definidos, por se ter M Hermitiana. Assim,
deve-se, de algum modo, eliminar o termo que contenha A na Lagrangeana, sem que
para isto se tenha que impoér A/ = 0. Logo, a proxima tarefa consiste em verificar sob
quais restri¢bes sobre as matrizes M, , M;, Mre M p, somente os termos desejdveis
na Lagrangeana sobrevivem e a contribuigdo em 75 seja cancelada.

Uma vez que f é um campo de Majorana, f pode ser escrito como:
f=-ffc, (3.21)

onde C é a matriz conjugagio de carga. Considerando, agora, as igualdades :

fIC M, f = (fTC_l’Ystf)T

(3.22)
FIO M, f = (fTC M)
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devido & anti-simetria das matrizes Cty; e C, as egs. {3.22) séo simplificadas a:

JrsM i f = TysMy f

FMf =M.

(3.23)

Chega-se a um resultado andlogo ao (3.23), para os termos de massa de Majorana, que
envolvem o campo F.
Com isto, chega-se ao conjunto de restrigdes impostas sobre as matrizes de massa a

fim de que os termos em s sejam eliminados da Lagrangeana de massa:

M = —_Mf N MT = Mf
! ! (3.24)
H? = wﬂp ’ Mg-‘ = MF .

Em termos dos parimetros iniciais da Lagrangeana, as restrigbes (3.24) tomam a forma:

My, = (Ve MLVL)

(3.25)
Mg = (VRMRrVR)" ,
onde V; e Vg sdo matrizes unitdrias definidas por :
VIT;R = UE/RUE/R : (3.26)

Providenciando para que estas restrigoes sejam sempre satisfeitas, £ pode ser reescrita

COITLO"

L=T(iv 0—-M)T, (3.27)

onde M agora é simétrica, podendo ser, portanto, diagonalizada por uma rotagao no
espaco dos vetores T, concluindo-se, entdo, que tal modelo fermidnico possul um espec-

tro bem-definido ¢ nfo afetado pela presenga de taquions ou fantasmas.
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Seja R a matriz ortogonal que realiza esta rotagao, tal que
RMRY =, (3.28)

onde u é uma matriz-diagonal real. Apods esta redefinicao, a Lagrangeana pode ser

escrita como:;
L =iy 0—p)n, (3.29)

com

n==RT, (3.30)

onde 1 é também um espinor de Majorana estendido, o que se da gragas & propriedade
de ortogonalidade da matriz R

Embora, & primeira vista, possa se pensar que o espectro apresente 2N férmions
de Majorana, este nao é na verdade o caso. Uma andlise mais cuidadosa, a partir
dos autovalores de u, revela que o espectro fisico pode exibir, também, férmions de
Weyl e de Dirac. Vamos estabelecer imediatamente esta discussdo, abordando todas
as possibilidades de férmions fisicos presentes no espectro ditado pela Lagrangeana
estendida aqui proposta.

i) Sejam gy, 1 = 1,--+,2N, os autovalores de p, e 7, um férmion de massa nula

e = RHT‘{ . (331)

Dependendo dos elementos de matriz Ry, com & fizo, poderemos ter férmions de Weyl ou
de Dirac nio-massivos. Para se ter uma resposta a qual deles a massa nula corresponde,
é necessario dispor dos elementos da matriz R aparecendo em sua k-ésima linha. Se, na
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combinagao linear (3.31) os clementos de matriz sdo tais que tanto os espinores f; como
os espinores F} estdo presentes, o férmion n;, apresentara componentes de quiralidades
opostas (L e R) e independentes, correspondendo, portanto, a um férmion de Dirac
naEo-Mmassivo.

Se os Ry forem tais que apenas fi's (bu Fy’s) entram na combinagéo linear (3.31),
ento 1y corresponderd a um férmion de Weyl com gquiralidade L (ou R). A possibilidade
de se ter um férmion de Majorana nao-massivo néo é considerada independentemente,
por ser o mesmo equivalente a um férmion quiral.

ii) Para cada par de autovalores simétricos, aparecera um férmion de Dirac massivo.

Suponhamos, para isto, que se tenha um determinado gy = m’ e outro = —m”"

Ligry = Tiliy - 0 —m e + 73y - 8-+ m )y (3.32)

Com a redefinicao de #; dada a seguir

m— L= Y, (3.33)

(note que p; € um férmion do tipo anti-Majorana, p¢ = --p;), a Lagrangeana (3.32) pode
S€r reescrita como

Loty = Ty - @ —m ) + piliy - 0 —mi)pr - (3.34)

Formando, entéo, o espinor £ = n; + py, (3.32) assume a forma
Ligrny = E(iy-0—m')E. (3.35)

Como £° # +£, este corresponde a um férmion de Dirac massive. Deste modo, conclui-
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se que, em termos de espinores de Majorana massivos, férmions de Dirac fisicos corres-
pondem a um par de autovalores simétricos na matriz M.

it1) Os auto-valores de p ndo-nulos e ndo formando pares simétricos corresponderéo
a férmions de Majorana massivos.

Tendo chegado a uma concluséo a respeito do espectro fisico de nosso modelo esten-
dido, propoe-se a seguir uma possivel aplicagdo para o mesmo em termos de processos
que poderiam servir como um guia na escolha dos pardmetros introduzidos nos termos

de massa.

3.3 Violacdo de CP em Sistemas Fermidnicos Esten-

didos e Comparac¢ao com a Matriz de Kobaya-

shi-Maskawa.

Como aplicacio do modelo estendido apresentado neste capitulo, escolhe-se rela-
cioné-lo a processos onde possa ocorrer violagdo de CP [8]. A fim de se mostrar
que se pode implementar esta violagao no contexto de modelos fermidnicos estendidos,
incorpora-se ao espectro uma particula escalar carregada e propde-se fazé-la interagir
com os férmions presentes. Introduz-se um termo de interagéo de Yukawa para descrever

o acoplamento do escalar com os férmions:

L., =gL°Re + gRCL¢", (3.36)



onde ¢ descreve o escalar introduzido no modelo. Apos as transformacgdo bi-unitarias

(3.4), L assume a forma:
L = gLCU Ry + gRCUTLy™ | (3.37)
onde U é a matriz unitaria dada por
U=U;UL. (3.38)

Vé-se, por meio deste resultado, que os termos mistos de massa implicam, atravées das
matrizes Uy, e Ug, no aparecimento da matriz U a qual, por sua vez, introduz parametros
complexos nos termos de interacao. Esta constata¢@o tem conseqliéncias imediatas. De
fato, efetuando-se uma transformagio CP sobre o Lagrangeano de interagfio (3.36),

chega-se ao seguinte resultado:

L. P = gRCUTLy* 4 gLCU Ry (3.39)

b

Logo, verifica-se que a interagao descrita por (3.37) viola a simetria CP, uma vez que a
matriz U possui M%l—) fases.

E, contudo, interessante que, a este ponto, levantemos a questio da comparagao entre
a parametrizagio da violagdo de CP nos modelos fermidnicos estendidos aqui apresen-
tados e no modelo de Weinberg-Salam-Glashow. Neste ultimo, as massas fermionicas
surgem unica e exclusivamente dos acoplamentos de Yukawa, caracterizados por pard-
metros complexos que, apds a quebra espontanea de simetria, fornecem as massas das
excitacgoes fermionicas em termos das grandezas complexas presentes nos acoplamentos
entre léptons e o setor de Higgs.
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Comeo no caso dos modelos estendidos aqui estudados, também no modelo
SU(2)xU(1) resta uma matriz unitaria que controla os acoplamentos de Yukawa e de
“gauge” dos léptons e quarks massivos. Entretanto, dos N* parfmetros reais desta
matriz unitaria, (2N —1) fases podem ainda ser reabsorvidas em redefinigdes dos campos
fermidnicos, permanecendo finalmente as W fases que respondem pela violago
de CP [7].

Em nosso caso, onde niao ha quebra espontinea de simetria (as massas fermidnicas
“3 la Dirac” niio provém de acoplamentos de Yukawa) e termos de massa de Majorana
estdo presentes, o numero de fases é M%ﬂ e ha, por conseguinte, um maior numero de
grandezas que parametrizam a violagao de CP. No caso particular de N=2 geragdes, para
o qual o modelo SU(2)xU(1) ndo prevé violagio de CP (pois resta apenas o dngulo de
Cabibbo), em nosso modelo estendido restam trés pardmetros que controlam a quebra
de CP. Convém ressaltar que também a versao N=I1-supersimetrizada do modelo de
Weinberg-Salam-Glashow apresenta violagdo de CP no setor de quarks mesmo no caso
em que ha apenas duas geragbes [11], [12].

Conseqiiéncias experimentais diretas dos modelos estendidos em termos de sistemas

que viclam a simetria CP e aplicagdes & questio de neutrinos massivos [13] sdo o

prosseguimento imediato dos resultados obtidos neste estudo aqui proposto.
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Conclusoes Gerais

Ao longo dos trés capitulos que constituem esta tese, tentou-se esclarecer alguns dos
aspectos essencials de sistemas fermidnicos estendidos, caracterizados pela introdugao
de familias de espinores que compartilham o mesmo grupo de simetria. Foi discutida
em detalhes a formulagao a nivel classico destes sistemas, em termos de espinores de
Dirac, Majorana e Weyl. Estabeleceu-se a possibilidade de trata-los sob o ponto-de-
vista do que se chamou campos originais e campos fisicos ¢, nestas duas diferentes
parametrizagoes dos graus-de-liberdade fermiénicos, foi estudada a implementacio de
simetrias globais e locais. No caso destas \iltimas, foi efetuado o acoplamento minimo de
férmions estendiclos a potenciais de gauge, também estendidos, no caso de uma simetria
Abeliana.

Contudo, um maior sentido para os modelos fermionicos estendidos sé serd encon-
trado no momento em que se demonstrar que estes constituem uma teoria quantica
de campos sauddvel: renormalizdvel, unitaria e relevante para a descrigdo de dados
fenomenolégicos observados. Ser apenas uma boa teoria classica é necessdrio, mas de
longe nao-suficiente para se atribuir a estes modelos estendidos o status de teorias de

campos aceitdveis. Este, entretanto, é um programa longo, que requer o esclarecimento
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e cumprimento de algumas etapas iniciais. Nao foi o propdsito desta tese estabelecer
os tés pontos acima mencionados. Objetivou-se, sim, a andlise destes passos iniciais,
quais sejam: discussiio dos propagadores, detecgdo de possivels modos nédo-fisicos, com
a conseqilente busca de condigdes que os suprimam do espectro, e formulagao de sua
quantizagao candnica.

Da analise dos propagadores e do estudo de seus pélos e residuos, constatou-se a
possivel presenga de tdquions e modos-fantasma. Para elimina-los da teoria, foram es-
tabelecidas condices especificas sobre os pardmetros livres presentes na Lagrangeana.
Uma vez fixados estes vinculos sobre os parametros, e identificadas as excitac¢des fisicas
através de seus numeros quanticos fundamentais {massa, spin, carga elétrica, sabor e
outros eventuais atributos internos), pode-se dar continuidade ao programa de quan-
tizacdo, propondo-se o acoplamento dos férmions estendidos a bésons escalares e veto-
riais, em compatibilidade com o requisito de renormalizabilidade.

J4 que nesta tese cumpriu-se esta etapa de organizacgio dos graus-de-liberdade e se
concluiu pela consisténcia dos modelos estendidos a nivel de processos na aproximacao-
drvore, o prosseguimento natural dos resultados aqui estabelecidos seria a anélise da
consisténcia dos mencionados modelos frente a corregoes radiativas & ordem-A (gréficos
de 1-loop). Sé, entio, poder-se-é atribuir aos modelos estendidos a qualificagio de
uma boa teoria quintica de campos. Como a teoria de pertubagdes para estes mode-
los torna-se tecnicamente laboriosa em virtude da complexidade algébrica inerente aos
propagadores efou aos vértices, o uso de linguagens algébricas no processo de célculo

dos grificos de Feynman serd uma estratégia essencial. Para isto, esta-se fazendo uma
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analise comparativa entre os sistemas algébricos Schoonschip [14], Form [15] e Maple
[16].

Do ponto-de-vista da fenomenologia, resta-nos estudar em detalhes os acoplamen-
tos que respondem pela violagdo de CP no setor de quarks. Também, um interessante
campo de aplicagdao dos modelos fermidnicos estendidos reside no problema dos neutri-
nos massivos e na conseqénte oscilacio entre diferentes familias. Mals recentemente, a
evidéncia de uma massa de 17 keV para o neutrino do elétron vem motivando a for-
mulacio de modelos baseados, ou nfio, em supersimetria com o propésito de atacar o
questdao dos neutrinos massivos. Tais modelos prestam-se claramente & aplicagao ime-
diata dos métodos aqui abordados para tratar sistemas fermiénicos estendidos como

teorias quanticas de campos.
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Apéndice A

Notacoes e Definicoes

Neste trabalho, adota-se o sistema de unidades em que i = ¢ = 1, ¢ a métrica

utilizada é do tipo-tempo :

n* = diagonal(+1,-1,-1,-1) ; p,v=0,1,2,3.

Definigbes envolvendo o espago-tempo

=z = (2%2); 2" =1

z® =2tz (A.1)

=, = (2% )

(9# == ('()0,V) 3 '()0 = 3/32?
0=49,0". (A.2)

3’“ = ((90, '—V)

Notacio para operagoes sobre matrizes:
Seja (0 uma matriz complexa; define-se a operagio de Hermitizagao por
ot = 0T = 07, (A.3)
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() indica operagio de Hermitizacdo,
(*) indica operacgio de conjugacao-complexa,

(T) indica operagao de transposicio.

Propriedades das matrizes-y de Dirac e da matriz conjugagao de carga

{v.7) = 20* , T = 0" (A4)
Apesar das matrizes-y nao se transformarem como 4-vetores, elas podem ser repre-

sentadas como se fossem tais:

7 = (%)
(A.5)
7w =(7%—7)
Levando em conta {A.4) e (A.5), (A.6) pode se reescrita como
v =, . (A.6)
Define-se a matriz s como :
75 =07 (A7)
E facil verificar que ~5 satisfaz as seguintes propriedades
{157} =0, A= e (1)?=1,, (A.8)
onde 1, é a idendidade no espago das matrizes-y de Dirac.
A matriz conjugacao de carga C' tem as seguintes propriedades :
C'=C , CT=-C (A.9)
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e possui as seguintes relacoes com as matrizes-y :
-1 Y & -1 T
C 'y C=—7v, , CTwC=7 . {A.10)
Convencoes relativas As Transforimacoes de simetrias discretas sobre campos
fermidnicos ¥(z)

a) Conjugagio de carga: C

[T(2)] = CF (). (A.11)

b) Paridade: P

V(@) = ~°(5) . (A.12)
¢) Reversao temporal: T (trata-se de uma transformacéo anti-unitéria)
[U(2)]" = O™l T(—3) . (A.13)

d) CP

[T(2)]F = Cv* T () . (A.14)
e) CPT (trata-se, também, de transformacéo anti-unitaria)
(8 ()] = (767°) T (—2) . (A.15)

Todas estas transformacdes foram dadas a menos de um fator de fase.

Espinores quirais e termos de massa de Majorana.
Podemos decompor um espinor ¥ em suas componentes quirais :
1 1
\I’L: ;(1—’}’5)‘11 € ‘I’R: ;(1"1“')’5)\1’ (A16)
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Expressoes usuais envolvendo o espinor ¥, e seu conjugado (¥ = ¥T4?), podem ser

reescritas em termos dos espinores quirais, por exemplo :

U = Tp¥g + Yr¥y

Uys ¥ = U Wp— Up¥y (A.1T)

“\I’-’}’#\I’ = @LV#\I’L—I-‘_I;R")’#‘I’R. )

E interessante observar que :
(Tr)° = (V) (A.18)

Assim, (UR)° transforma-se na mesma representagio do grupo de Lorentz que WV, tal

que podemos construir termos de massa do tipo: Mr(¥gr)°¥r . Do mesmo modo,
se pode encontrar outro termo de massa compativel com a invariancia de Lorentz:

My (¥1,)¢0r,. Tais termos de massa sao conhecidos como massas de Majorana.
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Apeéendice B

Resultados Uteis da Algebra Linear

A € R, significa que os sutovalores de A sao reais;

A > 0, significa que os autovalores de A sao todos reais positivos.

Observacao importante :

“Se A é Hermiteana, entdo A'? 56 é Hermiteana se A possuir autovalores reais e

nao negativos.”

Para se verificar este resultado, note que a Hermiticidade de AY? | automaticamente,
implica na Hermiticidade de A ; logo, existe S unitaria que diagonaliza tanto A quanto
A2,

a=S8AS8T; =51,

onde a é uma matriz-diagonal e real, entdo

Al/? — STaINS,



logo

(A7) = Si(a'/?)is
Assim para se ter AY? Hermiteana, é necessério que:

(allz)T - gl/?

?

o que mostra que os autovalores de A sdo reais e ndo-negativos, verificando-se assim o

resultado da observagao.

Teorema:

“Seja A | At=4e A>0,seja B | B' =B ;entao, (AB) ¢ R.”

Demonstragio:

Se det A # 0, AB pode ser reescrita como
AB = AYPp(AtnHr (B.1)

onde

L = AV*BAY?. (B.2)

Logo, as Hermiticidades de 4'/? e B implicam na Hermiticidade de L. Da observagio
feita precedentemente, vé-se que a Hermiticidade de AY/? equivale a A ser Hermiteana e
nao-negativa. Facilmente, verifica-se que estas condigdes, em conjunto com a condigio
de que det A # 0, levam as restrigdes exigidas para A no teorema dado. A eq. (B.1)

diz que AB e L sio similares, portanto possuem os mesmos autovalores; uma vez que
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os autovalores de L séo reais, conclui-se que se verificadas as restrigdes necessarias, AB
possuira autovalores rears, apesar de ndo ser Hermiteana, demonstrando-se, assim, o

teorema.,

Consequéncias do teorema

Dado que as imposicoes para A e B 1o teorema sejam satisfeitas, existe if unitéria, que

diagonaliza L , ou seja,

Ui =1
(B.3)

Uty = ¢,

onde # é uma matriz-diagonal e real. Uma vez que L é similar a AB, chega-se & concluséo

de que ¢ deve ser similar a AB, como pode ser verificado por
AB = AVL(AYYT = Ay eut(AVHT = e, (B.4)

onde

Q= AYU . (B.5)

De (B.5), acha-se que

a0t = 4. (B.6)

Note que (B.6) é equivalente & primeira equagao do sistema (B.3) e que (B.4) é equiva-
lente & segunda, deste modo pode-se reescrever (B.3) como

Qot = A
(B.7)
Q1ABQ = £
Assim, ganha-se um problema de diagonaliza¢do ndo-unitario completamente equiva-

lente ao unitario (B.3).
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Solugido do problema de autovalor de AB

Este problema consiste em achar §! ¢ £ a partir dos dados disponiveis: A e B com
as condicdes do teorema satisfeitas. Sabe-se que existem dois métodos para solucionar
tal problema: o unitdrio e o ndo-unitdrio. Na préatica, o método néo-unitario precisa de
menos calculos para ser executado, o que o torna menos laborioso. Abaixo sera feita
uma descricdo deste método.

Seja w autovetor de AB e A o autovalor correspondente; assim, tem-se para equagao-
de-autovalor

ABw = lw, | (B.8)
logo

QMABQ QW = A Q7w (B.9)
tal que utilizando a segunda das equagdes (B.7) obtém-se

v = v, (B.10)

onde

v = Q'wouw = v, (B.11)

o que mostra explicitamente que AB e £ possuem os mesmos autovalores. Observe que

os v's sdo os autovetores triviais

1 0 0
0 1 0

by - - , (B.12)
0 0 1
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e estes tém as propriedades de ortonormalizagdo e completeza, que sao as de qualquer

problema unitério, respectivamente dadas por

vIvl = U;Ug = ... :ULUN = 1 (B.13)

vl = 1. (B.14)

Para se achar ¢ deve-se resolver a equagao caracteristica
det(AB — A1) = 0. (B.15)

Seja N a dimensio das A e B; as solugdes A,, (@ = 1,---,N), desta equacio séo os
elementos da matriz diagonal £. Substituindo-se os A, em (B.8), encontra-se os w, néo

normalizados.

Propriedades dos w,’s:

Utilizando (B.11), obtém-se
wio, # wiwy # - # whwn # 1, (B.16)

o que reflete a nio-ortonormalidade dos w’s, que é conseqiiéncia da ndo-unitariedade de

Q. Utilizando (B.11) e (B.14), conclui-se que
Y wawl = QY vl O = Q0 (B.17)
tal que utilizando (B.7), encontra-se
Y wawl = A (B.18)
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esta é a relaciio de completeza deste problema especifico. Assim, para normalizar os
w's, vistos estes nao serem ortonormais, deve-se recorrer a esta relagdo de completeza.
Normalizados os w’s segundo (B.18), resta a tarefa de construir Q. Para isto, vamos

chamar seus elementos de £2,;, tal que

Q1 - 1 1
wy = Qv = | = : (B.19)
Qn1 - QOnw 0 Qnt
Da mesma forma, acha-se ws - --. Em geral, acha-se que
Qla
W = : ) (B.20)
QNa

tal que  é construida justapondo os w’s normalizados segundo (B.18).
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Apeéendice C

Aspectos da Algebra de Grassmann

Impdem-se que a Hermitizagao, vide (A.3), seja vélida para as matrizes que tomam

valores em uma algebra de Grassmann.

Propriedade fundamental da algebra de Grassmann

Dados n geradores, a; da algebra de Grassmann (simbolizada por G™), qualquer

que seja o par destes geradores escolhidos, por exemplo a; e a;, tem-se a propriedade
a;a; — —a;d; . (CI)

Note a partir de (C.1) que a? = 0, portanto af = 0 qualquer que seja o niimero inteiro

k > 1. A partir destes geradores, pode-se construir as seguintes fungoes linearmente

a8



independentes

1,

a1, Qg , -y Up,

Q1dy , dz , + -, Qr1dn ,
Gidody , A1ty 5,
1Gog*dy .

Tais fungdes constituem uma base em espaco de dimensao
Cn,0+c'n,1 ++Cn,n =2" 3
que é a prépria dlgebra G . Um elemento tipico desta algebra pode ser escrito como

f f + f(l} a;; + fnzzail e R f‘i(lr-t-)-inafl Crr iy, (02)

onde os f© | ftm ,- - - sio fungdes ordindrias de um dado conjunto de varidveis.

O espago G pode ser dividido nos subconjuntos: G | cujas bases sdo formadas

par?
s n . ~
por produtos de niimeros pares de geradores, e Ggm}par , cujas bases séo formadas por

produtos de nimeros impares de geradores. Observa-se, facilmente, que os respectivos

elementos de tais subconjuntos comutam e anticomutam com os elementos de G logo

f=Tfct/ia (C.3)

onde o indice (C) indica a parte do elemento f que comuta com os demais elementos de

G e o (A) a parte que anticomuta

f f(o +f1112a21a22 ot (C.4)
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fa = ,-(ll)ail + fi(lg;')giaaig Qi iy + 000 (C.5)

Neste apéndice, como objetos comutantes deve-se entender como sendo aqueles objetos

que comutam com os elementos de G®; do mesmo modo, objetos anticomutantes sfio
os que anticomutam com os elementos de G

Sejam 1,1, ¢, ¢ elementos anticomutantes. Qualquer que seja o par destes escolhido,

por exemplo 7 e (, tem-se a propriedade

e = —(n. (C.6)
Sejam H e Z os espinores de Grassmann

7 ¢
H = e Z = ; (C.7)

n ¢

a partir desses espinores, pode-se construir o elemento comutante

H'Z = ( G ) ‘ = ¢ +n7C . (C.8)
¢
A operacio de transposicio por definigio ndo pode afetar o valor deste nimero
(#'2)" = H'Z = 57¢ "¢ (C.9)
Utilizando a propriedade dada por (C.6), chega-se a
(H'Z)' = ~(Or + (™) = ~2"8" (C.10)
que é a propriedade para espinores equivalente aquela (C.6) dada para ntmeros. Um
resultado que se obtém de (A.3) e (C.9) é que
(#'z)' = (5'z) (C.11)
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Abaixo, serao descritas duas possiveis convengdes que podem ser empregadas para

a operacao de conjugagio-complexa de um produto de dois elementos anticomutantes.

Conjugacao-complexa

Primeira convengao:
(nQ)y = "¢ (C.12)
A conjugacao-complexa de (C.8), conforme a convengdo fixada por (C.12), leva ao re-
sultado
(H'Z) = n¢+m¢". (C.13)
Utilizando a propriedade dada por {C.6), chega-se a

(H'2) = ~(¢n+ (™) = —2'H, (C.14)

que é a propriedade para espinores equivalente a (C.12) .
Segunda convengio:
(n¢)™ = ¢ (C.15)

A conjugacio-complexa de (C.8), conforme a convengdo dada por (C.15), leva ao resul-
tado

(H'2)" = ¢+ = 2'H, (C.16)
que é a propriedade para espinores equivalente & (C.15) . Os resultados desta secao
foram obtidos a partir de matrizes de dimensao 2, a generalizagdo destes para matrizes
de dimensdes superiores, por exemplo 4 ou 4N, N sendo um inteiro, pode ser realizada

sem problemas.
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Comparacéo das convencoes:

Um dos pontos que se enfrentard no presente trabalho é o de provar a realidade da

Lagrangeana fermidnica que, por sua vez, deve ser um elemento comutante de Gl=).

Assim, a conjugagio-complexa do termo de massa desta Lagrangeana fornece um bom

exemplo para se comparar as duas convengoes mencionadas.

Seja ¥ um espinor fermiénico genérico e M uma matriz que carrega as informagoes

sobre as massas dos férmions. O termo de massa da Lagrangeana fermidnica para a

primeire convengdo deve ter a forma

VI MU

Conjugacio-complexa da expressio anterior, segundo (C.14), fornece

i TMN

entio, uma das condighes para que a Lagrangeana seja real é que

M =M.

(C.17)

(C.18)

(C.19)

J4, para a sequnda convencio, a Lagrangeana fermidnica deve diferir daquela da primeira

convencao por um fator ¢, tal que seu termo de massa tenha a forma

TIMT .

Conjugacio-complexa da expressao anterior, segundo (C.16), fornece

VA VAR

(C.20)

(C.21)



Assim, para a Lagrangeana ser real é necessaria a mesma condi¢ao: Hermiticidade
de M, como no caso anterior. Os resultados acima permitem concluir que a forma
da Lagrangeana fermidnica depende da convengao de conjugagao-complexa utilizada,
desde que se queira manter as mesmas condigdes para a realidade da correspondente

Lagrangeana.

Variagoes e Derivadas

Seja f uma funcio de varidveis anticomutantes, ;. Existem duas convengoes alternati-

vas para se definir a variagdo §f , como discutido em detalhes nas refs.[6]; [17]:

f=flar - aq) (C.22)
Primeira convengio:
§F = b0 | (C.23)
N ‘ Oa,.; ’ ’
onde
17,
A (ail e a"ip) - 6k’i] (a’fz o a'ip) - 5k'i2(a’i1 C""l:;; T a{p) + e (0.24)
@ak
Segunda convengao:
5 = f 2= ba (C.25)
Ja;
onde
)
(ail v a,-p) -_— = 5kip(az—1 L aip_l) b 5;;5}]4(&{1 e az-p_zai-p) + e (026)
aak
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Em todo este trabalho, utilizar-se-4 para variacio de uma fungao de variavels antico-
mutantes, a convengdo (C.23), de modo a sempre se utilizar a derivada definida por

(C.24)

Parénteses de Polsson

Sejam ¢,’s varidveis comutantes e g;'s variaveis anticomutantes. Sejam ¢.’s e a;’s as
respectivas velocidades. Dada uma Lagrangeana L{g, ,¢- ; @ , @)} que sistematize
a evolucdo dos ¢,’s e a dos a;’s, e que por definigio deve ser uma fungao comutante,

ode-se definir os momenta conjugados aos g,’s e aos @;’s respectivamente por
J gy i P

oL o oL
r = o T = 3=
b dq; da;

(C.27)

onde p,’s sdo objetos comutantes, e 7;’s sdo objetos anticomutantes. Sejam as fungoes

do espago de fases
A=Ag ,prja,m) e B=DB(¢g,p;a, ). (C.28)

Como fol visto, veja (C.3), pode-se separar A nas partes comutante (Ac) e anticomutante
(44); o mesmo pode ser feito para B. Deste modo o parenteses de Poisson de A e B

pode ser escrito como
{A,B} - {flc,Bc} + {A_A,Bc} + {Ac,BA} + {AA,BA} (029)

Casalbuoni [6], d4 os seguites resultados para tais parénteses de Poisson

(C.30)

(4o, Bo) = 8Ac 8Bc  9Bc 0Ac 8Ac OBs 9B 0Ac
©FCI T\ g, Op, 3¢ Ops da; Om;  Da; O
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| (04,0Bc 0BoOAL\ (0A,0Bc 0B 0As
(A, Bo} = (6q,. o, 04, O, ) - ( da, om; T ou; Om ) (G31)
0Ac OBy 0Ba0Ac) [(0Ac8Bx 0B dAc
Ag, Ba} = - .
e, B} (3% op.  O¢, 3}%-) * ( Oa; Om;  Oa c%ri) (C-32)
| (BA,OB,  8Bp0A,\ [8A,0Bx  0Bx04,
{An, Ba} = ( 50, Op.  Ba, Op ) - ( a; om T da am—) (C-33)
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