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RESUMO

Interpretamos um modelo cosmoldgico cliassico, em que
a gravitacao de Einstein esta nao-minimalmente acoplada ao
eletromagnetismo de Maxwell (e que contém tanto solugdes
singulares quanto ndco-singulares), como um modelo de
minisuperespago. Efetuamos a guantizacdo deste modelo dge
minisuperespag¢o, e mostramos gue no limite semi-cléassico as
solugdes deste modelo quantico descrevem ensembles de universos
classicos; neste limite €& possivel construir uma medida de

probabilidade, e efetivamente varias funcdes de onda prevéem um

universo classico.
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INTRODUGAOD

Conhecer a idade do universo é um desafio que 3ja
estimulou, e estimula, o pensamento de muitos fisicos. A teoria
gravitacional de Einstein talvez tenha sido a primeira
estrutura cientifica capaz de fornecer uma resposta a esta
guestido. Em cosmologia classica (baseada na gravitacao
einsteiniana) esta questao estad intimamente ligada a uma outra,
gque se traduz matematicamente como a existéncia ou nao, no
modelo cosmélogico empregado para a descrigao do universo,

de uma singularidade no espag¢o-tempo.

Na deécada de sessenta Penrose e Hawking estabeleceram
teoremas'" que, uma vez  satisfeitas certas condigoes
fisicamente razoaveis, afirmavam que a presenga de
singularidades no espag¢o-tempo seria inevitavel. (Isso criou,
na época, um renovado interesse na quantizagdo da gravitacgéo,
devido & expectativa quanto & possibilidade da teoria gquantica
dissipar as singularidades). As condigdes em gue se baseiam os
teoremas nao sao, contudo, suficientemente abrangentes a ponto
de impedir gque surjam modelos fisicamente interessantes
nao-singulares. Tals modelos foram estudados pelo Grupo de
Gravitagdo e Cosmologia do CBPF, durante os programas de
investigagdo do acoplamento ndc-minimo entre a gravitacdo e o

eletromagnetismo, e de fluidos dissipativos como fonte de



2,3.4 . : . . 5
curvatura[ ', Além disso, recentemente foi obtida'' uma

solugciao inomogénea, tendo como fonte um fluido perfeito, livre
de uma singularidade cosmoldgica.

0 modelo cosmoldégico padrao, singular, fel utilizado
durante muito tempo, em virtude dos seus sucessos, sem que se
dispensasse a devida atengdo aos seus problemas, como o
problema do horizonte; agora esta situagdo se modificou, e os
cosmdélogos tém procurado modelos alternativos (a pertir de uma
certa fase da evelugado césmica, porém, © modelo padrao deve ser
re-obtido). O Grupo de Cosmologia do CBPF tem trabalhado nesse
sentido (ver, por exemplo, ref.[€]), e neste trabalho estaremos
interessados no modelo com acoplamento ndo-minimo discutido por
Novello e Salhﬂal , € Novello e Heintzmannm] . Esse modelo
possui, de fato, tanto solugbes nao~singulares quanto
singulares, e a decisdo sobre qual tipo de solugdoc o modelo
fornece para a descrigao do cosmos fica associada a escolha de
condigdes iniciais. Claro estd que essa situagao indesejavel
nio ¢ uma dificuldade especifica deste modelo, uma vez que
outros modelos propostos com a intengdo de contornar os
problemas do modelo padrdo, como o modelo inflacionario (ao
contrario do gue se chegou a cogitar), também necessitam de
condi¢des iniciais para que se obtenham as solugdes desejadas.

HA& muitos autores apontando motivagdes para a
guantizagdo da gravitagdo, mas um consenso sobre de que modo
este objetivo pode ser atingido parece distante; aceitando-se,
como faremos aqui, que a hamiltoniana da Relatividade Geral é a

correta para o regime gudntico da gravitagao, ainda assim



enfrentamos a dificuldade de gque, na pratica, € (guase
impossivel 1lidar com a teoria qguantizada completa. Nao
obstante, foi possivel desenvolver modelos (especialmente
cosmoloégicos) que se espera apresentem caracteristicas

gualitativas importantes do comportamento guéntico de um
sistema gravitacional. Nosso interesse basico nesses modelos
guanticos é, em face da dificuldade mencionada no-paragrafo
anterior, analisar a possibilidade do "estado gquantico do
universo" substituir o papel desempenhado pelas condigbes
iniciais em cosmclogia classica.

0s fisicos estac realmente convencidos de due ©
universoc se encontra em expansao, e assim, se extrapolarmos de
volta no tempo, concluimos que ele ja teve dimensoOes bastante
reduzidas, e deve ter atravessadoe um regime guantico. De
gqualguer modo, comeo vivemos em um universo classice, o estado
gquantico descrevendo o universo tem que possuir um limite
semi-classico. Estaremos interessados aqui Jjustamente em como
essa descricdc semi-classica pode estar contida no estado
gquadntico do wuniverso, de gue modo ela se manifesta, e
especificamente para o modelo com acoplamento ndo-minimo
contendo universocs singulares e nao-singulares; ou seja, de due
modo esses dois tipos de universo podem emergir da descrigéo
gquantica do cosmos,

O trabalho esta dividido da seguinte forma: No
capitulo um vamos introduzir a equagao de Wheeler-DeWitt, gque
governa a dindmica quéntica dos sistemas gravitacionais. No

capitulo dois discutiremos detalhadamente os modelos de



minisuperespago, gue sao os modelos, citados acima, em que é°
possivel na pratica obter o estado quantico do universo, e gue °
se espera guardem caracteristicas da teoria gudntica exata. No--
capitulo trés re-interpretaremos o modelo cosmoldgico classico™
com acoplamento nao-minimo entre a gravitacgao e o
eletromagnetismo, desenvolvido nas referéncias [2] e [3], como
um modelo de minisuperespacgo; isso feito seré‘possivel obter ’
novas variaveis ‘(conduzindo a uma hamiltoniana livre de-
problemas de ordenamento), em dque discutiremos as solu96e53

classicas. No quarto e ultime capitulo quantizaremos o modelo"
de minisuperespago desenvolvido no capitulo anterior, obtendo-
as solucbes dguanticas e fazendo uma analise destas solugées,f
especialmente guanto a existéncia do limite semi-classico e

guanto a possibilidade de previs&do de um universo cléséico ser

feita, em substituicdo as condigbes iniciais ao nivel cléassico.



CAPITULO |

A EQUACAO DE WHEELER-DEWITT

" ‘Other maps are such shapes, with their islands and capes!
But we’ve got our brave Captain to thank’
(So the crew would protest) ‘that he’s bought us the best—
A perfect and absolute blank!’

This was charming, no doubt: but they shortly found out
That the Captain they trusted so well

Had only one notion for crossing the ocean,
And that was to tingle his bell. "

Lewis Carroll, The Hunting of the Snark.



A EQUACKO DE WHEELER-DEWITT

0 procedimento de guantizagao candnica da teoria da
gravitacdo de Einstein conduz a uma egquagao (funcional) gque
governa a dinamica do estado quéntico descrevendo um sistema
gravitacional, chamada de equag¢ao de Wheeler-Dewitt!”® . Esta
equagao corresponde, de fato, a imposigcao de um vinculo
{decorrente do formalismo canﬁnicowJoJlﬁ ao estado
quantico. Tal situagdo em que a dinamica esta contida num
vinculo nao €&, porém, uma particularidade da Relatividade
Geral, sempre ocorrendo nas teorias invariantes por

{111

reparametrizacgdes (ou teorias parametrizadas; nesse tipo de

teoria € enpregado um numero de variaveis maior do que o
necessario para a descrigdo do sistema fisico e, estando estas
variaveis redundantes misturadas as outras como coordenadas
candnicas, a presenga de vinculos é inevitavel).

Para gue se possa dar credito ao fato de que em
teorias parametrizadas a dinamica realmente se revela desse
viizl

modo, seguiremos KRuchar ' tomando uma teoria

nao-parametrizada cujas egquagdes dinamicas sejam conhecidas, e
entao discutindo de que forma elas aparecem apos
parametrizarmos a teoria; especificamente, tomaremos um exemplo
muito simples: o movimento de uma particula nédo-relativistica

em um potencial, cuja agao tem a forma



ax (1.1)

i
= i_‘
s..[dtL,(t,x,dt] ,

onde t € o tempo newtoniano, x' (i=1,2,3) sao coordenadas

cartesianas e a lagrangiana L, ¢ dada por

i, k
_ 1 dx dx= _ i
L, = 5 M am 3t at Vit,x ). (1.2)

Vamos introduzir agora um arbitrario parametro

temporal T,

t = t(T) , T = T(t) (1.3)

Efetuando essa transformagdo de variavel temporal no

funcional da acao (denotaremos derivadas em Trelacao ao

parametro temporal arbitrario por um ponto), teremos

g = [ at L[ t, t ; x, :&‘] , (1.4)

onde L[ £, £ %, x] = £ L,[ £, %', :&’t"l] : (1.5)

. . ~ s . -1
Definiremos © momentum I'Ii em relacao a velocldade X :

aL

i -1
ax



Substituindo (1.5) na definigao acima obtemos:

8L, L,
n = £ = £ —— ' =n (1.6)
i .4 i *
" (&)
at
8L,
onde vemos gue o momentum "fisico" H,_1 = — e 1igual
&)
at

agquele definido a partir da lagrangiana parametrizada.
Calculando a nova hamiltoniana vemos que ela vail diferir da

hamiltoniana fisica apenas por um fator t

. “i _ ax . . _ ..
H:= T%¥ -L = 0, 5 t-Lf =HE . (1.7)

Da equacao (1.6) podemos vislumbrar o importante fato
de gque H, , quando expressa em termos das novas variaveis

P i ~ -
canonicas ﬁi e X , hao depende de t :

H = H*[ t, x', n’i] = H‘[ t, %, ni] . (1.8)

Fazendo uso das eqguacgdes (1.4), (1.7) e (1.8),
podemnos escrever o] funcional da acao (1.1) na forma

hamiltoniana

s = [ at [niﬁi - H,[ t, x, ni] t‘] . (1.9)



Até agora as dguantidades t(t) e ﬁ(t) foram

encaradas como fungdes determinadas de T , e nao como

variaveils dinamicas. Por outro lado, notamos gue a forma

hamiltoniana do funcional da acao (1.9) € linear ndo somente em

x' , Mmas também em t . Isso sugere a introdugac do tempo

fisico t como uma das coordenadas canénicas, x’ = (t, xi) , €

a identificacac de ~—}g[ t, xn H1]==61¢6£ comoc © momentum
v t

conjugado oo, o= (U, o) = (-H‘,IH) . Assim, a agao (1.9)

assume a forma

s = J dt nv:é” ) (1.10)

. . s v -
Obviamente as coordenadas canonicas X e Hv nao

podem ser variadas livremente, pois estdo sujeitas ao vinculo
i
o= T+ H,{ £, x, ni] =0 . (1.11)

Podemos, contudo, agregar o vinculeo (1.11) a agao,

com © auxilio de um multiplicador de lLagrange N(T) :

S=‘{dt (nvi"—me) , (1.12)

. . .. . v .
e entao varlar todas as varlavels X I e N livremente.

d v

O significade do multiplicador de Lagrange N(T)

pode ser obtido das equagbées de Hamilton decorrentes do
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funcional da agao (1.12). Variando 1'[t teremos

H
'é-ﬁ = N . (1.13)

Assim, N(t) determina o lapso do tempo fisico t , sendo a

taxa de variagdo de t em relagao a T ; por

r

isso, o©
rmultiplicador de Lagrange N(t) € chamado fungao lapso.
No funcional da agao (1.12) a expressdao NH exerce o

papel da hamiltoniana, e variando (1.12) em relagdo a fungao

lapso N obtemos o vinculo (1.11), que informa gque a

hamiltoniana NX¥ se anula. E comum referir-se ao vinculo

¥ como a super-hamiltoniana.

O processo de passar do funcionc:l da agdo (1.1) para

o funcional da agdo (1.12) tem o nome de parametrizagao, e o

processo inverso chanra-se desparametrizagdo. Vimos gque a
parametrizacdo de (1.1) se deu atraves da elevagao de t ,
antes uma quantidade cinemdtica, a um status de variavel
dindmica da teoria, e podemos compreender gue na agao
parametrizada as quantidades verdadeiramente dinamicas estao
misturadas a outras dentre as coordenadas candnicas. En
contrapartida, a descrigao da dinamica neste espago de fases
estendido se desenrola huma hiper-superficie deste espago: a
hamiltoniana é vinculada a se anular.

Nesse exemplo simples, se partissemos da agao
parametrizada (1.12) nao teriamos problemas em identificar e
separar a variavel redundante, Jja que a energia - aparece
linearmente na super-hamiltoniana # , distinguindo-se dos

momenta dindmicos M . (A situagdo na teoria da gravitagdo de
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Einstein sera diferente, como veremos adiante; a agao em sua
forma original é invariante sob reparametrizacgoes
(espago-temporais), e a separagdoc em variaveis dinamicas e

cinematicas ndo é uma tarefa simples).

4 equagao de Hamilton-Jacobi pode ser obtida, na

teoria parametrizada, através da seguinte prescricgao:

# | %Y, m = BS!()x) =0 |, (1.14)
f3) 14
gue resulta exatamente em
S L mit, ¥, m= 98" = o . (1.15)
ot * i axi

A equagdo de Hamilton-Jacobi constitui-se num
importante elemento de ligacdo entre a teoria cléassica e a
teoria quéntica, sendo o primeiro passo para a aproximagac WKB
da equagdo de Schrodinger.

Isso sugere gue efetuemos a guantizacéo
utilizando-nos do método de Dirac para a guantizagao de uma
teoria parametrizada, que consiste em:

a) Tomar todas as coordenadas candnicas x, e todos
os momenta candnicos Hv , e considera-los como operadores

satisfazendo as seguintes relagbes de comutacgéio:
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= 0 (1.16)

(xH, ) = ish . (1.17)

b) Substituir na super-hamiltoniana ¥ (se lidassemos
com uma teoria de campo parametrizada haveria outros vinculos,
chamados de super-momenta) as coordenadas candnicas pelos
respectivos operadores, e impor o vinculo ¥ = 0 como uma

restricdao ao estado quantico do sistenma,

Kl¥> =0 . (1.18)

Para pormos em evidéncia como (1.18) contém a

s s . - 1
dinadmica do nosso sistema, escolhamos a representacgao-x ,

substituindo os momenta por operadores diferenciais HV= —iémv :
ax
"y . OV 1l 2 _
K ¥(x) ~izx - EEF ¥ + V(x) = 0 . (1.19)

gque €& Jjustamente a equagdo de Schrodinger (estamos usando h=1).

Voltaremos agora nossa atengaoc para a teoria
gravitacional de Einstein.

A formulagao Hamiltoniana da Relatividade Geral

reguer uma separagao 3 + 1 do espago-tempo“al, o gque levou

[7,14]

Wheeler ao conceito de superespago— a arena onde se



i3

desenrolaria a dinédmica classica da teoria— como o espaco de

todas as tri-geometrias e configuragbes da matéria (definidas
numa hipersuperficie). Se na teoria escolhermos um tempo e um
conjunto de coordenadas espaciais, uma dada quadri-métrica que
seja solugao das equag¢bes de Einstein podera ser encarada como
uma sucessao de tri-geometrias, uma para cada instante de
tempo, e assim a quadri-geometria é uma trajetéria no
superespago. (Ha solugbes das equagbes de Einstein, como a de
Godel, que ndo admitem uma familia uni-paramétrica de
hipersuperficies que ndo se interceptam mas, come é usual, nao

consideraremos tais solugdes.)

A descrigdo classica da evolugao da tri-geometria é
chamada de geometrodindmica clédssica e, para um dado sistema de

coordenadas espacial ({x} , podemos reconstruir o espago-tempo

guadridimensional fornecendo em cada instante de tempo as

chamadas fungdes lapso, N(x) , e deslocamento, Nl(x) , da

seguinte forma:

2

= Ha Vo
ds guvdx dx

= _ [N°(x,t) + N'N (x,t)]at® + 2N (x,t)dtdx’ + h_(x,t)dx'dx"

I

(1.20)

onde t\k , Nossa variavel dinamica (comprovaremos adiante que

N e N nac s&o variaveis dinamicas), €& a tri-métrica sobre

as hipersuperficies espaciais da familia parametrizada
i ik ik . . .

por t ; N :=nh N . e h € a matriz 3x3 1inversa de hik .

A forma (1.20) € a usualmente utilizada para a separagdo 3 + 1

do espaqo—tempo“jl, e as fungbes 1lapso e deslocamento
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descrevem de gue modo a escolha de coordenadas numa

hipersuperficie esta relacionada a escolha numa hipersuperficie
adjacente, sendo portanto arbitrérias“3] (detalhes do

significado geométrico das fungdes lapso e deslocamento, e do

formalismo ADM, podem ser encontrados, por exemplo, em [10,141]).

A agao de Einstein-Hilbert

_ 1 4 4_.1/2 4
S—lm[jdx (—a) R + S (1.21)

matéria

(onde G & a constante de Newton, 4g é o determinante da

v . . 4 .
guadri-métrica e R o respectivo escalar de curvatura),

guando  expressa, via (1.18), em termos das variaveis

(111
! Ni e N , assume a forma

_ 1 3 1/2 1m_ 2 3
S—l—GHdoxdtNh [K”K K+R]+

matédria

(1.22)

onde K é& o trago da curvatura extrinseca K.,
1

.. 1| _¢&
K = 3 [ gl + 2D N ] (1.23)

(D €& a derivada covariante na hipersuperficie); h é o
1

determinante da tri-métrica hik

Efetuando a transig¢do de (1.22) para a forma
[11]

hamiltoniana , @ acdo geometrodinidmica exibe a forma geral

da aGao de uma teoria de campo parametrizada:
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s = { a’x dat [ n”ﬁ“ + Meé — NH - N‘}{s ] , (1.24)

onde I'' € o momentum conjugado ahil , e g e ﬂ¢ simbolicamente
representam os-campos de matéria e seus momenta conjugados.

A hamiltoniana (NH + Nﬁﬂ) gque aparece na agao
(1.24) é uma soma de vinculos, com a fungdc lapso N e o vetor
deslocamento N' desempenhando o papel de multiplicadores de

Lagrange. Ha os vinculos do super-momentum Ri,

matéria

H:= — 2DT + X = 0, (1.25)
i i i.
e o vinculo da super-hamiltoniana ¥ ,
. Uikl 1 172 3 atéria _
¥ o 16nG G T 1256 b R + ¥ 0,
(1.26)
. et ., . (8]
onde Giﬂ] e a metrica de DeWitt dada por:
= 2n" mh +hh —hh ) . (1.27)
i jkl 2 ik jl il jk 1§ k1

(Uma. observagao faz-se necessaria: O super-momentum e a
super-hamiltoniana foram apresentados, respectivamente, sob a
seguinte forma: R1=:}€ + Hfaér” e =K + ¥R onde
RT e ¥ séo o super-momentum e a super-hamiltoniana da agé&o
puramente gravitacional; estes vinculos, porém, nao apresentam

tal estrutura para gqualguer que seja o acoplamento entre a
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. -~ P 11,15
gravitagao e a materla[ . No entanto, come neste trabalho

vamos lidar com quantizagdo no minisuperespaco (capitule II)
nac seremos obrigados a enfrentar este problema, pois estaremos
lidando com um sistema de um numero finito de graus de
liberdade, uma situagdao muito mals simples. Assim, ndao nos
preocuparemos com essa guestdo agqul.)

Podemos perceber, examinando a estrutura de }ﬂ .
dado por (1.25), e X , dado por (1.26), gque as variaveis
gravitacionais e seus momenta conjugados, ao contrario do
exemplo de teoria parametrizada que discutimos acima, aparecem
todos misturados de forma indistinta; em Relatividade Geral,
portanto, nao ha um modo simples de separar os graus de
liberdade redundantes, © dque leva a uma situagdac ben
particular. Por exemplo, o objeto normalmente utilizade na
descrigaoc quantica de um sistema gravitacional é um funcional
W [hm,¢] definido no Ssuperespago; esse objeto nao depende
explicitamente de um parametro temporal, mas o significado

disto, tendo em conta a estrutura de teorias parametrizadas, é

de que o "tempo" esta contido entre as variaveis
h e ¢ (81 (E interessante observar que a métrica de DeWitt
(1.27), Jjuntamente com uma métrica apropriada para o setor de

matéria, prové uma métrica no superespaco, e sua assinatura é
hiperbélica em cada ponto x das hipersuperficies onde esta
definida'™).

Passando a quantizagao da teoria, tal como no exemplo
descrito no inicio do capitulo vamos empregar o método de Dirac
para a gquantizagao de teorias parametrizadas. A métrica h, o

os campos de matéria ¢ e seus momenta conjugados serdo
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transformados em operadores satisfazendo as relagbdes de

comutagao

(h, (0,0 _(x1) = (e, M™@n) = o
(h, (x),8(x)] = (I™e0,fi(x)) =o
[6(x),¢(x")] = [Ty(x),Ty(xr)] =0

- Slm ’ _ 1. 1.m m, 1l ’
(h, (), T(x")) = 2 i (88 — &"8)) &(x,x’)
[(x), My(x7)] = i8(x,x")

e o estado quintico serd aniquilado pelas versbes dos wvinculos

classicos en termos de operadores:

}ei[hm,n , ¢, HQ] (o> = 0 (1.28)

(b, A3, ) je = o0 . (1.29)

Na representacao métrica o estado gquéntico &

representado por um funcional no superespag¢o ¥ [hm’¢] ;, & 08
1

momenta s&oc substituidos por derivadas funcionais em relacio &

tri-métrica e os campos de matéria:

g

i . &
ahik(x) ' H¢(x) — - IEETX) . (1.30)

M%) — — i

Substituindo estes operadores na equagao do
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super—-momentum {(1.28) obtemos:
Hy = 2i Dl[—-‘f’n%] + oWty o (1.31)

oh i
i1

A eduagao da super-hamiltoniana (1.29) se torna:

>

=

It

|
%

o

I

_ nY2 %R o+ ;fmateria]w - o,

(1.32)

gque €& a equagdo de Wheeler-DeWitt. (Nesta forma em gque foi
apresentada ignoramos problemas de ordenamento).
Como em todas as teorlas de campo parametrizadas“zl

r

as 3 X o egquagdes no vinculo do super-momentum (1.31) informam

due o funcional y é o mnesmno para configuracgoes «
(h (%), ¢(x)] que estao relacionadas entre si por
transformacgdes de coordenadas na hipersuperficie. Para
comprova-lo, seguiremos Halliwell“sk restringindo nossa

atengdo ao caso sem matéria, e variande o argumento

de ¥ atraves de um difeomorfismo na hipersuperficie,

i [17]
x> x'—¢ (h —h +D ¢ ) : teremos:
ik ik (i “k)

Y (b, +D E1 = ¥ [h 1+ J a’x p g -3¢ (1.33)

(i k) k) &8h
ik

Integrando por partes o ultimo termo em (1.33) (e

desprezando o termo de superficle) encontramos que a variacao

de Yy é dada por
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- -3 Sy -1 3 "
Sy = JQX Ek Dl[___éh ] = 2ijdx 5,’”’ R (1.34)

demonstrando que os funcionais satisfazendo (1.31) permanecem
inalterados. O vinculo do super-momentum (1.31) €& entaoc a
expressio quantica da invaridncia da teoria scb difeomorfismos

. . . _[18]
na h1persuperf1c1eL .

Assim, o funcional de estado ¥ depende apenas da
tri~geometria, e nao da particular tri-métrica escolhida para
representa-la; a definigdo original de Wheeler estabelecia o
superespago como © espago das tri-geometrias e dos campos de
matéria. NAao obstante, revela-se freguentemente mais comodo
defini-lo como o espag¢o das tri-métricas e campos de matéria, e
& o gque faremos ao trabalharmos com minisuperespagos nos
proximos - capitulos.

A equagao de Wheeler-DeWitt (1.32) é, portanto, a
equacdo gue encerra o conteudo dinamico da teoria quantica. A
busca de solugdes apresenta seérias dificuldades pois, além do
fato de gue em sua forma geral a equagdo de Wheeler-DeWitt é
extremamente complexa, resta o problema do ordenamento (ha
propostas para Se resolver o problema de forma geral, por
exemplo em [19,20}) , mas até agora nada de definitivo foi
atingido). Enfrentar tais guestdées ¢ muito mais facil no
contexto dos minisuperespagos, e a guantizagao via estes

modelos € particularmente +tentadora em Cosmologia (capitulo

II1).



CAPITULO Il

MINISUPERESPACOS

" ‘*You may seek it with thimbles — and seek it with care;
You may hunt it with forks and hope;
You may threaten its life with a railway-share;
You may charm it with smiles and socap — ’/ "

Lewis Carroll, The Hunting of the Snark.
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MINISUPERESPACOS

Como fol visto no capitulo anterior, a eguagao de
Wheeler-DeWitt & uma egquagédo funcional no superespa¢o e, na
pratica, € dguase impossivel divisar, dada a dificuldade da
obtengao de solugbes neste espago de configuracdes de dimensao
infinita, guaisquer particularidades do comportamento guéntico
de sistemas gravitacionais. Por esta razdo, a maior parte das
investigagboes feitas no sentido de se revelar algo desse
comportamento guéntico €& efetuada no contexto dos modelos de
minisuperespacgo.

U modelo de minisuperespago, para o dual
forneceremos uma definicdo precisa adiante, € essencialmente um
modelo em gue um alto grau de simetria €& imposto a priori a
tri-métrica e aos campos de matéria, de modo que ambos sejam
descritos por um numero finito de graus de liberdade..Podemos
estabelecer coordenadas no sSuperespago em termos dos
coeficientes da expansdo da tri—métricé e dos campos de matéria

em um conjunto completo de (conhecidas) fungdes fn :

o) = 9+ ) o™r () (2.1)
n=1
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_ (o) {n)
hik(x) = h“( + zhik fn(x) . (2.2)

Un nminisuperespaco € o conjunto de todas as tri-métricas e
configuracdesz da matéria para as quais todos os coeficientes
¢»(") e h“in) , com a excegao de um conjunto finito deles, sao
postos identicamente iguais a zero. Estamos assim tomando um
"hiperplano" de dimenséo finita no espago de dimenséo infinita
formado por todos os coeficientes.

Devido a evidéncias observacionails de que o universo
é homogéneo e isotrépico em larga escala, em cosmologia
classica os modelos foram quase due invariavelmente elaborados
com um alto grau de simetria, na vizinhangca da homogeneidade e
isotropia; assim, a dinamica descrita por esses modelos se
desenrola en uma regido limitada do superespago, e a naior
parte desses modelos se constitui no que chamaremos a seguir de
modelos de minisuperespago cléassicos.

Essa caracteristica da cosmologia c¢lassica conduz
naturalmente & tentativa de se fazer uma analise duéntica da
questdo cosmolégica através do gue chamaremos de modelos de
minisuperespago dquanticos. No entanto, ao contrario do due
acontece nos modelos de superespago classicos (cujas solugdes
sao exatamente as solugdes das equagdes de Einstein quando
restritas a simetria do modelo), no caso quantico as solugdes
do modelo naoc sdo solucdes da teoria completa. Ainda assim
espera-se que os modelos de minisuperespago quanticos revelem

aspectos da din@mica gquéntica exata. (Voltaremos a comentar
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sobre isso mais tarde). Passaremos entdo a caracterizacio dos

modelos de minisuperespaco.

Ao definir minisuperespag¢o seguiremos Halliwelllm],
e essa definigdo compreendera - quase todos os Tmodelos
cosmolégicos de interesse, isotrépicos e anisotroépicos, e
evidentemente o modelo a ser discutido neste trabalho. Na forma
3 + 1 da quadri-métrica (1.20), a fungado lapso €& tomada como

sendo homogénea, N = N{(t) , e o vetor deslocamento N se

anula:

ds® = — N°(t)dt® + h_ik(x,t)dxidxk , (2.3)

onde a tri-métrica Ihk(x,t) € determinada, como sugerido
acima, por um numero finito de fungdes de t , o mesmo
acontecendo com os campos de matéria ¢(x,t) : denotaremos
por q (t) essas fungoes do tempo (a = 1,2,...,n).

Substituindo estas restri¢des na forma 3+ 1 da
agdo de Einstein-Hilbert acoplada a matéria, dada por (1.22),

obtemos a agado do minisuperespa¢o (para campos de matéria

bosénicos esta forma da agado compreende uma vasta gama de
[21)

modelos )z
1 .
S [q°(t) ,N(t)] = J ae v | Lo @@ -v | . 2
2N :
(O ponto denota derivada temporal). 0 Dbloco de

Tab
correspondente as variaveis gravitacionais entre os q' € uma
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versao reduzida da métrica de DeWitt, possuindo assinatura
indefinida'®’.

As equagodes de movimento no modelo de minisuperespago
sao obtidas a partir da agao do minisuperespago (2.4), que tem
a forma da agéaoc de uma particula relativistica movendo-se em um
espago curvo n-dimensional, sob a influéncia de uma forga.

Variando-se (2.4) em relagao a q resulta em:

1d ('ia 1 a b *c ab OV _
ﬁa[ﬁ] oS hda o — = 0, (2.5)
N g
onde 7 ¢é a inversa de ¥, € F;: é¢ a conexao de

Christoffel construida a partir de ¥, - Variando-se (2.4) em

relagao a N obtém-se o vinculo

1 sa e
— 7 _(0dd + V(@) =0 . (2.6)
2N

A solugao geral das equagdes de movimento (2.5) e
(2.6) envolve (2n-1) constantes arbitrarias; uma destas

constantes, porém, €& a origem do inobservavel parametro

. [16]
temporal t

(como verificaremos mais tarde), de modo que
efetivamente ha (2n-2) constantes arbitrarias fisicamente
relevantes.

0 ingrediente final para gque a agdo (2.4) caracterize
um modelo de minisuperespago classico € a exigéncia de que as

equagdes de movimento resultantes de (2.4) ( (2.5) e (2.6) )

reproduzam as equag¢des de Einstein acopladas as da matéria; ou
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seja, se substituirmos (2.3) e as restri¢des sobre Ihk(x,t) e
¢(x,t) nas eqguagbes de Einstein e da mateéria, exige-se gue o©
sistema de equagdes resultante seja idéntico aquele formado
pelas equagdes (2.5) e (2.6).

A principal motivacdo para definirmos modelos de
minisuperespago classicos é a de que eles sirvam como uma
preparagaoc para a guantizacao, pois ao nivel classico eles ja
vém sendo naturalmente estudados como situacgdes particulares da
dinamica dos sistemas gravitacionais. A quantizacdo desses
modelos, porém, representa uma chance de se assimilar aspectos
quinticos da Relatividade Geral (gue podem ser essenciais a
cosmologia), uma vez gue neles néo estaremos lidande com um
complicado problema de teoria de campos, e sim com um de
rmecanica quéntica (ou quase, pois o papel do tempo & bemnm
diferente).

Para obtermos a forma hamiltoniana da acao,

definiremos os momenta canénicos da maneira usual, obtendo
- g
pa ?ab N ’ (2.7)

e a agao

S =}’dt [pa(ia-—N}f] . (2.8)

onde a super-hamiltoniana ¥ é expressa por
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n

1 8
¥ (d",p) 57%pp, + V(@ - (2.9)

O vinculo H =0 (equagac (2.6) ) corresponde ao
vinculeo da super-hamiltoniana (1.26) da teoria completa, cujo
vinculo do super-momentum (1.25) deve ser Iidenticamente
satisfeito nesses modelos de minisuperespago para que {(2.5) e
(2.6) reproduzam as equag¢oes de Einstein (pois fizemos N' = 0
de inicio).

Seguindo a prescrigao de Dirac para a quantizacao de
uma teoria parametrizada, discutida no capitulo anterior, a

equagao gue governa a dinamica quantica dos modelos de

minisuperespago — a equagaoc de Wheeler-DeWitt para esses
modelos — sera
n a 8
. a
wla, -5 ] vy = o . (2.10)
oq

Agora que podemos encontrar, resolvendo (2.10), quais
sao os estados quanticos possiveis em um dado modelo de
minisuperespago, cabe a pergunta: como interpretar y¥(q) , ou
seja, como extralr seu significadeo fisico? Tratando-se de um
problema quéﬁtico, poderiamos colocar ainda: como construir uma
distribuigdo de probabilidade a partir de y(q) ?

A equacao de Wheeler-DeWitt ¢é uma equag¢ado do tipo

Klein-Gordon, a qual podemos associar a corrente conservada
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J = % [ Wowy — oy vy ] , (2.11)

gue satisfaz

v.J = 0 (2.12)
devido & equagao de Wheeler-DeWitt. ( =* denota conjugacao
complexa e (V .) € o divergente construido com a métrica 7. ).

Poderiamos entac definir vma medida de probabilidade em
hipersuperficies de dimensaoc (n-1), gue teriam um papel similar
as superficies de tempo constante na mecdnica quantica

convencional, da seguinte forma:

dP = J.dz , (2.13)
onde dP seria a probabilidade de se encontrar o universo
(estanos encarando os modelos de minisuperespa¢o como modelos
cosmologicos) representadoc por um ponto no elemento de
superficie dX . A <conservagao da probabilidade estaria
garantida pela conservag&o da corrente. O problema desta
definigado, obviamente, € que dP nao tem sinal definido.
Alternativamente, alguns autores (ver por exemplo

[19,23,24] } propuseram gque a medida correta seria

ap = {y(q)|® aq , (2.14)
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onde dP seria a probabilidade de se encontrar o universo
representado por um ponto no elemento de  volume do
minisuperespago dQ . O problema com esta definicido vem do fato
de gue, em certo sentido, o "tempo" esta incluido entre as
coordenadas ¢ . Na mecanica guéntica usual trabalha-se com uma

medida do tipo (2.14) normalizada,

JIW(q,t)|2 aQ = 1 (2.15)

s6 gue la o elemento de volume dQ do espago de configuracgoes,
gue esta sendo integrado, naoc envolve o tempo t , um pafémetro
externo. Em todos os modelos de minisuperespago discutidos ate
agora na literatura, a integragcdoc de (2.14) sobre todo o
minisuperespago diverge, e a origem desse fato deve estar

ligada ao procedimentc analogo que seria integrar a equagao

(2.15) no tempo, resultando igualmente numa divergéncia.
Vilenkin'®®! argumenta que, fazendo uso da medida (2.14), nao
parece ser possivel obter — no limite apropriado — a

conservagac da probabilidade e a interpretacao padraoc dos
sistemas guanticos usuais.

Em meio ao conjunte de solugdes da eguacao de
Wheeler-DeWitt, havera solugdes que satisfazem e solugbes que
nao satisfazem o principio de correnspondéncia, isto &,
solugbdes que possuem e que ndo possuem um regime semi-classico
em alguma regido do minisuperespago (vamos precisar o gue

gqueremos dizer com isso logo adiante). No regime
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semi-classico, h— 0 , a cosmologia quantica deveria
aproximar-se da classica, e a fungdo de onda do universo
deveria descrever um ensemble de universos classicos. Dai vem o
nosso interesse na possibilidade da funcao de onda do universo
substituir o papel das condi¢does iniciais em cosmologia
classica; aleém disso, €& um fatc observacional efetivamente
irrefutdvel gque o universo tem um comportamento cléassico en
alguma regiao (basta darmos uma olhadela ao nosso redor para
nos convencermos), por exemplo para grandes fatores de escala.
Por estas razdes procuraremos buscar solugbes que satisfacam o
principio de correspondéncia em alguma regiao do
minisuperespac¢o. Para estas solucdes, e nestas regides do
minisuperespaco onde elas apresentam um regime semi-cléassico,

serd possivel construir uma medida de probabil idade,

5] [16]

baseando-nos em Vilenkin'®’ e Halliwell . Esta definicac da

medida de probabilidade terda um carater aproximado por
natureza, sendo sua validade limitada pela validade da
aproximacac semi-classica.

Antes de realmente procedermos a construcao dessa
medida de probabilidade, devemos analisar que tipo de sclugéo
possui um regime semi-cléssico, e de que modo podemos
identificar esse comportamento.

Em certas regides do minisuperespaco as solucdes da
equacao de Wheeler-DeWitt podem ser representadas por uma forma
WKB; vamos entao explorar as solugbes da aproximacao WKB (que
discutiremos de modo mails preciso adiante), gque podem ser

classificadas de maneira grosseira como solucbdes oscilatérias,
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1S(gq)

C -1(q)
da forma e . ol exXponenciais, da forma e ¢ onde

'
S(g) e I(g) sao reais (pode haver também solugdes WKB gue en
uma determinda regido do minisuperespago tém comportamento
oscilatério, e em outra regido, exponencial). Gerlach'®
ocbteve as dez equagbes de Einstein (completas) a partir da
interferéncia construtiva de solugbes WKB da eguaciac de
Wheeler-DeWitt completa no superespacgo (Principio de
271

Interferéncia Construtiva ) do tipo oscilatorio. As. solucdes

WKB oscilatorias correspondem a um comportamento semi-classico,
enquanto gue as exponenciais nao. Vejamos porgque isto acontece.

Primeiramente, ¢ preciso deixar clarc gue neste
trabalho estaremos considerando um forte pico na fungio de onda
cosmoldégica (solugao da eguagao de Wheeler-DeWitt no
minisuperespgo) como uma previsao (veremos em breve que as
solugoes WKB oscilatorias tém um pico extremamente definido
sobre um conjunto de trajetdérias classicas inteiras). Tal
procedimento se encaixa dentro de interpretagdes tipo

128, 29, 30, 31 . f o .
Everett ) para a cosmologia quantica, defendida por

diversos motivos por Varios autoresg '21»31,32,33,34) {nao
discutiremocs aqui, . contudo, essa questao da interpretacéao).
Solugbes WKB do tipo ¢ = e”'? claramente nao possuem unm
pico no espago de configuragdes (o minisuperespaco), e sim em

tornec de correlagdes entre as coordenadas e os momenta. Essas

fungbes de onda sa@c auto-fungdes do operador momentum,
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¥ , (2.16)

e mostraremos agora dgue elas efetivamente prevéem fortes

correlagOes entre os momenta e as coordenadas, da forma:

p = = (2.17)

Para mostrar isto, foram utilizadas técnicas de

351 [21,36]

. . . ] . C s .
integrais de caminho e distribuigdées de Wigner , mas

aqui utilizaremos um argumento menos formal porém mais simples,

devido a Halliwell'®’,

Para simplificar, trataremos do - problema
uni-dimensional. Classicamente uma transformacao das variaveis

canénicas (p,q) para as variaveis (p’,g’) pode ser implementada

atraves de uma fun¢ao geradora Go(q,p’):

4]
p = ' q’ =——0 . (2'18)

Ao nivel gquéntico a transformagao de uma funcao de

onda ¥ (q) para uma nova funcao v (p’) se da do seguinte

37
modo[] :
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i

Y (p’) = J dg e '" w(q , (2.19)

onde a fungao geradora gquantica G(g,p’) nidoc ¢é exatamente

G, . mas as duas concordam em primeira ordem na constante de
Planck'??’ ; como estamos trabalhando com um v(a)
semi-cléassico . substituiremos G(q,p’) por Go(q,p') . Se
v(q) = 'Y , entdo a transformacdo
as
p’ = ~ 39 ‘ q’ = q (2.20)

pode ser implementada através da fungdo geradora

G (a,p’) = gp’ +S(qQ) . (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.1%) obtemos (em primeira ordem):

' (p’) = 8(p") . (2.22)

. o~ is(q) .
Assim, a fung¢do de onda ¥ = e Y tem um pico extremamente

definido sobre a correlacdo (2.17).

Considerar um pico acentuado como uma previsao
envolve a gquestdo de quao acgntuado tem que ser um pico para
que ele seja considerado uma previsao. O pico da fungao de onda

vig) = 'Y sobre a correlagao (2.17) é uma funcido delta, e
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portanto n&o ha duavida guanto & previsao; ¢ verdade gque
trabalhamos na aproximagac semi-classica, e provavelmente, se
houvéssemos estendido o calculo a ordens mais altas,
encontrariamos wum pico suavizado. Por outro lado, ¢é bem
possivel que os resultados provenientes de modelos de
minisuperespago gquanticos n&oc possam ser confiados além da
aproximagao semi-classica.

O mais importante no resultado (2.22) €& que para
essas fun¢oes de onda WKB, do tipo e!®d ,» S(gq) satisfaz a
equagao de Hamilton-Jacobi, e a correlagdo (2.17) representa
uma integral primeira das equagdées de movimento classicas
(como mostraremos apos discutirmos brevemente a aproximacao
WKB) . Assim, essas fungdes de onda apresentam um acentuado pico

sobre um conjunto de trajetdrias classicas, e nesse sentido

podemos afirmar que elas privilegiam estas trajetodrias.

Para discutirmos a aproximacgao WKB vamos
explicitamente inserir h na equagdo de Wheeler-DeWitt (pois

vamos usar h como um pequeno parametro com © gual controlaremos

a expansao):

h2 V2 =
[ -3 +  V(q) ] ¥(gq) = 0 {2.23)

(agqul o ordenamerto dos operadores na equacac de Wheeler-DeWitt
(2.23) foi escolhido de maneira tal gue - 7“E%pb tenha sido
substituido por v , onde v° €¢ o laplaciano na métrica

Vo ¢ outros ordenamentos seriam possiveis, mas nesse trabalho
&
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lidaremos com um modele de minisuperespago gquantico no gqual
conseguimos contornar o problema do ordenamento, e a equacgao de
Wheeler-DeWitt apresentar-se-a na forma (2.23) ).

Procuraremos as solugbes WKB para a eguacgdao (2.23),

da seguinte forma:

via) = A(q) exp{-I(q)/h) ' (2.24)

onde A(qg) e I(q) sao fungbdes complexas.
Substituindo a (2.24) na equagao de Wheeler-DeWitt

(2.23), e eguacionando as poténcias de h, obteremos
i 2
~ SN + V(@) =0 (2.25)
2VI.VA + AV'I = 0 (2.26)

(o produto escalar representado por um ponto é relativo a
métrica v, y.

Escreveremos I(q} em termos de suas partes real e

imagindria:
I(q) = I _(q) — iS(q) , (2.27)

e as partes real e imaginaria da equagao (2.25) sao:

- %(VIR)E + %(VS)E + V(g) = 0 (2.28)
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VI . VS = 0 . (2.29)

Estamos interessados nas fungdées de onda gque
descrevem um ensemble de universos classicos e, como foi
v v ~ . iS - -~
adiantado acima, estas sao do tipo e onde S € uma solucgédo

da equacgao de Hamilton-Jacobi,

%(\73)2 +V(g) =0 (2.30)

(esta equagao corresponde a equagac (1.14) de uma teoria
parametrizada, para a nossa super-hamiltoniana (2.9) ).

Se a parte imagindria de 1I(g) varia muito mais

rapicdamente com g do gue a parte real,

fvs| >> [vI | , (2.31)
entéao S(q) e uma solucgao aproximada da equagao de
Hamilton-Jacobi (2.30). Nesse caso, a fungdao de onda (2.24)

. . is
serad predoninantemente da forma e

; que mostramos indicar
uma forte correlagao entre as coordenadas e os momenta da forma
(2.17). Vamos finalmente provar gque (2.17) € uma integral
primeira das equag¢des de movimento classicas.

Primeiramente, podemos perceber gque a equagac de
Hamilton-Jacobi (2.30) implica que os momenta P, definidos a

partir da relacgéo (2.17) satisfazem o - vinculo da

super-hamiltoniana (2.9). Agora, para obtermos as equagbes de
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movimento de segunda ordem, derivemos a equacao de

Hamilton-Jacobi (2.30) em relagdo a q , o que fornecera a

seguinte equacao:

2
%Wab,c 85 85, 88 88 W _ (2.32)

aq” &g ag° aq°

Podemos definir um pardmetro temporal T (a menos de
uma constante) ao longo das curvas integrais de VS

r

requerendo gue para dqualgquer fungao F(q)

E = VS.VF . (2.33)

Identificando T com o tempo proéprio, dt = Ndt , ao tomarmos
F(q) = o a equagaoc (2.33) implica, através da correlagao
(2.17), na relagdo usual entre as coordenadas e o©s momenta
(2.7). Assim, fazendo uso de (2.17) e (2.7), podemos obter as
equacdoes de movimento classicas a partir da equagao (2.32).

Desse modo, vimos gue a fungao de onda (2.24), se a
condi¢ao (2.31) é satisfeita, apresenta um acentuado pico sobre
a correlagao (2.17), gue mostramos ser uma integral primeira
das equagoes de movimento classicas: ou seja, a fungdo de onda
(2.24) possui um forte pico sobre um conjunto de trajetérias
classicas.

O mais importante, contudo, é gue a solugdo geral das

equagdes de movimento classicas possui (2n-1) constantes de

integrag¢éo arbitrarias e, para uma dada solugdo 5 da equagado de
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Hamilton-Jacobi, a solugao geral da relagao (2.17) envolvera n
constantes arbitrarias. A fungcao cée onda (2.24) tem entao um
pico sobre um subconjunto n-paramétrico do conjunto total

(2n-1)-paramétrico de todas as trajetdrias classicas.

Privilegiando um subconjunto de trajetdérias, a fungao de onda
(2.24) esta substituindo, dentro de <certos 1limites, as
condigbées iniclais em cosmologia classica. (E claro que para
que isto acontega é necessario que se tenha uma fun¢ao de onda
especifica -— apresentande, no limite semi-classico, uma
determinada solugdo da equagdo de Hamilton-Jacobi — o que
significa que precisamos de condi¢ées de contorno para a
equagao de Wheeler-DeWitt. A questao das condigdes iniciais

fica entao transportada para a questdo das condicoes de
contorno da equagao de Wheeler-DeWitt; muitos autores defendem
a idéia de que houve um ganho real nesta mudanga de questao:

impor condigdes iniciais em cosmologia classica envolveria

desenvolver um raciocinio cléassico em regides onde o universo
seria essencialmente quéantico, enguanto que a busca de
condi¢bes de contorno para a equagdo da fungao de onda do.
universo estaria ligada a concepcbes fisicas e filosoficas

.)

. 138,39,40
fundamentais "’ !

Vamos agora efetuar a construgdo de uma medida de
probabilidade sobre o ensemble de trajetdrias classicas
privilegiadas por uma fungdc de onda do tipo (2.24). Através de
(2.17), uma fungao de onda desse tipo efetivamente fixa um

conjunto de velocidades iniciais em uma hipersuperficie de
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dimensao (n-1) mas, além disso, essas fungdes de onda contém

informagac adicional nas fungbdes A(g) e IR(q)

Levando em conta a condigao (2.31), a eguagao (2.26)
pode ser escrita (multiplicando por A )

28" vI.vA + |A|® Vs = o

' (2.34)

isto e,

V.[|A|2 vs] = 0 . (2.35)

Multiplicando a equagac (2.34) por exp(—ZIR/h) , € usando

{2.29), podemos acrescentar:

V.[exp(—2IR/h)|A|2 vs] = 0 . (2.36)

A equagdo acima expressa uma leil de conservacgio,

' (2.37)
onde
J = exp(—ZIR/h)|A|2 s . | (2.38)
Esta corrente J dada por (2.38) €& um caso

particular da corrente conservada (2.11) associada a equagdo de
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Wheeler-DeWitt, para a fungao de onda (2.24) gquando a condigao
(2.31) é satisfeita. A equagao (2.37) sugere gue o preé-fator
diante de VS em (2.38), que & sempre positivo, fornecera uma
medida sobre o conjunto de trajetérias classicas privilegiadas
pela fungao de onda WKB.

Vamos tomar um feixe de trajetdrias dentre aguelas
gue tém como vetor tangente VS (sobre as guais a fungao de
onda WKB tem wum pico acentuado). Consideremos entao duas
hipersuperficies de dimensdo (n-1) gque interceptam o feixe,
respectivamente, em regides denotadas por c.e o . Como

v.J = 0 , podemos escrever:

O=deV.J=JJ.d0' , (2.39)
Q a0 :

onde €& um volume no minisuperespago e do & o elemento de
Area normal ao contorno de Q . Substituindo por Q em (2.39)
o volume varrido pelo feixe considerado acima entre c e o

2 r
teremos:

J . do = J . do . (2.40)
o o)

o gque evidencia gque o fluxo do feixe através de uma
hipersuperficie €& independente da hipersuperficie. Assin
podemos definir uma medida de probabilidade conservada sobre o

conjunto de trajetoérias integrais de VS , da seguinte forma:
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dP = J.do (2.41)

onde do é o0 elemento de 4area de alguma hipersuperficie z
gue intercepta esse conjunto de trajetorias.

A guestdo do sinal de dP esta ligada & escolha da
familia de hipersuperficies-Z . A escolha interessante para nos
é¢ uma familia em gue as hipersuperficies interceptam a
congruéncia de trajetdérias apenas uma vez; nesse caso todas as
trajetdérias vao atravessar as  Thipersuperficies no mesmo
sentido, e a medida de probabilidade (2.41) tera sinal
definido. Podemos sempre encontrar uma tal familia de
hipersuperficies no minisuperespago, e um exemplo & a familia
de hipersuperficies S(d) = const . constituida de
hipersuperficies ortogonais as trajetérias.

E preciso observar que a medida de probabilidade
definida pela equagao (2.41) naoc deve ser considerada como
fornecendo uma probabilidade absoluta, pois & provavel que, se
integrarmos dP sobre uma das hipersuperficies z até as
bordas do minisuperespago, essa integral divirija, e a medida
nédo seja normalizavel. Devemos considera-la entdo como uma
medida fornecendo probabilidades condicionais: estabelecemos um
subconjunto finito da hipersuperficie I , o, + COmO O conjunto
gue encerra as trajetdrias a serem conslderadas, e dai
calculamos a probabilidade de se encontrar o universo em um

subconjunto de o, digamos o
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P(o o) = ———— . ' (2.42)

Estas probabilidades podem ser calculadas e comparadas,
fornecendo uma previsao guando forem proximas de Zeroc ou um.
Lembramos mais uma vez gque a medida de probabilidade
(2.41), com as propriedades discutidas acima, sé pode ser
definida para funcgbes de onda que'possuem um comportamento WKEB

em alguma regidao do minisuperespacgo, e especificamente nestas

regiodes.

Nos proximos capitulos vamos aplicar os resultados
deste a um modelo de minisuperespaco situado em uma teoria em

gque a gravitacédo e o eletromaghetismo estdo acoplados de modo

nao-minimo.



CAPITULO 1

O MODELO CLASSICO

" ‘7o be born again,’ sang Gibreel Farishta tumbling from the

Heavens, *first you have to die. Ho ji! Ho ji! To land upon
the bosomy earth, first one needs to fly. Tat-taa! Takathun!
How to ever smile again, if first you won’t cry? How to win

the darling’s love, mister, without a sigh? Baba, if you want
to get born again...® "

Ssalman Rushdie, The Satanic Verses.
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O MODELO CLASSICO

Com o objetivo de evitar a singularidade cosmolégica
clédassica (para uma motivacgdo mais detalhada ver as referéncias
[2] e [3]), o modelo cosmolégico gque neste capitulo vamos
re-interpretar como um modelo de minisuperespago foi
desenvolvido no contexto de uma teoria em que a gravitacdo de

Einstein esta nao-minimalmente acoplada ao eletromagnetismo de

Maxwell, cuja lagrangiana e'?!

gy 12 _ 1 Ly 1 Hy .
£ = (—-qg) [ Z Fqu + T R + ¢ R Wuwvg ] , (3.1)

onde g € o determinante da métrica do espago-tempo guv ‘

R & o respective (quadri-) escalar de curvatura, k = 16nG
(G é a constante de Newton), ¢ & uma constante de
acoplamento, wu e (o} campo eletromagnético e
Fuv= BHWV - aku .

Variando a agdo construida a partir da lagrangiana

(1.1), enm relagado a guv e Wu , Obtemos as equagdes de campo:

1 2 _ 2 2 .
(3 + oW )GW =-E,, * o[ ]w )gw ORW W, — o (W), ;

(3.2)
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F“"’;V =—-o RrRW (3.3)
2. MV uy . .
onde W= g Wuwv ’ g € a 1nversa de guv '
G = R _ —ig R ( R € o tensor de Riceci) ] ¢ o
uy uy 2guv uv '
operador d’alembertiano covariante, ™" denota derivada
covariante em relagao & quadri-métrica 9yp + ©
_ . o 1 aK

Buv» Euv(FuV) = FuaF v + 4gquaKF

Tomando o trago da equacao (3.2) teremos (a partir de

agora estamos fazendo k =1 ) :

R = -30 [J@®) . (3.4)

Agora faremos o© seguinte ansatz, gue caracteriza

¢ modelo:

ds®= — N°(t)at® + ae(t)dnj
(3.5)

Wu = [¢(t),0,0,0]

[a quadri-métrica tem a forma de Robertson-Walker e sz & a
métrica sobre as se¢des espaciais de curvatura constante
negativa, dQ§= ar’ + sinh°r (de2 + sin’e d@z) ].

De (3.5) conclulmos dgue

Fp= 8,9, - a,W=0 |, (3.6)

e consequentemente
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Uy : {3.7)

Além disso, podemos ver que

W= gtw w = - 9/ = - pf (3.8)

Usando as equagoées {(3.6), {3.7) e {(3.8), as eguagodes

de campc {(3.2), (3.3) e {(3.4) se tornam:

R = 0 (3.9)
(1 — 0@ )R, + a(¢)),, , = 0O (3.10)
[ = o (3.11)

Vamos entao expressar as equagdes de movimento acima

em termos das variaveis N(t) , a(t) e ¢(t) . As componentes

do tensor de Ricci sao dadas por:

_ a aN
R~ — 3 [E_h_N] (3.12)
R = L [a5+2a'2—2N2—aa'E}h (3.13)
ii 2 N ii
N «a
(usamos a notagdo do capituleo anterior , hikdxidxk = azdﬂz e
o ponto significa derivada em relacdaoc a t ). As outras

componentes do tensor de Ricci se anulam.
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0 escalar de curvatura é dado por

_ - < . N
R = — { aa + a° — N — aa ® ) . (3.14)

aE+d2—N2—ad?—q = 0 (3.15)
Bg(G_dN) _@x _
4 B + 3{ 2 " a N ] Y 0 (3.16)
aa + 2d% — 2N°% — ad Y 4+ ad B = 0 (3.17)
N B
\
onde B = (1 — o¢°) (3.18)

Vamos agora interpretar nosso modelo como um modelo

de minisuperespago.

Definiremos o funcional da a¢ao do minisuperespaco

S =8 [a(t), B(t), N(t)] da seguinte forma:

5 :=[ at a’x 2[ a, B, N] . (3.19)
[9)]

De (3.1), (3.5), (3.6), (3.8), (3.14) e (3.18)

resulta gque S € expressa por
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6‘50 odz aazl\f
S = 0 Gt B [ + 66— — ENa — 6 ] (3.20)

( @ € a constante proveniente da integragac sobre o espago).

Para dque realmente possamos estabelecer o nosso
nodelcoc como um meodelo de minisuperespago, € precisco que as
equagoOes de movimento obteniveis a partir do funcional da agéo
(3.20) reproduzam as equagdOes de Einstein para o modelo; vamos
entdc mostrar dque isso realmente acontece.

Primeiramente ¢ necessario fazer uma observacgao. O
funcienal (3.20) & linear em & , O gque permite esconder a em

um termo que é umé derivada temporal total (A):

6?:1'&2 . daz ) dza a 2N
2 = A+ 12029.%2 _ gl12 — g2 , (3.21)
N i I e
.2
A = g 5%3 . (3.22)

A da origem a um termo de superficie na agdo (3.20). Na agéo
(puramente) gravitacional completa (Einstein-Hilbert) os termos
contendo derivadas segundas gde guv podem ser agrupados em uma
divergéncia total, 1igualmente dando origem a um termo de
superficie. Para dgque este termc de superficie ndo contribua
para as equag¢des de movimento, ao invés de se impor dque as
variagbes das derivadas prinmeiras de g se anulem no

MY
contorno da regido de integragao, atualmente se da preferéncia
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(para motivagao mais detalhada ver, por exemplo, a ref.[41] ) a
definir a agao gravitacional com um termo de superficie
adicional (compensando o termo com as derivadas segundas na

acao de Einstein-Hilbert) :

Gr

S 1= J a’x (—g)? 'R+ a’x zh'’® K (3.23)
w ow

(usamos a notagac do capitule I, K € o trago da curvatura
extrinseca no contorno éw ). Em nosso modelo de
minisuperespaco com acoplamento nac-minimo, se guisermos evitar
a 1imposigac de que sa = 0 nos extremos da regiao de
integragao, teremos que adicionar & acao (3.20) um termo de

superficie um pouco diferente, explicitamente

J at [B 2h'’® K] , (3.24)
pois 2nh'* K = - g'a . (3.25)
Uma vez feita essa observacao, as equacbes de

movimento podem ser obtidas da seguinte acao (fizemos uso de
(3.21) e a agao foil re-calibrada para que as constantes

multiplicativas desaparecessem)
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2 -2
- a a s Ga
s - jdt[g[wm]w_ﬂ] (3.26)
85
egn =0 7
. 2 . . 2
a a g N -
85 _ .
T
- 'y 2 2 .o
a a N a N )
§S
3a = 0 *
E, B (@ _X &, (a)" _ M)l e N |
@ 8+B[2a N]+2E+{a]_(a]-25ﬁ—o
(3.29)
O sistema composto pelas equagdes (3.27), (3.28) e

(3.29) é eguivalente as egquagdes de Einstein (3.15), (3.16) e
(3.17):
(i) A equagdo (3.28) € idéntica a equagdo (3.15), R = 0
ti1) A soma das equagbes (3.27) e (3.28) fornece a equagio
(3.17), que €& a componente (i-1) das equagbes de Einstein.

(i11) A operagao [ (3.29) - 2x(3.27) + (3.28) ) resulta
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na equagao (3.16), que & a componente (o-0) das equagdes de

Einstein.

Esse resultado valida o mnodelo como um mnodelo de
minisuperespacgo.

Se calcularmos a hamiltoniana a partir da agao (3.26)
obteremos:

=+ B +Ba] , (3.30)

onde I e HB sdo respectivamente os mnomenta conjugados as

varidvels a e g

Podemos entéo perceber gque, gquando procedermos &

gquantizagao, a egua¢do de Wheeler-DeWitt apresentard problemas

de ordenamento de operadores, devido a estrutura da

super-hamiltoniana H . Contudo, vamos passar a trabalhar agora

com um novo conjunto de variadveis (com as quais

tais
dificuldades seréo evitadas); definiremos:
X 1= Ra
- ga (3.31)
y . 2

Em termos destas novas variaveis o funcional da ac¢éo

{3.26) assume a forma:
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Sz—jdt[NX-FI%JE};] . (3.32)

Esta agdo tem a forma (2.4), e a métrica ¥ Se escreve:

_ 0 1
COC I RS (3.33)
88 _
S
- —N°x 4+ Xy = 0 . (3.34)
-
sy ¢ ¢
5 [%] = 0 . (3.35)
58
sx ~ 0 *
s X - n - XE - o (3.36)
N 2
N
Escolhendo o gauge N = 1 (e fazendo uma primeira

integragdo de (3.35) ) © sistema formado pelas equagdes (3.34),



52

(3.35) e (3.36) se reduz a:

Xy — x = 0 (3.37)
: y = 1 (3.38)
X = constante = ¢ (3.39)

Integrando o sistema acima teremos:

tiet
(o] ge7

cnde d e ¥’ sao constantes.
Redefinindo a origem dos tempos, t — t - g .
o:

apresentamos agora a solugdo geral das equagoes de moviment

x = ct (3.40)

rol et

+ = (3.41)

(£ é uma constante). Ou ainda:

y = X + % (3.42)
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As constantes c e z parametrizam todas as
trajetdérias classicas. De (3.40) e (3.41) podemos escrever a

solugao geral para a e g

a = (t%+ 21 )7 (3.43)
4
p° = % 1 — 2C—t e (3.44)
L (t° + 2%)
Concluimos portanto, de (3.43), gue ha solugdes classicas
singulares e nao-singulares, dependendo do sinal de £ ; X > 0
corresponde a universos eternos; X < 0 corresponde 2

universos singulares; X = 0 corresponde ao espago tempo de

. A : . 4
Minkowskl em cocrdenadas de Mllne‘za

Partindo da agdo (3.32) podemos calcular os momenta

conjugados as variaveis x e ¥y (no gauge N = 1)

I =~ x (3.45)

A = -y (3.46)

A super-hamiltoniana tera a forma:

¥ = —TITO + x . (3.47)

Essa super-hamiltoniana nao trara problemas de
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ordenamento de operadores, e sera o ponto de partida para a

gquantizacac do nossc modelo de minisuperespaco (capitulo IV).



CAPITULO IV

O MODELO QUANTICO

" How does newness come into the world? How is it born?

of what fusions, translations, conjoinings is it made?

How does it survive, extreme and dangerous as it is? What
compromises, what deals, what betrayals of its secret nature
must it make to stave off the wrecking crew, the exterminating
angel, the guillotine?

Is birth always a fall?

Do angels have wings? Can men fly? "

Salman Rushdie, The Satanic Verses.
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O MODELO QUANTICO

Neste capitulo vamos quantizar o modelo de

minisuperespago discutido no capituleo trés, descrito pelo

tator de escala e pela componente longitudinal (homogénea) do

campo eletromagnetico, que estdo nao-minimalmente acoplados. Em

termos das variaveis x e y definidas pelas equagdes (3.31),

a super-hamiltoniana (3.47) do modelo classico se escreve:

g : (4.1)

Vimos no capitulo dois gque solugbes WKB para a

equacao de Wheeler-DeWitt, do tipo oscilatoério 15(q)

e (S uma

funcao real satisfazendo a equagcadao de Hamilton-Jacobi),

descrevem um ensemble de universos classicos. Vamos comegar a

analise do nosso modelo de minisuperespago gquantico discutindo

solugoes WKB.

Da super-hamiltoniana (4.1) podemcs ver que a equacao

de Hamilton-Jacobi (equacdo (1.14) ) para o nosso modelo é&:

85 as

—8?@ — X = ]

(4.2)

Para resolvermos esta eqguagdao vamos propor um ansatz
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de separabilidade:

S(x,y) = X(x) + ¥(¥) (4.3)

que, quandeo substituido em (4.2), resultard nas equagdes:

day _
@- C
: (4.4)
dX x
dx ¢
onde c € a counstante de separacao. Quando integradas as

equagoes (4.4) fornecem uma solucdo completa da equacao de

Hamilton-Jacobi (4.2)

(a menos de uma constante aditiva irrelevante).

Estanos procurando solucgbHes da equacao de
Wheeler-DeWitt da forma (2.24), y(x,y) = A(X,y) exp{— I(x,¥) )
(estamos novamente fazendo h=1), I(x,¥y) =Zﬂﬂx,y)—is(x,y) H

A(x,y) € uma funcao complexa, e I €¢ uma funcao real que

satisfaz a equacao (2.29):

VI, . VS = 0 . (4.6)

(O produto escalar € relativo & métrica no minisuperespaco,



58

dada por (3.33) ).

Para resolver a egquagao (4.6) novamente vamos
utilizar o método de separacao de variaveis,
IR(X,Y) = Ix(x) + Iy(y) . As eguag¢gdbes resultantes serdo (w é

a constante de separac¢ao):

dIy
"'d—:?:—cw
1 . (4.7)
dIl
.__x...—_ EX’
dx c
\
Integrando as equag¢des (4.7) obtemos IR
»2
IR(X,Y) = w{— cy + 3c ] . (4.8)

Nao estaremos exatamente interessados em achar a
fung¢ao A(x,y) , mas sim C(x,y) := |AI2 . C(x,y) satisfaz a

equagado (2.35) :

v.[cvs} = 0 . (4.9)
Também vamos supor dgue C(x,¥) ¢ uma fungéao
separavel, do tipo C(x,y) = CXUQC%(y) , obtendo as eguagdes

{escrevemos a constante de separacgao como 2z ):
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dCy
d—y = — 2zcC Cy
) (4.10)
dCx %
& - e S
\
C(x,¥y) & obtida integrando-se (4.10) (estanmos
omitindo uma irrelevante constante multiplicativa):
X2
C(x,y} = exXp 22[— cy + e ] . (4.11)
J

Finalmente podemos escrever as solucgdes WKB que

ProCuravamos:
2 %2
Vy(x,y) = exp w[— cy + e ] + 1[ cy + 5% ] ; (4.12)
onde w = (2 - W) & tal due |w| << 1 , de mecdo gque o
pré~fator CLQexp{~ IR H varie muito mais lentamente que
S(x,¥)

Como foi discutide no capitulo dois, solucbes WKB do
tipo oscilatdric possuem um acentuado pico sobre um conjunto de
trajetérias cléassicas, pois o© pico & sobre as corre1a¢6es
(2.17}) entre as coordenadas e o0s momenta candnicos, que
representam uma integral primeira das equagbes de movimento

classicas. Uma fungaoc de onda do tipo (4.12), com constantes
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c = ¢, e w = w , tem assim um acentuado pico sobre as
correlagdes:
, 88
n = —°
Y ay
< ' (4.13)
o5
o= °
.0 ox
onde So(x,y) é dada por (4.5) (com c = c, ) e TIx . IIy sdo

expressos em termos das vVelocidades pelas edquagoes (3.45) e

(3.46). Substituindo (4.5) {3.45) e {3.46) em (4.13)
obhteremos:
(4.14)
. X

onde o ponto representa derivada em relagdo ao parametro
temporal definido (a menos de uma constante aditiva) por
(2.33). As eguagdes acima podem ser trivialmente integradas,
fornecendo ({apos uma redefinigdo da origem dos tempos e a

eliminacgao de t ):

onde ¥ é uma constante arbitraria.
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Todas as trajetorias cléssicas possiveis estéao

contidas na eguacgao (3.42), que possuil dois parametros
arbitrarios, o e Z . Nas coordenadas X e y as
trajetdérias classicas no minisuperespago  sao parabolas

simétricas, e com a concavidade voltada para cima, em relagao
ao eix¥e Yy . A constante ¢ estd ligada & forma da parébola,
enguanto gue a constante I determina a altura do vértice ao
longo do eixo ¥y ; o sinal de Z determina, portanto ( y =
a®/2 , onde a € o fator de escala), se a trajetdria &
singular ou naoc (ou se simplesmente‘representa ¢ espago-tempo
de Minkowski, no caso £ = 0 ),

Nossa solugac WKB tem um pico sobre a familia
uni-paramétrica de trajetdrias <cléssicas (4.15) . Essas
trajetdérias sao todas congruentes, pols o paré&metro ligado a
forma estd fixado, mas a constante de integracao z é
arbitrédria; assim, as solugdées WKB do tipo (4.12) privilegiam

tanto trajetérias nado-singulares guanto singulares. O pré-fator
1/

C 2exp{— IR } nos permite, contudo, construir uma medida de
probabilidade sobre esta familia de trajetorias cléssicas. Essa
medida nao €& garantia de que uma dada funcac de onda contenha
uma previsao, J& gue para isso € necessario gue haja
probaﬁilidades condicionais préximas de zerc ou um; vejamos ©
gue acontece para uma de nossas solucoes WKB.

A corrente conservada (2.38), para uma soclucdoc do

tipo (4.12), se escreve:
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2

= X
J = exp{ 2w0[— =0 4 + EEO] } VSO(X,y) . {(4.16)

Agora vamos fazer uma transformagdo de coordenadas no

minisuperespago, definindo:

n o= -y + X (4.17)
2
2¢
8]
XZ
£ 1= y + . (4.18)
2
2c;

Em termos das variaveis mn e § a corrente {(4.16} é expressa

por:
J = exp{ ZCDwO m ) V(cog) . (4.19)
A medida de probabilidade é construida projetando-se
J , dfF = J.do (egquagao (2.41) )}, onde do €& o elemento de

area normal a uma superficie apropriada; por isto entende-se
uma superficie tal que as trajetdrias do ensemble privilegiado
pela nossa fungdo de onda cruzem-na apenas uma vez (assim o
sinal de &P esta definido, conforme fol mostrado no capitulo
dois). No plano £-m as superficies SU= const , ortogonais as
trajetdérias do ensemble, sado justamente as retas § = const ; e

as trajetodérias do ensemble (4.15) sao as retas 71 = const

Desse modo, se escolhermos uma superficie € = const como a
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superficie sobre a qual projetaremos J , estaremos garantindo

que © sinal da medida de probabilidade esta definido,

obtendo (omitimos uma constante multiplicativa):

dP = exp{ ZCowo n )} dm . {4.20)

Esta € uma medida sobre as trajetorias (4.15),

n =const = —Z , e efetivamente uma medida sobre 0s possiveis

valores de X , © parametro cujo sinal diferencia universos

singulares de nao-singulares. Analisando a medida (4.20)

podemos perceber gque uma fun¢aoc de onda WKB do tipo (4.12)

realmente faz uma previsac sobre © universo, embora qual

previsado depende crucialmente dos pardmetros presentes na

funcao de onda. Suponhamos que C W, < 0 ; nesse caso a funcao

onda prevé um universoc nao-singular, pois a probabilidade

associada a um universo nao-singular ( £ > 0 ) é:

— e = 1 . (4.21)
J ap

Por outro lado, se C L, > 0 a previsdao ¢ de um

universo singular, pois a probabilidade condiciconal das

trajetérias com X < O ( m > 0 ) sera igual a um. (Nenhuma

dessas solugdes WKB do-tipo (4.12) prevé o espa¢o-tempo de

Minkowski, X = 0 ).
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Agora gue sabemos gue em hosso modelo ha solugdes WKB
com real poder de previsaoc (embora ndoc de um unico tipo),
satisfazendo o© principio de correspondéncia, vamos obter e
analisar solugdes exatas.

A equagao de Wheeler-DeWitt (2.10) para um modelo de
minisuperespago pode ser obtida para © nosso modelo sem

ambigliidade, a partir da super-hamiltoniana (4.1):

(4.22)

—_—r—
Qi Qo
W
s
e

o
=

H

o

{essa equagao de Wheeler-DeWitt ©possui naturalmente o
ordenamento da eguag¢ao (2.23) ).

Vamos mals uma vez buscar uma solugdo através de
separacdo de variaveils, escrevendo v(x,y) = X(x)Y(¥)
Escolhendo uma constante de separagao imaginaria, ic (c real),

obteremos as equagodes:

ay _ .
d—y—lCY
(4.23)
dX _ .x
ax ¢ X

A constante de separacac fol escolhida imagindria para que os
A
operadores momentum Iﬂ= - 1 (a/aqj) tenham autovalores reais.

A integracgdo de (4.23) fornece:
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vo(x,y) = exp{ i[ cy + 2 ] } (4.24)

(onde suprimimos uma constante multiplicativa); a constante c

~
corresponde a um autovalor do operador ! . © operador

momentum associado a variavel vy

A funcdo de onda %Jx,y) dada por (4.24) €& uma
exponencial oscilatoria, cuja fase ¢é exatamente a solugéao

completa da eguagao de Hamilton-Jacobi §S(x,y) , dada por (4.5}):

v = e . _ (4.25)

Assim, a solugdo exata wc(x,y) € uma fungaoc de onda

WKB (embora sem o pré-fator)}; isso mostra que as solugodoes WKB

discutidas anteriormente, com pré-fatores gue variam lentamente

guando comparados a S , sao aproximagdées muito boas em guase

todo o minisuperespaco.

Conforme foi discutido acima, a fungao de onda (4.24)
privilegia o ensemble de trajetdrias (4.15), mas a auséncia do
pré-fator impede a construg&o de uma corrente conservada e de
una medida de probabilidade sobre esse conjunto de trajetdrias.
Contudo, a eguacgao de Wheeler-DeWitt é uma equagao linear, e
podemos construir pacotes de onda a partir das solugdes (4.24),
gue terdo interessantes propriedades assintoticas. Denotando a

amplitude (complexa) do pacote por g(c) , podemos escrever:
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+

2
¥{x,y) = dc g{c) exp i[ cy + %E ] } , (4.26)

-G

onde ¥(x,y) ¢ solugao da equagdo de Wheeler-DeWitt (4.22).

Estamos interessados, como ja foi dito, na

possibilidade da fungdo de onda do universo prever um universo

classico; para isso, temos que analisar seu comportamento no

limite semi-cléssico, gque aqui estaremos identificando como o

comportamento na regido em gque o fator de escala

e muito
grande. Ambas as guantidades y e x° (definidas em (3.31) )
sé8o proporcionais a a° { « €& o fator de escala). Logo, a

fase das funcgdes de onda wc(x,y) {expressas por (4.24) ), com

as guais construimos o pacote ¥(x,y) {equagdo (4.26) ), é
. 2 .

proporcional a a assim, dJuando a — ® a fase sendo

integrada em (4.26) varia muito rapidamente, o que vai nos

permitir aproximar Y(x,y) , no limite semi-classico

!

utilizande o© método da fase estacionaria. Para isso, vamos

escrever a amplitude g({c) na sua forma polar:

g(e) = lg(e)] e = f£(e) ' (4.27)

-~

¥Y{x,y) se escreve entao:
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+

2

¥(x,y) = | dc f(c) exp{ i{ a(c) + cy + J’:’E ) } . (4.28)

-

A condicao para que a fase sendo integrada em (4.28)

seja estacionaria é:

E(C) + vy — '—2 =0 . (4'29)
2c
Suponhamos agora gque a eguagac (4.29) tenha N
solugdes, c = c (x,¥) (onde n vai de 1 a N ). No limite

semi-classico a integral (4.28) fornecendo V¥({x,y) sera entao

proporcicnal a

N

v oy = ) fleom] e s en ] (4.30)

n=1

onde Sn(x,y) ¢ definida por:

2

s,00,7) 1= ale (x,y)] * v (N + ey - (4.31)

Calculemos as derivadas parciais de Sn(X,y)

ol

asn acn da X2
—_— = — aa(cn} + vy - = + (4.32)

ax ax
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ESr ac da Xz
e = _— %(Cn) + Y — ———2 -+ Cn . (4-33)
&y ay 2cn

Como cn(x,y) satisfaz a condigao (4.29), as derivadas

parciais calculadas acima sao simplesmente:

cSs ¥

n —
— = 3 {4.34)
oX n
&5
" = g {4.35)
&y "

De (4.34) e (4.35) podemos perceber gue

&5 &5

" " _ x = 0 , (4.36)

8x ay
ou seja, Sn(x,y) satisfaz a equagdoc de Hamilton-Jaccbi! De
fato, essas solugbes saoc chamadas de solugdes gerais e,
juntamente com a solugac completa (4.5), compreendem todas as

solugbes da edquagao de Hamilton-Jacobi (4.2)M3k

Com esse resultado podemos conclulr que o pacote de
ondas VY(x,y) , gue no regime semi-classico é dado por (4.30),
¢ nesse regime uma superposicaoc de fun¢gdes de onda WKB do tipo
oscilatdério; conforme discusstes anteriores, cada uma dessas
fun¢des de onda descreve um ensemble de universos classicos.

. . _[25) . - . A
Vilenkin argumenta que dentro da aproximagao semi-classica
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os termos de interferéncia entre as fungdes de onda WKB séo
despreziveis {(se as fases Sn(x,y) nao sao solugdes da eguacgao
de Hamilton-Jacobi infinitesimalmente proximas), e as
distribuigdes de probabilidade oriundas destas fun¢des de onda

podem ser independentemente avaliadas.

Vamos agora tomar ina amplitude real para o pacote de
ondas (4.28), isto é, vamos fazer a{c) = const . Nesse caso, a

solugao da equagdo (4.2¢9) sera

c(x,y) = =*x (2y)°'° (4.37)

gue, gquando substituida em (4.30), fornecerda a expressdoc do

pacote no regime semi-classico:

i;c(x,y) = f[x(2y)_hg] exp{iSR} + f[—x(Zy)-“?] exp(—iSR}

(4.38)

onde suprimimos a constante multiplicativa e S, ¢ dada por:

S - % (2y)1/2

R (4.39)

Vejamos qual é o ensemble de trajetdrias descrito por

£ exp{iSR} , Oue €& caracterizado pelas correlacdes.
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. BSR
H = - ¥ = —
y ay
; | . _ (4.40)
.88
H _ y ==
¥ ax

&y _ L, ¥
{ ¥ - (4.41)

integrando (4.41) obtemos ( kK €& uma constante)

X
y = — . (4.42)

2k
Vemos ha equagao (4.42) due o parametro b da

equacdo (3.42) é igual a zero, e isso significa que todas as
trajetérias em (4.42) correpondem ao espago-tempo de Minkowski
( a0 = 2y = t° representa o espaco-tempo de MinKowski em
coordenadas de Milne). Assim, gqualquer pacote construido a
partir das fungoes de onda wc (dadas por (4.24) ), comn
amplitude real, apresenta como previsao de universo classico o

espago-tempo de Minkowski.
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Ha cutras solugdes exatas da equacao de
Wheeler-DeWitt  que, no regime semi-cléassico, descreven
exclusivamente um universo de um determinado carater (eterno,

singular ou Minkowski). A funcgdao de onda

_ 1/3 ‘
{ Y(e,x) = (&x) JV3(9) JVS(?C) ' {4.43)
onde
V2 2
& = — T5—(x + ¥y , (4.44)
V2 3/2
x = S5y - x) , (4.45)
e J . é a fungdo de Bessel de primeira espécie de ordem 1/3,

¢ uma solugado exata da equacgao de Wheeler-DeWitt. Vejamos seu

comportamento na regiadoc em que o fator de escala a — o

Quando |lz] — = a fungado de Bessel (na variavel z ) se

. [a4
comporta da seguinte forma b

Jm(z) — (.’e/nz)l/2 cos[z — %mn - %} , (4.486)
onde |arg(z)| < 1o (Sobre © eixo real negativo Jm(z) =
- Jm(“z) eimT[ [44]) X

Tomaremos como a regido em gque a fungao de onda tem
. . C o : 2
seu regime semi-cléassico agquela em que 2y = a" 5 w» e
2 2 .
a>> @ ( x =af , B = (1—0p") ; para todos o0s universos

classicos do modelo, podemos ver nas equagoes (3.43) e (3.44)
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que, quando a -— o , wz__% const ; isso mosfra que € razoavel
a suposi¢ao de gue a regiao do minisuperespa¢o onde a fungao de
onda tem comportamento semi-classico € a sugerida acima). Nesta
regido 6 e x sao reais, 66— -w e gy — +o ; a fungao

de onda vai entao se comportar como (fazendo uso de (4.46) }):
¥ (8,x) =
sC

= (82)4/6 [[exp{i8+} + exp{—is+}] + [exp{is_} + exp{—is_}]] .

{(4.47)

onde omitimos a constante multiplicativa e

s, = & +tux (4.48)

5 _

S = 868 - x — 2 . {(4.49)

Calculemos as derivadas parciais de S,

aS'i' 172 is2

— = - (1/1/5){ (x +y)7° + (y — x) } (4.50)

ox

BS+ i/2 1/2

— = (1/\/5){ - (x +Y) + (y — X) } . (4.51)

a8y

De (4.50) e (4.51) notamos que
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a5, a8

ax By

s, satisfaz a equagao de Hamilton-Jacobi!

Alem disso,

a5 a8 as a5
— = e 0 = , (4.53)
ox oy oy ox

logo S também satisfaz a equacao de Hamilton-Jabobi. Assim,

a solugdo exata (4.43) possul um regime cléssico (4.47) em due
se reduz a uma soma de funcdes de onda WKB oscilatorias.

Vejamos guais sao as trajetdrias classicas descritas pela

fungao de onda exp{iS+) . segundo as correlagbes (2.17) due

nesse Caso sSe escrevem:

4
as
N = — x = _*
y ay
: , (4.54)
a5
I =—y = _+
X ox

\

onde as derivadas parciais de S, S3a0 eXpressas por (4.50) e

(4.51). Apo6s algumas manipulagdes o© sistema (4.54) assume a

forma
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; (4.55)

Derivando em relagaoc ao tempo ambas as eguagdes acima, apos

novas manipulagdes obtemos as equagdes

bat
1l
o

, (4.56)

gue ao serem integradas fornecem (redefinindo-se a origem do

tempo) :
¥x =kt + b
.2 (4.57)
{onde k , b , e X sao constantes). Substituindo (4.57) em
2
(4.55) obtemos dgue b = 0 e r = % ; O <conjunto de

trajetorias sobre as gquais a fungédo de onda tem um pico €

definido por
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x° x°
= — -+ — .
y 5% 5 . (4.58)
compreendendo somente universos eternos, nao-singulares
( ¥ > 0 ). Se houvéssemos trabalhado com a fase s_

chegariamos ao mesmo ensemble, e a solugao (4.43) efetivamente

faz a previsao de um universo nao-singular.

0 conjunto de solugdes da eguagao de Wheeler-DeWitt
(4.22) e bastante rico, em verdade. Como ja fol sugerido pela
nossa analise de solugdes WKB no inicio do capituleo, deve haver
solugdes exatas da equagao de Wheeler-DekWitt prevendo, em seus
regimes semi-classicos, universos classicos de gualguer
carater. Voltemos nossa atehgéo para o pacote de ondas geral
dado por (4.26); no regime semi-classico ele se comporta como
(4.30) e, a despeito da guase arbitrariedade de cn(x,y) '
Sn(x,y) satisfaz a eguacgdo de Hamilton-Jacobi: nesse caso,
através das correlagoes {(2.17), Sn(x,y) necessariamente
descreve um ensemble de universos classicos, pois foi mostrado
no capitulo dois que (2.17) corresponde a uma integral primeira
das equagdes de movimento classicas. Para verificarmos isto,
analisemos © sistema de equagdes fornecido pelas correlagdes
(2.17) no caso de uma fungao sn(x,y) geral ; suas derivadas

parciais sao expressas por (4.34) e (4.35), e o sistema tem a

forma
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N
(4.59)
8 = X
Y= xm

Derivando as egquagboes do sistema acima em relagao ao tempo,

teremos gque

¥ - X
- X = cn(acn/ax) +-C (acn/ay)
" , (4.60)
- ¥ = —1+% (x/c)
onde fizemos uso de (4.59). Consideremcs agora a condigédo
(4.29), satisfeita por cn(x,y) ; vamos deriva-la em relacac a
X e Yy , obtendo:
2 2 ac X
é_%(c )+ Eé — = 2
de® " c ax c
n n
4 H (4.61)
2 2 ac
d () + L - = _1
dc " c -3y

combinando as duas equagbes em (4.61) concluimos gue

c_(dc /ox) + g (3¢ /3y) =0 . (4.62)

n
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Ssubstituindo (4.62) em (4.60) finalmente obtemos

(4.63)

Multiplicando as duas equagdes em (4.59) obtemos ainda o

vinculo:

{ Xy — x = 0 , (4.64)

e assim (4.64) e (4.63) sao idénticas ao sistema formado pelas
equagdes (3.37), (3.38) e (3.39), que fornecem todas as
solugdes classicas do modelo, como deveria ser. O fato de que o
, € uma fungao

pré-fator em (4.30), C'°(x,y) = f£(c (x,¥))

real arbitraria, evidencia que as solugdes da equagao de

Wheeler-DeWitt podem fornecer qualguer medida de probabilidade

sobre o conjunto de trajetorias cléassicas, isto é, podem levar

a todos os tipos de previséo possivels. Esperamos que condigdes
de contorno possam ser formuladas de maneira tal gue sejam
restringidas, por exemplo, as seguintes guantidades:

(i) os parametros w e Cc nas solugdes WKB (4.12)

(0 sinal de cw determina o carater do universo previsto);

a1y a funcao a(c) no pacote (4.28), pois a(c)

determina as fases WKB na aproximagdo semi-classica ; por

I

exemplo, e¢(c) = k (Minkowski), a(c) =c ¢ x° { eterno ou

singular), «(c) = + X°c (singular ou eterno), e outras, levam
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a ensembles contendo apenas universos classicos de um unico
carater;

(i f(c) , o modulo da amplitude do pacote (4.28),
responsavel pelos preé-fatores nos termos WKB da aproximagao
semi-classica, que por sua Vez fornecem uma medida de
probabilidade sobre os ensembles associados as fases; ainda que
o ensemble descrito nesta aproximag&oco contenha universos de
diferentes caracteres, a medida de probabilidade pode levar a

uma previsao, se conduzir a probabilidades condicionais

proximas de zero ou um.
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CONCLUSZ0

Todos os resultados que obtivemos sdo provenientes de
um modelo de minisuperespago. Contudo, as solugbes de um“modelo
de ﬁinisuperespa¢o guantico nao representam exatamente soiugées
da teoria da Relatividade Geral quantizada. Vimos no capitulo
dois que, ao estabelecermos no superespacgo coordenadas da forma

(2.1) e (2.2), um modelo de minisuperespago correSponde a

(n) (m)
tomarmos todos os "modos" ¢ e hmn

com a excegdo de um conjunto finito deles, correspondendo

como sendo nulos,

a um "hiperplano" no espacgo formado por todos os "modos"; para
solugdes quénticas, "cohgelar“ guase todos os "modos", ou seja,
ajusta-los de inicio como sendo nulos e impor que eles néo
sejam excitadcs durante a evolugao gquéantica, € wuma clara
violagdo do principio da incerteza. Logo, os resultados da
quantizagdo via minisuperespago devem ser considerados .como
"aproximados"; o carater dessa aproximacaoc foi discutido por
Ryanmzﬂ argumentando que sua validade depende da existéncia
de solugdes da teoria completa, fungées de onda no superespaco,
gue em uma regldo apropriada praticamente restrinjam-se ao
"hiperplano" defininde o minisuperespacgo. Kucha¥ e Ryan tém
estudado esta possibilidade (outros autores trabalhando em

cosmologia gquantica nao tém demonstrado tanto interesse por

esta importante questao) através do conceito de
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