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ABSTRACT

In this work we study thermodynamical configurations
of equilibrium and non-equilibrium spinning fluids interacting
with the gravitational field.

We propose in the first chapter a lagrangean for
spinning fluids in general relativity and in thermodynamical
equilibrium. We deduce, besides the conservation law of spin
angular momentum, the symmetric energy-momentum tensor for this
fluid.

In the second chapter we present the phenomenclogical
theory for irreversible processes in first order (local equilibrium
hipothesis) for spinning fluids. As a next step we develop
the extended or causal version for this theory. New
phenomenological equations are deduced and some applications like
the determination of propagation velocity of thermal and spin
waves, and the calculus of equilibrium fluctuations of dissipative
fluxes are performed. We exhibit the contribution of gravitationai
field via curvature tensor in the entropy prodution.

Finally, in the third chapter we study the influence
of spin in the evolution of some cosmological models. We consider

homogeneous and isotropic, anisotropic and rotating universes.



RESUMO

Neste trabalho procuramos descrever fluidos dota
dos de momento angular de spin em interagao com o campo gravi-
tacional, onde abordamos as confiquragoes de equilibrio e néo
equilibrio termodinamico.

No capitulo I, propomos uma lagrangeana para flui
dos com spin em relatividade geral que encontram-se em equili-
brio termodindamico. Obtivemos, além da lei de conservagac do
momento angular de spin, o tensor momento-energia simétrico pa
ra esse fluido.

Em seguida, no capitulo 2, apds apresentar a teo
ria fenomenoldgica de processos irreversiveis em primeira or-
dem para fluidos com spin, desenvolvemos a versao estendida ou
causal da termodindmica desses fluidos. Deduzimos as novas e-
quacoes fenomenoldgicas e fazemos algumas aplicacdes como o
calculo da velocidade de ondas térmicas e de spin e o «calculo
das flutuacgdes dos fluxos dissipativos em torno do estado de e
gquilibrio. Por fim, mostramos como o campo gravitacional pode,
via tensor de curvatura, contribuir para a produgdo de entropia,

No terceiro e Gltimo capitulo, investigamos a in
fluéncia do spin na evolucdo de alguns modelos cosmologicos.,
Estudamos, entdo, universos homogéneos e isotrdpicos, anisotrd

picos e universos com rotagao.
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CONVENGOES

Os Indices gregos variam de 0 a 3 e os latinos

de
1 a 3.

A métrica do espago~tempo, Iup tem assinatura -2,

e a distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos € da
da por:

- a - B
ds? = o dx™ dx

0 campo de velocidade hidrodinamico, Uu(x), & defi
nido por:

onde T € o tempo proprilo. Esse quadrivetor temmddulc constante:

onde ¢ & a velocidade da luz.

Derivada covariante de um campo tensorial qualquer:

o

o _ 3A ¢ _ 1 oo B
onde BHA = -m—axu e Pu\) =59 (P3u<_:;0\)+8\)<_:;110 agg
de Christoffel.
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INTRODUCAQ

(1]

Em 1909 os irmaos Cosserat publicaram uma im-
portante monografia que langou bases para a descrigdo da clas-
se de meios continuos conhecidos por meios polares ou com spin
classico. . A idéia basica, utilizada até hoje, esta em as-
sociar a cada elemento de volume do meio, um conjunto de tres
vetores rigidos e linearmente independentes, denominados de d{
retores , gue poderiam girar independentemente dos deslocamentos
translacionais dos elementos de volu ) 0 1
: C 7 me . s elementos de volu
me ou particulas do meio sao entendidos como pequenas réplicas
de corpos rigidos. Do ponto de vista cinematico, esta formula
gao, bem como suas generalizagdes, difere daquela utilizada pa
ra meios continuos nioc polares pela introdugio de um novo cam-—
po de velocidade angular distinto da vorticidade, este ultimo
associado ao campo hidrodinimico de velocidades. J& o campo
de velocidade angular anteriormente mencionado & oriundo da ro
tacgio intrinseca da triada conectada as particulas do meio.
0 trabalho dos irmdos Cosserat ficou praticamen-
te abandonado por guase cingllenta anos. Nesse interim, desta-
camos somente M, Born[3] que, em 1920, introduziu a nogdo de

fluidos polares. Neste trabalho ele observa que esse fluido,

ao adquirir vorticidade, encontra uma resisténcia que é devida

(2]

(*) A rigor essa idela fol originalmente sugerida por Duhem .



ac spin, se tanto a vorticidade quanto o spin nao estiverem
sincronizados. Ainda nesse trabalho, ele mostrou gue essa re-
sisténcia & funcao da diferenga entre a vorticidade e a veloci
. . e - 3
dade angular de spin, ou mais especificamente de Vx v - 2§, sen
> . \ V- > > .
do v{r,t), a velocidade hidrodinamica e §i{r,t), a velocidade
angular de spin. Born sugeriu a parte antissimétrica do ten-
sor das tensOes para descrever apropriadamente a referida re-
sisténcia. Posteriormente, tal efeito ficou conhecido por vis

cosidade rotacional.

[4]

Somente em 1952, Grad , em conseqlléncia de um
estudo em mecanica estatistica, foi motivado a desenvolver a
teoria fenomenoldgica para fluidos com spin. Ele introduziu o
tensor das tensdOes-torques, que nada mais & que a difusao do
momento angular de spin. B importante ressaltar . que este ten
gsor & analogo ao tensor das tensdes, uma vez que este tltimo
representa a difusao de momento linear. Grad obteve a produ-
¢ao de entropia e mostrou que as partes irredutiveis do tensor
das tensoes-torques sao fluxos dissipativos associados aos gra
dientes dco campo de velocidade angular de spin. Isso ocorre

do mesmo modo que as partes irredutiveis do tensor das tensoOes

estao associadas aos gradientes do campo de velocidade hidrodi

nimico. Neste trabalho foi também exibida a relagao entre a
. . - . ~ 3 >

parte antissimétrica do tensor das tensoes com Vx v - 28 que,

como ja frizamos, & denominada de viscosidade rotacional. Do

ponto de vista termodindmico, a viscosidade rotacional estd as
sociada & transferéncia irreversivel entre o momento angular
de:spin e o momento angular externo. Investigag¢bes posteri
ores de processos dissipativos em fluidos com spin tiveram a

1

participacao de Baranowski e Romotowski ; que obtiveram as



equacdes” fenomenoldgicas e mostraram o acoplamento entre o flu
X0 de calor e um dos fluxos dissipativos oriundos do spin. Es

ses mesmos autores também estendem o trabalho para englobar um

6]

fluido com varias componentes quimicas. Snider e Lewchuk

consideram um fluido anisotrdpico com spin onde naoc € mais va-

(7] [8]

lido o principio de Curie ; € Melxner estuda pProcessos

dissipativos de um fluido com spin em interacdo com o campo e-

letromagnético.

Nos trabalhos anteriormente citados, a termodina

mica de processos irreversivels para fluidos com spin utiliza-

da Dbaseou-se na validade da hipotese do equilibrio local[7'9l

onde a equacao de Gibbs estabelecida para os estados de equilil
brio termodinamico & mantida inalterada. Nessa formulac3o, o
momento angular de spin ndoc & encarado como sendo ﬁma variavel
termodinamica e, portanto, ndo altera a equacdo de Gibbs.

ApOs o trabalho de Grad uma série de contribui

¢Oes generalizaram o trabalho original dos irmios Cosserat.

[10]

Destacamos os trabalhos de Eriksem e Truesduell + Eringen e

[11] [12]

na construcao da teoria dos meios mi-

Suhubi e Eringen

cromoficos e de seu posterior desenvolvimento. Os meios conti=-
nuos micromOoficos sao caracterizados pela microestrutura defor

mavel, ou seja, cada elemento de volume pode deformar-se. Os

[13]

trabalhos seguiram tantc por uma abordagem variacional quan

[14]

to fenomenoldgica nos dominios newtonianos e relativista

(especial), bem como incluiram a interacdo com campos eletro-
- . 1 . .
magnetlcos[ 5]. De um modo geral, a teoria de melios polares e

micromdorficos & aplicada para a descric@o de subst3ncias tais

como cristais liquidos, particulas carregadas, etc. Essas teorias po-



(*)

dem também ser utilizadas para descrever o fluido cOosmico® )
se considerarmos que as particulas do mesmo sdo galaxias, em
sua maioria com spin ndo nulo,ou mesmo aglomerados de galixias
gque possuem momento angular de spin.

Seguindo uma motivagido distinta, Weyssenhoff e
[16] . L
Raabe apresentaram em 1947 uma teoria relativista (espe-
cial) para a descricdo de fluidos e particulas com spin. Es—
sencialmente eles propoem um método alternativo para deduzir

" . . . (*%)
as equagoes de movimentc de particulas dotadas de spin a0
estabelecer as leis dinamicas de um fluido perfeito com spin
classico, e em seguida fazer a integragdo dessas equagbes num
elemento de volume infinitesimal. Por um fluido com spin & es
tendido um fluido onde cada elemento de volume possui, além de
energia e momento linear, momento angular que, tal qual ener-
gia e momento, & proporcional ao elemento de volume. Esses au
tores mostraram ainda neste trabalho que, ao contrario de flui
dos sem spin, o tensor momento-—-energia tem de necessariamente
possuilr uma parte antissimétrica diferente de zero.

[20] publica o 1li-

Mais tarde, em 1960, Halbwachs
vro intitulado "Théorie Relativiste des Fluides a Spin", onde

& apresentado, ainda no a@mbito da relatividade especial, uma

(*) Em cosmologia, devido a magnitude das distancias envolvidas, o conteudo
material do universo observavel é descrito de modo contInuo., Para o cha
mado modelo padricl34], o fluido césmico & considerado um gis em equili
brio termodinamico. Temos, entao, como generalizacao mais imediata des
te fluido, aquele que possui uma propriedade adicional que & ¢ momento
angular de spin.

(%) A determinacio das equacdes de movimento para particulas com spin € en
contrada nos trabalhos de Mathissonl17] e Lubaﬁski[ls]. Destacamos
também Frenkel que, em 1926, deduz as equacoes de movimento de um elé—
tron com spin num campo eletromagnético.



lagrangeana que descreve o fluido com spin anteriormente estu-
dado por Weyssenhoff. Na construgao dessa lagrangeana, € in-
troduzida uma base ortogonal de quatro vetores unitarios - a ba
se de tétradas - um do tipo tempo e os outros trés do tipo es-
pago, que €& associado a cada elemento infinitesimal do fluido.
A velocidade angular de spin &, desse modo, descrita pela rota
¢ao intrinseca dessa base de vetores. Note que essa constru-
¢ao nada mals & que a generalizagdo relativista dos diretores
introduzidos pelos irmAos Cosserat. Devemos ressaltar somente
que Halbwachs pertencia a um grupo de fisicos(*) que na E&poca
trabalhavam na interpretacdo hidrodinamica da fungdao de onda
da mecdnica quintica, também conhecida como "re-interpretacao

-~ o g (*%) . .
causal da mecanlca quantica . A rigor eles consideravam o
fluido quintico como sendo um campo de microscdplcos pides gi-
rantes [(spinning Lops), que numa escala macroscoOpica eram descri
tos de modo continuo.

Em 1982, RayeaSmalleyF24hRS)esbaukxamxa-formulagao_
de Halbwachs para a relatividade geral. Adicicnando a lagran-
geana do fluido, a lagrangeana do campo gravitacional, foi pos-
sivel deduzir as equacoes de Einstein. Como ja haviamos menci
onado anteriormente, o tensor momento-energia que representa
um fluido com spin intrinseco & assimétrico, mas ocorre que as
equagoes do campo gravitacional exigem um tensor momento-ener-

gia que seja necessariamente simétrico. Ray e Smalley obtive-

ram um tensor simétrico ao variar convenientemente a lagrangea

[22] t23l

(*) Também citamos Aymart[ZI], Unal e Vigier s Takabayasi

(**) De Broglie.



na do fluido com relacao ao tensor métrico guv‘ Posteriormen-
te, esses autores introduziram o tensor momento angular de spin
como sendo uma variavel termodindmica. Em conseqliéncia dis
so, termos adicionais apareceram no tensor momento-energia bem
como determinadas ?elagaes envolvendo o tensor de spin, denomi-
nadas de relacdes de consisténcia. = Essas relacdes devem neces
sariamente ser satisfeitas, apesar da falta de um sentido fisi
co para as mesmas[zsl.

Outros trabalhos sobre formulacdes variacionails
para fluidos perfeitos com spin surgiram desde entdo, tanto em
relatividade geral, quanto na teoria de Einstein-Cartan. En-

1

tre esses gostariamos de citar R. de Rittis et al[26 que uti-

lizaram a representagdo potencial da velocidade; A. Teixei-
271 . . .

ra introduz um termo adicional na lagrangeana e o interpre

ta como sendo a energia potencial associada ao spin e Yu. N.

Obhukov e W.A. Korotky (oK) 28]

que propdem uma teoria por ce-—
les qualifigada como a verdadeira contraparte variacional para
a descrigdo axiomatica de Weyssénhoff. Em linhas gerais, a la
grangeana de OK difere daquela de RS em alguns aspectos que
passamos a descrever: o tensor de spin e as tétradas sdo varia
das independentemente, ao contrario de RS onde o tensor de spin
€ dado em fungio das tétradas; além disso, o spin & arbitraria
mente orientado com relac¢do & base de té&tradas, o que nio ocorre
na formulacdo de RS, No trabalho de OK, a introducgido do ten-
sor de spin projetado na base de tétradas como varidvel termo-
dindmica ndo fornece relagdes de vinculo adicionais.

Neste ponto & que inserimos uma das contribuigdes

(291

do presente trabalho. Propomos uma lagrangeana para flui-

dos perfeitos com spin em relatividade geral, que apesar de sua



estrutura diferir muitc pouco das lagrangeanas de RS e OK, pos
sul caracteristicas distintas dessas Gltimas gue serao discuti
das a seguir. Como ja estabelecido, lancamos mdc de uma base
de tétradas associada a cada elemento infinitesimal de volume
dotado de momento angular de spin. Utilizando a idéia introdu
zida pelos irmdos Cosserat, consideramos cada elemento de volu
me como pequenas réplicas de corpos rigidos com uma inércia de
rotagdo. Tal propriedade & descrita macroscopicamente pelo
tensor espacial e simétrico ja8[29] ; que generaliza o concei-
to de momento de inércia. Nesta formulacao ndc fazemos varia-
¢Oes com relacdo ao tensor de spin, uma vez gue © mMeSmO & ex-
presso em fungdo das tétradas, além do que o spin & arbitraria
mente orientade com rela¢doc aos vetores espaciais da base. Se
guindo a termodindmica nao-relativista de fluidos com spin ja
estabelecida, ndc consideramos © spin como uma varidvel termo=-
dindmica.

Q0 tensor momento-energia obtido apresenta, como
distincdo basica dos mencionados anteirormente, o termo adicio
nal de energia cinética de spin. Destacamos o fato de gque es-
te tensor momento-—energia € o mesmo estabelecido por considera
cOes fenomenoldgicas, como ficara claro no decorrer deste tra-
balho.

A teoria que desenvolvemos & aplicavel somente
nas situac¢des de equilibrio termodindmico. O préximo passo &
estender a teoria obtida de modo a englobar os processos lrre-
versivels para o fluido relativista com spin. Para isso dispo
mos da termodindmica de processos irreversivels de primeira or
dem, onde & valida a hip6tese do equilibrio local, e da termo-

P . . s . [31]
dindmica de processos irreversivels estendida ou causal « A



termodindmica em primeira ordem, aplicavel somente nas situa-

(*) =z [30]

¢does quasi-estacionarias , J& & conhecida . J& o mesmo nio

ocorre para a versdo causal da termodindmica para fluidos com

spin. Essa, portanto, & a teorla que desenvolvemos e gue, como

veremos, vale nas situacdes ndo-estaciondrias. Destacamos que

ao considerarmos o fluide com spin o responsavel pela dindmica
do espaco-tempo, encontramos uma contribuicao do campo gravita-
cional via tensor de curvatura para a producio de entropia. Tal
contribuicdo & inteiramente inédita na literatura.

capitu-

0 presente trabalho & dividido em trés

los. No primeiro capitulo apresentamos com detalhes a formula

gao variacional para fluidos perfeitos com spin.

0 segundo capitulo & composto de quatro partes.

Na primeira, apresentamos a termodinamica de processos lrrever

siveis em primeira ordem para fluidos com spin no espaco-tempo

[30]

curvo, onde basicamente seguimos Maugin . versdo

Esta & a

relativista dos trabalhos de Grad e Baronowski e Romotowskl. Na

segunda parte propomos a versao
dos com spin, onde incluimos na
xos dissipativos. Deduzimos as

fluxos dissipativos que preveern

causal da termodinamica de flui
equagao de Gibbs todos os flu-
equacdes de evolugdo para os

propagagao de ondas térmicas e

viscosas com velocidade finita. Na terceira parte realizamos

algumas aplicagdes da teoria causal tais como o cdlculo da ve-
locidade de propagacdo das ondas térmicas e de spin, e o calcu

lo das flutuacdes dos fluxos dissipativos em torno do estado

(*) Os fenomenos quasi-estacionarios sao aqueles que variam lentamente nas
escalas espaco—temporais caracterizadas pelo livre caminho medio e tem-
po médio de colisiol51] 4o fiuido.



de equilibrio. Na quarta e Gltima parte, exigindo que o flui-
do dissipativo com spin seja fonte das equacdes de campo, tive
mos gue simetrizar o tensor momento-energia fenomenoldogico uti

lizando o processo de simetrizacac de Belinfante—Rosenfeld[32'

33]. A primeira lei da termodinamica é alterada por um termo
que envolve o acoplamento entre o tensor de curvatura e o ten-
sor das tensoes-torques, que & inédito. Em conseqiiéncia dis-
so, a produgdo da entropia também é alterada por esse termo ex
tra. As equagOes fenomenocldgicas, cuja obtencdo depende basi-
camente da producao de entropia, serdoc modificadas por esse
termo extra.

No terceiro capitulo investigamos o papel do spin
de um fluido cosmoldgico em equilibrio termodindmico, tal qual

descrito no capitulo 1, na dindmica de modelos cosmoldgicos ho

mogeneos e isotrdpicos, anisotrdpicos e modelos com rotacgzo.



CAPITULO 1

Fluidos Relativistas com Spin em FEquilibrio

Termodinamico: Formulacao Variacional

Neste capitulo propomos uma lagrangeana para flui=-
dos com spin onde as particulas do fluido s3o consideradas peque-
nas réplicas de corpos rigidos. O capitulo & dividido como moes
trado a seguir.

Na secao 1.1 introduzimos as quantidades b&sicas
que descrevem um fluido com spin, tais como velocidade angular
de spin, tensor momento angular de spin, bem como a condicio de
rigidez de cada particula do fluido. ©Na secdo 1.2 postulamos
uma lagrangeana para esse fluido, e realizamos todos os cilculos
decorrentes da variac¢ao integral de agdo com respeito 3s varia
veis basicas escolhidas. Por fim, na secgdo 1.3, adicionamos &
lagrangeana do fluido a lagrangeana de Einstein. Desse modo,
obtivemos as equaglOes do campo gravitacional e, consequentemen-

te, o tensor momento-energia simétrico para o fluido com spin.
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1.1 - Fluidos Relativistas com Microestrutura Rigida

O movimento de um meio continuo gualquer (flui-
dos,sd0lidos elasticos, dielétricos, etc.) é especificado guan-

do fornecemos as seguintes relacoes:
xr = x*{1,X ) (1.1)

Nesta expressio, xH fu=0,1,2,3) sao as coordenadas espaco-
~-temporais, T € o tempoO proprio medido ao longo das linhas de
universo dos elementos de volume(*), Xk (k=1,2,3) sio as co-
ordenadas lagrangeanas gue especificam a posigdo de cada ele-
mento de volume no estado de refer@ncia inicial. Dado gue a

ed. (l.1) possui inversa, podemos escrever alternativamente:

x* = x* M (1.2)

T = T(Xu} (1.3)

A guadrivelocidade hidrodinamica de cada parti-~

cula ou elemento de volume do meio continuo & definida por:

o3
o dx

[ T (1.4)

A derivada medida ao longo da linha de universo

aBe..

das particulas de uma guantidade tensorial gualguer A e

{(*#) Devemos ressaltar que na descricac do continuo, cada elemento de volume
& infinjitesimal em vista das escalas macroscopicas de observacio, mas su
ficientemente grande de modo a ser considerado um subsistema onde sao a
tribuidos valores locais-de energia, momento, €tc. Ao longe do texto u-
tilizamos por vezes a denominacao particula do meio que tem o mesmo sig
nificado de elemento de volume,
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& dada por:

Baoo
UV.sa

AaB... _ UT VT A%

UV e o (1.5)

Uma propriedade importante a ser satisfeita pe-

las coordenadas Xk =

XT =0 Ba X" =0 (1.6)
Isto significa gue as coordenadas Xk e T sao independentes.
Esta relacdo & também conhecida como sendo a conservagao da

identidade das particulas do meio, ou seja, as coordenadas
gue caracterizam as particulas nao mudam no decorrer da evo
lugao do meio continuo.

0 operador projegao no tri-espago perpendicular

u

a U~ e definido por:

n o o= - 0B (1.7)

onde Iup &€ o tensor métrico e ¢ a velocidade da luz. Esse

operador satisfaz as seguintes propriedades:
Y =n.; w%*fe =0; ¢*fn ., =3 (1.8)

O tensor haB permine-nos decompor dJualquer outro tensor em
componentes temporais, que sao paralelos a Uu, e componentes
espaciais, gue estdao situados no tri-espaco perpendicular a

g% (vide fig. 1.1).
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(b)

Fig, 1.1 - {(a) Decomposicao de um tensor AH nas direcces
perpendicular e paralelo a U%,

(b) Evolucao do meio continuo. As novas coordenadas x¥ serao
fungoes das coordenadas lagrangeanas X e do tempo proprio T.

InformacgOes importantes acerca da cinematica do
meio continuo decorrem da decomposicao do gradiente do .. campo

. a . . - .
de velocidade U~ em gsuas partes ilrredutivels:

U U eh, g
= +ta .+ w

B a c2 3 " oB (1.9)

o

~ o o - ' . ~
Nesta expressao, U™ = Uu‘ﬂlU & a qgquadri-aceleracao, ©, GaB e
W8 sdo os parametros cinematicos conhecidos como expansao,

cizalhamento e vorticidade. Os trés ultimos sao definidos a
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seguir:

_ L oB _ o
© = h (VBUa) = qu {1.10a)
=yt Y -1
GaB =h (uh B)vau 3 haBO (1.10b)
Wop = B lEah\’e]vvuu (1.10c)

A interpretagao desses objetos pode ser encontrada com deta-
lhes nas refs. [34,35]. De modc sucinto, se considerarmos
uma esfera constituida de particulas do meio, a expansdo 0
atuando iscladamente transforma a esfera noutra de volume di-
ferente; a agdo isolada do cizalhamento GuB distorce a esfera
mantendo constante seu volume ea acao isolada da vorticidade
muB resulta na rotagdo rigida da esfera com relagao a um dado
eixo fixo. A aceleragdo U® da particula é interpretada de modo
usualatravésdenmdidasdeacelerémetros,gnquantoquea,hﬁemmen
tacdo dos pardmetros 9, Oup © Wyp Surge naturalmente quando es-

tabelecemos a expressdo da derivada de Lie com relacgao a g*

. . . . , 4 -
do quadrivetor que indica a posigao relatlva[3 ] das particu
las. Na figura (1.2), mostramos esquematicamente o quadri
vetor posicdo relativa e a agao dos parametros cinematicos O,

GaB e w&B'
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(b)

Fig. 1.2 - (a) Efeito da expansao, do cizalhamento e da
vorticidade ou rotagac numa estera constituida de
particulas do fluido,

(b) Vetor conexao Z®* e sua rojecao em Z.

0 quadrivetorv@rticidadewa é definido por:

¢ = noBuY U (1.11)

W = L
2c ol v

Mostramos no apendice A que as componentes desse quadrivetor,
quando calculado no limite newtoniano, coincidem com as do u-

LIS (o,—]zzvxé).

sual vetor vorticidade, isto &, w
Quando © meio continuo possuir estrutura inter-

na no sentido de exibir momento angular interno, ou de . spinm
nao nulo, devemos lancar mio de grandezas convenientes para a
descricdo desses novos graus de liberdade. Seguindo Mau-
. 113,30] . .
gin ,vamos considerar que a cada ponto ou partlcula do

meic continuc temos associado uma base formada por quatro ve

tores de mdodulo unitario e perpendiculares entre si (£ig.1.3)..
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Essa base, denominada base de tetradas, & indicada por

{e(A)u}, onde A = 0,1,2,3 indica o vetor e o = 0,1,2,3 indica

a componente. Essa descricdo resulta da generalizagio da
(2]

idéia sugerida inicialmente por Duhem

(11

eutilizada pelos ir-
maos Cosserat Tal idéia consiste em assoclar um dado nimero de
direcbes (chamados mais tarde de diretores) que poderiam girar  independen

femente dos deslocamentos das particulas do meio.

A relagdao de ortonormalidade & escrita como:

(a) € (B) = Nap (1.12)

onde Nap = diag(+1, -1, -1, -1). Os indices de coordenadas

2,8, ... 530 abaixados e levantados utilizando o tensor mé&-
trico como usualmente & feito, enquanto que os indices da té-
tradas A,B,C, ... sd3o levantados e abaixados com a métrica de

Minkowski Nap+ Em consequéncia disso, temos:

(A) (B) _
ag € o € g T 9ug (1.13)
Tomemos o quadrivetor e(O)a e fagamos a seguinte escolha:
u
et - (1.14)
U c

Naturalmente para os demais guadrivetores, segue:

e U’ =20 ' k=1,2,3 (1.15)
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Fig. 1.3 — Base tetradica {e(g) associada a particula
estruturada do fluido.

1.1.1 - Movimento das Tétradas

Ao associarmos uma base de tétradas a cada par-
ticula do meio, temos o que chamamos de  particula  estrutura-
d.a[l?’]. Assim, além do usual campo de velocidades % (x) , ne=
cegsitamos, para a descricao do movimento do meio, de outro
campo que represente a rotacgdo .intrinseca das particulas. Tal
rotagdao significa rotacdo da base tetradica associada a cada

particula que & distinta daquela usualmente devido a vortici-

dade waB‘
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Intoduzamos o tensor QaB' dado por:

- (A} - 3
e, eS(A) = QaB (1.16)
ou, de outro modo,
é (A) =9 eB (A) (1.17)
a o B
Tendo em vista (1.13), fica claro gue QGB: - QBa' A equacdo
(1.17) =) interpretada como sendo a equagao de evolucgido

da base tetradica, que & resultante de uma transformacio infi

~

nitesimal de Lorentz cujo gerador & exatamente o tensor ﬂaB'

£ importante salientar gue a forma de (1.17) & valida tanto
no espago-tempo plano. como Curvo, uma vez Jque a "euwrnvatina
pode somente sen sentida sobre distancias finitas, e nao sobre distancias

dnfinitesimais que sdo envolvidas na ftaxa temporal, em primeira ordem, de

wnquadmawio&”[37]. Esse resultado & decorréncia direta do

principio de equivaléncia.

A decomposicao de ﬁa relativamente ao campo de

8

velocidades Ua(x) & dado por:

~

QQB = Q

1
ag E(AGUB - ABUa) (1.18)

o} }

Tendo em vista as equa-

onde 9 , = h "h 8
o o AY) o

8 8 agY -

gles (1.14) e (1.16), podemos escrever

vﬁ e A = l
| C

5 = &k _la" B8]
QaB = e (o eB](k) + (1.19)
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Igualandé ambas as equagdes. e isolando QaB’ vem:
U U
= o k) i o B e R
QotB - € [a €8l (k) = (ZC By, UB C(ZC AB Ya
(1.20)

O quadrivetor A, deve ser escolhido de modo conveniente. Fa-

zendo A=0 na eg. (1.17) e utilizando a eg. (1.18), segue:

- - B
«{0) _ -1 \ g(o) _ -1 0o _
e a _QOLB +C (AGUB - ABUOL/;_ e = C AOtUB c -
{JOE.
= AOI. P AOI. = ? (1.21)

Substituindo (1.21) nas egs. (1.18) e (1.20), obtemos ag seguintes

expressoes que serdoc Utels para posterior desenvolvimento:

ﬁas = Qg * 522— Uy o Usj (1.22)

Tag = ¢ fafa) @) * 2= Oralay (1.23)
Outra relagdo igualmente importante € mostrada a seguir:

N - v (1.24)

(i) a8 T Sui)® )

Para enriguecer a presente discussdo, vamos cal

[38]

cular a derivada de Fermi dos vetores da base de tetradas,

gue pode ser escrita como:

D, e 2 (A) B
< (A - . .
_ELﬁ%_; = eéi)-+c (UaUB'_UBUa) e (1.25)
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Para A=0 e A=k, k=1,2,3, temos, respectivamente, as seguin-

tes expressoes:

(0)
DF e a ~ )
E; = (l.26a)
(k)
D, e
F a B (k)
—'—']:'—)"j{—'-— = QO‘.B e (l.26b)

(0)

Sendo e o mm1dam3.instante inicial dirigido na direcao tan-
gente as linhas de universo das particulas, ele sempre se man-
tera nesta direcao pelo fato de ser Fermi-transportado ao lon-
go das mesmas linhas de universo. Ja& em (1.26b) notamos que

(klx possuem derivada de Fermi nado

os quadrivetores espaciais e

nula, ou seja, hdo sdo Fermi-transportados. Este fato eviden-

cia a rotagao desses quadrivetores relativamente a diregdes es

pecificadas por uma base tetrédica Fermi-transportada. Fisica
. . ~ - . . - . 1371

mente tais direcoes sao determinadas por giroscoplos . Da-

qui  por diante vamos nos referir a base que & Fermi-transpor

tada de base nao-girante , enguanto gue a outra, de base gluante.

Ainda de (1.26b) verifica-se que QuB representa a velocidade
angular da rotacio das tétradas espaciais.
A maneira pela qual a base tetradica girante,

(A7)

A ~ . ~ .
e( ) ; € outra nao girante, e o estao relacionadas a cada

instante & dada por uma transformacdo de Lorentz, i.é&.,

e(A) =:mA e'(B) (1.27)
a B "o

onde:LAB & a matriz da transformacdo de Lorentz, gue & gerada

por . A seguinte condicao deve ser observada:

8"
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(pny _ v (p) _ "o
e o = © 6 = - (1.28)
que implica em:
° =1 , L° =0 (1.29)
o} i
e entao:
1| 0
A = | (1.30)
i
0 | Ly
Como as relagdes de ortonormalidade sfo validas tanto para
e(A) I'(A) tr' E_’A . 3 s -
o Como.el., amatriz p deve satisfazer as segulntes relagoes:

E,E:IJ F = n

"gr ta B (1.31)

AB
Para finalizar esta secido, vamos definir o qua-

drivetor Qa associado a QaB por intermédio da seguinte expres

_ L aBuy __ 1 uv)
Qd = 53 n QBLlUv (éaB = 3 naBU\’Q U p(l.32)

E importante exibir também as expressdOes para QQB e @, no re-

ferencial .local de repouso:
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. | ;
|
i |
aB - i (1.33)
U )
i | ij
C
|
=
2, Z (0, - ) (1.34)

Nessas express6es,91jé a velocidade angular tridimensional de

>

rotacac e £ & o vetor axial associado a Qi‘ através de:
J
Q. =+ ¢ @ (1.35)
i 2 Tijk ik
sendo Eijk o tensor de Levi-Civita tridimensional.

1.1.2 - Introducac do Spin

Vamos introduzir o quadrivetor axial S, que re-
presenta o momento angular de spin ou moﬁento angular inter-
no. Impomos que S, esteja completamente definido no espacgo
de repouso perpendicular a quadrivelocidade Uu(x), sendo, por

tanto, valida a seguinte relagao:

1[19]

que é também conhecida como condigao de Frenke . Podemos as
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. ) . aB .
sociar de modo unico a 54 © temsor 5 °, igualmente espacial

e antissimétrico, conhecido como fenson memento angularn de spin ,

através de:

aB _ naBuv 1 Bu gV

1
72c oV a T ¢ Naguv

(1.36)

A descricao do spin & estritamente classi
ca no sentido que, no modelo em questdo, cada  parte

elementar ou particula do fluido comporta-se como se
fosse um corpo rigido infinitesimal dotado de inércia de

[13,15]

rotagao. Seguindo a teoria dos fluidos polares rarela

cio entre s% e QB & esgcrita como:
o _ 0B
57 =7 Q (1.37)

B

Nesta expressio J* & um tensor simétrico ecompletamente espa
cial gue representa a inércia de rotagdo por particula. Esse
tensor &, na verdade, a generalizacdo relativista do tensor
de inércia. Note que a equacaoc (1.37) é analoga aquelas en-
contradas nos textos de mecdnica classica. Esta equacdo po-—
de ainda ser reescrita em termos de SOtB e Q&B cac utilizar-
mos as equagoes (1.32) e (1.36), que apds algum algebrismo,
resulta em:

(1.38)

_ 1y
S 279 (oM

A energia cinética de rotacao de cada particula
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do fluidﬁ & dada por:

_ 1,08 _ 1
= 2J QOLQB_ZSQO'- {1.39)

spin

Devido as equacodes (1.32), (1.36) e (1.38), temos alternativa-

mente a seguinte expressio:

_ 1w af _ 1 LaB
= 337, QBUQ = 5 8 4 (1.40)

= .
spin

Sera importante para desenvolvimentos posterio-

B8 o SOtB

. . ~ 94 .
res exibir as expressoes deJ  , 5 e no referencial de

repouso, que sera feito a seguir:

e
w
It *

(1.41)

- . - . o
onde Jij & o usual tensor de inércia. Para S, obtemos gue:

e
Il o

(0, =-0) (1.42)

> . .
sendo ¢ o© vetor momento angular de spin. Introduzindo © ten

sor tridimensional de momento angular de spin, ij, e tendo
. w 21 [39] .
em vista a relagao 0, _'igiﬁggjkf ‘ juntémente .com (l1.37)e

(1.42), somos levados a escrever:
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2
™
I *

(1.43)

Utilizando esses resultados,a energia cinetica de rotagao ou

de spin sera, no referencial de repouso, escrita como:

* 1l _ 1
©gpin = 3 5.0 = T 0.9 (1.44)

como ja era de se esperar.

1.1.3 - Microestrutura Rigida

Na subsec¢do anterior mencionamos que cada parti
cula do fluido & encaradeo como sendo um corpo rigido infinite
simal sem gque estabelecessemos rigorosamente tal condic¢ao de

rigidez. A rigidez das particulas constituintes sera caracte

B

rizada pelo valeor constante das componentes de g projetada
na base tatradica e(A)a. Matematicamente tal afirmacio & ex-
pressa do seguinte modo:

(7B - = (e”‘*’&e(B)B Jo‘B) =0 (1.45)

Essa equagac pode ser reescrita de outra maneira se levarmos

em conta (1.17) e (1.22):
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aBy . Ha B UB O
J = J77 0 + J77Q .
{ )L u " (1.46)
ou ainda:
O'.B ’
D.J
0 [ LoB R e B < e | N
o = (; ).L J7T 0 . Jr R b 0 (1.47)
p,7*F
A quantidade DT representa a derivada temporal corrotacio
nal[l5] de JuB, ou seja, a derivada temporal de JDLB medida re

lativamente a base de tétradas que estd precessionando ou gi-
rando. Portanto, podemos afirmar gque a rigidez das particu-
las constituintes & expressa pelo valor nulo da derivada tem-
. o
poral corrotacional de J .
Como conseqiiéncia da - condicdo de rigidez das par-

ticulas e das equacdes (1.32), (1.36) e (1.37), a seguinte i-

dentidade pode ser demonstrada (vide apéndice B):

ésp:’tn - %(SQB Qaﬁ)‘ = QQB(SO&B)OJ. (1.48)
ou:
e_ . = .l(s""-sz ).= Q (s"‘). | (1.48")
spin 2 o o b1
Tais resultados serdo importantes no estabelecimento da lei

de conservacgdo da energia cinética de spin,
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1.2 - Formulacao Variacional

Como ja ressaltamos na introdugao, o interesse
por formulacOes variacionais para fluidos com spin nos uUlti-
mos anos tem sido muito grande. Nesta secao, vamos Propor
uma nova lagrangeana para fluidos com spin que apresentam mi-
croestrutura rigida em relatividade geral e explorar algu-
mas de suas conseqfiéncias.

A densidade de lagrangeana tem a seguinte estru

tura:

0 — | 1 ki o e {d)
g = = V- = . . +
£ g L?(n,s) + 4nJ ea(k) ea(:J e (1) e,
o a o AB 5 Y
+ ll Va(nU ) + A, U798 + A3 U 9, X+ A (éuve (a)®

- nA?);’ (1.49)

Nesta expressdao, Ai,rz,A3 e AAB (= XBA) sao multiplicadores
de Lagrange associados aos vinculos do sistema; n & a densida
de do nimero de particulas; s & a entropia por particula e X
& a coordenada Lagrangeana associada a cada particula do flui

do. A funcao F(n,s) & dada por:
F(n,s) = IlLéCz + e(n,s{J (1.59)

onde nac2? & a densidade de energia associada a massa de repou
so e ne(n,s) @ a densidade de energia interna. Toda a infor-

magao termodinamica do fluido estad contida em e (n,s) (ou

(B} -
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s(n,e)), gue & determinada pela eguacao de Gibbs:
_ 1
de—Tds~pd(E) (1.51)

onde p é a pressao termodinamica do fluido. O segundo termo pre-
gsente no membro direito de (1.49) representa a energia cinéti

ca de spin, gque pode ser obtido como mostrado abaixo:

espin 2

B ki q - « ()
= — ZIlJ e (k}ea(i)e (j)e . (1.52)
ii _ () _(3) LaB o B
sendo S ~.e (xe BS e Qij = (i)e(j) QaB

A diferenca da densidade de Lagrangeana (1.40)

[24]

com relagao a agquelas propostas por Ray e Smalley (RS) e

[28 1]

Obhukov e Korotky (OK) sao pequenas mas significantes. Tal

qual OK, o tensor de spin nao esta alinhado com um dos veto-
res espaciais da base tetradica (usualmente 8(3)a} e, de mo-
do semelhante a RS, nao consideramos Sij uma guantidade a ser
variada independentemente das tétradas. A maneira pela qgual
associamos o guadrivetor de spin com Qa (eg. 1.37) e, em con
seqlidncia disso, a nova expressao da energia cinética de spin,
& sem davida alguma o gque distingue substancialmente a densi-
dade de Lagrangeana proposta com as de OK & RS. Outro aspec-—
to importante a ser ressaltado & a ndo inclusdo do tensor mo-

mento angular de spin, Sij' como sendo uma varidvel termodina

mica. Isso & justificado pelo proprio estabelecimento da des
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crigao termodindmica de fluidos polares no dominio ndo-relati-

: 4,5 . . -
v1sta[ ! ]. Por outro lado, veremog mais adiante gue nac en-

contramos relagdes de vinculo adicionais tal que RS, que devem

ser impostas e, na verdade, mostraram ser desprovidas de senti

do fisico[25]. Na formulacgdo de RS tals relacoes deixam de e-

xister quando a equagao de Gibbs & escrita em sua forma usual
(egq. 1.51).
As quantidades que serao variadas na integral de

agao associada a lagrangeana dada por (1.49) sao: kl,kz,ha,K '

n,s,X,ea(O)(Ua),ea(a) (a=1,2,3) e Iv As variacgoes com rela

gao a kl,kz,Rs,eakAB fornecerao as seguintes equagoes:

Va(nUa) =0 (1.53)

g* 3,8 =5 =0 (1.54)

trs x =X =0 (1.55)
U Ay _ _

gu\)e (A) e (B) n(AB) 0 (1.56)

A primeira equacao nada mais &€ que a conservac¢ao do namero de
particulas, i.€., a equagdo da continuidade. A segunda nos in
forma que a entropia de cada parte elementar do fluido & cons-
tante, caracterizando a evolucao isentrdpica do fluido. A ter
ceira equagao & a conservacao da identidade das particulas do
fluido (vide eq. 1.6). Na Ultima equacdo temos garantida a
condigdo de ortonormalidade de base tetradica. Note que devi-
v

do a (1.14), esta relagao reduz-se a guUU“U = ¢2 (vide:a par-

te referente as convencgdes).
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Fazendo a variacio com respeito as quantidades
n,s,X e levando—-se em conta gue a partir de agora os calculos
serao realizados num sistema de coordenadas localmente geodé-
tico (gGB: naBe Bugd8==0, no ponto em questao), as equagoes.

de Euler-Lagrange obtidas sdac mostradas abaixo:

©_OF L 1 o 1)

A= "o T 4.3 e (%) €4 (1) (j)e u {(1.57)

3F -

x vu(xz Uu) =0 (1.58)

vu(xa,uu) = 0 (1.59)
v

Facamos agora as variacdes com respeito a U .

As equac¢des de movimento resultantes sdo escritas como:

aﬁf —‘ =0 (1.60)
) |

v (s u”
p

au

f’f&_a[
p

Vamos exibir cada um dos termes de (1.60):

ad (1
—-—\f: - ‘/-g {ZHJ 1641
3u

(k)

a(u“a@n)
+ A ——t +}\2_B\)s +P\33\)X+

o 3u
U T
. BB a(e (a) © (B))¥
Ut BUV
3 .
. L 1 ki _u - (3)
oSy /-9 {4“ ® () Ca(d) [(vve ( ))e w’
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-0 (3) )
+ e (3) Vv e I J +-Ai_3v n +—A2 av S +—A3 av X +

2 B
+ < )\0 e\)(B) (1.61)
Prossequindo os calculos:
34 27, (n V% __ nafa, 0%
£ = — J/Tq al.. = - /= by P S S A
3(3_UY) o 2 (s 0Y) 70 3(3_u")
P P P
= - /=g A ndP (1.62)
Por £im:
2| —| =- =9 Bp(n?\ ) (1.63)
_9(3,U7) '

Substituindo (1.61) e (1.63) em (1.60), segue:

ki _u g o - () . a (5)
nJ e () ea(i)L(V\)e (j))e U+ e(j_) (V\)e "11)} +

2 0B 3
+)\2, a\)s+)ta\a\)x+€}\— €y () —na\))\l = 0 (1.64)

| =

A partir desta equa¢do podemos determinar o multiplicador P

Multiplicande escalarmente (1.69) por Uv, vems:

X < (1) - 0, = (3)
(N ute (e u)+

=] =
H
o
0}
6]
&
-
e

- nk, =0 (1.65)




—32~

Tendo-se em vista as eguagoes (1.14), (1.54), (1.55) e (1.57),

serd possivel explicitar A%:

ki . = (i)
5 AW oF _ 1 H ) & ] .
T Engn T 7Tt ) Can) © ) Cu (1.66)
As equagdes resultantes da variacao de eT(a),
sao (vide apéndice B):
ey
- V—g(inJale . P
5ol 2 o (1) (31 T
(a)
aB. Aa
TA ey A eT(A)) (1.67)
- S-E-f— S—a . *
. _ -V=qg ki/f p + (a) ) :
ap p 5 ndJ (e (k) eT(i) e " (1.68)
ols e
0 (a)

Portante a equacgac de Euler-Lagrange obtida & escrita abaixo:

- (3) Aa
(%) t(3) © w (&)

1 kifp - (a) Y
- ing Qg(k)eT(i}e .u) =0 (1.69)

Esta equacdo manipulada convenientemente nos fornecera os mul

tiplicadores A°® e kag. Inicialmente facamos a contragao de

(1.69) com UT:



-33-

. a_ L 1‘_-'( ki = b sf{a)_  ka;: 1 -(j)>
. 2}\~; = %nU J eT(i)e (k)e'-u J et(j)e (k)e y
(1.70)
~ T(b)
Fagamos agora a contracac de (1.69) com e e obter a ex-

pressao -mostrada a seguir:

1  _ka u . < (3)  T{b) ab
511Jr e (k) er(j) e U e + 2A
1. ki T{b) /.u «(a) \ _
—-EnJ' e Ga(k)eT{i)e U) = 0 {1.71)

Os multiplicadores A 2P sdao obtidos apds a simetrizacao da eq.

(1.71):
ab 1 ki T{(b) 4/ u {2)) Y
22X = 2nJ e ( (e (1) eT{i) e )U)
_ 1. k((a) (b)) .M - T = (1)
7 0 e )Te )€ (1w (1.72)

Resta agora verificar as implicagdes da expres-
sao que resulta quando antissimetrizamos os indices a e b na

equacao (1.71). Tal expressdo & dada por:

1 Kla T(h) _u . (i) _
zndT e © ) Bt € T
_ogki M) pp I gw TN L
J"" e . (eu e (i) e (i)) (1.73)
Apds algum algebrismo (vide apéndice B) , chegamos ao seguin

te resultado:
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é.ba + Sja ij + Sbj Qaj =0 (1.74)

Esta equagdo nada mais & que a lei de conservagao do momento
angular de spin. Expressando -a equac¢ao (1.74) na base de co-

ordenadas, obtemos:
. 2 .
sOB 4 o7 (g0B b - gBu Yy U, =0 (1.75)

ou ainda:

w0
=
™
Il
o
4]

), =0 (1.76)

B

0 tensor de spin s*? & Fermi-Walker transportado ac longc da
linha de universo de..cada particula do fluido. Consequentemente a mag
nitude do spin, Suvsuv m;SuSu,élmHmidaconstante a medida que o
sistena evolui. Como veremos no capitulo seguinte, o tensor
de spin nao sera conservado num contexto mais geral onde ha a
presenca de certos termos no lado direito-da eq. (1.75). Tais

termos serdo interpretados como fluxos dissipativos associa-

dos ao spin do fluido.
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1.3 - Eduagoes do Campo Gravitacional. Tensor Momento-energia

A fim de descrever o fluido perfeito com momen-
to angular de spin e dotado de microestrutura rigida que inte

rage gravitacionalmente, devemos adicionar a lagrangeana do

fluido a lagrangeana de Einstein[401. A densidade de lagran-
geana total & &ntao dada por:
L -L =5+ (1.77)
2% £
onde R é o escalar de curvatura, ==§E§, G & a constante gra-

vitacional universal e l; & a densidade de lagrangeana do flui

do dada pela eg. (1.49). A integral de acado associadaa (1.77),

é&:

I =J(—“’?X9—R +aff) d*x (1.78)

A variacao com relacdo a g5, nos fornece a seguinte expres-

sdos

o

~ B r:TEGGT 81% 84%7 .
R Jor1 - ( ugo:)
(1.79)

cT aT at . - .
onde G = R - ig; R. A wvariacao da acaco construlda com a

densidade de lagrangeana do contetdo material resulta no ten-

[40]

sor momento—-energia Assim, a expressao que envolve de-

rivadas de lé. na eq. (1.79) pode ser escrita como:

A T s, —
7Y_;£_ -3 5_3_,£_ - _i%ﬂ 7T (1.80)
gor H _ { ugor)
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Abaixo, exibiremos os dois termos do membro esquerdo da eq. (1.80):

3ol -
£t —1 ki / u * (i) {T . g}
995, 9| an (e )€ T S T
(o < 1) {j) -0 AB (0 7)
+ e (k)e e(i)ae ﬁﬂ) + A e (A)e (B)+

1 L ki M s - {3)
+ 59 (F(n,s) + ZmlJ e (k) ea(i) e (1) e U)

(1.81)
_365 — —
2., . =—-/—_g‘;Vu(nSU(GUT)) +
_a(augor-s)_
P ong®tT
1 ki fy 5 (T ) - !
+EnJ @k e u)e (ﬂ) +—7r——
(1.82)

No apéndice B veremos.com detalhes o cidlculo necessirio para
chegarmos a essas expressOes. Voltando para (1.80) e tendo-
-se em vista as equacgdes (1.57), (1.66), (1.70) e (1.72) che

gamos, apbs um laborioso calculo, ao geguinte resultado:

0T _ _ ke o OF
G = X |9 (é(n’s) n o= ) +
g _.T
U’ U ( aF 1 ki U * 0 - (3)
+ Fs oo = -
cz UV on "I % ) %) ® )¢
B u(o. 1) 2n =~ .ulT,0)
2vu ns U ) + 3 Uus U (1.83)

0 membro direito dessa equacgdao pode ainda ser escrito de modo
mais conveniente ao utilizarmos as equagdes (1.50), (1.51) e

{(L.52). Obtemos, entdo, o resultado desejado:



-—37 -

o T
ot _ 1 LaB u"u  _ oT _
%" = -x|(p+ 508" 0 ) =3 - ph
_ pw{o,.1) 2n & L u(T,0)
29, (ns" % ) - 25, s* (1.84)

sendo p=n(ac? +¢). O tensor momento-energia pode ser dividi-
do em duas parcelas: um tensor momento-energia de fluideo per-
feito, T.97, e um tensor momento-energia associado ao spin da

f
matéria, TSUT, dados, respectivamente, por:

_ phnoT (1.85)

O T
ot _ 1 LoB u-us ulo T)) 2n ~ sulopnT)
T Sns*e =03 29 (ns"™%U + 270, MU

(1.86)

Algumas observag¢des acerca do tensor momento-energia fazem-se

necessarias. Inicialmente, a estrutura deste tensor & similar

[24] e OK[28}. A difereca basica esta

dqueles obtidos por RS
na presenc¢a da energia cinética de spin em nossoc modelo (pri-
meiro termo do segundo membro de (1.86)). Se calcularmos a
partir de (1.85) e {(1.86) a densidade total de energia p

U, u
o . - .
= (TfOL8 + TSOLB)“—E;E de um elemento de volume arbitrario do

total
fluido, obteremos:

= n{ac? +¢) +—]2'-nSu\)Q ~ 2nsHY (1.87)

p
total IRy Ky

~ AY] . ~ .
Nesta expressao, - 2n ™V w representa a interagao do spin

uv
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com a vofticidade do fluido. Sendo assim, um observador em repou
-s0 com o elemento de volume em gquestdo ira percerber as seguin
tes contribuicdes: a de energia de repouso e interna, a de ro-
tacdo intrinsica do elemento e a de interacao spin-vorticidade,
Nos modelos de RS e OK, um calculo semelhante mostra a ausén-—
cia da energia de rotacdo intrinseca do elemento de volume.
Posteriormente veremos como a nova contribuicao
de energia pode mudar a din3mica de modelos cosmoldgicos usu-

ais com um fluido dotado de spin como fonte de curvatura. En-

aB _q o aB
£ s

fatizamos também o fato de gue T & o mesmo obti-

L30}

do por Maugin de modo fenomenoldgico quando consideramos a

situacdo de equilibrio termodinamico e auséncia de interagao e
e o (%)
letromagnetica .
As leis de conservagao (balanco) do momento e e-
nergia podem ser obtidas a partir das equacdes de campo (1.83)

quando aplicamos as identidades de Bianchi. Sendo assim, te-

mos a seguinte expresgio:

0T
1 uv Uu-u gt 2n H ¢..T
2 = - ==
Vo|nlac2+e+ 58 qu) oz ph™ "+ 3 Uﬁ.S U +
s g O sVMyP = g (1.88)
B Hv

onde os detalhes de calculo sao deixados no apéndice B. O a-
coplamento entre a curvatura e o spin surge naturalmente nas
equagOes de movimento para particulas com spin em relativi-

dade geral[41]. 0 termo em questao & conhecido como forga de

(*) Na verdade, Maugin obteve um tensor momento—energla para um fluido dis
sipativo com spin dotado de microestrutura rlglda e em 1nteragao com O
campo eletromagnetico.
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Mathisson-—-Papapetrou. Projetando a eq. (1.88) paralelamente e per-
pendicularmente a Uu, obteremos as leis de conservagao da e-

nergia e do momento, dadas, respectivamente, por:

nje +p(Z) [ =0 (1.89)

5O 4 21 LN ¢ o VU B _
nIOTU oz Suk(U)i (Vhp)iJ’nhoARBqu U 0
(1.90)

Nesta expressdo, 0 tensor IGT que & simétrico e completamente defini-

do no tri-espago perpendicular a Uu, & escrito como:

- -2 PN P 2
Top = |atc e+ 3sta  + n)JI%”\+ = (SO}\)_L (1.91)

Este tensor pode ser interpretado como sendo a generalizacgao

[30] de um dado elemento de volume arbitrario. No-

da inércia
te a presen¢a na eqg.(1.90)do termo envolvendo a derivada se-
gunda do campo de velocidaaes u". Este termo representa o u-
sual fendmeno de auto-interacdo, de modo gue necessitamos dJde
tres condigOes iniciais para especificar uma Unica solugioc da

equacac de movimento mesmo no casc de espago-tempo plano.

Por fim, & importante ressaltar gue na dedugao

da eg. (1.89) utilizamos a lel de conservacdo da energia ciné
tica de spin[13’l4’30], escrita como:

1 (otB o

Sns®F 0, =0 (1.92)

No apéndice B mostramos como obtemcs esta equacgio a
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partir da lei de conservacao do momento angular de spin (eq.

(1.75)) e da condigao de rigidez das particulas do fluido.



CAPITULO 2

Fluidos Relativistas com Spin Fora do Equilibrio

Termodinamico: Teoria Fenomenologica

A formulagao relativista da termodindmica de pro-
cessos irreversiveis deve-se essencialmente aos trabalhos de

[4°] ¢ Landau e nifshitz[%®). A caracteristica basica en

Eckart
contrada em ambos trabalhos &€ a validade da hipotese do equili
brio local, que consiste em manter inalterada a equacao de Gibbs
definida para estados de equilibrio termodinamico. Entretanto,
esta formulacgao apresenta alguns aspectos inconvenientes: seus
resultados sao validos somente nas situagoes quasi-estaciona
rias, além da predicao de velocidade infinita de propagacao das
ondas térmicas e viscosas, sendo portanto, nac aplicavel aos fe
ndmenos nao-estacionarios. Nestes fenomenos, os gradientes es—
paco~temporais das quantidades fisicas nao sdo pequenos quando
comparados com o caminho médio livre e o tempo médio de colisao
caracteristicos do meioiSl].

Essas dificuldades foram superadas com a termodind
mica estendida ou causal, cuja formulacao foi inicialmente pro-

[50]

posta E@rbﬁﬂler (teoria ndo-relativista) em 1967 e depois re

[SLIL [52] introdu

tomada em 1976 por Israel Mais tarde, Paven et al
ziram a entropia de nao equilibrio gue & fungao das variaveis

dissipativas além das usuais de equilibrio. Nessas teorias, as
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equagles fenomenoldgicas passam a ser equacgdes de evolugio pa-
ra os fluxos dissipativos, ao contrario das teorias baseadas
na hipotese do equilibrio local. Em conseqfiéncia disso, as e-
quacdes de propagacdo das ondas térmicas e viscosas s&o do ti
po hiperbélico que, por sua vez, fornecem valores finitos para
as velocidades de propagacao dessas ondas.

Ultimamente o interesse nos fendOmenos dissipati-
vos relativistas tem aumentado consideravelmente e, varios pro
blemas em astrofisica e cosmologia tém sido atacados utilizan
do-se as teorias estendidas da termodinamica. Podemos citar,
por exemplo,FusterOEaPavon[54], que fazem uma estimativa da
producao de entropia devido a viscosidade volumar em nosso uni

[55] [561

verso; Pavon et al e Jou e Pavon estudam as flutua-

cOes de equilibrio dos fluxos dissipativos objetivando determi

£57]

nar os coeficientes dissipativos.. Qautor analisa termodinami-

camente um fluido dissipativo em contracdo no espago-tempo cur
vo e, em colaboragao com SalimESB], exibe solugoes cosmoldgi-

cas para um fluido com viscosidade volumar. Nesta mesma abor-

dagem, Novello et al[59] exibe um estudo mais geral desse cena-
rio. Modelos inflacionérios[GO] também foram investigados a
luz da termodindmica causal. Calvao e Salim[6l], utilizando a

formulacao termodindmica de Landau-Lifshitz, estudam modelos

homogéneos e isotrdpicos. Recentemente Pavon et a1[65]

anali
saram a evolucado desses modelos com fluidos viscosos.

Tendo em vista essas motivagdes, este capitulo
serad dividido como mostrado a seguir: a primeira secdo sera
dedicada a apresentar a termodinidmica em primeira ordem {equi

librio local) para fluidos com spin no espac¢o-tempo curvo, on

de o tensor métrico € dado a priori. Introduzimos os ele-
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mentos basicos para a descrigao fenomenoldgica de um fluido,
que & baseada nos objetos que representam a distribuigdo de mo
mento~energia, particulas, entropia e momento angular de spin,
bem como as leis de balango associadas a cada uma dessas quan-
tidades.

Na segdo 2.2, propomos a versido causal da termodi
ndmica de processos irreversiveis para fluidos com spin. Nas
duas segoes subseqglientes fazemos algumas aplicagdes da teoria.
Na seg¢do 2.3 analisamos a propagagac de ondas térmicas e de
spin num exemplo bem simples e, na sec¢ao 2.4 estudamos o pro-
blema das flutuagbes dos fluxos dissipativos em torno do esta-
do de equilibrio termodinamico.

Na secdo 2.5 o fluido com o spin € o responsavel
pela curvatura do espago-tempo. Entao, devido ao processo de
simetrizagao do tensor momento-energia assimétrico obtido na
secgac 2.1, mostramos como o campo gravitacional altera a pri-
meira lei da termodindmica via acoplamento entre o tensor de

afuv

curvatura R e o tensor de difusdo de momento angular de

o -~ . . . .
Bu. Em conseqliencia disso, termcs adicionails aparece-

spin M
rdo na producac de entropia alterando algumas equagoes fenome-

noldgicas.
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2.1 - Termodinamica de Processos Irreversiveis para Fluidos

com SPin 1:Regime Quasi-Estacionario

A descricdo fenomenoldgica de um fluido simples
relativista dissipativo & feita tomando por base as variaveis
dindmicas do sistema que s3o a energia, o momento, a densidade
do numero de particulas (ou densidade de massa) e a entropia.
Essas quantidades sao representadas por campos tensoriais defl

nidos na variedade espago-tempo M*(g,x), a saber: 0 tensor mo-

mento—energialnTaB, o quadrivetor densidade de fluxo de parti-
culas N e o quadrivetor fluxo de entropia & As leis dinami-

cas da evolugdo sao determinadas pelas leis de balanco do mo-
mento-energia, da conservagao do nimero de particulas e pelo
segundo principio da termodindmica. Entretanto, se o fluido
possuir momento angular de spin nao nulo, oriundo de alguma es
trutura interna de seus constituintes, devemos acrescentar um

outro campo tensorial, SGBU

; conhecido por tensor fluxo de mo-
mento angular de spin. FEste tensor & antissimétrico nos dois
primeiros indices e contém toda a informacao acerca da distri-
bui¢ao do momento angular de spin, bem como dos torques inter-

o [30]

no . 0Os fluidos nos quais s“B“:to sao genericamente deno-

By satisfaz uma

minados de fluidos polares. 0O tensor S
lei de balango que expressa a evolugdao do momento angular de
spin.

A lei de balan¢o do momento-energia engloba as
usuals primeira lei da termodinamica (conservacao da energiale

a de movimento (balanco do momento linear), estabelecidas na

descricdo nac relativista. A lel de conservagiao da massa en—
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contra—sé incluida na primeira lei, visto a equivaléncia entre
massa e energia estabelecida pela relatividade. FEssa degenera
gdo do sistema relativistico & superada definindo-se a lei de
conservacdo do numerc de particulas, gque substitui a usual e-
quacao de continuidade (lei de conservacido da massa). Como o
proprio nome sugere, esta lei afirma gque o nimero de particu-
las contido num dado volume mantém-se constante., Na verdade,

[42]

estabelecemos o que Dixon dencmina de conservacao da massa
inerte, ou seja, a conservacdo da massa gue nao & convertida
em energia nos processos sob os quais o fluido estd submetido.

A lei de balango do momento angular de spin for-
necera, além da equagdo de evolugao do momento angular de spin,
a relacdo entre a densidade de momento e a densidade de fluxo
da energia do fluido. A usual relacdo de Planck[43], densida-
de de momento==c_2(densidade de fluxo de energia), nao sera
mais satisfeita para fluidos com spin, como mostrado mais adi-
ante,

0 segundo principio da termodind@mica estabelece
que a produgao de entropia & sempre positiva. No estado de e-
quilibrio termodindmico, a producao de entropia é nula. Fsse
principio permitird ainda a dedugao de novas relagdes, denomi-
nadas equagoes fenomenologicas ou constitutivas, sem as quais
ndo & possivel especificar a evolucgdo do fluido, uma vez que
teriamos um nimero de equacdes menor gque o numero de incdgnitas.

As expressOes matemdticas das lels anteriormente

mencionadas, cujas dedugdes podem ser encontradas no apéndice

C, sao:
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af
Vg ol = 0 (2.1)
v, NH = 0 (2.2)
v, sOPU mT[“B] (2.3)
v, s* > 0 (2.4)

Temos, respectivamente, a conservagao do momento-energia (nao
ha fontes), a conservagao do nimero de particulas, a lei de ba
lanco do momento angular de spin ¢ o segundo principio da ter-
modindmica.

Com o intuito de obter explicitamente as equagoes

que determinam a dinamica do fluido, & fundamental que explici

u SOtBu u

temos a forma de mTaB, N", e 47 em fungdo de quantidades
fisicas relevantes tais como densidade de energia interna, pres
sa0, quadrivelocidade hidrodindmica, etc., Essa sera a tarefa
que nos ocuparemos dagqul por diante.

O tensor momento-energia de um fluido gqualguer
pode ser decomposto relativamente ao campo de velocidades hi-
drodinamico Ua(x), como mostramos abalxo:

g B -2 B _q Ba

—_
%8 = " gty

. + p%u" + T QP U™ vt (2.5)
onde

Bz’ mTO‘B U, Ug (2.6)

p® = 7 RO mTuBUB (2.7)

of = y® o pHb (2.8)

£FO 2 oM Ry T, (2.9)

As quantidades definidas em (2.6), ... (2.9) tém um significa-

do fisico bem definido que & facilmente identificado quando pas
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samos para o referencial de repouso local, ou comovente com um
dado elemento de veolume do fluido. Neste referencial podemos

escrever U ;'(:GQO , de modo que as expressdes (2.6) ... (2.9)

sdo escritas por:

B X @ (2.10)
p, 20 5 opy 22T (2.11)
0,20 ; 0 % e T (2.12)
b, St =t 20 tys 2T (2.13)
Sequindo de Groot[44], B &€ a densidade da energia do fluido,

pa & a densidade de momento, Q% & a densidade de fluxo de ener

gia e, finalmente, tsa & o tensor relativista das tensdes.
0 quadrivetor densidade de fluxo de particulas é

(*),

dado por :

N* = n ot (2.14)

onde n & a densidade do nimero de particulas. Queremos ressal

tar que estamos adotando, por conveniéncia, a definigao de

[45] para a quadrivelocidade hidrodindmica. Alternati-

vamente, existe a escolha feita por Landau—Lifshitz[46], onde

Eckart

ao invés de adotar a velocidade do fluxo de particulas (Eckart),

& considerado a velocidade associada ac fluxoc de energila, que,

~ . 47]
de um modo geral, nao c01ncidem[ .

(*) na auséncia de reacoes quimicas.
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Su

o - .
O tensor S sera, nos casgs gue lremos tratar,

decomposto relativamente no campo de velocidades u¥ da seguin-

te maneira:
sOBU _ g®B gr 4 poBu (2.15)

Nesta expressao s%F - ~ghfe 5o tensor momento angular de spin

ja introduzido no capitulo anterior (vide se¢ac 1.2.2). 0 ten-

aBuy

sor M ;, antissimétrico nos dois primeiros Indices e completa

wBH = (5P
iR
e conhecido como sendo o tensor das tens8es-torgues. Na verda

mente definido no tri-espa¢o perpendicular a UG(M '

de, este tensor & a representacao macroscOpica das interacgdes

exercidas entre as particulas vizinhas girantes do fluido[30].
Por Gltimo, o gquadrivetor fluxo de entropia 5P 8
escrito do seguinte modo:
s = ns Ut 4+ 1H (2.16)

sendo 4 a entropia por particula e T+ = h”aéa ; 8 parte espacil

al de 4" que nada mais é gque a difusaoc de entropia.
Tendo obtido as decomposicOes de mTuB, Nu, SOLBH
e 5%, o proximo passo sera substitul-las, respectivamente,nas

equac¢oes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4}, para derivar as equacdes

dinamicas procuradas.

- Lei de balanco do momento-energia

As leis de conservac¢ao da energia (primeira lei
da termodinamica) e as equacgbes de movimento sao obtidas de
(2.1) guando fazemos as proje¢des nas dire¢les paralela e per-

' o . ~
pendicular a U, resultando nas seguintes equagoes:
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aff
UavB mT =0 (2.17)
of _
hauVB - =0 (2.18)
oB

Substituindo mT dado em (2.3) nas duas expressOes acima, che

gamos, apds algum algebrismo, aos sequintes resultados:

. I 1 B, Ba _
B+ B0 - plu + vo' - £"¥(vu ) =0 (2.19)
-2 * .0y | -2 B o Ba
BU +h +pte + =
c Uu aup P c Q hauvB[J +hau(v8t ) =0
(2.20)
onde 0 = ‘\7UU11 é a expansao do fluido. Devemos ressaltar

que asedgs. (2.19) e (2.20) nao encontram-se em sua forma final, uma
vez que nac fornecemos as expressoes correspondentes as quan-
tidades B, p%, 0% e tB%. Essas expressdes dependem da nature

za do melo continuo em questdo. Por exemplo, ao definirmos o

—2
T3y

gquadrivetor densidade de momento total % = ¢ o g v te-
mos :
-2
P = ¢7"BUY + p° (2.21)
o

p & a densidade de momento de origem nao-mecanica. Se omeio
continuo for constituido de campo eletromagnético, seque que
p” seri identificado como sendo a densidade de momento do cam
po eletromagnético. Ainda neste caso, 0% coincidirad com o ve
tor de Poynting, e assim por diante. Posteriormente, faremos

a identificacdo das quantidades presentes em mTOLB.



=-50-

- Lei de conservacao do numero de particulas

Substituindo a expressio de N" dada em {(2.14) na

equacao (2.2), obtemos:
n+no =0 (2.22)

Essa equagao indica que a variacdo do numero e particulas por
unidade de volume & compensada pela variacao do volume pro-

prioc.

- Lei de balanco do momento angular de spin

Substituindo a decomposicao de SOtBu dada em (2.
19) na equagao {(2.3) e levando em conta a lei de conservacao

do numero de particulas (2.22), vem:
ns®f 4 VUMGB“ = mT[“B] (2.23)

Esta equagao pode ser reescrita de modo mais conveniente guan-

o B

do substituimos a decomposicao de o7 dada pela eg. (2.5):

B

ns® + o ¥ lBypel 4 IRe] (2.24)

N \7“ MOBH p[aUB]

A lei de balanco do momento angular de spin nos
fornece duas informagdes de importancia fundamental. A primei
ra delas gue & a relacao entre pOt e 9% & obtida quando proje-—
tamos (2.24) na diregao paralela a %

B B

o aBy _ _c?p Q .
ns UG.+UG.VUM = 5 + 3 .
-2 *
S p8=c [QB+2nSOLBUOt+ZMOLBM(Vu U,) 1 (2.25)

L

Fica claro, dessa expressdo, gue a relacdo de Planck nido & sa-
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tisfeita para fluidos com spin. Portanto, a parte antissimé-

[Bal

trica do tensor momento-energia nao.é nula devido 3 t # 0
(como veremos mals adiante) e a violacgao da relagdo de Planck.
A segunda informagao proveniente de (2.24) é ob

tida quando projetamos esta equagao no tri-espacgo perpendicu-

- .
lar a U :

n(s®fy &+ (v mOF¥y - IRl (2.26)
H i
Esta equagao expressa a lei de evolugao do momento angular de
spin. O tensor MOLBu também pode ser entendido como densidade
de difusao de momento angular de spin do mesmo modo que o ten-

B 2 a densidade de difusao de momento linear.

sor das tensdes t
Note que o termo de produgaoc de momento angular & dado pela
parte antissimétrica do tensor das tensoes.

No capitulo I obtivemos a lei de balango da
densidade de energia cinética de spin num contexto mais sim-
ples (eq. 1.92). Podemos, entdo, a partir da eg. (2.26), obter a mesma

lei na presente situacaoc fazendo inicialmente a contracaoc de

(2.26) com Qa

B:
n(SOLB)"L Q. + (VUMOLBU)_LQOLB = elfg o 2iam)
Sabendo-se que rléspin = n(SOLB)_L QaB , onde eSpin = %—SGB QaB
(vide eq. 1.40), podemos reescrever (2.27) como:
opin T4 (m*BH g) = ¢ [Pal T MOLBUVU 0n

(2.27")
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[ 9]

De acordo com a estrutura geral de uma equacdao de balancgo '
o termo MGBUQQB & a densidade de fluxo de energia cinética
de spin e os termos do segundo membro de (2.27') sdo agqueles
de producgao de energia cinética de spin.

Com os resultados obtidos até agora estamos ap-

iy ~ o o
tos para exibir as expressoes correspohdentes a B, p , Q e

Ba . - . . .
t" . Como vimes, B e a densidade de energia percebida por um
observador no referencial de repouso. Entao, para um fluido

sem spin,B & dado por[44’48%

B = n(ac? + g) (2.28)

onde nac? & a densidade de energia associada .a massa de repou
so, sendo a, uma constante e ne & a densidade de energia in-
terna. No modelo em questdao, cada elemento de volume & dota-
do de momento angular de spin e, em conseqfiéncia disso, pos-
sl energia cinetica de spin ou de rotacao. Logo, devemos a-

crescentar malis um termo em (2.28) e obter:

_ 1 ok
B = n(ac? + &) + 2118 qu (2.29)

UVQ
ey,

0 vetor QB pode ser decomposto do seguinte modo:

sendo %IIS a densidade de energia cinetica de spin.

of = o + oF (2.30)

- B - . [45,48]
Negsa equacgac g €& © gquadrivetor fluxo de calor ; que no
referencial de repouso & dado por qB £ (0,q), sendo % o usual
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vetor fluxo de calor. Este fluxo nada mais € que o fluxo de
energia interna do fluido. Ja o quadrivetor @B represen
ta o fluxo de energia cinética de spin, cuja expressao & obti
da diretamente da equagao (2.27'). Assim, temos:
of = ¢f + uMVB 2,

v (2.31)

B

A expressao final de p~ & obtida ao substituirmos a eq. (2.31)

na eq. (2.25):

B _ =26 uvEg af - aBu
D = g~ +M qu-FZnS U, +2M (qua)l
{(2.32)
Note que se MHVP = qB = 0, a expressao acima nos informa que
2n _aB -

. Este resultado & cobtido

a
em teorias mais simples de fluidos com spin[20’24’28'29].

a densidade de momento & =3 5 U

Resta explicitar a expressao correspondente ao

tensor relativista das tensdes, tBa, que & dado por [30]:
P = - (p+ mnfe 4480 4 gRe (2.33)

No lado direito desta expressdo, os deis primeiros termos sio

conhecidos: p € a pressdo hidrostética, 7 & a viscosidade vo

Ba

lumar m ¢ a pressdo anisotrdpica (parte simétrica e sem

B ~Ba Ba

o, - - . _ .
trago de t" ) e e a parte antissimetrica de t . Como ve

Ba

remos mais adiante T e T serao interpretados termodinamica-

. . . - ~Ba
mente como fluxos dissipativos e ¢ mesmo valera para w , onde
. . . , . [5,7]
este Ultimo e conhecido por viscosidade rotacional .

Para finalizar esta etapa, tendo em m3ods as ex-—
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pressoes correspondentes a B, pB, QB e tBa, iremos substitul-
-lasg nas egs. {2.19) e (2.20) com a finalidade de exibir a primeira

lei da termodindmica e a lei de conservacio do momento linear

para o sistema em questdo.

- 1oguv o L o™ V-
{(n+ n8) {(ac2 + ¢ + 5 S qu)+11€+ 5 n(S qu)

_ c‘qu“ + m*Ru R + 20 sH 0, + om P (VB ) :l i}u +

U OoBU _ Ba Ba ~Ba
+Vu(q +M QOLB)_] (p+Tr)h + T i

. (VBUOL)l =0 (2.34)

Tendo em vista a eq. {2.22) e a equagao de balanco da energia ciné-

tica de spin (2.27'), a equacao acima reduz-se a:
ni-v (MOLBU/Q ) -7%Pa_+m*BH(y g 4 - _q“ +
u / aB af u aBr

aBu Gy e aup : v oM+
+ Pt a g +2nstt O 4o (VBUOL)_JUU+ L d

+ vu(MaB/U/ﬂaB) +(p+m)0 - P Cup * L weg = O
Reordenando os termos, obtemos:
n(éﬁ-pﬁ)+—($u— 20_2[.1u)qu = —ﬂ@-kﬂchaB -
SRR COPET N B Ll N (2.35)
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1. - i o

= = o Vv a, v = Vv a
onde v o © olume por particula, U hu a’ Yap e waB
sdo, respectivamente, a distorcdo e a vorticidade. Note a

—_ -
presenga do termo - 2c cflUu, de origem puramente relativis-

ta, e que esta relacionado com a inérciacﬂjfluxockacalor[45].

Ainda na eq. (2.35) .introduzimos o tensor AuBu’ gque € dado por:

Bgy = (T, %) | - C_Z_Z(VUU[OL)J-[.]B] + 9,50
(2.36)
Os termos do segundo membro de (2.35) sdo aqueles de producdo
de energia interna.
Fazendo a segunda substituicio, teremos, apos

algum algebrismo, o seguinte resultado:

. 0 ~2(, B _avB
‘ v 2
nI,, 0 +c {(qu)l+qu@+q (BUU)l + hBuLM oyt

B Vo
+ l»MaBuQ +2Maw(v U )l

RV

+ 2Z2M & +

VUa)

v L

.

avpB 2n a & Ba , ~Bo
e ( 2 UL ¢}+ =3 S,U" T, auvB(ﬂ )

(2.37)
= 0
onde o tensor espacial qu & definido por:
= -2 Loguv 2 S -
qu_A_La-kc G:+ 3 S qu i n)] byt ez (Sal)l
(2.38)
sendo P = p+i. Este tensor, como j& mencionado no capitulo an

terior, representa a inércia de cada elementoc do volume do flui
do. Note novamente (vide eq. (1.90)) a presencga do termo envol

vendo derivada'segunda do campo velocidade Uu, que, como ja res
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saltamos anteriormente, representa o efeito de auto-interacglo.

- 20 Principio da termodinamica - Lei de balanco da entropia
U

Fazendo a substituicdo de 4" dado pela equacgdo

(2.16) em (2.4), obtemos:

onde utilizamos a lei de conservagdo do numero de particulas
(eq. 2.22).

Para determinar a producdo de entropia e obter
as relagdes fenomenoldgicas necessarias para completar a des-
crigido do sistema, serd necessirio fornecer informag¢oes acer-
ca da entropia por particula 4, e © quadrivetor fluxo de di-
fusdo de entropia IV.

Em qualguer descricdo termodinidmica de um dado
sistema macroscdpico, € imprescindivel o conhecimento da cha-
mada relagao fundamental da termodinamica[lg], traduzida pela

expressdo de 4 em fungdo das grandezas termodinamicas funda-

mentais. No presente caso, temos:
A =4 (e,n) (2.40)
Essa expressio deve satisfazer a equagdo de Gibbs:

(2.41)

H
&
I
(U]
N
He]
——
g
—

onde T & a temperatura absoluta e p a pressdc termodindmica.
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B import;nte destacar que a equagao de Gibbs é derivada para
situacdes de equilitrio termodindmico. Entretanto, como res-
saltado na introducao, estamos adotando a hipdtese do equili-
brie  local, ondg‘ a despeito do fato do fluido nao encon
tra-se em equilibrio termodin@mico vale a equacao (2.49) lo-
calmente. Uma ultima observa¢do & necessaria: note. que em

B

. o . .
{(2.40) ou (2.41) o tensor de spin S nao e incluldo como uma
variavel termodindmica, o que estd de acordo com a teoria de
fluidos polares newtonianos .

0 quadrivetor fluxode difus3o de entropia i’ &,

em primeira ordem, dado por[4’5’7].
y W
0= (2.42)

Substituindo as equacdes (2.41) e (2.42) em (2.39), vem:

vua” - né s P (%)+ VU<9-TE> > (2.43)

Levando-se em conta a expressdo referente & conservagao da e-—

nergia interna (primeira lei da termodinamica, eq.({2.35)), te

moss
/ 1 v q" 2¢7 7 . 9
p_ -—nply _ 'y c B o _ T8
Y =TT (n) - S Y
/
oB - B /.
L ap 7P (0 -0 ) " Papy . np (L)
T af ~ Yop T T/ n
u
+ 79 (L) 20 (2.44)
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Apb6s algumas simplificac¢odoes chegamos ao seguin-—

te resultado:

aB —oB
v W10, " % T (“’ae—-%g)_
T T T
aBu
L 2 - M A
- 9 . _ o aBu
4z (V7 -c 10 = 2 0 (2.45)

gque nada mails &€ que a expressao da producao de entropia.

- Equagoes fenomenologicas

A producao de entropia dada pela eq.(2.45) pode ser
reescrita de modo mais conveniente, baseado tdo unicamente

nas propriedades de simetria de alguns tensores al presentes.

Iniciemos definindo o guadrivetor ¥ por:

H HeBYV Ty (2.46)

_ 1
T =g " Tag Vv

e que pode ser invertida:

- _ -]__— TRRY
Tag = 7 G Naguv ™ U (2.47)

A partir dessas equagoOes e das similares relacionando w, com

Wag (eg. 1.11) e Qa com Q@B (egq. 1.32), podemos mostrar gue:

= 7 (0gg - 250) = 277 (v, - 2,) (2.48)

-5
No referencial de repouso temos oM X (O,Tﬂah, e o limite new

toniano da equacgac (2.48) (vide apéndice A), & dado por:
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2w“(wu—9u) > ale g ¥ -2 (2.49)

0 que esta de acordo com a expressaoc obtida na teorija nao-re-

lativista[5’6’9j.

Uma vez que tanto MOLBu e AGBU sd0 antissimétri-

cos nos dois primeiros indices, definamos os tensores M e
af

o - . ~ . .

A atraves das seguinteg relagOes e suas respectivas inver-

545:

- 1 LA T afu _ 1 aBAtT 5!
Myg = ~ Tlac ™ gl @ M 3G MU
(2.50)
Ap - 1 AaBv H . __1 AT
A = 5c 0 AaB Uv : AaBll_ C‘ndBKT A uU
(2.51)

B

Fica claro que Mg © A%P estio completamente definidos no tri
~espago perpendicular a u” e ndo tem simetria definida.
Utilizando as relacOes (2.50) e (2.51), pode

ser facilmente encontrado o segquinte resultado:

MaBA (2.52)

8

o o . .
Fazendo a decomposigcao de M e AaB em suas partes irredutli-

vels, podemos escrever:

1 af _ _ 1  %aB [aB] ap, 2
~F MR, = - (M7 M +MNTT) (A F A0t
1 _ 1 GuB? (6]
+ 3 haszn = T (M AaB-+M A[GB]-+MA) (2.53)
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Nesta expressio, o simbolo ¢ indica que estamos considerando

a parte simétrica sem trago, M = % MthaB e A = AthaB'

partes antissimétricas de M*® e a podem ser reexpressas COm

o

auxilio dos quadrivetores Mu e A", cujas definicdes sio dadas

As

abaixo:

- _ 1 [aB] ;v [0B] _ 1 _aBuv
Mu = 2cnua8v M U : M = 611 MuUQ
{(2.54)
Boo 1 uaBv ] S UV
AT E g A[GB]UQ P Brap] T 7 2¢ nuBuvZX u
(2.55)

-

Com auxilio dessas relacglOes, a equagao (2.53) €

escrita como:

uB

1
B3|

(o] 8]
M>-" A =—l(M‘3‘“A
T o

u
a8 + M Au + M A) (2.56)

B

Serd importante, principalmente na obtengao do

limite newtoniano da producdao de entropia, expressar A le-

s
vando-se em conta as eqgs. (2.36) e (2.51), cujo resultado € mostrado a
seguir:
1 -

_ _ _]:_ — 1 u - v -
AuB (VBQa)¢ c2 Lc:nauvT(vBU Jur o+ QaUS_
(2.57)

Ao fazer c - ©, a expressao de AuB no referencial de repouso;

é dada por: . |

il *

a8 (2.58)
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onde (vﬁ)ij = (3,9,).
Voltando & expressio da produgdo de entropia e
levando-se em conta as equagoes (2.48) e (2.56), temos:

o —2 .
v 5“=—%—%(VUT—C o)+ — 2B

H|+~
@

s}
H|
~

(2.59)

A produgdo de entropia dada em (2.59) & consti-
tuida pelo somatorio dos produtos dos fluxos termodinamicos
com suas respectivas forgas. As quantidades T, qu, ﬂaB,

U ° aB TR NP

™, M, M e M" sao os fluxos termodinamicos, enquanto que as
forgcas sao traduzidas pelos gradientes de Ua, Qa e da tempera
tura T. Tais gradientes sao medidas das inomogeneidades in-
ternas do meio, gque, por sua vez, sao o indicativo do estado
de ndo-equilibrio termodinamico do sistema. A separag¢ao en-
tre fluxos e forgas termodinamicas estd baseada nos conceitos
de causa e efeito: devido a presenca de forgas termodinamicas
(causa), sdo estabelecidos os fluxos (efeito). As equacoes
fenomenologicas nada mais sdo que relacodoes algébricas entre
fluxos e for¢as termodinamicas, que naturalmente satisfazem a
condicio de positividade da producdo de entropia. Ao estabe-
lecermos tais equacgodes, introduzimos os coeficientes fenomeno
légicos, que sdo independentes dos respectivos fluxos e for-
cas. Nos estados proximos do equilibrio termodinamico, as e-
quagoes fenomencldgicas sdo relagoes lineares entre fluxos e
forgas termodindamicas.

Objetivando deduzir as equagoes fenomenologicas
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reescrevamos (2.59) da seguinte maneira:

OIB(ZX )+

U 1 0 U
v = = +
UA [m "X g ( Xu) + 7 «g) |

T

0]
+ tHx )« M4x + M*B
g

+MY (5% ) 1 z 0

5
X
( QB)L KoL

(2.60)
onde °X, lXu, e 6Xu sao as forgas termodindmicas. As ex-
pressoes correspondentes sdo obtidas de imediato ao. compararmos

(2.59) com (2.60):

’x = - 0 (2.61a)
('x.) = - EEE (3.7 - “*ry ) (2.61b)
wo T T o © o .

2 _

( XaB)l = 043 (2.61c)
3 = —

( X“)¢ = 2(mu Qu) (2.614)

*x = - A (2.61e)
5 —_ 3]

( XQB)l = - Ay, (2.61F)
6 = -

( xu)l = - A, (2.61q)

[6,91

Adotaremos o principio de Curie , traduzido pela imposicao
de que fluxos e forgas de diferentes carater tensorial nao a-
coplam-se, ou, em outras palavras, os coeficientes fenomenold

gicos sao escalares. Sendo assim, podemos, em primeira or-

dem, escrever:

’x =a T (2.62a)
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= oo .
{ X )1 au.qﬁ al_E MU (2.62b)
2 —
( XW)J. =a_ T, (2.62c)
3
= T -
( XU)L a33 U (2.62d)
"X =a M (2.62e)
l+l+
(°x. ) = M (2.62£)
WV, o5 UV .
3]
= + .62
( Xu)l aﬁl qU aGB MU (2.629)
Note gque os coeficientes a . ea; evidenciam a existéncia de

acoplamento entre os fluxos termodinamicos representados por

0

e MQB

. a T, T
qu =3 Mu 0 mesmo nhao ocorre entre M e T, qu ou Mu e .

af . -
e T ", 1Isto porgue, no primeiro caso, M &€ um pseudo-escalar e

T um verdadeiro escalar; no segundo, q, € MU sao verdadeiros

vetores (vetores polares) e 7. um pseudo-vetor (vetor axial);

u

, . af . .
e, por fim, no terceiro caso, 7 € um verdadelro tensor engquan

to que ﬁaB & um pseudo-tensor.

Antes de especificarmos os coeficientes a roa
cerr By vejamos gue condig¢des estes devem satisfazer para
gque a producao de entropia seja sempre positiva em todas as

configuracdes do sistema. Substituindo as equagdes (2.62) em

{2.60), segue:

H 2 5 H H
¥V 4 =a T+ a +{a +a M +a2a M M" 4+
E a0 n‘q qU ( 16 Gl)q M 66 M

+a 71 42 ﬂuwu+a M? + a ﬁuﬁﬁuszo

22 af 33 1y 55
{2.63)

e, em consegliéncia disso, temos:
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joi]
i
o
-y
]
(A%
o
joi]
17
o
ot}
v
o
-,
o
v
o

(2.64a)

a a z-%(a +a )? (2.64Db)

As constantes a , @ , ..., & serao identificadas com parame

G0 11 —
tros fisicos ao calcularmos o limite newtoniano das equacgdes
fenomenoldgicas (2.62). No apéndice A apresentamos detalhes do

calculo, e,abaixo, exibimos os resultados:

-1 v
Lol L o mET o _wt
w ¢ 11 XE=-u'vt I ¢ R
a =%; a :__ﬁl_; a = = (2.65)
22 33 r Ll EP
1 v - X
=} = — 3 a = a =
55 g 61 ¥ - uv! ! 6 XE&E - WV 'j
onde Z, n e n. sao os coeficientes de viscosidade volumar,
de distorc¢io e :de viscosidade rotacional, respectivamente; X
Q

& o usual coeficilente da condugao de calor; gp, £ e& sdo os
coeficientes associados acs fluxos dissipativos M, M%% e MM res-
pectivamente. Por fim, p'en' estdo relacionados com o acopla
mento entre os fluxos dissipativos queaM , e devido as rela-

[49]

¢Oes de reciprocidade de Onsager temos que: -

ulT _—___\)' (2.66)

As equacbes fenomenoldgicas dadas pelas egs.. {2.62)

sA0 reescritas como mostrado a seguir:

T= -0 (2.67a)
AY)

a7 a_h e
qll =(a, g~ a2, ag) 1: LTH— (avT_ e ? TU\')) + alGAu (2.67b)
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7B o OB (2.67¢)
= -2 - 0 2.67d
ﬂu nr(wu U) ( 7d)
M= -£gPa (2.67e)
M= -£R 2.67fF
M = (a )_l_ﬂh“\) (3. T - ¢ TU.) -
o 11 ass alE aEl T v v
- i
a . Au. (2.67g)
O sistema de equagdes que rege a evolugao do

fluido a partir de uma dada configuracao inicial é formado pe-
las leis de balanc¢o do momento-energia, do momento angular de
spin e da lei de conservagao do numero de particulas e, fica

completo quando adicionamos as equagoes fenomenoldgicas (2.67).

Temos agora o mesmo numero de equagdes e de incdgnitas. As va
- . . . e . ol B

riavels diltas fundamentals ou primitivas U, €, 5 e n pos—-

suem uma equacao de evolugdo ou propagagao. Os fluxos dissipa

tivos, ao contrario, estdo relacionadas algebricamente com as
variaveis fundamentais que caracterizam o estado do sistema. Es
te & um aspecto importante, pois faz a distincao entre dois ti
pos de variaveis: as varidveis dindmicas fundamentais acima men
cionadas, e agquelas secunddrias, como os fluxos dissipativos.
£ bom frizar gque a descrigdo apresentada & propria para si-
~ . . . - . [51] -
tuagoes denomlnadas de duasl—-estaclonarlas . Na proxima se

Gdo, vamos estender o formalismo apresentado de modo a abran-—

ger 0s regimes nio-estacionarios.
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2.2 - Termodinamica de Processos Irreversiveis para Fluidos

com Spin II: Teoria Causal

Como ressaltado na introducdo do capitulo, uma das princi.
pais dificuldades da termodinamica de processos irreversivels apoiada na
hipctese do equilibrio local, & a predigdo de propagacao de sinails térmi-

. e .. [31,50] . .
Cos e viscosos cam velocidade infinita . Isto & cbviamente contra a
bem estabelecida idéia de causalidade. Vimos ainda, na Segao
anterior, que a teoria desenvolvida & aplicédvel somente nas si-
tuagdes ditas quasi-estacionarias, ou seja, naquelas em que as
variacoes espaco-temporais das grandezas bisicas s3o pequenas
relativamente a escalas caracterizadas pelo pelo livre caminho
.. . - .. 151]

medio e livre tempoc medio .

Com o intuito de estabelecer uma formulagao da
teoria termodinamica causal para fluidos com spin, livre dos
prejuizos ja mencionados, iremos seguir o procedimento delinea

do nas refs. [31,51,52].Sendo assim, o primeiro passo € estabele-

cer a fungdo entropla de nao-equilibrio por particula:
o]
s =6 (e,n,m,q", 7%, 7% M, u0F ) (2.68)

Os fluxos dissipativos passam a ser tdo importantes na caracte
rizacdo termodindmica do sistema quanto as varidveis de equi-
libric € e n. Da eq. (2.68), estabelecemos as seguintes equa¢oes

de estado:

-1 9
g.’% =T (E,nrﬂ,qu,ﬂaB,Hu,M,MaB,Mu) {(2.69a)

_ 95 gt WoOB LW o, Q0B
8(1/1’1) =T p(E,n,'lT,q Fail el erM IM)(2.69b)
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onde p e T sao a pressao e¢ a temperatura definidas fora do e-
quilibrio termodindmico. As demais equac¢des validas exclusiva

mente para estados fora do equilibrio sao:

a4 -1
= = T Vo m {2.69c)
04 -1 — U
a—qp' =T V(C(lqp+0!-1M) (2-69(1)
A -1
BE = T v<12wa8 (2.69e)
B
94 -1 u
P T va, ({2.69f)
34 -1
M T V'O?-4 M (2.699')
_ 0
B -l 0P (2.69h)
aM
apB
54 -1 — U .
s =T v(asMu-+a6qU) (2.691)
u

Os coeficientes Gy pCyyeee, 0 sao escalares e dependem das va-
riaveis de equilibrio. Note em (2.69d) e (2.69i) a introducédo
dos coeficientes o, e a. . Tais pardmetros estfo associados ao
acaplamento dos efeitos de qU e Mp, Uuma vez Jue esses fluxos
dissipativos tem o0 mesmo carater tensorial. Assim, a equacao
de Gibbs generalizada € dada poxr:

_ 1y . W= N e afs
f%-—€+p(ﬁ>4-vd0mT+Vth +@1M)qU+Vd2W WaB

- . Opy o ' — o
+v oo, 'ITUTFU +tvaoe,MM+vaM B(MOLB) +v(oas M +0L6qu)MLi
(2.70})

+
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Além da entropia de ndo-equilibrio, devemos esta
belecer o fluxo espacial de entropia de nao-equilibrio. A ex

pressac mals geral para 1" contendo contribui¢bes de todos o©s

fluxos até sequnda ordem &:

poov, 1 nu\)chq P U+

p_ 1 u N L
I—Tq +611Tq +821r\)q+c83 v Ty Ug
+BQMU+85WMU+BSWU\)M\)+%-B,/.TiuvaBMvTTOLUB+
u ou v
+ B, M +BSM\)TT (2.71)

sendo B;,1i=1,...,9, coeficientes fenomenoldgicos que s&o fun
¢oes apenas das varidveis de equilibrio.

0 procedimento para o calculo da produgao de en-
tropia e, a consequente deducac das novas equacdoes fenomenold-
gicas, € o mesmo delineado na secao anterior. A partir da eq.

(2.39), juntamente com as egs. (2.70) e (2.71), obteremos:

g 4H_ DE g}z(%)J,. Rl +%(alqu+almu)&iu +

G-B' e - OOLB (0] -
o, T Waﬁ . AT Wu N aqMM aSM (M&B) N
T T

!
u Wy q U oV
(o M™ +a,.qg )Mu-% VU( m + B, mg” +B,m N

k| =

LvaB U W MY
Ba” qvﬂaUB + BuM -+BSWM + Bsﬂ vM +

+
Q=

1 uvag u MATRIRY
+ 2 BN M T Ug B Mr” 4 B MY )z o0 (2.72)

B
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Tendo em vista a equagao de balango da energia interna (eq. 2.
35), bem como as egs. (2.49) e (2.56), podemos escrever a se-

guinte expressao:

VUA“: —%— LTTGX*F q“(lxu) R WOLB(zXOLB)_L+1Tu(3XU)J_ +

o0 ¢ u U
F MM (TXe) M (sXU)J]‘i'quuM 20 (2.73)

Como a produgdo de entropia & sempre dada por um samatdrio do produtoen
tre fluxos e forcgas termodindmicas, somos forcados a fazer B, =
= 0. Continuando, as forg¢as termodinamicas presentes em (2.

73) sao exibidas a seguir:
X=_®+0L1:r+TaunB + T8 un+TB v m" o+
g 0 1 u-1 iy 5 U

u
+ Th M VUBS {(2.74a)

v
(IXU)L = - _%%-(va_-c_zTﬁﬁ)_Fal(qu)lﬁ-aﬁ(Mu);_+

L L

(69 o
+Ta, ¥ B, +TB V m+Tec 7 ¥ B, +T8, (V7 U)f

Td 8 T8
173 T af A 3 T aB
r 22 " P ug) et e 2 () U
T
p n® %P v, (v.8,) (2.74b)
C u a By T3 -

B L
=‘ja8 +(}2(ﬂa8)1_+TDc2 q(Bova )Bz *

(*%,40)

L

- 5 K
+ T8, XZ(anB)J +T BV Mgy tTE, 1\/1(6%0”36 (2.74c)
L
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. TBde ™v B
3 = — —
Cx ) +2(w11 QU)+Q3(WU)J_+ it Pq
T8 Te
‘ A 3 TV B 2 TV B
. (VTUB)h Wty (qu\))UB+ 20" Pa, UV B+
T8 g Tg ]
771 _Tv B A J, Ty B
+ c oy Mv(vTUB)h u+‘ c N m (vav)UB +
Th n n
1. TV B
gt MU (V. B,) TRV MET R MV B+
Foa, (VM%) +Tm M Vg (2.74d)
9 o U)J_ my u a9 *
“X= -ptofirTp, Ve,V 8, (2.74e)
5 _ _0 O - O
(XGB)L" AQB+QS(MQB)J-+TBI(V(OL'ITB))-L +
oL
+ Tlnzjr(Bva)Bg (2.74f)
(5 ) = -A +u (q) + o (M)'+TB ‘JJ’-?T-F
fl LR A 5 7w
- 4 o o
+ Tb21TVu854‘TBs(VGTTM)L+AT:fzﬂ uquB
¢ TB992 v 0B (v.u )hk + T8, o OLB(V Yu, +
c T aN TR U LT "ol R
T h: .
2 U B 2.74g)
ey TrotUB(vTBT) ( 9

Nestas expressOes introduzimos as constantes adimensionais a,,
a,/b,/b,,..., etc, cuja fungado é eliminar a ambiguidade na se-
paracao das forcas termodindmicas. Tais parametros sao tais
que a

1+<':12=bl+bz=...=ml+mzz 1.

Ao relaciconarmes os fluxos e as forcgas termodiné
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micas, obteremos as novas equagoes fenomenoldgicas. Novamente

adotaremos o pricipio de Curie, de modo que podemos escrever:

"X = a, T (2.75a)
('x)) =a,q +ta,XM (2.75b)
ul oAy TR T .

(ZXaB)Lz 8y Tya (2.75¢)

3 _

( Xu)_L_ a g3 Hu (2.75d)

"X = a, M (2.75e)

s o

( xaB)l: ag Myg (2.75¢f)

e B ‘

( XU)L-— A gg qu4-a% Mu (2.759)
Substituindo as eqs. (2.75) em (2.73) teremos as mesmas res-—
trigoes obtidas anteriormente dadas pelas eqs. (2.64a) e (2.

64b) .

No sentido de explicitar as novas equac¢des feno-
menologicas, substituamos as forgas dadas pelas equagdes (2.74)
nas eqs. (2.795) que resultam nas seguintes expressoes:

0,i=8-Ta, q"Vv 8 ~T8 7 g'-Tg VM -

- Th M"Y Bgtag T (2.76)

. o'l' 8]
o, (WOLB)_Lz _OO‘.B —Tczq(ﬁvm)e2 -TB, V(aqg) =

L
~T RV Mgy mTE MV B ta, T, (2.77)
(o 8) (8 a) B
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T B Te .
TV BU

- Cs nT\)UB(qu\))UB— Cz v B(VTBS)_

T3
c

TE,9, 1v 8 ! A
T T ¢ T M\)(VTUB)h u

™V B
S (VTM\))UB—

Th
C

1L L
™V B y - % MV -
2 n u M\)UB(VTB7) TBBVUM T* M usa

00 o,
~ T 8,(V M u)l“ T, MV Bg+a, T, (2.78)

o, M= A-T8, ¥V a" T "V B +a,n (2.79)

(I‘?i ) -2 _-T3 (V o ) - Tm,m oé 8. +

“s W’ | aB LA (@ B} 27 (B a}7e

" 2.80)

+ aSSMocB (2.

v

- J— . u —_2 - _L

&1(qu)l+a5(Mu)l=T(vuT—c TU)—TazﬂVuBI—

L
o o
- TR,V w-To, 0 V.8, ~TB, (V7 u)l_

TAd g, T aB oo TBy T aB(g U, -
..%n}\ WG(VTUB)hU-_-C_—_nU (TTTOL 8

Te .
"1 T oB 1
=" y W(}.UB(VTB3) +ay, qh+at16 MU (2.81)

_ . . L L
wi(a) +osle) =a -Te Vr-To, vV 8, -

o o
~ TBE('\?OLTr u)l-Tf?_Tr uvaBB—
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TR.g T T3
_ 7392 o A _ 7 T af
C LY 1TOt(vTUB)h U c U (vTﬂa)U
Th
2 T B
- ey 'iTOLUB(VT[%’:?)+aslqu+a:ﬁsl‘*lu (2.82)
As equagoes fenomenoldgicas acima obtidas sao mais complexas
gue aguelas da secao anterior. A derivada temporal de cada

fluxo dissipativeo & diretamente responsavel pelo cardter fini-
to de velocidade de propagac¢do dos sinais térmicos, viscosos e
das ondas de spin[SB]. Temos, na verdade, equagoes de evolu-
¢ao para os fluxos dissipativos, que, como dissemos anterior-
mente, tem o mesmo status das variaveis de equilibrio. Devido
ap fate de MU e qU possuirem o mesmo carater tensorial, suas
equacdes de evolucio sio acopladas. Como veremos na proxima
segao, a velocidade de propagacao das ondas spin e das pertur-
bac¢des térmicas conterdo informagdo deste acoplamento. Note
que as equagaes deduzidas possuem termos de segunda ordem, gue
sac especificamente aqueles gue envolvem gradientes dos coe-
ficientes Bi(i:=1,...,9), bem como os gradientes dos fluxos dis
sipativos. 1Isso porque os gradientes dos coeficientes fenome-
noldgicos (termos de ordem zero) sao considerados termos de pri
meira ordem, e gradientes dos fluxos dissipativos {termos de
primeira ordem) sdo termos de segunda ordem.

Dagui por diante limitar-nos-emos a teoria line-
ar por uma gquestac de simplicidade. WNesta aproximagao os coe-

ficientes Bi’i =1,...,9, sao considerados proximos de ZETC.

As equacdes de evolucdo dos fluxos dissipativos reduzem-se a:

a 1'T=®+a001T (2.76')

B
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Ch ('TT ) = 2- 1
2 VR N OOLB+a22 TraB (2.77")
@a(ﬂu)l= - 20w, =) tag T (2.78")
o, M = Ata, M (2.79")
o N o] 0 '
DLS(MOLB)J_* A@B'}_ass MOLB (2.80")
v
- _ u -—2 -

o, (q,) + %, (M) = (F,r-c" TU) +
tay qu+a16Mu (2.81")
Otl(qu)_]_-l_ Ots(Mu)l = A tag g tagM (2.82")

A identificagio dos parametros & ,0;,0 .. ,0; &
feita ao estabelecermos o limite newtoniano (apéndice A) das
equacoes (2.76')s .+.r (2.82'), € COmMpararmos com as equacgoes

correspondentes encontradas na ref, [39]. Assim, temos:

onde Ty, T, reesrTy sdo os tempos de relaxagdo assocliados com os

respectivos fluxos dissipativos. Os coeficientes ag,a,,,..- €

a 34 foram identificados anteriormente (vide eg. (2.65)). Os

coeficientes al,al,as e EE sdo dados convenientemente por:
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G, 7Ty 8y r QT T a0 Q=T 8 o
N =4+ T (2.84)
a,=+7T, a,
onde a,,a.,,a, e a, sio encontrados em (2.65); T, e T, sdo

os tempos de relaxacgao relativos ao acoplamento dos fluxos dis

sipativos qu e Mu, enquanto que T, e T, sdo agqueles assocla-
dos a esses fluxos dissipativos.

Substituindo (2.83) nas egs.(2.76') ...{(2.82"),
obteremos as sequintes equagOes de evolugao para o caso line-

ar:

T, T+ 7 = -0 (2.85)
TZ(WOLB)L T Tag T N9 (2.86)
vy m) A, = -2n (w, -92) (2.87)
LM+ M= - 2 A (2.88)
8] - O _ o0
TS(MOLB)-L+ Mg = —5R (2.89)
! T
= ™ T, (2.90)
M M
U W

onde
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M= (a0, ~a,0.) (2.91)
. _ e — -1
mu—(alaa—alaa (2.922)
h K —_l .
o, —%—(BvT~—c ?pv)+a12\ -
__ MYU
- - U
(alas OL10L5) c? It
As eguacdes lineares de evolucgao (2.85), «u..
(2.90) si3oc a versdoc relativista daguelas encontradas na ref.
. . U
[39]. £ interessante observar gue os termos quv E% e MvUvE% sdo
correcoes de origem relativista sem, portanto, contraparte

na teoria newtoniana,.

Além das restricoes impostas aos coeficientes pe
la condicio de positividade da produgdo de entropia (equa-
cio 2.64), temos outras gque sdo obtidas quando levamos em con
ta as relacdes de reciprocidade de Onsager e a condicdo de es-
tabilidade do estado de equilibrio termodindmico.

As relacoes de reciprocidade de Onsager[6’49]
plicadas aos coeficientes associados ao acoplamento dos fluxos

qu e MY foram exibidas em (2.66) e gque ainda podem ser escri-

tas como

a = - a = a (2.92)
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Se calcularmos a derivada segunda da entropia por particula de

nao-equilibrio, 4, com relagao a qu e M e impondo que

7 H
3%s5 _ 3%s
. = Y , Segue:

oq an aM qu

“1 =V ar !

vT o (uGMv—FEqu) =
oq

9T
3M

A — v
(o, g +a,M") (2.94)

Em conseqliéncia disse, temos, ao igualarmos os termos de ordem

zero de ambos o0s membros, a seguinte igualdade:

o, = (2.95)

Os segundos termos de ambos os membros sao quadraticos nos flu

x0s dissipativos (envolvem produtos do tipo quqv’ unv’ quu e

MleJ . Agora, tendo em vista as eqgs. (2.93), (2.95) e as relactes entre
o, e aﬁ com ?1' a e ?5, a, dadas pela eq. (2.84), seqgue:

1 16

T, =T, =T (2.96)

Portanto, os tempos de relaxacao envolvidos com os acoplamen-
tos dos fluxos @ e M sao iguais.
u i

Agora consideraremos uma situagidoem que os Gnicos
fluxos digsipativos presentes sejam qu e M}, e que as forgas
termodinimicas sdo, a partir de um dado instante, colocadas i-
guais a zero no sentido que inexistam gradientes de temperatura, de
velocidade angular de spin e aceleracac. Desse modo, © siste-
oo yH =

ma tenderia ac estado de equilibrio caracterizado por gq

= 0, Entio, tendo essa informagdo em mente, tomemos o
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sistema das equacgdes de evolugao de g" e M*, que nesta situa-

cao & dado por:

q¥ gt
=M (2.97)
l\.'lu MU
Podemos entender o sistema dado acima como um sistema autonomo
[63]

, uma vez que os elementos da matriz ™
*
l( }

de equagoes diferenciais
nio apresentam dependéncia explicita da coordenada tempora .
Note que esses mesmos elementos independem também de qu emM. 0 ponto
critico do sistema (no sentido da teoria de sistemas autonomos
de egs. diferenciais) & obtido guando fazemos éu=:ﬁu==0, obten
do simplesmente qu:= M= 0. Como tal ponto representa fisica
mente o estado de equilibrio termodindmico, ele deve ser esta-
vel, de modo gue todas as curvas no plano de fase tendem para

o mesmo, como ilustrado na fig. (2.1). Duas condigoes devem

ser satisfeitas para tal comportamento das curvas:

a a: + az . (2-98)

—(T1-+T ya,, a

. _ 6 11 7 66

tr M = o T - aiie < 0 (2.99)
Il 7 66 176

(*) Na verdade os elementos da matriz T gao funcoes das variaveis de e
quilibrio ¢ e v, que, por sua vez podem depender explicitamente do
tenpo.
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Fig. 2.1 - Estabilidade do estado de equilibrio termodinamico.

onde det M e tr M sao, respectivamente, o determinante e o)
tragco da matriz M calculados no ponto critico. Para que as
desigqualdades dadas em (2.98) e (2.99) sejam satisfeitas, bas-—

ta somente gue seja satisfeita a seguinte relagdo:

T, T, 2 —— (2.100)

Esta relacdo pode ser também deduzida ao impor-
mos que %4 calculada no estado de equilibrio seja necessaria-
mente negativo, e em conseqfliéncia disso, a entropia seja maxi-
ma neste estado. Entao, tomando a eg. de Gibbs generalizada

(2.70}, obtemos:



-80-

v

2 . z
(6 ».s)eq— 3 Aeq+T

(o, 6q" 6q + 20 sq¥sm +o, sMPSM ) £ 0
eq H H U

(2.101)

Nesta expressao Aeq & a entropia calculada no eguilibrio local,
e que satisfaz a dzéeq £ 0. Para gue (2.101) seja satisfeita &
de fato necessirio impor a condic¢aoc (2.100) (vide apéndice C). U

ma relacac idéntica a esta & encontrada para o caso de fluidos

[64]

termoelétricos relativistas , onde ha o acoplamento entre o
fluxc de calor qp e a corrente de condugdoc elétrica IZ. Neste
trabalho, a relagdo (2.100) garante gue a entropia & maxima no
estado de eguilibrio.

0 guadro apresentado anteriormente pode ser es-
tendido de modo a tratarmos de estados estacionarios fora do e-
guilibrio termodinamico. Tais estados s3oc caracterizados pelo
valor constante das quantidades tais como as variidveis de equi-
librio e dissipativas com relagao a coordenada temporal. En-
tac, vamos novamente levar em conta unicamente os fluxos qu e
Mu, e impomos que a partir de dado momento as forcas termodina

micas (gradientes de temperatura, de velocidade angular de spin

e a aceleracdo) sejam colocadas independentes do tempo. O sis-

tema de equacdes de evolugdo para qU e M" s3o escritos da se-
guinte maneira:
- H
(@ q
=M +
(") M"
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o -l
- v _ _ =
#h V(5 1-cT 1) ~T A

o ho Vv _o .
1-W -
T (BUT cC TU\))—FOLIAu

(2.102)

onde M & dado por .(2.91}. O sistema pode ser novamente interpre-
tado como um sistema autonomo de equacodes diferenciais. Entretanto,
para evitar qualquer ambiguidade, imporemos que os coeficien
tes fenomenoldgicos sejam aproximadamente constantes. Teremos,
desse modo, um Unico ponto critico caracterizado por qu= quest,

MH = Mue , que representa um estado estacionario fora do equi-

st
librio termodindmico. 8Sendo o comportamento das curvas na vizi
nhanga do ponto critico determinado pelo primeiro termo do lado
direito da eq.(2.102), ¢ sendo valida a relagao (2.100), seque
que as curvas tenderio ao ponto critico (fig. 2.2). Portanto,
a despeito das simplificagbes, temos que o estado estacionario
de ndo equilibrio & também estavel.

r
P1

)l

'Qf‘\;__

7

Fig. 2.2 — Estabilidade do estado rotaciomario de
nao—equilibrio {ponto P,).
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2.3 - Probagagéo das Ondas Termicas e de Spin

Nesta secgdo continuaremos a explorar as conse—
qlidncias do sistema acoplado de equacles de evolucao dos flu-
X0S qU e M”. Num exemplo simples calcularemos as velocidades
de propagagio das ondas térmicas e de spin, onde verificaremos
o efeito do acoplamento dos fluxos em questdo.

Consideremos um fluido em repouso sem expansdo e
aceleracido num campo gravitacional dado. O fluido esta sujeito  apenas
a0s pProcesses dissipativos representados por qu e M". Nesse ca
so as leis de conservacio da energia e balango de momento angu

lar reduzem—se a:

ne. T + V.g" = - M'A (2.103)
H u
gt 8%+ LA MU, =0 (2.104)
o Cc vt A *
Na equacao (2,103) fizemos é=(%rT’ sendo ¢ = %% o calor espe-~

cifico do fluido. A eg. (2.104) foi obtida a partir da eq. (2.26) .apos
utilizarmos as relacdes (1.36), (1.37), (2.50) e (2.54). Per simplicida
de, adotamos jua==—ljhua, onde J & o momento de inércia por
particula. A condig¢ao de rigidez das particulas do fluido (eq.
1.46 ) nesse caso & reduzida a J=0.

Derivando covariantemente as equagdes (2.103) e

(2.104) com relagao ao tempo, vem:

ne T+ (7 gy = -MYA -MMA (2.105)
v U U u

_ W 1 PVAT . a
nJh aQ + 2N (vaA)UT"O {2.106)
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onde c_ ¢ considerado constante. Devido ao fato do espago-tem

po possuir curvatura ndao-nula, podemos escrever:

By @ Wy _ = U g_.v 2.107
(qu ) 0] Vu(vuq } qu -FRqu U (2. )
. VRN o
(VyMy) =V My = ROy MU (2.108)
sendo Rov e ngva os tensores de Riccl e de curvatura, respec-

tivamente.
Substituindo as.egs. (2.107) & (2.108) nas eqgs.

{(2.105) e (2.106), - obtemos:
%

- _ T gV
ncafT-Fqu =-MA M"A R,,aU (2.109)

-ng@h LA sgu =+ oMYA TRT v v (2.110)
O proximo passo serd substitulr as equagdes de evolucgdo linea-
rizadas de qll e M¥ (eq. 2.90) nas equagdes acima. Nas equa-
goes de evolugdao dos fluxos dissipativos é assumido, por sim-
plicidade, gue os elementos Mij(i,j= 1,2) da matriz M, bem co
mo os coeficientes multiplicadores de A e huv(BVT-c_zﬁv),prg

sentes em ]NW sejam constantes. Prosseguindo, temos:
- I u QY = W
nch4—anuq -+vauM 4—vau(h VvT)-FNIVuA =

_ = v |V T [o IRV
= - (M,q +M,M +N h “V T+N,A A" -MA -R U

(2.111)
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= 1 _UuvAT]. — o
-ng @ + g I_MZleq)\+M22VvM)\+N2Vv(h}\ 7,T)

ZVvAk

UVAT_ O o

1
+ N U, =50 R”y MU (2.112)

Levando-se em conta as equacdes (2.103) e (2.104) podemos rees

pressar os termos qup e-%nuvaVka e substitui-los nas egua-
coes acima, obtendo, apds algum algebrismo, o seguinte siste-

ma de equacodes:
- : I = pv _ ot
ncvfr—rlcvbth4~N1Vp(V T)l—FNzAuh VvT-F(x Y (2.113)

- ¥ SHy G oM Kal) = ghix®
nI@H o+ nIM, @Y SNV (7RR) N7 (7RRT) =6 ixT)

L L
(2.114)
onde F(x%) e ¢F(x®) sio dados por:
oy ERY By U
F(x7) ==-R G U + (M =M, )M'A =M,V M+
+E1—n“)‘°“ROL QU - M. g"+n aM)a. -
2c Aou o v a4 2 H
[E8y v u
- +(V v {2.115
MAu(pU)L(vq-) )
pooay _ 1 HUTALC L1 pvTA
G {x7} = o R ,aMoUnm g n v, (Mg +
+ T.on %7 T + (V.M ) (7. U%
27T a ot v n (2.116)

0 termo envolvendo o tensor de curvatura na equacao (2.115) o-

u

rigina-se de ﬁIVpA juntamente com as equagdes (2.55) e (2.57).
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Observando a estrutura das equagoes (2.113) e
(2.114), constatamos que temos, como esperado, duas equacgdes
diferenciais de carater hiperbdlico. Note que as fungoes

Ot) e Gu(xa) nao contém explicitamente T e Qu, respectiva-

Fix
mente, de modo que podemos interpreta-las como sendo a fonte
das equagoes homogéneas assocladas. Ao impormos agora que
N,A R (7T =N, 7 (v'R7) =0, as eqs. (2.113) e (2.114) resultam na
versao relativista da equacao de telegrafista para o caso ino
mogéneo. A solucdo geral de tal equacdac & constitulda da so-
lucao particular, que & devido ao termo de inomogeneidade e
da solucao da homogénea associada. E interessante notar acon

y

tribuigdo explicita do campo gravitacional nas funcgoes F(x"

e Gu(xa), que € feita via tensores de curvatura e de Ricci.
Uma das dificuldades que encontraremos ao ten-
tarmos resolver a parte homogénea da equacdo (2.114) & a influ
encia da métrica do espaco-tempo. O termo envolvendo
derivada covariante segunda de o" conterd também derivadas se-

gundas do tensor métrico g que mesmo escolhendo um sistema

uv’
de coordenadas geodético nao poderao ser anuladas. 0 mesmo
nao ocorre para a equag¢ao (2.113), pois sendo T um escalar, a-
parecerdao somente derivadas primeirasdegﬁ“)nostermos VU(BUT)L
e i, que sao anuladas guando adotamos um sistema de coordena-
das geodético. Entdo, buscando uma situacdo a mais simples
possivel, consideraremos o espago-tempo da relatividade especi
al onde a curvatura & nula. Fazendo Ua::cﬁa0 podemos escrever
as equagdes (2.113) e (2.114) em suas respectivas formas tridi

" il . Rl - . o~ Gl
mensionais. Em adigdo a isso, vamos impor que as fungoes F(x )

e Gu(xa) sejam muito pequenas de modo a serem desprezadas. As
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sim sendo, as equacgOes de propagacao das ondas térmicas e de

spin sdo escritas como mostramos a seguir:

3T T _ omo—
nec, -~ ncaerla va T = (2.117),
23 30 >
—nJaatQ+nJM =T+ N, V20 = 0 (2.118)
Tais equagdes sdao encontradas na ref. [39] . A solucgdo das

-+ >
mesmas pode sex escrita como ei(hrntﬂw onde §='§O+i§_ & ve-
tor de onda e w a freqliéncia. Novamente, por simplicidade, iremos supor
que as ondas propagam—-se na direcdo x. BAs velocldades de fa-
se das ondas térmicas ¢ de spin, bem como os fatores de ate-~

nuacgao sdo dados por:

~ -1/2
2% 1/2
Vp T ﬁyz ( HSB) 1?T1+vah2+w%ﬁ2}

v

w'lvrl
T kl nc.v | -l '
v T I+fLQL—E—

T XE

B _|-1/2
v, = ( 25w8 LwTB + V4n2T524jY62J

fv‘
Y lJruxlE |
nJd v, 1 Tu'|v'|
T,xE
1 wtlv P ST RCL I
onde B = X& ;Y. = Lo XS e
_ Tzu'lv'| 1 - 2yt v |

TlTng TlTGXE
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o4 |v']

Y. = Tlxg -
5 u12“|l\)||
T,TxE

No limite de alta freqWiéncia, ou seja,

wt, >> y, e ut, >> y,. , as velocidades de fase tendem para os va

s /2
lores finitos dados por | E2.Cl )1/2 e 2508 ) / . Ao
nc, nJd
COompararmos esses resultados com agqueles obtidos quando
nao ha acoplamento (£'=v'=1=0), facilmente concluimos que

o efeito do acoplamento & o de aumentar as velocidades de pro
pagacac das ondas térmicas e de spin.

Para finalizar esta secdao consideremos somente a
presenca do fluxo de calor qu. A equagac de propagagao das

ondas térmicas reduz-se a seguinte expressao:
T . M - _ BV
nc, ¥ ncvM11T+N1VU(V T).L R ,4' U (2.119)

Obviamente o espago-tempo, neste caso, apresenta curvatura nao
nula, O acoplamento entre o tensor de Ricci e o fluxo de ca-
lor nao possui analogo na teoria ndo-relativista, de modo que
serd interessante investigar posteriormente a influéncia des

te termo na solucao desta equagéo.
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2.4 - Flutuagéo dos Fluxos Dissipativos em torno do Estado de

Equilibrio

0 estudo das flutuagbes perto do equilibrio ter-
modinamico dentro da teoria termodindmica de primeira ordem (
processos quasi-estacionidrios) resultou num de seus mals impor
tantes resultados gue sio as relacOes de reciprocidade de On-

[65]

sager . Em varios trabalhos, j& utilizando a termodinamica

[31]

estendida, D. Jou et al inestigaram o problema de flutua-
cbes perto do equilibrio termodinamico, bem como na proximida-
de de estados estaciondrios fora do equilibrio termodinamico.
Especificamente, as flutuac¢Ges de equilibrioc dos
fluxos dissipativos & de nosso interesse. A importancia desse
estudo reside, basicamente, na ligac¢ac das flutuacdes com os
coeficientes fenomenoloOgicos. Desse modo, podemos dizer que

~ . C o - . 31,66
as flutuagoes determinam os coeficlentes fenomenologlcos[ L

(55 ]

D. Pavon et al calcularam os coeficientes de fluxo de
calor %, de viscosidade volumar T e de distorcao n paraum flui
do relativista radiativo utilizando este método. Salientamos
que tal procedimento situa-se no patamar intermediario entre
as descricbes fenomenoldgicas e a microscoOpica, ou seja, trata
-ge de uma descrici&o mesoscdOpica do sistema.

Dentro dessa perspectiva lremos estender o estu-
do das flutuagBes dos fluxos dissipativos presentes no fluildo
com spiln em questao. Procuraremos enfatizar as conseqliéncias
do acoplamento entre os fluxos qLl e Mu, tendo em vista a analo
gia com os resultados obtidos para o caso de um fluido termoe-
[ 64]

létrico , onde hd um acoplamento similar.
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A propabilidade de flutuacdes de eguilibrio é

calculada através da relacao de Einstein[34’55’67],dada por:
$%4
Pr v exp (2 ) (2.120})
kB

onde kg & a constante de Boltzmann e 6% & a segunda diferen
cial da entropia por particula. Introduzindo na eqg. (2.120) a en
tropia por particula de ndo-equilibrio (eq. 2.68 )}, temos ge-
neralizado a foérmula de Einstein para a descrigdo das flutua-
coes de equilibrio dos fluxos dissipativos.

Calculando §% e substituindo na eq. (2.120} ,te

remos a seguinte expressdo:

v -
5 T1?05ﬂ5ﬂ+

o
P:r(ﬁﬂ,6qu,5ﬁa8,6ﬂu,5M,6Ma8,SMU)QJexp .

e,

Q Q
+ azﬁﬁaBd‘wa +oc36ﬂu6ﬁu + o, SMEM aSGM“BGMaB +

8

+ o, 8g 8q, + (T, +7,)6q M + usﬁmudMé]} (2.121)

Os segundos momentos das flutuagdes dos fluxos dissipativos
ndo obtidos a partir desta expressdo, que na verdade é uma
funcao distribuicdo do tipo gaussiana. Assim, temos (vide a-

péndice C):

kT
< sr(x) em(x?) > = - 2 (2.122)
V(lo
a a ' kBT 1

<om =7y (%) = ""%EZ‘@“a(uth) - $hgghyy) (2.123)

k,T h
< 51 (x) T (x0) > = _B_HV (2.124)

U v VO 5
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< sm(x")sm(x") > = _:gf (2.125)

< 53)%5‘}‘0)5”211\)(}‘0’ 7= %B"f @a(ehsv) - Thaghy)  (2.126)
< cSqu (xO)qu(xO) > = %%E_%}% (2.127)

< 8q (x7) oM (x7) > = v(zlauj“_“az) (2.128)

_ T EeT By (2.129)

o) o
< 5Mu(x )YM\)(X ) >

Essas expressdes constituem-se nas versdes rela-
tivistas do teorema de flutuacao-dissipacao que relacionam os
coeficientes fenomenoldgicos com os segundos momentos das flu-
tuacdes dos fluxos dissipativos. O sinal diferenciado gue apa
rece nas expressoes acima deve-se a imposicac de que as mesmas
reduzem-se as equivalentes no dominio nao-relativista encontra
das nas refs, [31,39]. Na dedugao das trés ultimas expressoes
levamos em conta a seguinte forma para a fungao distribuigao

de probapilidade:‘

Pr(syHszY) ~ exp(— %EW(SY“SZ\)) (2.130)

-1

onde os segundos momentos sao dados por <6Yu62v>~=E e

Naturalmente as expressdes (2.127), (2.128) e
(2.129) contém informagoes acerca do acoplamento entre os flu-
X0OS qu e M". Se fizermos o limite T + 0, ouseja, se desejarmos

verificar as expressdes resultantes sem o acoplamento entre os
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fluxos, temos de imediato que:

- kBTThU

G c _ v
< équ(x )Gwv(x )y > = Vo, (2.131)
< un(xG)GMv(xc) > =90 (2.132)
-k_Th
g o _ B TRV
< SMU(X )SMv(x )>-————7E;———— (2.133)

&

Logo, obtivemos os segundos momentos que seriam esperados nes-
ta situacdo.
Nesta parte final, vamos explorar as consegfiénci-

Y oha correlacao temporal das flu-

as do acoplamento entre qu e M
tuacdes. Tais correlagdes, como o proprio nome sugere, sdo Os
segundos momentos das flutuagdes calculadas em instantes distin

tos. A motivacdo com que estabeleceremos as correlagoes tempo-

rais dos fluxos esti na determinagido dos coeficientes fenomeno-

-, - ~ ‘ 31,66
logicos atraves das relacgoes de Gre@nuKubo[ ! .L Por exemplo, a
relacio de Green-Kubo para o coeficiente de condugao té&rmica
{311

calculada no dominio nédo relativista € dada por :

o

_ Vv
X = J< 5q, (0)8q, (t) > at (2.134)
B 0
onde ndo hd soma sobre os Indices repetidos e V € o volume do

sistema. Pode ser mostrado que esta expressdo reduz-se a aque-
la do teorema de dissipacgdo-flutuacdo gquando Sqi(t) n e_t/Tl.
0 ponto de partida para o cidlculo das correlagoes

temporais dos fluxos & determinar como as flutuac¢des estdo evo-

luindo no espag¢o-tempo. Para isso, algumas hipoteses simplifi-
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cadoras serao assumidas: as flutuagOes da temperatura e da ve-
locidade angular de spin sac muito mais lentas que as flutua-
¢cbes de qu e Mu, e iremos considerar a aceleracac do fluido nu
la. Logo, a partir do sistema de equacgOes, para qu eﬁMu as e-
quacdes de evolugdo das flutuagdes 6qu e SMY sdo:

' S
équ q,

= M (2.135)
oM 6Mu

sendo M a matriz dada pela eq. (2:91), cujos elementos, nessa

aproximacao, serao considerados constantes.

Apds a integracdo de (2.135) obtemos as seguin-

tes expressoes para 6qu(x0) e GMU(XO):

g kls k,s
un(x ) = C111 B, e + CZU Bze (2.136)
o] k,s k,s -
6M (x7) =C, y,e  +C, v, e " (2.137)
onde B,,Y, e B,,Y, sao as componentes dos autovetores da ma-—

triz M associadas aos seus autovalores k, e k, , respectivamen

te., Isso significa que:

B, B B, B,
M =k, e ™ =k, (2.138)
Yy ¥ ¥ Yo
Os quadrivetores Cl]J e C211 sao tais que Clu==C2u==0, e, por

fim, s € o parametro temporal medido ao longo da linha de univer
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so de cada particula do fluido.

As correlacbes temporais das flutuag¢des saoc deno
tadas por < 6qu(x0) qu(xO-PAXO) >, < SMU(XO) (SM\)(XO-J-AXO),<(SqU
(xO)éMv(xO-+Ax0)> e <ﬂqu(x64—ﬁx0)6Mv(x0)>. Para seu calcu-
lo, necessitamos das expressbes correspondentes a équ(xg-FAxO)

e 6MU(XU+AXG). Utilizando as equacdes (2.136} e (2.137), te-

k éf. k A—S
P - B Y e 2 C
- 81Y2e 2 1

mos:

o} g
§ +
6qu(x + Ax ) Blyz _82Y1 qu(x )
As As
- ( K & kv‘é’)
e -e
4 12 oM (x7) (2.139)
By, = B,v, H
k bs k As
Y, ¥ € -e e fa]
a ) 1 2
= Sq +
6MU(X + Ax ) E v, = B, qU(X )
—— 5 ¢)
- B
L AR Y, @ 2¥1 M (x°) (2.140)

onde ¢ & a velocidade da luz.

0 calculo das correlagdes temporais &, portanto,

imediato:

< un(xg)éqv(x0-+AxU) > = (BIYZ-BzYl)_1|§}1Y2 e -

 As
By, e C)<6qu(x0)6q\)(x0) >+
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As As
k == £s
+B,B, (e “C e © )<36qu(xg)6M\)(xO)>}(2.1_41)

- As
k. =
o -1 1
< oM (x )5M\)(x0+AxO) = (ByY, = B,Yy) LYle(e ¢ -
k2%§ kz%?
- e ) <.6MU(XG)6q\)(XG)> + (Ble e -
k As N
3
- Byvpe T <oM (x7) oM, (x7)> (2.142)
- As
o g g -1 ko
<8q (x7)OM (xT +8xT) > = (B, - By, ) (Y Yple -
1'gzéci g g k2§55“
- e ) <8q (x7) 8q (x7) >+ (B, e
x Ls o
l‘
- Byr e ) <8q (x7) oM (x7)> (2.143)
- As

1

<6qu(xO+AxG)6Mv(xG) >= (B,v, - B,v,) |(B,v,e © -

As As
K, ko

- B,v e © ) <dq (x%) oM, (x7) >+ B8, (e -
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K, A8 7
_e ' C ) <6Mp(x0)6Mv(xU)> (2.144)

Devido as condigdes de estabilidade do ponto de equilil
bric termodindmico (egs. (2.98) e (2.99)),k ek, sdc necessariamente ne
gativos, o gue, por sua vez, garantem o decaimento das flutua-
coes un(xc4-Axo) e 6Mu(xc-+AxU).

Vamos agora fazer o limite das expressoes anteri
ormente cobtidas para a situacdo de desacoplamento entre qu e
Mu. Isso é feito ac considerarmos Tea~> 0 e, semmuita dificul~

dade, pode ser mostrado gque neste limite, temos:

_ 1 . I
aTTE T T
Bl 1 Bz 0 (2.145)
T, 0 T, 1

Voltandc para as eqgs. (2.141)...(2.144) e levando os resulta-

dos de (2.145) bem como de (2.131), (2.132) e (2.133) segue:

As
CT

<5qu(xg)6qv(x0-+AxU)>>= e

1 < (Squ (xc)ﬁq\) (XO) > =

- B _ & CTip (2.146)
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_ _As
< sm, (x7) om, (x"+8x%) > = e “Ts < sM ) om, (x%)> =

= 1 h (2.147)

o

o s} a _ a (o8 o _
<6qu(x )6Mv(x + Ax ) > = < un(x + Ax )(SM\)(X ) > =

(2,148)

Essas expressoes estao de acordo com as encontradas nas refe-

rencias [ 31,39]. Quando T,,T, » 0, nds recuperamos as corre-

lacgoes temporais expressas em termos da funcio delta de Dirac,

pois
_ As
CT
1im e 1 5(‘5_%) (2.149)
Tl_)_o Tl C

Este resultado esta de acordo com aqueles encontrados por Lan-

[67] [68]

dau-Lifshitz e Fox~Uhlembeek , onde ¢s tempos de relaxacdo

sao nulos a priori.
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2.5 - Contribuigéo do Campo Gravitacional na Produgéo de En-

tropia

Nas segOes anteriores consideramos que os proces
sos irreversivels estdoc se processando num espago-tempo rieman
, : . O, = . N o
niano, cuja métrica gaB(X ) & conhecida a priori. Isso signi-
fica que o fluido dissipativo com spin nao & a fonte da curva-
tura do espago-tempo. Entretanto, na aituacio onde o fluido
em questdo & o responsavel pela curvatura do espago-tempo, as

equacgdes de Einstein para o campo gravitacional tém de ser in-

troduzidas:
G = oy %P (2,150}
_ BG - . . . aB -
onde ¥ = —— , G &€ a constante gravitacional universal, G =

c
= g*P - % gaBR & o tensor de Einstein e TGB

& o tensor momen-
to-energia necessariamente simétrico. Surge, entao, o seguin-
te problema: derivamos fenomenologicamente na se¢ao 2.1 um ten
sor momento-energia cuja parte antissimétrica & nao-nula devi-
do aoc momento angular de spin da matéria, mas necessitamos de
um tensor que seja simétrico como exigem as equagdes do campo
gravitacional (2.150).

A solucdo para tal problema & encontrada na teo-

ria classica de campos com © bem estabelecido procedimento de

al32,33]

simetrizacido de Belinfante-Rosenfel .De acordo com esse

B

. . - . ¢} -
procedimento, o tensor simetrico T pode ser construido a par

B

tir de mT , sem simetria definida, através da seguinte expres

sio:



-98-

78 - mT“B+VU(sa“3+SB“°‘—SaB”) (2.151)
onde SaBH & o tensor fluxo de momento angular de spin. A cons
tatagao de que T[aB] € nula segue imediatamente:

ploBl o plaBl | o (_Su[aB] _ gH[8al _SaBu) _

m U
= pleBl g @80 oo o plefl oo (5 150
sendo que utilizamos a lei de balanco do momento angular de

spin dada pela equacido (2.3).

Na verdade, € bom destacar que o processo de si-
metrizacao € justificado quando levamos em conta dois fatores.
Primeiro, o tensor momento-energilia canonico do campo eletromag
nético naoc & invariante de gauge, enquanto que o simétrico e
invariante de gauge. E sequndo, a teoria da gravitagéo Propos
ta por Einstein exige que a fonte do campo gravitacional seja
necessariamente dada por um tensor simétrico.

Antes de analisarmos as conseqliéncias do tensor
simétrico (2.151), serd de grande utilidade exibirmos sua de-
composic¢do relativamente ac campo de velocidades u®. sendo as

sim, podemos escrever a seguinte expressao:

al -2_a B a B -2 B Ba
T =P, C GG *Pper + ¢ Qer '*tef {2.153)
. o B Ba - .
onde as guantidades Pag r Pag v Qef e tef sao os valoresg efeti-

vos ou totais da densidade de energla, densidade de momento,

densidade de fluxo de energia e tensor relativista das tensdes.
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Apos um laborioso calculo (vide apéndice D), pode ser mostrado

que:
Por = n(ac®+¢) + % ns“vﬂu\)— 2n Su\)wu\) (2.154)
ple = ¢ (gt v Mg ) I R L L CA % oh
+ha9‘vu(n 5OHy —c:'zlvigl”‘wBU (2.155)
sz =c? pif (2.156)
8% =~ p  nB4 B0 (2.157)
sendo
P, = p-i-'IT—%VUMOLUOL—%nSU\)wU\) (2.158)
WS? _ W8a4-VA(MakB-+MBka)-Zn(Sk(GOB)Aﬁ-Sk(awB)A) +

2 _Au{a 8) 2 (a,8) hu 3
+ '65' M U wu;\'f' E'i' U M {V)\Uu)

(Vquu\)+nSu\)§2uv)hBa (2.159)

1
wilto

F interessante observar as contribuigdes adicionais provenien-—
tes do processo de simetrizacdo. Na expressao da densidade de
energia, por exemplo, temos o acoplamento spin-vorticidade; de
vido aos termos extras na densidade de momento, a relacgdo de

Planck &  satisfeita; a  pressdo efetiva deixa
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de ser déda somente por p e T e tem contribuigOes do acopla-
mento spin-vorticidade e da divergéncia do tensor das tensdes-
-torques. Outros acoplamentos entre ortensor de spin SOLB e o
tensor das tensoes-torques com os pardmetros cinemdticos sur-
gem naturalmente na expressao referente ao tensor das pressoes
anisotrdopicas (eqg. (2.159)).Em particular temos o acoplamento
de SOLB com a vorticidade muB e o gizalhamento OuB' que, por sua
vez, serdo importantes ao investigarmos o papel do momento an-
gular de spin na evolucdo dos modelos cosmoldgicos anisotrdopi-
cos e modelos com rotacgdo.

E fundamental ressaltar que o tensor (2.154) re-
duz-se ao tensor momento-energia obtido via formalismo varia-
cional proposto no capitulo I no limite em que os fluxos dissi

OB U

pativos sao nulos, ou seja, quando qu,ﬁuv,%u,M e T+0, Fa-

afu af U

zendo este limite e levando em conta que S =n5 U nesta si

tuacdao, o tensor dado pela expressdo (2.148) reduz-se a:

a B
af _ 2 1wy U'u -2 _Jv B _
T'" =nf{ac” + ¢+ 5 S Ruv) =32 +2nc S UUU
-pn*P + 7 (0 5%M0P + 0 sPHu% - 0 s%FuY) (2.160)

Apds simples algebrismo no Gltimo membro desta equacido, obte-

mos:

o B
ap _ 2 1 Ll ugu” af 2n = uloB) _
T =nf{ac*+ ¢ + 2S qu) o2 ph + oz UUS U
- 27 (ns" %P (2.161)

que, como afirmamos, & o tensor momento-energia deduzido no ca
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pitulo I.
A lei de conservacaoc do momento-energia & obtida

a partir das identidades de Bianchi, gue resultam em:

v %8 = g (2.162)

Substituindo a equacao (2.151) nesta exXpressao:
v [ noB g (gOHB 4 gBua _ gaBuy| g .
B m .u .

%8 4y

VB o

Bvu(so“i?g+SBW-s‘m“) =0 (2.163)
Ao compararmos esta equagao com a eg. (2.l1), verificamos a pre-
senga de um termo adicional, que pode ser entendido como sendo
o termo de fonte de momento e energia ecuja origem esta na inte
ragao entre o spin do fluido com 0 campo gravitacional. Esta a-
firmacao ficara mais clara ao reexpressarmos o termo adicio-
nal de modo mais conveniente. Assim, definamos ¢ tensor PGHB

dado por:
pOHE = gOUB | SBua _ oafu (2.164)

Bu _ _ gBou

Sabendo-se que sHPH = anf é

;, constatamos facilmente que P

antissimétrico nos dois Gltimos Indices, ou seja:

(84 . .
pOBH _ goBu  gHBO _ couf _ caBu _ SBua _ gauB _ _pOKB

=5

., poBu _ _ pOuB | (2.165)
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Prosseguindo, o termo adicional & reescrito como mostramos a
sequir:
uB

v .pYHP _

aup | Buoe _ aBuy _ pGHB _
VgV, (s +5 s°°0) VSVU ‘ VeV

B

G AuB
= R S 2.166
Bui ( )
Deixamos para o apéndice D os detalhes do calculo que tem como
resultado a expressao acima.
Voltando a lei de balango do momento-energia(edq.

2.163), e levando em conta ¢ resultado anterior, temocs:

v, T+ R sME <0 (2.167)
Portanto, © termo adicional & dado pelo acoplamentoc do tensor
fluxo de momento angular de spin com a curvatura do espaco-tem
Po. Em conseqiténcia disso, a evolucao do fluido dissipativo
autogravitante e dotado de momento angular de spin, & modifica
da devido a presenga deste novo termo. As usuais leis de ba-
lango de energia e de momento linear sdao obtidas ac projetar-
mos (2.167) na direcao de Ua, e na direcdo perpendicular a Ua,

respectivamente., Entdo, segue:

af N AuB 2.168)

Uy Vg ul  +U R g3 8 = 0 (
af G Aug _ 2.169
hyo Vg o *hygR gy S =0 ( )

Ra lei de balanco do momento linear dado pela eq. (2.169), o terpo de a-
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coplamenﬁb spin-curvatura & conhecido como forga de Mathisson-
-Papapetrou também encontrado no capitulo I (eq. 1.90).“

Do ponto de vista termodindmico, © que nos inte-
ressa sao as modificagdes que surgem como consegfiéncia da equa
cdo (2.168). Levando a decomposigdo de SOLBu dado pela equagao

(2.15) naeqp(2.167y,temos 0 seguinte resultado:

oB [o AuBl _
UOVB mT + U RQBUKM = 0 (2.170)

Note que no caso de uma distribuic¢do de spin convectivo, ou se

Su8u=xlsuBUu, ndo ha contribui¢do da curvatura na lei de ba

Ja
lanco de energia.

O acoplamento do tensor das tensdes-torque com a
curvatura na lei de balango de energia & uma novidade. Se rea
lizarmos o mesmo procedimento da segao (1.2) para o calculo da
producio de entropia, teremos inequivocamente a contribuicdo
deste termo adicilonal implicando que algumas equa-
¢Oes fenomenoldogicas serdao corrigidas por um termo proporcio-

nal 3 curvatura. A seguir vamos investigar as duas situacgdes

anteriores: a termodindmica do equilibrio local e a causal.

2.5.1 - Equacdes Fenomenologicas I: Processos Quasi-Estaciona-

rios

A equacdo de balanco da energia interna (2.170),
devido ao acoplamento da curvatura com O tensor difusdo de spin
{(tensor das tensdes-torques), € modificada da seguinte maneira:

8

- - L —_2 u_— o U _ -
n(e-i-pv)-+—(vu 2¢ Uu)q = Te+mw Qg + 27 (wu Qu)

af
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O a9 AuB

al
MA -MTA

- mMa M U (2.171)

B n T~ Rapua

Ao escrevermos esta eguacao, utilizamos as egs. (2.35), (2.48)
e (2.56).
A lei de balanco da entropia em situagdes guasi-

-estacionarias € dada por (vide eg. 2.43):

n
H_ oz : 4 4 2

Vué T (e%—pv)-+vu( T )y 20 (2.172)

onde utilizamos a hipdtese do equilibrio local. Substituindo

o primeiro termo do segundo membro de (2.172) pela expressao

correspondente em (2.171)., obtemos, apds algumas passagens, o

seqguinte resultado:

ap U
U T a 27 (w, = &)
weo_ _ 19 e T2t ad oM
Vué = o T3 (VUT c TUU) + T + T
Aulg ol
R M 0]
S lowao L Re8S 1 u, _ TaBul .
T T M AaB T M AU : T z 0

(2.173)

A producido de entropia, como vimos na secdo (2.1), & constitul
da do somatdério dos produtos dos fluxos termodinamicos pelas
forgas correspondentes. Comparando a eqg. (2.173) coma (2.59), temos
a presenca do termo envolvendo o acoplamento do tensor das ten
sOes—torgue com a curvatura do espag¢o-tempo. Do ponto de vis-

ta termodinamico, a curvatura desempenha o papel de uma forca

termodinamica, e o termo adicional - %?RasuvMAU[BUa] & enten-
dido como sendo uma produ¢do de entropia "externa", uma vez

que a chamada produc¢ao interna deve-ge a inomogeneidades nas
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distribuicBes de velocidade Ua, temperatura, etc.

Com o intuito de expressar ¢ termo de acoplamen-—
to do tensor das tensdes-torgque com a curvatura de modo mais
conveniente, facamos a decomposigao do tensor de curvatura em

suas partes irredutiveis que & escrito como mostrado abaixo:

_ 1 - -
RaBuku_caBuk + Z(gauRBk'FgBARau gaARBu ngRak) +
+ Rg..q, - ) (2.174)
6 ‘Jargsy " YapIpa .

onde C & o tensor de Weyl, que fisicamente & a parte da

apui

curvatura ndoc gerada pela distribuicao local de matéria. As-—

sim, temos:

[a ALB] .
_ 7 Fapud” - -ilc + Y. R, +g,.R. -
T T [ ~ogur © 2 FauTea T IpaTan
R TruB el
B gaxRBu'"gBuRal)+'E'(gakgBu"gaugBK{JM u
(2.175)

Apds algum algebrismo, chegamos a seguinte expressao:

AplB, 0l AU O
M u R .M U
- CaBur 4 _OA M (2.176)
T T T

AuiB, ol
R U

Continuando, utilizemos a seguinte decomposigao do tensor de

Weyl[69]:

-2 Y1 OpPT
= - EPT +
caBuk © (naBanuch gmBngukailU U

+ c yuTuCuPfT (2.177)

2
+
(naBngulGT g@ﬁypnukoT
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T T = , - ,
onde Ep e Hp sao, respectivamente, as partes eletrica e mag-

nética do tensor de Weyl, e gaBYpEEgGYgBD-‘gGDgBY' Substituin

do (2.177) em (2.179), encontramos, depois de algumas passa-

gens (vide apéndice D), a equacdo dada a seguir:

AU[B o] 0 af [a,,B]
apua U eMgplT ReU M 0 178
T T T . )

R

Note que pode ser facilmente mostrado apartirdasegs. (2.50) e (2.54)

a relacao Mluu==MA.

Voltando a expressao (2.173), onde levamos em

conta o resultade encontrado em (2.178), vem:

0B U
u 7o 277 (w, =8 )
W _ 718 _ g _ N aB [ EA
V AT = T TZ(V T-cC EPUH)+ T + 0
_ Ly LoaB g Lt a g .
TMA TM (AQLB cHaB) TM (Au U Rau) zqQ
(2.179)

De imediato constatamos que tanto a parte magnética do tensor
de Weyl como o tensor de Ricci fazem parte do que ja identifi-
camos como sendo forgas termodindmicas.

As forcas termodinimicas dadas abaixo, s3o obti-

das fazendo uma leitura direta em (2.179):

0% = =@ {2.180)
h\)
N VS T 2m
(1Xu)¢ = = (V,T-c qruv) {2.181)
2 _ (2.182)
( XaB)L OaB
{2.183)
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X = -A (2.184)
o
; L ~ :
( XaB)l = - (A g-cHyg) (2.185)
6 _ A% o
o (A, =U Ry, (2.186)

As-equagaes fenomenoldogicas serao relacgdes linea
res entre fluxos e forcas como exibidos pelas equagoes (2.62).
Aos coeficientes introduzidos ag,a, ... s g permanecerao va
lidas as relacgdes (2.63), (2.64a) e (2.64b). Logo, as equa-

goes fenomenologicas sao:

T = - [0 (2.187)
Tag = 7 T4p (2.188)
= - 2 -
'rru nu(wlJ Qp) (2.189)
M=-EPa (2.190)
(e} 8] (o]
MOtB = - f (AOLB_CHCXB) (2.191)
-1 ) as hll\) - >
9, = (a8 —aag) - 6T (V\)T— c TU\)) *
o vV
+ ae (A, =T Ra\)H ].1) (2.192)
- AY
_ -1 aSl [ -2 o
Mu = (allaSS "alsasl) T (VVT‘C TU\)) -
o AY
a, (A U Roc\)H U)J (2.193)

Os coeficientes a, ,a,,a,,a, sao identificados via relagoes
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o)

(2.65). As equacdes para Myur G, M, recebem, portanto, con-

L

tribuicoes explicitas do campo gravitacional.

2.5.2 - Equacoes Fenomenologicas I1: Processos Nao-Estaciona-

rios

As equacOes fenomenoldgicas deduzidas para o re-
gime de processos ndo-estacionarios, sdo, como vimos anterior-
mente, equacoes de evolugdo para os fluxos dissipativos. Na
deducao dessas equacdes de evolugdo, temos de obter a expres-—
sio da producdo de entropia, onde sera introduzida a entropia
por particula de ndo-equilibrio bem como o fluxo de entropila
por particula de ndo-equilibrio {vide egs. {2.68) e (2.71), res
pectivamente). Por simplicidade trataremos da teoria linear,
onde adotaremos o fluxo de entropia dado pela eq. (2.42}. En-
tdo, tendo em vista essas consideragoes, bem como a lei de ba-
lango de energia modificada com o termo adicional de acoplamen
to do tensor das tensdoes-torgues com a curvatura f{eq. 2.171} ,

a producdo de entropia & reescrita como mostrado a seguir:

q, [ ey .
B o7 gy = BB _ o7t —a M-
VHA = T(@ o) oy { 7 (va c 'TUV) o, q

—_ ']TG'B - ']Tu - .
- Mu + — (O -kazwu8)+ o 2(wp-—§2u)+ﬂu +

1 T oB
oup | 0
M . M o -
_r—II-(A—-OLuM)-' T l-Aas—cHaB—us(Mas)]
_M (A -a.q -o.M -U%R_) 2 0 (2.194)
T L vy 3 ap’ )

Seguindo o mesmo procedimento delineado na secao



-109-

(2.2), podemos, sem muita dificuldade, encontrar as equagoes
de evolucgio para os fluxos dissipativos. As equagoes para T,

ﬂas, 7" M sSo0 as mesmas_dadas por (2.85), (2.86), (2.88) e (2.89)

I

- = Cd 0 o~ 1
respectivamente. Ja as eguacoes para MaB, qu e M" sBo modi-

ficadas pelo termo adicional como mostrado a seguir:

a5(MOtB)L a55MCLB+AOLB_CHCLB {2.195)
dy 9y

= M + ]Nu {2.196)
MP MU

onde os coeficientes o, e ag sdo dados por (2.65) e (2:83), e.a
matriz M foi obtida na secao (2.1)(vide eq. 2.91). A expres-

sio referente a W' & exibida a seguir:

v
ahp _a o
LT - iy - -
F— (3, T-c TTU) -3 (A, ~R, U
Ve
_ .99
- (alaﬁ - Ot.lCtﬁ) —CT‘UU
i R |
]Nr'—"(._alas—alots)
hoc
B o o A — &
7 (aaT c TUOL)+OL1(M RWU)
M’y
— v
- (a0, —o,a.) <3 Uu

(2.197)



CAPITULD 3

MODELOS COSMOLOGICOS PARA FLUIDOS COM SPIN

0 estudo de cosmologias em relatividade geral uti
lizando-se fluidos com spin €& muito restrito. Devemos  citar,
no entanto, algumas contribuigbes importantes. Obhukov e Pis-

[70]

kareva mostraram que um fiuido com spin, cujo tensor momen-—
to—energia fora obtido num trabalho anterior {(Obhukov e Koro-
tky[zs]), nac altera a usual evolugaoc dos modelos homogéneos e
isotrdpicos. Recentemente[7l], esses mesmos autores analisaram
o efeito do spin no desenvolvimento de perturbacfes para um uni
verso homogénec e isotrdpico com secao plana. Israel[72] argu-
menta que © efeito do spin é significante somente em estagios
recentes da evolugdo do universo, onde as particulas do fluido
sdo protogaldxias girantes, "furbwlent eddies" ou buracos negros
primordiais. Entdo, ele estuda modelos anisotrdpicos Bianchi
tipo-I cujo conteldo material € uma poeira com spin. e mostra
que a evolugdo do modele ndo é afetada pelo spin. Na
verdade, a influéncia do mesmo & induzir uma rotagdo tipo Len
se~-Thirring dos eixos locais inerciais relativamente &s dire-
¢des principais do cizalhamento com uma dada velocidade angu-—
lar.

Um pouco mais fregqtente tem sido o estudo de mode

los com rotacdo, ou seja, modelos onde a vorticidade do fluido

é nio-nula. "Nesse caso, ha uma direcidoc preferencial segundo a
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qual o spin do fluido pode ser naturalmente alinhado. Dentro

desta linha de investigacao podemos citar os trabalhos de Krish

[73]

que tratam um fluido com spin cuja descrigdo va-
[24]

e Smalley
riacional & dada por Ray e Smalley

Nossa proposta neste capitulo & de estudar a in
fluéncia do spin na evolucdo de alguns modelos cosmologicos. O
fluido com spin em equilibrio termodinamico, gerador da curva-
tura do espacgo-tempo, tem sua descrigao dada no capitulo 1. As
equacdes de Einstein, escritas abaixo, serao modificadas pela

introducdo da constante cosmoldgica:
RC"B ---%RgOLB - Ag&B = —)(TQB (3.1)

Como teremos a oportunidade de verificar no decorrer do capitu-
lo, essa modificacdo enriquece de modo consideravel a dinami-
ca dos modelos. Escolhemos trés estruturas egspaco-temporais
distintas, sendo gue cada caso sera discutido em sec¢des, como
indicado a seguir

Na primeira secdo consideramos modelos homogéneos
e isotrdpicos que, como sabemos, descrevem satisfatoriamente o
atual estigio da evolugdo de noséo universo observavel., Devido
ao fato da usual equacao de estado manter-se inalterada, obtive
mos, para OS casos em gue a pressao & diferente de zero, altera
¢bes na evolucdo do modelo padrdo. Para modelos com segdo espa
cial plana foi possivel encontrar uma solucdo geral, enguanto
gque para os demais, lancamos mido da andlise qualitativa de sis-
temas de equacodes diferenciaist63].

De acordo com o modelo padrao, o universo fol pra -

ticamente sempre homog@neo e isotropico. Esse fato tem incomo-
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[74] que conjeturavam uma fase inici-

dado muitos pesguisadores
al anisotrbpica para nosso cosmos e, nessa busca de uma descri-
¢3o0 mais realista, o conteldo material passou a ser considerado
mais complexo que um fluido simples, como por exemplo um fluido
dissipativo. Nesses modelos, o problema central & gue o proces
so de isotropizagio, ocorrendo num intervalo de tempo da ordem
da idade do universo, nao & suficiente para dar conta da isotro
pia atualmente observada. Recentemente Novello e Duque[75] es-
tudaram esse problema num enfoque diferente,utilizando a transi
gdo de fase anisotropica para isotropica gerada pelo campo gra-
vitacional. Com essa motivacao como guia, analisaremos modelos
anisotrdpicos Bianchi tipo-I na segunda segdo para um fluido
perfeito com spin. Temos, portanto, um conteldo material que e
a generalizacdo mais imediata de um fluido perfeito e, tal qual
nos modelos homogéneos e isotropicos, somente nos casos em gue
a pressdo & ndo nula, o spin tem influéncia na evolucdo dos mo-
delos. Utilizando a anidlise qualitativa de sistemas de equa-
cbes diferenciais, pudemos verificar a existéncia de varias
classes de solucdes, dentre as quais agquelas que apresentam uma
fase isotropizante.

[76 1 publicou uma solucdo das equa

Desde gue G8del
¢oes de Einstein, onde o fluido cdsmico possui vorticidade, di-
versos autores tem se dedicado a explorar as propriedades dos
modelos com rotacio tais como a violagdo da causalidade e, tam-
bém, generalizar a solucdo original de G&del. A obtencgao de no
vas solucBes foi possivel ao generalizar-se o elemento de linha
para modelos com rotagdo juntamente com fontes mais .complexas do gque poei

[77] [ 78]

ra, tais como fluidos ~dissipativos e nio~stokesianos . Assim

sendo, dando continuidade a proposta deste capitulo, considera-
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mos, na terceira e Gltima secdo, universos com rotacgao dependen

te do tempo cuja fonte & um fluido perfeito com spin.
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2.1 - Modelos Homogeneos e Isotropicos

O elemento de linha utilizado na descricao dos

modelos cosmologicos homogéneocos e isotropicos é dado por:

dsz = ngtZ-A2(t)(T% + r2d02 + r2 sen26d¢2) (3.2)

1 -1

onde k:O,}?,?,

para segao espacial plana, aberta e fecha
da, respectivamente, e A(t) & o fator de escala.

0 conteudo material, fonte da curvatura do espa-
¢o-tempo, € um fluido com spin em equilibrio termodindmico.
Seu tensor momento-energia foi deduzido a partir da densidade
da lagrangeana proposta no capitulo 1 (vide segdo l.2)ecuja ex
pressdo & mostrada a seguir:

%o, B
af _ 2 1 v uu o aB . 2n . oW (a,B)
T —n(ac teé+ 58 qu) o2 Ph +C2UUS U~ +

29, (st ) (3.9
Nesta expressdo, € &€ a energia interna por particula, sH¥Y & o
tensor momento angular de spin, qu o tensor velocidade angu-
lar de spin, p a pressdo hidrostatica e n ac? a densidade de e-
nergia de repouso.

Tomando © sistema de coordenadas determinado por
(3.2) comovente com as particulas do fluido, a quadrivelocida-
de serd dada por U% =c 6“0 e as equacoes de Einstein escritas

como mostrado a seguir:
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2Aji+£x2+kc2_=__XP_A (3.5)
c2h2

v, (as) =0 (3.6)

As equagoes (3.6) correspondem a GOi=-ﬂ(TOi= 0.

Adicionalmente, temos de levar em conta a condigao de Frenkel
ap . i e
5 UB:=O, que no gistema de coordenadas escolhide, impoee que
a B = - 12
somente tres componentes de S 530 nao-nulas, a saber: 5,
S® o g3,

As equacgdes do campo gravitacional ndo sdo sufi-
cientes para a determinagdo completa da evolucao de um modelo
cosmeldgico. SAo0 necessarias outras informagSes oriundas das
propriedades fisicas do conteldo material caracterizado pelo
seu tensor momento-energia. Na presente situa¢do, devemos exi
bir as leis de balanco do momento angular de spin, da energila
cinética de spin, bem como de alguma relacio envolvendo n =
= nf{ac?+€) e p. As duas primeiras leis s8c dadas pelas equa-

¢Oes escritas abaixo (vide eqgs. (1.76) e (1.92)).

nfs ) =o0 (3.7)
((ﬁQL
1 .aB T '
n(§S QCLB) = 0 (3-8)
A equacdo (3.7) pode ser integrada sem muita dificuldade. Da
g

relagao entre Sa e Sa introduzida no capitulo 1 {(eq. 1.36), a

lei de balango do momento angular de spin &, no sistema de co-
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ordenadas comovente, escrita como:

A i _

i - = .
Integrando, obtemos que S € inversamente proporcional ac fa-

tor de escala, ou seja:

g N = (3.10)

B

Da equacgdc (3.8) & imediato que s®Pq (ou SaQa) inde

aB
pende do tempo t. Para que haja coppatibilidade com a eq. (3.4) de-

BQ&B independa também da posigdo espa-
(*)

cial, significando que este termo & constante .

. . a
vemos impor ainda gque S

A terceira e ultima relaclo a ser introduzida e

a usual equacdo de estado envolvendo p e p, que & dada pox:

p = Ap {(3.11)

onde 0<A< e p=nf{ac? + €). Note que esta equacaoc € a mesma

estabelecida para fluidos sem spin.

A determinacio do fator de escala A(t) e, conse-
quentemente,a completa caracterizagdo do modelo cosmologico é

feita se utilizarmos as equacgoes (3.4), (3.5), (3.10) e o fato

(*) De um modo geral, a dependencia de s*) com as coordenadas espaciais é
determinada ao integrarmos a equacao (3.6).
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de que n(t) obtido pela integragio da equagao de continuidade

(eq.2.22) & dado por:

onde n & uma constante. Entao, apds algum algebrismo, chega-

mos a segulnte equagido para A(t):

. Al c?
2ni G e 1) e+ et) £ 4Gr Daser - S5 <0 .3

48
n X8 BQ

onde A = 0 ad Observe que a energia cinética de spin
s

5™
contribui com um termo adicional inversamente proporcional a
A(t), de modo que a wusual evolucio dos modelos FRW
€ alterada. No entanto, para o caso de poeira ()= 0) comspin,
nenhuma modifica¢ao na evolucao dos referidos modelos & encon-
trada. Al, o spin da matéria apenas redefine o valor de p =
= n(ac®2+¢). Por esse motivo, iremos nos concentrar em anali-
sar as solugdes da equacao (3.13) para ) =0, buscando exibir a
alteragio da dindmica dos modelos homogéneos e isotrdopicos de-
vido ao spin da matéria cdsmica. Analisaremos entdo, separada
mente, os modelos com segiao espacial plana (K=0), fechada e
aberta com a constante cosmoldgica nula. Os casos em que A =0

serao tratados independentemente.
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3.1.1 - Modelos com Secao Espacial Plana_(k = 0)

Fazendo k=0 e A=0 em (3.13), obtemos a seguin-

te equacio:

. e’
2AA + (32 +1)Az- ; =0 (3.14)
A solucao geral dessa equagéo foi encontrada por Assad”g}'. Se

guindo o seu procedimento, a integral primeira de (3.14) é:

. A \sr+1l A A ):m
_ 0 S )
A = (A ) L1+ 3R, (AO } (3.15)

onde B & uma constante de integracao., Podemos expressar p e

o =p+ l-nsaeﬂa em funcido do fator de escala A(t), ao subs-

ef 2 B
tituirmos (3.15) em (3.4) eutilizarmos a eq. (3.12):

3 E)BM-}_ Ag (_A_)B)\-i-l

Xpef = T3A7 ( = 1+ 3A0 A, (3.16)
32 A, )3)\+l N

Xp T c2p2 (HA_ (3.17)

Caso A =0, as expressoes acima reduzem-se para agquelas obtidas

no modelo padrdo. A condicao fraca de energia TaBUaUez 0 ésem

pre gatisfeita visto que AS e A sdo gquantidades positivas.
Vamos introduzir uma variavel auxiliar Y defini-

N
da por: '

Ao\
- s (2 3.1
T = 3R] (AO ) (3-19)
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e cuja relacao inversa e facilmente calculada:

3a+1

1
A = (_3_2:_1_0_?__ Y> 34 (3.19)
s

Voltando para a eq. (3.15) e reexpressando-a'em funcdo: de Y(t), obte

mos, apos algum algebrismo, o seguinte resultado:

1-+3x 1-A
w a2 ; X _.%
g Y
_— = — —_— + ‘2
ay A (1\ ) (1+7Y) (3.20)
s S
Derivando com relagdac a Y, vem:
1+3x 1-3x 1-2
2A 2 2x i 7
dzt A (1-2) ¥ (3) 1o {L-Y) v
- N 1 -A
dyz 232 A A 5 ( b
(3.21)
-1/2 ~ dt

Escrevendo, a partir da eq. (3.20), (L +7Y) em funcao de av

e Y e substituindo na eq. (3.21), temos:

ey R (e e

e, apds algumas passagens simples agqui omitidas, chegamos a se

guinte eguagio:

d2t
1+%Y +
( ) 3% L

befinindo uma nova variavel X dada por:

2A —1 dt _ P
( Ja? 0 (3.23),

X = 1+Y (3.24)
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a egquagao (3.23) pode ser reescrita na forma desejada:

2t 1 1-2A dt
(1"X)X%X—2+L§+ (T)X}a'i:‘l (3.25)

A equagao (3.25) estd expressa na forma das eguagdes que admi-
tem como solucgdo geral, funcgoes hipergeométricas[SOI . Tais e-

guacdes sao escritas como:

X(1-x%) LL+ Lc-(a+b+1)xj%—abt:o (3.26)

Comparando a eq. (3.26) com a (3,25) , determinamos facilmente-

os coeficilientes a, b e c:

c—-l

)

N

b= 55 {(3.27)
a=2>0

A solucdo geral da eg. (3.26), & dada por:

t(X) =0LF(a,b;c;X) +E‘>X]"—C F(a—c+1, bec+1l; 2 -c; X)
(3.28)

onde & e B sio constantes e Fl(a,b;c;X)é a fungao hipergeometri
ca. Tendo em vista os coeficientes a,b e ¢ identificados em
(3.27) , podemos escrever:

Fla,b;c;X) = F(O, - %;%;X) =1

(3.29)

F(a—c+ l,b=-c+1; 2—C;X) = F(%—, )\2—}\1; %:X)
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Assim:
1/2
ex) =a vexPE (S AL 3 %) (3.30)

Voltando para a variavel Y, temos:

_ /2 ,/1 A-1_ 3.
ew) —a+rs(L+0) P r( 5, A 2 1+y) (3.31)

As seguintes propriedades satisfeitas pelas fung¢des hipergeomé

tricas sao importantes para posterior desenvolvimento:

—d%- l_xcﬂl F(a,b;c:z)J = (c-1)z""F(a,bic-172) (3.32a)
F(a,b;ciz) = (1-2) @ (32.32Db)

c—a-b

(1-2) F(c-a,c-bjcrz) (3.32c)

F(a,b;c;z)

Resta apenas a determinacd@o das constantes o e B
para a completa especificag@o da solucido desejada. Dando ini-

cio com a determinacac de B, derivemos (3.31) com relagao a Y:

dt _ 1 gy —L/2 1 -1, 1,
onde utilizamos a propriedade (3.32a). Aplicando (3.,32c), vem:
1-2
dat _ 1 ~1/2 o 2X
-2 (1+y) (- Y) (3.34)
e igualando %% dado pela expressao anterior com a correspon-

dente encontrada em (3.20), obtemos, apdés algumas simplifica-
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gOes, o seguinte resultado:

] L= =1

2A 2 3A 7 5N
g = 20 ( 0 ) (-1)
A

Substituindo 'a eqg. (3.35) na (3.31), temos:

3(A+1)

- 1/2
2A A A \3A A T
. _ 0 S
Ely) =a- =53 ’j‘+ 32, ( A, ) J ( A, )

Iy 3X
,Fl,@_"*_ll--i;pr-—s—(i) )
0

2\ 2

A determinacdoc de o & feita simplesmente escolhendo a

da contagem do tempo na eqg. {3.36):

A

2A 1/2 2
. _ o o 0 s +1 3. —8_
coto=t(r)=a- o (1e 52 F(l, P51+

3a,

28, o Ag\M? s oa41 3
. _ 2By Ny .3, As
Sooas=t o+ (1+ ) F(l, 21+

3R, 2x

Por fim, substituindo a eq. (3.37) na eq.{3.36) , vem:

2B, 4 Ag
t(a) -t = (1 + Ta

] (;lL:fA
A, NBy /)

A 3A
ca (8))

1/2 3(A+ 1)

(&) * =

_ B
33

{(3.35)

{(3.36)

origem

1/2 A
2A+1 3, 8 _
) F(l,——x——z ,2,1+3A)

20+ 1,
Zn

(3.38)

3.
2

r
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Portanto, em conseqgtiéncia do spin, a solugdo & expressa por
meio de fungoes hipergeométricas da maneira acima indicada.
Claro estd gue no limite ASV*O, devemos recuperar as solugoes

usuais dos modelos FRW. Fazendo entdo, esse limite, temos:

_2A 2h +1 3
e@ e = 5rr(n B3 ) -
oA 3(A+1)
A 2 2 +1 3
- 5 (¥> F(l, 241 ,2,1) (3.39)
Utilizando a propriedade F(a,b;c;l) = %Fﬁg_i;?;?é) ,onde I'(n+1) =
=nl(n) :
_ 2z
3+ 1)
_ 3(A+1) rt-t,
A() = A L1+ 5 (Au (3.40)

Essa & a usual solugao de FRW com p e p interligados pela equa

cac de estado (3.10).
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3.1,2 - Modelos com secao espacial aberta e fechada

Para k20 el =0 em (3.13) , teremos a seguinte e

quacao:

AL c?
58

= (3.41)

il
o

2AA + (34 + 1) (zlz + ka) -

A fim de analisarmos as possiveis solugOes dessa equacgdo, uti-
lizaremos o método da andlise qualitativa de sistema autdénomo
de equac¢oes diferenciais. Tal sistema & obtido ao introdu-

zlirmos as variavels x e y dadas por:

(3.42)

Entao, a equacgac (3.41) & transformada no seguinte sistema de

equac¢oOes diferenciais em x e y:

¥x =y =F(x,vy) (3.43)
A c?

. Ix+1)y= 3x+ 1) ke2

o= g - ( LIS o BAL RS _cx,y)  (3.44)
Seguindo Andronovwata1[63] ou Sansoni<aConti[81],

vamos tragar no plano de fase xy todas as curvas que sao solu-
¢oes do sistema constituido pelas equacdes (3.43) e (3.44), e,
desse modo, analisar os modelos representades por tais solu-
¢oes. O primeiro passo & determinarmos os pontos criticos
Py (x,,v,) (também conhecidos por pontos singulares) do sistema.

Tais pontos sdo obtidos fazendo Fix,,y,) =0 e G(x,,y ) =0. Fa
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cilmente encontramos um Gnico ponto critico Po(xo,yo), cujas
coordenadas sao:
AAS
%= mrnk 0 Yo 0 (3-43)
Caso k >0 (modelos fechados) temos que x0:>0 e, para k<0 (mo-
delos abertos), x  <0. S6 consideraremos as soluctesS com X =
= A(t) >0 (fig. 3.1), apesar de ser possivel que A(t) seja ne-

gativo,visto que este fator aparece na métrica elevado ao qua-

drado.

>

P(x,,0)

&

SOV

¥ig. 3.1 - Ponto critico no plano de fase para k > 0.

O proximo passc é a determinagdo da estrutura to
poldgica das curvas na vizinhang¢a do ponto critico P (x,,vy,)-
Isso & obtido quando expandimos F(x,y) e G(x,y) numa série de
poténcias a partir do ponto critico e considerarmos somente
termos lineares, ou seja, linearizando o sistema de equacgodes,

como mostrado a seguilr:
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'=(-g§)o(x—xo)+ (-g—.go(y-yo) (3.46)
y = g—g){)(x—xo)+(g—§l(y-—y‘]) (3.47)

Duas gquantidades irdo indicar qual a estrutura das curvas na
vizinhanca do ponto critico: o determinante Q(PU) e o trago
I(Po) da matriz construlda a partir das derivadas parcials de

F(x,v) e G(x,y), como mostrado a seguir:

-

(=), (&)

oy
o= (3.48)
() (&)
d
. 0 oy ¢
Calculande (P ) & I(P ), temos:
0 g
3,3
_ (3a+1) k2
Q(PO)_ 2k2A52
| (3.49)
I{(P )=0
0
P serd um centro para k>0 e um ponto de sela para k < 0. Na

0

figura (3.2) sdo mostradas as curvas tragadas na vizinhanca de

Po(xu,yo) quando k > 0.
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b Y

Fig. 3.2 - Estrutura das curvas na vizinhanca de E (X'a’yo.)'

A etapa final sera estudarmos o comportamento das
curvas no infinito. Utilizamos o método da projecdo estereo-
grafica de Poincaré[GB], cujos detalhes de cdlculo sao deixados
para o apéndice E. O grafico resultante.para o caso k >0 & mos
trado na fig. (3.3). Néte a deformagdo das elipses de-
vido a influéncia dos termos ndo-lineares. A anadlise das cur-
vas no plano de fase & feita a seguir,.

0 ponto P, representa um modelo homogéneo, iso-

tropico e estatico (tipo Einstein), cujo fator de escala & da-
AA

—S

(3x+ 1)k °

lucdes com caracteristicas notdveis: ndo possuem singularidade

do por A = As curvas representam uma classe de so-
0

e sio oscilantes. O fator de escala A(t) oscila entre um wva-

lor minimo até um maximo, sendo que as oscilac¢des sdo re

alizadas em torno do modelo estitico (ponto PO). Os valores
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maximo e minimo de A(t) podem ser calculados a partir da seguin

te equagao:

Az: % 4+ 5 . . ke2 (3.50)

que nada mais é que a integral primeira de (3.41). Um resulta-

182} anali-

do idéntico a este foi encontrade por Assad e Romero
sando universos homogéneos e isotrdpicos na teoria de Einsteln
Cartan. Como ressaltado por esses autores, ha uma fase expansi

va inflacionaria onde A(t) 2 0. Na presente situagdo, esta con-

v

digdo é equivalente a i(t) 0. Ao verificarmos a equagao (3.44)
constatamos que a energia cinética de spin é responsavel por
esta desigualdade ou, em outras palavras, responsavel pela fase
inflacionaria. Ja as solucgoes representadas pelas curvas 85!
tem inicio numa singularidade (ponto S§), onde o fator de escala
A(t) atinge um valor maximo e, a partir dai tem inicio a contra
¢3o. O estagio final desses modelos &€ a singularidade represen
tada pelo ponto S'.

A condicio fraca de energia & sempre satisfeita, o
que pode ser facilmente verificado abaixo:
Az k

_ 3 ,A%2  k
—X(A2+A2)

-2

c TaBUuU (3.51)

[\
(]

3

Apesar da densidade total de energlia ser sempre positiva, a e-
nergia interna pode adquirir valores negativos permitindo que a
press3o p = Ap seja suficientemente negativa em determinada par-
te da evolugdo cosmoldgica e, assim, evitar a- a singu-
laridade. Para os modelos com singularidade, & sempre positi

Vo, . e . o mesmo vale para a. pressdo. A determi-
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nagdo das-regides onde p &€ negativo pode ser obtida se reescre-

vermos a equacido (3.4) como mostrado a seguir:

=

2 4+ 2
xp= 22t ke?) s (3.52)
c?x X
Na figura (3.3) . delineamos as regides segundo as quais p £ 0.

Como esperado, os modelos entram neste regime a medida que es-
tio contraindo e, uma vez vencido o colapso gravitacional, da-
~se o inicio a expans@o e a pressado volta a assumir valores po-
sitivos. Note que, se fizermos o limite de AS-+ 0, ou seja, na
auséncia do momento angular de spin, recuperamos a expressao pa
ra p estabelecida para os modelos de FRW. O conteudo material
se interpretado como um géds perfeito com spin levaria, nas so-—
lugdes que apresentam p negativo, a estados nao fisicos. Essa
interpretacdc, no entanto, ndo & necessaria pelos argumentos
que seguem: (i) o fato de escolhermos a equacdo de estado p=Aip
ndo implica na completa caracterizacdo termodindmica do sistema;
(ii) para as equacgdes de campo, temos um fluido que ‘apresenta
uma densidade total ou efetiva de energla positiva e uma pres-
sd3o que pode assumir valores negativos. Na verdade, © fluido
com spin no presente contexto pode ser reinterpretado como um

fluido simples sujeito a seguinte equacido de estado[47]:

= b
Pat psp:i_n A (3.53)
- 1 v B Y TR . -
onde P = P + 2rxs qu e pspin = 2118 qu. A densidade de e

nergia cinética de spin neste caso faz o papel de massa de re-

pouso das particulas do fluido.
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Figs. 3.3 - (a) Regioces em que
a pressac assume valores

positivos e negativos.

{(b) Curvas no pla-

no de fase para k> Q.

{©)



-131~

Para k<0, ndc ha ponto critico na regido consi
deradoﬂplano de fase.além do mais, praticamente todas as cur-
vas situadas nesta regido representam modelos que violam a con
digaco fraca de energia em pelo menos alguma fase de sua evolu

gao. Isto pode ser constatado se fizermos:

: kjc?
aB _ X o _ 3X AZ l .
TUUFE - 25 G =S \az7 ~ s 20 (3.54)

Tendo em vista as variaveis x e y introduzidas em (3.42), a de

sigualdade acima reduz-se a:

\
!

-V]kfc2 Vik|c? (3.55)

Na figura 3.4, tragamos a regildo onde & violada a condicgao

fraca de energia.

-~

\J[K] c2

U
SN

lKI c2

\\\\\\\\\i

ot

\\\\\\\\\

Fig. 3.4 - Regido no plano de fase onde e violada
a condlgao, '
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z 1.3 - Influéncia da Constante Cosmologica

Nesta sub-secao, faremos algumas consideracdes a
cerca da influéncia da constante cosmologica na evolugao dos
modelos cosmoldgicos. Estas basear-se~3ao no sistema dindmico

resultante da equacgao (3.41), cgue & dado por:

X=y (3.56)

Mg  (3a+1)(y2+kc?) _ (A +1)hc2x

Y T ke 2xZ 2 (.57)

Os pontos criticos Pi{x_ ,y )} do sistema estardo necessariamente
sobre 0O eixo-x, uma vez gue v, =0. A determinag¢iao da coordena-—

da x €& obtida ao resolvermos a seqguinte equacao algébrica:

(A + 1) Ax:

04—(3k+1)kX0:}U% =0 (3.58)

O nimero de pontos criticos ird depender do numero de raizes
reals de (3.58), gque, por sua vez, depende da relagdo entre A,
A,k e . A andlise de tais pontos criticos & deixada para uma
posterior investigagac. Entretanto, para k=0 encontramos um

Gnico ponto critico cujo valor da coordenada x & dado por:

YT TR (3.59)

Pode ser mostrado gue o ponto critico obtido para
o caso de modelos planos serd um centro para A >0, e um ponto

da sela para A< 0. A estrutura das curvas na vizinhanga do pon
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to criticé para A >0 & idéntica a mostrada na figura 3.2. Es-
sencialmente, nesta situagi3o, nio hd mudancga consideravel no
comportamento das curvas no plano de fase.

A condigao fraca de energia deve sempre ser sa-
tigsfeita, de modo gue podemos selecionar casos que mals tarde,
podem ser investigados. A expressaoc resultante da desigualda-

de TaBUaUﬁz 0 & escrita abaixo:

2 2
i(i—z+kc)+1\20 (3.60)

onde utilizamos a egquagdo (3.4) e as relagdes dadas em (3.42).
Na tabela (3.1) mostramos, para cada situacado, as consegflén

cias da desigqualdade (3.60) no plano de fase xy.
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3.1.4 - Tétradas Girantes . nos Modelos Homogéneos e [sqtropi-

COS

Na descrigao de fluidos com spin em relatividade
geral desenvolvida nog capitulog I e II, utilizamos dois cam-
pos tensorials que caracterizam completamente o movimento des-
te fluido: o Jja conhecido campo de velocidade hidrodinamico
Ua(x} e o campo de velocidade angular de spin Ras(x) {ou
Qu(X})' A introducdo deste seqgundo campo deve-ge ao fato das
particulas do fluido possuirem estrutura interna, de mo
do gque as mesmas podem girar independentemente dos seus deslo-
camentos , No modelo, as particulas do fluido sao conside-
radas como pequenas réplicas de corpos rigidos dotados de ve-
locidade angular de spin que & determinada pela rotacao intrin
seca de uma base tetraddica ligada a particula (vide secao 1.1,cap.
I). Como ja ressaltamos, essa rotagao se faz relativamente a
uma base Fermi-Walker transportada ao longo das linhas de uni-
verso das particulas do fluido. B nosso objetivo, nesta sub-
secdo, determinar a base tetradica girante a partir da equagao
de evolucgao das mesmas, como flcard claro no decorrer do tex-
to.

Inicialmente, denominamos de base de tétradas na
turalmente adaptada ao elemento de linha (3.1), aquela que é
obtida por uma leitura direta do referido elemento de linha le
vando—-gse em conta que:

dr?2 A_B

ds2 =c2dt2 - A2 (t) ( ———— +r2d02 + r? sen20d¢?) =1,,0°0
1 ~kr2
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onde

o) _ ) ax” (3.62)
H

Entao, a base de tétradas natural {a(A)u‘} é dada por:

2 = (1,0,0,0)
u
(1) _ A(t)
a 0 " (0, W'O'O)
{3.63)
a(Z)ll = (0,0,rA(t).0)
a(321 = (0,0,0, rA(t) seno)

Obviamente poderiamos escolher uma outra base ortonormal de té
tradas, uma vez gue ha liberdade fornecida pelas transforma-

coes de Lorentz locais entre as mesmas:

e =1L, a (3.64)

onde ILAﬁ(x) ¢ a matriz de transformacao local de Lorentz, gque

satisfaz a seguinte relacao:
L7, L, n = 7 (3.65)

Pode ser mostrado sem dificuldade gue a base natu
ral{-a(Ahl} & Fermi-Walker transportada ao longo das linhas de
universo das particulas do fluido, indicando, portanto, tratar-

-se de uma base ndoc girante:

a = quaa =0 ‘ (3.66)
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A base de tetradas solidaria com cada particila
estruturada do fluido gira relativamente a base na
tural -{a(An%}. A cada instante tais bases estdao relacionadas
por uma transformacdo local de Lorentz dada pela equagao (3.64),.
que na verdade & uma rotagdo de Lorentz, cujo gerador & a velo
cidade angular de spin QaB' A transformacao tem as seguintes

caracteristicas:

U
) = “‘)a—?‘* (3.67)

ou seja:

L. = 1; . =6, i=1,2,3 (3.68)

A base de tétradas {e{AJuipode ser determinada

ao integrarmos a sua equagao da evolucido dada pela equacao (1.

17) , e gue pode ser reescrita como mostrado abaixo:

< (A) ( 2 - B (A)

et = (25t CZU[GUB]) e (3.69)
onde utilizamos a equagao (1.22). Tendo em vista que a acele
ragido do fluido é nula, a equacdo (3.67), a relacdo entre QaB

e Q,(eq. 1.32), podemos decompor a equacao (3.69) nas seguin-

tes expressoes:

el =2 oy 3.70)
(a)

de . .

— = =1 Tk L 2 eld) (3.71).

onde i=1,2,3 e a=1,2,3. Apds integrada, esta Ultima equacao
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nos fornece os vetores espacials da base tetridica.
Como exemplc, vamos integrar (3.69)numa situacidoc
resultante da validade das sequintes hipoteses simplificadoras:

(4] o quadrivetor momento angular de spin s% 85 tem componente

. - . o ..
na direc¢do r, ou seja, S = (0,5',0,0); (ii) o tensor inércia
de rotagao por particula jaB & dado por:

.o ap
g = - Jh (3.72)

Como conseqfiéncia disso, ¢ gquadrivetor velocidade angular de

. o . o . . .
spin &, em virtude de S ==3a898, fica sendo escritc como:

e = (0,2 ,0,0) (3.73)

Qutras informacodes adicicnais serdo Gteis. A condigao de rigi
dez das particulas do fluido (eq. 1.47), traduzida para esta

situagao, reduz-se a:
J =0 (3.74)

Por fim, a lei de balango do mcmento angular de spin, juntamen

te com as equacgdes (3.72), (3.74), resulta em:
G =0 (3.75)

Estando Sa e o dirigidos na direcdo de r, vamos

propor que a base tetradica ge(A)p} seja escrita comc mostrado

a seguir:
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* V(1 - kr?)
; (3.76)
e{Z)a = (0, 0, rA(t)f, , rA(t)f, senO).
e{a)a = (0' 0, rA{t)h , rA(t)h, sen0)
Substituindo os quadrivetores espaciais 31, 22 ¢ &% em  (3.71)

juntamente com a restrigao (3.73), chegamos ao seguinte siste-

ma de equacdes para as fungdes £, , £,, h, e h,:

Fo- S g _ 9 (3.77)

Foy S £ — (3.78)

h - — __ n =9 (3.79)

h +-——§-2——— h, =0 {3.80)

Y
1-%kr2
Apds a integracdo e levando-se em conta as condic¢des de orto-

mormalidade, temos:

£, =cos (——u—%-% ; fzzsen(——g—z—t——) (3.81)
V' 1-~-Xkr2 V1-kr2
h =-sen (—ﬁ—E—) i h, =cos (—QE——) {3.82)
V 1-kr2 V' 1-kr?
Caso =0, a base {e (& )U% reduz-se aquela gue é Fermi-Walker

transportada dada por (3.61l) como seria de se esperar.



-139~-

Por fim, wvamos exibir a matriz de transformacao

ILAB ; obtida diretamente a partir de e(Ai e aL(A)u :
1 0
1 0 0
L, = 0 (3.83)

onde § = —_—
Y 1 -kr2
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3.7 - Modelos anisotropicos

Consideremos modelos homogéneos e anisotropicos

do tipo Bianchi-I, cujo elemento de linha & dado por:

dé2==c2dt2-—Af(t)dxz-Ag(t)dyz-Aj(t)dzz (3.84)

Novamente elegendo um sistema de coordenadas no

o o - . . -
gqual U =¢d, , as equagdes do campo gravitacional para a mé-
trica dada em (3.84) e o tensor momento-energia expresso pela

equacdo (3.3) sao:

A AR

__i_( Pale | Tats Do 3) =x(o+ $ns*Pa ) +1  (3.85)
C2 N ARy ARy Bohy
1 78, Aa AzAS - -
sr(at * 5 txa) - -xp-d (3.86)
1 il Aa ALA, _
=z (K:+K;+ALA3>“'XP_A (3.87)
1 Az ji1 r:‘15*2 _ )
= (F+a 5a)-xe-h (2-58)
vkskl -0 , i=1,2,3 (3.89)
sk(loJ)k =0 i,i.=1,2,3 (i#3) (3.90)

As equagdes diagonais sdo (3.85) ... (3.88) enquanto que as e

gquacdes (3.83) e (3.90) correspondem a G'lT=-y1't=0e gl=

=-yT, para i#j, respectivamente. Na {ltima egquacdo, le

& o tensor de cizalhamento cujas componentes nao-nulas no sis
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tema de coordenadas eleito, sdo:
A, A, 2A
e o (2 -2 ) (3.91)
3CA? A, A, Ay
A, 1, 2A
2 1 (._i i Rt ) (3.92)
3ch? Ay Ay A,
o¥ - 1 (__1,+§3,2As) (3.93)
3cA2 A, A, A,
de

Vamos dar inicio & investigagdo do sistema
cor-

Substituindo as expressoes
obtemos as

equagoes (3.85) ... (3.90).
respondentes de Ojk-dadas acima na equagao (3.90),
seguintes relacoes:
Sl (ak S T S .94
s ( = - ) = 0 (3.94)
1 2
A, A
32 3 2 o
s*(z-5) -0 (3.93)
{3.96)

Claro estd que, se Al(t)?EAz(t)#zxs(t), o tensor momento angu
Fa¢amos, entio , & se-

lar de spin é necessariamente nulo.

guinte imposig¢do sobre os eixos de anisotropia:

A (t) = A, (t) = A(L) (3.97)
A(t) # A, (t) = B(t) (3.98)
nao-nula

Em consegtiencia dessa imposigao, a Gnica componente
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do tensor momento angular de spin é Slzr ou alternativamente,
a componente S° do quadrivetor momento: angular de spin.

As equacgdes indicadas por (3.89) apresentam re-
sultado similar ao obtido para modelos homogéneos e isotrdpi-
cos relativamente a dependéncia espacial de s* . Mais infor-
macOes acerca do spin & fornecida pelas leis de conservagao
de momento angular de spin e da energia cinética de spin, da-
das.respectivamente pelas egs. (3.7l e (3.8).. Desta altima eguagao

tamos novamente que o produto S(XBQQ & independente do tempo. Além dis

B
so, vamos impor, tal qual fizemos antes, que este termo nao
dependa das coordenadas espaciais.
Reescrevendo as equag5es de campo (3.95), ... .,
(3.98), onde levaremos em conta as equagdes (3.97) e 13.98),
nO

bem comoc n(t) = x2p ! obtidq apds integrarmos a equagao de con

servagao do numero de particulas, temos:

o R
) - n § 4
_1 oA 2aB "o~ aB 3.99
cz Lay v 1= xles 2azg ) (3.99)
1, 2A . A2
o (F*+3z) = -xe-d (- 100

Para compatibilizar o numero de equagdes com ©
nimero de incdognitas, adicionaremos mais uma equagao que & a

relagao entre p e p, dada por:

P = Ap (3.102)

onde 0£AZ21,
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Passemos agora para a determinagao de A(t) e

B(t). Igualando (3.100)e (3.101), obtemos a seguinte relacgao
de compatibilidade entre as funcgdes A(t) e B(t):

{3.103)

Isolando p em (3.99), utilizando (3.92) e substituindo a ex-

pressao obtida para p na equacdo (3,101), chegamcs, apds algum

algebrismo, ao seguinte resultado:

2R Az AR _ Agc? _ _
T N 3+ 2h5g - i (Ae D) ke =0 (3.104)
o
n 5774
onde Ag = ‘JXZ af |

No sentido de expressar de modo conveniente o

sistema formado pelas equagOes (3.103) e (3.104), introduzire

mos as variavels F(t) e ¢(t) definidas, respectivamente, por:

F(t) = A2B ( %—%) (3.105)

s(t) = (azB) 173 (3.106)
Apbs algumas passagens simples, o sistema de equag¢des (3.103),
(3.104) reduz-se a:

F =0 => F=F, = constante (3.107)

2§-k(3k+1)§2 (1_K)F§— M§;2+,u4,”A02=0

¢ ¢pZ 346
, (3.108)
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E interessante notar que F, pode ser interpretadc como sendo
a medida da anisotropia do modelo. Caso este parametro seja
nulo, recaimos nos modelos isotropicos (A =B).

Com a finalidade de estudar a evolucao dos mode
los anisotrOpicos iremos transformar a eguacao {3.108) num
sistema de equag¢Oes diferenciais autdnomo nos moldes do que
foi implementado na secao anterior. Introduziremos, entao,as

variaveis x e y, definidas por:

X = ¢(t)
(3.109)
y = ¢(t)
de modo gue o sistema resultante & dado por:
X =y (3.110)
2
;ﬁ:_ GBA+1)y2 (1 - MF, N MgC? (A +1)Ac2x (3.111)
2% 6X5 2x2 2

Como antes, sO consideraremos a regiao do plano de fase para

x>0,

3.2.1 - Andlise do Sistema Dinamico

O primeiro passo & a determinacdo dos pontos cri
ticos do sistema na regido finita. Realizando os calculos,ob
temos que os pontos criticos serao do tipo P(x,0), onde a co-

ordenada x & calculada ao resolvermos a seguinte equacao algé
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brica:

(L-A)F S

(A-kl)Aczxﬁ-lASCZX3+ 3

{3.112)
As raizes desta eguag¢do vdo depender da relacdo entre os pard
metros A, A, A e F,, como abaixo mostrado:

<] se A <0, teremos apenas duas ralzes distintas e de sinais

contrarios:

- 1/3
AAS £ A {3.113)
*= 7 e a1 '
40 (1 -2 F 7
o} A = v/ - g 3.114
nde 1 3A2Aécz ( )
il) se h=0, teremos apenas uma {nica raiz positiva, cujo va-

lor da coordenada x &:

- ,—1/3
(1-MF
x = | AT (3.115)
’ 33 c? |
S !
o BKZCZA; . - .
L) se O<A<h = RSy as ralzes sao iguais e de mes

mo sinal, cuja expressao correspondenteda coordenada x & dada

por (3.113).

V) se A==Acr, teremos uma Unica raiz positiva:
- A 1/3
% = s (3.116)
2(h+ 1A
Ccxr

v) se A>A__, ndo teremos raizes reais.
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A determinacdo da natureza dos pontos c¢riticos
& deixada para o apendice E, de modo gue nos limitaremos a es
crever apenas os resultados obtidos. No caso (4], P (x ,0) e
P_(x_,0), s8o pontos de sela (fig. 3.5). ©No caso (4{i), o pon-
to critico também & um ponto de sela (fig. 3.6). Em (L),
P+(x+,0) €& um centro, enguanto que P_(x_,0) & novamente um
ponto de sela, como mostrado na fig. (3.7). Por fim, em (v}
0 Unico ponto critico € multiplo, pois o determinante da par-
te linear calculada nesse ponto € nulo. A determinacao das
curvas na vizinhanc¢a deste ponto & deixada para uma outra o-

portunidade.

e

7
S
AN

)

7
//
s

Fig. 3.5 — Natureza dos pontos criticcs P,(x,,0) e P_(x_,0) para
-> 0 e x_ <0,

A < 0. Note que X,



~-147-

NN

\
\

Fig. 3.6 — Curvas na vizinhanca do ponto critico para
0 caso = 0,

N\

N
)

Fig., 3.7 - Curvas mna vizinhanca dos pontos criticos P+(X+,O) e

P (x_,0) com'x+ >0ex >0,

para o caso 0 < A < Acr'
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Para completar as curvas em todo o plano de fa-
se, faz-se necessaria a analise do comportamento das curvas
na regiao infinita (vide apéndice E). Antes, porém, verifica
remos que restrigles a condigao fraca de energia impde aos fa
tores de escala A(t) e B(t), bem como suas derivadas. Tal restricao
pode ser facilmente cobtida ao utilizarmos as. egs. de campo e cujo resulta

do e mostrado abaixo:

2 A2 2AB
TOLBUOLUB= (B 2B ) o (3.117)

X AZ AB
Levando-se em conta as variaveis I e ¢ .dadas pelas egs. 3.115) e
(3.116), assim como a equacadao (3.117) e as variaveis X e y
(eqg. 3.119}, a desiguladade acima pode ser reescrita como:
2 F 2

3y~ _ Za 2y 3.118
. ot Ac? 2 0 (3. )

Com esta desigualdade poderemos identificar as regices do pla-
no de fase onde a densidade total de energia é positiva ou ne-
gativa, Dessa maneira conheceremos que curvas passam por tais

regides e, em consegfiéncia, os modelos que violam ou ndo a con

dicao de positividade de energia. Nas figuras (3.8 ), (3.9)e
(3.10) exibimos os planos de fase para os casos A < 0, A = 0 e
0 < A < Acr' respectivamente, juntamente com as regiCes de-

finidas pela equagao (3.118).

Os pontos criticos P(x,0) obtidos sao = solugdes

particulares - do sistema constituido pelas equagées ((3.110) e

(3.111). Tails solugles representam modelos cosmoldgicosaniso-

tropicos que nfo possuem expansao, uma vez gue a mesma pode ser
A

A

escrita em fungdo das varidveis X e y como mostrado a seguir:
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a5

Il

+
(sl Rve il

il

)m
RS as i

= 3Y
- (3.119

L

No entanto, isso ndo significa que os fatores de escala A(t)
e B(t) sejam constantes, pois eles podem variar de modo que ©
produto A2B permanega constante. Iéso implica que um hipotético
observador neste universo detetaria um desvio para o vermelho
numa direc¢doc e azul. noutra. Devemos frisar que a existéncia
de modelos com essas caracteristicas sé & possivel devido ao
termo de energia cinética de spin proporcional a AS.

Passamos a seguir para a analise das curvas

obtidas para cada caso.

3.3.2 - Analise das Curvas

— Caso A < 0

Na figura (3.18), temos as curvas no plano de fa
se para A<0. O ponto critico P, &, como vimos, um ponto de
sela, Isso indica que © modelo representado por P, &€ instd-
vel, pois qualquer pequena perturbac¢doc poderia fazer com que
nos afastassemos indefinidamente deste modelo. Além do mais,
& violada a condic¢io fraca de energia, ou seja, o contefdo ma
terial possul densidade total de energia negativa.

Os pontos criticos no infinito, indicados por
Q+ e Q_, representam modelos onde os fatores de escala Alt) e
B(t) sao infinitamente grandes e, consequentemente, a den
sidade total de energia & nula. Podemos dizer que temos um

estaglio de maxima diluig¢do. Outra caracteristica a destacar
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‘ F
- ~ . - . o _
e que esses modelos sao isotropicos visto que — = 0 e, por-

"

tanto, A=B (vide eq. 3.105). A diferencga entre ambos mode-

2

los esta no fato de Q, possui expansao dada por ©_= (—JAg )1/2,
. hAe23Y1/2

enquanto Q_ contrai-se a uma taxa constante 9_= {- —3 . Co

mo podemos notar ainda, Q+ & um atrator representando assim
0 estdgio final de uma classe de solugdes. Ja a partir de Q_
as curvas saem, indicando ser este 0 estagio inicial de outra
classe de solucgoes. Do grafico da fig. (3.8), identificamos
classes de solugOes representadas pelas curvas SQ+,Q_S', Q_Q_, 55!

e as separatrizes SP,, P,s', POQ+ e Q_P,, que serao analisadas

a seguir:

|
|
|
1

Fig. 3.8 - Curvas no plano de fase para A < 0.
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{a} Curvas SQ+

As curvas SQ+, com origem em S e término em Q+,
representam uma classe de solugdes com as seguintes caracte-
risticas: s3o singulares, pois a medida que tendemos para S,
y+® e x-=>(, onde quantidades como a densidade de
energia do fluido, bem como a expansdao, divergem. No decor-
rer do tempo, a expansao varila até que, em t=«, atinge o va-

Ac2 N1/2 - . - . ,

lor - 3 . Cutro fenomenc importante @ a 1gotropiza-
~ . F Q

¢ao dos modelos, visto que o fator — assume valores cada vez
X

menores a medida que x cresce. Por fim, destacamos que esses

modelos podem satisfazer a condicao fraca de energia em toda

sua evolugdo, pela observacdo de que temos curvas que ndo pe-

netram na regido onde tal condicao & violada.

(b) Curvas Q_s'

Temos a situac¢do inversa daquela discutida ante
riormente. 0Os modelos tem inicio num estidgio isotrdopico com
diluicdo maxima e em contracdo. A medida que o tempo passa,
a contragao  varia e x diminui. Os modelos
anisotropizam-se tendo como estagio final a - singularidade
em S', onde x+® e y~»>®. Como podemos notar, algumas solu-
¢oes podem_ndo violar a condicdo fraca de energia em nenhum

estagio de suas evolucgoes.

(c) Curvas Q_Q+

As curvas que partem de Q_ e Q+ representam mo-
delos que violam a condigao fraca de energia em grande parte

(quando ndo totalmente) de suas evolucgdes. Os modelos ndo a-
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presentaé singularidade: eles tem inicio num universc isotro-
pico apresentando maxima diluigdc e em contracgao. Com o pas
sar do tempo ocorre anisotropizagdo, mas a partir de um dado
instante, cessa a contracdo e da-se inicio ao estagio de ex-
pansao. Tais modelos tem, entdo, como estadgio final o univer

so com diluicBo maxima representado por Q+.

{d) Curvas 88°'

Novamente essas curvas representam modelos que
violam em grande parte de suas evolugdes a condicdo fraca de
energia. S3o uma classe de solugdes singulares que expan-
dem até um certo momento e, a partir dai, comegam a contrair-

-se até atingirem novamente a singularidade.

(e) Separatrizes

As separatrizes s3o curvas que, como ¢ proprio
neome sugere, separam duas regides do plano de fase cu-
jas curvas podem possulr comportamento distinto. No plano de
fase para A <0 didentificamos quatro separatrizes: 8P , P S',
P,Q, e Q_P,, que serao analisadas a seguir.

A separatriz SP  representa uma sqlugéo aniso-
tropica e singular {(inicio em S§). A expansdao decresce a medi
da gue o tempo passa até tender a um valor nulo em Py Como
ja4 mencionamos, este estidgio final & um universo instavel, a-
lém de violar a condicloc de positividade da energia damatéria
cosmica.

0 modelo representado pela curva P S' viola, co

mo no caso anterior, a condigac fraca de energia em grande parte de sua
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evolucdo. Podemos entender que este modelo & oriundo de uma
dada perturbag¢dac no universo estatico P,s gue por sua vez faz
com que se estabelega uma contracdo comumataxa que cresee a cada
instante. Em consegliéncia disso, o modelo tende a singulari-
dade s'.

0 modelo representado pela curva P,Q,  tem ini-
cio em um universo anisotrdopico sem expansao, gue devido a uma
perturbag¢do, expande-se gradativamente até atingir, emt =+« ,
um estadgio isotrdpico de diluicdo maxima. Em parte da evolu-
¢ao do modelo ha violacdo da condig¢do fraca de energia. Note
gue a solu¢do ndo possui singularidade.

Por fim, a curva Q_P, possul um comportamento in
verso do modelo acima. O estagio inicial, representado por
Q_, & de maxima dilui¢do e contracfo constante. A evolucdo se
faz até o universo anisotrbpico e sem expansao representada
por P . Novamente a condicdo fraca de energia & vioclada em

parte da evolucdo do modelo.

- Caso A =0

Para A= 0 as curvas no plano de fase sao mostra
das na figura (3.11). Como podemos constatar, had apenas um pon
to na regido infinita, gue representa uma solucdo cosmoldgica

Fo
sem expansdo e com diluicao maxima (vazio). Alem disso, oy =

=0, indicando gue este modelo é isotrdpico. Logo, este  ponto
pode ser entendido como sendo o universo de Minkowski. Chser-
vando a estrutura das curvas em sua vizinhanga, coneliuimos que o mesmo e
instavel. A sequir analisaremos as solug¢oes representadas re

las curvas 5Q,, Q.,8', Q,Q,, bem como as separatrizes SE , E, S,
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POQ0 e QoPo'
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Fig. 3.9 - Curvas no plano de fase para A = 0,

(a) - Curvas 89

Tais curvas representam modelos anisotropicos que
tem inicio na singularidade indicada por S. Neste ponto as
quantidades fisicamente relevantes, tais como densidade de ener
gia interna, densidade de energia cinética de spin e pressdo,
divergem. A medida que os modelos evoluem, a expansao, inicial

mente infinita, decresce para valores finitos, bem como as guan
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tidades mencionadas anteriormente. Quando t-+«, as curvas ten
dem para Q,, ou seja, para © universo de Minkowski. Devemos
ressaltar que eventualmente algumas curvas cortam a regiac on-

de a condigao fraca de energia & violada.

(b) - Curvas Q,S'

Os modelos representados pelas curvas Q S' emer-
gem do universo de Minkowski (ponto Q. ), e, a medida que con-
traem, anisotropizam-se. Para t—+®, as curvas tendemparas§',
isto &, o estagio final dessa classe de solugao & uma singula-
ridade. Como no casc anterior, algumas curvag pasgsam pela re-

gido onde a condicdo fraca de energia & violada.

(c) - Curvas que saem de Q, e voltam a Q,

Os modelos representados pelas curvas Q. ,Q, vio-
lam, em pelo menos algum estagio de suas evolucoes, a condicio
de positividade do contelido material. Tais modelos ndao apre-
sentam singularidade e tem inicio em Q, r quando inicla-se a
contrag¢do. Chega um dado instante que a contrag¢do cessa e ini
cla-se a expansao até que para t—+=, 0s modelos tendem para Qq

novamente.

(d) - Curvas s5S°

0Os modelos representados pelas curvas SS' tem ca
racteristicas idénticas aqueles dados pelas mesmas curvas para

0 caso A< 0.
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(e) Separatrizes

As separatrizes S% ’ % s, POQO e QOP0 represen-—
tam modelos que violam a condigao fraca de energia em alguma e
tapa de suas respectivas evolugdoes. As separatrizes SP, e PS5
tem a mesma interpretagdo dada para o caso A<0. J& o compor-
tamento dos modelos representados por P Q, e Q P, sdo simila-
res aqueles representados por P,Q, e QO_P, no caso A <0, onde a

diferenga esta no fato de que Q, ndao possul expansdao ou contra

cao.

- Caso 0 < A < A
cr

Quando a constante cosmoldgica & positiva surgem
classes de solugdes distintas daquelas discutidas anteriormen-
te. Como podemos notar a partir da fig. (3.10), temos dois
pontos criticos na regi@o finita e nenhum na regiao infinita.
As curvas SS' e as separatrizes SP, e P S' tem interpretacao i
déntica aos casos A < 0 e A = 0, Passemos, entdo, para a ana-
lise das curvas que representam modelos com novas caracteristi

cas.
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Fig. 3.10 - Curvas no plano de fase para 0 < A , Acr'

(a) - Curvas 5SQs'

Essa familia de curvas representam modelos que e

mergem de uma singularidade, passam por uma fase expansiva e i

sotropizante até que atingem um maximo valor de x==(A2Bﬂ/3. A
partir dai inicia-se a fase de contracidao que leva os mode los
novamente para a singularidade. Como ja ressaltamos anterior-

mente, durante a contragao ocorre a anisotropizagao. Eventual
mente, algumas curvas dessa familia cruzam a regido onde a con-

dicdo de positividade de energia é violada.
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(b) — Curvas fechadas em tornc de P+

A classe de solugbes representadas pelas curvas
fechadas em torno de P_ tem caracteristicas peculiares: sdc nao-
-singulares, oscilantes e podem nao violar a condigao de posi-
tividade de energia. O produto A2B oscila entre um valor maxi
mo e um minimo, e as oscilagoes sdo feitas em torno de um mode
lo anisotropico estatico (ponto P,). Este comportamento tam-
bém foi obtido para os modelos homog&neos € isotrdpicos. En-
tdo, como neste caso, teremos uma fase expansiva inflaciondria
caracterizada por b = v 2 o. Tendo em vista a equagao (3.111),

notamos que o termo responsavel pela expansdo acelerada & aque

le associado 4 energia cinética de spin.

(c) - Separatriz P P

Esta separatriz representa um modelo gue tem ini
cio numa configuragdo estatica (ponto P ). A expansaoc cessa a
partir de um dado instante e passa a ocorrer a contracdoc, até
que o modelo tenda novamente para o universo estatico indicado
por P,. Este modelo viola a condigao fraca de energia em pe-

lo mentos algum estidgio de sua evolugao.

3.3.3 - ObservacOes Finais

A determinacgao de solugdes exatas foi deixada de
lado devido a complexidade do sistema das equacdes diferen-—

ciais obtidas. - Entretatno, podemos fornecer solugio para uma
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situagdo bem simples que & a dos modelos representados pelos
pontos criticos na regido finita P (x,,0}. Os modelos em ques
t3o tem expansic nula, ou seja, A2B=constante. A solugdo tri
vial & A=A, e B=B,, onde A, e B, sao constantes. Por outro
lado, os fatores A e B podem variar, como ja haviamos -assﬁwla—

do anteriormente. Fagamos, entd3o, a seguinte escolha:

aA(t)

I§
=
0]

(3.120)

Bi(t)

It
=

De imediato, segue que 2¢+f = 0. Substituindo (3.120) em (3.
103) e levando em conta a relacgdc entre o e B, obtemos facil-
mente o seguinte valor de a:

AL

2 1 s 2
S - (A + A .
o I A§ BO ( 1) Ac (3.121)

para A #1l. Quando a>0, < 0 e vice-versa, ou seja, a expansao
numa dada diregaoc implica contracdao noutra.

Na secgdo 3.1.3 obtivemos a base tetradica giran-
te {;e(An@ para modelos homogéneos e isotrdpicos apdés integrar-
mos a equagao de evolugido das tétradas dada por (1.17). Para o
caso anisotropico, semelhante calculo pode ser feito fornecendo-nos a hase
tetradica girante. As expressdes resultantes da equagao de evolugado da ba~

se sao dadas a seguir:

=g .eMIpt JE)Y g

5T ki ko & 1,2,3 (3.122b)
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A primeira equagdo nos informa gue o fluido nao tem acelera-
¢do, enguanto que a segunda nos permite o calculo das compo-—

nentes esgpaciais da base em funcao da velocidade angular szkj .

Esta velocidade angular € dada a priori como uma caracteristica intrinse-—
, S

ca do fluido evidanciada pelo seu momento angular de spin nac nulo.
As equacgdes (3.120 aqe b) foram exibidas por Israel[5l] ana-—
lisando a influénci;a- do spin da matéria nos modelos anisotro-
picos. Como ressaltado naguele trabalho, o spin induz uma roQ
tacdo tipo Lense~Thirring dos eixos locais inerciais relativa
mente as diregdes principais de anisotropia com velocidade an
gular QU\)' As direcgoes principais de anisotropia s'éiq aquelas
determinadas por giroscOpios inerciais, e gue tem alinhada a
base tetradica nao-girante {a(A)u} . Por fim, devido ao fato
do momento angular de spin ser conservado (vide egs. (1.75) ou

{1.76)) implica que seu eixo permanece fixo relativamente as

diregdes principais de anisotropia.
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3.3 - Modelos com Rotagéo

Nesta secgdo trataremos de modelos cosmologicos
com rotac¢do dependente do tempo, cujo elemento de linha e dado

por:
ds? =c?at? -dr? -dz?* +gl(r,t)d¢? + 2h(xr,t)cdd dt (3.123)
Novamente a fonte da curvatura serd o fluido perfeito com spin

cujo tensor momento-energia foi deduzido no capitulo 1 (vide e

quacio 3.3)).

Vamos escolher uma base tetridica ortonormal
{a(A) dada por:
L 3t
ai") = (1,0, hir,t), 0)
1
aL) = (0,1,0,0)
al®) = (0,0, a(z,t), 0) (3.124)
.Li I I I I
3
aL) - (Ol Or OI l)

onde A%(r,t) =h®*(r,t) =g (r,t). O campo de velocidades hidro-
dindmico U%, bem como os par3metros cinemdticos calculados re-

lativamente a essa base sdo escritos a seguir:
vt =c st (3.125)

o= (0,0, - ch 0) | (3.126)



-l62-

o - % (3.127)
O, =04 = —3% : G, = - i—i (3.128)
wA= (O,O,O,—E—I) ou w = - ch! (3.129)
24 1z 24
Nessas expressdes o ponto e a linha significam derivadas par-—

ciais com relacdc as coordenadas t e r, respectivamente.

A seguir, vamos escrever as eguacgdOes de campo na
base tetraddica escolhida para a métrica dada pela eq. (3.124)}eo tensor
momento—-energia dado pela equagao ( 3.3 ). Dividiremos as e-
quacdes em tr@s grupos como indicado abaixo, e onde também fi-

Zzemos A =0 por simplicidade:

12 grupo: Rab =—xTab , sendo a,b=1,2,3 e a=zb
—h" _ h'h " hA’ = nyx 4 g3 (3.130)
2ch 2ch? ch? 2462 '
_ 1
0 = XS, W, (3.131)
2A ‘
L) S 2
_ nyxAS, NgX =, 05 . _
0 = 242 B oA (3.132)
n - .
Na dedugao dessas egquag¢lOes utilizamos n{r,t) = ﬁ , due e obtido
T
apds integrarmos a eguacao de conservagdo do nimero de particu-
las e a relacio entre 5% e s dada por 5P = - _Z%Eabmn s U .

Das equag¢des (3.131) & (3.132) , & imediato que:

52 = Sl =0 (3.133)
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Portanto, as equagdes de campo restringem as componentes do
' a - - - . . .
quadrivetor S . A unica componente nao-nula esta dirigida na

direcio da vorticidade w™.

29 grupo: R?% = . y 02 , a=1,2,3

. T hoal ]
- e (ke 2 saiee ) [ RAZ R (02
A \

2c A A? 2A A
{3.134)
]
h'a' _Ei_noxc.(éi> 3.135
2A2 26 2 A - )
A equacdo R® = -XT® & satisfeita identicamente.
32 grupo: R 2% - %T]miR = -xTaa', a=0,1,2,3 {sem soma)
, -
3h'*  A™ n,s ( 2h'c
_— = e + — .
2T v x[p oA &, A ) (3.136)
_ h!2 1 (hfl& B . _ ) - _ ( _ nGCh' 3
T 2% —nh-h +A./_\)— x (P~ =2 s)
(3.137)
1 n'? _ nch'
T ——X<p o s) (3.138)
h'2 A" 1 (hfn& P
- = + - hh - h? + AA) == (3.139)
ap? A oTAr A ) X P
Aantes de iniciarmos a busca de possivels solu-

goes das equacdes de campo, devemos escrever as leis de balango

do momento angular de spin, bem como da energia cinética de
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spin, dadas respectivamente por:
ns® =0 (3.140)
-%n (535%)' =0 (3.141}

Em conseqtiéncia dessas equag¢des, temos que:

s’ = 8%(r) (3.142)
s°Q, = k(r) (3.143)
Dessas duas Gltimas equac¢des constatamos facilmente que 1, =

= {,(r).

Integrando a eguagdc (3.135) , obtemos a seguinte

ot 3
exXpressao para 57

o _ _n
s* = a5 O - ) (3.142)

onde ¢ & uma constante de integrag¢dao que, de um modo geral, po-

de depender do tempoc. Outra relagdc importante surge gquando
comparamos as equagoes (3.137) e (3.138);

PRE — nh - B2+ 2k = 0 (3.143)

Como hipdtese de trabalho, admitiremos que h(r,t)

e A(r,t) sejam escritas da seguinte maneira:
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hir,t)

= R{r) T(t)
) (3.144)
Ar,t) = ¢(r) F{t)
Assim, as equagdes (3.142) e (3.143) ficam sendo reescritas
por:
sy = WD) [ _ R'(r) T(t) )
S*(r) noyc ¢{t) F(t) () (3.145)
Ti% - ) - PN e
= - T - T +('ﬁ) FF =0 (3.146)

Para que S°® seja uma fungdo unicamente da cocordenada r, devemos

impor que d(t) F(t) =k sendo k,; uma constante. Segue, entdo,

VK4

que somos forgados a fazer T==T0:=constante. Levando esta ﬁlti

ma condigdo para a equacgao (3.146) , obtemos:

Fo=0 (3.147)

Essa equagdo nos fornece trivialmente que:

F(t) = ot (3.148)

onde ¢ & uma constante. Voltando & equacgaoc (3.145)., temos:

R'T
3 _ {1 _ 0
s 1) = 5 (ko - ) (3.149)
Devemos observar que as equagoes (3.130) e (3.134), relacionam

S3(r) com as fungdes h, A e suas derivadas. Assim sendo, faca-

mos a substituicac da eq. (3.149)nessas stuactes onde levaremos . em
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conta as equacdes (3.144) e (3.147)’, e dque T=T, . Fazendo en

tdo a primeira substituigao, vem:

R'"Ty ¢ ( R' Ty
T 2¢at | 2c ot ko - " ) (3.150)

que, de imediato, 1lmplica em:

k =0 (3.151)

Fazendo agora a substituicdo de (3.145) em (3,134) . temos:

2 1 T
C L (et gy - ) LTI
2ca?t?y? t 202p ct* V0 v
(3.152)

Considerando o resultado dado pela eq. (3.150)a expressao acima nos fornmece:

Y = ¢, = constante (3.153)
Com os resultados obtidos anteriormente dados pelas equacgoes
(3.153) e (3.153) , a expressio correspondente a S3(r) € escri

ta em sua forma malis simples:

3 (1) R’ Ty (3.154)
r = — - 4
n xc

Com as informacdes obtidas até agora para as funcdes R,¥y,F e T,

os parametros cinemdticos szo dados por:

e (3.155)
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o = % (3.156)

0y = 04 = g% ; U, = = f% (3.157)

0 o= - %ﬁ%lé%l (3.158)
0 fluido n3o & acelerado, expande-se e apresenta cizalhamento

indicando a anisotropia do modelo, além de apresentar vorticida
de dependente do tempo. Como podemos notar, em t =0, a, OAB e

w, divergem e, a medida que o tempo passa, assumem valores fini
tos cada vem menores. Constatamos facilmente gue neste instan-—
te inicial temos uma sigularidade fisica, uma vez que, pelo me-
nos uns dos invariantes do campo gravitacional, o escalar de curvatura RU \)g“ \),

por exemplo, diverge como indicado ao exibirmos a expressao des

te invariante:

L _ R'I'Z(r) Tuz

———— (3.159
211}02&2.‘:2 )

Ruvg
0 fato do modelo isotropizar-se e perder rotagdo a medida que se
expande sao caracteristicas atraentes, visto que © universo
observavel & isotrdpico e apresenta rotacdo praticamente nula.
Com relacido ao decaimento de rotagao, veremos mals adiante que
implicacdes decorrem a respeito da violacdo da causalidade nes-
tes modelos.

A condicdo de positividade da energia do contefido

material & facilmenhte verificada através da seguinte expressio:

—2 aB _ l o _ _ 3R.'l (r) Toz >
¢ T u U= 0+ 50 8% (0, %wd)— YR 2 0 (3.160)
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Entretanto, se calcularmos a densidade de energia p e a pressao
p, obtemos o0s seguintes resultados:
R'2(r) 7,4 n,k(r)

plr,t) = - - (3.161
! 4xp, et 2x¢, ot )

p(r,t) = - Eijlfj;{&% (3.162)
4x¢02a2t2 )

onde utilizamos as equacgces (3.136), (3.138), (3.144) e (3.148)
Novamente a densidade de energia interna € negativa. A usual
relacdo entre p e p, dada por p=Ap, sendo A= constante, ndo &
satisfeita. Isso ocorre porgue, ao contrario dos modelos homo-
géneos e 1isotropicos e anisotrdpicos, nao necessitamos da espe-—
cificacao de uma relacao adicional entre p e p para a determina
gao das funcdes g(r,t) e h(r,t). Devido a vorticidade do flui-
do, os valores efetivos ou totais de densidade de energia e pres
sdo, calculados a partir do tensor momento-energia (vide secgdo

2.5), tem, para o modelo em questdo, a seguinte forma:

12 2
o =R 8T, (3.163)
eq 4le0.2a2t2

2 2
2 3 R'*(r) T[} .
=p—.—ns ma = TR 2 0 (3.164)
3 12x¥,°a"t

pef

E curioso notar gue os valores efetivos e densidade de energia e

~ . ~ ]_
pressao podem ser relacionados pela equacgao Por = Apef com A= g
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* o~ »
(%) e Consideragges Fi-

3.3.1 - Sobre_a Violacao_da Causalidade

naits

Uma das caracteristicas mais intrigantes dos mo-
delos cosmologicos do tipo Godel & a possibilidade da existén-
cia de curvas do tipo-tempc fechadas. .. Isso significa que
um observador poderia influenciar seu proprioc passado, sendo
portantoc violado o principioc de causalidade. Devido a homoge
neidade espacial desses modelos temos qué, a partir de um dado
ponto qualquer o chamado raio critico, r., que separa duas re
gides: as ditas causais, onde as curvas fechadas sao necessarl
amente do tipo-esgpago, e as acausals, gue possuem curvas fecha

das do tipo-tempo, como indicado na figura (3.11).

Fig. 3.11 - (a) Raio critico em torno de um ponto qualquer P.
(b) Regiao causal e regiao acausal:
Curva 1: ds? = g(r,t)d¢? > 0 ; r < T
Curva t': ds® = g(r,t)d¢® < 0 3 r > r,
Se r = Xs 5, g(reo,t) =0

(*) Comunicacao particular do Prof. M. Novello.
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Calculemos o raio critico para o modelo com rota
¢ao dependente do tempo obtido anteriormente. Para isso, deve
mos determinar sob que condi¢des o sinal da funcao glr,t) =

= h?(r,t) - A%(r,t) varia. Assim, para a presente solucao, te-

mocs:
g(r,t) = R*(r) T,% - ¢,%a’t? (3,165)

Desta expressac conclulmos que, para cada instante, teremos um
valeor de r. para o qual g(rc,t):=0. Entdo, com uma escolha
conveniente da fun¢do R(r), gue fora deixada em aberto, podere
mos ter em t =0 wvalor nulo para T, . A medida que o tempo pas
sa, o raio critico assume valores cada vez maiores. No limite

t+00

y T, efetivamente ndo ha problemas de causalidade.

|
| |
| |

e — —
| - N\ ™~

1 (&
1\52/_:__’/I

|
1
1 | :
|

~
\

|

i
oL

J

Fig. 3.12 — Raio critico dependente do tempo.
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Ao estudarmos os modelos com rotacdo gerados por
filuidos com spin nos deparamos com dols campos de velocidade an
gular: a vorticidade Wop © a velocidade angular de spin QGB' Na
descricio do fluido que estamos adotando, esses dois campos sao,
de um modo geral, independentes entre si, e apresentam interpre
tacdes distintas. O efeito da vorticidade pode ser vizualizado
ao considerarmos duas particulas do fluido O e O'infinitesimal-
mente prdximas e o vetor conexdo projetado na tri-superficie de
repouso. FEntdo, a acdo isolada da vorticidade & de fazer com
que a particula 0' realize uma rotacgdo rigida relativamente a O.
A velocidade angular de spin, por seu turno, nada mais & que a
rotacio intrinseca de cada particula ou elemento do fluido em
torno de seu centro de massa. Uma situacao especilal ocorre quan
do a vorticidade e a velocidade angular de spin sdo iguais. Di-
zemos,nessecasqrquecbfluidocmmspﬁxencontra—se em rotagao rigi
aal30l

No capiﬁulo 2,analisando a termodindmica de pro-
cessos irreversiveis para fluidos com spin, constatamos a exis-
téncia da viscosidade rotacional que & um efeito dissipativo as
sociado a diferenga entre a velocidade angular de spin e a vor-
ticidade. Surge, entao, uma possibilidade interessante de,
mais tarde, analisar a evolugao de modelos com rotagdo tendo co
mo fonte um fluido dissipativo com spin. Como podemos consta
tar no capitulo 2, o momento angular de spin, neste novo cena-
rio, nio & mais conservado ao longo das linhas de universo do

fluido.



CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta tese procuramos dar uma abordagem completa
dos sistemas identificados como fluidos relativistas com spin
em interagdo com 0 campo gravitacional, tanto nas configura-
¢Oes de equilibrio como fora do equilibrio termodinamico.

Inicialmente propomos uma lagrangeana que descre
ve fluidos com spin em relatividade geral e em equilibrio ter-
modindmico. No modelo, as particulas do fluido sao considera-
das pequenas réplicas de corpos rigidos dotados de inércia de
rotagido representada pelo tensor jas. Obtivemos, em decorrén-
cia das equacdes oriundas da variagdo da integral de agédo do
fluido com relacdo &s varidveis bisicas, a lei de conservagao
do momento angular de spin, bem como © tensor momento-energia.
Este tensor difere dos encontrados na literatura pelo termo a-
dicional representando a energia cinética de spin. Mostramos
gque esta & a contraparte variaciocnal da teoria fenomenologica
dos fluidos com microestrutura rigida em equilibrio termodind-
mico (vide ref. [15]1). Adicionando & lagrangeana do fluido a
lagrangeana do campo gravitacional obtivemos as equacoes de
Einstein, e no capitulo 3 fazemos algumas aplicacdes & cosmolo
gia.

Procurando descrever estados mais gerais de flui
dos com spin, escrevemos numa linguagem covariante a termodind
mica de processos lrreversiveis de primeira ordem para esses
fluidos. Trata-se, portanto, da generalizacaoc da teoria feno-

[5]

menoldgica estabelecida no dominio ndo relativista . Desen
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volvemos em sequida a versao da teoria termodinadmica causal pa
ra fluidos com spin no espacgo-tempo curve, onde inicialmente
consideramos a métrica dada a priori. Obtivemos as equagdes de
evolucdo para os fluxos dissipativos que tém o mesmo status das
varidveis de equilibrio na caracterizacao do estado termodina-
mico do sistema. Devido ao acoplamento entre os fluxos<fie MH
suas equagoes de evolugao ficam acopladas. Em seguida,algumas
implicagoes da teoria foram investigadas com os seguintes re-
sultados:

1. Analisando o sistema acoplado de equagOes da evolugao
de qu e M", obtivemos uma relacdo adicional entre os co
eficientes fenomenoldgicos novos impondo simplesmente a
condicdo de estabilidade do estado de equilibrio termo-
dindmico.

2. Tendo em vista que a termedindmica causal prevé a propa
gacdo de sinais térmicos e viscosos com velocidade fini
ta, deduzimos, para um fluido com spin em repouso e ndo
acelerado num campo gravitacional dado, as equagoes de
propagacdo das ondas térmicas e de spin. Por simplici-
dade consideramos os coeficientes fenomenoldgicos cons-
tantes. As equacdes sdo do tipo hiperbdlico, e com o
intuito de verificar as consegliéncias do acoplamento en
tre os fluxos qU e Mu, fizemos as seguintes hipOteses:
passamos a analisar o problema no espago-tempo de Min-
kowski e desprezamos a parte inomogénia das equacdes ob -
tidas. Desse modo, concluimos que as velocidades das
ondas térmicas e de spin sdo maiores do que aquelas cal
culadas sem o acoplamento entre os fluxos.

3. 0 estudo das flutuagdes dos fluxos dissipativos em tor-
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no do estado de equilibrio & uma ferramenta poderosa pa-
ra a determinacdo dos coeficientes fenomenoldgicos asso-
clados a tais fluxos. Com essa motivacao, calculamos as
flutuagdes dos fluxos dissipativos através da generaliza
cdo da usual formula de Einstein de distribuicdo da pro-
babilidade das flutua¢des. Dal, obtivemos que 0Os segun-
dos momentos das flutuacOes de equilibrio dos fluxos sao
proporcionais aos coeficientes introduzidos, tais como
tempos de relaxacao envolvidos nos processos dissipati-
vos. Especializando novamente numa situa¢do em que qu e

M*

sdo os lunicos fluxos ndo nulos, calculamos as correla
¢Oes temporails das flutuacgodes desses fluxos. Como espe-

rado as correlacdes diminuem a medida que o tempo aumen-—

ta. Quando fazemos o desacoplamento entre os fluxos e
os tempos da relaxacao tenderem a zero, recuperamos as
usuais formulas de Landau-Lifshitz para as correlacgbes

temporais, que sao calculadas considerando-se a priori
os tempos de relaxagdo iguais a zero.

Ao considerarmos o fluido com spin como fonte da curvatu
ra do espaco-tempo, temos necegsariamente que fornecer
um tensor momento-energia simétrico. Sendo o tensor mo-
mento-energia obtido fenomenoldgicamente assimétrico, u-
tilizamos o bem conhecido método de simetrizag¢do de Be-
linfante—-Rosenfeld. A consegli@ncia mals importante e no
va deste procedimento & o acoplamento entre o tensor de
curvatura e o das tensodoes-torque na primeira lei da ter-
modinamica. Fm vista disso, ao calcularmos a producgdo
da entropia encontramos uma contribuig¢do explicita do

campo gravitacional através do acoplamento do tensor de
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curvatura com o tensor das tensdes-tordgues. Deduzimos
novamente as equagdes fenomenologicas na teoria em pri-
meira ordem e na causal. As modificagoes sao traduzidas
pela presenga da parte magnética do tensor de Weyl, HGB,
na equagao fenomenologica de ﬁa , e do tensor de Ricci,

rOF

, nas equagdes envolvendo q]J e mF.

Na Gltima parte da tese fazemos aplicagdes emcos
mologia. Utilizamos o fluido com spin em equilibrio termodina-
mico como gerador de estruturas espago-temporais homogéneas e i
sotropicas, anisotrdpicas e apresentando rotacao. Os principais
resultados sao listados a sequir.

Mostramos, via analise qualitativa de gslstemas
de equagoes diferencials, a existéncia de uma classe de solu-
¢Oes homogéneas e isotrdpicas com segdo espacial fechada que sdo
oscilantes e ndo-singulares. As oscilagdes sao realizadas em
torno de um modelo estatico (tipo Einstein). Existe uma fase
expansiva inflacionaria gue é devido a energia cinética de spin.

Analisando modelos anisotropicos Bianchi tipo-I,
vimos ser necessario gue o eixo de anisotropla seja paralelo ao
spin, ambos perpendiculares ao planc de isotropia do modelo.
Ainda utilizando a técnica de analise gualitativa de sistema de
équagoes diferenciais, constatamos que o spin é responsavel por
varias solugdes estaticas (apresentadas por pontos criticos na
regido finita). Obtivemos classes de solugdoes que sao singula-
res e a medida que se expandem isotropizam-se. No entanto, ore
sultado mais interessante & a existéncia dos universos anisotro
picos oscilantes e nao singulares.

Considerando um espaco-tempo com rotagao depen—

dente do tempo, encontramos uma solugdo exata singular cuja fon
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te & possuidora de vorticidade, expansdo e cizalhamento. A me
dida que o universo expande-se, a vorticidade e o cizalhamento
decrescem. O momento angular de spin € alinhado na direcdo =z
e permanece constante em consegfiéncia de sua conservacao. Uma
caracteristica interessante apresentada por este modelo &€ o va
lor do raio critico, calculado a partir de qualquer pontodoes
paco-tempo e gue separa as regioes causais das nao causais, au
mentar a medida que o universo expande-se. No limite t - «, po
de ser mostrado que o raio critico torna-se infinito, indican-
do, portanto, a inexist@ncia de regides onde a causalidade = &
viclada.

Devemos ressaltar que apresentamos solucoes dque
nio violam a condicdo de positividade da energia do conteldo ma-
terial. No entanto, em alguns casos, a densidade de energia interna do
fluido pode assumir valores negativos. Do ponto de vista pura
mente termidindmico, isso ndo se constitui problema, pois o que
importa sao as variagoes de energia interna. Mas, por outro
lado, ndo poderemos interpretar o fluido em questdo como sendo
um gas perfeito com spin, onde é proibido valores negativos de
energia interna.

Finalmente, achamos importante listar algumas
perspectivas futuras deste trabalho:

1. Podemos generalizar a lagrangeana proposta no capitulo
1 de modo a descrever fluidos com microestrutura rigida
carregados, e que possuem momento de dipolo magnético
proporcional ao tensor momento angular de spin. Tal ge
generalizacao & feita ao adicionarmos a lagrangeana do
fluido dada pela equacgdo.(1.49), .termos que descrevem O

campo eletromagnético e as interacoes da carga e :do momento
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de- dipolo das particulas do fluido com o campo eletromag-
nético.

2. Como aplicagoes em cosmologia e astrofisica, sera inte-
ressante generalizar os modelos estudados no capltulo 3
propondo métricas menos simplificadas. Também podemos
estudar distribuicdes localizadas de matéria com spin
que apresentam simetria esférica ou cilindrica.

Especial atencdo é dada aos modelos com rotacgio
no sentido que podemos introduzir a viscosidade rotacio
nal. Como ja mencionado,: isso & possivel devido a pre-
senga de dois campos distintos de rotacdao: a vorticida-
de e a velocidade angular de spin. Nesta situacao, e
momento angular de spin ndo € mais conservado (vide e-
quacao (2.26)).

3. A formulacdo variacional apresentada no capitulo I pode
ser generalizada para a teoria de Einstein-Cartan, gque
€ considerada como sendo uma natural generalizacao a

teoria da Relatividade Geral.



APENDICE A

Sera importante obter . a partir das expressoes
estabelecidas nos capitulos 2 e 3 seu limite newtonianoc. Isso
€ feito ao passarmos para o espago—tempo de Minkowski e em se
guida c¢ >, Uma vez estabelecldas tals expressoes poderemos
compara-las com as ja existeﬁtes na teoria ndo-relativista e,
desse modo, determinar certos parametros introduzidos, como ve
remos mals adiante.

Definimos o guadrivetor vorticidade por:

o o 1  aBuv
wh = 5o MBUUv (A.1)
aluv 1 afpv .
cnde 1 = - —= € . A transicao para o espaco-tempo de
1/...9' ’
Minkowski & feita quando Iup = Npp © as derivadas covariantes
sdosubstituldas pelas simples. Entdo a expressdoc (A.l) é rees
critas como:
o 1 «aBuv 1 _aBue 1 aBut
W= 2CE MBU v 2c€ MBUUO 2c€ wBU N

(A.2)

A gquadrivelocidade Uaédeiuﬁdasayﬂﬁb a expressao mostrada abaixo:

Qb

u® = %— = (ve, ) (A.3)

vz "']_/2 -> - . , . .
onde Yzz(]_— EE—) e v & a usual veloclidade tridimensicnal.

Substituindoe (A.3) em (A.2), vem:
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a1 _oBuo _ 1 _aBuj '
w = 5 € wsuy 5o € wBUij (p.2')
Fazendo o limite ¢+« nesta expressao, vem:
w® =0
(A.4)

1 eiik )
w = 2 £ {BkUj BjUk

onde utilizamos gy = (B[UUB] )L. Levando em conta a equagao

{A.3), temos:
i _ 1 _oijk _
w 7€ ( 3,V akvj) (A.5)

Entretanto: %g”ijk (aj v, - akvj) = %Eijk (ajvk - akvj> = (vx%)i

Logo:

ot = 5 (=), (A.6)
e assim:

w® = (0, —%—V x_\;) ; w, = (0, - %V x:\;) (A.7)

0 procedimento delineado anteriormente sera feito para as ex-

pressdes a segulr exibidas:

Expansao:

4 - -
ezqu“ = aoU° +aiU1 = 3.V, = VWV (A.8)

c>e®
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Cizalhamento:

u v 1 U v 1
n - = = - = e .
YaB h(a hB) quv 3 haBe h( hB) aqu 3 h&B (2.9)
UaUB
Sendo haB::naB -~z 1+ © fazendo ¢+~ na expressao, obtemos:
CSuizgtm =0
(A.9")
1 5 84 > 0>
oij_—f(aivj+ jvi)+ Sh Vv = (V)

0> - ‘o ; . .
onde (V V%; sdo as componentes tridimensionais do tensor ci-
J

zalhamento.

Aceleracio:

UCL:U“VUUC":UUBUUO‘ =U°aOU°‘+UlaiU0° (A.10)

De acordo com (A.3), temos:

g? = 0 (A.11)
C >
) @
U= Yaait +yv. VoY =>
cko_ AVt L7 ook dve Lk
e3> 9E . at
(A.12)

k . : . R
onde a €& a compohente da usual tri-aceleracaoc a. Logo:

0% = (0,2) (A.13)
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PARTE ANTISSIMETRICA DO TENSOR RELATIVISTA DAS TENSOES

A partir de 708 = ﬁBa, o quadrivetor Fu foi de

finido pela equacdo (2.46). Fazendo o mesmo procedimento de

lineado anteriormente, wvem:

nua8v~ 1 uwafu=~

-1 _ - = =

"= 2e TagYv = T 2c ¢ TagUv € Tag =7
7’ =0 (A.14)

i _ 1 _eijk= 1 -

= € = A.15
"2 Yk T2 Mgk ik (r.13)

: >({a) {a) _

0O vetor axial = tem suas componentes dadas por w .=

-—

_ 1 . .
_'ieijk ij, cujo valor coincide com aquele dado em (A.1l5}).

Logo:s

Mo >(a) ; _ _x{a)
'n —(0, =y “u_(o' ) (A.16)
no limite desejado.

Vejamos agora como fica a expressao ZWU(wu-—Qu):

ZNU(MU“QU) =2% a2 (— %Vx‘_;+§) =—5T>(a_)(Vx€'-2§)

(A.17)

>
onde 2 = (0,%). A equacgdo (A.17) esta de acordo com aguela ob

(39]

tida na teoria nao~relativista , como era de se esperar.
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GRADIENTE RELATIVISTA DA VELOCIDADE ANGULAR DE SPIN

0 quadrivetor A" foi definido por intermédio da

seguinte expressao:

u_- 1 uaBv
A" = Cn A[&B] U\) (A.18)

_ TS R TAY s -
onde AOLB_ (VBQOL)_L C I_C no&u\ﬂ: (VBU }u +Qo¢UBJ' Entao:

1 uaBv -2 =1 g, A -
A" = Eﬂ {(VBQQ)-L-C [c nao?\wj(vBU yu +SBOLUBJ U\)
(A.18")

Fazendo a transicao para o espac¢o-tempo de Minkowski e, em se

guida tomar o limite c +«, vem:

2% =9 (A.19)

Au:—-euaeoa Qa = +€0ponBa

B B

9 :>§
a . . .

zAlz-EMJkB 0

ik

(A.20)

As componentes A’ tem no limite newtoniano o mesmo valor que

(v x_ﬁ) . Logo:

u >
A= (0,Vx&) ; A =1(0,-Vx0Q) (A.21)
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PRODUGCAC ENTROPIA DEVIDO AQ TERMO —-%MQBUAQ

Bul

Decompondc convenientemente MOLBU e AGBU (vide e
quagaoc (2.53)), mostramos gque:
- LyeBuy L1 woBa 4 mita + MA) (A.22)
T aBu T o it )

Devemos mostrar gque esta expressao reduz-se no limite newtonig

no aguela encontrada na referéncia [5] e reescrita abaixo:

1 5 0 1 _O @)
T Qijk 9%k T T Qij (v§R)

> > >
g TQ.(VXQ) +QV.Q (A.23)

ij

G +
onde Q.. , Q0 e Q sao oriundos da decomposic¢ao do tensor das ten
1] -

sbes-torgques tridimensional ijk =--jSk em suas partes lrredu-

tiveis. Analisemos isoladamente cada termo da equagado (A.22):

~lya = - Ly goB = - 1 yneB,
TMA = - FMgTA = - FMn A
Mas,
g®a = (3 g% -c e (3%uM)uv + g 0% = v.2
o B o [P ATRVE S v} O o
Logo:
I N R N M=0 (A.24)
T TV

= - Iyla =+ Lu (Vxﬁ) (A.25)
T Hogrw T i T i
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Portanto , devemos fazer:

MY = {0, -Q) (A.26)

Para o Gltimo termo, temos:

10080  _ 194j . - 20B | -
- M AOLBC-?ooTM (‘VQ)ij M= I
o I -3¢
|
(A.27)
Assim, no limite newtoniano, as componentes de MOLB sdo dadas
por:
|
0 l 0
TR B —I ______ (A.28)
0 | -9
|

ol o ~ . - . ~
M B e M Bu estido relacionados através da seguinte expresgsdo:

ofu _ 1 oaBAT, W
M = 35 0 M, U, {A.29)
Entdo:
MOBH — 1 aBATMRUU = 1 oaBXM v
T Cw+o 2 A

Mil® = »1% - w®® <o (A.30)

=>
ijk 1 _eijf . k 1 1
= M + = .31
M ¢ . 2 EijSL Lk ZQijk (a.31)
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LIMITE NEWTONIANO DAS EQUACOES FENOMENOLOGICAS

Reduzindo as equacgdes fenomenologicas relativis
tas para o limite newtoniano, teremos condigdes de fazer a 1=
dentificacdoc dos coeficientes intreduzidos. Consideremos, en-
tdo, as eqguagdes escritas na aproximacido linear (egs. 2.75'...
2.81'), e analisaremos separadamente cada uma delas.

- Viscosidade volumar +w:

m dam - .
O, T=0+ay JF " 2= Vv ..
o
o.‘ —_ _0. % + T = - 1 v.; (A.BB)
%o t Qo
Para que (A.33) seja dada por[31,39]
dam _ -
Ty gg 17 = —tVev (2.34)

(A.35)

R
I
|

H

W

Q0

a =1
3
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- Viscosidade anisotrdpica m_,:

vAc

- ij _ .
az(ﬂ B)i = GOLBJr-a22 WaB a, 3t +-{VVLJ +—a2ﬂij .
dm, . o
o >
oo = ew =) (A.36)
22 1] 22 1]
. dm.. .
ond =h Yh Vyt =h Hh Yyt - i3
e (Hth_ o g (vkﬂaB) o Dg L (e ) 5 (B.37)

Tendo em vista que, na teoria nao—relativista[3l] & estabele-

cida a seguinte equacao:

dﬂij o,
somos forgados a fazer:
1 -
a, = - : a, = -T,a, {A.39)

- Viscosidade anisotrodpica T,

wp (M) = m 2w, =) FagT, o
> {a) .
am _ 1 - 2 - {a) ..
s —Otaﬂ“&?—ﬂZ(-i-VXv—Q)—aaaﬂ
o 7 {a) 1 >
o= an gl L L2 (9x¥-28)  (a.40)
Q33 dt 3
. a- u u® dﬂ(a)
onde (w.) =nh %% =7 - X T =

W TP e T T "o Ta oS e dat (A.41)
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Na teoria nao-relativista, temos:

ar'®d  q(a > 2
T, T + T = —nr(V1<V-ZQ) (A.42)
Comparando (A.40) com (A.42), a seguinte escolha €& necessaria:
o1 . _ .
a = . ; o, = - T,a,, (A.43)
- Fluxo dissipativo M:
dg 3 .

a, M= A+a,M > o, FF=V.0+2a,0 e

s} -
w49 L 5o L g (A.44)

t a, dt a,,

Novamente, na teoria néonrelativista[Bg} foi estabelecido que:

N
1, &+ 0 =-kv.0 (.45)

Comparando (A.45) com (A.44), vem:

a, = % ; G, = =T, a,, (A.46)
0
- Fluxo digsipativo MaB
aﬁ(MuB) = Aas-i—aS5 - - -0y 3% =-—(VQLJ - 55Qij

-
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o dQ.. (8] ©

. 5 ij 1 e
. s —_ —= = (,, = (V). . (r.47)
a dat ij 2 1]
Comparando (A.47) com a expressao:
(e}
dQ; 5 o o %
Ty et Qyy = - B (VA (A.48)
temos:
=+ & ; = - (R.49)
ass = +-g 5 Ci.s = 'tsass .

- Equag¢des acopladas dos fluxos g e MM:

h\)

- L _ u _ -2 b
oul(qu)-L +oc6(Mu)-L—anqu+a16Mu+ — (3, T-c TU,)
(A.50)

0, (qu)-L+cc5(Mu)-L = aﬁlqu+a55Mu+AU (A.51)

Fazendo o limite newtoniano, essas equacdes passam a ser escri-

tas como mostrado a seguir:

- -
- O, '(?C.t{ + (X,Sa% = - a11q+a16Q+ 5 AR52)
> > 5
— > >
- 0, %% + OLG%% = —agqgta,gQ- (Vx ) (A.53)
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> > VT

- apdtagd = -5 (R.54)
- - -

- a _g+a Q= VxQ (A.55)

Comparando essas equa¢oOes com aquelas obtidas na teoria nao-

-relativista:
> -
g=-yxVL + p'vxQ
(A.56)
- - . >
Q== VX + v VX
temos a seguinte identificac&o dos coeficientes a ,a ,2a, . e
a_ .t
66
4 o mET ; T
nooxg -ty ‘ 6 x& -y
(A.57)
w! - X
a = ; =

61 XE - uVT G T XE-w' V!

Consideremos agora as equagoesde evolugdo para os fluxos q“ e MM
guando inexiste acoplamento, ou seja, a_  =a =0,=a,=0. Te

61 66 1

mos, entdo, que:

v
-
_ T4 B PR Pt _g &L vT
onl(qu)J-— auq+ T (avT c TU\)) o TE a4+ T
5 .
- da > >
a, (M ).L= aasMu+A '+0t6——E=+a66Q-VxQ
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243 p._ 1 T
a,, dt a, T
o -
6. do _ % _ _ 1
ag dt Q = ag (A.58)

Nesta situacio, as equacoes estabelecidas na teoria nao-rela=-

tivista sdo:

(A.59)

- >
T ==+ Q= -£Vxi

Logo:

(A.60)

Com relagao a El e as, fagamos a seguinte escolha gue posteri-

ormente se mostrara conveniente:

(A.61)

ol
il
i

=

o

Q|
Il
+

|
oY



APENDICE B

1. Demonstracido das relacdes (1.48) e (1.48")

Devemos demonstrar a segulnte relacgao:

3 (SGB%B). - QO«B(SOLB); (8.1

Desenvolvendo o primeiro membro, vem:

1 /0B - _1[zo8 aBe |- 1|1 fiwlagBl g
5 (5%a,4) = 5 [ 8% 5+ 8 Q@BJ_ﬁLZ(] Q U)QOLB+

Tendo em vista a condigldo de rigidez das particu

las do fluido, temos:

1 ap =01 L Aa(uaa) B ap s
5 (s%P0,.) = 33" e 0" g .+ 80 (B.2)

Devido as propriedades de simetria de juk e QGB’ o primeiro

termc do lado direitc de (B.2) & nulo. Logo:

3 (s"Fa,g)= 8°%,

. - (™) - 8%, -

g aB

7 (5% = 0,5 (57 (2.3)
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2. Calculo das variag¢Oes da integral de acgao If==Jl%fd"x com

relacao as variaveis n, u%, e?k) (k=1,2,3) e g g

2.1 - Variacdoc com relagao a n:

Equacac de Euler-Lagrange obtida na variagdo de

Be% - af.(‘/f
ECuE T e Bl (B.4)

3 - . -
£ _ oF , 1 .k _u o =(]) u
oo "‘JPE+43 © (W (D ”‘13uUJ
sl MRV o .U

sy T T Ao aan) = -V =g ArU6T,

= - J= g v __B_O_C_.__ -V=g H
g AU . B X E n) 3 (7\1U ]

Nesta TUltima expressao o termo - AIUUBM(V-g) & nulo no sistema

de coordenadas geodético utilizado. Voltando para a equacao

B.4, temos:

) . / /
oF 1 ki 20 2 (J) u_3 . B .
T 7 e(k)eu(i)e(j)e u-+A18uU Ay hlauU o ..
/
. 3 _3F 1 _.ki_u o = (])
R N T el (1S (He u (B.5)
2.2 - Variacadoc com relacao a gV

3. “
\f - 8 "—'—f'\)— =0 (B.G)
3U o 3(3,U7)
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— e ) '(J)
3 ~ 1 .ki iy a(e(j)eu )
—_— = - -g =07 <] =] .
BUv 4 (k) "a(i) BUv
3 (%3 n) 3 (U%e,8) 3 (%9 %)
Ay —————— 4+ A, el ) e 4
. ag” : au” ? 30"
3 (e e8 )_
A
Ay ( (A)v(B) (B.7)
' ' au |
Analisemos algumas expressOes do membro direito de (B.7):
. Q (1) ! *{3)
(695,87 _285) i, e 28 _B(Uaeu) (3)
sy i s (1) 5yV sy "
(J) o =(3)
+ ol B(U % . a(e(j)eu )_
e(.) \) - v
J 3U 3U
_ 1) 1)
= e, ( ) + e (Bve ) {B.8)
a 8 8
\AB, a(e(A)e( )_ +e0t ae(B.)_-)_
af au” (4) 3uY
. 1 AB g o B oy _ 2,08 o
= A gaB(S N ( y el 8580 = 22 g ey, (B.9)

Voltando para (B.7), vem:

?ff-——/_:_ Logkt o o _é(') 3 e ) +
N g4z (x)%a(1) | Su Vo (4)

- 0 (1)
+&%5) (5, " )] A a,n) A, (3.8) A3 K) +
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2 B o
+ E }\0 ga\)e(B)} (B.].O)
sl no(s u*
— = - V=g A, (_uv)_z —/=g . nsd o
2 (2,u”) 2 (2,0”)
o, _
S —E = -v=ga (nnr (B.11)
o a(ava) v( 1)

Inserindo (B.10) e (B.11l) em (B.6), vem:

1 ki

S (9) 4y o ()
773 ehgeay | e Gue)) *e(j)(ave.u)J *

2 OB L
+ A (By0) + 2, (38) +2,3 X+ £ A" g ey

- 3,(nx)) =0 (B.12)
Contraindo com U\), segue:

1 ki - (3) o ‘o - (9) .
Tn3 el ea) @ L6y Feme u) R

2 0B o v *
+ = A gon\)e(B)U - (n?\l) =0

Tendo em vista (B.5) e o fato de Uv=cev(0), vem:

+ 2% —nEE -
an

1 ki u - (3) -
2707 S0 %an)® uC )
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00 _ E}F__l_ ki M *(G) o
2A" = n Y 70 e(k)em(i)e}J e(j) (B.13)
2.3 - Variacdo com relacdo a efa):
Equagoes de Euler-Lagrange:
aaCf _, aon 7
T 0 W =0 (B.14)
€ (a) 0% (a) )~
ol B Y CLUNY .
Tf ~ _‘/?gf %njkl ((k) Ol.(l)) éOL‘ é(:]) +
Be se’ (1)
(a) (a)
14 AY =
o A 2 (e yeis) _
[ aeT
(a)
_ — |1 x.0 < (1) fu s(a) i (=)
STV 7RI e)ey (", () %ati) Sy TarS(g)) ¥
] A
AB uoda) v " vd(A) . f _
+ A " 6’EﬂA)e(B)4-e(A)6'E(B) . ae? |
a

e =l 1,421 - (3) .m AB Aa u
B "g(2n3 Sr()% S A IS TA gure(A))
aB H
2X nge(B)
(B.15)

Pagssando para o segundo termo do primeiro membro de (B.14):

s [UG (aoe‘fj )>U}‘ (ake]ﬁj )):l

———— [ e .
2 (g2 ey o 2 (252 T)
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]
|
hm
s
o
=
}_l
{
;
()
Q
o
(-]
e
O
o
[ros]
o
’p';
——
Q2
>J
';:
LI
—~—
+

T sl
£ _ _Y~-49g P ki *(a) .
3pLa )} a0t (el e ()

- adf -
. £ _ v -g ki E o (a) Y
..BDL————————_’— - nij (e(k)eu eT(iJ
(B.16)

onde, na deducgdo de (B.16), utilizamos a lei de conservagao do
nimero de particulas (eq. 2.22) e a condigado de rigidez das
particulas do fluido (eqg. 1l.46).

A equagao (B.l1l4) fica sendo dada por:

1 ai- - (3) aB
FniTe gy ety 2 g e
n ki U =(a
-1y (e(k &\ T(l)) (B.17)

.. b .
Os coeficientes A2® e A%’ podem ser determinados

de (B.17). Contraindo (B.17) com ﬁr, vems

1 el (1) B yTel
Fn3 Sqy ey ey v 2 g e,

_n.kit/u s(a) c .
7370 ey e ey ) =0
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.. 'Qr—ljaiéT(j)UTélﬁj)e}(li) + 2cAd? -
n.ki u = {a}) T- . .
- 5] e(k)eM U eT(l) 0 ..
. ao _ 1 ki oy o +(a)_.T- ai < (3) _u T=
S ATT = Egll(j e\x) Sy U er) ~J ey e(i)U er(j))
(B.18)
. T (b)
Contraindo (B.17) com e , vem:
1 .ai: T{b)2(5) M aB v T{b)
a3 e e ey T2l g e
_n.ki_tlb) g v xila) \ .
21 © (e(k)eu eT(i)) 0 .
. n.ai- T(b) - (3) u ahb
<5 eT(j)e e e(i)-+2k -
n.ki T(b)yg p () v
- 533 e ™ el e e y) =0 (B.19)

Note que (B.19) n3o possui simetria definida nos Indices de te

trada a e b. Tomando parte simétrica nesses indices, temos:

ab _ 1 __.ki_t((b)/n =(a) _—
2h7 = 3n) e (e(k)eu )em))

_ 1 _.i(a_(b))t s () m
50 ] ( e ) eT(j)eu e(i) {B.20)

que nada mais sio que os multiplicadores Aab. Tomando agora a

parte antissimétrica, vem:
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ifa_(b)]T: - (5) _u ki T[(b)f=(a)] u -
J o © Cr() % Sy T3 0°© (eu e(k)er(i))‘o

(B.21)
- Consegfiéncia da eq. (B.21} - lei de conservacao do

momento angular de spin (egs. (1.74) e (1.75)):

Desenvolvendo (B.21), temos:

ji[ae(b)]TéT(j)ééj)e?i) _jkiet[(b)é(al]e%k)eT(i)
.kier[(b)é(a)]él(ik)eﬂi) _ jkieT[(b)é(aL]eTk)éT(i) -
=0
Sabendo-se que &= eEx) efZ)QaB = é(j)ue(l), vem:
jl[agb]jglj jk[bé(a)u] e%k) jk[bé(é‘)lll éltk) -
- jkig[bigka] = 0 (B.22)

Outra expressdo importante para o desenvolvimento acima:

- _ U
= 955 TG

[ u

. . B.23
MCRINEY (B-23)
Introduzindo (B.23) em (B.22) e fazendo algum algebrismo chega

mos na seguinte expressdo:

/ /
.ifa, bl h| .kib,al ¥, .k[b=-(a)]-u kb s (a)]- 1
e e (RPN ) e s VL AT S



Portanto:

crevendo
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_ ki L [b al
38 iQk =0
s
[1932{, logo:

2603 4 (jl{aQij—j J Qk{a)ﬂbj] =0 ..

. 28?4 (ijQ{ak jk[aQJk)Qb]j =0

457

&ab +sjbszaj+sajszbj =0 (B.24)

Multiplicando (B.24) por e?a)e?b), ou seja, es-—

esta equacdo na base de coordenadas, segue:

éabe%t R s“%“u + so”Js‘zSu . (B.25)

Desenvolvendo o primeiro termo:

Tendo em

temos:

tab o 8 _ fouv_(a) _ (b)Y . B _ auv.(a)_(b)_a B
S e(a)e(b)*‘(S €0 Sy )e(a)e(b)“s 0 v @)% ()

pve(a) _(b) _o R nv_f(a) = (b) _.a R
TER e Bl m Y% %y f) )
R &ae . U
Vista que e(a')eA =h )\ e é 3 _—_‘Q‘.e(l)— —(.:1)_1‘1.—9-{'..,
i (a) i o (3) iji a c?
tab O B aBY _ oMBo Ha B
§eliei, = (s )’L s'Fa® + Mot (B.26)

Substituindo (B.26) em {B.25), vem:.

4
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o /" / / /
(s%B) - gHBn® ghagB 4 guBpa 4 gougl  —g
4 H H M H
/ / / /
S (s*B) =0 (B.27)
1

ou ainda:

g8 4 72 (UBs““fJU - UusuBr_']u)

It
o

(B.28)

2.4 - Variagdo com respeito a S Determinacao do tensor

momento-energia

Integral de agao total:
I=J(—-——-g-—-'_R+£)d“x (B.29)

Variagao com relagac ao tensor métricoi831:

Y=g R ~/=qc’" o,
6I=5J(—§—f—f°ff)d“x—JL—7%m—a + ot -

N o1 BqOT
3 ‘—a£f 4
- UL 33,9, :l 4= (B-30)
onde GOT::RCT-—-%gOTR & o tensor de Einstein. O primeiro ter
mo do ultimo membro de (B.30) tem dedugac encontrada nas refs.
[40 e 831. O tensor momento-energia & dado por[401:

ad - ad, -
- Y=g 0T £ 3917 £ J (B.31)

2 agOT d EangT]
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Calculemos cada termo separadamente:

3L -
£ _ _ 3/-g 1 ki U o = {3)
35, 3G, L(F‘“'S” R S 1R A 6 DT
A,V (nU%) + 2,078 s+ 2, U8 X+
AB H Y]
LR CANCLINT A —nAB)] B
- -qg _lnjkieu eB éOL é(J )Y M +
Y Z ()% (1)) 59,
99
AB uv 1 Y]
T ag T fw) )
3L -
. £ _ _ 1 o1 ~—
. agm = 59 v gl\F(n,A) +
1 ki o (1) _
R A TSR N E R Rl ) J
- g dn e, 2P ve T e D)
4 vik) (1) (i)
- 0 (o -1} (5) (\AB (o T)
-+ ea(i)e(j)e(k)e ) + e(A)e(B) (B.32)
adl - 5e% &)
f _ 1 .ki p (i) u
—r—— = = VY =g| 5D} e e .y —mrR——— -t
a(apgcr) |\4 (k) "a(i) B(BDQGT)
B(VanUa)_
Y L S (B.33)
1 Btapgm)

cada termo isoladamente. Iniciemos pelo segundo termo
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do membro direito da equacdo anterior:

a A U H B
@ v, (n0%) _, parg ot om0t i 3(8,9,,) .
15759, ) R ERC 2 53, 9.)

a(augak) a(akguu)} .

+
(.9, 00,9,
L, 2o ot (50 5405T)
1 3 (BD GT) 2 o A B
Pe{0.T) (0 T) D ot
+ 8 8t087) - 6 ) (B.34)

Passemos agora para o primeiro:

£4()
1 Lki 2 (e (3))
4 (k) Ot(l) peE 33 g )

: - - (£)
_ 1 Jkioop .0 de
-t e(k)ea(i)guaLe(j) ———a(apgm)) ¥

()] ) 1,5k
¥ (a(a Gy) )J It Cuo My P9,

0
e 4) 1 ki ;i %%(4)

1 L ki 3
+ FTnj e 8 =3nj e § =
4 a(i) 'k aiangTS 2 pi{k)"i alaOgGT;

=1 I f* Oyt o Bt _0) 0 _ JMwp,{o 7).

= 4113 ﬂ ( (J)-+g e(j)U g U e(j) .
£ (3)

. RS Y 2 (eF eij))=

1
.. T3 e e, ...9
4 (k) To (i) ug a(angT)

1 HA{O @l Ty L HA(T gy _p UD (g T)
= = U U - Ut (B.33)
411(3 Qu J ﬂu ] )
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Substituindo (B.34) e (B.35) em (B.33), vem:

P B
I - o 1 Mo, 0 T) U {T, O)..p
R = = V=g | & n{] QU+ 3 Q Ut -
B(BngT) {4 ( n u
c oT
ni,Ug
. i
_jupu(ogur)) +_2___} (B.36)

Prosseguindo:
5 i a"Cf -~ J=al3 _3 (.u(oQ Pyt) _ 5Py log T))
p! 508 ,9,,) 9395 17 \J n

[\

Novamente, vejamos cada termo:
n ¢ .ulog pqt) _ sbo (T, o)y - 0/ up,{o _ sHlggp T) _
Z (] QU U j U Qu ) m (] § " ] 9) u)U

= ns? (OyT)

It

%jki (e” (Tq )) - %jki (Q Je (UeT.)

1 (jU(TQuU)). () €1y

Logo:

Tk oz
aptmik - /:“g"[vp (nsp( U )) +

(0 0 . IlllgOT_
(Q e (B.37)

»Mt:

1%L
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Voltando 3 equacdo (B.34), tendo em vista as equagdes (B.32) e

(B.37), vem:

T B
_ ¥=-gT T gt 1 ki M O o+ (j)v
i B Lg Flags) ¢ gndeleg )80 ay,) ¢

Jrlnjki (e )é(j)ve (Tga) ey (4 2% e (OéT)(j)) +

2 v (k (1) € (3) 1)%(3) % (1)

AB_ (o _T) _ p(o. T\ _ n.kifs i (0.T) ¥ _
+ 2 A e e 2Vp(nS U ) (le )e(i))

(4) % (B) 2 (]
: )
-ni g TJ (B.38)
A tarefa agora-é& colocar, quando possivel, os
termos numa forma mais simplificada. Iniciando pelo segundo

termo no lado direito de (B.38), vem:

(o-1) (3)
(k) )

a(i)€G6)°

- "E'
u,u
= -n(3"'2” 2% oeh ) (B.39)
n.ki j (o _t) Y _ n| - kis j (o0 1) ki~ L g (G T)
2 (Qk € 2[3 ey ey T K (e(j)e(i)+

(c-1) _n ki (o 1) & 3_ u(1oVv 0)
+ e e .’ ):t—i(j e(j)e(i)ﬁl_c 3 RUQ,\)-}.
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a’) - T)
ol u,u ) ) g u,u
+ ]U(TQ\)U 22 _ ]U\)Q(OUQT) e UV of | \)cz ) (B.40)
2AAB (o_T) 239 U(OUT) RCE! E(O ™) _+2Aab (o T)
)% m) ~ ce c S(a) © @ m)

Tendo em vista as expressdes obtidas para os multiplicadores

AB

A (egqs. B.13, B.18 e B.20), vem:

ZAABe((GeT) = (n F _ lnjkieu

(i) -a )UGUT
2)€(8) ®y ®(p/) e T

(k) S (1) ®n

n ki op ot {a) s v_sai_p 2 {3); v (o_T)
+—(j e(k)e e\)(i)U ] e(i)e _e\)(j)U)U +

c2 k) T . u ©(a)
a h|
Qk Qi
+ EjkleV((b) oM é(a))e )_
2 \LELfE*/ v (1)
S-21’:'1.
k
_n_.ifa_(b))v + {3) {o 1)
27 (\_l\,\(_;_»w “(a) % (D)
QP Q.J
j i
BB (9.1) OF | 1 guvg vut
: ey~ ( 5n 27 puv/  c?
+ _g_ﬂ(_ .k:l_Q a{IV +42ig ji}\)e )U(Oe’r) N
cE "3 e U eyy Ty v (1) (a)
ki v {(b) < a ki v((b) - a)
+ 537 ( e\)(i)Qk)+j - ev(i)Qk)‘

_ Lif{a,b) j) (o.t) ..
1 R @)y (b)

o T
. AB  (o_ 1) 4( oF 1 uv U U
Joo2 A emeey” et 5N 8 qu o
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dn _u(t..g)~* n _kb (o_T) 5 a_,n (.u\) (T a)
+—~—-C28 [S R & +2:| e{a)e(b)ﬂk +2 71770 \)gu +
U0,V 4T)
+ 3%1%Y o \)) (B.41)

Substituindo as equag¢des (B.39), (B.40), (B.41), bem como o va

lor de ;‘1 dado pela equacgac (B.5) na equacao (B.38), segue:
/ o'
ST _ 0T _ 1 uv —naultgy o) o sulog)) A
7t =g (F(n,s) 308 a,,) ~ni e @) engklogh) A

O
U An _MH(t.o):
o3 + oz S G UU

SF L1 quv U
+<n n+2nS QU\))

//
n .kb (o_1) 5a _ n (-u\) (t o) 4 sklony 1) _
T3 “(a)€ () e 20 vgu J @ ug v)
/
) k ! ) ( )
- 0 (0T _n_ ki (o 1) & i, n.ult.,v .o _
va(ns 6) - 33 S(3) %1y B T 7T eT 0
/
ult ['_T'UU) (0 = _T)
: 0. U
_n. v v n_uv,(oc ,T) n_.uv v
2] By Ter v g3 08, -5
/
oT JoF 1 uv
-9 (nsﬁ"z”nf 2y )
oT OF 3F . 1 _uv oyt
=g (F(nyé) - n —-H)+(n—n+—2—ns QU\) o2 -+

c2 2 u
/ / /
U(Ttav ~0) n . uv,{T a) n_ u({o,v ~T)
-nj QHQ v T 5] 2 \)Qu t 5] Q.USZ v, T
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g__T
. oT _ 9F 1 uw ) U u +,‘< _ . 9dF\ 0ot
R (g (n m tonste ) o FEm,8) ~n )" 4

2n Ut o) _ u(o, T)
+ 25 s" %y 2Vu(ns ™) (B.42)

No entanto, F(n, 4) :n(ac-’- + E(n,xb)) , de modo que:

oF _ 2 J€ .
nan—n(acz+e)+n on .
S.on %—f—l- = n(ac?2 +e) + p (B.43)
3e (*)

onde T = —1_% . Logo:

- / /

70T n{ac2+¢€) ~n(ac2+e) -

- 0T
= l_n(ac2 +e) +p+ lnsuvgu\;l uu_

2 c2

o 2n u(t.o)n n(o..T) .
-pJg + 25 "7y 2vu(ns )

o..T
. oT _ a 1 My ugu . oT
S T —n(ac +€+2S ) o ph

{(*) Da eq. de Gibbs Tds =de+p d(;ll-), podemos escrever sem dificuldade:

de= Td/b—pd(%) = Td/5+;1% dn

Portanto: 2 —Ez
oL n
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+ 2o g0l L gy (ns“(OU”) (B.44)
c u U

3. Lei de conservacao do momento-energia

(40 ]

As identidades de Bianchi tem como consegiién

cia a sequinte relacgdo:

Vv_ T =0 (B.46)

Esta equacio expressa a leil de conservagao do momento-energia.

Substituindo © tensor momento-energia dado em (B.44), temos:

1 . uv uvut ot . 2n cultno)y |
VTw_n(ac2-+e + 55 qu) oz pht+ oz 87U U
- 279 (n sHlopT) = o (B.47)

Tomemos © Gltimo termo do membro esquerdo:

ulogT)y _ U A(o,T) (o UALT)
2v. v, (ns" 90" ) =2 (R ns" U +R nsttut o+

AUT AUT
/
+R(TMIT nSUG)UA) + 2vuvT(n s“(GUT))= 2n R, s 0" +
o Uil T ;R‘u /uh g @o A /
+R)\UTHS U *RAUTI}S U —R}\u;ls U+
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o] BT . A plo..T)
+RY  ns" U +2vuv1(ns v™))
. W{o . T)

o 2vTvu(ns U )

- ns”}‘UT(RGMT+ rux) +27,7 (n sy T)) (B.48)

No entanto:
27 7 (ns" (OyTy = V.7, (ns¥u" +n s“TUG)
=VT(néTG) + VUVT(IISUTUO) oe

2vva(ns“(°UT)) v (nsm) +—~R}\THSUTU}\ (B.49)

onde

JHATY UT. . T _ AT AT, O
vuvT(nS U)_v[uvT](ns U) w\/—w+
0
+ B nsthyd 4 BRI gHTHA
2 27T AT
0
Voltando a (B.48), vem:
nio T) UA T o] 1 g "TO\ _
27 7 (nS ) n s*u (R RO+ SR TM)+VT(ns )—.

s"*u T(R T+'%R0Tuk)'va(néTo)

Levando em conta a lei de conservagao do momento angular de

spin, temos:
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2v_ v (n S“(GUT)) nSMUT(RUMT+% Tu;\) -v. (3 stV oy ) +
+ v, 3% SU\)UU[.J\)) (B.50)

Substituindo (B.50) em {(B.47), vem:

— /
1 .uv uCut gt n _uT. G-" Ho__T
2 fnadl — —_ —
vT n(ac +e+ 58 qu) = ph +CZS/ UU +=3 S UUU‘

WA T/ O 1 o n uv._. .o
-ns"u’ (R MT+-2_RTM)+VU(E—Z-S vy, -

- C_nz sTVatG ) 0 (B.51)
onde, apos fazer:
sy’ (Rg}m'r * %ROTU}\) - - sty T(_ 7® Al %ROTU}\)
= —ngHtyTr? - :nRGTMS}‘“UT (B.52)

chegamos na expressao desejada:

~ G..T
1 U\) uguyg gT 2n uo_ T
Ln(acz+€+gs u\)) cz ph t oz 5 UUU\I +

o] AU_T
+ nR KuTS Uu =90 (B,53)



APENDICE ¢

1. Expresstesg relativistas das leis de balango

Ao formularmos a mecanica do continuo em relati-
vidade especial, a lei de balanco de uma dada quantidade w(xa)
é obtida coro mostrado a seguir. Seja pH (™) o quadrivetor asso-
ciado a densidade do fluxo de w(xa), que & decomposto relati

vamente ao campo de velocidades u" da seguinte maneira:
o one I v () (C.1)
= =3 A .

onde n € a densidade do nimero de particulas e nw & a densida-
de da quantidade representada por W(xa). Os dois termos do mem
bro direito de (C.1l) sdo, respectivamente, as densidades dos
fluxos convectivos e de difusdo de ¥ (x”). A lei de balanco de

w(xa) é, entdo, escrita como:
#w“ a*z = (jghwdqx (C.2)

Dessa expressao, temos que o fluxo de wu(xa) através da tri-su
perficie I que envolve um dado volume do quadriespago & igual
a produgdac de w(x“). 0 segundo membro de (C.2) pode ser posi=-
tivo, negativo ou nulo. Neste Ultimo caso, dizemos que W(xa)

& conservado, ou seja:

Tw“dsz -0 (C.3)
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A forma diferencial da equagao de balanco (C.2)

€ obtida ao aplicarmos o© teorema de Gauss:
H 53 » ' My Sn, B
(}[,np a’z = J(auw)d xﬁjhwdx o (C.4)
e entdo:

3 pF¥=nh (C.5)

3 M =0 (C.6)

Os resultados anteriores podem ser generalizados
caso a guantidade gque procuramcs estabelecer a lei de balancgo

seja um tensor, como por exemplo, PY. Entdo:
cﬁT“\’d3zv=Jf“ d*x (C.7)

onde T"V & a densidade de fluxo associado a PH e f¥ & a medi-
da de producao deste tensor. Na forma diferencial, a lei de

balanco & escrita como:

8, T = £ (C.8)
A generalizacgao para guantidades tensoriais de ordem mais ele-

vada é feita sem muita dificuldade.
Como vimos no inicio do capitulo 2, necessitamos

das leis de balango de momento, energia, nimero de particulas,
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momento aﬁgular e entropia para a descricao da evolugdo do
meio continuo em questao. De acordo com que estabelecemos a-
través das equagoes (C.2}, (C.5), (C.7) ou (C.8), e juntamen-
te com os tensores NU’mTUU e 4" introduzidos, podemos escre-
ver as leis de conservacdao do numero de particulas, do momen-

to-energia e de balango da entropia, por:

3 NH = ]
=0 (C.9)
uv
3, T =0 (C.10)
5 s M= )
y o) (C.11)

onde os termos de producdo de particulas e de momento-energia
sdo nulos e 0 & a densidade de producgao de entropia.
Se o meio continuoc nac possuir momento angular

de spin, o tensor densidade de momento angular total & defini-

do por[BO]:

afu . _%_(xon oBH _ B Tau) (C.12)
m
Como o momento angular total é sempre conservado, temos:
&L“B“ a’z, =0 (C.13)
ou, na forma diferencial €& escrita como:

=0 (C.14}
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Tendo em vista (C.10), temos, como conseqgliéncia:
pleBl _ g (C.15)
m

Logo, a parte antissim@trica do tensor momento-energia & nula.
Numa situacgao mais geral onde had momento angular

afp

de spin, o tensor L passa a ser escrito da seguinte maneira:

pebu Lo TB]U‘**SOLBLl (C.16)

m

onde SGBU

& conhecido como a densidade de momento angular in-
terno ou de spin, enquanto que o primeiro termo, Jja introduzi-

do, repregenta o momento angular orbital ou externo. Sendo o

momento angular total conservado, temos:

5 OBwL _ qplaBl 5 goBu_
u m U 0
. aBu _ faBl
. aus = T (C.17)
Portanto, a parte antissimétrica do tensor momento-energia é

fonte do momento angular de spin.
A generalizacao das expressées correspondentes
as leis de balango na forma diferencial & feita aplicando o a-

coplamento minimo, de modo que as equagoes sdo dadas por:

qu‘£= 0 , (C.18)
af

Ve T =0 (C.19)

Vuéli: g (C.20)

vy s%8H - mT[“B] : (C.21)
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Observacgoes:

A energia e o momento totais sdao sempre conserva

af

dos. Se T ¢ o tensor momento-energia total em questio, te-

mos necessarlamente que:

aUT“B=o (C.22)

al _

Entretanto, se pudermos escrever T = mT a8

aB%—T'aB,onde InT &,

por exemplo, o tensor momento-energia da matéria ponderavel e

B

Q& . -
T o tensor associado a um outro campo gualgquer, a equacao

(C.22) fica sendo reescrita por:

d TV =f (C.23)

B

onde fa=—auT'OL & o termo de fonte de momento-energia da maté-

ria ponderavel,

Neste caso, o tensor momento angular associado a

af aBu =X[Ot TB]u + SuBu

T ~, dado por L nao & mais conservado e,

m r
portanto, estd sujeito a seguinte lei de balango[BO]:
5 1OBH o OB 4 [ogBl (C.24)

u

onde o segundo membro desta equacga@c & o torque devido a agao de

um outro campo externc. Desenvolvendo (C.Z4), temos:

9.5

oy _ [aB] afl
" = T + N {(C.25)

As equacddés (C.23) e (C.25) generalizadas para o espago <CUrvVo
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resulta em:

(C.26)

2, Estabilidade de estado de equilibrio

Sendo a entropila por particula a maxima no esta-
do de equilibrio termodinamico, temos que sua diferencial se-

gunda, 6% , & negativa, ou seja:
(622) = o (C.27)
eq

Considerando a entropia por particula de nao-equilibrio s=s(g,

o d
W,qu,waB,ﬁu,Ma,MaB,Mu) introduzida na secao 2.3, temos:

§4 = —%—6€+ I,I)—,Gv+ vu%ﬁ ST+ L;,ZWOLB 6ﬁa8+ X_;_sﬁll (Sﬂu +
+ V;‘* MEM + V;S-%QB ‘SﬁuBJ' T (u"lq“ + o M) 8, + % (as mMH +
+Esq“)f5Mu
S (8e)yg = (% 6e +%6V)eq = Bbgq= O (C.28)

Calculando agora 8% , vem:
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7o
——AGWQBGH

T af +

Vo, vo Vo, o© 0 v
3 o M b 2 5 oo0f 1 W
+ ﬂﬁr-ﬁﬁ Gﬁu+ —Er-(GMJ + “ET'éM 5Mu8-+ — dg Squ<+

+ 3 (o, + )(’SMuﬁq +E’T—6— M

HGB 5( X%i )6“a8

+&uﬁa(f—;z>aﬁa8+qvb<i;—l>aqu

+MUL6(

Ve, af 3 U
t o7 dn GHaB+ gm”dw, + GHO
eq eq
vo
+ s sm*Bem 4+ Y LOL sghsq. + (OL + o )éMuﬁq
T oB u
eq eq
+ a@m“ﬁm{l £ 0 (C.29)

onde qu==T;q(€:V) & a temperatura definida no eguilibrio lo-
cal. O primeiro termo do membro direito de (C.29) nada mais e
que o diferencial segundo da entropia por particula definida

no equilibric local, gue é negativa:

Se P _ o2 <
L@( € 4 B 5V)Lq = 8%, =0 (C.30)
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Para garantir que cada um dos termos que restam sejam também

negativos, & necessario impormos:

Q
(=]
A,
o
~
=
-
A%
o
~
<
A
o
~
Q
A%
<o
~
Q
IA
o
~
Q
1A
<o
~
€2
1%
]
-

(C.31)

o, 8q 8q” + (o, + %) oM 8q" + o, emiem < 0 (C.32)

As desiqualdades indicadas por (C.31) estdo de acordo com as
expressoes obtidas no apéndice A. Resta obter a relacdo entre

@, 0 , 0 € a a partir de (C.32). Para isso, considerare-
1 & 1 6

mos os seguintes casos:

a) dMuﬁqu 2 0 (C.33)
Nao ha restrigoes impostas aos coeficientes, uma

vez que (C.6) & satisfeita automaticamente.

b) &M sq" < 0
u
A relacdo pode ser reescrita da seguinte maneira:

(a16qu6qu-2¢alaﬁ 6qu6Mu-+a66Mu6Mu)-+2Va1a6 6qu6Mufk

+ (Elrra£)6q”6Mu <0 (C.34)

A expressao entre parénteses & sempre negativa, de modo que pa

ra a desigualdade ocorrer, & necessario que:

2Va o, z |o, +ao (C.35)
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1%
<

22) (o, + a,)

g
a) 6MU6q 0

Novamente a desigualdade (C.33) €& satisfeita nao

havendo necessidade de impor alguma restrigao aos-coeficientes.

b) 6qu6Mu > 0

Neste caso, temos:

ledquéqu-+2¢ala5 GqUGMu-fadeudMy)-2¢u1a6 unéMu-f

T 4+ T M

+ (&, + 5y)em s 20 (C.36)
A expressio entre parénteses & negativa. Entao, para (C.36)

ser menor ou igual a zero, & necessario que:
2/a e, 2 a, + o, (C.37)
As desigualdades (C.35) e (C.37) sao expressas

por:

(C.38)

Expressio tridimensional das equag¢des de propagagado das on

das térmicas e de spin

Tomemos somente a parte homogénea das equagodes

(2.111) e (2.112), (segdo 2.3, capitulo 2):

. : M) =
‘ nch —ncv_M11 T + N, VM(B T).L =9 (C.39)
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-anW)L+-nJM&(@HL -N2v0@0w9L=:o (C.40)

. = HY _ YaOy
onde impusemos que N, Auh BvT——Né VG(V § )l-— 0

Fazendo U" =c 6% e considerando que o espago-tem

po seja o de Minkowski (ga8==na8), temos;

AR (") =3 n"Va T=h"Vj 5 T=-ViT (C.41)
M 1 H v SRR

R 32 3%

%7 + 5y7? + 3zZ Agsim, a equacao (C.39) & escrita

onde V%=

COomo :

virm = 0 (C.42)

o TR BZQl 82§
(@) = by Sto | at?
. >
GM) = pH gv - 28D L 3e - (C.43)
: 1 v at t )

Caly G AV L av H_ _g2ni _g2d
vg(vgz)l_ 3,(n%,8°2") =nVo 3, 0" = - v’ » - V20
Entao, (C.40) & reescrita do seguinte modo:
. . N N
- 88w, S 20 = 0 (C.44)
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4, Calculo das flutuagoes dos fluxos dissipativos em torno

do estado de equilibrio

Dado um sistema qualquer em equilibrio termodi-
namico e um dado nimero de grandezas que caracterizam este es-
tado. Podemos afirmar <¢om uma boa precisdo gue os valores de
tais grandezas sd3o iguais a seus respectivos valores médios.
Entretanto, ha pegquenos desvios relativamente a esses médios,
ou seja, dizemos que os valores dessas grandezas flutuam. Se-
gue, entdo, o problema de determinar a distribuigao de probabi
lidades dessas flutuacgoes.

A probabilidade de flutuac¢does em torno do esta-

do de equilibrio é calculada seguindo a formula de Einstein:

Pr(x) = const. exp. 4(x) (C.45)

onde 4 (x) & a entropia que depende apenas da grandeza X.

No estado de equilibrio, a entropia & maxima pa

ra x= <x >, ou seja:

2
34 = 0 9”5 <0 (C.46)

@
»
%)
»
[ &)

Sendo §x=x - <X > pequena quantidade, 4(x) pode ser desenvol-
vida numa série de poténcias onde nos limitaremos até o termo

de segunda ordem:

(x - <x >)2 (C.47})

o)

A(x)=4s(<x>) -
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onde 8 & uma constante. Substituindo (C.47) em {C.45), temos:

B 2
Pr(éx) =A exp L— Ei%§L—_{ (C.48)

A constante A & determinada segundo a condigao:

oo’ +o0
~ 2
Pri{x) dx = A exp '\—- ﬂ-§‘,2~)5)-——:|d><:=1:> A=/ B, (C.49)
2T

Assim, a distribuicao de probabilidades para as flutuacgdes x

& escrita como:

_ -
Pr(sx) = \/ B exp I: ﬁ-L‘S—Zi‘l—J (C.50)

20

gue & uma distribuicio gaussiana com um maximo para x =< x> (ou

dx=0), e diminuil rapidamente, de modo simétrico gquando aumen-—

tamos |6&x

0O segundo momento da flutuacao de x, representa
2 - .
do por < §xdx>= <(x-<x>}) >, e calculada a partir de (C.30) a-
través da seguinte expressao:

4o

<ox6x>=\/B | (8x)° exp {_— E“Szi]d(sm =

2

(C.51)

w| =

—_—00

Podemos reexpressar a formula de distribuicdo de probabilida-

1

des, levando-se em conta que B = CSRERS

, Ou seja:
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2
1 {5%)
Pr(fx) = ——21  exp |- motonl_ (C.52)
/2m<oxd %> 2<8x8x>

Como esperado, a medida que <ixdéx> aumenta, diminui a probabi-
lidade de encontrarmos a flutuacao §x correspondente.

O tratamento anterior pode ser facilmente gene-
ralizado caso estejamos considerando a probabilidade de flutua
¢ao de varias grandezas termodinamicas com relagao a seus res-
pectivos valores médios. As grandezas termodindmicas Serao

simbolizadas por x Kyr «ee X, € 2S flutuacoes sio 6x, =

17

= - <%, > = - > = -<x_>,
® ®,>, 8x,=%, =<xX,>, ..., X, =X, X,

A entropia & fungado das grandezas X, ,X, ;.. X

n
isto &, 4 = (X X,peearx ). A distribuigao de probabilidades
das flutuagdoes & dada por (C.45) onde, apOs desenvolvermos a

entropia numa série de poténcias e limitando-nos somente até

termos de segunda ordem, temos:

1
Pr(le,sz,...,éxn) =Aexp( - E—Qu 6xi 6xj) (C.53)
onde ( G ) B,. <0 Ccl ta g g
Famar = -8, . aro esta que 8.. =8,..
aXiaxj estado de +J +J H
equilibrio

A constante A & determinada por intermédio da condigao da nor-

malizacgao:
oo oo
Alens exp{ - % Bij éxiﬁxjj d(ﬁxl)...d(ﬁgn)==l
_w dw (C.54)

Apos a integracgdo (vide refer@&ncia [84]), temos:
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-n/2
A= (271) VB (C.55)
onde 8 & o determinante da matriz constitulda dos elementos
Sij'
A distribuicdo de probabilidades para varias

grandezas é&:

Pr(ﬁxl,ﬁxz,...,ﬁxn)=:-mlﬁ%ﬁi exp ( - %E%jSXiéxj)
(2m)

(C.56)

A partir de (C.56) podemos calcular os segundos

movimentos das flutuacGes 6xi e 6%j' que sdo representados por

<6xi5xj>;

+co o0

<6Xi6X_>= —Jﬁim—

1
i (2ﬂ)n/2 .o éxiégj exp( - 7B g 6Xréxg)(i(6xl)---

—a O -0

‘e d(ﬁxn) (C.57)

onde, apds algumas passagens aqui omitidas[84], temos o seguin
te resultado:

13 (C.58)

. -1 ~ . .
As guantidades Bij sao elementos da matriz inversa daguela
construida com B,, dados anteriormente.



APENDICE D

1. Decomposicdao do tensor momento-energia simétrico relativa-

mente a suas partes irredutiveis

TOLS:mT“5+vu(sU"“S+sB““—5“5“) (D.1)

onde:

o, B
aB _ 2 1 ouve UU
T n(ac +€+28 Ll\))

) B0 Ba

+pU +c 20Ut + ¢ (D.3)

m

As gquantidades pa, QB e tSa

sdo dadas, respectivamente, por (2.32),
(2.31) e (2.33).

Desejamos escrever (D.1) da seguinte maneira:

o B
U o - o o}
Taszpef Uc—z = Pet h B+pngB+c 2QSfU —{_ﬂefB (D.4)
_o—2.,08 . 1 _ 0B oo o mzoaf A
onde Pag =C T UOLUS i Pop = —§T hOLB ; Pef =¢c T hOL UB_
_ o m2a o caB ouve (o BY 1 LHv aB
=c Q7 T =T hu h\) 3(T h . }h 7. Sendo as

sim, devemos analisar cada um dos termos separadamente.

_ OB -2 af o2 ap B Bua _ LaBu

0, = TP U U = ¢TI VY Ugke” U Uy Vu(s_ +S s )
= 2 Lgmv -2 apB no | gofu
= n(ac +c + 2 QUU +c v |— B(S +S ):l

T2 (sOHE 4 P O°B“) (VUU UB)
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. 1 . uv -2 f 0uf Rua afu
= 2 —_ -— -—
N n(ac +te+ 55 qu c (s + 5 S )(UQVUUB+
_ 2 WV Bu _ au
+ UBquu) nl{ac?2 + ¢ + S \D VUUB ns quoa

Logo, a expressao de P,y €W sua forma final & dada por:

TR
L (w - 4w ) (D.5)

= 2 4
niac ) + 5 Hv L

pef

onde wu (V[UUU]l.

=-L10%h =+ (p+m - 3h

apf fra _ qaBu
P, 3 ag v, (s*E+ g s2EH)

o

- -1 auB 4 gBuay _ -2 CITON
=p+T 3hOLBv1.1(S +5 ) p+ 3VUM N

(5016 4 BHOY
3

(UOLVHUB + UBqua)

. - _ 2 ap 2 cuv
So P =P+ 3v1iM LT Fns oy (D.6)

LA T2 By A =)\+ -Zh)\ aud | Bl _ <cuB
pre =c " %n tu =ptreT n Moy v (s s s*FH)

il

A -2, A aufB Buo) _ =2y A afu
p* +c ’n_ UBVU(S +5PEY) - o h U v s (D.7)

Calculemos cada termo separadamente:

-1 aly _ -2 A faB] _
-C hch VUS =—-C %OLUBmT =

. -2 A afp _ 1 g -2 A _ A
. —¢ h, UBVUS —E(c Q p) (D.S)
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—2, X ‘GOMB 4 oBHA) - o"2p Ay | o (geHB Bua
<™'h UBVU(S +8 ) c hOL UBI_VU(S UB+\§/‘\/E§)—
0

_ (SOLUB + SBUOL)VUUB] _ hot)\UB vu(n SOLU) - (SOLUB + SBUOL) (m8u+

1 -2 _ -

+ 0, +50 +
gut 37 Mgt C UuUB)

Tendo em vista a decomposicdo de SGB“ dado pela eqg.(D.2), chega

mos sem muitas dificuldades ac seguinte resultado:

c_ZhOL)‘UB v, (SOWB " SBM) = JnOt)\UB v, (n sa“) et (MX“BUJBU +
Al o

M
+M)‘“BGBU+ *3“— + MBMMBU) (D.9)

Substituinde (D.8) e (D.9) em (D.7) e levando-se emconta a ex-

pressao de p)\ dada por (2.32), temos:

-2
A _c A QAT GAU A apy _
ot = S @ st ety U ) en T (n s%%)

-2 X
_—2 (i AUB AUB 1 Al Bua c 9
c (M g, TM o+ FH u@+M wBu) + 5

BApos simples algebrismo e substituindo a expressao corresponden

te a QA dada pela equacdo (2.31), obtemos o seguinte .resultado:

A

-2 /A B A -2 oA’ -2 ABu 1
= - + = +
of C (q + M QOt'B) +nc S Uu 2c M (OBU 3 hBLl 6)

P

A apy _ —% Bui
+ b vu(ns) T M ey (D.10)

X aB
Finalmente para T temos:
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o8 (o, Blnkv _ 1. v, 8o ofB (a,, 8) VAL AV
= [ — £33 + —
n = nn P Sh,, Th w h BT (s +S
oMYAy 1  faVAH , QHAV _ JHVAY |08
sHYY 3huv|_v7x (" +s S )]h (D.11)

2 Vi [FRY B
§-(Vubﬁ gtn S mpv h

Isolemos o sequndo termo do Gltimo membro:

(a, B) VAR, GHAV | GBVAY (o, B) /.VAy AV QHVAY |
h, v, (5" +s S )—V)\I—hu n ) sV 4 s S ):I

= (UM s sV g (o Com B)) (D.12)

Substituindo s%BfF =n s*Pu* + M*FF na expressdo anterior, o  se-

gquinte resultado é alcancado apds tedioso, mas direto calculo:

{a. B) VA HAV | QHVAY _ aAB BAon _ Ao _B)
oy, v;\(s +s 3 )—V;\(M +M ) 2n(S 0", +

+s)‘(%6))\) + -02—2 M“““UB)wM+ c2 (o B””(v U) (D.13)

~ . v} - L .
Portanto, a expressao final de T 8 e exibida a segulr:

o8 - WGB+VA(MOMB+MB)\OL) —2n(s“°°08’)\+5“%5’x) +

2 yHrrlogB)

2 (o, B)Aul
= Dt U (V}\U

+C2

_ 2 Vi ERY 0B
3(VHM ,+ns “’uv)h (D.14)
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2. Contribuicdo da curvatura na lei da conservacao do momento-

—energia
B mTaB+vu(sa“B+sB“0‘—sa8“) (D.15)
Calculemos VB aB: 0
- af _ af aus Bua _ LaBu
7T =T, T +9,7 (5% v s s*PH) (D.16)

auB _ SauB + SBua _ SaBu

Definindo P , que devido as propriedades de

simetria de SGBM, temos que PGUB:-PQBU. Assim:

VBvu(sa“B+sB“°‘—saB“):v y . pOHE

[B ul
= %(Ragug pIHB R“OuB p%o8 RBouB Paw) (D.17)
Substituindo as expressdes correspondentes aos PQUB, vem:
(s*H% + sPE 4 sPHY = 5 (B%,g8 M+ RO g PR - R sy
- RuouBSaGB + R“wBSBGOL ~ R”OuBSaBO + RBouBSaW +
+RBOUBSOUQ—RBOHBSGGU> (D.18)

Utilizando as propriedades de simetria do tensor curvatura bem
afu

como de S , chegamos, apds algum algebrismo, a seguinte ex-—

pressao:

u(SCMJB pa aBu) SUOB (D.19)
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Portanto, a lei de conservagdao do momento — ener-

gia fica sendo dada por:

OB L g% gHIB_ (D.20)

VB m Bou

3. Contribuic¢fo do campo gravitacional na producgdo de entropia

Obtivemos na se¢do 2.5 o seguinte termo adicional

para a producdo de entropia:

AUB]

[a -
U R M
Voo aBuUA _ -1 -
o= T - {.aﬁuk Z(QauRBA'kgBARau
-g . Ry —gg R ( ) [Byel -
Jar®gu ~ Ipuan € \Jax98u ~ 9auIsa
1 Aulg. al 1 A 8 al W8 ol _
T Cagua™ U 27 (RB}\M o U TRy Mg U

u[B ol A [B o] R [B,.a] [B,a]
-R, M U - Ry MU )“g‘(M Ut -mMm U )

B0 TNeB B
0 0
(D.21)

Tendo em vista que a expressado acima apresenta antissimetriza-

gao nos indices o e B8, vem:

o1 AulBgel - L ¢ Lyiu 8 1 yAiu go
o Coga M By 2T( FMMH PR - SMME UOR 4
1, A 8 1, Au .o .
+zuttirg P - SuMutR )
- __ 1 AulBoal . 1 Ay a
S0t == FCop MUY e et uR (D.22)
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Mas, Mhuu==Mh (vide equacgdes (2.50) e (2.54). Entao:
A § AuEB. al U
o' = TCaBUvM U + TR M U 1D.23)

Analisemos agora o primeiro termo onde utilizare
mos a decomposicao do tensor de Weyl segundo suas partes magné

tica, H@B,e eletrica, E@B:

_ 1 Au[Bal 10
7 Copuvit Ut =

)UYUO E°T +

1§ =2
T |© (hQBanUhUT ~ Jagyeurot

-2 Y 0LPT |G AU[B o]
C + ) U H ]Ni U
(ﬁaBnguKOT gaBanuhOT

(D.24)

onde g@BszzgaYng'-guprY' Tomando cada termo separadamente,

vems:

- Y 00T, Au[8 al
c =

-2
c Augoa _ Aua B Y9ePT
e (M g% - mMH%y )”aBYp”MOTU 'R 0

(D.25)

-2
C_T_ g UYUUEDTM?\U[BUQ] _

guAOT

GUAD

S (MMJB u% - "% o) (gcwgsp aprY)

. g uVuYEPT = 2L “BUUEB (g =0

PAGT 2T ucgkr'-guTgAU)

(D.26)
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< YO0y M [ Byl

T naBngukorU U H

_ kUB o Ku& B g YO PT _
2T (M v )nOtBYp(guO’g?\T guTg?\o)U U H
= 0 (D.27)
-2 A g
- CT g I o Ul T r LByl
afyp HAOT
_ ?\uBoc MO B ' _ YO0 PT _
2T (M u )nuo)\"t (gowgsp goepry)U U H =
-2 ALR A
__c o AHB O T o AHOL O T .
S+ nmh(cM P e 0 T B
- 00T AN[B ] =
. _c Y OT AV al =
. T gaBTpanOTU U H
_ _ 1 APC- O T
= TTIM\O_TM U Hoc (D.28)
De acordo com a eq. (2.50), esta expressio reduz-se a:
U. O
-2 cM_"H
_C YuogP Ty LBye] o g p
T gaBanuAOTU U H T (D.29)
Voltando para (D.24), temos:
ou Ogu
1. A Bgal _ cM TH,, CcMH, .30)
T Tufuv T T *
o
Lembramos que H = 0 e Hyg =Hggy-
Finalmente a expressdo procurada & dada por:
Q B o, B
c M, H Ryg UM R

.3
1



APENDICE E

ANALISE DO COMPORTAMENTO DAS CURVAS NA REGIAQ INFINITA DO

PLANQO DE FASE

Dado o sistema de equagOes diferenciais autdnomo

e
H

F(x,vy)

(E. 1)
v = G(x,Yy)

delineamos na sec¢ao (3.1) o procedimento basico para tracar as

curvas-solucgoes do sistema (E.l) na regiao dita finita do

plano de fase xv. Sera de grande importancia tracgar as cur

vas na regiao infinita do plano de fase, e isso € conseguido uti
-163,81]

lizando as transformacdoes de Poincaré , que compactificamo

infinito numa circunferéncia, como mostrado na figura (E.1l):

Fig. E.1 - Compactificacao dos pontos situados no infinito no
equador C'D'CD da esfera, ‘
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- A seguir exibiremos, sem entrar em detalhes de
calculo, a andlise dos pontos criticos na regidao infinita bem
como os graficos resultantes. Para a descricdo deste método re

comendamos a ref.[63].

- MODELOS HOMOGENEQS E ISOTROPICOS
Na sec¢ao (3.2.2) deduzimos o seguinte sistema de

equagdes diferenciais em x e y:

X =y
) (E.2)
.M e ga s 1)y (3a+1)ke?
Y 2x2 2% 2X
A primeira transformacdo de Poincaré consiste em fazer:
1
X = =
Z
(E.3)
u
y = 7
O sistema (E.2) escrito nas variaveis u e z & dado por:
z = - uz
. (E.4)
23
qo - 30+ 1wz MA 222 30 4 1)ke?z2
2 2 2
Os pontos criticos no infinito serdao do tipo P{u,0). Fazendo

z =0 no lado direito das equag¢des do sistema (E.4), encontramos
um Gnico ponto critico P, (0,0).

A estrutura das curvas nas vizinhancas deste ponto
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critico & mostrado na fig. (E.2), onde omitiremos os detalhes de
cadlculo para a obtencdo dessas curvas. Ainda na mesma figura,

temos as curvas tragadas no plano ja compactificado.

Fig. E.2 - {(a) Curvas na vizinhanca de ﬁ).

{(b) Passagem para o plano compactificado.
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’ Na figura (E.3) mostramos as curvas em todo o pla-
no de fase considerado. Note que os pontos S e S' ndo estdo de
finidos para o sistema (E.1l). Por uma reparametrizacdo conveni
ente, os pontos S e S§', bem como o eixo, . passam a ser

definidos no sistema sem que isto altere a estrutura das curvas.

I/
NI

!
I
i
I
!
i
!
!
|
i
t
!
I
!
|

Fig. E.3 -~ Curvas no plano considerado.

Os resultados da analise qualitativa estdo de acordo com os re-
sultados da integral primeira (eg. 3.49 ) colocada numa expres-

sao do tipo:

A+ V(A) = - kc? (E.5)
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. A 2 A .
onde V(a) = - EA - 3Aj-1 e A, & uma constante de integra-
A

cdo. Para valores positivos e negativos de A, os graficos re-

sultantes sdo mostrados na fig.(E.4). No primeiro caso, os mode

los possuem o fator de escala A(t) .inicial nulo e que chega a

A V(A)
AFV(A)
A min o
A 5
~KC2 ~KC? \:/
A0 A, <O

(a) (b)

Fig. E.4 — Graficos da expressao (E.5) para valores
positivos e negativos de Ao(itens (a) e (b), respectivamente.

im valor maximo, para, em seguida, tender ao valor inicialmente
nulo. Tais solugbes sao representadas pelas curvas SS', Para
A, <0, os modelos possuem fatores de escala que variam entre um
maximo e um minimo. No plano de fase esses modelos sao repre-

sentados pelas curvas fechadas.
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- MODELOS™ ANISOTROPICOS
O sistema de equagdes diferenciais obtido & dado

por:

X =Y
(E.6)
< r+yy: o A-MF2 i+ 1)aczx | AR C®
Y 2% 6% 5 2 2x2
onde x==(A2B)I/% O nimero de pontos criticos na regiao finita,

bem como a estrutura das curvas nas vizinhangas desses pontos
depende da constante cosmoldgica A, como mostrado na secdo 3.2.
Este fato também & valido para a andlise no infinito, de  modo
que dividiremos a presente secdo nos Casos:

(a) A<DOQ,

(b) A=20,

(c) 0<AK Acr'

Fazendo a primeira transformacdo de Poincaré dada

por (E.3), que, como ressaltamos anteriormente, & suficiente pa

ra a andlise no infinito, temos o seguinte sistema:

(1-—K)F0226— (A + 1) Ac? N AASZJ

6 2 2

u = ——3—(1+1)u2 -

(E.7)

Os pontos criticos sdo do tipo P, (u,,0). Procurando Os valores

de u no sistema (E.7), obtemos os seguintes pontos:

—~ =
P_|_( - 3 P 0) P___(_ - ) rara A<O e
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P(O,0) para A=0. Caso A>0, n3o hd pontos na re-
gido infinita do planc de fase em questdo. Faremos adiante a

analise global das curvas para cada acoplamento.

a) A<

Seguindo o procedimento delineado na segdo 3.2, de
vemos calcular o determinante da matriz & (eq. 3.47), bem como
seu trago no ponto critico em guestdo. Fazendo tails calculos,

chegamos aos seguintes resultados:

Q(P) =-hc2(A+1) >0, I(P)=-V -—5-(32+14)<0
(E.8)
Q(P_) =-Ac2(A+1) >0, I(P)=+Y - S5 (3r+4) >0

Portanto, P, & um ponto de sela estdvel e P_ & um ponto de se-

la instavel. Nas figs. (B.5), mostramos as curvas nas vizinhangas

de P+ e P .

Y
1
c¥

=y

Fig. E.5 - Curvas nas vizinhancas de P, e P_.
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[63] nostrados na fig. (E.6),

Segundo Andonov et al
a passagem das curvas obtidas na vizinhan¢a dos pontos criticos
para o plano de fase onde a regido infinita & comparctada numa

circunferéncia. Ainda nesta figura temos o plano de fase com-

pleto.

Fig. E.6 - (a) Passagens das curvas na vizinhanga P
o plano de fase compartificado.

4+ € P_ para

(b) Curvas mo plano para AL < 0.
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Calculando o determinante de ¢ no ponto P {0,0),
obtemos Q(P,) =0, indicando que este & um ponto critico malti-
plo. A determinacdo da estrutura das curvas na vizinhan¢a des-
te ponto & conseguida seguindo o procedimento encontrado no ca-
pitulo 9 da ref. [63]. Omitiremos as passagens e cdlculos, for
necendo somente o resultado final (fig. E.7). Nesta mesma figu
ra, temos a passagem das curvas em torno de P, para o plano de
fase. Na fig. (E.7b), completamos as curvas obtidas na regido

infinita com a finita.



AL
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[ 7 I

o —— = e v

(b)

(a)

Fig. E.7 - (a) Curvas na vizinhanca

(b)

de Py e sua passagem
para o planc compac-
tificado.

Curvas no planco de
fase para A = 0.
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c) 0 < A <A
or

Neste caso n3o temos pontos criticos na regiao in
finita considerada. Entretanto, analisando as curvas na regiao
finita e observando que §-+m a medida que x + ®, para valores
finitos de y, chegamos sem muita dificuldade ao grafico mostra-

do na fig. (E.8).

Fig. E.8 — Curvas no plano de fase para 0 <A < Ry
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