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RESUMO

Usando leis de recorréncia entre magnetiza¢des locai de
spin para o modelo de Ising na rede hierdrgquica diamante (RD),
calculamos a magnetizagdo em cada sitio da rede assim como a
sua magnetizacdo média global.

Escolhendo uma representacgio conveniente para as
magnetizagdes em um conjunto de sitios da RD interessante por
sua simetria, conjunto este chamado de perfil da rede,
calculamos propriedades fractais e mostramos a
multifractalidade, exibida pela fungdo f(a), caracteristica da
magnetizagdo local da RD.

Obtivemos exatamente o expoente critico g da magnetizagao
média a campo nulo para a RD e varios parametros geométricos da
magnetizagidoc local da RD (dimens&o fractal do perfil, « e

max

o gque sdoc os limites do intervalo de existéncia para o),

min

assim como as relagdes entre estes parametros.



ABSTRACT

Using recurrence laws between local spin magnetizations,we
have calculated the magnetization in each lattice site, as well
as the global average magnetization for the Ising model on the
diamond hierarchical lattice (RD).

By choosing a convenient representation for the
magnetization on a set of RD’s sites which is interesting for
its symmetries (called the lattice profile), we calculated
fractal properties and we have shown the multifractality,
determined by 1its f(«) function, characteristic of the RD’s
local magnetization.

We have obtained exactly the 8 critical exponent for the
zero field average magnetizaticon of the RD. We also have
obtained some geometrical parameters of the RD’s local
magnetization (the fractal dimension of the lattice profile,

« , o ), as well as the relations among them.

max min
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| NTRODUCAO

Em Fisica Estatistica, ndo existem muitos modelos
ndo-triviais resolvidos exatamente. Dentre estes poucos podemos
destacar o modelo de Ising bi-dimensional a campo nulo [1l] em
algumas redes de Bravals, o modelo esférico (2], © modelo de
Ising com campo externo em redes hierarquicas do tipo
Migdal-Kadanoff (3] e mais alguns outros [4]. A importancia do
estudo de modelos exatamente soliuveis fol muito grande para o
desenvolvimento da mecdnica estatistica e fendmenos criticos.
Solucdes exatas podem ter profundos efeitos sobre idéias
tedéricas [5]. Elas podem servir tanto como modelos de
referéncia para teorias ndo-exatas aplicadas aos mais diversos
sistemas fisicos, quanto podem ser uma boa descrigao para
modelos fisicos realis. Uma prova disto & a importancia da qual
se revestiu a solucgdo exata do modelo de Ising bi-dimensional a
campo nulo, no desenvolvimento das idéias sobre transig¢des de
fase ao mostrar que este sistema apresenta expoentes
nao-classicos.

Modelos de spin c¢lassicos, tals como Ising ou Potts, en
redes hierarquicas constituem uma grande e diversificada classe
de modelos exatamente soluveis exibindo uma grande variedade de
transicdes de fase, das duais poucas foram estudadas en
detalhe. Além disto, estas solugbes exatas se referem
principalmente a grandezas termodindmicas médias do sistema
[3,5]. As redes hierdrquicas, além de apresentarem tal riqueza

de fendmenos estatisticos ndo-trivials dguando sobre elas



impomos modelos como os acima descritos, apresentam estrutura
fractal e invaridncia de escala. Este fato as envolve de ainda
maior importéncia, pois nos ultimos anos, o© estudo sobre
cbjetos fractais tem sido cada vez mais relevante.

0 conceito de fractais tem sido extremamente util para
descrever numerosos problemas em fisica [6]. Podemos definir
brevemente fractais como objetos cujas massas M se escalam como
M«xIP, onde L & uma grandeza linear caracteristica do objeto e
D & sua dimensao fractal. Muitos sistemas fisicos exibem
caracteristicas fractais. Podemos citar por exemplo, fendmenos
de crescimento dendritico em cristais, estudo de substéncias
porosas, percolagdo, crescimente por agregagdo limitada por
difusdoc (DLA), turbuléncia, fraturas de materiais rigidos,
penetragdaoc de um meio vVviscoso por um liquido de baixa
viscosidade (viscous fingering), medidas de capacidade de
reservatdorios de petréleo, analise de descargas elétricas
(quebra do isolamento dielétrico de um meio material, DBM),
eletrodeposicao quimica a baixa concentracgio de ions
dissclvidos, etc.

Além dos sistemas fisicos citados, os fractais sdo objetos
extremamente importantes no estudo de modelos tedricos.
Caracteristicas fractais estao presentes em fendmenos criticos
(71, estudos sobre caminhada aleatdria (random walk) e
processos de difusio, modelos de criticalidade auto-organizada,
atratores estranhos de sistemas dindmicos, estudos em
matematica aplicada para simular sistemas reais (curvas de Koch
simulando relevos geograficos, conjuntos de

Mandelbrot, etc. [8]), modelos gque possuem algum tipo de



estocasticidade, etc. Todos estes modelos possuem uma gecometria
bastante complexa e rica.

Porém, mais recentemente, observou-se gue ao estudar-se
fendmenos que ocorrem em fractais, nem todos o0s elementos do
fractal tem a mesma importdncia. Por exemplo, um objeto
fractal, tal como uma proteina numa solugio, exibe uma forte
blindagem com respeito a uma particula em difusdo. Apenas uma
fracdo dos sitios da superficie estdo efetivamente expostos
[8]. ©O mesmo ocorre em fendmenos como o DLA anteriormente
citado, e turbuléncia em um fluido, no qual certas regides do
fluido possuem altas taxas de dissipa¢do de energia, enquanto
que em outras regides a dissipagdo é extremamente baixa.

Caracterizamos esta multiplicidade de comportamentos gque
um objeto fractal possui através do conceito de multifractal.
Este conceito estd relacionado com a decomposicdo de um objeto
fractal em muitos conjuntos distintos, cada um apresentando
dimensdées diferentes e cada um exibindo uma caracteristica
diferente do processo que se desenrola sobre o fractal. Por
exemplo, regides com a mesma taxa de dissipacdo de energia no
fluido turbulento ou regides exibindo a mesma probabilidade de
agregagaoc de uma nova particula no caso do DLA. A
multifractalidade de um sistema fisico pode ser caracterizada
pela funcgdo f(a) onde o €& um eXxpoente gque seleciona um
subconjunto do sistema no gual acontece um tipo de processo e
f(ax) € a dimensao deste conjunto (esta fun¢ido representa todo
um espectro continuo de expoentes presentes no processo que
ocorre no sistema fractal) [10].

Porém, até recentemente, ndo conheciamos muitos modelos



para o} qual pudessemos calcular exatamente grandezas
termodinamicas, locais e globais, sendo que estes possuissenm
caracteristicas multifractais.

Este modelo foli realizado em redes hierargquicas, em
especial na rede hierarquica diamante (cuja definigdo sera dada
mais adiante), através de um método recorrente para o modelo de
Ising [11].

Mostraremos no presente trabalho como obter relagbes de
recorréncia, na rede hierarquica do tipo 1ligagdo, entre
grandezas termodindmicas locais (magnetizagdes). Estas equagdes
de recorréncia relacionam magnetizag¢Ses de sitios (primeiros
vizinhos) obtidos em geracgdes diferentes, ac longo do processo
de formacdo da rede hierarquica. Somado a estas relagdes,
fixamos alguns spins da rede (nas raizes) de modo a quebrar a
simetria de inversdo do Hamiltoniano.

Ccalculamos entdo, a partir das relagdes de recorréncia, a
magnetizagao local exata, <o >, para cada sitio, T da rede a
qualquer temperatura.

A partir da magnetizagdo local, calculamos sua meédia
global por spin e observamos uma transigdo de fase continua em
T . e calculamos exatamente o expoente critico g da
maghetizagdo para o modelo.

Escolhendo um conjunto de sitios, da rede hierarquica, de
modo que estes sitios formem um perfil da rede (caminho mais
curto entre as duas raizes da rede, como veremos), definindo
entido uma medida adequada sobre estes sitios (a medida sera
definida como magnetizacgdo local dividida pela por magnetizagao

total do perfil), observamos que o conjunto das magnetizagdes



locais do perfil possui comportamento multifractal. Calculamos
numer icamente a fungao f(a) para esta medida. Obtemos ainda,
algumas relagdes entre expoentes criticos, dimensao fractal da
medida sobre o perfil e valores de a de alguns subconjuntos do
perfil.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no
capitulo 1, expomos brevemente transicgbées de fase e fendmenos
criticos; no capitulo 2, definimos objetos fractais e
multifractais; no capitulo 3, estudamos as magnetizacdes local
e global do modelo de Ising na rede hierarquica e sua

multifractalidade.



CAPITULO 1

TRANSICOES DE FASE: ASPECTOS GERAIS

Neste capitulo, procuramos fazer um resumo de alguns dos
assuntos sobre os guais é baseada esta tese, buscando descrever
de maneira sucinta alguns conceitos necessdrios para a
compreensdo da mesma. Comegaremos por descrever transicgdes de
fase (1), apdés o que aprofundaremos o estudo de transicgoes de
fase de ordem superior (2). Definiremos em seguida de maneira

compacta o modelo de Ising (3).

1.1) Transigdes de Fase:

Designamos por fase um estado estavel (ou seja, um minimo
absoluto de um potencial termodindmico adequado), ou, no limite
do rigor, para um tempo de relaxagdo muito longo, o caso
meta-estavel (ou seja, um minimo local de um potencial
termodindmico adequado), de um material ou gqualquer outro
sistema fisico [12]. Cada fase de um sistema deve possuir
propriedades coletivas gue a diferenciam de outras,
constituidas pelos mesmos componentes microscopicos. Por
exemplo, a diferenca de estrutura cristalina entre a fase
cubica de corpo centrado (beec) e a fase hexagonal altamente
compacta (hcp) para o sédio (existe uma transicdo entre estas
duas fases em aproximadamente 23K, chamada transformagao

martensitica) [13]; um maior volume molar,menor entropia molar



e uma rigidez maior para agua na fase sélida em relagao a fase
liquida a 0°C e 1 atm, etc.

Um sistema fisico pode ser constituido por uma ou varias
fases de um ou mais componentes distintos. As fases, nas quais
um material se apresenta, sao determinadas pelos parametros
termodinamicos do material, como a pressao (P), temperatura
(T), etc [12].

Quando variamos estes par@metros, numa faixa de valores
adequada, podemos observar dque algumas fases se tornam
instaveis ou meta-estaveils e desaparecem dando lugar a outras
que se tornam estaveis. Por exemplo, transigdo sélido-liquido e
liquido-gas em sistemas de um ou mais componentes; transigéo
ferro-paramagnetica de um ferromagneto na temperatura de Curie
do material; transigdo condutor-supercondutor, etc [2].

‘Como veremos a sequir, em alguns tipos de transigao de
fase (1° ordem), a desestabilizacgi&o de um conjunto de fases de
um sistema termodindmico €& devida ao fato de que, para
determinados valores das grandezas termodindmicas, a entropia
do sistema constituido pelas fases originalmente presentes ja
ndo ¢ um maximo. Este maximo & alcangado quando o sistema se
subdivide em fases distintas, mantidas as condigdes externas
impostas ao sistema, ou ao contrario pode condensar-se emnm
apenas uma, Se o sistema era constituido por mais de uma fase
[12]. Em outros tipos de transigd@do de fases, a mudanga de
estado do sistema pode ocorrer sem que haja uma modificagao
brusca no aspecto gqualitativoe do sistema (como é o caso das
transigdées de 2° ordem ou superior) [12,14].

Para entendermos estas transicgdes de fase devemos analisar



0s comportamentos macroscépico e microscépico do sistema [15].
Um estado macroscépico do sistema {por eXx.: uma dada
distribuicdo de equilibrio P,u,T,h,...) €é dado por uma média
temporal sobre muitos estados microscépicos classicos do
sistema ([14,16], cada um sendo caracterizado por uma energia
total e por um conjunto definido de momentos, posigdes,
magnetizag¢des, momentos angulares, etc (ou por fungdes de onda
definidas gquando consideramos o caso quantico), para todos os
componentes (moléculas, spins, etc.) do sistema. Se entdo,
subdividirmos nosso sistema em diversas partes macroscépicas
(subsistemas), mas suficientemente pequenas em relagdo ao
sistema total, podemos imaginar que no limiar de uma transigdo
de fase (por ex.: a transigdo agua-gelo a 0%c e P=latm), um
sistema inicialmente constituido por uma uUnica fase (por eX.:
dgua logo acima de 0% e a P=latm) poderd se dividir em duas ou
mais fases ao variarmos os parametros termodindmicos de maneira
adequada (por ex.: abaixando a temperatura da mistura agua +
gelo a 0°%c e P=latm, obtemos apenas uma fase, gelo) e esta
separagido pode comegar a ocorrer em gqualgquer um dos subsistemas
em qgue foi dividido o nosso sistema, quando ocorrerem
flutuagdes [16] de densidade suficientemente grandes neste
subsistema. O que servirda como "semente" para o crescimento da
nova fase do subsistema, que virtualmente se propagara por todo
o sistema. Flutuacdes de grandezas termodinamicas aditivas para

-1/2

o subsistema sdo proporciocnais a N (16], onde N é um

indicador de tamanho do subsistema (como o numero de
particulas, volume do subsistema, etc). Estas flutuagdes

permitem que consideremos regides do sistema total constituidas



pela mesma fase (por ex.: ilhas de spins +1/2 ou -1/2 no modelo
de Ising [2], regides de agua ou de gelo no sistema aguatgelo a
0°c e P=latm, etc.), das gquais calculamos o comprimento
caracteristico associado ao tamanho 1linear destas 1ilhas
formadas pela mesma fase, ou seja, © que chamamos de
comprimento de correlacdc €. Existem diversas maneiras de
calcular &. Por exemplo, no estudo da percolagéao, £ corresponde
ao tamanho dos aglomerados de sitios que estao "ativos"1 e Jque
saoc responsaveis pelo comportamento singular de certas
grandezas do sistema [17]. Durante as transigdes, £ pode tender
a infinitoc (como acontece em geral nas transigdes de 2% ordem,
como veremos) ou manter-se finito (como em geral nas transicgbes
de 1° ordem) [15]. Uma constatagdo experimental da variacgao de
€ durante uma transicdo de fase pode ser obtida por
espalhamento de luz pelo sistema ([2]. Quando o comprimento de
correlacdo atinge uma medida da ordem do comprimento de onda da
luz espalhada, o sistema torna-se opaco devido a grande
difraciac da 1luz. Assim o sistema torna-se sucessivamente:
transparente, opaco e transparente a medida que nos aproximamos
e superamos a temperatura de transigdo de fase. Este fendmeno é
conhecido como opalescéncia critica.

Torna-se entdoc hecessario classificar os tipos possivels

de transicdoc de fase que um sistema pode apresentar, pois cada

1No modelo mais simples de percolacao, espalhamos sobre una
rede gqualiquer, sitios ativos, com probabilidade P e inatives,
com probabilidade 1-p, ate’ preencher completamente a rede.
Devemas, entao, analisar os agliomerados conexos (dois sitios
ativos estao conectados se sao primeiros vizinhos) de sitios
ativos. Quando a rede em questao e’ infinita e podemos
percorre-la de um extremo infinito a outro sgbre um aglomeradoe

conexo, entac dizemos que houve percolacao.
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uma delas apresenta caracteristicas bastante especificas e a
descoberta de uma maneira sistematica de classificagdo nos
permitiria reconhecer a semelhanga entre transicdes de fase de
sistemas muito diferentes entre si. Portanto tentaremos
descrever um modo sistematico para classificar estas
transigdes. Este metodo é baseado no comportamento da energia

livre de Gibbs do sistema considerado [12,18]. Uma andalise

sucinta nos leva a considerar principalmente:

Transicoes de fase de 1° ordem:

Numa transiciaoc de fase de 1% ordem, observamos uma
descontinuidade na derivada da energia livre de Gibbs do
sistema [12]. Neste tipo de transigdo, alguns parametros
molares ligados & derivada primeira da energia livre de Gibbs,
tais como a entropia ou volume, sofrem mudancgas descontinuas.
Por ex.: na transicdo Aagua-gelo Jja citada, observamos uma
variagcic de densidade (o gelo é menos denso que a agua) e
também existe emissao de calor (dito latente), pela agua que se
congela, devido & wvariagdao da entropia molar. Este calor
emitido é dado por ¢ = T.As, onde As é& a variagldo da entropia
molar, T é& a temperatura absoluta do sistema e £ € a guantidade
de energia emitida sob forma de calor pelo sistema durante a
transigéao.

Transicoes de fase de ordem superior:

Sao transigdes de fase nas quais se observa
descontinuidades nas derivadas de ordem superior da energia

livre de Gibbs. Uma transicido de fase de 2°

ordem se
caracteriza pela descontinuidade na derivada 2* da energia

livre de Gibbs, etc. Nesta transicdoc ndo ocorre descontinuidade
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na entropia do sistema, portanto ndo existe troca de calor
latente e o sistema passa continuamente de uma fase para outra.

Na figura 1.l1l.a, observamos gque ao contornar o ponto Pc
(linha tracejada) o sistema constituido originalmente por agua
na fase liquida transforma-se continuamente em (isto &, sem
ferver) vapor. Se ao contrario, o sistema atravessa a linha de
transigao de 1° ordem ele sofre uma transformag¢do descontinua
(isto é, ferve). Na figura 1.1.b, observamos o edquivalente
magnéico da figura 1.l1.a. Em 1.1.b, o ponto critico (T_,0) pode
ser contornado, levando a uma mudanga suave da magnetizacéo
total do sistema (linha tracejada). Atravessando a linha de

transicdo de 1°

ordem, observamos uma mnudanga brusca da
magnetizacdo total, o que corresponde a solidificagao ou fusao

no caso do fluido.

1.2) Comportamento Préximo a Temperatura Critica:

Como veremos nho capitulo 3, nosso trabalho discorre sobre
fenémenos presentes em transig¢des de fase continuas. Portanto,
nosso interesse se centrara principalmente sobre estas ultimas.

Uma transigcdo de fase continua (2° ordem ou ordem
superior), como Vvimos anteriormente, & caracterizada pela
descontinuidade nas derivadas superiores (segunda ordem ou
maior) da energia 1livre de Gibbs, ou seja, nos calores
especificos ou suas derivadas [12,19]. Abaixo caracterizamos a
energia livre de Gibbs para fluidos simples e sistemas

magnéticos simples.
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Fluido Sistema
Simples Magnetico
G =U-TS5 + PV G =U-TS + HM
dG = - SAT + VdpP - Z: w AN dG = - SAT + MdH - Z i, AN,
onde: G = energia livre de Gibbs; U = energia interna; T =
temperatura; S = entropia; P = pressdo; M = momento magnético;
H = campo magnético externo; u = potencial gquimico do

componente "i"; N = n° de constituintes "i".
1

Como:

se a derivada segunda de G (62G/8T2) é descontinua, Cp também o
sera e O mesmo sSe passa com as derivadas de Cp, se ocorreremn
descontinuidades nas derivadas de ordem superior a 2 de G.

Esta descontinuidade nos calores especificos pode ser
finita ou infinita, porém, a grande maioria delas é infinita
(como em varias transigdes ordem—-desordem em ligas metalicas, o
aparecimento de ferroeletricidade no sal de Rochelle, a
transigdo ferro-paramagnética e outras) e poucos sao 0s casos
conhecidos de descontinuidade finita nos calores especificos
(como o aparecimento de supercondutividade a campo nulo) [1l2].

A maneira moderna de analisar estas transigbes é estudar o
comportamento das principais grandezas termodindmicas no limiar
de uma transicido de fase continua, como por exemplo a transigao
ferro-paramagnética.

Para acontecer uma transigdo de fase de ordem superior é
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necessario que o sistema passe por uma variedade critica2 [1213.
A variedade critica é a regido do espago de parédmetros
termodindmicos (em geral de dimensdo menor que aquela do espago
de pardmetros) gque corresponde a separagio das regices de
estabilidade e instabilidade definidas de uma dada fase. Num
sistema de 1 componente, cujos pardmetros intensivos
termodinidmicos sdo (P,T,u), esta variedade corresponde a um
ponto, o ponto critico PC de coordenadas (PC, TC, n.

Se consideramos a energia interna molar u do sistema, no

ponto critico, a forma diferencial [12]
d%u = Z u dx dx (1.1)

i3 i 3

1,3

onde: u e a energia interna molar; x sdo as dJrandezas
1

termodinamicas extensivas molares (s,v,...): U =
(Bzu/axfbﬂ). A forma diferencial (1.1) deve ser
positivo-semidefinida de forma que a energia interna do sistema
nao seja um maximo em nenhuma diregaoc. Ou seja, em PC, du = 0 e
d®a = 0. Neste caso, o sistema se encontra no limiar da
instabilidade [12].

Devido a descontinuidade das derivadas em PC, ou, nho caso
mais geral, numa variedade critica arbitraria, o potencial
termodindmico molar escolhido (u, g ou s entre outros, onde g =

energia livre de Gibbs molar e s = entropia molar) nao pode ser

uma funcéo analitica. Podemos, por exemplo, escrevé-la como:

9= ganail gsing r
onde g " parte analitica de g e 9 parte singular de g.
ana sing
2A variedade critica e’ definida como uma hiper-superficie no

espace de parametros termodinamices F, T, ¥, [, etc.
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Se caracterizarmos a variedade critica por uma fungao de
grandezas termodindmicas e observarmos o comportamento de g ao
longo de uma curva definida no espago de parametros
termodinamicos do sistema [18], por exemplo, ao longo do eixo T

na vizinhanga do ponto (Pc,ﬂk), a funcdo g se comporta como:

g=g .t A.(T-TC)e + O(ordem superior) (1.2)
onde A = Cte e 8 &€ um expoente dque caracteriza o comportamento
da parte singular de g que contribui mais significativamente
para a propria funcao g.

As diversas grandezas termodindmicas correspondentes as
diferentes derivadas e combinagdes de derivadas de g serao
caracterizadas por um comportamento perto de P dominado por um

expoente critico diferente [2]:
)

3
a8 G
Por ex. : m = lim {—| » m « (T - T)B
h=so |8 h °
\
\
g m
x = 1lim |—| » x « (T - T) 7
h=>0L6h ©
¥,
onde m €& a magnetizagao (= m(T, P,..., h)) e x¥ €& a

suscetibilidade magnética.

Nas tabelas 1.1 e 1.2 estdao colocados os principais
expoentes criticos para transigdo de fase de segunda ordem
ferro-paramagnética e transigao liquido-vapor.

Portanto, fendmenos criticos sdo aqueles que se realizam
na vizinhanga de wuma variedade critica (vizinhanga esta
denominada regidc critica), ou seja, numa regido de incipiente

instabilidade de um sistema fisico em relagdo as suas fases
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TJabdela 1.1

Expoentes criticos para um sistema fluido.

e =T/T~ 1
Expoente Definicao Condigdes Grandeza Fisica
Critico €,P-P_,p-p_
’ i fico
o c m(—c)a <0 0 0 Calor especific
v a volume constante
V = Vc
o cvcx(e)o‘ >0 0 0

VI

p, P x(-e)F

r
KTM(—C)_W

I(Toc(t:)"J

P - Pc %
o -p_|°
L e
VI

Ex(-€)

%

Ex(e)

G(r)«
irl‘(d-2+n)

<0 0 =0

<0 0

#0

>0 0 0

=0

<0 0

#0

>0 0 0

Diferenca de densidade
liquido-gas

Compressibilidade
isotérmica

Isoterma critica

Comprimento de correlacgéao

Fungédo de correlagdao
de pares

(d = dimensao)
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Jabeta 1.2
Expoentes criticos para um sistema magnético.

£ = T/TC -1

Expoente Definigao Condigdes Grandeza Fisica
Critico £, H, M
, e
o! CHm(—e)a <0 0 0 Calor especifico
a campo magnético constante
o C «(E)a >0 0 0
H
B M m(—s)B <0 0 =0 Magnetizacdo a campo nulo
_-a"
¥’ x o (=€) <0 0 %0
Susceptibilidade
isotérmica
¥ XT“(E)_W >0 0 0 a campo nulo
) H o |M|(S 0 =0 =0 Isoterma critica
_V’
v’ Ex (=2} <0 0 =0
Comprimento de correlacgéo
-y
v Ex(g) >0 0 0
7 ?E:l:+ﬂ) 0 0 0 Fungdo de correlagdo
|r]
de pares
(d = dimensio)
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constituintes. Uma de suas caracteristicas marcantes é a
presenca de expoentes que determinam o comportamento de varias
grandezas termodinamicas do sistema.

Um dos aspectos mais interessantes que observamos no
estudo das transicdes de fase continuas, em sistemas ndo
fractais, é que nhem todos os pardmetros geométricos e/ou
microscépicos que caracterizam um sistema fisico sao relevantes
para a descrigidc destas transigoes de fase. No6s podemos
constatar que existe uma classe de parametros realmente
relevantes, tals como a dimensdo do sistema, o alcance das
forcas de interagdo internas do sistema e o numero de graus de
liberdade, n, do parametro de ordem (por exemplco, n =1 para ©
modelo de Ising, n =3 para o modelo de Heisenberg entre
outros) [2]. Pode-se observar dque as grandezas termodinamicas
de sistemas fisicos diferentes apresentam o mesmo comportamentc
critico se estes sistemas possuem os mesmos d e n e suas
interacgdes sao de curto alcance [2,20]. Estes sistemas possuen
caracteristicas comuns gque podem ser expoentes criticoes
idénticos ou entédo algo mais refinade como o fato de diversos
sistemas diferentes poderem ter seu comportamento critico
mapeado, através de uma transformagdo conveniente, num unico
tipc de comportamento perto de 'I'C f2]. Esta independéncia que
os sistemas mostram em relagao a diversos de seus parametros
fisicos microscopicos €& chamada de universalidade. As classes
de equivaléncia em que se organizam os sistemas, de acordo com
o tipo de observagdo realizada na regiéo critica, séo comumente
chamadas de classes de universalidade.

Diferentes sistemas fisicos dotados de interagdes de curto
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alcance e mesmos d e n pertencem a mesma classe de
universalidade. Por exemplc, um grande numero de materiais
magnéticos possuli o mesmo expoente critico como por exemplo
g =0.33, etc [2].

Outra caracteristica muito importante encontrada no estudo
de fenbmenos criticos é que aparentemente os potencials
termodindmicos, comoc a fungdoc energia 1livre de Gibbs, sao
fungées homogéneas das suas variavels na vizinhanga da
variedade critica. Esta hipdtese é conhecida como a hipdtese de
homogeneidade. Sendo € = (T-TC)/TC, entdoc [2,15]:

G(A%e,A"H) = A.G(e,H), (1.3)
ou ainda

F(a%,a’M) = A.F(g,M), (1.4)
onde G e F sioc respectivamente as energias livres de Gibbs e
Helmholtz e A é um parametro arbitrario.

Das rela¢gdes (1.3) e (1l.4) podemos obter o comportamento
de diversas grandezas termodindmicas na regido critica, como
por exemplo, a magnetizagaoc a campo nulo [2]. Da equagdo (1.3)
e sabendo que a magnetizacdo de um sistema a campo nulo é
obtida derivando-se a energia livre de Gibbs em relag¢do & H,
obtemos, no limite H - 0O,

A" M(A%,0) = M(e,0). (1.5)

Como A € arbitrario, escolhemos seu valor de modo que
A%.e = 1. Isto implica que

M(e,0) « g (1-b)7a
mas M(e,o)o<eB, logo B = (1 - b)/a, e o comportamento critico
da magnetizagio pode ser obtide através do comportamento

homogéneo de G na regido critica.
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Além disto, utilizando ainda a hipdtese de homogeneidade
acima descrita, podemos encontrar relagdes entre diversos
expoentes criticos, como por exemplo {2}]:

o + 2.8+ 7 = 2,
onde o e ¥y sao os expoentes criticos do calor especifico e da

susceptibilidade, respectivamente.

1.3)Madelco de Ising:

0 modelo de Ising pode ser utilizado para representar
diversos sistemas fisicos, tais como sistemas magnéticos, ligas
binarias, gas de rede, etc.

Usualmente representamos o modelo de Ising como um modelo

de spins, o, (|o}z|ﬂj e o = ~3,~3+1,...,3), onde um par de
spins (ak,oj) interage segundo o Hamiltoniano
int 1) *J.o}zjz. No caso ferromagnétice J > 0. BSe 3 = 1/2,

_ fazemos (apds multiplicar o por um fator conveniente) o= 1.
Podemos construir um modelo de Ising ha rede (de Bravais
ou outra qualquer)} colocando-se em cada sitilo um spin que
interage com os outros de modo que cada ligagdo (ou plagqueta)
represente um acoplamento de Ising a dois (trés, guatro, etc)
_spins. Para uma definigidoc mais precisa, ver referéncias [2,13].
gtilizando este modelo, podemos simular alguns materiais
“ferromagneticos (antiferromagnéticos), com forte anisotropia
uniaxial e nos quais os elétrons responsavels pelo aparecimento
_je magnetismo estdo ligados fortemente aos 1ons da rede,

encontrados na natureza como por exemplo CoClz.ZNCJg (ferro en

«=1) e CoCsaBrs ou CDC53C15 (antiferyo em d=2 e d=3) [21].
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Na figura 1.2 exemplificamos algumas redes de Bravais em
duas e trés dimensdes [13]. Podemos representar o Hamiltoniano
para este modelo como:

H= - E: J oo + }: h o (1.6)
ij i j i i

<ij>» 1
onde o= * 1, J}j = Jdi e onde hi sdo os campos locais, E:
<ij>

representa uma soma sobre primeiros vizinhos da rede escolhida.

No caso particular, onde todos os acoplamentos e campos sao

H=-J E: alaj - h }: o, (1.7)

<13§> 1

iguais:

Entdo, podemos calcular a magnetizacdao média por spin do

modelo a campo nulo:

m=1lim .26 (1.8)
h=o0 N 8 h
onde N = n° de spins, G = -kT In Z e Z = Z(T,h) é a funcgdo
de particao do modelo, ou seja:
7 = E: exp{-8H}: onde 3 = 1/kT (1.9)
{o}
Portanto:
8 G_ _ kT 8 Z _ < >
— _— i h
§ h Z 4 nh i
onde <o > é a média do spin o dado o campc externo h. Logo:
m = lim i <o > = <<o >> (1.10)
h=0 N i

onde << >> significa média de ensemble para cada spin e
espacial sobre todos os spins.
Portanto podemos ver gque a magnetizagao média do modelo

corresponde a média das magnetizagdes locais, <o >.
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EXEMPLOS DE REDES

(b) Cubica Simples

[/

i/ /.//./'/./'

g
\<

(c) Hexagonal (d) Favo de Mel (honeycomb)

Figura 1.2: As figuras (a), (b) e (c)
Bravais com dimensodes iguais a 2, 3,
rede (d) ndo é rede de Bravais.

sao redes de
e 3 respectivamente., A
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CAPITULO 2

FRACTAIS E MULTIFRACTAIS

0 objetivo deste capitulo é fornecer uma breve introdugdo
aos conceitos de objetos fractais e multifractais. Sao
apresentadas neste capitulo as leis de escala que definem um
fractal, seus aspectos geométricos mais simples e a
generalizagao destas leis para um espectro continuo de

expoentes, no caso multifractal.

2.1) Fractais:
2.1.1) Definicdes:

Determinados fendmenos naturais, COmo turbuléncia
intermitente, crescimentos dendriticos, formagdo de ilhas de
spin em modelos magnéticos na temperatura critica [20], etc, se
caracterizam por uma similaridade bastante acentuada entre o
sistema como um todo e suas partes. Esta propriedade geométrica
e/ou estatistica destes modelos fisicos, que pode ser gerada,
em Varias escalas, por flutuagdes do sistema, deve ser estudada
com atengdo, pois dela derivam muitas leis que relaciocnam
dimensdées geométricas a grandezas fisicas do sistema.

Se torna entdo necessario criar instrumentos matematicos
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que nos permitam analisar qualitativa e quantitativamente os
objetos que possuem esta invaridncia de escala. Um conceito
bastante util para nossa andlise serd o conceito de dimensdo de
um objeto.

Por dimensao entenda-se um expoente dque relaciona a
variacdao de uma grandeza caracteristica do objeto & variagao de
uma quantidade métrica ligada ao mesmo objeto. Por exemplo, a
superficie de uma esfera varia como o quadrado de seu raio, o
volume varia como o cubo de seu raio enquanto que seu didmetro
é proporcional ao raio.

Podemos entdo recorrer a algumas definigées mais rigorosas
de dimensdo de um sistema, que tenham carater suficientemente
geral.

Descreveremos aqui duas defini¢des bastante uteis de
dimensao, a dimensdo de capacidade, dc, e a dimensao de

Hausdorff, dh [22].

- dimensao de capacidade (dg:

seja um conjunto S (podemos interpreta-lo assim, mesmo que seja
um objeto real, como no caso de um aglomerado de particulas ou
como algo mais abstrato como o conjunto de vértices gerados por
uma rede hierarquica) qualquer imerso em um espaco Euclidiano p
dimensional. Cobrimos este conjunto S com abertos de raio g,
cuja dimensdo é aquela do espago euclidiano no qual o conjunto
esta imerso, de maneira que o numerc de abertos seja o minimo
necessario. No limite € - 0, a dimensdo do conjunto é& dada pelo

limite d:=%%g log(N)/log(e™'), se este limite existe, onde N é
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o numero mninimo de abertos necessariocs para se cobrir o

conjunto guando o raioc destes é igual a £ [22]:

- dimensdo de Hausdorff (d,):

seja um conjunto S no espago Euclidiano p-~dimensional.
Cousidere, como no caseco anterior, uma cobertura deste conjunto
com N caixas de tamanho {e,} de maneira gue g =€ onde

i=1, 2,..., N. Seja entdo a grandeza
Xc? ], (2.1)
1

onde o infimc significa que I, deve ter o menor valor possivel
do somatdrio acima dentre todas as maneiras possiveis de
cobrir-se o conjunto S (naturalmente N pode variar de acordo
com © tipo de cobertura especificada) [22].

Seja entdo o limite:

I=1lim I (). (2.2)
E-20

Pode-se mostrar gue existe um valor critico de d, ‘jrn'
C

tal que [23]:
=5
crit d

d < d > I = a.
crit d

0 valor critico, dc chama-se de dimensio de Hausdorff

rit?

do sistema, d, (= p) [22).
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Comumente, dn= d e chama-se a este wvalor comum de
C

dimensdao fractal, ou dF, tal que dF= dh= dc [22]. Em alguns

casos porém, d = dc. Por exemplo, para a sequéncia {1, 1/2,

1/3,..., 1/n,...}, dc= 1/2 enquanto que dh= 0 [22]. Pode—ge ver
gue dhs d_, pois seija Jd(e) =28c3 de tal maneira que g =€
i
gqualguer que seja i. Por definigao

-d
g(e) =Y ed =nN(e)e® = I (e), onde N(s) xe °. Entdo obtem-se
d-d !
e ‘= I (e). Como I tende a infinito quando d<d,, se
d-d

d >d entdo para d tal que d >d>d = e ‘50 e

Id(e) » w, O ue seria absurdo, logo, dh = dc [22].

Podemos entdo definir um objeto como fractal quando este
possui invaridncia de escala (geométrica ou estatistica), num
determinado intervalo de ordens de grandeza, e sua massa (ou
qualguer outra grandeza, por exemplo sua superficie) se escala
como Rdr, onde R é uma grandeza métrica (ou em alguns casos
topoldgica) caracteristica do objeto ou sistema fisico e df é a
sua dimensdo fractal. Em geral c'lf € ndo-inteira.

Na natureza observamos diversas grandezas fractais. Por
exemplo, podemos dizer que, dentro de uma boa aproximagdo, a
costa de um continente pode ser simulada por uma linha de
dimensdo ndo inteira aoc longo de diversas escalas de grandeza
[8]. Alguns outros exemplos de fractais sio os aglomerados
formados por agregagao limitada por difusao ou entdo por

eletrodeposigdo quimica [24], a ilha percolante infinita no

liniar de percolagdao de um sistema (p=pc) [17], fraturas devido

a forgas de tensdo num meio [25], quebra do isolamento
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dielétrico de um meio, por campos elétricos extremamente
fortes, levando & aparicdo de uma regiao altamente condutora e
fractal neste meio dielétrico (DBM) [26], entre outros.

Existem diversas grandezas associadas a um mesmo sistema
fractal que nos fornecem informagées valiosas sobre ele. Como
exemplo, temos entre outras: a dimensdo fractal geométrica do
sistema, que pode ser obtida por um método de recobrimento por
conjuntos abertos como anteriormente citado; a dimensao
topoldégica do sistema, que podemos a grosso modo definir como
sendo a dimensac do constituinte topoldgico mais bdasico que
forma o fractal; a "superficie" do fractal; as escalas maxima e
minima entre as quais wvale a descrigcao fractal do sistema
(estas escalas sao determinadas pelas propriedades fisicas do
sistema); as correlagdes internas do sistema, que muitas vezes
nos dao meilos experimentais de obter informagdes sobre o
sistema, c¢omo na obtengdo da dimensac de um objeto por
espalhamento de luz incidente sobre o mesmo [27].

Na figura a seguir vemos alguns exemplos de fractais para
0os quais a invariéncia de escala é exata (fig. 2.la) ou
estatistica (fig. 2.1b). O fractal da figura 2.la nao possul
escala minima sendo que o fractal da figura 2.1b possul como
escala minima o tamanho médio das particulas que estac se

agregando.

2.1.2) Dimensdo Fractal e Invaridncia de Escala:

Como mencionado anteriormente, uma das propriedades mais
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N =1
ger

N = 2 *
ger

N = 3
ger

(a) Etapas (NW;= 1, 2 e 3) para a obtengao de uma curva de
Koch.

(b) Agregado aleatorio de 3600 particulas na rede guadrada.

Figura 2.1: Exemplos de fractais com invaridncia de escala
exata (a) e estatistica (b).
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marcantes de um fractal é a sua invaridncia por transformagao
de escala (no caso de sistemas fisicos fractais, esta
invariancia se restringe ac intervalo de escalas no gqual o
sistema se comporta comeo fractal). Quande o objeto apresenta
invariancia de escala geométrica, podemos calcular sua dimenséo
fractal baseando-nos apenas nesta propriedade [8,10]. Para
tanto, subdividimos o sistema total em N (N finito) partes de
modo que esta particdo obedega as seguintes propriedadesl: cada
parte seja similar ao todo por uma transformagac de escalay;
cada parte tenha apenas o conjunto vazio como intersecgao com
qualquer outra parte; a unido de teodas as partes seja igqual ao
sistema todo. Os numeros r, sdo as razodes entre as escalas de

cada parte i, L, com a escala do sistema teodo, L, .
1 [+]

mm

r

. Iﬁ/lkmf Assim, a dimensdc fractal do objeto, D, é dada

per [10]

Zr‘f: 1, (2.3)

para fractais dotados de p (1 =p =N) diferentes escalas,
também chamados de multiescalares se ndoc houver nenhuma forma
de particionar o fractal em partes idénticas.

Para fractais moncescalares (p = 1) obt=mos [10]:

D = log(N)/log(l/x), (2.4)

pois r=r gqualquer que seja 1i.
podemos ver na figura 2.2 exemplos de fractais mono e
Observar que nao se trata de cobrir o con junto com ob jetos de

qualquer tamanho que se ja, apenas dividi-io numa particao com

as propriedades fja menclonadas
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N =1 N =2

ger ger ger
(a) Fractal monoescalar que pode ser dividido em 5 partes
idénticas (D = ln 5/1n 3 = 1.465).

3

Lo

%

&
s
#60
&
%%

@
$$

=] N =2 N =3

ger ger ger
(b) Fractal multiescalar podendo ser dividido apenas em 4
partes idénticas e uma quinta parte em escala reduzida
(D= 1.601).

Figura 2.2: Exemplos de fractais dotados ' : uma (a) ou mais
(b) escalas intrinsecas.



multiescalares [10].

2.1.3)Redes Fractais Hierarquicas:

Redes Hierdrquicas sdo objetos gerados através de um
processo recorrente, no dqual uma parte de uma figura, por
exemplo uma ligacdo, é substituida por outra mais complexa (ver
fig. 2.3 a segquir) [5,28]. A rede hierarquica (RH doravante) &
obtida no limite de infinitas recorréncias.

A RH ndo possul simetria translacional, como a rede de
Bravais, mas possui invaridncia de escala (ou simetria de
contracdo). Ela é auto-similar [8], ou seja, cada parte é uma
imagem reduzida do todo (fractal mono-escalar).

Podemos construir um ferromagneto de Ising nestas redes
supondo que em cada vértice se encontra um spin e cada ligagdo
representa um acoplamento entre estes spins. Assim podemos
verificar que nas RH’s do tipo Migdal-Kadanoff, a solugao de

Migdal-Kadanoff é exata [29]. Portanto, estes objetos podem ser

bons para estudo que utilizem o Grupo de Renormalizagdo [15].

As RH’'s sdo objetos fractais cuja "massa" (numero de

sitios) cresce como uma poténcia da dimenséaoc near do objeto,
D . . .

M «< R, ocnde M e a massa, R um omnrimente linear

caracteristico do objeto e D a dimensdo ..actal do mesmo.

Podemos calcular entdo a dimensdo fractal para a rede da figura

3.1. 0 numero de sitios (massa) cresce como
2 . . . .

M= (2/3) (2+4") « 4" = (2")°, onde n é o numero de hierarquias

(ou recorréncias), e o comprimento linear cresce como O numerfs

minimo de ligag¢des, R, que une os dois vVvértices extremos
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

O o\\ ow . T’ //T\
N . G laoy .
) 0 0 OX &)
U""'o/' = ,\‘,‘-”’ LN - ‘L\\l/ L-)

Figura 2.3: Exemplos de redes hierarqu. :as. As redes (a),
(by, (c), (d), (e} e (f) sao obtid=s ¢  “ituindo-se cada
ligagdo cheia pela célula basica. Nas rede: .lanas (g) e (h),
devemos substituir as figuras planas (triédngulos) pelas
respectivas células basicas. Notar que, nestas ultimas, as
redes com numero de geragdes igual a 1 possuem Ssenmpre dois
triangulos superpostos ligados pelos trés vértices. Podemos
observar que as linhas tracejadas nao sdo substituidas por
nenhuma outra, permanecendo invariantes.
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n

rede, ou seja, R =2". ©Portanto M« (2")° « R*>, logo D = 2.
Como D = 2, a rede da figura 3.1 (também chamada rede diamante)
tem dimensao fractal igual a 2.

Estas redes apresentam uma grande inomogeneidade, e por
causa disto sitios vizinhos podem apresentar coordenagdes (n°
de ligac¢des ou primeiros vizinhos, associado a cada sitio) de
diferentes ordens de grandeza.

Uma grande vantagem de trabalharmos com modelos de spin em
RH & dgue nestas redes podemos obter resultados exatos, com
muito mais facilidade que em redes usuals de Bravails, que sido
as redes que modelam a grande maioria dos sistemas naturais.
Estes resultados podem usualmente servir como boa aproximagao
para modelos correspondentes nas redes de Bravais {30]. Pode-se
desta maneira calcular diversas guantidades fisicas
interessantes, tais como: expoentes criticos, magnetizacgoes
{parametros de ordem em geral), grandezas associadas a modelos
de crescimento {31] tais como a probabilidade de crescimento
local e outras. Por outro lado, a principal desvantagem da RH &
que ela naoc pode representar completamente nenhum sistema
fisico conhecido pois o n° de coordenagac de mu 3 de seus
pontos tende a infinito (apesar do n° de coorden 3c médio por
spin tender a uma constante, por ex., na rede d.amante este
nimero & igual a trés) no limite N 5 =.

Tendo em conta suas vantagens e desvantagens, as redes
hierdrquicas sac ferramentas poderosas para a resolugdo de
problemas, através dos métodos da mecanica estatistica, para
modelos gque em outras redes ou mesmo no continuum seriam

dificilmente trataveis. Das RH’s podemos obter, com maior
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facilidade, resultados qualitativos bastante razoaveis para
grandezas fisicas que dificilmente poderiamos calcular a partir
de modelos baseados em modelos mais proximos dos sistemas
encontrados na natureza, como por eXemplo, as magnetizagdes e
outros parametros termodindmicos. Portanto, pode ser uma
alternativa interessante estudar com atengdo as propriedades
geométricas e fisicas de modelos complexos em redes

hierarquicas.

2.2) Multifractais:

2.2.1) Introdugao:

Em muitos fendmenos, a informagdo que uma determinada
medida2 nos fornece pode ser demasiado complicada para ser
totalmente aproveitada. Em geral nestas medidas, estéo
presentes muitos processos diferentes, <c¢ada um com uma
importdncia relativa. Por exemplo, ao medirmos a dissipagao
local de energia, por unidade de volume, num fluido, devido a
turbuléncia [32], estaremos medindo, dentro de nossa precisao,
regites altamente dissipativas (turbulentas » regides pouco
dissipativas (onde ocorre esccocamento lamina ). 2odemos observar
que estas regides estdo distribuidas de ma. :ira extremamente

irregular pelo volume do fluido.

2

Uma medida L sera aqui, simplificadamente, definida como uma
propriedade de um con junto S e seus respectivos subconjuntos de
tal forma que se A,B & s, entéo, sendo a medida (93 real, ela

ocbedece as seguintes propriedades:
i) }.1.(4)) = Q, onde (1) e’ o conjunto vazio e 4) C S
i1) HCA), H(B), H(S) Z 0;
iii) H{AUB) = LL(A) + H{B) - L(ANB).
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Dada uma medida cuja distribuigdc é extremamente
irregular, se quisermos analisar esta medida por argumentos
geométricos, vemos dgue muitas vezes é necessario usar o
conceito de fractais (isto se deve & caracteristica,
estatistica ou ndo, de auto-similaridade de muitas destas

medidas) gque nos levarad ao conceito de medida fractal ou

maltifractal .

Como exemplo, estudaremos a medida binomial ([10,33). A

medida binomial consiste em construir uma medida no intervalo
[0,1] por etapas, satisfazendo as seguintes condigées: a
distribuicdoc inicial é uniforme; em cada etapa, partindo do
"subintervalo" inicial [0,1], subdividimos cada subintervalo
[a,b) ¢ [0,1]° em duas partes, (a,(a+b)/2) e ([(a+b)/2,b) onde
espalhamos a medida contida em [a,b), respectivamente ponderada
pelos pesos moem tais que 0 = m,m = lem +m = 1.
Procedemos assim até o 1limite do numeroc de etapas

infinito. Suporemos dgue n52=1/2. Na figura 2.4 fizemos m = 0.6

Como podemos ver, nho limite de muitas geragdes, esta
distribuicdc é extremamente irreqular.
Seja um ponto ne intervalo [0,1] de rep+ :ntacgdo bindria:
(t)2 = (O.nlna...nk)2 {onde n, = 0 ou .), ou seja, hos
dividimés [0,1] em 2* intervalos de comprime.. .o 2% e entdo os
(t);s dados pela expressdo acima sio os pontos iniciais de cada
intervalo.
Esta notacgdc fica mais transparente se observarmos dque
[a,b] deve ser tal que tenha sido obtido na etapa anterior

peia subdlvisdo de intervalos mals antlgos ou entac
{a,pl1={0,1].
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Figura 2.4: Construgdo da medida binomial tal que o numero de
geragoes (Nger) vale 0 (a), 1 (b) e 2 (c). A medida é& obtida no

limite N > o,
ger
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qualquer fragdo pode ser représentada em notagdo binaria
atraveés do método exemplificado abaixo.

Como sabemos, 1/2 - (0.1)2, 1/4 > (0.01)2, 1/8 > (0.001)2,
etc. Entdo, se por exemplo, a fragao p vale 37/128, podemos
escrever:

p = 32/128 + 4/128 + 1/128,
> p = 1/4 + 1/32 + 1/128,
> p = (0.01 + 0.00001 + 0.0000001)_,
> p = (0.0100101),.

Se a fracdo p nado possui uma poténcia de dois
comodenominador, basta utilizarmos métodos de  tratamento
semelhantes aqueles com gque tratamos dizimas pericdicas no caso
decimal, para consequirmos reduzir a fragac a um somatério,
possivelmente infinito, de fragdes cujos denominadores sao

poténcias de dois.

-k

Calculemos a medida no intervalo [t,t+dt] onde dt = 27,
k¢ ke
uidt) = m, 0 m ! onde ¢O e ¢1 sdo as proporgdes de zeros e

uns no desenvolvimento de t e ¢ +¢ =1.

O numero de intervalos dt, de medida p(dt) igual a

Xk

anterior sera portanto N = [k¢
0

] e o numero total de intervalos

sera 2. Logo, a probabilidade que um dado intervalo tenha

medida p(dt) é p(u(dt)) = #(int. p)/#(tot. de int) = [kg ] 27k
Q

Podemos observar que a medida binomial, gquando repetimos o
processo de duplicagdo um numero muito grande de vezes, é
extremamente irreguliar ac longo do intervalo [0,1]. Nao € uma

medida discreta e nem possui densidade continua [10].
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2.2.2) Representagdo a:

Tentaremos abordar o problema acima de uma maneira direta
[33], ou seja, dividimos o intervalo em segmentos de largura
g=2"%. Repetimos o processo para diversos valores de k de
maneira que kX -5 w.

Para cada valor de g, mostraremos num grafico o logaritmo
da distribuicdo de probabilidade da medida contra o logaritmo
da prépria medida. Definiremos como multifractal uma medida que
tenha a sequinte propriedade : gquando ambas as coordenadas
acima sdo reduzidas pelo fator log £, a distribuigdo reduzida
converge (geralmente de maneira lenta) para uma curva limite
naoc trivial, quande € = 0 [33].

Na figura 2.5, a variavel reduzida do eixo horizontal e
denominada o (também chamado expoente de Holder) e aquela do
eixo vertical corresponde ao limite denotado por -p(a). Esta
figura mostra um caso tipico de uma fungdo p(a) cébncava e cujo

valor maximo vale O.

Analisemos o caso da medida binomial:

log u(dt)
log (dt) onde dt=g=2"" (2.5)

=

- Ezlog p(u(dt))
log (dt)

Portanto:
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Figura 2.5: Fung¢do p(a) tipica para um multifractal,
apresentando concavidade, tangenciando a reta p = o - dmm,

onde d € a dimensiao do suporte. observar dque « e a s sao
sup

max n

dados pela intersecgao das curvas p(a) e p = -dmm.
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¢« =1lima e p=1limp
k= k>0

> o= - ¢010g2m0 - ¢1log2m1

172 -
(2m) n" e,

11

Usando a formula de Stirling n!

obtemos:

lim log p(u(dt)) _ lim { log [kg ] - k log 2 } + { - k log 2 }
8]

kr,»oa —l—Og-(a_ET_ kr;oa

iz
o

kk
- log |— * k log 2
[ (ko) "% (k¢1)k¢1] [ ]

1+ ¢Olog2¢0 + ¢Ilog2¢1 1, onde ¢0+¢1=1

|
o
IR

Na figura 2.6 vemos representada a fungao p(a(¢0)) X a(¢0)
para o caso acima.
Portanto a medida binomial, em coordenadas logaritmicas,

converge para um limite nao trivial. Logo se trata de uma

medida multifractal.

2.2.3) Generalizagdo para o caso multinomial:

Escolhemos, neste caso, b pesos mB (0 = £ = b-1) onde
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| |
-5 IOQZ( moml)

e (o)
o - logamo | . - logzm| o
-1 4 —é

m,2 m2 O;imy+m=lI

Figura 2.6: Grafico da fungdo p(a) para a medida binomial.

Aqui dsup= 1.
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b-1
O-EH% =1 e z mp = 1, que serdo espalhados no intervalo [0,1]
B=0

segundo regra semelhante ao caso binomial (onde tinhamos b=2)
generalizada para b intervalos diferentes. Assumiremos que a
largura dos intervalos é idéntica.

Na figura 2.7, vemos uma das possiveis distribuigdes de

medida geradas pela regra multinomial descrita acima.

2.2.4) Func¢ao f({«):

"A fung¢dao mais natural para descrever uma medida
maltifractal nae € p(&) como poderiamos supor, mas na
realidade, uma fun¢ao gue notaremos f(a) que podera ser
interpretada de maneira tal gque, em cada ponto, defina a
dimensdo de um subconjunto do suporte da medida [34].

Esta funcdo é definida como :

(2.6)

log N(u(dt))
£(a) = 1im 4 - :

log (dt)

onde dt = ¢ = (medida linear dos abertos) e N(u(dt)) e o nuimero

de subintervalos na geragdo k que possuem medida p(dt).

Como
- f
N(u(dt)) €
- —p - {f-d) — -—p
p(“(dt)) NT(H.(dt)) & C_d « £ = £ £ ,
onde NT(u(dt)) é o numero total de subintervalos na geracgao Kk,

entdao, portanto temos que

f(a) = p(a) + d, (2.7)
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(a) (b)

3 — - — 160 L

o 1

(c) (d)

Figura 2.7: Obtengdo da medida multinomial (no caso b = 3),
onde (a), (b), (c) e (d) representam respectivamente 1, 2, 3 e
6 geragdes. As abcissas representam o intervalo [0,1] e as
ordenadas estao representadas em escalas convenientes.
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onde ¢ é a dimensdo do suporte. Podemos escrever entdo, para o

caso binomial:
1

o = —z ¢i.log2mi;
i=0

f£(a) = =) ¢ .1log ¢ .
i=0

2.2.5) Representacao d:

Toda a caracterizacao anterior fol baseada na
representacdo «, porem, até este ponto, o significado de «,
p(a) e f{a) ainda é um pouco obscuro.

Vejamos agora uma maneira equivalente de atacarmos o
problema, na gqual ficardo transparentes os significados
anteriormente citados.

Seja uma medida distribuida sobre um suporte de dimensédo
D, embutido num espa¢o Euclidiano de dimensao E.

Por exemplo, no c¢aso binomial previamente citado, E = D

Distribuamos abertos E-dimensionals de lado t© sobre o
suporte. Construamos a "fungdo de partigdo™ x({(q,e) definida

como [10,35]:
x(a,e) =) ui(e), (2.8)
i

onde ¢ € R, . (g) ¢ a medida da i-ésima caixa e X varre todas
1
i

as calxas.

Para um ¢ fixo fagamos € = 0 e observemos o comportamento

S‘C(q)

de x(g,c). Esperamos que x(4,&) « , pois x tem um

comportamento singular guando € - 0.
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Podemos reescrever ¥ como x(gq,&) = z N(ul).u.? onde N(ui)
i

nos da o n° de caixas com medida entre woe p,i+du, tal que
du = £%.1n(e) .da, para da fixo.

Podemos ver gue no caso da distribuicdo binomial, o
ntumero, N(<), de caixas de menor medida sera pequeno pois so
existira uma caixa de medida u(<) =ml: se ¢ = 2°%, Logo, se
g =1 sua contribuicdo sera desprezivel para x, pols, como
sabemos, x(1l,g) = g: M, = 1 e N()u(<) = mif > 0. O de maior
medida tambem nao contribui para ¥ quando g = 1, pois: p(>) =
mls e N(>) = (numero de caixas de maior medida) = 1 = N(>).u(>)
= m > 0. Portanto, deve haver um conjunto intermediario
caracterizado por um ozqu(ou seja, uma distribuicao ¢0, ¢1 que
gera O‘q=1) tal que este conjunto d& uma contribuicdo mais
importante para x(1,¢c) do que qualguer outro conjunto
caracterizado por um outro expoente «. Ou seja, generalizando,
dado um ¢, estamos selecionando um subconjunto do suporte tal
que este dé a maior contribuicgao para x(d,€).

Vejamos isto mais precisamente no caso multinomial [33].
Aqui, cada ponto do intervalo ([0,1] é representado na base
b-naria, ou seja :

(t)‘D = (O.nlnz...nk)b onde 0 = n, % b-1 com n, € N

Logo cada intervalo dt tera medida :

p(dt)y = n*% m % .. .nf%a (dt = £ = b %)
0 1 b-1
onde os ¢ sdo as frequéncias relativas de Jj’'s no

3
desenvolvimento b-nario de t4.

Se b = 3, os numeros (0.o01122) e (D.000111) na base 3, tem
por frequenclas {¢0, ¢1, ¢2} os valores {1/3, 1/3, 1/3} e {172,
1is2, 0} respectivamente, onde ¢i = #(algarismos i no

desenvelvimento da fracao)/#(total de algarlsmos no
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Seja entado, um conjunto de frequéncias {¢1}. Logo temos

(como no caso b = 2)
b-1

log u
= - ¢ log m ;
120 i b i

*=Hy —
log (dt)

e da mesma forma:

b-1
f(a) = max { - z ¢1logb¢i}.
i=0

Podemos ver gque ao selecionarmos um certo g, estamos
escolhendo um subconjunto U(q) do suporte gque nos dara a
contribuigdoc principal para x(q,€). Este conjunto é determinado

[ver apéndice E] pelas frequéncias

¢, = nf / { z nq } (2.9)

J

e possui uma distribuigcdo com um pico muito acentuado neste
conjunto de fregquéncias.
Observando gque o numero de caixas de fregquéncias (¢1}' N,
. . -£(0)
cresce exXxponenclalmente conm k, pois N « & onde

£(a) = “Z[¢i-loqb(¢i)] e exb" s N«A‘ onde A=5p"%.

¥

Portanto, N x £’ onde y € uma constante. Mas pela definicgdo de

dimensdo fractal (de capacidade) de um conjuntec (22,35],

dF = dc = log N / log (1l/e} = -%¥
Portanto, no caso onde selecionamos o conjunto responsavel
pela maior contribuigdo em x(g,e), N « g'fq onde £ é& a
q

dimensdao do conjunto de caixas com frequéncias {¢1} para £
pequeno [34].

Da mesma forma, a medida u(dt) (para uma dada
distribuicgao {¢i}) varia exponencialmente:
(aty = 1 o = [ T o ]k

u{¢li} i

desenvolvimento da fracao).
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_ 0q - ¢
u{¢ }(dt) = £ onde aq = logb[ g m7 ]
Portanto podemos supor (o que sera provado mais adiante) :
-f a g (ax g-£)
x(d,e) 2e T (e =¢ ¢ 9
-f o

As propriedades N «x € * e 4 « ¢ 1 para o subconjunto do
suporte que da a contribuig¢do mais importante para x(d,¢g),
(obtidas como no exemplo da medida multinomial) sdao aquelas que
definem uma medida multifractal sobre um suporte.

A partir dai, podemos comparar o resultado acima
(representacac d) com os resultados da representagao o e

mostrar a sua conexao [10]. Por definicao:

X(q,e) =) uf =) N p()F (2.10)
i i

= conj.de todas as medidas entre o e o+do;

J
onde Nj = n° de caixas contidas no conjunto j;
M ()

1]

medida das caixas pertencentes a j.

Nj o o > NJ = N(a)da.

onde N(a) ¢ a densidade de caixas no intervalo da, logo

N (o) Sqwa)'
> x(q,e) = ) N(a)u'(a)da = [N(a)u“(a)da:
]
x(q,e) = [s*éqada x [sﬁ‘qada. (2.11)

Como £ = 0, a integral sera dominada pelo termo dque

minimiza g(a,q) = qoo - f(a) para q fixo [36]:
dg _ q - df _
> df -
do o q-

-f+qld

Logo Y (dg,e) « ¢ onde f = f(aq) e aq é tal dque

minimiza, na integral de ponto de sela, a guantidade:
T(gq) = ga - f(a). (2.12)

Seja f’ (ou T’) a derivada de f(a) (de T(g)), entao:
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x{(q,ge) « ¢

T(q) = qa - f(a)
+TH
1 onde { £7 () = q

Isto nos define uma transformada de Legendre [37] pois:

d do
T/ (q) = 5& (qe = £) = a + a& Jq - £ (a)| = o

Portanto, temos:

1l

{ £ (a) q,
f{a) = q - T(q) e (2.13)
T/ (q) = .

2.2.6) Algumas Propriedades:

Descreveremos a segulr algumas propriedades importantes de

uma fung¢do multifractal f(a).

-Prop.1: A tangente em cada ponto de f(a) corresponde ao valor
de q para o qual o subconjunto dominante do suporte para a
funcdo de partigdo x(g,c) possuli medida que se escala como e% e
cuja dimensao é f(a) [1l0]. Cada ponto de f(a), portanto, define

um subconjunto do suporte de dimensdo f(a).

-Prop.2: O valor maximo de f(a) é determinado pela dimensdo do
suporte, pois se calcularmos a dimensfo fractal do conjunto,
cobrindo-o com caixas de ralo &£, estaremos cobrindo diversos

subconjuntos, cada um com uma dimensao caracteristica :

-f -1
« AE (x4 A_E ..
Tcaixas 1 2
onde f(a ) = £ e f(x) < £ se i=2,3,...
1 max i max
-D . . =
Como N x € onde D & a dimensao do suporte:

Tcalxas
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- -f - (o
£ D o Aic (a1)+ Aze ¢ 2)

B—D-t»fmax o Al + Azef‘max—f((xz)

fmax—f((xi)

Como f - f(a) >0 = 1lim ¢ = 0.
max i
£20
Logo, 1im e "*f"** « A, onde A é uma constante >
£=0
-D+f =0 = f = D.
max max

Este resultado pode ser visto de outra forma, pois no

ponto de maximo f’(a) = 0, entdao x(0,e) = z u? = n’ de caixas
i

com tamanho & necessarias para cobrir o suporte. Assinm,
2(0,e) «x &€ 5 -D=a.0 - f (a) > f =D, onde D é a
max max

dimensao do suporte.

-Prop.3: Podemos ver gue no caso ¢g=1, x(l,e) = 1 = T(l) = 0.
Entdo temos que:
- + f(a) = 0 = f({a) = «.

Portanto, a reta y = a tangencia f(«).

-Prop. 4: Podemos ainda observar dgue para multifractais
estocasticos (sistemas fisicos gerados por processos
estocasticos, como por exemplo, a agregagao limitada por
difusao), €& possivel gue existam regides no eixo o tais dque
f(a) < 0 [ver apéndice D]. Para multifractais deterministas, em
geral obtemos £’ (« ) =% w. Isto nos leva a conclulr dque

max,min

ara < o o > f(o¢) ndo existe.
p r @ min ( max) ! ( )

Na figura 2.8, observamos diversas propriedades de f(a)

descritas acima.
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f(a)

sup

y=qa+c"

a o d o \
min q BuUp max a

Figura 2.8: Fungao f(a) tipica para um multifractal na qual
vé~-se: max{f(a)}——-dsup: a reta y = « tangencia f{a); os

limites « e o« ., que sdo dados pela intersegdo de y = 0 e

min

/

f(a); um ponto do eixo a, denominado @ ., para o qual f’(aq) =

onde q seleciona um conjunto de elementos, do objeto
multifractal, com dimensao f(aq) {ver segdo 2.2.5].
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CAPITULO 3

MAGNETIZACAO MULTIFRACTAL EM REDES HIERARQUICAS

Este capitulo trata do problema de como se comporta, local
e geométricamente, um modelo magnético de spin, no caso o
modelo de Ising, sobre uma estrutura altamente nac uniforme e
fractal, uma rede hierarquica, mais especificamente a rede
diamante. Obtemos exatamente diversas grandezas fisicas do

modelo, como a magnetizacdo e alguns expoentes criticos.

3.1) Introducao:

0 estudo de modelos de spin em redes hierarquicas
tornou-se relevante como um método de grupo de renormalizagao
(GR doravante) no espago real depois que foi estabelecido que
as equacgdes do GR de Migdal-Kadanoff [29] sdo exatas em varias
redes hierarquicas do tipo Migdal-Kadanoff (em especial na rede
diamante) que apresentam transigdo de fase ndoc trivial e nos
permitem calcular diversas grandezas termodindmicas exatamente
{38,39]. Foi provado que o limite termodindmico da energia
livre de Gibbs do modelo de Ising nesta rede especifica & benm
definido [3,5] e fol obtido o resultado exato para a
magnetizacao espontdnea [3] e fol demonstrado que, para a rede

hierarquica diamante, a susceptibilidade magnética a campo nulo
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diverge para temperaturas maiores gque a temperatura critica,

TC, e & finita para temperaturas menores que TC [3,40,41].

0 objetivo deste capitulo €& mostrar e estudar as
caracteristicas termodindmicas e geométricas, locais e globais
que correspondem a magnetizagido do modelo de Ising nas redes
hierarquicas, em especial, na rede diamante (doravante RD). Noés
veremos que a magnetizagfdo local da RD possui um comportamento
multifractal. Este estudo sera baseado num novo método de
calculo da magnetizagdo em redes hierdarquicas, dado por uma lei
de recorréncia que relaciona a magnetizagdo, de um sitio, com
magnetizagdes de sitios (média do spin do sitio) de hierarquias
(também chamadas de geragdes) anteriores. Este método nos
fornece resultados exatos para as magnetizagoes local e total
por spin e para VArios expoentes criticos [11].

Tanto guanto sabemos, modelos de spin com comportamento

multifractal intrinseco ndo existiam na literatura até recente

publicag¢do [1l1l]. Era conhecido que apresentavam comportamento
multifractal, para a magnetizagdo local, algumas cadeias
lineares, discretas ou continuas, de spin, num campo externo

binario (+ H) e-aleatério. Nos esperamos que caracteristicas
fractais e multifractais aparegam em grandezas termodinamicas e
propriedades criticas em sistemas de spin em redes
hierarquicas. Por exemplo, os zeros da fungdo de partigdo para

o modelo de Ising na RD possuem estrutura fractal [42].
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3.2)Modelo e Definigdes:

Nosso modelo serada definido de forma que sobre cada sitio
de uma RH (em especial a RD) existam spins, que interagem com
seus vizinhos mais préximos (aos quais estido diretamente
conectados) através de um acoplamento ferromagnético de Ising,

ou seja, o Hamiltoniano total H, da rede com N hierarquias, é&

He= =Jg) 9,9,

dado por

onde ‘hi é o acoplamento de troca entre spins vizinhos, <ij>

significa soma entre primeiros vizinhos nesta hierarquia e

o =#%1 onde i percorre todos os spins da rede. Portanto
obtemos
-BH,=K,) .0, (3.1)
<ij>
ocnde K§= —BJN. A exponencial de —BHN nos fornece o wvalor do

peso de Boltzmann (probabilidade nao normalizada) para uma dada
configuragao de spins da rede com N hierarquias.

Como vimos anteriormente (ver capitulo 2), a construcdo da
rede hierarquica com N hierarquias €& obtida por um processo
recorrente através da substituigao de cada ligagaoc da rede com
N-1 hierarquias pela celula basica (ou sub-unidade [5]) da
rede.

Tomando-se como ponto de partida a hierarquia zero,
constituida pela ligagdo primordial, através do processo acima

descrito podemos obter a rede com quantas hierarquias forem
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necessarias. A rede hierarquica é obtida no limite infinito de

substituigdes.

Na figura 3.1, exemplificamos o processo de construgao da
RD (figs. 3.1a e 3.1b) até 3 hierarquias. Na rede com N =3
(fig. 3.1b), mostramos um caminho mais curto entre os terminais
(sitios da hierarquia zero) A e B, caminho este visto em
detalhe na figura 3.1c. Como veremos, a mnultifractalidade na
rede hierarquica é uma propriedade intrinseca relacionada tanto
a topologia da rede, quanto ao modelo de Ising em si. Podemos
encontrar diversas medidas multifractais associadas a uma rede
hierarquica se definimos estas medidas convenientemente.

Em qualquer tipo de rede (hierarquica, Bravais ou outra
qualquer) todas as grandezas termodindmicas devem ser coerentes
com o limite N = », ou seja, a energia livre por spin deve ter
um limite bem definido, assim como a entropia, a energia
interna e a magnetizagao por spin. Contudo, no caso da
magnetizacdo, podemos verificar facilmente que, para todo spin
da rede, a magnetizagcao 1local € nula se utilizamos o
Hamiltoniano acima sem impormos um campo externo. A razio €
dada pela simetria de inversdao do Hamiltoniano quando fazemos a
transformagao e e [43]. Portanto, se a média de cada spin

vale

<o > = E: o exp -BH"—/{E: exp —BHN ' (3.2)
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.3 (33 (53 (7,3)
AO—eo—o—o—0o—0—o—o—0OB

(c)

Figura 3.1: Rede hierarquica diamante (RD): em (a) uma
ligagdo é substituida pela célula basica; em (b) vemos a Rd com
3 geragdes; os circulos abertos A e B sdo as raizes; em (b) a
linha tracejada representa um dos caminhos mais curtos (tambén
chamado de perfil) ligando as raizes; em (c) vemos com detalhe
a sequéncia de sitios (s,1) que forman um perfil da RD com 3
hierarquias.
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onde os somatérios significam soma sobre todas as configuragées
de spin da rede. Fazendo a transformagao de inversdo de spin,
obtemos que <o > = 0 pois HN depende apenas da configuragao
relativa de todos os spins e assim, para cada configuragdao de
spin 0}=+1, existe uma configurag¢do simétrica por inversdo de
mesmo peso estatistico tal que o =-1. Portantoe, a contribuigdo
para a magnetizagao de o, dada por uma configuragdac é anulada
por sua simétrica. Logo <o > = 0. Devemos entdo quebrar esta
simetria por algum meioc. Podemos fixar um campo magnético
externo ou entdo fixar spins da rede. Este ultimo método foi
utilizado em nossos calculos [11], fixande os spins mais
externos da rede (por definicdo, sdo aqueles gerados na
hierarquia zero) de maneira que estes mantivessem a orientacéao
positiva (+1) qualquer gque fosse o estado de seus vizinhos.
Este artificio nos permite quebrar a simetria do sistema e
obter a magnetizacdo correta para o sistema em qualquer
temperatura.

Quando analisamos a estrutura local da magnetizagao do
modelo de Ising ou outros modelos, como por exemplo o modelo de
Potts, na rede hierarquica, devemos levar em conta as simetrias
intrinsecas da rede em questiao. No caso da RD, podemos
observar que todos os diferentes tipos de sitio estao
representados por seus simétricos que se encontram num dos
caminhos mais curtos (ou menor disténcia quimica), na rede com
N hierarquias, que ligam os sitios mais externos, chamados
raizes ou terminais (que saoc aqueles sitios que pertencem a
hierarquia zero) [11,,40,44]. Entdo podemos dividir os sitios da

rede hierarquica em classes de equivaléncia de acordo com sua
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simetria [5]. Légicamente, todos os caminhos mais curtos entre
os terminais sdc equivalentes entre si. Podemos criar entiao uma
nomenclatura para descrever a posigcdoc de uma classe de
equivaléncia de sitios, relativa a um caminho mais curto entre
os terminais. Noés identificaremos os sitios destas classes por
um par de indices (s,l1) onde 1 & o nivel (ou hierarquia) tal
que 1=1,2,...,N, e s & a posigao, s=1,3,5,...,21—1, do sitio
dentro do l-ésimo nivel com respeitc & um dos terminais tomado
como referéncia. Se 1=N, entdo s & a distdncia quimica do sitio
considerado (s,N) até o terminal de referéncia que designaremos
como Yraiz A. Logo, a magnetizagdo de cada sitioc de uma classe
de equivaléncia serd designada pelo valor comum mo- Se 1 < N,
entdo s é a disténcia quimica do sitio considerado em relacgdo
ao terminal de referéncia A, na rede com 1 hierargquias (ver
figura 3.1c) [11]. Se 1=0, estamos representando as raizes A e

B. Logo, para A temos (s=0,1=0) e para B (s=1,1=1).

3.3)Leis de Recorréncia:

Nossoc métodc se baseia na possibilidade de obter a
magnetizagdo de um sitio (s,1) em fungdo da magnetizagdo dos
sitios (s’,1-1) e (s’’,j) onde: j=0,1,2,...,1-2, s’=(sxl)/2 e
s”=(s$l)/2lﬂ. Esta relagado é analitica e da forma [11]

ng’l=AN(ng,’1_1+ ng",j) (3.3)
onde AN é fungdo do numero de hierarquias N.
Para obter a relagdo (3.3), devemcs tomar a RD e fixar,

como vimos, um ou mais spins para gquebrarmos a simetria de

inversdo de spin do Hamiltoniano e por conseguinte obter uma
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magnetiza¢io ndoc nula para a rede. Em nosso trabalho, fixaremos
os spins dos dois terminais em o=+1. Esta condi¢do de contorno
é suficiente mas ndoc é necessaria. Poderiamos fixar apenas um
dos terminais e neste caso o resultado relativo a magnetizacao
média por spin seria o mesmo. Porém, para obtermos uma
magnetizacido local que possua as simetrias da rede, devemos
impor as mesmas condig¢des para os dois terminais. Como veremos,
a alta ndo-homogeneidade da magnetizagdo 1l1local da rede
independe das condigdes de contorno impostas ao sistema, sendo
devida apenas as caracteristicas de n3do-homogeneidade da rede
hierarquica.

Tendo sido escolhidas as condi¢des de contorno para o
problema (no nosso caso as condigdes simétricas para os
terminais, °A=°é=1)' devemos achar a relagdo de recorréncia
(3.3) entre as magnetizag¢des de diferentes niveis. Para tanto,
devemos isolar dentro da rede hierarquica com N niveis, no caso
a RD, uma célula basica de tal maneira gque dois dos spins
(chama-los-emos spins i) isolam os dois spins restantes (estes
outros spins serido ditos spins ¢, ver figura 3.2) do resto da
rede. Separaremos no Hamiltoniano do sistema as partes
dependentes dos spins o, U4 e os restantes (que chamaremos spins

¥) obtendo

-BH = K(0,+0,) (u,u,) + K) w7, + K) v,7,. (3.4)

<i, }j> <i, j>
Através da relacao:

exp{Aa cosh(A)[l + U.tgh(A)],
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Figura 3.2: Representamos acima a célula bédsica escolhida
a a a qual deduzimos a relagdo de recorréncia (3.10). Podemos
b_2rvar que os spins ce o, estdo conectados com o resto da

3de através de sua interagdo com os spins neu,.
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onde ¢ = *1, podemos transformar a exponencial de -8H, obtendo
0 peso de Boltzmann para uma configura¢do de spin como um
polindémio multilinear em c.oM,oe 7 cujo grau dependera do
" ndmero de spins da rede com N hierarquias em dquestio. Os
coeficientes deste polindmio s3do polindémios em cosh(A) e
tgh(A). Para calcularmos as lelis de recorréncia gque procuramos,
devemos tomar o trago parcial sobre todos os spins T, da rede
(ver figura 3.2) lembrando que dois destes spins estdo fixos em
+1 [11]. Logo, qualquer que seja a localiza¢do da célula basica

na rede, o peso de Boltzmann reduzido relativo a configuracgao

de spins ¢ e u deverd ter a forma abaixo
T¥7?XP{'BH} = exp{K(ol+02)(u1+u2)}.[A+B.u1+c.u2+D.u1u2] (3.5)

onde A, B, C e D sdo polindmios em cosh(K) e tgh(K).

Podemos substituir o polindmio (A+B.u1+c.u2+D.u1u2) no
trago acima por uma forma equivalente. Para obtermos esta
forma, basta observarmos que o resto da rede funciona tanto
como uma fonte de "campo externo" sobre os spins u quanto como
um meio de propagagdo de uma "interacgdo" efetiva entre estes
spins. Dal obtermos trés constantes, dols campos hle h2 e um
acoplamento egquivalente K'. Para A, B, C e D fixos,
necessitamos de apenas mais uma constante para gque junto das
trés citadas obtenhamos um Hamiltoniano equivalente que nos dé
o mesmo resultado due Tyw?xp{-BH}. Esta gquarta constante é
obtida da normalizagdo, & unidade, do trago total. Isto nao é

em geral necessario, somente o fizemos por simplificacgéo.
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Podemos entdo escrever dque se
p(o ,o_ 1 1) = Tlg.,?xp{-BH}.
onde p(dl,dz,ul,uz) é a distribuicdo de probabilidades para a

configuragédo {01,02,u1,u2}, entdo, da mesma forma

P(o, ,0, 1, 1) = exp{K(01+0‘2) (e, tu )+

X r
+A+h u +h u +K uluz}- (3.6)
As constantes A, h1 h2 e K’ sdo tais que
r .
p(01,02,u1,u2) = E(dl,oz,ul,uz). Portanto, o] Hamiltoniano

equivalente

. = A 7
BH’ K(01+02)(u1+u2)+A+h1“{+hzu2+K Myl

representa para a célula basica escolhida, o efeito do resto da
rede, que estd contido nas constantes ndo comhecidas A, hl, h2
e K’.

A partir deste resultado, podemos calcular as médias dos
spins ¢ e u, <0 > e <u>, como fungdo de K (que & um dado
externo do problema) e de K/, h1 e h2 (que sao desconhecidos).
A constante A pode ser eliminada devido a normalizacdo.

Utilizando a transformacidao idéntica j& citada obtemos (a = eA):

exp{—BH’} = a.exp{K(dl+02)(u1+u2)}.cosh(K’).cosh(hl).cosh(hz).

.[l + tgh(hl)u;l.[l + tgh(hz)u%].[l-+ tgh(K’)uluz]

Ao desenvolvermos a parte do Hamiltoniano relative a
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célula basica escolhida obtemos

exp{—BH’} = d.COSh4(K).COSh(K').COSh(hI).
.cosh(hz).[1+tgh(K)aJﬂ].

. [1 + 1:<;.{1'1(K)cr1.u2 . [1 + tgh(K)crz.ule . [1 + tgh(K)az.uz].

. [1 + tgh(hl)ul]. 1 + tgh(hz).uz] . [1 + tgh(K').uluz] (3.7)

Agora podemos obter as médias dos spins em fungao das
constantes K, K’, h1 e hz.

<o > = Trau[oi.exp{—BH’}]

<p > = Trau[ui.exp{-BH’}]

1,2. Observamos que por simetria <o >

substituimos a forma

(3.8a)

(3.8b)
onde i =

= <Gé> = <o>. Se
(3.7) em (3.8a) e (3.8b)

e tomamos O
trago, obteremos as fungbes desejadas.

Fazendo as substituicdes

g = a.cosh4(K).cosh(K’).cosh(hi).cosh(hz)

t = tgh(K); Tt = tgh(K’); }H= tgh(hl); H£= tgh(hz),

podemos escrever (3.7) como

EXp{—BHr} = B, [1 + t.clui].[l + t.cr1u2]. [1 + t.o*zul] .
[1 + t.azuzjl. [1 + H1'“1]' [1 + Hz.uz]. [1 + t'“fuz]

Como © spin o, s0 percebe o spin o, através dos spins U,

podemos simplificar mais ainda o resultado acima incluindo o
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spin o, entre os spins (¥} e tomando o trago sobre ele de
maneira a obter um novo Hamiltoniano egquivalente. Utilizando as

mesmas notagdes para o novo Hamiltoniano, HY", que sé depende de

G, Hoe U, obtemos
- 12 —
exp{ BH } G.[l + t.aﬁﬂ].[l + t'oﬁﬂJ
.|:1 + H1'“1]'|:1 + Hz.uz].l:l + t'“1u2j|
onde agora os novos T , H1 e H2 (guardando a notagdo anterior)

sdo ligeiramente diferentes devido ao fato de termos incluido
o, no trago parcial gque forma o Hamiltoniano equivalente
(embora t seja o mesmo do caso anterior).

E mais adegquado expressarmos as médias (3.8a) e (3.8b) em

fungac de t, T, H1 e Hz' Assim sendo obtemos apés um calculo

direto, sabendo que Z = Trouexp{—BH'},

7/16€ = {|:(1+t4)+2t2H1H2]+1:|:(1+t4)H1H2+2t2]} (3.9a)
7.<0>/166 = t(1+t°) (H +H ) (1+T) (3.9b)

Z.< >/16€ = {[(1+t4)H1+2t2H2j|+1:[(1+t4)H2+2t2H1]}  (3.9¢)
Z.<u,>/16C = {[(1+t“) H2+2t2H1] +T [(1+t4)H1+2t2H2] } (3.9d)

Podemos também calcular a correlagdo entre os dois spins

By Boe p. Esta ultima wvale
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Z.<p b >/166 = { [(1+t"') H1H2+2t2] +T [(1+t"') +2t2H1H2] } (3.9e)

Combinando os resultados (3.9a), (3.9b), (3.9c) e (3.9d)
podemos calcular o quociente
<a>/(<u1>+<u2>)=

t(1+t%) (H +H,) (1+1:)/{ [( 1+t%) +2t2] +T [( 1+t%) +2t2] } (H +H) .

Simplificando completamente obtemos [11]
<o> = t/(1+t%) [<“1>+<”2>] . (3.10)
Esta equacdo relaciona a magnetiza¢do dos spins da nova

geracao (spins o) com as magnetizagdes dos spins das antigas

geracdes (spins u).

A equagdo {3.10) ¢é idéntica a equagdo (3.3) onde
A;#m/(1+t$ e o indice N se refere ao numero de hierarquias
da rede. Também observamos dgue <> = m e <up> tanto se

s, 1

refere a m quanto a m, onde s, s’, s", 1 e j tem os
s 5]

r

mesmos valores gque na equagdo (3.3) [11l]. Apesar de, na rede
com um numero gqualquer de hierarquias, todos os acoplamentos
serem iguails, devemos utilizar diferentes indices para cada
acoplamento porque quando calculamos a magnetizagdo de todos os
spins, da rede hierarquica de N niveis através da equagao
(3.10), somos levados a considerar todos os valores de 1 entre
zero e N.

0 método para calcularmos o valor da magnetizacao de todos
os spins da RD se baseia na equagdo (3.10). Utilizando esta

equagac Jjunto com o método de dizimag¢doc {45] na rede
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hierdrquica, podemos por recorréncia, a partir da rede com zero
niveis e magnetizagdo fixa em +1, calcular todas as
magnetizagdes dos spins de uma rede com 1 niveis em fungdoc das
magnetizagées da rede com 1-1 niveis e assim calcularmos a
magnetizagao da rede com N hierarquias. Para tanto precisamos
provar uma série de resultados gue serdo estabelecidos a
seguir. Quando tomamos o trago parcial sobre alguns spins em
uma rede, convém ocbservar que podemos representar o peso de
Boltzmann reduzide para os spins restantes como a exponencial
de um Hamiltonianc equivalente onde os termos de interagao
direta entre os spins restantes sdo mantidos e os termos de
interagdo com os spins sobre os quals se tomou o trago sao
substituidos por termos de interagdo equivalente entre os spins
restantes {11]. Peor exemplo, neo casec da dedugde da equagdo
(3.10), estes termos se traduziam por um acoplamento
equivalente e deis campos magnéticos efetivos. Definimos estes
Hamiltonianos efetiveos (H’) a partir do Hamiltoniano da rede da

seguinte forma [30]

exp{—BH'} =T, [exp{~BH}] (3.11)

onde {¥} € o conjunto de spins sobre os quais se toma o trago
parcial e {o} & o conjunto de spins restante. Se nio tomameos o
trago parcial sobre o spin u, entdc a média deste pode ser

calculada utilizando o Hamiltoniano equivalente, pois

<u> = Tr{gw}[u-e}ip{‘BH}] = Trmu}[“‘Tr{w[EXP{#BH}]]

= <p> = Tr“H“[M-EXP{“BH'}]-
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Portanto, ao fazermos a dizimagdo de uma rede hierarquica
de modo que a rede original com N niveis se torne uma rede com
N-1 niveis, podemos mostrar que a nova rede tem por
Hamiltoniano equivalente o préprio Hamiltoniano da rede com N-1
niveis cujo acoplamento de troca esta relacionado com o
acoplamento da rede original através de [46]

t o= 2t3/(1 + t:[), (3.12)
onde tiz tgh(KJ.

Entdo, para calcularmos as magnetizagdes de todos os spins
da rede devemos, a partir do acoplamento da rede com N niveis,
calcular a série tN, tm1' tme,..., tz, t1 a t0 pela equagao
(3.12). Isto feito, voltaremos a ligagdo original (hierarquia
zero) e calcularemos as magnetizagdes dos spins da hierarquia
um em fungao de t1 e em seqguida calculamos as magnetizagdes dos
spins da hierarquia dois em fungdo dos spins das hierarquias
zero e um e também de tz, e assim por diante até obtermos todas

as magnetizagdes da rede com N hierarquias. Como exemplo, da

ao = . + m = <o > =
equag moo A1 (mA B) onde m ( o, ) m

¥

L (=<0>) =1,

obtemos ml,1 = 2A1. Este resultado vale para os dois spins
pertencentes a classe de equivaléncia (1,1).

Ao calcularmos a magnetizagdo local do perfil da RD
(chamaremos de perfil cada um dos caminhos mais curtos entre as
duas raizes A e B), uma maneira adegquada de desenhar um grafico
que leve em conta as caracteristicas ‘topoldgicas da
magnetizagdo de cada sitio sera desenharmos a magnetizagdao como
uma barra vértical de modo que sua origem no segmento [0,1]

represente a posigdo relativa do sitio no perfil, em relagdo a

raiz de referéncia (esta representacgdo é a que fol desenvolvida
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nas figuras 3.3a e 3.3b, nas quais apresentamos
respectivamente, o perfil da RD com 10 hierarquias e a
ampliacdo de um trecho do perfil de maneira a também mostrar 10
hierarquias, observando a similaridade entre as duas figuras).
A forma da magnetizac¢do do perfil da RD vista na figura 3.3 &

bastante semelhante & curva de Weierstrass ([10,47]. Podemos

calcular a magnetizacgdo do perfil para qualquer temperatura,
porém, a temperatura mais interessante para fazer oé calculos
sera a temperatura critica de transigcao de fase de segunda
ordem, TC, na qual sabemos que [<0'1>]/N—> 0, polis nesta
temperatura o comprimento de correlagdo £ para a RD tende a
infinito e o sistema deixa de possuir uma escala caracteristica
sendo entdo candidato a apresentar caracteristicas fractais ou
multifractais.

Antes disso devemos analisar a equagao (3.10). Se N s o,
entdo to=>0 ou t0=> 1 dependendo se tN estd no intervalo
[O,tc) ou se estd no intervalo (tc,l] respectivamente, onde tc
¢ tal que t = t=t dado pela equagdo (3.12). Portanto dois
casos emergem: no primeiro as fungdes A tendem a zero e assim
a magnetizagao dos sitios tende a zero pois estd multiplicada
por fatores cada vez menores. Logo, como no intervalo [O,tc) a
magnetizagdo média por spin tende a zero, esta € a fase
paramagnética como veremos. No segundo caso as fungoes Ai
tendem a 1/2, o que permite a existéncia de uma magnetizagdo
média por spin ndo nula no intervalo (tc,l] e entd&o esta € a

fase ferromagnética. Em tn= t0= tc, A1= Ac < 1/2 qualquer due
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Magnetizaci&o Local

|
| ]

Posicdo em Relaclo ao Perfi]
(a)

Magnetizacio Local

O
0250 0375

Posig&o em RelacXo ao Perfil
(b)

vemos a representagdo da magnetizagao
= T com 10 hierarquias. Em (b)

Figura 3.3: Em (a)
(a) .

local do perfil da RD em T
vemos a ampliagdo da regiao do perfil assinalada em
Podemos observar a auto-similaridade existente no sistema.
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seja i tal que 0 =1i=N. Entao, em t, a magnetizacio média

por spin é nula.

3.4)Recorréncia para a Magnetizagao Global:

Sabemos que a magnetizagdo total a campo nuleo por sitio de
um sistema ferromagnético ¢ definida por [12,19]
1 a G

m=lll‘n——-N—'ah '
h=0 s

onde G & a energia livre de Gibbs, N5 é o numero total de spins
do sistema e h €& o campo magnético externo. Contudo podemos,
utilizando a equagdo (3.10), prescindir da equagdo acima pois o
campo ja esta incluido implicitamente na equagao (3.10).

A magnetizacdo global média a campo nulo por sitio da RD

nos é dada pelo somatério
mN(TN) = [ E <Gi>]/NsN , {(3.13)
i
onde somamos sobre todos os sitios da RD com N hierarquias,
N = (4 + 2.4%) /3 é o nuimero total de sitios da RD com N
hierarquias e calculamos a magnetizagdo para uma temperatura
fixa em T,

Atraveées de (3.10), podemos obter uma Trelagiao de
recorréncia entre as magnetizagdoes da rede com N, N-1 e N-2
hierarquias. Como Sabemos que moﬂﬂp = 1 e que podemos calcular
diretamente HH(T1)’ logo por recorréncia, podemos obter nm(Tﬁ
em funcao das magnetizagdes e T, 's das hierarquias anteriores.

Como vimos, podemos expressar a magnetizagdo de um spin da

ultima hierarquia, com as mesmas notagoes anteriores, m .. em

»
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funcido da magnetizacdo de seus primeiros vizinhos, m, . ,©
L N-

m i (que pertencem a geragbes anteriores). Reescrevemos
87,

entdo a equacgdo (3.3) para estes spins como (A (T)) =A))
m =A (T )[m + m _].
s,N NN s',N-1 s", j
Desta equagdo, apos fixarmos TN, podemos fazer um
somatdério para as magnetizagdes dos sitios que sdo gerados na
tltima hierarquia (adotaremos a notacgéo m = para mN(TN)), pois
m = <o > onde (s,l) representa a classe de equivaléncia a

5,

gqual pertence o ,e temos due
1

Z<di> - NsN'mN - NsN—1'mN~1’ (3.14)

ie{1=N}

onde o somatério é feito apenas sobre os sitios do N-ésimo
nivel. O resultado & a magnetizacdo total dos sitios do N-ésimo
nivel.

Ao fazermos o somatdério (3.14) devemos levar em conta que
cada sitio da N-ésima geracgio, <a >, contribul com um termo,
produto da magnetizagdo de cada proximo vizinho (spin u) por
A, quando no somatorio (3.14) substituimos cada spin <g > por
seu valor dado pela equagdo (3.10). Quando fazemos a operagao
de dizimacdo para, da RD com N niveis e acoplamento KN,
obtermos a RD com N-1 niveis e acoplamento efetivo KN-1'
devemos observar que apenas desaparecem o0s sitios que
pertenciam & ultima geragdo, portanto, todos os primeiros
vizinhos destes permanecem na RD com N-1 niveis. Logo o
somatério (3.14) sera igual & soma da magnetizagdo de cada
sitio 1 restante multiplicada pelo numero de coordenagao do

P . N . . N
sitio 1 gquando este pertence a RD com N niveis, éi)
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A figura 3.4 nos mostra como a magnetizagdo do spin de
cada sitio da N-ésima hierarquia, <o > (com 1 = N), da RD pode
ser escrito como A multiplicado pela soma das médias dos spins
p (1 = N-1) primeiros vizinhos do sitio o entao no somatério
(3.15), cada sitio pu representado (1 = N-1) contribuira
proporcionalmente a seu numero de coordenagac ou numero de
primeiros vizinhos. Observando que se o sitio i pertence a um
nivel da RD anterior ou igual a N-1, podemos verificar que para

a RD, é‘:’= 2.%’1"13 Entido temos

(N)
§:<ai> = A, z <O > . (3.15)
i€{(1=N} i€(1=0,1,...,N-11}
Definindo
_ (N)
8(N) = E: z <0 > . (3.16)
ie{l=0, , N}

Portanto, temos que (3.15) torna-se

§:<a&> = 2. A,E: {N- 1)<a >,

i€{1=N} ie{1=0 .. s N- 1}

> Z<o~1> = 2.A,8(N-1). (3.17)

ie{1=N}

Podemos obter uma relagdo de recorréncia que relacione
8(N) com ©(N-1). Para isto separamos os termos na definigao de
8(N), lembrando que para os spins da geragdo N na RD com N

. . N
hierarquias, §1)= 2, temos
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O
O
A ST

(b} -

Figura 3.4: Dizimagdo na RD. Em (a) vé-se a operagao de
dizimagdo (substituigdo da célula basica por uma ligagd@o). Em
(b) vé-se como ap6s uma dizimagaoc, o conjunto constitufido por
quatro cé€lulas basicas,na RD com N hierarquias, torna-se apenas
uma célula bésica,na RD com N-1 hierarquias.
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g(N) = Z ;_1:?<0-1> = 2.Z <o > + Z i':?<o-i> .

1€{1=0,1,...,N} 1€{1=N} 1€(1=0,1,,

Utilizando (3.14) e é':’——— z.é':"li obtemos

6 (N) -2.€(N-1) = 2. [Nsn'mu - NsN—‘l.mN—‘l] . (3.18)

A equagdo (3.18) nos da a relagaoc de recorréncia para a

fungdc teta na RD. Como dqueremos calcular o somatdério da

equacdo (3.17), basta gque substituamos a equagao (3.17) em

(3.18) que serd modificada para

8 (N-1) -2.8(N-2) = 2.[[\15}{_]“%_1 - NsN-z'mH—z]'
Portanto obtemos, utilizando (3.14) e (3.17) na edquagao
acima

(1/2AN) {Nsn'mn B Nstl.mN—i] —(l/AN—l) [NSN—i My T Nsn—z'mn—z]

= 2- [NsN—1 My 7 NsN—z'mN—z] )

Explicitando a recorréncia para as magnetizagdes obtemos
my =[l + ZAN/AN-i +4AN] : [NSN—I/NSN] "My~

- [ZAN/AN—I +4AN] : [Nsn—z/Nsu] My (3.19)

A equacdc (3.19) nos da a relagao entre a magnetizagao

média por spin da RD com N hierarquias em fungao da

magnetizacdo das RD com N-1 e N-2 hierarquias obtidas da RD
original com N niveis por dizimagao.

Como sabkemos, m = 1l e m, = (1 + 2A1)/2. Logo podemos obter

AN em fungaoc de tN: tgh(KN) pois sabemos os valores de tu'
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t ,..., £t e utilizando
N-1 1
2
A=t/ (1+E),

podemos obter diretamente a sequéncia An' A ..., Ao. Assim
feito, construimos os valores m, ™,..., W _, W para a
magnetizacido média por spin para a RD. O limite termodinamico
N =« (0ou equivalentemente-t0¢ 1) nos fornece o wvalor m(T). Ou
seja,

m(T) = lim m, (3.20)

N=w

mantendo sempre TN= T.
Podemos mostrar ainda gque a equacido exata para a

magnetizacao da RD & dada pela relagdo {11]

o1

m(T) =717 (1 + 2Ai)/2, (3.21)

P=1

a qual recupera resultado anterior [3]. Esta equagdao nos
permite obter o wvalor da magnetizacdo da RD em dgualquer

temperatura, pois o produtdrio é rapidamente convergente.

3.5)Andlise em TC:

Podemos determinar facilmente a temperatura critica de
transicido de segunda ordem para redes hierarquicas e para a RD
em particular. Para tanto basta achar o ponto fixo da equacgao

(3.12) [46], ou seja, o ponto para o qual tl__1 =t =t

_= 1 C’

pois
como veremos, sSe tN> tc > Ao-al/z e estamos na fase
ferromagnética enquanto que se 1% <‘tc > Ao-ao e estamos na
fase paramagnética. Devemos encontrar a solugdaoc tal que 0 < tc

< 1 para a equagdo abaixo
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t = 2t%/(1 + tY).
A equagao acima possui como raizes [ver apéndice A] entre

outras: 0, 1, e tc onde tc= (w=-2/w-1)/3 = 0.543689..., conm

w = (3V 33 +17) 3. Obtemos assim que
AC= tc/(l + ti) = 0.419643. Para calcularmos as magnetizagdes

dos sitios da rede enm tc devemos utilizar o metodo
anteriormente citado apenas substituindo A por A para todo 1.
Apesar dos sitios de hierarquia finita terem magnetizagao nao
nula, a magnetizag¢do média por spin tende a zero em 'Tc.

Podemos verificar facilmente que para t = 0 temos,
0 = A(t) = 1/2 atingindo seu wvalor maximo, 1/2, gquando t=1.
Também observamos que A(0)=0. Logo, se t0 tende para 0 no
processo de obtengdo do 1limite termodinamico, A, tende
igualmente para 0 e portanto m(T) dado pela equagao (3.21)
tende a zero. Isto ocorre quaﬁdo tN = tc=0.543689. Os wvalores
de KN para os quais tN é¢ tal gue 0 = tN = tC (KNS KC)
correspondem, bortanto, a fase paramagnética, m(T) = 0. Se por
outro 1lado, tc < tN =1 {0< Kc = KN), entdo agora t0 tende a 1
e portanto obtemos um valor ndo nulo para a magnetizagao m(T),
ou seja, esta é& a fase ferromagnética. Em T = 0, KN= ®, Ppois
KN= J/kTN, gualgquer gque seja N, portanto tN= 1 e t1= 1 qualquer

que seja 1 = N. Logo A= 1/2 e

a a

m(0) =717 (1 + 2(1/2))/2 =171 =1.
i=1 i=1

Vemos que & temperatura nula, a magnetizagdo e maxima.
Faremos entd&o, a analise das magnetizagdes local e global
quando nos encontrarmos no ponto critico de transicao de fase,

Kc, guando passamos de uma nagnetizagdaoc nado nula para uma
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magnetizacdo nula ou vice-versa.

Nesta temperatura, quando fazemos uma dizimagcdo sobre a RD
com N hierarquias, os acoplamentos efetivos obtidos sdo iguais
aos acoplamentos originais, refletindo o fato de estarmos num
ponto fixo para a equagdo de recorréncia (3.12). Portanto, a
magnetizacio média por spin sera

m(T) =q (1 + 2A)/2,
i=1

gualquer que seja 1, pois A_ também é ponto fixo para a

sequéncia correspondente para os A, onde A_ é dado por

A=t /(1+ti) = 0.419643 < 1/2. Portanto, (1+2A)/2<1, o
Lo

que implica m(TJ = 0. Portanto em T, a magnetizag¢do por spin

é nula, um resultado em acordo com nossa expectativa de
observar uma transicdo de fase «continua. Embora m seja
diferente de =zero para N finito, guando tomamos o limite
termodindmico N » w, observames que m = 0. Este tipo de
comportamento é observado em expérimentos computacionais [7]
nos gquais por um processo de simulagaoc Monte-Carle na
temperatura critica, sao geradas configuragdes instant@neas de
spin (+1/2 ou -1/2) sobre uma rede guadrada ou cubica finita de
lado L e numero total de spins N = L onde d é a dimensio da
rede. Observando as redes com maioria de spins +1/2, foi
sugerido [7] que a diferencga esperada
A = §(spins +1/2) - #(spins -1/2), pode ser aproximada pela lei
exponencial LP, onde D & uma constante caracteristica do
sistema analisado tal que D < d. Se definimos a magnetizagao
por spin como m(TC,L) = A/N, obtemos m(TC,L) =1L’ E facil

verificar que lim m(TC,L) = 0, apesar da magnetizagaoc total ndo
L=
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ser nula, assim como na RD.

Ao analisar o comportamento da magnetizagdo em cada sitio
da RD e especialmente ao analisar as magnetizagdes dos sitios
de um perfil da RD (ou seja, de um caminho mais curto entre
dois terminais) podemos observar diversas caracteristicas
fractais do sistema. Para tanto desenhamos o perfil sobre o
segmento [0,1], em cujas extremidades estdo as duas raizes A e
B respectivamente, sobre o qual localizaremos os spins com ©
auxilio das coordenadas (s,l) anteriormente citadas (ver §3.2 e
[11]). Ap6s havermos escolhido um dos terminais, neste caso A,

como origem, cada sitio da classe de equivaléncia (s,l) tera

por crdenada X = 8/2} onde s=1, 3, 5,44, 2'-1 para
l1=1, 2, 3,..., N exceto quando 1 =0, pois ai estaremos
representando as raiZes A e B e, para estas, s = 0 e 1
respectivamente (ver §3.2). A etapa seguinte consiste em
escolher uma representacao gecmétrica adequada para

representarmos a magnetizacdo de cada spin da rede hierirquica.
Nossa escolha serd um diagrama sob a forma de um histograma,
representando a magnetizagdo do spin (s,1*0) na RD com N
hierarquias por uma barra vertical de largura 2 e altura
proporcional a magnetizag¢do do sitio (ver figuras 3.3a, 3.3b e
3.5), centrada sobre x = s/21. Para as railizes, o intervalo
valera 27! e sera iniciado (terminado) em A (em B). Podemos
mostrar que a area gerada pelas barras é igual a magnetizagdo
média do perfil da rede. Seja Sr a Aarea total das barras,

podemos ver que
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Sr = % (largura da barra i) x (altura da barra i},

i

largura da barra i = 27N

Como ainda (exceto para as raizes): ;
altura da barra i = <c >

logo 5 = 27" E <0}>—1 onde % <o > = (magnetizacao total do

i i

perfil) . Entdo vemos, para N grande, S_= (magnetizacio total
do perfil)/(numero total de sitios do perfil) = (magnetizacao
média por spin do perfil).

Na figura 3.5, representamos os perfis da RD com 0, 1 e 2
hierarquias de maneira a mostrar como a Aarea gerada pelas
barras descritas acima se altera com o aumento de hierarquias.

Detendo-nos sobre o aspecto da magnetizagcdo media por
spin, podemos calcular o valor do expoente critico g que mede a
taxa de variacdo da magnetizacdo em fungdo da diferenga de
temperatura em relacgao a TC. Em outras palavras, sendo
g = (t —‘E)/tc, gquando £ = 0, log(m(c})/1log(c) > B. Podemos
entdoc supor com boa precisao que

m(e) = . (e)?, ' (3.22)
onde A & uma constante.

Notaremos de agora em diante m(eN) = m(TN) =m,- Quando
estamos exatamente em T ou muito proéximos de T, os fatores
numéricos na equag¢dc (3.19) podem ser substituidos por seus
valores em 'I‘c se desejamos obter apenas o© conmportamento
principal da magnetizagdo perto de T_ desprezando as corregdes
de ordem superior. Substituindo (3.22) em (3.19) e fazendo a

troca de A e A , por A = 0.419643 (notando gque para o limite

termodindmico, N - «, (Nﬂ/Nsﬂ = 4'7)y obtemos
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Figura 3.5: Construg¢do da magnetizagio fractal do perfil da RD
a partir de uma figura formada por barras grossas (a area
gerada por uma barra é proporcional a medida gque definimos
sobre o perfil) com numero de hierarquias (qur) igual a 0 (a),

1 (b) e 2 (¢). Vemos em destaque a area gerada pelo spin (1,1).
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B _ B - B
Ao )" =g, )T[3 + 4R 1/4 - R (e, )T (2 + 4A_]/16.
Como A é um fator comum, apds simplificagdo e a diviséo de
ambos os membros por (EH)B, obtemos
B - B =
(sme/en) [2 + 4Ac]/16 (emd/cn) [3 + 4Ac]/4 + 1 =0

Podemos <calcular diretamente a razéo (ci/sj), pois

(e, /€)= (dtpq/dti)|t= r =1.678574. Isto nos leva a
[+
(ci/cj) = rid. Substituindo este resultado na equagdo acima,
obtemos
(x)*[(2 + 4a_1/16 - (r)P13 +4a 174 + 1 = 0. (3.23)
B

Fazendo a substituigdo y = r~ obtemos entdo

v2. [[2 + 4AC]/16] - y. [[3 + 4AC]/4] +1=o0. (3.24)

Resolvendo a equagdo acima para y, obtemos [ver apendice

B] a raiz Yy = 1.087378 que da o comportamento critico para a
magnetizagdo. Desta raiz derivamos g8 = log(y )/log(r ) pois r
c c C

é a derivada em t da variavel tqu tgh (K pela variavel

N-1)
tﬁ: tgh(KN) cuja relagdo € dada pela equagdo (3.12). Feito
isto, obtemos que f para a magnetizagio média por spin da RD é
g = 0.161734 [ver apéndice B]. Este resultado também &
obtido exatamente em referéncia anterior [3]. Utilizando o
método acima para a rede hierdrquica ponte de Wheatstone,
podemos calular f8 exatamente, g = 0.180 [28,48].

Por argumentos similares podemos calcular o comportamento
dos spins mais internos da RD e obter g’ gque caracteriza a

variagdo da magnetizacglo para estes sitios na vizinhanga de T

contida na fase ferromagnética. Mas o que sdo estes spins mais
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internos? Noés os definiremos como os spins de menor
magnetizagdo da rede. Podemos ver que eles sdo gerados pela
sequéncia Ay @y 8y,eeey 3y onde a = A (a . +ai_2) onde
a=a=1 correspondem as magnetizagdées das raizes A e B
respectivamente (esta sequéncia estd desenhada na figura 3.6,
logo abaixo). Podemos entdo calcular um expoente critico B’/
associado a esta sequéncia de valores [ver apéndice C]. Obtemos
que B’ = 0.22335 valor este bastante diferente daquele
correspondente a toda a RD. Este resultado ndo e completamente
surpreendente, pois haviamos definido os sitios mais internos
como aqueles de mais baixa magnetizagdo e portanto, na
vizinhanga de TC seu expoente g8 deve ser maior do que agquele de
toda a rede pois a magnetizaglo desta decresce mais lentamente

que a magnetizagdo daqueles sitios.

3.6)Aspectos Multifractais do Modelo:

O aparecimento de propriedades fractais no modelo
estudado, relacionadas a transigdoc de fase ferro-paramagnética
em T e associada A& alta néo-uniformidade do numero de
coordenagio dos sitios do perfil da rede hierarquica, nos
sugere que, possivelmente, podemos observar fenémenos mais
complexos do que simplesmente o aparecimento de apenas um
conjunto de expoentes discreto. Uma possibilidade é o
aparecimento de caracteristicas multifractais.

Para estudarmos as caracteristicas multifractais de um
sistema, devemos definir uma medida sobre o sistema

fisico que analisamos. Ncs deteremos neste ponto,



82

Spins mais internos:
(0,1,2,3,4,...)

MAGNETIZAGAO

0 1A4 5/16 3/8 I72 I

POSICAD

Figura 3.6: Representamos acima a sequéncia de sitios cujos
spins sao os mais internos da rede (agueles que numa RD possuem
0 valor mais baixo para a magnetizagdo). A posigdo é dada sobre
o perfil e ralativa a raiz de referéncia A (cuja abcissa é 0).
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mais especificamente sobre o comportamento da magnetizacgio
local do perfil da rede hierdrquica, em especial a RD (ver
figs. 3.3a e 3.3b).

Definiremos a medida sobre o perfil de maneira que esta
obedega as seguintes condigdes: o perfil da RD sera
representado sobre o intervalo [0,1] de maneira que o sitio
localizado na raiz de referéncia para a RD esteja colocado no
ponto 0; sendo a rede formada por N hierarquias, a medida sera
distribuida uniformemente sobre cada subintervalo de [0,1] de
extensdo ¢ = 27" cujo ponto médio corresponde a posicao de cada
sitio do perfil, considerando que todos os primeiros vizinhos
580 eqiliidistantes; o valor da medida para cada subintervalo de
extensdo ¢ = 27" citado anteriormente sera igual ao quociente
da magnetizagcdo do spin do sitio que é ponto médio deste
intervalo pelo valor da magnetizagdo total do perfil. Assim
definida, esta medida ja& estd automaticamente normalizada a
unidade. Como vimos no capitulo 2, a funcdo f(«), que descreve
quao densamente estao distribuidas as singularidades de uma
medida [35], pode ser obtida através de um processo de limite,
no qual calculamos a medida M, de cada intervalo 1 e tomamos o
seu logaritmo. 1Isto feito, dividimos este logaritmo pelo
logaritmo da extensdo dos subintervalos, e = 2%, A este
quociente chamamos a (ou expoente de HBlder) assim como no
capitulo 2. Entdo, dividimos a abcissa (eixo «) em intervalos
fixos com extensdo da, cada um, e contamos, para cada intervalo
) do eixo a, o nimero de spins do perfil para os quais a medida
gerada por eles seja tal que o valor de a correspondente esteja

entre o, e aj+ da. A este nimero chamaremos Nj. A funcao f(a) &
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obtida como o limite, quando o numero de hierarquias N = », do
quociente entre o logaritmo do numero de spins tipo j, log Ny
que geram aj, sobre o logaritmo da extensao do intervalo,
e = 2", ou seja [33],

f£(a) = lim - log(N)/log(e) onde ¢ = 2™, (3.25)

N=w

Na figura 3.7 observamos as principais caracteristicas de
uma funcdo f(a) apesar do numero de hierarquias (N = 29) ainda
ser pequeno. Esta figura é concava com um uUnico maximo cujo
valor sera aquele da dimensdao fractal do suporte do perfil
(d=1) no limite N 3 o.

Podemos calcular diretamente os valores mdximo e minimo de
«, ou seja, aqueles valores de a para os gquais o valor da
tangente a curva f(a) se torna infinito.

¢ wvalor o corresponde ao valor de o« derado pelos

intervalos com a maior medida p pois quanto menor seja «
ma

r
=, N

maior sera a medida e vice-versa. Da mesma forma, «
max

corresponde aos intervalos de menor medida u inn! OU seja,
min

N
aqueles cuja magnetizaclo decresce mais rapidamente, ou seja,
os sitios mais internos da rede que nos fornecem g = 0.22335.

Podemos entdaoc calcular @« e a analiticamente, pois
sabemos que a magnetizac¢io total do perfil da rede pode ser
obtida por

M« 2“.(atN)B, (3.26)

onde M é a magnetizagdo total da rede com N hierarquias e
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Figura 3.7: Em (a) vemos a fungdo f(a) para o perfil da
magnetizagdo da RD com N = 29 hierarquias (a curva tracejada
representa o limite esperado quando N - «). Em (b) vemos o
valor maximo de f(a), como fungao de N', mostrando a lenta
convergéncia para 1 quando N -5 w.
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st=(t -t)/t=c¢.

Como sabemos, « ,, Dos é dado pelos spins de dgrandes

min
magnetizagdes, ou seja, aqueles cujas magnetizagdes podemos
considerar constantes no processo de tomar o limite

N » ».  Entao I Cte/MN. Logo,

x,N

a = lim 1og(cte/MN)/log(e) onde £ = 2 .

N=>00

Para calcularmos a expressao acima devemos melhorar a

forma da expressaoc (3.26).

Como  temos (étwﬂ/atN)B= rB = 2(B/V) onde r=2"Y  com

[ [
v = 1.338267, podemos ver que de (3.26) obtemos

M - 2.24B/V)

.M.
N+1 N

No limite de N muito grande temos:
M [ZLJB/V)]N- (3.27)

Deste modo obtemos que

« = lim —[1og(ct°‘)—N.loq(zl"B’w)]/[N-loq(2)] '

min
N=00

o que nos fornece

o =1-RB/V

min

ik

0.8791...
Da mesma forma, podemos calcular « . Neste caso, a
max
medida dos intervalos correspondentes aos sitios que nos

. B’
fornecem o sera dada por umnuN“ (StN) /MN onde

B 0.22335.

Utilizando (3.27), obtemos

- - r
5 h%B/V).z (B

min,N+1 ' min,N"
Equivalentemente,

B [21-(B/V)+(B'/V) ]—N (3.28)

min, N

Assim,

o = 1im 1°g(Hmnm)/1°g(8) onde € = 2 .

ma;
N=00



87

Logo,

o = lim - [1og(c“)-N.1og(2L*B””*‘B”V’)]/[N.log(z)],

max
N=c0

gque nos da
o =1-(B-pB")/v =1.046...

max

Como vimos, o« e o sdo os pontos de f(a) (para o caso
da RD) tais que |£f/(a)]| = =.

Entdo podemos caracterizar com seguranga o comportamento
da magnetizacdo local do perfil da RD (e desta forma para a
magnetiza¢do local da RD como um todo) como sendo multifractal.

Para finalizar, mostraremos uma relagdo entra a dimensé&o
fractal da magnetizacgao do perfil da RD em Tc e os expoentes g
e v.

Como vimos, a area gerada pelo perfil da RD corresponde a
magnetizacdo média por spin da RD [ver seg¢do 3.5)]. Logo, temos
que S;cm(StQ o atﬁ, onde Sp € a area do perfil para T proximo
de TC e 6tN= (tc— t)/tc. Mas sabemos gue a area procurada,
quando cobrimos a magnetizagdo do perfil com abertos de raio g,
corresponde a area de c¢ada aberto, 32, multiplicada pelo numero
total de abertos, e, onde D é a dimensdo fractal da
maghetizacdo do perfil. Logo, Spc:cc':z_D e assim:
£2 0« 5tB.

N
Ao fazermos uma transformacdao de escala no sistema, como
Y

y =r = 2""Y, obtemos que: 2° "= (2“”)8.

(StN/StN+1 .

Dai, temos que
g =v.(2 - D). (3.29)
A equacdo (3.29) expressa a dimensdo fractal do perfil da

RD em fungdo dos expoentes criticos 8 e v.
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CONCLUSOES

Obtivemos, através de leis de recorréncia para a
magnetizagdo local calculadas apds a gquebra de simetria de
inversido do Hamiltoniano de Ising obtida pela fixagao dos spins
nas raizes da rede hierargquica diamante (RD) em +1 (condicdes
de contorno), as magnetizagdes locais de cada sitio da RD.

Somando as magnetizagdes de todos os spins da RD,
encontramos leis de recorréncia para a magnetizacdo média por
spin para a RD com gqualquer numero de hierarquias. Desta
relagcdoc de recorréncia global, pudemos calcular exatamente o
expoente critico 8 para a magnetizacdo a campo nulo, assim como
uma expressdo analitica para a magnetizacio média por spin.

Estudamos também o comportamento fractal e multifractal da
magnetizag¢ao local da RD. Para isto, construimos, para uma RD
com N hierargquias, um perfil, ou seja, um dos caminhos mais
curtos entre as raizes da RD. Sobre o intervalo [0,1] do eixo x
real, situamos convenientemente os 2"+ 1 sitios gque constituem
um perfil da RD de maneira que & magnetizacdo de cada sitio
corresponda uma barra vertical proporcional ac valor da mesma.
Esta representagdaoc é muito conveniente, pois em Tc podemos
calcular exatamente a dimenséo fractal da figura assim obtida.

Usando esta representacao (e a medida que esta induz sobre
o intervalo [0,1]) e as definig¢des do capitulo 2, calculamos a
funcio multifractal f{«a) para as magnetizacgdes locais do perfil
da RD.

Encontramos algumas relagdes entre pardmetros da
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magnetizagdo do modelo de Ising a campo nulo na RD (dimensio
fractal da magnetizag&o do perfil, « , o . ) e grandezas

max min

criticas na RD (B8, Bm”, V).

Seria interessante em estudos futuros analisar certas
generaliza¢gdes para os estudos por nés realizados. Isto pode
ser feilto, utilizando o modelo de Potts a g estados (o modelo
de Ising ¢ igual ao modelo de Potts, quando g = 2), colocando
campos locais em cada sitio da rede e generalizando os calculos
para algumas familias de redes fractais.

0 calculo exato de f(a) para o perfil de uma rede fractal
hierarquica (se for possivel) poderia nos fornecer subsidios
para a discussdo das idéias de universalidade em fractais.

Também seria interessante estudar a contribuicdo dos
diferentes subconjuntos da RD, caracterizados por o e f(aJ,
para fenémenos criticos em redes hierarquicas. Isto poderia nos
levar a entender um pouco melhor os fenbmenos criticos em

fractais.
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APENDICE A
Seja a equacgao
t = 2t%/(1 + th (A.1)
As raizes da equagdc acima sao:
t = [(9.11“2+ 17.3Y7%)%° - 3% (9.11"%+ 17.3" %) -
- 2.3 ]/[37"6. (9.11%+ 17.3”2)”3]; (A.2a)

ty,= [ i.[(9.11“2+ 17.3'7%)7 3172 4 2.3”3.3“2] +2.3"7 -

- (9.111/2_'_ 17_31/2)2/3 _2.31/6.(9.111/2_{_ 17_31/2)1/3 ]/

/[2.3

7/6.(9.111/2+ 17.31/2)1/3]; (A.2D)

t, = [ -i.[(9.11“2+ 17.3%72%)%3 3172 - 2.31’3.3“2] + 2.37°

B
~ (9.11Y%+ 17.3'72%)%7°% —2.3Y% (9,117 %+ 17.3"7%)17° ]/

/[2.3

7

7%, (9.11"" %+ 17.3V %)

172 1/3] ' (A.2¢)

além das raizes 0 e 1.

*
B B

Vemos que teR €& a solugdo procurada, com o valor
[

Podemos observar dque ta’t e e ta= t, com Im(ta) = 0,

tc"=‘ 0.543689.
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APENDICE B

Neste apéndice calcularemos o valor do expoente critico 8

para a RD através da relagdo de recorréncia (4.23),

v2. [2 + 4AC]/16] - y.[[3 + 4AC]/4] +1=0.

(B.1)
As solucgdes de (B.1l) sao dadas por
y, = [[3 + 4At]/4} + [[[3 + 4Ab}/4}2 -
- 4. [[2 + 4AC}/16]]1/2 /{[2 + 4Ac]/8} (B.2a)
e tambeém
Y, = [[3 + 4Ac]/4] - [[[3 + 4Ac]/4]2 -
- 4. [[2 + 4AC]/16]]“2 /{[2 + 4AC]/8}. (B.2b)
As raizes , Yy

e y, com A=t/(1+ tzl onde t = 0.543689
1 2 c (=3 c
> ACE 0.419643, valem portanto Y,= 4 e yzs 1.087378. Como

sabemos, Yy = (rC)B, logo B, = 1og(y1 2)/log(rc), e rczl.67857.
Assim obtemos BEE 2.6765 e 815 0.161734.

A solucdo geral para a equagdo de diferengas finitas

m 2(3 +4Ac] . [1/4} m - [2 +4Ac] . [1/16].mm, (B.3)

obtida a partir da equagao

(3.19) no limite N grande, é a
combinagao linear das solugdes Bl e B

A solugao geral se
escreve entdo
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B3 B3

1 2
+c. (8t)

m=c, . (6t) , onde &t = (t - tc)/tc. (B.4)
Devido ao fato de dque Bz > ,81, o termc en [32 na equagao
(B.4) representa apenas uma corregdc para © termo em 31

portanto obteremos que lim B,= B, = 0.161734.
N3
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APENDICE (C

No capitulo 4 segdo 5 definimos os sitios mais internos da
RD como sendo aqueles cuja magnetizagdo €& dada pela sequéncia
a., ag,..., a, onde:

= a +
ai Al( i-1 ai-—2

— —_— — 2
| a=a-= 1 e Ai tN/(}. + tN) .
Representamos o 1limite assintdtico do comportamento da
maghetizagao local a, por A.(a‘t)B onde 38t = (t—tc)/tc. Isto é
possivel pois a equagao acima € uma equagdo de diferencas

finitas cuja solugdo geral é da forma enunciada. Obtemos entio

das relagdes (3.3) e (3.10)
B _ B B
AL (8E) —abdm%ﬁ +A4&mg], (C.1)
onde A% 0.419643. Apés simplificagdo obtemos

B _
(st /8t )" = AC[(Stmd/St

2 N-2

B 1].

i

Como sabemos [ver cap. 3 sec. 5] (81/81) =ri_ onde

r_ = (dt’/dt)| . Portanto, a equagaoc acima reduz-se a
<
<

B

= AC[(rC) + l],

onde fazemos a substituicgao y = rg obtendo

y® = Ac[y + l]- (C.2)
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As solugdes de (C.2) se escrevem como:

0.89075378 (C.3a)

b
o
[¢]
-~
[l

_ 2 1/2
y,= {Ac + [AC + 4.AC] }/\

> -0.4711104 (C.3b)

8]
o
[¢]
R
I

2 1/2
Y= {AC - [AC + 4.Ac} }/L
Dai calculamos 8 através da equagao

B, .~ ogly, ,)/1log(r ),

onde r = (1 + ti)zs 1.6785735. Assim obtemos Bﬁ 0.22335841 e
{32 nac existe pois y, < 0. A solugdo geral para a magnetizagao

dos sitics mals internos se escreve

B
m=c .(5t) ', onde st = (t - t )/t .
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APENDICE D

D.1) Dimensdes Negativas:

E fato que um dado conjunto S ndo pode ter dimensao
fractal negativa, pois se isto ocorresse teriamos: N(eJ o af
(onde D < 0) e se e>¢ = e;D > ef) e o n° de abertos
necessarios para cobrir o conjunto S, N(g), decresceria com
e » 0. Isto é absurdo pois se ¢ > ¢, O n° minimo de abertos e
necessarios sera no maximo N(e)) pois sempre existira um aberto
€, concéntrico a e . Logo D= 0. Mas guando analisamos um
grande nimero de conjuntos formados a partir da mesma regra ou
modelo, podemos extrair propriedades médias interessantes que
ndo podemos detetar em cada conjunto individualmente. Isto
ocorre geralmente em sistemas contendo algquma forma de
estocasticidade, pois a partir de um modelo determinista cujas
condigdes iniciais sdo fixas obteremos sempre o mesmo resultado
ao deixarmos evoluir o modelo. Assim ndo observamos flutuagdes
no comportamento do sistema. No caso de um modelo com
estocasticidade, a réplica final serid uma variadvel aleatdria
com uma dada distribuig¢do de probabilidades. Neste caso,

podemos observar propriedades médias ndo triviais devido as

flutuagdes que ocorrem neste sistema [439].

D.2) Regra da intersecgao:

Dados dois subconjuntos S1 e 82 (de dimensdes quaisquer)
de um espago Euclidiano de dimensdo E, a codimensdao de cada um
deles & definida como [49]:

cod(Si) = E - dim(S ) onde i=1,2 (D.1)
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Seja § =85n§S,. Este conjunto tem dimensdo “genérica”
(entendida como a "média" das dimensdes de todas as
intersecgdes possiveis de um conjunto de dimensdo S e outro de
dimensao S, inclusos num espago Euclidiano de dimensaoc E)
satisfazendo a:

cod(S) = cod(Sl) + cod(Sa) (D.2)

Podemos verificar diretamente esta relagdo no caso de
subespacos de dimensdo inteira. Por exemplo, a intersecgdo
entre uma reta e um plano no espago de dimensdo trés. Calulemos
o nimero de vetores linearmente independentes e ortogonais
(VLIO) a intersecgdo acima descrita. A reta possui dois VLIO e
o plano apenas um. A probabilidade gque este Gltimo seja
paralelo ao plano formado pelos dois VLIO a reta € claramente
zero. Portanto o ntGmeroc de VLIO a intersecg¢do da reta com 0O
plano seréd trés. Logo a dimensdoc desta intersecgdo sera zero.

No caso mais geral sejam:

dim(Sl) m e N, dim(Sz) = n € N,

dim(S) s e N e dim(E) = e € N.

A probabilidade que um vetor combinagdo linear dos (e-m)
VLIO a 8, seja paralelo a hipersuperficie formada pelos (e-n)
VLIO a S2 € zero como no exemplo acima. Portanto o n° de VLIO a
S serd (e-m) + (e-n) = (e-s) = cod(S), o que verifica a regra.
S3o exemplos de intersecgdo entre figuras Euclidianas de baixa
dimensionalidade: ponto n reta; reta n plano; planoc n volume;
reta n volume; reta n reta; etc.

Contudo se 2e-m-n > e, ou seja e > m+n, a regra da valor

negativo para s. Neste caso a intersecgdo € geralmente vazia e

temos tendéncia de assumir que s=0. Esta antiga interpretagao
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de (D.2) ndc leva em conta as diferengas entre intersecgCes
como reta n reta em E=3 e ponto n reta em E=2. Utilizando a
redefinigao de dimensdao exposta a sequir, poderemos levar em

conta estas diferengas.

D.3) Redefinigao de dimensao:

Como dissemos antes, se temos subconjuntos 81 e 32 de um
espago Euclidiano E, sua intersecgaoc S tera com certeza
dimensdo d = 0. Por exemplo,: a intersecgaoc de duas retas num
plano pode ser o conjunto vazio (d = 0), um ponto (dp= 0) ou
uma reta (d:=1). Em cada caso, a dimensao & bem determinada.
Porém, se falamos em dimensdes genéricas, estamos falando de
uma média sobre um conjunto de possiveis configuragdes de uma
variadvel aleatéria. Assim, redefiniremos dimensdaoc de maneira
que [49]:

<N(g}> « g® (D.3)
onde N(c¢) é o ntmero minimo de abertos ¢ necessirios para
cobrir uma determinada configuragdc e <N> é a média ponderada
de N (onde os pesos sdo as probabilidades de cada configuragao)
sobre todas as configuragdes possiveis do modelo.

Esta redefinigao de dimensdo estd de acordo com a regra da
dimensac genérica de uma intersecgdo. Ela nos leva a reter
apenas as caracteristicas geométricas gerais de um conjunto
meito grande de realizagdes de um modelo. Estas caracteristicas
estdo "latentes" numa tGnica realizagac e s6 podem ser
cbservadas na média por um processo que leve em conta tanto as

nossas limitagdes de observagdo quanto o fato de que sé podemos
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imaginar algumas propriedades geométricas de um conjunto
através de processos de limite (s6 podemos imaginar pontos
grossos, espagos limitados, retas grossas,etc). Dai termos
necessidade de pensar em termos de processos de limite.
Portanto utilizando estes conceitos e aplicando a definigao
(D.3) para alguns casos de intersecgdo genérica de conjuntos,
obteremos como dimensd3o da intersecgdao o resultado fornecido
pela equagao (D.2).

Vejamos um exemplo concreto. A nossa representagac de um
plano esta, por exemplo, ligada aquela de um quadrado de lado L
o qual fazemos tender ao infinito. Da mesma forma, uma reta
terd comprimento L e largura & e um ponto serd um quadrado de
lado ¢ o qual faremos tender a zero. Estamos interessados em
observar o comportamento da intersecgdo entre um ponto e uma
reta embebidos num plano. O caso real deriva da representagao
acima quando tomamos os limites citados. Esta intersecgao é
segquramente diferente daquela entre duas retas num plano,
porém, pela antiga definigcd3co de dimensdo genérica de
interseccdo ndo podiamos diferenciar os dois casos. A diferenca
entre eles serd evidenciada pela nova definigdo nos casos
limites € 5> 0 e L » w.

Calculemos trés exemplos esclarecedores:

i)Interseccdo genérica (S) de duas retas num plano:

2 ~dim(S) =2-1+2-1=2 =» D = dim(s) = 0

Ocorrerd uma intersecgdo quando o centro de cada quadrado
(de lado &) que constitui uma reta (de comprimento L) estiver
sobre a outra reta de largura € e comprimento L. Para cada

configuragdo geométrica, o n° de intersecg¢des serd uma variavel
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aleatdéria N, que pode assumir os valores 1 ou 0. Portanto a
probabilidade para que haja intersecgao é:
P(N=1) = (# qudrados numa reta)x(Area da outra)/(Area do plano)

p(N=1) « (L/e)}.(eL/L%) =1

te

] <N> = 1.p{N=1) + 0.p(N=0) = C
Entéo: D = lim lim - _1°90N*) - g
s L0 E30 log(e)

Como esperavamos, pela regra da interseccgao, Ds=0.
ii}Intersecgdo genérica de um ponto e uma reta (conjunto
S) num plano:
2 -dim(S) =2 -1 +2 -0=3
» D_ = dim(S) = -1
Como no caso anterior, o n° de intersecgdes serd uma
variavel aleatéria N, que pode assumir os valores 1 ou 0.
Portanto a probabilidade para que haja intersecgao é:

p(N=1) = (Area da reta)/(Area do plano) « eL/L? = e/L

> <N> = 1.p{N=1) + 0.p(N=0) x /L
Entao:
D = lim lim - 1OI{<N>) lim lim - log9(e) - log(L)
s Lo £30 log{e) L3®w £30 log(e)
= D = lim -1 = -1
s L=>w

Entdo como esperdvamos, pela regra da intersecgao,

iii) Processo de nascimento e morte (ver [50]). Como no
caso da medida binomial, dividimos cada sub-intervalo em 2
sub-intervalos. Na hierarquia k, temos 2% sub-intervalos. Cada
um deles, na hierarquia k-1, estard "vivo" ou "morto". Se
estiver morto, os 2 sub-intervalos gerados, também estarao

mortos. Porém, se estiver vivo, os dois novos sub-intervalos
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gerados té&m probabilidades (cada um independentemente) p de
viver e 1l-p de morrer.
0 numero médio de sub-intervalos vivos gerados por um
sub-intervalo vivo sera dado por:
P(N=0) = (1-p)*; p(N=1)= 2p(1-p); p(N=2)=p° = <N> = 2p.
Se <N> = 1 (p =z 1/2), poderdo existir sub-intervalos vivos
em qualquer hierarquia, mas se <N> < 1 (p < 1/2), todo o
intervalo morrera, com probabilidade 1. Isto explica-se, pois

sabemos que o nimero médio de sub-intervalos vivos numa dada

hierarquia k é dado por [50]:

_ ko _ k
<Nk> = <N1> {2p)
Calculemos a dimensdo do conjunto de sub-intervalos vivos:
log <Nk>
See=2% 5p=1lim = log (2p)

k=0 log (Zk)
Portanto, D = log,(2p). Logo, se p < 1/2, D < 0.

D.4) Aplicagdes a Multifractais:

Quando analisamos a medida multinomial, supomos sempre a
existéncia de um processo determinista de obtencdo das "massas"
em cada sub-intervalo.

Isto, de certa forma, limita a aplicagdo do modelo, pois
0s processos naturails conhecidos sdo extremamente irregulares
para que possam ser descritos por processos deterministas. E
conveniente portanto adicionar ao modelo caracteristicas

aleatdrias.

No caso multinomial aleatério, as massas m_, seréo dadas

B

por uma varidvel aleatdria MB' Logo [33,49]:

m(dt) = M(n )M(nn)...M(n 0 ...7), (D.4)
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onde impomos que <M> = 1/b (onde b & o nimero de divisdes que
sofre cada sub-intervalo) para conservar a normalizagdo da
massa total, na média. Ou seja, a soma de todos os m{dt)

vale em média 1.

Sabendo que, « = lim log(u(dt))/log(dt), temos (pois

dt=0
dt=b™*)
log[M(n )M(n w,)...M(n 7, ..-7 )]
o = lim
k>0 log(dt)
Logo:
o = - lim i .z logb[M(nlnz...n[)} (D.5)
k3w k 1

E p(a) pode ser obtido como o limite reescalado por
log(1/dt) do logaritmo da distribuigdo de probabilidades para
m(dt). Podemos entdo obter f{a) = p(a) + E, onde E & a dimensao
do suporte da medida.

f(a) = E + p(a) = E + lim{ _ log(prOb'[m(dt)]))}.
log(dt)

Este modelo pode ter propriedades bastante diversas

k=>m

daquele determinista. Possivelmente, uma das mais marcantes & a
existéncia de «’'s "latentes", ou seja, a’s tais que f(a) < 0.
Estes «’'s, representam a escala da medida de certos abertos
tais que, no limite k » o, a probabilidade de sua presenga na
medida dque observamos tende a zero. Ou seja, © nGmero de
abertos, entre todos os abertos em que dividimos a medida em
questdo, que genericamente observamos (e cuja medida se escala
com o) €& zero quando k = =.

Portanto, em geral nao conseguimos "detetar" o}
comportamento a da medida. Este comportamento esta "latente”.
Apenas fazendo uma média sobre um ntmero grande de medidas

observaremos o comportamento o [49].
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APENDICE E

Queremos calcular o conjunto de frequéncias {¢i} tal que

este nos dé o conjunto cuja contribuicio para

x(a,e) =) ul, (E.1)
i
seja a mals relevante.
Como sabemos:
b-1
o = -.Z ¢ log m ; (E.2)
1=0
e também temos
b-1
f(a) = - ) ¢,109.¢ . (E.3)
1=0
Como vimos anteriormente, podemos, no limite € - o,

escrever:
x(q,e) = Je_feqada = Je_f+qada

Como £ » 0, a contribuigao mais relevante para x(q,&) sera

tal que minimiza
T(q) = q.a - f(a). (E.4)
Substituindo (E.2) e (E.3) em (E.4), com o vinculo

Z ¢;= 1, obtemos (A &€ um multiplicador de Lagrange)
i

d_(; [[—q-z ¢ -log m + 51: ¢1.1ogb¢i] + A [Ei: ¢ - 1]] = 0.

i

Dai obtemos
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q _
(L + A) + lcaqbrn1 = logbqﬁl.

Portanto
¢1 = c.m, onde c e(“;”.
— — ql|-1
ComoZ¢ =1=2c= [gmi] .
Logo

q)i-—"m?/ {Zm‘;‘ }, (E.5)

como queriamos provar.
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