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RESUMO

Neste +trabalho propomos um critério, dentro do
contexto de Grupo de Renormalizagaoc no Espago Real, para a
escolha de células no estudo de antiferromagnetos de Potts com
g estadosem sistemas que sejam aproximados (ou representados)
por redes hierarquicas. ©Este critério € baseado nas energias
das configuragdes de mais baixa energia deste modelo nas
células nao-renormalizada (sF e eI) e renormalizada (eF' a SI')
com a vrestricido dos spins situados nas raizes da rede
hierarquica estarem todos no mesmo estado (tipo F) ou ndo (tipo
I). Usando uma transformagdo de Grupo de Renormalizagdo (GR)
em termos dos pesos de Boltzmann para spins das raizes em
estados fixos (nas quais estas energias aparecem naturalmente),
provamos sua equivaléncia (para qualquer ¢ no caso de redes
hierarquicas com 2 raizZes e, para =2, em redes com 3 raizes)
com a preservagdo da fungdo de correlagdo entre 2 spins
quaisquer das raizes da rede hierarquica. Analisamos esta
transformag¢ao (para o caso antiferromagnético deste modelo) a
T=0 e verificamos que, quando €. =€, é¢ possivel a
exXisténcia de uma fase ndo usual (onde as correlagdes decaem
com uma lei de poténcia) cujo atrator encontra-se a temperatura
finita. Estendemos esta transformagdo de GR para o© caso do
modelo de Potts com 2 pardmetros (interag¢des entre 2 e 3 spins)

em sistemas que envolvam redes hierdrquicas com 3 raizes.



Propomos também o fractal Sierpinski-Gasket com m
folhas com gerador G(b,d=2,m) (de lado b) que apresenta ordem
de ramificagdo infinita para m > 1. Estudamos o modelo de
Potts com g=2,3 e 4 estados (ferro (F) e antiferromagnético
(AF)) utilizando a transformagac de GR acima. Obtemos, em
funcdo de m © comportamento critico (fronteiras e o expoente
critico teérmico (VT)) exatamente para o casc F e, possivelmente
também, para o caso AF deste modelo em alguns fractais.
Verificamos para o caso AF deste modelo no fractal
Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m) gque, nos casos g=2 e 4, surge,

para m>mc(q), uma fase AF nao usual com atrator a T = 0.

Calculamos exatamente, para o modelo de Ising, a funcao de
correlacao entre 2 spins situados nas raizes deste fractal e
mostramos gue a mesma decal com uma lel de poténcia das

distincia quimica entre as raizes ao longo de toda esta fase.



SUMMARY

In this work we proposed a criterion, within a Real
Space Renormalisation Group framework, for the choice of cells

in the study of the g-state antiferromagnetic Potts model in

systems which are aproximated (or represented) by hierarchical
lattices. This criterion is bhased in the energies of the
lowest enerqgy configurations of this model in the
non-renormalised (z:F and 81) and renormalised (EF' and el')
cells with the restriction that the spins located in the roots
of the hierarchical lattice are all in the same state (type F)
or not (type I). Using proposed a Renormalisation Group (RG)
transformation in terms of the Boltzmann weigths where the
spins of the roots are in fixed states (where those energies
appear naturally), We proved its equivalence (for any ¢ in the
case of two-rooted hierarchical lattice and, for g=2, in
three-rooted lattices) with the preservation of the correlation

function between any two spins of the roots. We analise this

transformation (for the antiferromagnetic case of this model)
at T =0 and we verified that, when £, = €., the occurrence of
a non-usual fase (which has a power law decay of the
correlations) whose attractor is at T = 0 is possible. We

extended this RG transformation for the Potts model with 2

parameters (interactions bhetween 2 and 3 spins) in systems



which involve three-rooted hierarchical lattices.

We also propose the m sheet Sierpinski-Gasket with
generator G(b,d=2,m) (wWith edge b) which presents an infinite
order of ramification for m > 1. We study the g=2,3 and 4
states (ferro (F) and antiferromagnetic (AF)) Potts model using
the above RG transformation. We obtained, as a function of m,
the critical behavior {(critical frontiers and thermal critical
exponent (uﬁ) exactly for the F case and, possibly too, for
the AF case of this model on some fractals. We verified for
the AF case of this model on the Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m)
that, for g=2 and 4, appears, for n >n%(q), a non—usual AF
fase with an attractor at T = 0. We calculated exactly, for
g=2, the 2-spin correlation function (for spins located at the
roots of the fractal) and we showed that it has a power law

decay with the chemical distance between the roots throughout

this entire non-usual fase.
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CAPITULO 1

INTRODUGAQ

0 estudo de fendmenos criticos nos quais muitos graus
de 1liberdade atuam cobperativamente tem despertado grande
interesse nos udltimos anos. Em particular, exemplos de tais
fendmenos sdo as transigdes de fase em certos sistemas
magnéticos.

Um dos modelos que tem sido utilizado em Mecdnica
Estatistica como protétipo de sistemas magnéticos é o modelo de
Ising, proposto por Lenz em 1920 e resolvido exatamente no caso
da cadeia 1linear, por Ising em 1925 ([1]. Neste modelo,
associamos uma variavel de aleatodria (01) a cada sitio 1 de uma
rede, a qual pode assumir 2 valores possiveils o= £ 1. A
energia de interac¢do entre sitios wvizinhos (i e j) é dada por
H=-J GJH (onde J é a constante de acoplamento entre o e aﬂ

Apesar de sua simplicidade tedrica, este modelo tem
se revelado como um medelo estatistico profundamente rico e
fecundo descrevendo, além de substincias magnéticas uniaxiais
(tais COmo Rb_CoF, (d=2),Dy’3AlSO12 (d=3), etc.), ligas
binarias, redes de gas, sistemas adsorvidos em substratos (tal
como He' adsorvido em Kr com grafite).

outro modelo que tem despertado enorme interesse

tedrico e experimental é o modelo de Potts (vide referéncia [2]



para uma revisio detalhada). Este modelo é uma generalizagao
do modelo de Ising no gual associamos uma variavel aleatdria T,
gue pode asumir g estados (cl= 1,2,3,..,d). A energia de
interagio entre sitios primeiros vizinhos €& minima, no caso de
ferromagnetos, quando 0‘i=0‘j e assume um outro valor qualquer
que seja G #0 . 0 modelo de Potts esta relacionado com variocs
problemas de Mecanica Estatistica em redes tais como o modelo
7Z(N), percolagio (limite gq » 1), vidros de spins diluidos
(limite q » 1/2), rede de resistores (q » 0), etc. [2]. Este
modelo apresenta varias realizagbes experimentais ({2] tais
como: atomos de He' adsorvidos em grafite com cobertura 1/3
(g=3), atomos de O2 adsorvidos em Ni (g=4), a transigao do
ferromagneto cubico DyAl2 submetido a um campo magnético
diagonal em relagao aos seus eixos faceis (g=3,d=3), a
transigac estrutural emn SrTiO3 submetido & pressac externa
(g=3,d=3), etc.

Devido a dificuldades no calculo da fungao de
partigdo poucos sdc os problemas em Mecdnica Estatistica que
admitem solucgidoc exata (vide livro do Baxter [3]). Sendo assim
varios métodos aproximativos sdo usados. No estudo de
transigcdes de fase em sistemas magneticos, um dos métodos que
tem sido utilizado com sucesso no estudo do comportamento
critico de modelos de spins € o Grupo de Renormalizagao (GR)
(vide secdo 3.2). Esta técnica tem sido amplamente utilizada,
por exemplo, no estudo da criticalidade dos modelos de spins,
como os modelos de Ising e Potts, em diversos sistemas (vide

referéncia [4,5,6] e referéncias internas).



A observagac de dque existem varios padrdes na
Natureza dque nao se assemelham as estruturas geométricas usuais
como, por exemplo, redes regulares é um fato notdrio (vide
referéncias [7],[8],[9]1). Desde o inicio deste século ja era
conhecido dos matematicos estruturas geométricas que possuem
uma simetria peculiar (por exemplo, a curva de Koch, o
Sierpinski-Gasket e Sierpinski cCarpet). Estas estruturas sao

auto-similares, ou seja, se mudarmos a escala de comprimento

por um fator caracteristico observamos sempre o mesmo tipo de
estrutura. FRACTAL foi ¢ terme utilizado para designar as
estruturas geométricas que possuem simetria de escala.
Exemplos de estruturas gque apresentam a propriedade de
invariancia por escala (mas gue nac sac encontrados na

Natureza) sao as redes hierarquicas. Tais estruturas sao

construidas iterativamente substituindo-se o© objeto a ser
decorado, por exemplo, uma ligagdo por um "cluster" (denominado
gerador) contendc varias ligagdes (vide segao 2.3). Estas
estruturas sao particularmente importantes no estudo da
criticalidade de modelos de spins devido ao fato de que certas
transformagées de Grupo de Renormalizagaoc (GR) gue sac apenas
aproximadas em redes de Bravais tornam-se exatas em redes
hierarquicas apropriadas, como observado por Berker e Ostlund
em 1979 [10]. Sendo assim, a criticalidade (ou seja, a
obtengao dos expoentes criticos e diagramas de fases) de
modelos spins em redes hierarquicas ( que aproximam de forma
conveniente as redes de Bravais) podem ser considerados como

aproximagdes destes mesmos resultados nestas redes.



Em 1980, Gefen, Mandelbrot e Aharony [11] iniciaram
um estudo sistemdatico sobre o comportamento critico de modelos
de spins c¢lassicos (em particular, o modelo de Ising) em redes
fractais. Uma classe destas estruturas (os fractais
deterministicos) sdo construidos iterativamente. Gefen e
colaboradores mostraram que diferentemente das redes de Bravais
onde o comportamento critico (assumindo interagdes de curto
alcance) é determinado essencialmente pela dimensido da rede e
pela dimensdo do pardmetro de ordem, em redes fractais os
expoentes criticos dependem de varios parimetros (na verdade,
existem suspeitas de que existe um nuimero infinitoc de
parametros que determinariam o comportamento critico de modelos
de spins em redes hierdrquicas e fractais (vide secao 3.4)).

Para a classe de redes fractais estudada até o
momento na qual o modelo de Ising ferromagnético apresenta
transigao de fase continua a temperatura critica (TC) nao nula
(em particular, o Sierpinski Carpet), a aplicacdo do GR nestas
redes foi feita de forma aproximada [12,13(nesta referéncia foi
estudado ndo sé o modelo de Ising como também o modelo de
Potts)]. Posteriormente, foli estudado o modelo de Potts com g
estados (ferro e antiferromagnético) nos fractais Sierpinski
carpet e Sierpinski Pastry Shell [14,15]. 0 caso
antiferromagnético deste modelo [15] apresenta um comportamento
peculiar. Devido a alta complexidade e degenerescéncia do
estado fundamental (provocando uma entropia por spin ndo-nula a
T =0 e uma violagio da terceira lei da termodindmica como

discutido por Chow e Wu [16]) o modelo pode apresentar (ou nado)



uma fase antiferromagnética. Quande esta existe o seu atrator
encontra-se a temperatura finita,ou seja, a configuragdao mais
estavel nao ocorre a T = 0 (diferentemente do casc com entropia
por spin residual nula, tal com¢ ocorre no modelo de Ising na
rede quadrada onde o atrator encontra-se 4 T = 0 para ambas as
fases, ferro e antiferromagnética). Este comportamento ja
havia sido observado por Berker e Kadanoff [17] para o
antiferromagneto de Potts (quando q > 2) em redes hipercibicas
e tambeém por Itzykson e Luck [18] para este modeloe (no caso
g < 1) na rede hierdrquica diamante. Em particular, foi
sugerido por Berker e Kadanoff [17] e depois verificado por
Itzykson e ILuck [18] que a fungao de correlagdo possul unm
decaimento com uma lei de poténcia ao longo de toda esta fase
antiferromagnética nao trivial.

Muitas transformagées de Grupo de Renormalizagao (GR)
em modelos de spins classicos tem sido comumente consideradas
exatas em redes hierarquicas. Isto pode ser verdade ao

tratar-se de ferromagnetos onde as propriedades de simetria do

estado fundamental destes modelos sdo trivialmente preservadas

no processo de renormalizagao. No entanto, emn

antiferromagnetos pode ocorrer que nadc haja preservacgdo de
simetria do estado fundamental antiferromagnético ao
considerar-se a transformagdo de GR do gerador (estagio de
construg¢do k=1) no objeto (estagio k=0). Neste caso é
necessario recorrer a ceélulas maiores (transformagao de uma
célula do estagio k > 1 na ceélula do estagio (k-1)) para

obtermos resultados corretos.



Neste trabalho propomos um critério, dentro do
contexto de GRER, para a escolha de células no estudo de
antiferromagnetos de Potts em sistemas que sejam aproximados
(ou representados) por redes hierarquicas, baseando-nos has
energias das configura¢des de mais baixa energia deste modelo
nas células nao-renormalizada (eF e eI) e renormalizada (eF' e
81") (F e T sdao estados onde os spins das raizes A e B da rede
hierarquica sao definidos, respectivamente, iguais (0,=0) e
diferentes(O‘AioB)). Usando uma transformagdoc de Grupo de
Renormalizacdo em termos dos pesos de Boltzmann (nos quais as
energias €. e € aparecem naturalmente), provamos sua
equivaléncia (Y g no caso de redes hierarquicas com 2 raizes e,
para g=2, em redes hieradrquicas com 3 raizes) com a preservagao
da funcao de correlacao entre pares de spins das raizes de uma
rede hierarquica. Analisamos esta transformagaoc (para o caso
antiferromagnético deste modelo) a T =0 e verificamos dque,
quando & =€, & possivel a existéncia de uma fase nao-usual
(onde as correlagdes decaem com uma lei de poténcia) cujo
atrator encontra-se & temperatura finita. Estendemos esta
transformagdo de GR para o caso do modelo de Potts com 2
parametros em sistemas que envolvam redes hierarquicas com 3
raizes.

Como passo seguinte propomos o fractal
Sierpinski-Gasket com m folhas com gerador G(b,d=2,m) (b & o
fator de escala) que é uma generalizagdo da familia de fractais
Sierpinski-Gasket [7] {(um exemplo de rede hierarquica com 3

raizes (vide referéncia [20})) dque apresenta ordem de



ramificacdo ( R ) infinita para m > 1. Estudamos o modelc de
Potts com q = 2,3 e 4 estados (ferro e antiferromagnético)
utilizando a transformag¢do de GR proposta acima. Dado o fato
de que R = », este modelo apresenta transigdo de fase a T.* 0.
Obtemos o comportamento critico (fronteiras e o expoente
critico térmico (VT)) exatamente para o caso ferromagnético e,
possivelmente também, para o caso antiferromagnético deste
modelo em alguns tipos de ceélulas. Queremos resssaltar gque, em
nosso conhecimento, é a primeira vez que é feito um calculo
exato em fractais com TC nao nuloc (gque ndao sac redes
hierdrquicas com 2 raizes). Verificamos para © caso
antiferromagnético deste modelo no Sierpinski-Gasket com
gerador G(4,d=2,m) que, nos casos =2 (totalmente frustrado) e
g=4 (altamente degenerado) surge, para m > mc(q), uma fase
antiferromagnética ndo-usual cujo atrator encontra-se a

temperatura finita. Calculamos exatamente a funcao de

correlacdo entre dois spins situados nas raizes deste fractal
para o antiferromagneto de Ising e mostramos que a mesma decai
com uma lei de poténcia ao longo de toda esta fase.

No Capitulo 2 discutimos os conceitos principais
relacionados com fractais e, em particular, redes hierarquicas.

No Capitulo 3 apresentamos nogdes gerais sobre
fendmenos criticos e uma descrigao sucinta do grupo de
renormalizagcdo no espago real, bem como o©os Tresultados
existentes na literatura referentes a criticalidade dos modelos

de Ising e Potts em redes hierarquicas e fractais e a discussao



sobre o problema da universalidade nestas estruturas.

No Capitulo 4 propomos o critério para a escolha de
células no estudo de antiferromagnetos de Potts em sistemas
aproximados por redes hierdrquicas mencionado acima; propomos
uma transformagao de grupo de renormalizacdo em termos dos
pesos de Boltzmann e provamos sua equivaléncia com a
preservagdo da fungao de correlagao entre dois spins (no caso
do modelo de Potts para redes hierarquicas com 2 raizes e para
o modelo de Ising em redes com 3 raizes).

No Capitulo 5 propomos o fractal Sierpinski-Gasket
com m folhas com gerador G(b,d=2,m) e aplicamos © GR e o
critério acima no estudo da criticalidade do modelo de Potts
(ferro e antiferromagnético) nestes fractais.

Finalmente, apresentamos as conclusdes e possiveis

extensdes a serem feitas.



CAPITULO 2

FRACTAIS

2.1 - Introducdo

Algumas estruturas encontradas na Natureza nac sao
perfeitamente compactas, mas apresentam defeitos (rugosidades,
poros,etc.) ao longo de toda a estrutura, e nao possuem tamanho
definido. Talis defeitos estdo distribuidos de forma aleatodria
e possuem diversos tamanhos, porém, a distribuigdo dos mesmos
se apresenta da mesma forma em diversas escalas de comprimento.

Estruturas que possuem esta propriedade de auto-similaridade,

ou seja, uma invariancia da forma por uma transformagac de
escala, sdo denominadas FRACTAIS e se dividem em duas cClasses

principais: os fractais aleatdrios (também denominados

irregulares ou estatisticos) e deterministicos (também chamados

de regqulares ou nao aleatdrios). Os fractais encontrados na
Natureza, bem como alguns fractais geométricos gerados por
regras ndo deterministicas, sdo aleatodrios. Os fractais

aleatdorios sao auto-similares estatisticamente (ou seja, a

ampliagdo de uma parte s se parece ao fractal se tomarmos a
média. sobre varias cdpias do mesmo). Os fractais encontrados

na Natureza conservam esta propriedade somente numa faixa de



escala de comprimento (com um fator tipico de 10 ou 100).
Dentre os varios exemplos existentes podemos citar os cristais
de neve, crescimento neuronal, sistema vascular da retina,

fraturas geologicas, polimeros, fluidos turbulentos,

deslocamentos de um fluido em outro, fendmenos de ruptura

dielétrica, crescimento de cristais, aerogels de silica (vide
referéncias [7],([8],(21],(22],[23]). ©Na fig. 2.1.1 ilustramos

alguns exemplos de fractais encontrados na Natureza.

S Tgeyeoas g Ty

.
‘4
#

it s

Figqura 2.1.1 - Fractais na
Natureza: (a) Deposito de Zn
formado em uma celula

eletrolitica. (b) Formagaoc de
padridoco em forma de dedos
("“viscous fingers") de uma

bolha de ar em glicerina. (cC)

Padrao formado em uma
descarga elétrica chamado
figura de Linchtemberg.

Extraido da referéncia [22].
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O campo de aplica¢do de fractais em fisica é bastante
amplo abrangendo desde percolagcdo e formagdo de padrdes atraveés
de processos de crescimento [21] até caos e turbuléncia (vide
referdncia [24] e referéncias internas). Os fractais

deterministicos saoc estruturas exatamente auto-similares em

qualquer escala de comprimento gerados por processos
deterministicos como, por exempleo, o conjunto de Cantor (fig.
2.1.2), a curva de Koch [8,24], o Sierpinski cCarpet ({[8] e o
Sierpinski-Gasketl' * [81 (fig. 2.1.3). Apesar de nao serem
encontrados na Natureza, oS fractais deterministicos
desempenham um importante papel no estudo dos fractais pois
permite um cdlculo mais simples, e muitas vezes exato, varias

propriedades de molelos fisicos diversos nestas estruturas.

Fiqura 2.1.2 - Primeiros estagios (k=0,1,2) de construgdo do
conjunto de Cantor Triadico (b=3) cuja dimensdo fractal e

Df = 0.63. Extraido da referéncia [24].

1?[uito antes deste fractal ter sido estudado pelo Matematico
polonds Sierpinski neste seéculo, esta estrutura ja era familiar
ha oito séculos passados para os frequentadores da Igreja de
Anagni construida na Italia em 1104 que possul um chao de
mosaicos com Sierpinski-Gaskets (vide fig. 2.1.3)
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(a) (b)

Figura 2.1.3 - (a) Exemplo do fractal Sierpinski-Gasket no 4°
estagio de construcgao. (b) Mosaico da Igreja de Anagni

construida na Italia em 1104 (Extraido do livro "from Newton to
Mandelbrot ([9]).
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2.2 - Definicdo de alguns parametros geométricos importantes

a) Dimensdo fractal

A fim de caracterizar a ndo compacidade de tais
estruturas e, principalmente dar uma medida de como as mesmas

escalam, introduz-se o conceito de dimensdo fractal. Vamos, a

segulr, exemplificar este conceito para o conjuntoe de Cantor
triddico. O processo de construgdo deste fractal deterministico
estd ilustrado na fig. 2.1.2. Dividimos um segmento de reta de
comprimento (L) em trés partes (b=3) de comprimento 1l=L/b e
retiramos a parte central (vide estdgio k=1 nesta figura).
Repgtimos sucessivamente © mesmo processo para cada um dos
segmentos restantes. Neste caso com N(l)zzk (k=1,2,...
representa o0s sucessivos passos de construgdo do conjunto)
segmentos de comprimento l=L/bk cobrimos o conjuntc. Assim como
o numero N(1l=L/b) de hipercubos de aresta 1=L/b necessiarios para
cobrir um hipercubo D-dimensicnal de lado L ¢ dado por
N(1=L/b)=bD para este objeto compacto, a dimensdo fractal D_. é

£
definida para objetos né@o compactos de uma forma similar através

de:

N(1=I/b) = b °f (2.2.1)

onde b=L/1l & o numero adimensional de divisdes do comprimento

L.

Observe que se 1 for proporcional ao tamanho de uma
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particula do fractal entdo N{1l=L/b) se torna proporcional a
massa M do fractal com comprimento linear L. Seque-se entao

que:

M(L) = L °f (2.2.2)

relacdo esta amplamente utilizada em processos de crescimento

[21].

Da relagdo (2.2.1) temos (para um numero positivo

arbitrario A) que:
N(Al=AL/b) = A" Pf N(1l=L/b) (2.2.3)

que é a representacdoc matematica da propriedade de simetria (ou

invariancia) de escala dos fractais.

Em consequéncia da eq. (2.2.2) temos gue a massa do

fractal satisfaz a seguinte equag¢ao funcional

M(AL) = APf M(L) (2.2.4)

mostrando entdo que a massa M & uma fungao homogénea (de grau
Df) de L.
No caso do conjunto de Cantor triadico temos,

N(l) = 2° =b “f = (3°) f

ou seja,
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D =Ln 2/ Ln 3 = 0.63

o que caracteriza a nio compacidade desta estrutura em relagao
ao segmento de reta.

Para a classe de fractais deterministicos, pelo
préprio processo de construgao, a eq. (2.2.2) € exata; o mesmo
nio ocorre para os fractais aleatdrios como o cluster de
percolagao {21] cuja dimensao fractal é determinada
numericamente contando-se o} numero meédio de ligagoes
pertencentes ao cluster percolante contidos no interior de
caixas de diversos comprimentos (L) onde L « £ (comprimento do
cluster percolante).- Neste sentido as grandezas desta equagao
devem ser substituidas pelos seus valores médios. Em alguns
casos é possivel ca;cular exatamente a dimensao fractal Df para
alguns fractais aleatorios como ilustradeo na fig. 2.2.1. Neste
caso com N(1) = 3k quadrados de aresta 1=L/2k (bzzk) cobrimos
ambos os conjuntos deterministico (fig. 2.2.1a) e aleatorio
(fig. 2.2.1b) no estagio k de construgdao. Temos entao que a

dimensdo fractal para estas estruturas é dada por

ou seja,

D, = Ln 3/ In 2

its

1.585
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Figura 2.2.1 - Exemplo de um fractal deterministico e sua

versao aleatdria. (a) Em cada estaglo de construcdao o quadrado
superior direito e retirado. O mesmo procedimento & repetido
em todos os quadrados restantes. {b) Em cada estagio de
construgao um dos quatro cantos do duadrado é retirado
aleatoriamente. Extraido da referéncia [24] fig.12.

b) Ordem de ramificacdo ( Rr )

Ordem de ramificagdo € uma nogao topoldgica que foi
desenvolvida independentemente por K. Menger e pelo matematico
russo P. Urysohn na decada de 1920. Mandelbrot [8] ressaltou a
importancia deste conceito, que envolve a vizinhanca de cada
ponto P de um conjunto S e também © menor numero de pontos que
devem ser retirados para desconectar um subconjunto de S, no
estudo dos fractais. Na exemplificagdo do calculo da ordem de
ramificagido de algumas estruturas geométricas (tais como o

circulo, os fractals Sierpinski-Gasket, Siepinskil Carpet e



1le

redes de Bravais), Mandelbrot {8] exibe uma fronteira g dque
delimita uma vizinhanga de P (por exemplo, um disco circular
centrado em P) "ndo muito grande" gque intercepta S em R pontos
e tal que a fronteira de toda a vizinhanga "suficientemente

pegquena” de P contida em 8 intercepta S em pelo menos R pontos.

Este nimero minime R de pontos de intersecdo €& a ordem de
ramificacdo de um conjunto S num ponto P.

0 fractal ilustrado na fig. 2.2.2 denominado
Sierpinski~Gasket [8] é construido, a partir de um tridngulo
equilatero de lado unitdrio, dividindo-se sua aresta em 2
partes iquais (gerando portanto 4 tridngulos de aresta 1/2) e
retirando-se o tridngulo central (estagio k=1 ilustrado na figq.
b). Repetindo-se o mesmo processo em cada um dos tridngulos
remanescentes e assim sucessivamente obtem-se, no limite de um
numero infinito (k - «) de iteragdes, o fractal propriamente
dito.

Considere agora uma aproxXximagao finita do
Sierpinski-Gasket, digamos no 3° estagio (k=3), e um ponto P
oriundo da interseg¢do de 2 triidngulos do estagio k=1 (isto &,
com lado 2_1) (vide fig. (d)). O circulo g centrado em P com
raio 272 intercepta a estrutura S mencionada acima em 4 pontos
e qualquer circulo centrado em P de raio menor que

z_zintercepta S em pelo menos 4 pontos. E bom ressaltar que em

cada estagio a vizinhanga 8 do ponto P nio deve ser muito
grande para evitar que haja intersegcao com a estrutura (no
exemplo acima g deve ter um raio inferior a distancia BP) e as

vizinhangcas contidas em g devem ser suficientemente pequenas de
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tal forma gque ndo inclua os vértices iniciadores (A,B e C).
Temos entio que o ponto P definido como acima (em qualguer
estagio k do fractal) possuil ordem de ramificagao R=4. Pode-se
mostrar que R=4 para qualquer ponto P pertencente a um estagio
qualquer finito do Sierpinski-Gasket. Se considerarmos um
ponto P que é o limite de uma sequéncia infinita de tridngulos,
cada um contido no seu predecessor e tendo vétices distintos
dos vértices de seu predecessor, entdo os circulos que
circunscrevem estes tridngulos interceptam S em 3 pontos e
contém vizinhancas suficientemente pequenas que interceptam a

estrutura em pelo menos 3 pontos. Assim sendo, esta estrutura

possui R = 3.

RN

AN ANAS A

g .-AVA‘VAAVXVA

8 K=0 & K=3 c
(a) (b) (¢) (d)
Fiqura 2.2.2 - Primeiros estagios (k=1,2,...) de construgdao do

fractal Sierpinski-Gasket b=2.
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Consideremos uma rede de Bravais; por exemplo, uma
rede quadrada. Ha duas maneiras de construirmos estas
estruturas. i) consideramos o pardmetro a de rede constante.
Neste caso temos uma célula basica; aumentando a porgdoc da rede
(isto é, compondo a célula basica) geramos a rede de Bravais.
Neste caso o fator de escala b aumenta. ii) comegamos com uma
porgac finita da rede; isto é, o fator de escala b=cte. e uma
parametro de rede, a“ndaﬁA. Vamos diminuindo b (ou seja,
subdividindo a porcgdo finita da rede). Neste caso a diminui.
No limite a » 0 temos a rede de Bravais propriamente dita.
Vemos que no caso ii) transformamos uma rede num dominio plano
e portanto, sua ordem de ramificagdo ( R } torna-se infinita.

E bom ressaltar que, para a familia de fractais do

tipo Sierpinski-Gasket bidimensional (com bx3) proposta por

2

\ * s e = I
Hilfer e Blumen [19], a ordem de ramificagao maxima Rn
A

ax
passa a ser 6, enguanto gue a minima Rmin continua sendo 3.

No estudo de transigdoes de fase de modelos de spin
classicos com interagdes de curto alcance em fractais tem-se
verificado [12,25,26,14,15,27,13] gue a existéncia de transigao

de fase continua a temperatura ndo nula ocorre quando a ordem

de ramificac¢ao nestas estruturas € infinita.

2

Nesta generalizagao a aresta unitaria € partida em b partes

(gerando, portanto b2 triangulos de aresta 1/b); retira-se
b(b-1)/2 triangulos de forma tal que dois triadngulos retirados

(ou remanescentes) nao tenham aresta em comum (vide fig. 5.2.2
para b=3 e 4)
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c) Lacunaridade ( | )

Outro pardmetro geométrico que tem sido utilizado no
estudo do comportamento critico em redes fractais é& a
lacunaridade { | ). Este conceito fol introduzido por
Mandelbrot (8] com o intuito de fornecer uma medida da
nao-homogeneidade destas estruturas.

Considere os fractais Sierpinskil Carpet ilustrados nas
figs. 2.2.3a e b. Tais estruturas sao geradas a partir de um

quadrado unitdrio, dividindo-se sua aresta em b partes e

. 2 . =
retirando-se 1 quadrados (centrals ou nao, onde 1l<b e
1=1,2,3..): repete-se © mesmo processo para c¢ada um dos
quadrados restantes e assim sucessivamente. No limite de um

numerco infinito de iterag¢des (k -+ «), onde gera-se uma estrutura
autosimilar em diferentes escalas de comprimento, optem-se o

fractal propriamente dito.
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(@) (b)

Figura 2.2.3 - Primeiro estdgio de construgaoc do fractal

Sierpinski Carpet com b=7,1=3 (a) lacunaridade | = 3.924. (b)

!

lacunaridade | = 0.998. k=0.1,... sao os estagios de
construgao, ¢ (i1=1,2,3,4) sdo coberturas com 8 subgquadrados

ndac eliminados.

Observando tais estruturas notamos que para b (fator
de escala) e 1 (12 é¢ o numero de subquadrados eliminados em
cada passo de construgao) fixos, podemos formar dols ou mais

fractais com a mesma dimensdo fractal Df:
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2 2
D, = Ln (b™ - 17} (2.2.5)

In b

tendo em vista que o numero de unidades ndo retiradas (b2-12)
geradas em cada estdgio de construgdo ¢ a mesnma. Para ambos
fractais a ordem de ramificagao R € infinita. Consequentemente
a dimensdo fractal e a ordem de ramificagdo nao sao suficientes
para diferencia-los. Neste sentido, Gefen e colaboradores [12]
propuseram a seguinte exXpressao para a lacunaridade () do

tapete de Sierpinski no 1° estagio de construgdo:

L = % E: (n - <n>)2 (2.2.6)
i

onde a soma & feita sobre as n possiveis maneiras de cobrir uma
célula quadrada bxb com o padriao formado pelos 12 subquadrados
{cada um com aresta 1/b}; n, representa o numero de
subquadrados que uma dada cobertura possul em comum com a

regido eliminada do fractal considerado, e <n> ¢ o numero medio

de tais subquadrados dado por:

Por exemplo, no caso do Sierpinskl Carpet com b=7 e
1=3 no 1° estdagio de construgdo (ilustrado na fig. 2.2.3a)

existem 4 ‘'coberturas" C, {i=1,2,3,4) com 8 subquadrados
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nao-eliminados (r5=8) (vide fig. 2.2.3a), 8 "coberturas" com
n{=7, 4 "coberturas" com n{=6,n;=5 e nl=3, respectivamente

resultando em <n> = 5.76.

No caso dos fractais ilustrados nas figs. 2.2.3 os
mesmos autores obtiveram L =3.924 e L = 0.998,
respectivamente. Vale notar que aplicando a eq. (2.2.6) a rede
quadrada (que é uma estrutura completamente homogénea) obtemos
L = 0 tendo em vista que n = <n>=1 vV o1. Observe que o
fractal da fig. 2.2.3a tem uma lacunaridade maior que o da fig.
(b), refletindo o fato de ser menos homogéneo em relagdao a rede
quadrada. Entretanto, como observado por Lin e Yang [28] a
eq.(2.2.6) nido descreve de forma conveniente a lacunaridade (e,
portanto, o desvio do fractal de ser invariante por translagao)
em estruturas geométricas pois varios Sierpinski Carpets, com
diferentes graus de homogeneidade, podem ser construides tal
que | =0, © que nac os distingue da rede quadrada. Sendo
assim os mesmos autores propuseram uma hova expressao para a
lacunaridade que se anula se e somente se o sistema possui

invaridncia translacional.

2.3 - Redes Hierarquicas

As redes hierarquicas como os fractais
deterministicos siao estruturas auto-similares. Tais estruturas
sdo conastruidas iterativamente '"decorando" um objeto (em

geral, uma ligagdo) com uma ceélula basica, chamada gerador.
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Ilustramos na fig. 2.3.1 alguns exemplos de redes hierarquicas,
ou seja, to tipo ligagao. Chamaremos os pontos iniciadores A e
B de raizes. Um exemplo de rede hierarquica com 3 raizes (onde

o objeto a ser decorado ¢é uma plaqueta triangular) ¢é o

Sierpinski-Gasket (vide fig. 2.2.2).

] A A
Iﬂ n
& B
o B e
K=0 K=l K=a : B 8 5

Figura 2.3.1- Exemplos de algumas redes hierdrquicas do tipo

ligagao. (a) rede hierarquica ponte de Wheatstone. k=0,1,2,..
representa os estagiocs de construgao; a estrutura no estagio
k=1 representa o gerador da rede com raizes A e B. (k)

exemplos de alguns geradores de redes hierarquicas (extraido da
referéncia [29]).

Uma grande variedade de redes hierdrquicas sao
possiveis de serem construidas (vide referéncias
[(20],[29],[301)

0 interesse em relagdo a estas estruturas se deve ac

fato que transformagdes de grupo de renormalizacgcac que sao
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apenas aproximadas em redes de Bravais tornam-se exatas em
redes hierarquicas como observado por Berker e Ostlund [10].
Além disso, nestas estruturas, modelos de spins classicos
podem apresentar expoentes criticos que variam continuamente
com os pardmetros e, devido a sua alta inomogeneidade
(fazendo com gque apresentem muito menos simetrias do que as
redes de Bravais) permitem investigagdes em problemas de
baixa simetria tais como magnetos randdmicos, superficies,
etc. Trabalhos enfocando o calculo da suscetibilidade
(437, Calor especifico [31], magnetizagdo [40,54]

tem sido realizado nestas estruturas.

2.3.1 - Definicdo de alguns parimetros gecmétricos relevantes

a) Dimensdoc intrinseca

De forma andaloga a dimensao fractal Df, a dimensao

intrinseca é definida como

D, =Lng/ Lnb
onde g € o numerc de agregagdo, ou seja, © numero de subunidades
(no caso de redes com duas raizes A e B como na fig. 2.3.1, ©
numero de ligacdes) aglomeradas em cada estagio de construgao da
rede hierarquica para fomar uma nova unidade. b e o fator de

escala ou a distdncia guimica, definido por Melrose [29] comc ©

menor caminho gque conecta as raizes, ou seja,o menor numeroc de
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ligagdes que conectam as raizes do gerador da rede hierarquica.
Para as redes hierarquicas da figura acima temos dque
os numeros de agregagdo (g) e a distédncia quimica (b) sao,

respectivamente g=5,b=2; g=9,b=2; g=12,b=2 e g=13,b=3.

b) Conectividade

Definida como

Q=IncC /Inb

onde C é o corte minimo, definido por Melrose [29] como O menor
numero de ligagdes que devem ser cortadas a fim de isolarmos as
raizes do gerador da rede hierdarquica e b a distancia quimica.
Para os exemplos da fig. 2.3.1 temos dque C=2,3,4 e 3

respectivamente.
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CAPITULO 3

FENSMENOS CRITICOS £ GRUPO DE RENORMALIZAGAQ

3.1 - FENOMENOS CRITICOS: Nogdes gerais

Uma grande variedade de sistemas na Natureza se
apresentam em diversas fases. Ao variarmos um de seus
parametros termodinamicos intensiveos, come a temperatura,
podemos passar de uma fase para outra.

Considere um fluido (agua, por exemplo) cuia equacao
de estado é dada por f(P,V,T)=0, onde as variaveis sao,
respectivamente, pressdao, volume e temperatura. Esta equacdao
define uma superficie no espago (P,V,T). Existem regides onde 2
fases podem coexistir simultaneamente em equilibrio (sdélido e
liquido, sdélido e wvapor, liquido e vapor), e ao longo de uma
linha (chamada 1linha tripla) as 3 fases podem coexistir. A
projeg¢ao desta superficie no plano PT (vide fig. 3.1.1a), por
exemplo, define entdo curvas de coexisténcia entre as fases. As
curvas de coexisténcia se encontram no ponto triplo (projecao da
linha tripla no plano considerado). A curva de coexisténcia
entre vapor e liquido ndo continua indefinidamente, acabando no
ponto critico (PC,pC,TC). Acima desta temperatura critica TC

nenhuma separac¢iao entre 2 fases de densidades diferntes ocorre
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numa compressdo isotérmica.

A baixas temperaturas (e ao longo da 1linha de
transicdao liquido-vapor) existe uma grande diferenga entre as
densidades do liquido e do gas p, & ;%,diferenga esta que se
anula no ponto critico. “%fpc) faz o papel de parametro de
ordem deste sistema, pois é uma grandeza que é diferente de zero
abaixo de T e nula acima de T .

A projecdo da superficie dada pela equagao de estado
no plano PV define isotermas (vide fig. 3.1.1b). Estas
isotermas apresentam uma parte plana para T - TC, ou seja,
8P/8V=0. Como a compressibilidade de um fluido & definida por
—(1/V)(8V/8Pyﬂ vemos que ela diverge ao nos aproximarmos do
ponto critico. Esta divergéncia significa que a distribuigao de
densidades (que €& proporcional ac inverso do volume) e muito

sensivel a flutuagdes de pequenas pressodes.
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Figura 3.1.1 - Projegdao da equagdo de estado £(P,V,T)=0 da

agua.
Um comportamento similar a este ocorre em sistemas
magnéticos cuja equagdo de estado €& dada por g(H,M,T)=0, onde as

variaveis sio, respectivamente, campo magnético, magnetizagao e
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temperatura. Estes pardmetros, nesta ordem, guardam uma
analogia estreita com os pardmetros P,-V e T do fluido. A
projegdo da superficie dada pela equagao de estado no plano HT
(vide fig 3.1.2) define uma linha de coexisténcia para H=0.
Para T < T_ coexistem duas fases ordenadas caracterizadas por
magnetizacdes iguais em médulo mas com sentidos opostos, que se
anulam acima de Tc (fase paramagnética). Q0 parametro de ordem

neste caso ¢ a magnetizagao.

Figura 3.1.2 - Diagrama HT para um magneto.

De forma andaloga ao fluido, a projeg¢ao da superficie
correspondente a equacao de estado no plano HM define isotermas
(vide fig. 3.1.3). Neste caso a grandeza analoga a
compressibilidade isotérmica do fluido é a suscetibilidade
isotérmica xT=(6M/6H)HﬂLf que diverge em 'I‘c (devido a parte
plana da isoterma em T:Tc). Esta divergéncia esta associada a
grandes variag¢des da magnetiza¢ao para pequenas variagdes do
camnpo.

Este comportamento singular das fungées termodinamicas
é uma caracteristica das transigdes de fase. Quando durante a
transicdo existe descontinuidade do pardmetro de ordem (como na

transicaoc liquido-gas e magnética abaixo de Tc) a transicac @

dita de 1la ordem, quando nac existe (isto é, no ponto critico
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TJ a transicdo é dita de 2a ordem. Neste caso as fungdes
termodindmicas se comportam, préximo de T., como leis de
poténcia com certos expoentes, em geral, ndo inteiros (chamados

expoentes criticos).

M‘[ M

(a) (o) {e}

Figura 3.1.3 - Diagrama HM de um magneto. (a) T<T, , (b) T=Té,
(c) T>TC.

Apresentamos a seguir o comportamento de algumas
destas fungdes, para um sistema magnético, em torno de T .
(&= (T-T)}/T_).

(a) O pardmetro de ordem

M o~ ()2 i t<o, H=o0 (3.1.1)

M ~ H it = 0, H>0 (3.1.2)
(b) A suscetibilidade a campo nulo

X, o~ (*t)-w' ;b <0, H=0 (3.1.3)

X ~ £ s t>0, H=o0 (3.1.4)
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(c) A fungdc de correlagdo a dois spis, definida como

r'(r) =< §°.§; > (onde §° e §§ sdo vetores de spins)
r - 1217972 . eop=0, |F| ¢ @ (3.1.5)

d = dimensionalidade do sistema.

(d) O comprimento de correlag¢do, que mede o alcance da fungdo

de correlagao, I'(r) ~ e 8/T T#T_
-t
g~ (-t) 7 ;i t <0, H=0 (3.1.6)
g~ tV it >0, H=0 (3.1.7)

(e) O calor especifico

c~-(-6)"% st<o, H=o0 (3.1.8)

c~ t ¢ it >0, H=0 (3.1.9)
0s expoentes criticos B,8,%,v ,m,v, v, 2! a’
definidos acima estdo relaciconados entre si. Pode-se mostrar

por argumentos termodindmicos (vide referéncia [33]) gue valem

as seguintes desigualdades

¢’ + 23 + ¥’ =z 2 (Rushbrooke) (3.1.10a)
of + B(1+8) = 2 (Griffiths) (3.1.10Db)
{(2-m)v = 7y (Fisher) (3.1.10c)

dv =z 2 - o (Josephson) {(3.1.104)
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Como tem sido verificado em varios sitemas, tanto
experimentalmente quanto teoricamente, que a=a’, ¥=y’' e v=v'’
passaremos a utiliza-los indistintamente para T > TC ou T < T_.

c
As equagdes acima se tornam iqualdades (denominadas leis de

escala) se supormos que a parte singular da energia livre (a ser
definida mais adiante) e da fungdo de correlagdo sdo fungdes
homogéneas de seus argumentos (uma fungdo f(x,y) ¢ homogénea de
grau p se satisfaz a propriedade f£(Ax,Ay) = AP f(x,y) onde
A £ R). Assim sendo, existem somente 2 expoentes criticos
independentes dentre os 6 expoentes «, B, ¥, 1, 6 € Vv ,0s outros
quatro podendo ser entdo obtidos através das leis de escala
mencionadas acima.

E observado (vide, por exemplo Stanley ([33]) que
sistemas inteiramente diferentes (como, por exemplo, sistemas
magnéticos e fluidos) com diferentes temperaturas criticas
exibem o mesmo comportamento critico em torno de T_ (ou seja,
possUem 0S mesmos expoentes criticos). Este fato introduz o
conceito de universalidade pelo qual os expoentes criticos de
sistemas com interagdes de curto alcance dependem, em principio,
apenas de alguns parametros como, (i) a dimensionalidade do
sistema, (ii) a dimensionalidade do pardmetro de ordem (por
exemplo, na transicg¢ao liquido-gas a diferenga de densidades € um
escalar, enquanto gue na transi¢do ferromagnética a magnetizagao
e um vetor de n componentes onde, por exemplo, n=1,2,3 para OS
respectivos modelos de Ising, XY e Heisenberq}.

Em particular, devido a dificuldades no calculo da

fungdo de partigdo poucos sdo os problemas que admitem solugao
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exata em Mecénica Estatistica (vide, por exemplo Baxter (31]).

Sendo assim, varios métodos aproximativos sdo usados como, por

exenplo, (a) simulagdées de Monte Carlo, {b) Métodos

perturbativos, (c) Campo Médio e (d) Grupo de renormalizagao nos

espagos reciproco e real que tem sido muito usado na determinagao
das propriedades criticas dos sistemas fisicos (embora possa ser

applicado também numa regido ndo critica).

A principal dificuldade para tratar teoricamente os
fenémenos criticos se deve ao fato de dque €& necessdrio
considerar um numero grande de dgraus de liberdade que se
comportam de modo correlacionado. Longe da regido critica o
comprimento de correlagao (£) é pequeno (indicando que a
flutuagdo de um spin afeta apenas spins prdximos) e, portanto,
os métodos tradicionais como expansdes perturbativas,
aproximagoes de Hartree =~ Fock e teorias de campo médio sao
adequados, mas para T proximo de Tc as previsoes destes métodos
discordam dos resultados experimentais e tedricos exatos pois
nao consideram adequadamente o efeito cooperativo acentuado em
tornc de Tc.

Para temperaturas proximas a temperatura critica onde
£ ¢ grande, as correlagoes envolvem um numero enorme de graus de

liberdade e, portanto, as técnicas tradicionais do tipo campo

médio tornam-se inaplicaveis.
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3.2 - GRUPO DE RENORMALIZACAO

0 grupo de renormalizagdao (GR) € uma técnica poderosa
no tratamento de sistemas com um numero elevado de dgraus de
liberdade. 0 objetivo central desta técnica consiste na
diminuicdo de graus de liberdade (os que nao sdo importantes na
regido critica) sem comprometer a fisica bdsica do problema. O
segundo objetivo & explicar, qualitativamente, as diferentes
classes de universalidade que © comportamento critico
apresenta.

Basicamente ha dois tipos de GR: o dgrupo de
renormalizagdoc no espago reciproco onde o Hamiltoniano € um
funcional do campo e do parametro de ordem e o grupoc de
renormalizagdo no espag¢o real (GRER) que trata diretamente com
os Hamiltonianos microscépicos. Para este Ultimo caso varias
técnicas foram desenveolvidas como, por exenplo,o método de
movimento de ligagdes de Migdal-Kadanoff, o grupo de
renormalizacgdo diferencial, ¢) grupo de renormalizacgao
fenomenoldgico e o grupo de renocrmalizagdao de Monte Carlo (vide

secbes 1,2 e 3 da referéncia [34]).

]

\

i

A redugdo de graus de liberdade (GL) do sistema pode

se visualizado,por exemplo, na construgdo de Kadanoff (fig.

3.2.1).
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- - - - - . . C

X X X

Figura 3.2.1 - Ilustragdo da redugdo de graus de liberdade
segundo a idéia de Kadanoff.

Suponhamos gque o sistema constituido de uma rede
d-dimensional de spins com constantes de acoplamento { K |}
esteja a uma temperatura T proxima de T tal que o comprimento
de correlagdo £ seja muito maior que o pardmetro a de rede
(espagamento entre spins vizinhos). Construindo c¢élulas de
Kadanoff de tamanho b (a « b « £) contendo pd spins verificamos
que apds substituir os bd spins de uma célula por um uUnico spin

(reducdo de GL) os comprimentos de correlagao se relaclionam como

£(a’) = g(a) / b (a’=ab) (3.2.1)

Para este novo sistema de parametro de rede a’ as constantes de
acoplamento sdo dadas por { K’ )} obtidas efetuando-se uma média
sobre as células com bd spins. Prescrigdes de como calcular as
constantes de acoplamento { K’ } surgiram posteriormente a esta
idéia de Kadanoff. Uma das primeiras formulagéesdeGrupo de
Renormalizacdo no espago real que concretizou esta idéia foi
feita GRER por Niemeijer e van Leeuwen {[35]. Apresentamos a
sequir as ideias basicas desta formulagio.

Considere, por exemplo, um sistema original do tipo
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Ising sobre uma rede de dimensdo d com N spins 1/2 (ou seja, N

graus de liberdade) 84 descrito pelo Hamiltoniano adimensional

(dividido por -KET)

-BH(S) = h Z s, + K Z S 8, ... (3.2.2)

i <i,j>»

onde B=1/KBT, Sl =+ 1, h = i é a energia adimensional do spin
S1 devido a um campo magnético externo, K = Jz/KaT representa a
energia adimensional de interacéo entre dois spins

vizinhos,«,j> simboliza a soma sobre pares de sitios primeiros
vizinhos, e +.... refere-se a interag¢gdes entre 2 spins que nao
sejam primeiros vizinhos, ou interagdes entre trés ou mais
spins (Sl).

0 sistema renormalizado (H’ (S87)), obtido
substituindo-se cada conjunto de bd spins da rede original
(spins correspondentes a um bloco de Kadanoff) por um spin
celular 8’ = *1 da rede renormalizada, possui N’ = N / bd spins
celulares e qualquer comprimento linear €& reduzido de X
(referente a H(S)) para X' = X / b (eliminando, portanto, as
correlagdes de curto alcance). A conexdao de ambos 0s sistemas e
realizada por uma transformagdc de renormalizagao dque liga os
parametros do Hamiltoniano (H) do sistema original com os do

Hamiltoniano (H’) do sistema renormalizado definida por

Exp [ -BG - BH'(8") ] = z P(s’,8) Exp [ - BH(S) ] (3.2.3)
{S)

onde ¥ representa a soma scobre todas as configuracdoes dos spins
(s}
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iniciais e G € uma constante de renormalizacgao (introduzida para
levar em conta a possivel diferenga de energia dos estados
fundamentais de H(S) e H’'(S’)). P(S’,S) €& uma fungao peso
heuristica (que depende das redes original e renormalizada) que

satisfaz as seguintes condigdes:

P(S’,S) = 0 v s’,8 (3.2.4a)

Z P(S’,s) = 1 (3.2.4b)
{8}
Ssomando ambos os lados da eq.{3.2.3) sobre as

configuragdes (S’} dos spins celulares e usando a eqg.(3.2.4)

obtemos:

Exp (~-BG) Z Exp (-BH’(S*)] = z Exp [-BH(S)]  (3.2.5)
(s7) (s)

e, consequentemente:

G+ F =F (3.2.6)

onde F = —K;P In Z e F' = -KT In Z' sao as energilas livres de
Helmholtz de ambos os sistemas e, Z e 2’ suas respectivas
fungdes de partigao.

Denominemos © conjunto de pardmetros de interagao do
Hamiltoniano original e renormalizado por ({(K}= (h,K,...} e
{(K*}=(h’,K’,...), respectivamente. No limite termodinamico F e

F’ assumem as sequintes formas
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F'=N’f({K'}) (3.2.7)
F =N £((K)) (3.2.8)

onde f é a mesma funcdo em ambos os casos e G tambem se torna

uma funcao extensiva no limite termodinamico:

G=Ng({K)) (3.2.9)

Tendo-se em conta gque N/N’=bd (b & o tamanho da célula

em unidades do parametro de rede a) e substituindo as relagdes

acima na eq.(3.2.6} obtemos

£({K})) = g({K)) + b % £((k"}) (3.2.10)

que indica como preservar, sob renormalizagao, a parte singular
da energia livre f por spin e com isso as denais fungdes

termodinamicas.

Vemos da eq.(3.2.5) que (K’} sdo fungdes de (K}, ou

seja:

(K"} = T, (K) (3.2.11)

onde Tb é a transformacdo de renormalizacgao. A escolha de
P(s’,8) deve ser tal gque represente o maximo possivel as
simetrias do sistema e que faga com que Tb{K} e g{{K)) sejanm

funcbes regulares na regido de interesse. Cabe aqui ressaltar
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que a tatica fundamental do GR é explicar as singularidades de
f({K)) em termos destas fungdes regulares (vide egs. (3.2.11)).
A funcio escolhida para ser analitica em T no GR nao envolve
uma média global sobre o sistema (tal como acontecz em teorias
classicas, como por exemplo, campo molecular e
Oornstein-Zernicke) mas sim uma média local (envolvendo um numero
finito, b?, de graus de liberdade).

A explicagio das diferentes classes de universalidade
que o] comportamento cooperativo apresenta surge como
consequéncia do carater iterativo do GR. No espago definido
pelo conjunto {K) de paréametros, a operacgdo de redugao de graus
de 1liberdade 1leva um Hamiltoniano inicial Ho({Ko)) num
Hamiltoniano H1({K1}) =t(HO) (como, por exemplo, H(S) € levado
em H/(S5') na eq. (3.2.5)). A aplicagao sucessiva de Tt pode
fazer com que a sequéncia de Hamiltonianos H1 ( {K1l |3
caracterizados por (K} tenda a um ponto fixo u (isto &, que
nioc se altera sob aplicagdc da transformagao), ou seja,
I(H*) = H*. Cada ponto deste espago de parametros de H1 pode
ser visto como um estado especifico do sistema em uma dada

* * .
temperatura. Os paradmetros (K } de H sao pontos fixos da eq.

(3.2.11), ou seja,

(K"} =T (K)(3.2.11)

O comportamento critico do sistema é determinado atraves dos
pontos fixos de Th- Da eq.{3.2.1) e, usando o fato de que {
depende de (K)},temos gque para um ponto fixe, £€=0 ou om. Os

pontos com £=0 (que correspondem a T=0 ou T=w) sio chamados
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pontos fixos triviais (que caracterizam as diferentes fases),
enquanto aqueles com £=« sdc o0s pontos criticos (que
caracterizam a transigdoc entre as diferentes fases do sistema).
0 ponto fixo H* da transformagdo T € uma propriedade dela
somente, independente do ponto inicial que, apds sucessivas
iterag¢des, convergem para o ponto fixo. Sendo assim,
diferentes pontos do espago {K} (ou equivalentemente,
diferentes sistemas) gque convergem para um mesmo ponto fixo
{K*} apresentam © mesmo comportamento critico, ou seja, os
mesmos  expoentes. Deste ponto surge o <conceito de
universalidade em fendmenos criticos.

No espago { K } de pardmetros ao variarmos a
temperatura, cada ponto descreve uma trajetéria chamada linha
fisica. Esta linha atravessa superficies iso-£ (pois £ depende
da temperatura) até cruzar uma superficie de comprimento de
correlagdo infinito S . Este € o ponto critico do sistema. Em
geral, este nao é um ponto fixo de T. Aplicando T a este ponto
critico a trajetdria evoluira sobre a superficie S, até chegar a
um ponto fixo de S, que controlarad o comportamento critico do
sistema.

Na wvizinhanga de cada ponto fixo da transformacao
Tb({K)) podemos fazer uma analise linear e estudar a

estabilidade do mesmo. Temos entdao que :
n

’ 1, *
K=T(K)+K§M
i b L

1=1

(K*) (K -K

, K) (3.2.12)

(1=1,2,..,n)
*
onde MU(K) = (aTbi/aKJ)K:K* é o Jacobliano da transformagdo

Tb({K}) calculado no ponto fixo {K*} e n €& o numergo de
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pardmetros do Hamiltoniano.

Diagonalizando-se a matriz }QJ podemos encontrar os

(s)

autovalores (A ') e autovetores (wlw’) que satisfazem:

n

*
Z M (K) ij‘s’ =A% e T 2w (3.2.13)

J=1

Definindo-se as coordenadas normais u_ dadas por
S

— * (s)
u = Z (K,-K") 9, (3.2.14)

j=1

obtemos as seguintes transformacodes:

a’ =A% u (3.2.15)

Da relacao acima vemos que as varidvels u , denominadas campos
s
de escala, sob renormalizacgic sofrem uma simples mudanca de

escala e se anulam no ponto fixo. No caso de um ferromagneto

estas variaveis sao

T -T
u = c = ¢ (T - T) (3.2.186)
T
C
u, = H (canpoc magnetico) (3.2.17)
Os autovalores A e poden assumir

valores A > 1 (A" < 1) o gque caracteriza um campo de escala

relevante (ou irrelevante),. 0 caso particular A®=1 & dito
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marginal pois u ‘= u, sendo necessaria uma analise ndo linear
] -1

em torno do ponto fixo a fim de caracterizar a estabilidade do
mesmo.

(s)

0 conhecimento dos autovalores (A ') do Jacobiano

(MU) da transformagaoc (Tb) calculado num ponto fixo permite a

determinacdo dos expoentes criticos e com isso o comportamento
das fungdes termodindmicas na vizinhanga deste ponto critico.

considere, por exemplo, um ferromagneto cujos campos de escala

x . (T) (H
sao u = u e u, = u = H. Sejam A e A ' os autovalores

associados respectivamente a u. € u no ponto critico e=H=0.

Fazendo-se H=0, a renormalizagdo em torno de £=0 é dada por:

e’ = A € (3.2.18)
v -V ’ v ! .
como £'=E£/b, § ~ & 1T e &' ~ ¢ T em torno de TC (vT é o
expoente associado a divergéncia de £ na variavel T), segue-se
que:
(m
v, = Inb / Ln A (3.2.15%a)

ou, equivalentemente,

AT b Y1 oonde y_ = 1/v (3.2.19b)

Mais genericamente, as mudangas de escala dos campos
u podem ser escritos como (vide, por exemplo, Toulouse e Pfeuty

(361)
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A® S p ¥, (3.2.20)

onde Y, sdao chamados de dimensdes andmalas de u_.
Das egs.(3.2.10),(3.2.15) e (3.2.20), segue-se que, na
.. * : . .
vizinhanga de (K }, a parte singular da energia 1livre se

transforma, para os campos de escala & e H, como

£ (e,H) =b "

sing sing

(¥t ¢, b¥u H) (3.2.21)

o que caracteriza a parte singular da energia livre como uma
funcdo homogénea generalizada dos seus campos de escala.

As predigées dos calculos de grupo de renormalizacao
do tipo Niemeijer e van Leewen dependem da fungao peso P(S’,S)
como também da célula esceclhida (sobre a qual o modelo de spin é
definido); além das condigdes (3.2.4) outras tem sido propostas
também (para uma discussido detalhada wvide segao 1.5.1 da
referéncia {341]).

E bom ressaltar que a fim de obtermcs uma relagac
consistente entre os pardmetros de ambos os Hamiltonianos (H(S)
e H'(S5')), no processo de renormalizagaoc nao devem aparecer
novos tipos de interagdes. Geralmente & o dque acontece, sendo
necessario ou a inclusao, no Hamiltoniano original, de tantos
tipos de interagdes gquantas forem necessarias a fim de que o
espago de pardmetros seja fechado por renormalizagao, ou a
introdugao de alguma aproximacgao.

A escolha da transformagao de renormalizagdo nao e
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unica. Depois da proposta de Niemeijer e wvan Leeuwen [35]
temsido proposto outros GRER (vide referéncia [34]).

0 procedimento basico que usaremos neste trabalho no
estudo da criticalidade do modelo de Potts em fractais do tipo
Sierpinski-Gasketo consiste em escolher um tipo particular de
funcao peso P(S’,S5) que gera uma transformagao de renormalizagao
que preserva a razao entreas probabilidades dos spins 0,0, e O,
(vide fig. 5.2.2) estarem nos estados o, =0 =0 =1 e nos estados
0'A=0'B=1, 0'c=2 no caso g=2 (para gq > 2, é preservada também a
razdo entre as probabilidades dos spins estarem nos estados
0}=os=oh=l e nos estados ok=1, oé=2, o£=3). A preservagao
destas razdes implica na preservagdao da fungao de particdo do

sistema (e, consequentemente, da energia livre F).

3.3 - CRITICALIDADE DOS MODELOS DE ISING E POTTS EM FRACTAIS

0 estudo do comportamento critico dos modelos de Ising
e Potts tem sido realizado em varias redes hierarquicas assim
como em outros fractais.

como discutido na segdo 2.3, as redes hierarquicas sao
usadas, em geral, como aproxima¢des convenientes de redes de
Bravais nas quals as transforma¢des de grupo de renormalizagao
sdo0 exatas. Griffiths e Kaufmann [37,20,38,39] iniciaram um
estudo sistematico de modelos de spins classicos nestas
estruturas. Posteriormente, diversas propriedades geométricas e

fisicas foram estudadas: Melrose [29,30] definiu alguns
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parametros geométricos (por exemplo,a dimensdo intrinsica (Dl) e
a conectividade (Q) vide segdo 2.3) que sdo importantes no
estudo do comportamento critico dos modelos de spins nestas
estruturas.

Em particular, o estudo de propriedades termocdindmicas
e de fendmenos criticos de modelos de spins nestas estruturas
tem objetivado a obtengdc de resultados aproximados para redes de
Bravais cuja solugdo exata ndo é conhecida como, por exemplo, a
equacdo de estado para o ferromagneto de Potts na rede dquadrada
anisotrépica (Kx: Ky) (vide Chame, Tsallis e Costa [40]).
Nesta referéncia os autores obtiveram, utilizando a técnica de
GRER juntamente com um método proposto por Caride e Tsallis
[41], a equacgdo de estado (Magnetizagdo versus temperatura) para
o ferromagneto de Potts conm Kx¢ Ky numa rede hierdrquica
auto-dual que aproxima de forma conveniente a rede quadrada. Os
resultados obtidos, para g=2, estdo em boa concorddncia com ©
resultado exato conhecido para a rede quadrada. Dentro deste
contexto, da Silva e Tsallis [42] estudaram a criticalidade do
ferromagneto de Potts em redes hierarquicas do tipo
Migdal-Kadanoff com diversos fatores de escala b, e verificaram
que quando Di+ 1 os resultados obtidos para a temperatura
critica e para o expoente critico térmico Vo correspondem aos
conhecidos para este modelo em redes hipercubicas d-dimensionais
no limite d - 1. Mas para D - o, ha uma discrepadncia entre os
resultados para estas redes hierdarquicas e para as redes
hipercubicas no limite @ - ». Outro aspecto interessante € o

estudo de certas propriedades fisicas em redes hierarquicas com
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intuito de verificar se resultados conhecidos em redes de
Bravais sdo validos para redes hierarquicas. Em particular um
ponto interessante a ser investigado refere-se a validade das
leis de escala em redes hierarquicas. Isto exigiria o calculo
exato de, peloc menos, 3 expoentes criticos. Em nosso
conhecimento tal questdo ainda permanece em aberto.

Varias sdo as redes fractais onde os modelos de Ising
e/ou Potts foram estudados, por exemplo: a curva de Koch [25]
que apresenta ordem de ramificagdo finita, o Sierpinski-Gasket
com gerador b=2 e suas generalizagbées para d dimensdes
[26,44,45] (mais recentemente Grillon e Brady Moreira [46]
estudaram o modelo de Ising nos fractais Sierpinski-Gasket com
gerador b > 2 e d=2 proposto por Hilfer e Blumen ({[19]), o
Sierpinski Carpet [12,14,15,13], o] Sierpinski Carpet
generalizado [47], o Sierpinski Pastry Shell [14,15], o fractal
X [48], o fractal Checherboard [48]. Em consequéncia do valor
finito da ordem de ramificagido R para os fractais curva de
Koch, Sierpinski-Gasket, o fractal X e Checherboard, estes
modelos, que sdo soluveis exatamente neste fractais através de
grupo de renormalizagdo, ndo apresentam transigdao de fase a
temperatura finita (exceto quando o alcance ou a intensidade de
alguma interacdo & infinita [44]). Para os fractais Sierpinski
carpet e Sierpinski Pastry Shell (cujo R==), estes modelos
apresentam Tc = 0.

Em particular, para o Sierpinski Carpet é observado
que, no modelo de Ising e em sua generalizagdo para (q estados

(mcdelo de Potts), o diagrama de fases, assim como Vo é
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fortemente dependente de Df e da lacunaridade L; quando L (para
De fixo) ou Df(para L fixo) decrescem v, Cresce e a fase
ordenada ferromagnética diminue. O modelo de Potts (com gq > 2)
antiferromagnético [15] apresenta uma fase ordenada ndo trivial
para q = q cujo atrator encontra-se a temperatura finita.
Nesta situacdo, conforme sugeride por Berker e Kadanoff [17] e
verificado por Itzykson e Luck ([18] ocorre um decaimento
algébrico da fungdo de correlagao ac longo de toda a fase e nao
apenas no ponto critico como usual. Para um valor fixo de b
(fator de escala) q_ aumenta quando D aumenta e, para Dg fixo,
d. aumenta quando L diminui [{15] dado o fato de que o numero de
coordenacao médic da rede aumenta, o que favorece, portanto, um
aumento da fase ordenada.

Para o fractal Sierpinski Pastry Shell (14] o modelo
de Potts ferromagnético apresenta duas fases ordenadas: a fase
de volume (caracterizado pelo fractal em si) e a fase de
superficie (definida como a unido das superficies dos blocos
eliminados em cada estagio de construgac do fractal e cuja
dimensaoc fractal e Dfs, 1 < D;; < D_ (onde D. é a dimensao
fractal do volume)). Em particular, gquando JS > o J (onde JS e
J sac as constantes de acoplamento de superficie e volume,
respectivamente) o modelo pode exibir a fase ordenada de
superficie sem apresentar necessariamente um ordenamento no
volume. 0 comportamento de v, (para cada transigdo) com as
respectivas dimensdes fractais de superficie (D:) e volume

U%), assim como com a lacunaridade (L), € similar ao do caso

ferromagnético deste modelo obtide no Sierpinski Carpet: O caso
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antiferromagnético deste modelo {(para g > 2) [15] apresenta as

fases ordenadas de superficie e volume (cujos atratores

encontram-se a temperatura finita) apenas para q = q;s e q = q

(q:< q),respectivamente. Para um valor fixo de b, q, aumenta
e qcS diminui quando D, aumenta (em vista do fato de que unm
aumento em Df implica num decréscimo do numero de '"buracos" e,
portanto, também em D:, o que desfavorece a existéncia de uma
fase ordenada de superficie). Para q: < g=sg o modelo exibe
apenas fase ordenada para o volume, que desaparece para q > ..

0 comportamento de v com [%? =] DF, como também com L, &

similar ac caso ferromagnético.

3.4 - O PROBLEMA DA UNIVERSALIDADE EM FRACTAIS

Como discutido na seg¢do 3.1 em sistemas fisicos nao
fractais com interagdes de curto alcance dois paréametros
determinam, em geral, a classe de universalidade dos sistemas
fisicos, quais sejam, a dimensdo da sistema e a dimensdo do

parametro de ordem. Em redes hierargquicas varios resultados

evidenciam {(Melrose {29], Bambi Hu [49], Halser e Saxena [50]))
gque o comportamento critico de modelos de spins discretos, em
particular © modelo de Potts, é influenciado por diversos
parametros geométricos além da dimensdo intrinsica (Dl) e da
conectividade (Q) de tais redes, indicando a ndo existéncia de
um critério de universalidade para estas estruturas. Gefen e

colaboradores [11,12) ao estudarem o comportamento critico do
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modelo de Ising em fractais (em particular, no Sierpinski
Carpet) verificaram que os expoentes criticos dependem da
dimensao fractal (Df) e da lacunaridade (L). Posteriormente,
Wu e Hu {27] e Hao e Yang {51] estudaram o modelo de Ising e
Potts, respectivamente, em Sierpinski Carpet mais complexos e
mostraram que tais parametros (Df e L) sao insuficientes para
caracterizar a universalidade nestas estruturas. Em
particular, como ocbservado por Wu e Hu [27], o comportamento
critico depende (fixo Df) do numero de subgquadrados eliminados
em cada linha ou coluna (em cada estagio de construcao do
fractal), como também se os mesmos estao dispostos de forma
intercalada ou consecutiva. Como concluido por Wa e Hu {27}
"devido a ampla - virtualmente ilimitada - liberdade na
construgac de fractais, a esperanga de que um conjunto completo
ou finito para o critério de universalidade exista parece
remota®. Halsey e colaboradores ([52] propuseram dgue uma
caracterizacgao mais completa das caracteristicas de escala
universais fosse dada por um espectro (ao invés de alguns
expoentes) de expoentes e suas densidades. Talvez o mesmo seja
verdade no estudo de transi¢gdes de fase em fractais.

A existéncia de uma hierarquia infinita de expoentes que
caracterizem o comportamento critico de sistemas fisicos
(conhecida como MULTIFRACTALIDADE ([24]) € encontrada, por
exemplo, em momentos de distribuigdo de voltagem nos problemas
de circuitos de resistores randdémicos, circuitos de
supercondutores randdmicos, percolagdo, modelos de crescimento

DLA, turbuléncia (vide referéncias [24],{52],[53] e referéncias



CAPITULO 4

GRUPO DE RENORMALIZAGE0 : ESCOLHA DA
CELULA NO ESTUDO DE ANTIFERROMAGNETOS DE POTTS

4,1 - Introdugao

A confiabilidade dos resultados de Grupo de
Renormalizacdo no Espago Real (GRER) depende de alguns pontos:
i) A escolha das quantidades fisicas a serem preservadas (por
exemplo, a fungao de partigdo, a fungdo de correlacgao entre
dois spins, etec.). Queremos ressaltar que o numero destas
quantidades deve ser igual ao numero de parametros relevantes
usados na descricdo do sistema fisico de interesse. ii) A
escolha de células, que devem reproduzir o maximo possivel as
propriedades geométricas da rede e das configuragoes do estado
fundamental das fases ordenadas. Esta condigao &
particularmente importante ao considerarmos redes de Bravais
que sdo aproximadas por redes hierarquicas convenientes.

Existem varios métodos aproximados de GRER em

sistemas de spins classicos em redes de Bravais que tornam-se
exatos em redes hierdarquicas apropriadas. Um desses meétodos,

consideravelmente utilizado no calculo da criticalidade de
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ferromagnetogs de Potts com g estados em sitemas dque sao

aproximados por redes hierarquicas com 2 raizes (ou em sistemas
definidos diretamente sobre estas redes) é Dbaseado na
preservagio da fungdo de correlagdo entre os spins localizados
nas raizes da respectiva rede [55]. Ap tratarmos o caso

antiferromagnético deste modelo nestes sistemas, a escolha das

células convenientes nas quais este modelo apresente resultados
consistentes torna-se mais critica ainda; por exemplo, o fluxo
obtido através dJde sucessivas iteragdes da transformagao de
Grupc de Renormalizagac (GR) ndo deve apresentar "grandes
saltos"” de tal forma a ndo gerar descontinuidade nas bacias
atratoras das diversas fases.

Neste capitulo propomos, inspirados na analise do
modelo de Ising na cadeia linear e na rede hierarquica
diamante, um critéric para uma escolha conveniente de células

no estudo do ANTIFERROMAGNETO de Potts com g estados nos

sistemas acima mencionados que envolvem redes hierarquicas (com
2 raizes e também, no caso g=2, com 3 raizes). Para isto,
consideramos as energias das configuragdes de mais baixa

)

e renormalizado (SF’ e e{') quando os spins 0,0, ( 2 também,

energia deste modelo para os grafos nao-renormalizado (eF e £
o, no caso de 3 raizes) das raizes A,B ( e C) da rede
hierarquica estdo no estado tipo F (todos os o, sdo 1iguais
i=A,B e C) e tipo I (onde existe um o, distinto dos outros;
1=A,B e C) respectivamente. Mostramos, usando uma
transformagdoc de GR na variavel transmissividade térmica td]
baseada na preservacgdo da fungdoc de correlagdo entre gquaisquer

pares de spins situados nas raizes da rede hierarquica [55],
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que uma condig¢3do necessaria para que tal GR apresente
resultados confiaveis (isto é, produza fluxos dque nao
apresentem '"grandes saltos" e gere bacias atratoras continuas)
é que o estado fundamental deste modelo seja gerado pela mesma
configuracdo de spin (tipo F ou I) das raizes A,B (e C) em
ambas as redes.

Na secdo 4.4 usamos uma transformagdo de Grupo de
Renormalizagdo no caso de 1 pardmetro em termos dos pesos de
Boltzmann (nas quais as energias €. e £ aparecerao
naturalmente) e provamos, na se¢ac 4.5, sua equivaléncia (V g
no caso de redes hierarquicas com 2 raizes e, para d=2, en
redes hierarquicas com 3 raizes) com a preservagao da fungdo de
correlagiao entre dois spins localizados nas raizes da rede
hierarquica. ©Na segdo 4.6 formalizamos a transformagdo de GR
em termos de €. e €.

Na sec¢do 4.7, analisamos esta transformagac no caso
antiferromagnético a temperatura nula. Constatamos gue, noO
caso de sistemas antiferromagnéticos onde e.=¢ , & possivel a
ocorréncia de uma fase ordenada nao usual (onde as correlagoes
decaem com uma lei de poténcia) cujo atrator encontra-se a
temperatura finita.

Na secdo 4.8 estendemos esta transformagao de GR para
o casc do modelo de Potts com 2 pardametros (acoplamentos entre

2 e 3 spins) em sistemas que envolvam redes hierarquicas com 3

raizes.
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4,2 - Modelo de Ising na cadeia linear

Consideremos, por exemplo, o modelo de Ising con
interagdes J entre primeiros vizinhos na cadeia linear descrito
pelo Hamiltonianc adimensional (caso particular da eq. (5.3.1)

para K,3 =0 e gq=2)

BH = -K L 38(¢,,0) (8 = 1/K_T) (4.2.1)

<tl j>

(K = gJ), (0'1:0' =1,2)

J

cuja sSolugdo exata [1] mostra que este modelo sé se ordena

{(ferro (J > 0) e antiferromagneticamente (J < 0)) & temperatura
nula (isto &, para K5 « e K-> -», respectivamente). 0 diagrama
de fases com a indicagdo de fluxos para este problema num

enfoque de GRER estd ilustrado na figura abaixo:

AF P F
—ob—f—¢—=» ®

-1 0 ! T
*AF . *F

T, T, Te

Figura 4.2.1 - Diagrama de fases exato para o modelo de

Ising (sem campo externo) na cadela linear. g e - representam
os pontos fixos atrator e instaveis, respectivamente. As
setas indicam o sentido do fluxo esperado em calculos de
grupo de renormalizacgao.

onde t = tanh K @ uma variavel muito utilizada em calculos de

expansao em série [56] e GRER chamada transmissividade térmica
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[4]. Como ilustrado na figura, t; =0 (i.e., K; =0, T=w)
representa o atrator da fase paramagneética (P) (-1<t<1l), ou
seja, qualquer valor finito de K deve fluir, apés sucessivas
itera¢gdes do GR, para K;=0. Os respectivos pontos fixos
instaveis das fases ferro (F) e antiferromagnética (AF)
correspondem a t:‘= 1 (>0, T=0) e t;M‘= -1 (J<0, T=0),
indicando que o sistema sé se ordena a T=0.

Faremos a seguir uma compara¢dc entre os resultados
cbtidos por GRER para este modelo utilizando diferentes células
que geram a cadeia linear.

Considere a renormalizagdo da célula de dimensdo
linear b na célula de dimensac 1linear menor b’ (vide
fig. 4.2.2). Efetuando-se o} trago sobre os spins
intermediarios (ake a{j ndo localizados nas raizes A e B ou,
equivalentemente, usando-se o algoritmo de liga¢des em série na
variavel transmissividade t [4] (algoritmo este que preserva
a fungao de correlagdac entre os spins das raizes A e B [55]
obtem-se a sequinte equacgio de renormalizacao:

)b' b

()=t (4.2.2)
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.\ O o /
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Figura 4.2.2- Células de dimensac linear b e b’,

respectivamente{nesta figura particular b=5 e b’=3).

Consideremos agora o caso antiferromagnético (J<0)

deste modelo. Denotaremos, ao longo deste capitulc, por €. e
€, as energias p.ara a configuragao (ou configuragces) de mais
baixa energia deste modelo para o grafo nao ranormalizado (de
dimensao linear b) a T=0 (isto &, K-> -») onde ¢s spins nas
raizes A e B estiao em estados iguais (¢,=0.) e diferentes
(O'A:*O'B), respectivamente. Similarmente, usaremos a notagao eF’
e g ' para o grafo renormalizado (de dimensao 1linear b').
Estas configuracgdes contém o menor numero possivel de ligagdes
em cujos extremos estdao localizados spins no mesmo estado.
Estas ligagdes sao ditas frustradas uma vez gque spins vizinhes
preferem estar em estados diferentes para K » -», minimizando

assim a energia livre do sistema.
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Para as células de tamanhos b =1

e b =2 temos, por
exemplo:
l7ﬂ ‘?ﬂ
¢ 0?
%8 &8
célula com b = 1 célula com b = 2
€ (0A=1, 0‘B=2) =0 € (0A=1, 0‘B=2, o*i=1 ou 2) = -K > 0
(b=1) {(b=2)
o (UA=UB=1) ==K >0 o (UA=1' GB=1, U&=2) =
(b=1) (b=2)
Em geral, para estas células, £ € £ valem:
e =20
I
¥ b impar {(4.2.3a)
£ = -K > 0
F
ge=-K >0
Vv b par {4.2.3b)
£ =0
F
Comparemos agora os resultados obtidos com a

renormalizacgdo das seguintes células:

i) b= 2 em b’ =1
ii) b = 3 em b’ = 1

iii) b = 4 em b’ = 2
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cujas equagdes de renormalizagdo com suas representagdes
graficas e seus respectivos diagramas de fases (nos casos
J=20(0=t=1) e Js0(~l=t=0)), estdo ilustrados na
figura 4.2.3. Podemos notar que a renormalizagdo b=2 em b’=1
(caso i)) ndo descreve de forma correta o diagrama de fases do
modelo de Ising na cadeia linear, pois ndo contém o ordenamento

antiferromagnético (J <0) a T =0 do sistema {(que deveria

corresponder ao ponto fixo instavel t;AF: -1 (vide fig. 4.2.1))
e, além disso, o fluxo da regiao ~1 =t < 0 (J < 0) converge ao
atrator paramagnétice ( P ) por valores positivos (ac invés de
negativos) de J. Por outro lado, a renormalizagdo das células
b=3 em b’=1 (casc ii)) e b=4 em b’=2 (caso iii)) reproduzem de
forma correta (se consideramos no caso (iii) as solugbes tr=t°
para 0 =t =1 e tr=—t? para -1 =t = 0) o diagrama de fases
deste modelo para J =20 e J = 0.

Portanto, conforme as eqgs. (4.2.3), observamos dque oS
casos que levam a bons resultados (b e b’ impares (caso ii) e b
e b’ pares (caso iii)) correspondem a escolha de células nao
renormalizada e renocrmalizada onde a desigualdade e < £, (cu
£, < 81) é preservada no processo de renormalizagdoc; ou seja,
para ambas as celulas, a ceonfiguragac das raizes A e B

(G‘A e G‘B) que gera o estado fundamental do medelo (para J < 0)

& a mesnma.
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Fiqura 4.2.3 - Curvas de

renormalizagao t‘(t) e diagrama
de fases para as renormalizagdes:
a) b=2 em b’=1, b) b=3 em b’=1,
C) b=4 em b’=2, = representa o
atrator da fas& paramagnética e
o0 sdo os pontos fixos instaveis.
As linhas pontilhadas representan

os ramos nao fisicamente
aceitaveis no caso c). As
intersegdes das escadas com Os
graficos t’(t) fornecem as
imagens sucessivas dos pontos
arbitrarios t; >0 e -t; obtidas

iterando-se a transformagdo de GR
varias vezes ate atingir o
atrator.



58

4,3 - Modelo de Ising na rede hierarquica diamante

consideremos agora outro exemplo gque ilustra a
importdncia da escolha de ceélulas no processo de
renormalizagdo. Considere o modelo de Ising com interagdes
entre primeiros vizinhos na rede hierarquica diamante (vide
fig. 4.3.1), na qual varios cdalculos exatos tem sido feitos

para o modelo de Ising e Potts [57, 42, 54].

A A A
o
(o’
s B B

(o} {p) : {c)

Figura 4.3.1 - Estagios de construgdo da rede hierarquica
diamante. a) k=0, b=1 b) k=1, b=2 ¢) k=2, b=4. k e b sao ©0s

estagios de construgdo e distancia quimica, respectivamente.

Consideremos as sequintes renormalizagdes para as
células DIAMANTE:

iv) b

IE

2 em b’

il
t—l

v) b

4 em b’

i
o
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Usando os algoritmos de ligagdes em série e paralelo
(4] e, consequentemente, preservando a fungao de correlacdo
entre os spins das raizes A e B, obtemos que a equacgdo de
rénormalizacéo na varidvel transmissividade t, para o caso (iv)

é dada por

tr = (b=2 em b’=1) (4.3.1)
1+t

Para o caso (V) (renormalizagido b=4 em b’'=2)

obtem-se, analogamente, dque:

ap 12 o ( 2t ?
4
= | 1+t (b=4 em b’=2) (4.3.2)
2 }4
140t 1 4| 2t -
1+t

equagdo esta que apresenta duas solugdes t’/(t) reals para
-1 st =1: uma positiva (t’ =z 0) (que coincide com a solugao
obtida no caso iv)) e outra negativa (t’ = 0).

Os graficos de t’ em fungdo de t e diagramas de fases
para as renormalizagdes acima estao ilustrados nas

figs. (4.3.2).



60

Fases

Frolieamomaynfrion Fanmsactica FertomagneLioe
oy o sF fr— ey e ]
- T 0 [ 1 o o )
T_-' I‘ ——.— :’ ". +‘"“_‘"";“——_+—”
e F F -4 A 0 (A N
—— A , o % @
Feromagnilics  Pammmgndtioa Fernwag¥éica

o) b)

Figqura 4.3.2 - Grafico da transmissividade térmica
renormalizada t’=t’(t) para o modelo de Ising na rede

hierdrquica diamante e diagrama de fases correspondente. a)
renormalizag¢do b=2 em b’=1. b) renormalizacgcdo b=4 em b’=2. Os
ramos tracejados correspondem a solugdes ndc fisicas. As

escadas indicam os fluxos para alquns pontos arbitraries.

Netamos da fig. (4.3.2a) que os poentos com
transmissividade t onde t <t<o (tO é tal que t’ (to) = t;F)
fluem para o atrator paramagnético (P) (tp. = 0) pér valores

positivos de J, enquanto que pontos com |K| grande, ou seja,
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cujas transmissividades t sdo tais que -1 =t =+t convergem
0

para o atrator ferromagnético (F) (t;=1), gerando portantc uma

bacia atratora ferromagnética descontinua. Por outro ladeo, na

renormalizagdao b=4 em Db’=2 se escolhermos as solugdes

fisicamente aceitavelis, gquals sejam: t’ =20 para 0 =t=1 e
t* =0 para -1 =t =0, obteremos um diagrama de fases (vide
fig. 4.3.2b) onde o sistema apresenta uma fase ordenada ferro

(F) para tcF <ts=1 (t:g 0.571 gque concorda com o© resultado

exato [33]), uma fase antiferro (AF) para -1 =t < tcAF
(tCAF= - tCF: - 0.571) e uma fase paramagnética para
tCAF <t < tCF.Queremos ressaltar gue o diagrama de fases

obtido através da escolha de células (iv)) (vide fig. 4.3.2a)
deve ser incorreto visto que nao apresenta a fase AF esperada
fisicamente. 1Isto se deve ao fato que, no estagioco K de
construgdoc desta rede hierdrqguica, o numero de ligagdes
frustradas é 2k, enquanto que o numero total de ligagdes é 4%,

Sendo assim, no limite termodinimico (K -+ «») temos gque

tim n’ ligagdes frustradas _ &im 2 k_) 0
ks n- ligagdes total k2o 4

ou seja, o numero de ligag¢des frustradas torna-se desprezivel
em relagdc ao numero total de ligagdes e, portanto, espera-se
fisicamente gue o sistema seja antiferromagnético pelo menos a
T = 0. Devido a este fato e a nao existéncia de
descontinuidades em bacias atratoras, esperamos que o diagrama
de fases correspondente ao caso {Vv) (fig. 4.3.2b) seja o

correto, contrariamente ac resultado de Itzykscon e Luck [18]
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que prevéem apenas ordem ferromagnética para o modelo de Ising

(q=2) na rede hierarquica diamante.
Fagcamos a analise das energias €. e £ para a célula

de distancia quinmica b=2:

Gh: l Gh==l

) o ol ol

G%al Ubguz
€F==0 €1="&}<_

Em geral, para qualquer estagio de construgaoc da rede

diamante, temos:

DIAM
£ = 0
¥ b > 1
DIANM 1
£, = -pK > 0
e
DIANM
= -K > 0
F
b =1
DIAM
£ = {
1
Consegquentemente, para os casos acima temos que:
iv) renormalizag¢ao b = 2 em b’ =1 e >¢e_ e e; < el
v) renormalizagdo b = 4 em b’ = 2 g, > @ s; > e;

Portanto, verificamos também para esta rede que a

escolha adequada para as células corresponde ao caso no qual o
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sentido de desigualdade entre ¢ e ¢ é preservado sob

renormalizacgao.

4.4 - Transformacao de Grupo de Renormalizag¢do com 1 parametro

Dos resultados anteriores para o modelo de Ising na
cadeia linear (gue é uma rede hierdrquica cuja solugdoc exata é
conhecida) e para a rede hierarquica diamante (onde espera-se
fisicamente que haja ordem AF pelo menos a T = 0) somos levados
a formular o0 seguilnte:

Seja Tb uma transformacao de grupo de renormalizacgao
que preserve a fun¢ao de correlagac entre os spins das raizes A
e B de uma rede hierarquica . Uma condigdo necessaria mas nao
suficiente para gque este grupo seja exato no tratamento do
modelo de Ising antiferromagnético em tal rede €& dque o estado
fundamental deste modelo nas células nao-renormalizada G e
renormalizada G’ seja gerado pela mesma configuracao de spin
das raizes A e B em ambos os grafos G e G'. (A-1)

Iremos propor uma transformag¢ao de grupoc de
renormalizacdo em termos dos pesos de Boltzmann. Nestes pesos
as energias €. @ £ aparecen naturalmente. Sera demonstrado na
secdo 4.5 que esta transformag¢ado de grupo de renormalizagao é
equivalente a preservac¢do da fungdo de correlacdo entre dois
spins das raizes de um grafo com duas e trés raizes.

Sejam (WF,WJ e (W;,W;) 0oz pesos de Boltzmann dos
grafos nao-renormalizado (de distincia quimica b) e

renormalizado (de distancia gquimica b’), respectivamente
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definidos para grafos com 2 (duas) raizes A e B (como ,por

exemplo, a cadeia linear e a rede hierarquica diamante) por

W= W(1,1) = Tr {S(O‘A,l) 5(0,,1) eXp{-BH]} -
todos os
’ (4.4.1a)
=2 (8(o,,1) 8(o ,1)>
e
W= W(l,2) = Tr {S(O‘A,l) 5(c,,2) eXp[—BH]} -
todos os
’ (4.4.1Db)

= 2 <8(0,,1) 8(o_,2)>

e definidos analogamente para grafos com 3 (trés) raizes A,B e C

(por exemplo, a familia Sierpinski-Gasket com m folhas a ser

discutido na segao 5.2) como:

WFEW(l,l,l)z Tr {S(O“A,1)6(0‘8,1)6(06,l)exp[—BH]}=
todos os
g (4.4.2a)
= 2 (5(0‘A,1) 6(6811)6(0C11)>
e
WIEW(1,1,2)= Tr {S(O‘A,I)S(G‘B,l)S(UC,Z)QXp[“BH]}=
todos os
g (4.4.2b)

= 2 (5(G‘A,l) 5(03,1)5(56,2))
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Nas expressdes acima Z denota a fungdo de partigdo;
3(0,,1) 8(a,, 3 e <8(0,,1) 8(0,, 1) 8(0_,IN (3=1,2)
representam a probabilidade dos spins g, eaq (e c,=0,e o)
do grafo G estarem nos respectivos estados 1 e j (j=1,2).
A transformacdo de grupo de renormalizagao em termos de WF e WI

que & completamente equivalente &a preservagdo da fungdo de

correlagdo entre dois spins Fm(G) para o modelo de Potts com

interagdo entre primeiros vizinhos em grafos G de 2 (duas)

raizes e também em grafos com 3 (trés) raizes no caso g=2 e

dada por:
W W
-W— = W (4.4.3)
I I
4.5 - Equivaléncia da transformagao de Grupo de Renormalizagao

com a preservagdo da fungdo de correlagao a dois spins

(r,,(6)).

Podemos reescrever as equagdes acima (egs. (4.4.1) e
(4.4.2)) em termos da fungido de correlagdo entre o, e o Para

isto vamos usar forma vetorial do modelo de Potts com g estados

(58]

-BH = § K ‘s’l-gj (4.5.1)

<, §>

(X, , = B3,)
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onde §1 sdo vetores de spins de médule S associados a cada
sitio (ou, equivalentemente, a cada vértice do grafo G) que
podem assumir um dos ¢ estados Za(a =1,2,...,9), que sdo os
vetores posicao dos vértices de um hipertetraedro
(g-1)-dimensional em relagao ao seu centro; JlJ é a constante

de acoplamento entre §i e §f A conexdao entre d(a,B) e §1 e

dada (vide referéncia [55]) por
S(a,B)=—1—[(q—'llé)a-é’B+l] (4.5.2)

Considerando Sz==q-l e levandc em conta que a projegdo de §t

= .
sobre e, e dada por

—_— - 9
o = € " 8y /S
temos que a equag@o acima reduz-se a
- Y(g-1) 1
é(a, = == -° 3 + = 4.5.3
(e, B) 3 «8 ' g ( )

substituindo esta equagdo nas egs. (4.4.1la e b) temos:

= = (g-1) v(g-1) 1
W= W(l,1) =2 | —5— <5; 15, Ramre ACIEPARIES A P A A
o A B q A A q
(4.5.4a)



v(gq-1 1
)+J3—)-(<SO,A1) Y Se 22)

W = = S
I o 1l g 2
g A B g g
(4.5.4Db)
A funcdo de correlagdoco entre as componentes Su’
512""’Sm1 dos m spins (gi) ao longo de 31 é definida (vide

eq. (3.la) da referéncia [58]) por

1—‘12...m (G) = <S11 821 Sm> =

1

1l Tr 2 3

(5,8, -5 o0 () K| ,] (4.5.5)
todos

Z(G) { os S } i,

e a funcaoc de correlagdo particionada,

ou seja, a fungaoc de
correlagao entre diferentes componentes de spins €& definida

(vide eg. (3.23) referéncia [58]) por

F(G s<T T 8 > (4.5.6)

BeEP t€B B

onde B € um conjunto de "blocos" de uma partigdo P onde em cada

bloco um conjunto de vetores de spins sdo projetados ao longo

de uma diregao particular. Por exemplo, para P = {{1,2},{3}}:

r12,3 (G) . <811821832>

onde a virgula indica que a componente de §3 é¢ diferente da

componente de §1 (que € igual a de §2) . Pode-se mostrar (vide
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eqs. (3.2l1la) e (3.36) da referéncia [58]) que

— — eq
r,(G) =<5,5,> =t (4.5.7)

I ,(6) =<8,8,>=-T_(6)/(a-1) = -t 7/(q-1)

(4.5.8)
onde tlzq @ a transmissividade equivalente entre as raizes 1 e
2 do grafo G [55] definida como

1 -~ e-Keq

1 + {g-1) e—Keq

onde Kq ¢ computado fazende o© trago sobre todos os outros
(=]

spins (diferentes de §1e §2), cu seja;

exp (KlJ gl-gj) = D exp (Keq §1°§z)

Usando as relagdes acima nas egs. (4.5.4a e b} e

usando o fato de que

[ (6) =<s > =0 v q (4.5.9)

cbtemos as seguintes expressdes para os pesos de Boltzmann
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_ 2 - _ 2 - eq
W(1,1) = & [(q 1) I‘AB+1]— 5 [(q 1) £+ 1] (4.5.10a)
d q
e
W(1,2) = & [(q—l) r +1]= Z [ -9 4 1] (4.5.10b)
’ 2 A,B 2 4B e
q =
A variavel transmissividade equivalente tzg é uma
razao entre duas fungdes multilineares na variavel

transmissividade térmica t} associada a cada lado 1 do grafo G;
um numerador NAB(t,G) e um denominador D (gue & proporcicnal a

funcdo de partigido Z do modelo) [4], ou seja,

eq __
e = Nw/P

Portanto, das egs. (4.5.10a e b) e da expressao de
t:: temos que a transformagdo de grupo de renormalizacgao (eq.

(4.4.3)) pode ser reescrita como:

D+ (g-1) N D’ + (g-1) N/

D - N D’ - N’
AB AD
gque leva a:
NAB N;B eq eq
— - ’
- L e (4.5.11)
Podemos fazer o caminho inverso (ou seja, 1impor

e

AB

t % = t;;q) e mostrar que
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(4.5.12)

F
eq eq
t = t" => p—— =
AB AB W1

EIS
— ] T ™

Dos resultados acima e da eq. (4.5.7) temos entao

que:

W’
F
= W @ FAB(G) = F;B(G’) (4.5.13)
I

0 que mostra gue conservar a razao entre as probabilidades dos

1

spins das raizes,§A e SB, estarem no mesmo estado e em estados
diferentes & equivalente a preservar, sob rencrmalizagdo, a
funcao de correlacdo entre as mesmas componentes dos spins §A a
§B para o modelo de Potts em grafos com 2 (duas) raizes.

Para o caso de grafos com 3 (trés) raizes (por
exemplo, a familia de fractais Sierpinski-Gasket a definida na

secao 5.2) podemos mostrar tal equivaléncia para o modelo de

Ising (g=2); sendo vejamos:

Usando a relacao entre §(a,B8) € 3a-38 (eg.(4.5.2))

temos gue as egs. (4.4.2) se reduzen a
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Z

W(l,1,1) = _3{ (@-1)7"% <8, 1S, 15, > * (q-l)[<sc 1S 0 F
q A B c A B

(4.5.143)

172
Sg 1% 17 T S o 1>] + (1) [<Scr 177¢Sg 12¥<5, 1>] 1
A c B c A B c

372
W(1,1,2) = Hs{ (a1) 777 <8y 185 1Sg 5> * (q—l)[<sohlscal> +
(4.5.14

<SU lso 2> * <SG §U 2>] * (q-l)1/2[<so l>+<SU 1>+<Sa 2>] + 1
A o BT C A B c

Pode~se mostrar (vide egs.(3.21b) e (3.37) da

referéncia [58]) que

_ _ _ _ -1/2 eq
.. (G) = <soAlSGBlso_cl> = (g-2) (g-1) L (4.5.15)

FMLC(G) = <SUAlsUBlSUc2> = - FME(G)/(Q‘l) (4.5.16)

Considerando o modelo de Ising (g=2) e substituindo
as eqs.(4.5.7,8,9,15,16) nas eqgs.(4.5.14a e h) temos gue os

pesos de Boltzmann sao dades por

)
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y/
W(1,1,1) = = [tA;" + tAZ“ + tBZ“ + 1 ] (4.5.17a)
8
e
Z eq eq eq
W(l,1,2) == [ €% - £ - £+ 1 (4.5.17b)
8

gue no caso isotrdpico ( tA;q = tBZq = tAzq ) se reduzem a

yA
W(l,1,1) = = [ 1+ 3 tA;“] (4.5.17¢)
8

yA
W(1,1,2) = = [ 1 - te“] (4.5.17d)
8

Temos entao gque a transformagaoc de grupo de
renormalizagao (eq.(4.4.3)) para o modelo de Ising (no caso

isotrodpico) em grafos com 3(trés) raizes pode ser reescrita

como

onde usamos o fato de que t°% - N / D.
AB AB

Multiplicando o numerador e denominador da equagdo

acima e simplificando termos em comum, oObtemos que:
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NAB N;B eq eq
—D=-'~l—)-;‘=>tAB = t;B (4.5.13)

De forma analoga ac caso de 2(duas) raizes, podemos
. . . . eq ! eq
fazer o caminho inversoc (ou seja, 1mpor tAB = tAB ) e,

usandc a hipétese de isotropia ( tA;qz tB§q= tAZq ), mostrar

que

o} e wl’-‘ Wl:

e

to = t;B“ > o = (4.5.19)
I I

Portanto, dos resultados acima e da eq. (4.5.7)

temos que:

WF w;

— = el = ’ r

W: W; & I}B(G) FAB(G ) (4.5.20)
Analogamente, pode-se mestrar que no caso

anisotroépico, além das egs. acima, =iao validas as seguintes
equagdes:

Ww(1l,1,1) W (1,1,1)

r

= & rg;“(c) = cheq(G) (4.5.21a)
W(2,1,1) W (2,1,1)
W{l,1,1) wr(i,1,1) '
= s FAZq(G) = FAC‘“‘(G) (4.5.21b)
W(1,2,1) W'(1,2,1)

A relacao (4.5.20) mostra a equivaléncia da transformagdo de
grupo de renormalizagdo (eq.(4.4.3)) com a preservagido da
funcao de correlagdo a 2(dois) spins localizados em qualquer

par de vraizes ( {Xz(G) ) para o modelo de Ising (4g=2)
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isotropico em grafos com 3(trés) raizes,

4.6 - Formalizacdao da transformagdao de Grupo de Renormalizacao

em termos de EIF e CI.

Para entendermos as razdes da afirmativa (A-1) vamos,

nesta sub-seg¢do, reescrever a eq.(4.4.3) em termos de e, e €

Para isto, consideremos o Hamiltoniano de Potts com interagdo a
entre primeiros vizinhos (eq.(5.3.1) com K =0) associado a uma
grafo arbitrario . lLevando-se em conta que cada ligagédo <i,j>
onde o =0, contribuli com um termo e-BHLj = :i;ﬂ en%ranto que
cada ligagao onde okioj fornece um fator e Hoe =1 para
oS pesos de Boltzmann (egs.(4.4.1la e b) e (4.4.2a e b)),

seqgue-se que estes pesos, para o grafo nao renormalizado, podem

ser escritos como:

N
b
() 1
W (x) = E: g X (t = F,1) {(4.6.1)
1 1
X,
i=0 (X = e 7)
onde N €& o numero total de ligagdées do grafo e, 91“}' a
degenerescéncia do estado com energia adimensional Be = -K..
Observe que
gF”%) =1 (4.6.2a)

qI(Nb) = 0 (4.6.2b)
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Isto se deve ao fato de que apenas uma configuragdo (qual seja,

{o

internos A

}~c»oB) contribui para WF com a energia minima

(B€m>= -Nblg) (gerando portanto, o termo em be), enquanto

que para W, {(devido a 0}*03) tal energia (B €y ) ndo é& possivel

b
de ser alcancgada.

Colocando-se em evidéncia o 1° termo

(gith) X ]1) de ordem mais baixa em X i, temos:
W) =g xhip1+£(x)) (1=F,1)
onde
N
N E L
£, (X) = X (1=F, 1)
>3 g(j;)

Como, por definigao, X = 0 e gl(i) >

seqgue-se das egs.(4.6.4) e (4.6.2a e b) gue:

£(0) =0
lim fl(X) 3
x-*co (1=F‘,I)
£ (X)
lim e
X~
£ (X)

e fl(X) (i=rF,1) € uma fung¢ac mondtona crescente.

nao-nulo

(4.6.3)

(4.6.4)

(4.6.5a)

(4.6.5b)

(4.6.5¢)
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Para X=0 (ou seja, para o caso antiferromagnético
(J2 < 0) gdeste modelo a T=0 (Kz—--m)) o termo dominante em

]

Wl(X) é gA(Jl) X! correspondente a configuragdes com jt

ligagdes frustadas. Portanto:

. 3 _
gF(JF) XF = 9. e BSF (4.6.6a)

o )
gI(JI) XT=g e Re, (4.6.6b)

onde £ e e sdo as respectivas energias das configurag¢odes de
spins de mais baixa energia para K > -= no grafo ndo
renormalizado com a restrigao dos spins das raizes A e B

estarem na configuracdo (0,=0,=1) e (0,=1,0,=2) no caso de

grafos de duas raizes, ou no caso de grafos de trés raizes,

(UA=GB=GC=1) e (ancazl e 0£=2). Diremos que estas
configuracgoes corespondem a estados do tipo F e I,
respectivamente. Chserve que a energia do estado fundamental

do modelo (para J, < 0) neste grafo é 1igqual & menor das
energias e_ e €_.

F I

Podemos definir expressoes analcgas as
eqs.{(4.6.1)-{(4.6.6) para o grafo renormalizado (de distancia
quimica b’) onde os simbolos tem o indice linha (" * ™).

Das egs. (4.6.3) e (4.6.6) segue-se que a
transformagcido de grupo de renormalizacdo (eq.(4.4.3)) (com

fator de escala b/b’) pode ser escrita como:
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g, e B (142 (X)) 9, e BEL’ [1+f, (X Y1

(4.6.7)

_BE: ’ r

g, e P [1ee (01 g’ P [14£ 7 (X )]

onde relembramcs due fl(O) = f]’(o) =0 e fl(m) = fl’(m)"m

(conforme eqgs.(4.6.5a e b)).

4.7 - Analise da transformagdoc de Grupo de Renormalizacgao a

T = 0 {caso antiferromagnético, Ja < 0).

Facamos a analise da equagdo anterior para X = 0 (ou

seja, Kg"_m)' Da eq. (4.6.5a) segue-se que:

g. e F g_' e BEL’ [1+fF'(X')]
_ (4.7.1)
g e 1 q ' e 7BE, [1+E ‘(X )]

Varios casos envolvendo a relagdoc entre as energias
€. e €, SF’ e cI' deste modelo (con Jé < 0) para os grafos nao
renormalizado e renormalizado sdo possiveis. Explicitamos, na
Tabela 4.7.1 as possivels solugdes X' da equagao acima para
X=0, onde levamos em considera¢do as egs.(4.6.5) e assumimos
que os grafos sao finitos (e, portanto, gF/’gI e gF’/’gI' sao
finitos também). Vale notar que o lado esquerdo da

eq.(4.7.1) se anula (ou tende a infinito) quando X - =,

pois das eqgs.(4.6.6)
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0 se j_>j ou seija, € _>¢€
-BC 3 F I F I
g. e F _ 9. X -F X+0 | caso a)
g, e PE, g, X I
= se j<j ([ou seja, gc<e,
L caso b}
Da tabela 4.7.1 concluimos que:
1) Quando €. <€, e cF’ > eI’ {(caso bl)), £, < € e
sF" = cI’ (caso b3)) e, em alguns casos [i.e., se
A= limf(x) /9T e Txyy = 0 1 de e >e e
F 1 - F I
X' » w

CF’<:€I’ (caso a2)) o ponto Kza -o (X=0) é renormalizado em
Kz’-am (X7 -+ w). Como K;k-*m € o ponto fixo correspondente
ao atrator da fase ferromagnética, concluimos que a
transformagio de renormalizagd3o nao apresenta, nestes casos,
solugdo antiferromagnética nem a T = 0. Em particular,

exemplos do caso (bl) para o modelo de Ising sdo dados pela

renormalizacao dos seguintes grafos:

1.1) cadeia linear: b=2 em b’=1
1.2) rede diamante: b=2 em b’=1
1.3) rede diamante: b=4 em b’=1

1.4) ponte de Wheatstone: b=2 em b’=1 (fig. 2.3.1a)

1.5) ponte de Wheatstone: b=4 em b’=1l (fig. 2.3.1la)

cujos pesos de Boltzmann estdo dados na Tabela 4.7.2
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4.4.3)

Solugdes para T = 0 da transformagdo de grupo

) para diferentes relagdes entre

" e eI' dos grafos nao renormalizado e
renormalizado, respectivamente.

SOLUCOES X’ PARA DIVERSAS RELACOES
ENTRE eF' e EI’ NDS CAS0CS A,B e C

CASDS
POSSIVEDS eF’ > eI’ SF' < eI' eF’ = eI’
caso a1) | lcaso a2y “fcaso am]
CASO A) €. > €, ce
—-Re r 7 X ’: O
g, e P [1er " (x)]
_ € sol1uGdo sem
—BE F) - A = O
gl’e I [1+fI’(X)] ¥ grafo
solugéao
G e G/
entdo real
X’ o
soluGdao
- CASO B1) | Caso B2) | CASO B3) |
CASO B) e < g, X’ -0 é
soluGdo
—BS Fi F x i e X 2 @
qF'e F [1+fF (X)] ‘ i .o _ )
= e solu(;ao 2 soluGdao
—_ I
g, e P [14r 1 (0] V gratos A=0 Y graro
Ge G entac G e G’
) S
tamb@m
& solu(;éo
CASO c1)1 CASO cz)[ CASD c3)|
CAS0 C) €. =t
F 1
-_— r I _ . .
g,'e Be [l+fr (X) ] ’ ' X = finito
-| X = finito | X = finito 0
, .—Be ! T T e B e e
g e e (X)) + 0 =0 e g,
g gI,ﬂ 9,
- F entdo
g, X" =0
também é
]soluqéo
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Tabela 4.7.2 -

Pesos de Boltzmann WF e WI para os grafos:
cadeia linear (b=1,2,3 e 4),
Wheatstone (b=2 e 4).

rede diamante (b=2 e 4) e ponte de

CRAFDS PESDS DE BOLTZMANN
Wi ¥y
b X 1
CADERA ;
b 1+X 2%
LENEAR " "
b IX(1+X2/3) 143X
b wex2+x? AX(1+X2)
b 12y eyt ax?
REDE 1+8x2+60x +184x%+] 6ax? (1+4xP+ext+axB+xB)
DIAMANTE b 518%%+184%x - +60x>2
GRS
4 2
b X (1+2%+X7) 2%2 (14X)
X (1+10X+40X%+ 8X’ (1+10X+39X%+76X>+81x%+
PONTE 96%°+213x +472x°+ 62x°+67x°+72x  +43x%+22x°+
DE b = 744%5%4+70ax +474x%+ | 21x % 12x a3 2ok k1Y
WHEATSTONE 449x° +440x 0 422ax ]
74xt2+88x 3 456x A+
5x%r10x17+x%9)




81

Nos exemplos 1.1) e 1.2) a 1.5) temos

qualitativamente os sequintes graficos das transmissividades

renormalizadas t’(t) e diagramas de fases ilustrados nas

figs.(4.2.3a) e (4.3.2a), respectivamente. Acreditamos que

tais células sejam inadequadas para descrever o modelo de Ising

antiferromagnético (Jé < 0), pois hd um grande salto no fluxo

inicial para pontos com K2<:0 (-1 < t < 0) (que sao

renormalizados, na primeira iteracgdo, em K2'> 0 (0 < t’ <1)).
Além disso, nos casos onde existe ordem

ferromagnética a T # 0 (exemplos 1.2) a 1.5)), a bacia atratora

da fase ferromagnética é descontipua, isto é, formada por duas

regides separadas pela bacia atratora paramagnética
(fig. (4.3.2a). Acreditamos que transformagdes de grupo de
renormalizagdo que apresentem grandes saltos no fluxo dos

pontos no espago de parametros (gerando bacias atratoras

descontinuas) ndo sejam confiaveis.

I I - ! I
2) Quando 5%‘> eI e eF > eI (caso all)); aF < 81 e aF < el
(caso Db2j)),0o ponto Kz-*-m (X = 0) é renormalizado emn
? : *
K, » = (X' = 0). Como K, » -w é o ponto fixo correspondente

ao atrator da fase antiferromagnética a T = 0, entao nestes
casos a transformagdo de renormalizagdo apresenta solugao
antiferromagnética pelo menos a T=0. Exemplos de tais casos

sdo as renormalizagdes dos seguintes grafos:

2.1) cadeia linear: b=3 em b’=1 (caso al})

2.2) cadeia linear: b=4 em b’=2 (caso b2})
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2.3) rede diamante: b=4 em b’=2 (caso b2))

2.4) ponte Wheatstone: b=4 em b’=2 (caso b2})

cujos pesos de Boltzmann estdo apresentados na Tabela 4.7.2
Nos exemplos 2.1) e 2.2) os graficos de t’(t) e o

diagrama de fases estdo ilustrados mnas figs.(4.2.3b e c),

respectivamente e, nos casos 2.3) e 2.4), estes graficos estdo
ilustrados gualitativamente na fig.(4.3.2b),. Em todos os
casos, o0s pontos com K2 =0 (-1st =0) sadc rencrmalizados

’
sucessivamente em K =0 (-1=¢t’=0).

Observamos gue para os casos onde existem fases
ordenadas a T # 0 (exemplos 2.3) e 2.4)), as bacias atratoras
das diversas fases (P,F e AF) sdo continuas (fig. 4.3.2b).
Acreditamos entdoc qgque a escolha de grafos nas duais a
transformagaoc de grupo de renormalizagdo, a T=0, apresente o

comportamento citado (casos al) e b2)) pode ser adeguada para o

estudo do antiferromagnetismo.

3) Quando e.=¢€ e eF’% CI’ (casos c¢l), <2} e c3)) o ponto
r
K2 + -m (X=0) & renormalizado em K #-= (ou seja, X’ # 0). No

entanto, no caso ¢3) se (gF'/gI’) = (gF/gI) é possivel a
[
solugao K2 = —w (X’'=0). Excetuando esta ultima situagéo,

temos entdao duas possibilidades:

I
3a) K > 0 e finito (ou seja, 0 < t’ < 1)

3b) K <oe finito (ou seja, -1 < t’ < 0)
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Um exemplo da situa¢do descrita em 3a) € o modelo de
Ising no fractal Sierpinski-Gasket com gerador G(2,d=2,m) para
transformagdo de renormalizagdo b=2 em b’=1 (caso ¢l)) a ser
discutido na secgdo 5.4.1.

Para a situagdo (3b) existem duas possibilidades

dependendo da intensidade de Kz', a saber:

3b.1) renormaliza¢des sucessivas de Kz' < 0 fluem para o

atrator paramagnético KP*= 0 (t:=0):

3b.2) renormalizagdes sucessivas de E%' < 0 fluem para um

atrator antiferromagnético a T#0, isto é, K; # -0 (t:‘l__vk -1j).
Nestes casos (3b.1) e (3b.2) espera-se

gualitativamente os graficos da transmissividade renormalizada

t’(t) e diagrama de fases ilustrados respectivamente nas

figs.(4.7.1a) e (4.7.1h).
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Figura 4.7.1 - Grafico da transmissidade renormalizada

t’(t) e diagrama de fases correspondente esperado para os casos
a) 3b.1l, onde ndo ha ordem AF nem mesmo &4 T = 0 (t = -1); b)
3b.2, onde surge uma fase antiferromagnética com atrator a
T # 0O (tA‘ = =-1).

F

Exemplos da situagdo descrita acima ocorre, no
contexto de grupo de renormalizagao, em sistemas cuja entropia
residual por particula (a T =0) & ndoc-nula, ou seja emn
sistemas que possuem um estado fundamental altamente degenerado
como, por exemplo, o antiferromagneto de Potts em redes

hipercubicas [17]), hierdarquicas [18] e fractais [15]. Berker e



85

Kadanoff [17]) usandc argumentos de reescala mostraram comc €
possivel este comportamento. Ilustramos a seguir as linhas
gerais deste argumento exemplificando-o para o
antiferromagneto de Potts em redes hipercubicas.

Consideremos o modelo de Ising antiferromagnético
descrito pelo Hamiltoniano (4.2.1) (com J < 0) em uma rede
hipercubica d-dimensional. Podemos decompor esta rede em duas
sub-redes hipercubicas A e B que se interpenetram de tal forma
que um sitio de uma sub-rede, digamos A é cercado por primeiros

vizinhos da outra sub-rede (B) (vide fig. 4.7.2).

Figura 4.7.2 - Representagdo de uma parte de uma rede

hipercibica d-dimensional.

Para T =0 (K- -0), apenas duas configuragdées de spins
contribuem para a fungdo de partigdao do modelo quais sejam: 1i)
todos 0s spins da sub-rede A estdo no estado 1 e os da sub-rede

B estao no estado 2; (ii) todos os spins da sub-rede A estaoc no
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estado 2 e os de B estdc no estado 1. Cada configuragdo é
caracterizada pelo fato de gque o spin em um dado sitio é
antiparalelo aos seus vizinhos.

Consideremos o caso particular d=1. Ao realizarmos a

transformaciao de escala

Ol=l
cltl
v, =7
e ————
CSSI

L 4

a2

vemos gque © carater antiferromagnético a T=0 (isto
é’af_gu4=—0p1) ¢ preservado. Esta €& a razdo pela qual este
grupce de renormalizacgidc fornece corretamente um ordenamento
antiferromagnético a T = 0 para este modelo (vide diagrama de
fases Fig. 4.2.1).

Consideremos agora 0 caso mais geral do
antiferromagneto de Potts com interagdes entre primeiros
vizinhos (eq. (5.3.1) com Ki=0) em redes hipercubicas. Para
T=0 (K, » -w) as confiquragdes de spins gque contribuem para os

pesos de Boltzmann Wl sdo aquelas para as quais -gH=0 (ou seja,

X=1). Em particular, para estas redes, isto ocorre pelo menos

quando todos os sitios da subrede A (vide fig. 4.7.2) estdo no

estado oc=1 e cada sitio da subrede B esta, independentemente,
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em um dos outros (g-l1l) estados,. Temos, portanto, (q—l)w2
configuragdes distintas com a minima energia possivel (N é o
nuamero total de sitios) onde os spins da subrede A estio no
mesmo estado 1. Como também existem configurag¢des que
minimizam a energia e onde os spins de uma mesma subrede estéo
em estados diferentes concluimos que a degenerescéncia g do
estado fundamental deste modelo é tal que: (q-l)W2< g <<f.
Portanto a entropia por spin S = 1ln g/ N do estado

0
fundamental é limitada por:

i -
5 In (g-1) < s0 < 1ln g

e, consedquentemente, Sot 0 para g > 2. Chow e Wu {16]
discutem a validade da 32 lei da termodindmica e a ocorréncia
da entropia residual em sistemas de spin discretos, em

particular em redes hipercubicas.

Consideremos agora apenas as configuragdées de -gH = 0

ao longo do segmento retilineo 1234 (vide fig. 4.7.2). Para o
e o, fixos, ha um conjunto {0,,0,} de g, = [(g-1) (g-2)+1]
configuragdes com energia E = 0 se o207, € 9. = (g-1) (g-2)
configuragdes com a mesma energia E = 0 se o =0,. Portanto, ao

efetuarmos o trago sobre os spins o, e 0, de tal forma gque o e
o,se tornem primeiros vizinhos o carater antiferromagnético a
T=0 (i.e., oﬁvj) ¢ perdido tendo em vista dque o© numero de

configuragées onde o =0, deixa de ser nulo, conforme ilustrado

abaixo:



88

0,0, 0,=0,
% Q%
-4 : v
i i
% ®%
B e ——————
[ R
3 3
c‘ 04 :0']
Oy oo"=01
‘= = £« -Kho
ElIO El 0 EF 0 F
o7 (e-Dle-2it g o = la-N{a-2) 9!
como g >g_ , © sistema reescalado ainda apresenta (apesér de

ngeo) propriedades de um antiferromagneto, mas ni3o a T=0,

pois, da transformagdo de grupo de renormalizagio (eq.(4.4.3))

segue~-se dque para K2 + ~m:

g ' ’ K’
Fe X L x'se?20 (4.7.2)
g 1

O resultado desta andlise estendida para c¢lusters
maiores (que representam de forma <conveniente a rede

hipercubica) € qualitativamente o mesmo; ou seja, devido a

multiplicidade microscépica das configuragdes (que aumenta ao

considerarmos o resto da rede), o carater antiferromagnético a

T=0 nao e propagado entre spins distantes. Como consequéncia

qualquer transformagdoc de grupo de renormalizagdo quando

aplicada a T=0 ira produzir uma temperatura renormalizada

ndoc-nula (i.e., X’=20 (KZ' 2 ~w)), 0 efeito de renormalizagdes

sucessivas 1rd caracterizar o comportamento ilustrado nas

figs.4.7.1. A primeira possibilidade (fig. 4.7.1a)(ou seja,
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uma fase desordenada Y -1 < t < 0) é esperada para sistemas de

baixa dimensionalidade (d<d d ¢ uma dimensdo critica

c! c

caracteristica de cada sistema), enquanto a segunda (fig. b) (ou
seja, uma fase AF cujo atrator encontra-se a T # 0) é esperada
para d:»dc. Para este caso, devido a alta conectividade da
rede, mails "caminhos" c¢om vizinhos antiparalelos ligam os
sitios 1 e 4 (vide fig. 4.7.2). Portanto, embora g. e g
aumentem com d, espera-se Jgque CONMo OCOrre, em geral, en
transigdes de fase o fato a priori de que a alta conectividade
de redes com dimensdes grandes fortalega as correlagdes; a
razao gF/’g& diminua com d, o mesmo ocorrendo com X’ (vide eq.
4.7.2). Como consequéncia, uma renormalizagao apésrsucessivas
iteragdes conduzindo a T = o (t:=0) torna-se menos provavel.

A transigdo do regime 4 < dc (fig.4.7.1la) para o
regime 4 > dc (fig. 4.7.1b) ocorre através do surgimento de um
ponto fixo marginal ( M” em d=d que se separa para d > d
em dois pontos fixos: um ponto fixo instavel (SE‘) que define a
temperatura de transigdo AF-P e um ponto fixo atrator da fase
AF a T = 0 (Af), que no limite d » « tende a T = 0 (i.e.,

tAFld-’oo = -1.
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Fiqura 4.7.3 - Fluxo da equagdo de renormalizagéo e pontos
fixos para sistemas com entropia residual por sitio nao nula

sugerido por Berker e Kadanoff {17].

Em particular, & sabido que num ponto fixo o
comprimento de correlagao (£) ¢ zero ou infinito. O primeiro
caso (£=0) ocorre para os pontos fixos triviais, T=0 e ». Para
T # 0 (em particular, para t?F (transigao AF-P)) temos que:

E(t“F): w (transigic de fase) (4.7.2)

<

Portanto, para o atrator da fase AF a T * 0 (t:F) teremos

tambem

() = o (4.7.3)

tendo em vista que a outra possibilidade E(t:F):O ndo ¢

possivel pois existe flutuagdes dos estados de spins em t:r

Como
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£ ' =8/ (b/b)

onde £’ é o comprimento de correlacao do sistema renormalizado

e b/b’ (o fator de escala) > 1, resulta das egs. anteriores gue

£ (L) = o V -I=+t=¢t (4.7.4)
Consequentemente, como sugerido por Berker e Kadanoff [17], as

correlagdes decaem como uma lei de poténcia como
C(r) ~ r ~(&04) (4.7.5)

nao apenas em t:AF {(como ocorre em transicgdées de fase usuais)
mas ao longo de toda a fase antiferromagnética a T =0 com ©
expoente m definido pelo ponto fixo atrator (t:F). Berker e
Kadanoff [17] mencionam gue verificaram este comportamento para
antiferromagnetos de Potts e para o modelo de Ashkin-Teller
completamente frustrado em redes  Thipercubicas wusando a
aproximacao de Migdal-Kadanoff.

Riera [15] obteve tampeém um atrator
antiferromagnético a4 temperatura finita para o modelo de Potts
antiferromagnético com g estados nos fractais Sierpinski Carpet
e Sierpinski Pastry  Shell usando o procedimento de
renormalizagao de Migdal-Kadanoff; em particular na primeira
estrutura (que apresenta 1 < Dr < 2) ¢é encontrade um valor
critico de ¢q, 2 < q, < 3 abaixo do qual o modelo apresenta a
fase antiferro a4 T = 0. Este valor de q. ¢ consistente com o

resultado exato, qc=3, obtido por Baxter ([59] para este
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modelo na rede guadrada (d = 2), tendo em vista que g, diminui
quando D diminui ou quando a lacunaridade aumenta, e também,
que a aproximagdc de Migdal-Kadanoff inibe a prpagagdo da ordem
AF ao longo de caminhos independentes, diminuindo entdo g .
Itzykson e Luck {18], obtiveram também um comportamento analogo
(para q < 1) no caso antiferromagneético deste modelo na rede
hierarquica diamante.

Em redes cubicas (d = 3), simulagées de Monte Carlo
[60,61,62] indicam a existéncia de uma fase ordenada deste
modelo para g=3 e 4, entretanto resultados obtidos com o
procedimeto de renormalizagdo de Migdal-Kadanoff {17] indicam,
para o valor critico de q, qu;3)E 3.3. No entanto até o
momento, em nosso conhecimento, ndoc ha resultado exato na

literatura para o valor critico de g, na rede cubica, acima do

qual TC = 0.

4.8 - Transformagdo de Grupo de Renormalizagdo com 2 parametros

Podemos estender a transformagaoc de grupo de
renormalizagdae (com fator de escala b/b’) (eq.(4.4.3)) para o
caso em que o Hamiltoniano de Potts contém outras interagdes
alem da interacdo entre pares como, por exemplo, interagdes a
3(trés) spins (vide eq. (5.3.1)). Neste casc a transformagao

de grupo de renormalizagdc & dada por
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WF‘ WF’
_ (4.8.1a)
- ’
WAF WAF
I
wI WI
3 (4.8.1h)
- ’
W W
AF AF

onde (WF'WI'WAF) e (WF’,WI’,WA;) sao os pesos de Boltzmann dos
grafos nao renormalizado e renormalizado, 'respectivamente
definidos para grafos com 3(trés) raizes A,B e C (como, por

exemplo, © Siepinski-Gasket) como

W= W(i,1,1) (4.8.2a)
W= W(1,1,2) (4.8.2Db)
W= W(1,2,3) (4.8.2C)

Para este caso os pesos de Boltzmann podem ser

escritos como:

W (X,Y) = Z a + a2 x + ' ¥+ al’ ¥y +all x'y
1 00 10 20 Nn i)
1,1}
(t=F,1,AF) (4.8.3)
_ K _ K (1) o s
onde, X = e 2, ¥ =3 e a1j a degenerescéncia do estado com
energia pBe = (-iKz-jK3). Colocando em evidéncia o termo de

ordem mais baixa em XY temos, de forma analoga a eq.(4.6.3) que
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W (X,¥) =g

CeBE (XY v h (x,v)) (4.8.4)

{1= F, I,4F)

onde sl(X,Y) (1=r,1,aF) s8o as energia das configuragées de
mais baixa energia para K24 - quando as raizes A,B e C do
grafo estdo nas configuragdes tipo F,I e AF (ou seja, ¢ FOEO
e G:@k), respectivamente, e hI(X,Y) sdo fungoes monotonas

crescentes com as seguintes propriedades

h (0,0) = 0 (4.8.5a)

h (»,@) » (4.8.5Db)

Usando as equacgdes acima podemos reescrever a
transformacgdo de grupo de renormalizagdo com 2(dois) parametros

(K2 e K3), egs.(4.8.1) em termos de €.+ €, €, COmo :

g, e BN 1+ m (x,v)] 9 ooBE (Y (1, h (X, ¥ )]

g, 1en _xu1 9, 7B, (X Y) [y Rl (XY} ]
(4.8.6a)

g, e BE Y v n (x,1) 9 e'Bei(x:Yi [1 + h;(x:y')]

g, e P 1w n _x,01 9, e—selp(x:yf (1 + h;F(xfyf]

(4.8.6b)
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Como existem um numero muito maior de situagdes que
no caso com 1(um) parametro (KZ) (pois temos agora que comparar
3{trés) energias e . € ec¢g, para o grafo nao renormalizado
e o0 mesm numero para o grafo renormalizado) nao faremos a
analise em detalhe. A idéia geral é a seguinte: quando no
processo de renormalizacao a relacao das desigualdades entre

€., E @€ _ @ cF’, eI’ e CAF’ nao é preservada, entao
aparecem bacias atratoras descontinuas no espago de parametros
indicando que o grupo de renormalizagao nao & confiavel.

Um exemplo da situagao na qual aparece uma bacia
atratora descontinua refere-se ao modelo de Potts (g=4)
antiferromagnético com interagdes entre 2 e 3 spins no
fractalnoo fractal Sierpinski-Gasket de m folhas com gerador
G(2,d=2,m) (gque sera definido no capitulo sequinte, vide fig.
5.2.1b) para a transformagdo de renormalizagao b=2 em b’=l.

Neste caso temos

! I

eF(X,Y):O gF=6 eF’(X,Y)z -3K, -K, g, = 1 (4.8.7a)
/ I
e (X,Y)=0 g =2 e e '(X,Y)= -K, g, = 1 (4.8.7b)
’ I
eAF(X,Y)=0 gAF=4 eAF(X,Y)= 0 P 1 (4.8.7c)
Portanto da eq.(4.8.6) temos que:
" 13 r
6 {1+ h_(X,Y)] X Y
= (4.8.8a)

4 [1+h, _(X,Y)]
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2 [1+h (X,¥)] X
= (4.8.8b)

4 [1+h, _(X,0)]

Este é uma caso no qual o estado fundamental do
modelo para o grafo nao renormalizado é tipo F (pols, apesar de
eF-—-eI:cAF:O temos que gF>gI>gAF) e tipo I para o grafo

1 1 7 r r ’
renormalizado (poils, €..<e / e g <€ ).

Para X=0 (Kz-**m), Y=0 (K3+ -x) temos das eds.

(4.8.8) que

l
il

p————
B |

]“‘ NTLI X7 = (1/2)° (4.8.9a)

O diagrama de fases deste modelo esta apresentado na

X! Y’

il
It

p————
B =

(12)" (4.8.9b)

fig. (4.8.1). Para, m=2 o ponto (%,Y¥)=(0,0) (ou seja,

(tz,t3)=(—-1/3,—1/3)) é renormalizado em
(tz,t3)=(~0.231,0.973) no intericr da fase paramagnética ( P ):
no entanto, para m =z 3 este mesmo ponto é renormalizado num
ponto pertencente a bacia atratora ferromagnetica ( F ) o dque
confirma a ndo confiabilidade na escolha de grafos nas quais o
estado fundamental do modelo nao seja preservado no processo de

renormalizacao.
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Figura 4.8.1 - Diagrama de fases do modelo de Potts (g=4) no

fractal Sierpinski-Gasket G(2,d=2,m) para a transformacgao de
renormalizagao b=2 em b’=l. tgz(x—-l)/(x+3), t35(Y-1)/(Y+3).

(a) diagrama de fases para m=2., (b) diagrama de fases para

mz 3.
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do meodelo de Potts, com interag¢dées a dois e trés spins, nos
fractais Sierpinski~Gasket com m folhas. Esta familia de
estruturas € uma generalizagao da familia Sierpinski-Gasket
bidimensional com gerador G(b,d=2) proposta por Hilfer e Blumen
[19] (na qual rede de resistores {63], self-avoiding walks
[64], dimensao espectral [65] e modelos de spins [46,66] foram
estudados) que apresenta, para m > 1, ordem de ramificacao
infinita, © que permite a existéncia de transicao de fase a
‘I‘C # 0 para modelos de spins com interag¢bes de curto alcance.
Alguns resultados exatos foram obtidos para o modelo de Potts
por Gefen e colaboradores [26] no fractal Sierpinski-Gasket
bidimensional com b=2 e mnm=1. Analogamente ao caso m = 1

estudamos, de uma forma exata em alguns casos, através de uma

transforma¢do de renormalizagao, a criticalidade do modelo de
Potts com g=2,3 e 4 estados na familia de fractais
Sierpinski-Gasket com um numero W gualquer de folhas. Em
algumas situagdes do caso g=2 calculamos também a fungao de

correlacdo exata na fase antiferromagnética nao usual.

5.2 - Familia Sierpinski-Gasket com m folhas

Considere os primeiros estagios de construgédo do
fractal Sierpinski-Gasket [8] ilustrado na fig. 2.2.2. o]
gerador G(2,d=2,m) do fractal Sierpinski-Gasket (b=2) com m
folhas é& definido da seguinte forma: Dividimos a aresta de um
tridngulo equilatero em 2 partes (gerando 4 tridngulos de

aresta 1/2) e retiramos o tridngulo gque aponta para baixo:
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superpomos neste estagio m estruturas topologicamente
similares l(’k)conec:tanclo as mesmas apenas nos vértices externos
A,B,C (ver fig. 5.2.1b para m = 2). Nos estidgios seguintes de
construgdo (k= 2,3,...) repetimos o mesmo processo para cada
um dos triidngulos que apontam para cima. O caso m=2 (b=2) foi
definido por Griffiths e Kaufman [20] como um exemplo de rede
hierarquica onde os objetos agregados ndo sdo ligagdes, mas sim
unidades mais complexas (no caso, tridngulos).

0 processo de construcao para a familia
Sierpinski-Gasket onde b > 2 com m folhas é similar ao anterior
(vide fig. 5.2.2). Neste caso o gerador G(b,d=2,m) sao m
folhas tridngulares conectadas em A,B e C, onde a aresta de
cada tridngulo & dividida em b partes gerando, em cada folha,
b’ tridngulos menores, sendo que os b(b-1)/2 triangulos due
apontam para baixo sao retirados. A estrutura no estagio (k+1)
é formada substituindo-se cada um dos tridngulos gue apontam

para cima pelo gerador G(b,d=2,m). 0 fractal completo é

obtido, entdo, no limite k » w.

1

(*) E bom ressaltar que devido a conexdo entre as folhas se dar
apenas nos vértices externos, as estruturas que a compoem sSao
deformagdes do tridngule equilatero, formande wum fractal
topologico.
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Fiqura 5.2.1 - Primeiros estagios de construcao do fractal
.Sierpinski-Gasket (b=2) com m=2 folhas. {a) k=0, +triangulo
equilatero; (b) k=1, 1° estagio: (c) k=2, 2° estagio. Existe,
para k=2, uma estrutura similar (2° folha) conectada aos
vértices A,B e C que foi simbolizada apenas por uma curva
tracejada para nao prejudicar a visualizagao da figura
completa.

Pode-se mostrar que a ordem de ramificagao Rk(m) em
qualquer ponto P para a classe de fractails Sierpinski-Gasket
com m folhas no estagio k de construgdo satisfaz a seguinte

equacgao:

Rk{m) m R (5.2.1)

k-1
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No limite termodindmico (k +» ®») segue-se que a ordem
de ramificagdao (R} da familia de fractais Sierpinski-Gasket com
m folhas é infinita (pois Rl(m) >1 VY om.

A dimensao fractal destas estruturas é& dada por:

A (k+1) = b 2F A (X) (5.2.2)

onde A(k) é o numero de agregagdo , ou seja, o numero de
subunidades (no caso plaquetas) agregadas em cada passo para
formar uma nova unidade em redes hierarquicas. Como
A(k+1) = b(b+1)m/2 A (k),temos entdo que:

_ 1n (b(b+l)m/2)

Df(m) (5.2.3)

In ( b )

(a) (b)

Figura 5.2.2 - Primeiro estagio (k=1) de construgao do fractal
Sierpinski-Gasket com 2 folhas (a) G(3,d=2,m) (b) G(4,d=2,m).
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5.3 - Modelo

A cada sitio i1 da rede fractal Sierpinski-Gasket
com gerador G(b,d=2,m) associamos a variavel aleatdria o que
pode assumir q estados. 0 Hamiltoniano adimensional do
modelo de Potts com ¢ estados [2] e com interagdes a 2 e 3
spins (sem campo externo) assoclado com o grafo G é definido

Ccomo:

BH = —K2 E: S(Gl,GJ) - K3 2: 6(01,01,01) (5.3.1)
A

<i,j>
<1, §,1>

(ok,oj,01=l,2,3,..q)

onde K2==J28 representa interagao (ferro (Jé >0 ou
antiferromagnética (J, < 0)) entre primeiros wvizinhos i e

quaisquer, K3==J58 (J 0) representa a interagcao entre os

3 <
"spins" 1,9,1 que compdem uma plagqueta que aponta para cima, B

= l/KBT e

1 se Gi=ajzal
8(0;,04,01) = 8(0;,04) 8(04,0y) = (5.3.2)

0 caso contrario

Para tratarmos o Hanmiltoniano acima wvamos usar a

transformacdo de grupo de - renormalizagdo ilustrada na



104

fig.(5.3.1) no caso b=4,b’=1 e m=2. Para obtermos as relagdes
de recorréncia seguimos um procedimento andalogo ao utilizado
por Gefen e colaboradores [26] na solugdc exata do modelo de

Potts ferromagnético no Sierpinski-Gasket (b=2), ou seja,
renormalizamos uma célula (grafo com 3 raizes A,B e C) de
dimensao linear b com m folhas (vide figs. 5.2.1 e 5.2.2) em
um triangulo ' (grafo com 3 raizes), de lado b’=1, que aponta
para cima. Em alguns casos (conforme veremos na segao 5.4.2)
usaremos uma célula renormalizada de dimensdo linear b’ #z 1

(b’ < b).

Fiqura 5.3.1 - Transformagdo de grupo de renormalizagdo b=4 em

b’=1 para a rede fractal Sierpinski-Gasket com gerador

G(4,4=2,m). O, sdo os sitios internos.

Mais explicitamente, nosso grupo de renormalizagdo foi

construido de tal forma que:
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D Tr EXp(-BH') = TR Exp (-8H) (5.3.3)
(g’ } {

o2 }
I nternocs i nterneos

onde o trago é feito somente sobre os spins internos o
n (43

e U:ntr . (nio localizados nas raizes A,B e C), D é a
ernoc

constante de renormalizagdo e o Hamiltoniano renormalizado H’ &

dado, no caso b’=1l, por

-BH’ = Kz’[ §(o,,0,)+8(0,, 0 )+8(0 ,0,) ] (5.3.4)

r

+ K3 S(UA,UB,GC)

Observe que para b’=1 nao existe spins internos e portanto a
operagdo TR no lado esquerdo da eq.(5.3.3) é 1igual a
identidade. A eq.(5.3.3) & um caso particular da eq.(3.2.2)
onde a fungido peso €& P(c’,r) = S(GA,GA’)S(GB,GB’)S(UC,GC’).
Como existem (para g = 3) somente trés configuragdes para
{0},UB,GC} com energias diferentes, quais sejam:
¢,=0.=0_i 01=0J¢0K (i,j,bk = AB ou C) o;xasicc e oAioc; entdo

segue-se que a igualdade (5.3.3) gera 3 equagdes:

D W (a,a,a) = u%(a,a,a) (5.3.5a)
D W (a,a,7) = Wm(a,a,w) (5.3.5Db)
D Wia,8,7) = Wm(a,e,x) (5.3.5c)

¥ pode permutar com « ; («,8,y = 1,2,..,d), a=¥ e xrE=Y .
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onde Wm(a,e,w) é o peso de Boltzmann para a configuragéo

o;=a,GB=9 e o =Y dado por:

i

Wm(a,e,w) Tr B(UA,a)a(GB,e)a(aC,w) Exp [-BH ] =

todos o
{ spins }

=2 < S(GA,a)S(dB,e)a(Gc,w) > (5.3.86)

e W(x,8,7y) € o peso de Boltzmann renormalizado para a

configuracao GA'=d, GB'=B e GC'=7 dado por:

W («,8,7) = Tn 5(0,,2)5(0,,8)8(c_,¥) Exp [-BH ] =

todos os
{ spins }

r
=7 < S(GA,a)S(GB,G)B(UC,wl > (5.3.7)

Nas expressdes acima 2 e Z' sdao as fungdes de
particdo da célula com m folhas e da célula renormalizada
respectivamente, ou seja :

Z =TR Exp [ -fH 1 , 27

]

Tr Exp [ =BH' ] (5.3.8)

onde os tragos sdo feitos sobre todas as confiquragdes de spin
das respectivas células. Levando-se em conta as
degenerescéncias das trés configuragdes com energias distintas,

obtemos que:
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2 =9qWw(1,1,1) + 3q(q-1)W (1,1,2) + q(9-1)(9-2) W _(1,2,3)
(5.3.9a)

2'= q W (1,1,1) + 3q(q-1)W (1,1,2) + q(g-1) (3-2) @ (1,2,3)
(5.3.9b)

Observe que se definirmos D como sendo 2/Z’ entdo a
equacao de renormalizagdo (5.3.3) é tal que a probabilidade dos
"spins" localizados nas raizes A,B e C estarem nos respectivos
estados «,8 e ¥ (x,8,7=1,2,..,d) é invariante sob

renormalizacdo, ou seja:
W («,8,7) /2 =W (a,0,7) /2’ (5.3.10)

Dado o fato de que as mn folhas tém em comum apenas
os vértices A,B e C (que estdo fixos nos estados «,8 e 7),
resulta gque o trago parcial sobre cada uma delas &

independente, ou seja,

W (a,0,7) = [ W(x,0,7) T (5.3.11)

onde Wiox,e,v) representa o peso de Boltzmann referente a uma
folha da célula nao renormalizada.

As equagdes de renormalizacdo dque <conectam os
parametros {1%,K3} e {E%’,KB’} das células nao-renormalizada e
renormalizada, respectivamente, sdo obtidas das eqgs.(5.3.5), a

saber
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WF WF
) (5.3.12a)
W (m) W ’
AF AF
’
WI(m) WI
i (5.3.12Db)
W (m) W '
AF AF
onde, por simetria:
F F
WF =W (a,0,a) {(5.3.13a)
I r I [
W =W (¢,a,y) =W (yv,0,0) = W (a,7,0) (oxy) (5.3.13Db)
y F
WM_E W (x,8,7) {282y, o=7¥) {5.3.13c)

(alela'=lf21 .. fq)

e similarmente para os pesos de Boltzmann nao-renormalizados

WFm), me) e WQT{ Usando as edgs.(5.3.7) e (5.3.4) segue-se

gue para b’=1l1 (e g = 3) que:

r r
r
W= e 3K, K (5.3.14a)
!
X
W= e X (5.3.14Db)
W= 1

AF {5.3.14cC)
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Combinando as eqgs.(5.3.12) e (5.3.14) tem-se:

K Wy W (5.3.15a)

2 3 m
e s = w® (w®y /Wy (5.3.15b)

No caso g=2 a ed.(5.3.5c) perde o sentido, e o numero
de equagdes torna-se inferior ao numero de parametros (o que
impede a construgdo das equagdes de renormalizagao para Kzua
Ka" simultaneamente). Entretanto, podemos mostrar (vide
Apéndice A) que neste caso (g=2) o espago Hamiltoniano composto
apenas  por K2 (isto &, para K3 = 0) e fechado sob

renormalizagao. Como consequéncia, para g=2, temos a seguinte

equagac de renormalizagio:

(5.3.16)

K (1) w M2
e 2 =[W /wI 1 (5-3.17)
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5.4 Modelo de Ising no fractal Sierpinski-Gasket com gerador

G(2,d=2,m)

5.4.1 - Transformagdo de Grupo de Renormalizacdao b=2 em b’=1l

Consideremos a transformagdo de renormalizag¢do b=2 en
b’=1 para o modelo de Ising (g=2) no fractal Sierpinski-Gasket
com gerador G{2,d=2,m) ilustrada, para m=2, na fig. 5.4.1.1.

(=) o W, (m)

Para este casc os pesos de Boltzmann WF

sao dados por

W = W (1,1,1) = (04300 (x=e®e) (5.4.1.1a)
wi“" =W _(1,1,2) = x +ax?+3x>)"® (5.4.1.1b)
' ’ 3 K
Wo=Ww (1,1,1) = X (xr=e2 ) (5.4.1.1¢)
F 1
r ¥ F 4
W= W (1,1,2) = X (5.4.1.1d)

Temos entaoc das equagodoes acima que a transformacao de

grupo de renormalizacao (edq.(5.3.16)) pode ser escrita como

m

3 .3

4 X7 1 + £ (x)] ;2
r = X _x (5.4.1.2)
3% 1+ £ (0] o
onde
£.(x) = (3/0)%° + (1/8)x° (5.4.1.3a)
£.(X) = (473)%% + (/x> (5.4.1.3b)
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Fiqura 5.4.1.1 - Transformacdo de renormalizagdo b=2 em b’=l

para o modelo de Ising (g=2) no fractal Sierpinski-Gasket conm
gerador G(2,d=2,m=2). No caso geral, existem m folhas (ao

invés de duas) conectadas em T, .0, e 0.

Para Kaﬂ - o (¥=0) temos entdo que

(a/37 =X 2 5 X | = (a/3)"™? (5.4.1.4)

K *-c
2

o que indica que o ponto X = 0 (K -~ -») €& renormalizado em

I
X’>1 (K2 >Q) v T. Vale notar da eq.(5.4.1.2) gque



112

m L L

BCF = - 3K2m 9. = 4 BCF' = - 3K2 g, = 1 (5.4.1.5a)
= - = m fF = - ! =
BCI 3K2m 9, 3 BeI K2 g, 1 (5.4.1.5b)

0 gue mostra, para o caso antiferromagnético (K2<0), que o
estado fundamental do modelo no grafo ndo-renormalizado
(b=2,m folhas) é do tipo F (pois, apesar de €.5€ gF>gI) e
tipo I no grafo renormalizado (b’=1) (pois, eI'<eF’) .

A egquagdo de renormalizagdao (eq.(5.4.1.2)) pode ser

reescrita na variavel transmissividade térmica [4]
t = tanh( K /2)

Ilustramos na fig. 5.4.,1.2 o grafico da
transmissividade renormalizada t’=t’(t) e o diagrama de fases
correspondente para este modelo. Vale notar que, para m=2, o
fluxo da regiao -1 =t <0 (K2<0) converge ao atrator
paramagngtico ( P ) (t;=0) por valores positivos (ao invés de
negativos) de K pois, logo na 1% iteracao qualquer ponto desta
regiao é renormalizado em Kzf > 0 de tal forma que t’ < tz.

Temos ainda que para m = 3, pontos com Kz <0 e |K2|
grande, ou seja, cujas transmissividades t sdo tais que
-1 =t < tO (t0 é tal que t’(t0)=t;F) convergem para o atrator
ferromagnético ( F ) (t:=1) , gerando portanto uma Dbacla

atratora ferromagnética descontipua. Concluimos entdao que a

escolha destas c¢eélulas naoc é adequada para descrever o

antiferromagnetg de Ising neste fractal, o que corrobora a

afirmagao (A-1).
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Fiqura 5.4.1.2 - Grafico da transmissividade renormalizada

t’(t) e diagrama de fases correspondente para © modelo de Ising
{g=2) no fractal Sierpinski~-Gasket G(2,d=2,m) para a
transformagdoc de renormalizacdo b=2 em b’=1. (a) caso m=2. (b)
casom = 3., Param > 3 obtemos graficos gque naoc diferem
gualitativamente do (b)

Porém, nossos resultados sao exatos para o ferromagnheto
de Ising (J2 > 0) neste fractal. Apresentamos nas figs. 5.4.1.3 e
5.4.1.4 os respectivos graficos das temperaturas criticas e o
expoente critico térmico v, em fungdo de (m-1) para a transigao
F-P. Observe que a temperatura critica Tf aumenta a medida gque m
(e, -portanto, Df(m)) cresce. Isto mostra gque um aumento da

conectividade fortalece as correlagdes facilitando, portanteo, o©
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ordenamento dos spins.

Temperatura Critica Kb e / 2
o=2 FASE FERRO CELULA b=2

.-

-

Kb Te 7 J2

(M—1)

Fiqura 5.4.1.3 - Grafico da temperatura critica (KBTCF/Jz) em
funcdo de (m-1) (transigdo F-P) para o modelo de Ising no
fractal Sierpinski-Gasket G(2,d=2,m) para a transformagao de
renormalizacdo b=2 em b’=1. (P) e (F) correspondem as regides

paramagnética e ferromagnética, respectivamente.

Fazendo X’/=X=X=21 + K_ + K:/ 2 (pois, gquando m > «

K,~ 0) na eg. (5.4.1.2) e expandindo até 2® ordem, obtemos a
seguinte expansdo assintdtica para TE:
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KBT m
—_ (m » «) (5.4.1.6)
J 2

Por outro lado, seque-se da edq.{5.2.3) para b=2 que:

n = elPg(M-De(l)]jln2 (5.4.1.7)

Como Kf ¢« 1 para m » » e usando as eqgs. (5.4.1.6 e 7)

temos que

K
c

t =tann(K/2) ~ — = e ~ [Dg(m)-De(1)]1n2
2

(m » =)

Este comportamento € similar ao comportamento
assintético exato Df + o (vide eq.(12) de [42]) obtido para o
ferromagneto de Potts em redes hierdrquicas d-dimensionais do
tipo Migdal-Kadanoff (cujas dimensdes fractais D¢ coincidem com

d), o gqual difere do resultado exato para redes hipercubicas

d-dimensionais no limite 4@ - w.

Vemos da fig. (5.4.1.3) gque a derivada de ﬁ;%/32 em
relagdo 4 m é infinita no limite m - 1, significando portanto
que bastaria aumentarmos um pouco © valor de m (neste ponto
estamos pensando na extensdo analitica para um real positivo)
que surgiria uma ordem ferromagnética. Este tipo de
comportamento & similar, por exemplo, aco modelo de Ising na
rede gquadrada anisotrdpica com acoplamentos Kx e Iﬁ. Nesta
situacdo se Kv for um pouco diferente de zero a temperatura

s F . pCa=1 . x
critica K;%/Ux“(KQ passa a ser nao nula
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( Eﬁﬁ 1n2 - 1n KE (KY+O)), Inspirados neste caso, fizemos o
grafico de Ei X 1In (m-1) (m~» 1) (vide fig. 65.4.1.5).
Obtivemos, que TCF se comporta como

-1

K = | — =a=-c¢ln (m-1) (m- 1) (5.4.1.8)

onde a = 0.36 e ¢ 2 0.41.

EXPOENTE CRTICO ( Wy )

am2 FASE FERRO CERLULA b=2

"

1

-Jc
Lq {m-1)

W

|
i
I
: '
t
J !
1
'
'
Y il |
1 i
oot h
Il 1
\ b
1 .
1 =-=-- = T
1
) '
' !
0.9-* |
, '
; |
} |
0.8 - f
'
I
'
I
! i
0.7 '
' 1
] H
0 1
0.8 -1 T T T T T T T .
0 2 4 -] 5 10

Bf(m)—-D{(1)

Fiqura 5.4.1.4 - Grafico do expoente critico térmico uTF para o
modelo de Ising no fractal Sierpinski-GAsket G(2,d=2,m) para a
transformagdo de renormalizagdao b=2 em b’=1.
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Diferenciando a eq.(5.4.1.2) em relagdo a X e usando

o fato gque &:E 1+ KC+-K;v’2 (quando m -» «), obtemos dque

-~
I

= 38X’ /aX

x mK (1+ (9/84)K) (m » w)

Usando as eqs. (5.4.1.6) e (3.2.19a) obtemos que:

9 1
v~ 1 - [ ] — (m > ®) (5.4.1.9)
m

Usande a eq. (5.4.1.7) podemos reescrever a

eq.(5.4.1.9) como

9
y -~ 1 -|———| ¢7[B (M) -De(1)] 1n2 (m » «) (5.4.1.10)
T 2 1n 2

ou seja,

similar ao resultado obtido por da Silva e Tsallis (vide eq. (6)
da referéncia [42])) para o ferromagneto de Potts em redes
hierarquicas tipo Migdal-Kadanoff quandeo D » =, o qual difere
do resultado exato para redes hipercubicas no limite de
dimensdo infinita.

Para m » 1 obtemos (utilizando a expansdo assintodtica

numérica de TZ (eq.5.4.1.8)) que
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v~ A (m-1)"2° (5.4.1.11)

onde A = 1ln 2/(4 e-—2a)_

TEMPERATURA CRITICA (Kc)

3.5

U]
pS
2'2 I L [] T i T E] L] 1 T L T T 1
-7.4 -7 -6.6 -6.2 ~5.8 -5.4 -5 —4.6
LN(M—1)
0  PONTOS NUMERICOS +  AJUSTE
' P F ~ P
Fiqura 5.4.1.5 - Grafico de KC em funcio de 1ln(m-1) (transicao

F-P) para o modelo de Ising no fractal Sierpinski-Gasket

G(2,d=2,m) para a transformagdo de renormalizagdo b=2 em b’=1.

Como a escolha das ceélulas (b=2 em b’=1) ndo foi
conveniente para descrever o antiferromagnetismo (J,<0) neste
modelo, iremos a seguir estudar este modelo para a
transformagdo de renormalizagdo b=4 em b’=2 (a qual gera o

mesmo fractal).
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5.4,2 - Transformacgac de Grupo de Renormalizag¢ao b=4 em b’=2

Consideremos a transformagdo de renormalizagac b=4 em
b’=2 para o modelo de Ising (g=2) ilustrada, para m=2, na fig.
5.4.2.1.

Observe que para gerarmos © fractal anterior temos de
renormalizar m folhas idénticas com b=4 em m folhas idénticas
com b’=2. Isto ¢ equivalente a renormalizar 1 folha com b=4 (a
qual contém 3m tridngqulos com b=2) em 1 folha com b’=2. Neste

(1)

(1)
Mo )e

caso o0s pescs de Boltzmann, para 1 folha, (wF ;

(WF',WI') sao dados por:

{m)

W =W (1,1,1) =g.(m) X"+ £7()] (5.4.2.1a)
W =W (1,1,2) =g (m) X2+ £ P(X)] (5.4.2.1b)
z? r f3
W= W (1,1,1) =4 X [1+ £/(X)] (5.4.2.1c)
! ! l'3
W= W (1,1,2) =3 X7 [+ £(X)] (5.4.2.1d)
onde
m g, (m) g, (m) g, (m) /g (m)
1 280 273 1.02
2 10900 9675 1.13
3 480844 356265 1.35
4 23941828 13627203 1.75
e fFM)(X) o f;“m(X) sdo polindmios de grau 18m e 1ém

respectivamente. Por exemplo, para m=2, estes polindémios sdo:
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(2) oy _
fF (X)=
1 2 4 6 8 10 12
[68328X°+198099X*+359016X°+456258%°+424776%x 0+297478x1%+
10900
164040x % +74418x1%+28216x18+10140x%%+3768%%2+1126%%% +408%x°%%+
+138x°8+24x3%+18%32%+%°G (5.4.2.2a)
2)
£ @ (x)=
1 2 4 6 8 10 12
[65976X°+201130X*+366968%X°+455582%°+416216X 0+294194X %+
9675
165784x1%+76548%10+30120% 8+10494%2%+3304x%2+914%%%+200%x2 %+
38%°8+8x°0+x32) (5.4.2.2b)
' 2 6
£ (X)=(3/4) X" % (1/8) X" (5.4.2.2¢C)
’ 2 4
£ (X)=(4/3) X" %+ (1/3) X" (5.4.2.2d)

Temos entdo das equagdes acima gque a transformagao de

grupc de renormalizagio (eqg.(5.3.16)) torna-se neste caso:

R A I e B N

g mx™ (1w £ Pl 3 %7 (14 £ (x)]

(5.4.2.3)

Para T=0 e J2<0 (ou seja, X=0) segue-se da equagao acima

, 2 , 6 g_(m)
1+(3/4)X""+(1/4) X = 3 F (5.4.2.4)

1+(4/3) X" %+ (1/3) x4 4 g (m)
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Como o lado esquerdo da eq.(5.4.2.4) é sempre menor do dque 1

ara 0 < X’ < 1 concluimos e a equagdo sO apresenta solugao
P qu qu P

’ g, (m) 4
X' <1 (e, portanto, K2 <0) para < , O que ocorre
g, (m) 3
para m < 3 (vide tabela acima). Temos entdo que para valores
de m = 2 o ponto X=0 (Ka—’—m) é renormalizado en K2'< 0. Para

¥
m =z 3 esta equagdo so admite solugao X' > 1 {(ou seja, K, > 0),

ou seja, neste caso, o ponto X=0 (KE» -») & renormalizado em
¥

K =>0.
2
Das egs. (5.4.2.1) e dos valores de gF(m) e gI(m)
temos que
Be_(m)=ge (M)= - 9Km g.(m) > g (m) Vm
e
! ! f
BCF = = 3K2 gF = 4
¥ ’ !
Be = - 3K, g, =3

¢ que mostra, para o caso antiferromagnético (Ka<:0)' que o
estado fundamental é do tipo F no grafo ndo renormalizado Y m
(pois, apesar de eF(m)ch(m), qF(m) > qI(m)), assim como no
grafo renormalizado b’=2 (pois, apesar de CF’= cI', g.'>g "}
Vemos entdo gque o resultado obtido para m=2 corrobora a

afirmativa (A~1l) enguanto o resultado obtido para m = 3 mostra

que (A-1) é uma condic¢do necessaria mas ndo suficiente.
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Fiqura 5.4.2.1 - Transformagido de renormalizagdo b=4 em b’=2

para o modelo de Ising {g=2) no fractal Sierpinski-Gasket com
gerador G(2,d=2,m=2). A linha tracejada e simbolica,
significando que existe uma folha idéntica superposta a que

esta desenhada e cujos vértices em comum sao A,B e C.

Ilustramos na fig. 5.4.2.2 o grafico da transmissividade
renormalizada t’=t’(t) e o diagrama de fases correspondente
para este modelo. Os ramos tracejados na figura representam
ramos nao fisicos da transformagao de renormalizagao
(eq.{5.4.2.3)). Em particular, a solugaoc t’>0 para -1 st =1
é& idéntica a solugao da eq. (5.4.1.2) (vide fig. 5.4.1.2).
Portanto, para o modelo ferromagnético nossos resultados
coincidem, como esperado, com aqueles obtidos para a
transformagdoc de renormalizagdo b=2 em b’=1 (seg¢do 5.4.1).
Vemos que para m=2 (bem como para m=1l) ndo ha ordem AF nem

mesmo a T=0. O fluxo dos pontos na regido t<0 para m =z 3 ¢é do



123

mesmo tipo que no caso anterior (transformagao de
renormalizagdo b=2 em b’=1 para m > 3 (vide fig. 5.4.1.2b)), ou

seja, a bacia atratora ferromagnética ¢é descontinua.

Acreditamos que nossos resultados para cantiferromagneto de
Ising sdc exatos para m = 2. Para m =z 3 cremos Jque, para um

dado m, as células convenientes que fornecem resultados exatos

n (n-1)

para este modelo devem ter tamanhos b = 2 e Db’ =2

(n =2 3) onde n é tal que as bacias atratoras sejam continuas.

' v
ol V
a7 -«
8 -
0.9 4
&4 -
0.2
-
sl oL A R
° N v
~0.1 4 [ T
s AR 12
—o.4 )
~o.8 f
—0.5 -
-0.7
-0.8 -
=021 -1 ™ T T T T T T T T T T
T A oE s 52 o ea oa oA "ok >y om 08 04 —03 © 01 04 04 O8 3
Fa.ses * Fases
Tavamagnetica Fermrmsndtica Fcrfc"‘ijﬂih?mmﬂfiil Fermmagnitica
— N e e— i e
F - F P F
" » -y —>» : " - >
f i o & ! 4 & 5 o L¢
(a) (b)
Fiqura 5.4.2.2 - Grafico da. transmissividade renormalizada

t’=t’(t) e o diagrama de fases correspondente para o modelo de
Ising no fractal Sierpinski-Gasket G(2,d=2,m) usando-se a
transformacdo de renormalizagdo b=4 em b’=2. (a) caso m=2. (b)
caso m=3. Para m > 3 obtem-se graficos que ndc diferem
qualitativamente do caso (b).
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5.5 - Modelo de Potts no fractal Sierpinski-Gasket com gerador

G(4,4=2,m)

Conforme vimos nas segdes anteriores a transformagdo
de grupo de renormalizacgdo b=2 em b’=1 (segdo 5.4.1l) e b=4 emn
b’=2 (segdo 5.4.2) (para m#2) ndo sdo adequadas para descrever
a parte antiferromagnética do modelo de Ising no fractal
Sierpinski-Gasket com gerador G(2,d=2,m) pois geram bacias

atratoras descontinuas. O mesmo ocorre para o modelo de Potts

para a transformagdo de rencrmalizagdo b=2 em b’=1 na descrigao
do antiferromagneto de Potts com g=4 estados neste mesmo
fractal (vide secgdo 4.8). 0 cluster subsequente da familia
Sierpinski Gasket no qual o modelo de Potts poderia ser
estudado & o cluster b=3 (vide fig. 5.2.2a). No entanto,
verificamos que a transformagdo b=3 em b’=1 ndo ¢ adequada para
descrever o© modelo de Ising (g=2) antiferromagnético ,pois
conduz a bacias atratoras descontinuas para m > 80 no
Sierpinski-Gasket com gerador G(3,d=2,m). Estudamos entédoc o
modeloc de Potts com g estados no fractal Sierpinski-Gasket com
gerador G(4,d=2,m) para a transformagdo de renormalizacgdo b=4

em b’=1 ilustrado, para m=2, na fig. 5.5.1.
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Figura 5.5.1 - Transformagdo de grupo de renormalizagdo b=4 em

b’=1 para o fractal Sierpinski-Gasket com gerador G(4,d=2,m=2)

o sdo os sitios internos e K2 =) K3 as constantes de

acoplamento a dois e trés spins, respectivamente.

Devido ao tamanho da célula b=4, operacionalmente
torna-se impraticavel efetuar a decimagdo (eq.(5.3.3)) sobre os
sitios internos o (no total de 12 para m=1) para um numero
de estados g arbitrario do modelo, tendo em vista o grande
numero de configuragdes Ufz) a serem analisadas (em
particular, para =4 temos ~ 107 configuragdes distintas). No
entanto, € possivel compondo-se o8 pesos de Boltzmann dos
Qeradores G(2,d=2,m=1) e G(b=1,d=2,m=1) calcular os pesos de
Boltzmann do gerador G(4,d=2,m=1) (vide Apéndice B), o que
reduz a q6 o numero de configuragdes a serem analisadas.

Estudamos apenas o caso g=2,3 e 4 visto que, para J=5, mesmo

com a redugdao das configuragdées proporcionada pela composigao
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dos grafos b=2 e b=1, o cdlculc dos pesos de Boltzmann ja se

torna impraticavel.

5.5.1 - Modelo de Ising (g=2)

Para este caso os pesos de Boltzmann sao dados por

W' =W (1,1,1) = (168) x10™ 1+ fF(q=2,X)]m(5.5.l.la)
W =W (1,1,2) = (175)" G £ (a=2,%)1"(5.5.1.1b)
WF'E W (1,1,1) = x'3 (5.5.1.1¢)
W' wm'(l,l,z) =% (5.5.1.1d)
onde
fF(q=2,X)=(1/168)[847x2+1200x4+975x6+595x8+213x10+75x12+13x14+9
x16420] (5.5.1.2a)
e
£ (g=2,X)=(1/175)[812X°+1243X +991x°+545%%+223x  C+s1x 2+ 21x 4
axt8x8y

(5.5.1.2b)

Temos entdoc das equagdes acima que a transformagao de

grupo de renormalizacgdo (edq.(5.3.16)) & escrita como

(168)" x*™ [14£_(x)1" -
F = (5.5.1.3)

r

(175)" x*" [1ef (001" X
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Vale notar da equag¢do acima que

o ! !
BeF = - 10K£n Jd. = (168) BCF’ = - 3K2 9. = 1 (5.5.1.4a)
= - = m ' = -— ! =
BeI = 10K£n g, (175) BeI' K2 g, 1 (5.5.1.4b)
o que mostra, para o caso antiferromagnético (K2<0), que O

estado fundamental do modelo é do tipo I no grafo

nao-renormalizado (b=4,m folhas) (pois, apesar de
€.=€ , gf&&), assim como no grafo renormalizado (b'=1) (pois,
e’ <e’). Este ¢é uma exemplo do caso (cl) (discutido na

segao 4.7) e conforme vimos o ponto K =-o (X=0) nao é

renormalizado em K2'=—m.

Efetivamente, para T=0 e J,<0 (ou seja, X=0) temos da

eq. {5.5.1.3) que

Lea m B '2 . (m/2)
= X s X’ = | 168 <1 vy (5:5.1.5)
175

ou seja,

K,'<0 e finito (para m finito)

O grdfico da equagdao de renormaliza¢do (eq.(5.5.1.3)) na
varidvel transmissividade térmica t = tanh (KZ/Z) e o diagrama

de fases correspondente esta ilustrado na fig. 5.5.1.1,
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Na fig. 5.5.1.2 ilustramos a evolugao do diagrama de
fases com o numero de folhas (m). Notamos que na regido
antiferro (-1=t<0), para m = m=115.57 o ponto fixoc instavel
(t:AF) e o atrator (t:F) se colapsam no ponto fixo marginal
(tiF); a medida que m (e, portanto, Df(m)) aumenta observamos

*
que tm-" se aproxXima de -1 (J,<0,T=0) em concorddncia com o

resultado obtido por Berker e Kadanoff [17]. As regides de

ordenamento ferro (t:';F < t=1) e antiferromagnética
*

(-1 =t < tCAF), aumentam com © numerc de folhas (e, portanto,

comnm Df(m)) mostrando, tal como ocorre no ferromagneto de Ising
no fractal anterior G(2,d=2,m), que um aumento de conectividade

favorece o ordenamento (ferro e antiferromagnético) dos spins.

Das egs. (5.5.1.4) vemos que o estado fundamental
antiferromagnético a T=0 & <caracterizado pela energia
e = ~-10Km (K <0).

2 2
A probabilidade pm(a,e,q) dos "spins" localizados nas

raizes A,B e C do grafo com m folhas (vide fig. 5.5.1) estarem

nos estados a,8 e y (a,8 e ¥=1,2,..,dq) & dada por

p (a,8,7) =W (a,8,7) / 2 (5.5.1.6)
onde Z & a fungdo de particao do modelo. Como discutido na
segao 5.3 e assumindoe que D = Z/Z7, esta quantidade &

invariante sob renormalizagdoc (vide eq.(5.3.10)).
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Figura 5.5.1.2 - Evolugdo do diagrama de fases par ao modelo de

Ising no fractal Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m) (b=4 em b’=1) com

: *F *AF * . -
m folhas. As linhas tC ) tC e tAF representam a variagao das
transmissividades dos pontos fixos instaveis ferro,
antiferromagnético e do atrator antiferromagnético,

respectivamente.

Para T=0, a probabilidade do grafo b=4 com m folhas na
configuragao tipo F pm(l,l,l) (ou seja, quando os spins das
raizes A,B e C estao na configuracao aA:aB:aC=1) ser

renormalizado no grafo b’=1" na mesma configuracgao



131

(O'A'=0'B'=0‘C’=1) ¢ da mesma ordem dgque pm(l,l,z) (ou seja, a
probabilidade do dgrafo (b=4,m folhas) onde (G‘A,O‘B,O‘C)=(1,1,2)
ser renormalizado no grafo b’=1 onde (oA',o'B',O'C')=(1,1,2)}
para valores pequenos de m; ou seja,

p,(1,1,1)/p (1,1,2)| _,~ 1 param~ 1 (5.5.1.7)

J2<O
Ao aumentarmos m (o que implica em aumentarmos o numero de
coordenagao médio da rede, bem como sua dimensao fractal
(eq.(5.2.3)) esta razdo 1ird decrescer até que para m ~ 116 a
configuragao tipo I (o‘A=o‘B=l, 0‘C=2) torna~se muito mais

provavel que a do tipo F (0‘A={J‘B=0‘C=1), a saber:

pm(l,l,l)/pm(l,l,2) re0” 0.009 (m = 116) (5.5.1.8)
J_<o
2
Esta mudanga de comportamento aoc aumentarmos m e,

consequentemente Df(m), se reflete no surgimento de uma fase
antiferromagnética nao usual cujo atrator encontra-se a
temperatura finita (vide fig. 5.5.1.1c). Isto pode ser
entendido da seguinte forma: A T=0 (i.e., para K = -u)
existem g{=(175)m configuragées do estado fundamental com
energia e = -10K2m (onde existe 1 (uma) ligacao frustrada em
cada triangulo que aponta cima) do grafo b=4 para O‘A=O‘B:l, o=2
e gF=(168)m configuragées de mesma energia e_= -10Km para
o =0 =0_=1. Apos realizarmos © trago sobre os spins internos,
o T, e 0 tornam-se primeiros vizinhos onde o‘A=c'B=o'C=l ocorre
com uma multiplicidade g.#*0, perdendo portanto o carater

antiferromagnético a T=0. Como esta multiplicidade € menor do
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gque a de 0, =0 #0_ (gI) entdo o sistema renormalizado ainda é um
antiferromagneto (i.e., K2'< 0) mas nao a T=0. Portanto,
devido ao fato de que e~e € qEMJ, a condicdo de temperatura
nula naoc se propaga entre spins distantes. Consequentemrente
K =-=» nao €& nem um ponto fixo instavel. 0 efeito de
renormalizacdes sucessivas leva ao atrator paramagnético ( P )
quando g nao & muito maior que 9. (ou seja, para m < m)
(vide fig. 5.5.1.1a) e ao atrator antiferromagnético a T # 0
(AF) quando 9, » 9. (neste c¢aso particular corresponde a
considerar, gp/gF > 114) (ou seja, para m > u%)
(vide fig. 5.5.1.1c).

Como visto na segdo 4.7 este comportamento, ou seja,
o surgimento de uma fase antiferro cujo atrator encontra-se a
temperatura finita foi obtido por Berker e Kadanoff [17],
utilizando o procedimento de Migdal-Kadanoff, para o modelo de
Potts antiferromagnético em redes hipercubicas d—dimenéionais
(vide fig. 4.7.3). Em particular, eles sugerem que devido ao
atrator (A‘) (vide fig. 4.7.3 ) (ponto fixo da equacgao de
renormalizacao) encontrar-se a T=0, ocompr imento de
correlacdo (£) seria infinito em A e consequentemente ao longo
de toda a fase antiferromagnética a T # 0 (vide secdo 4,7.3).
Consequentemente a fungdo de correlagdo I (r) teria um
decaimento algébrico dado pela eq.(4.7.5) ao longo desta fase
com o expoente 7 determinado em A

Este comportamento foi obtido por Itzykson e Luck
(18] para o modelo de Potts antiferromagnético (g < 1) na rede

hierarquica diamante. Usando o fato de que a fungao de
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correlagaoc entre os spins das raizes A e B da n-ésima geragdo

da rede diamante (vide fig. 4.3.1)

G (X) = <3(0,,0,)>y (5.5.1.9)

{onde X = eKz com K, definido pela Hamiltoniana 5.3.1 com
K§=O)esté relacioconada com a fungdo de correlagdao entre as
raizes Gb(X) da 0-ésima gerag¢do desta rede (i.e.,uma 1ligagao

entre A e B) através de

G (X) = GO(T“(X)) (5.5.1.10)
onde T(X) é a transformagdoc de grupo de renormalizacgaoc

X’ = T(X) (5.5.1.11)

gerada pela eq. (4.4.3). Eles mostraram gque no 1limite
termodindmico a funcdo de correlacidoc entre os spins o, e o, en

torno do atrator a temperatura finita, comporta-se como
G (X)-G_(X) ~ B(X) LT (n > =) (5.5.1.12)

onde L (a distancia quimica entre os sitios A e B)=2",

7= -1ln A /1In2 e A= (3T/8X) | ¢ = (0 <A< 1l) € o autovalor do
AF

Jacobiano da transformagdo de renormalizacdo ( T(X) ) calculado
no ponto fixo atrator. Como para esta rede hierarquica a

dimensao fractal e l%_= 2, podemos rescrever a edq.(5.5.1.12)

COmo <
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G (X,r)-G_(X,r) ~ B(X) pm(2F0)  (h L @) (5.5.1.12a)

onde r =L = 2" é a distdncia quimica entre as raizes da rede

hieradrquica no n-ésimo estagio de construgao.
Observe que a equagdo acima é similar a eq.(4.7.5),

com a diferenga de que no caso do fractal d foi substituido por

D .
£

Seguindo um procedimento analogo ao de Itzykson e
Luck [18], vamos, a seguir, provar que a fungdoc de correlagio
entre qualquer par de spins Ising situados nas raizes do
fractal Sierpinski-Gasket com gerador G(4,d=2,m>mc), em torno
do atrator antiferromagnético, comporta-se de uma forma
semelhante a eq.(5.5.1.12a).

Como mostrade na segac 4.5 a transformagdo de grupo
de renormalizagcdc dada pela eq.{4.4.3) € completamente

equivalente & preservagido da fungdo de correlacgdo ra'a (G)
1]
entre qualquer par de spins das raizes A,B € C de um grafo com

3(trés) raizes para o modelo de Ising com interagbes a

primeiros vizinhos (vide egs.({(4.5.20)), ou seja,

(1), (D) (o) (0) (1)
r, 26 =12 6, x) (5.5.1.13)
A B A B
x = ef2, x'V = xr
onde FJ(;) (6™,% é a funcdo de correlagio para o n-ésimo
A8

}

estadgio de construgao '™ da rede hierdarquica G com raizes A,B

e €, cujo gerador estd representado na fig. 4.6.1 (b’=1
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0)
corresponde a ¢'° e b= refere-se a G“’) Consequentemente,

r (2) (G(2) ,X)= I (1) (G(l}'x(1)=x(l) (X) )=r. (0) (G(O},X( 2)=X(2tX))
GAGB GAGB GAGB

(5.5.1.14)
e por indugao,

(n)

(n) (0) Q) {n)
r"A"B (6 ,X) = r",\"a (G, X ") (5.5.1.15)

(n) L s . x N
onde X "' representa a n-ésima iteragdo da transformagao de

grupc de renormalizagao (eq.(5.5.1.3))

X =T (X) (5.5.1.16a)

onde Tm(X) =

1

168 X0 (1 + £ (X))
175 x1% (1 + £.(X))

m/2
] (5.5.1.16b)

Da eq. (4.5.3),(4.5.7) e (4.5.9) temos

Jque
V(q-1) L V(a1 1
(o, 1)8(ag, 1)> = <0—15—__ Sg 1 ¥ a ) d o1 ¥ q o=
1
= — ((a-1) I'n, = +1) (5.5.1.17)
9 A'B

)

Temos ainda dque para o grafo 6¢'” p=1,vide fig. 5.5.1
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_BH
Tr S{(c ,1)3(c_,1) e
A B
(0, 0,0} _
S(o, ,1)d(a ,1)),0 = -

A B G Tr e gH

(0,050}
3 + x (5.5.1.18)

2(x3 + 3X)

Logo das eqgs. (5.5.1.17) e (5.5.1.18) e usando o fato

que g=2, resulta

2(x2 + 1)
r__(X) = -1
o0 (x> + 3)

(5.5.1.19)

Linearizando T;(X) (eq. (5.5.1.16)) em torno do ponto

*AF
fixe atrator antiferromagnético (X, = ek )}
temos:
arT
xr W xt . SR (x-X") + 0( x2 ) =
AF a X . AF
X=X
AF
= A A X+ 0 (X (5.5.1.20)
onde A = (aTm/BX)I L <1, AX = (x—x;F).
" X=X
AF
Iterando-se n vezes a eq. acima:
n » _ n _ »
T (X) = X_ =" (XX ) (5.5.1.20a)



137

Por outro lado temos das egs.

(5.5.1.15),(5.5.1.16) e (5.5.1.19) que

2

n
r‘“’(X)—z(—?-"‘(X)Jrl)—l (5.5.1.21)
o0, - 2 T

(T(X) +3)

Como todos os pontos X da regiao AF convergem para

* >
XAF, seque-se da eq. acima que:

2
2 L
() ( T:(X) + 1) ( XAF + 1)
T, o (X -2 —"3 -1=2 5 -1
B ( TO(X) + 3) ( X, +3)

(5.5.1.22)

Substituindo a eq.(5.5.1.20a) em (5.5.1.21) temos

que, no limite n » = :

(X) =

o T
A B
. 2
Xeo * 1) ) 1 1
= 2 1+2XM_AX[ = - ‘2]Am“+
(X. 2 + 3) (1+XAF) (3+XAF)
AF
2 - 1 5.5.1.23
0 (A2") ‘ )
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Das duas equa¢des acima segue-se entiao que

. (n) (o0} _
lim [ r le (X)) - Ty o (X } =
o A B A B

n -3
v 2
(X" + 1 . 1 1 . o
=4 Xu [ .2 - *2 ] (X = XAF) Am =
(X:F3 + 3) (1+XAF) (3+XAF)
= A (m) A" (5.5.1.24)
Temos ainda que
A" A -a(m)
A" = 4 log \m_ , n log  a=_ L (5.5.1.25)
onde
L =4°" (5.5.1.26a)

& a distancia gquimica entre as raizes A e B no

L . - ) C .
n-ésimo estagio de construgao ¢ da rede hierarguica em

gquestdo, e o expoente a(m) & definido por:

(5.5.1.26b)

Logo, a fung¢ao de correlagdo entre oS spins o e o, se comporta

no limite fractal (n » =) como

T, . (X ;[r ™ ox) -1 (X)] = A (X) rAB'a(m) (n + «)
AB (5.5.1.27)

onde .. & distidncia entre as raizes A e B.
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Assumindo que a eq.(5.5.1.12a) seja verdadeira para
redes hierarquicas com dimensdes fractais Df, seque-se da

equagdo acima que:
a{(m) = 2 - Df(m) + n(m) (5.5.1.28)

Como para este fractal {eq.(5.2.3) para b=4)

D. = ln (10m) / 1n 4

deduz~se das duas ultimas equagdes e a edq. (5.5.1.26hb) que ©
*
expoente critico nm(m) para a fase AF (-1 =t < tc”3 ¢ dado

por:

ln (lom/hm)

n(m) = - 2 (5.5.1.29)

In 4

Ilustramos na fig. 5.5.1.3 o grafico de m em fungao do numero

de folhas (m), para m > LU

0 comportamento do expoente critico térmico v. para

ambas as fases ferro a antiferromagnética sera exibido na secao

5.5.4.
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~J

Expoente Critico I?
fase antiferro

2—_T_FT‘T‘1'W-T'|T|T—I‘T_<.1I‘r.mi|IJ|Lyr[|L'>!—ruxwg‘r‘r'T"r*‘rT_!_r-'“_
100 120 140 [§S1Y; [Ke1¥] L

M o

Figura 5.5.1.3 ~ Grafico do expoente critico 7 para a fase
antiferromagnética com atrator a T = 0.
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5.5.2 - Modelo de Potts {(q=3)

Para este caso 0s pesos de Boltzmann
. . ,wgﬁ’) para os grafos com b=4 e b’=1l, usando o
Hamiltoniano com interagdées a 2(dois) e 3(trés) spins

(vide edq.(5.3.1)) sao dados por

(m)

W= W (1,1,1) = (20)" X" [ 1+ £.(a=3,%,¥) I’ (5.5.2.1a)
wI“‘” =W (1,1,2) = ("X [ 1+ £(a=3,%,¥) " (5.5.2.1b)
(m) _ _ _ m
W™ =W (1,2,3) = [1+ £(q=3,%,¥) ] (5.5.2.1c)
(X = eX; , ¥ o= eKs)
P p r )
Wos W (L,1,1) = X0 v (x=ef, v’z X (5.5.2.1d)
W= W;(l,l,Z) = X’ (5.5.2.1e)
) !
W= W (1,2,3) =1 (5.5.2.1f)
onde
£.(q=3,X,Y) = (1/24)[204X + ........ +x°8¢y1% (5.5.2.2a)
E(q=3,%,¥) = (1/4)[28X + ........ +x2 7y (5.5.2.2D)
£ (q=3,X,¥) = [48X° + ....... +3x28v% (5.5.2.2¢)

As eXxpressOes completas dos pesos de Boltzmann

(1) (1) (1 x a s
W ’ estdo no Apéndice C.
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Temos das equagdes acima gque a transformagao de grupo
de renormalizagdo com 2(dois) paradmetros (egs.(4.8.1)) e

escrita como

m 2m - m :3 ’
(24)" X" [1+£.(g=3,X,Y)]" | XX (5.5.2.3a)
[1+£, (q=3,X,Y)] 1
m m — m ’
(4)" xX°  [1+f (g=3,X,¥) ] _ X (5.5.2.3b)
[1+f”(q=3,X;Y) ]m 1

vVale notar da equagdo acima que

r ’ 4

/

= — = m = — — =
BBF = 2K;n gs (24) BcF 3K2 K g, 1 {5.5.2.4a)

— - — m ’_. - ’ ! _
BBI = K;n g, = 4 BcI = K2 g, = 1 (5.5.2.4b)

’ r

BcAF— 0 I 1 BSAFﬂ 0 9, = 1 (5.5.2.4c)
o que mostra, para o Caso J2 <0 e J3 < —3J2 que o estado

fundamental do modelo € do tipo AF em ambos os grafos

(b=4, m folhas) = b’=1, ois, £ < eEe_,
P AF F

e _<eg) e (e’<eg’', €!’'<e’). Este €& um caso analogo
AF I AF F AF I
aoc caso (al) da tabela 4.7.1 (o0 ponto X=0 e Y=o &

renormalizado em X'=0 e Y'=w).

O diagrama de fases para este modelo nas variaveis

K
e 2 -~ 1
t = {5.5.2.5a)
2 K
e 2 + {g-1)
e 3 - 1
t3 = (5.5.2.5b)

eKa + (g-1)
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estd ilustrado para diversos valores de m na fig. 5.5.2.1. Os
pontos (tz,t3)=(0,0), (ta,t3)=(-1/2,1) e (tz,t3)=(1,-1/2) sao
os respectivos atratores das fases paramagnética ( P ),ferro
( F) e antiferromagnética ( AF ). As fronteiras criticas P-F
e P-AF tangenciam, respectivamente, os eixos gsz -1/2 (na fase
ferro ( F)) e t2= 1 (na fase antiferro ( AF )) e terminam em
seus respectivos atratores ( F ) e ( AF ). Um comportamento
anadlogo a este foi obtido por de Oliveira (5] para a fase

superantiferromagnética do modelo de Ising com interagdes a

primeiros e segundos vizinhos na rede quadrada.

Tabela 5.5.2.1 - Valores dos pontos criticos semi-estavels para

as fases ferro ( F ) e antiferromagnetica ( AF ) do modelo de

Potts (g=3) no fractal Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m).

L33

m £ F = (t,,t) W= (£ ,t)

2 (0.0700,0.2947) (0.9346,-0.4724)
3 (0.0940,0.2432) (0.8667,-0.4503)
4 (0.0930,0.2233) (0.8101,-0.4368)
5 (0.0878,0.2123) (0.7604,-0.4268)
6 (0.0819,0.2051) (0.7166,~-0.4187)
7 (0.0764,0.1999) (0.6780,-0.4119)
8 (0.0714,0.1957) (0.6441,-0.4060)
9 (0.0669,0,1924) (0.6143,-0.4007)
10 (0.0629,0.1895) (0.5879,-0.3959)
20 (0.0391,0.1720) (0.4363,-0.3633)
30 (0.0282,0.1619) (0.3713,-0.3436)
40 (0.0219,0.1546) (0.3349,-0.3297)
50 (0.0179,0.1489) (0.3110,-0.3190)
60 (0.0151,0.1441) (0.2940,-0.3105)
70 (0.0130,0.1401) (0.2811,-0.3034)
80 (0.0114,0.1366) (0.2708,-0.2974)
90 (0.0101,0.1335) (0.2625,-0.2921)

100 (0.0090,0.1308) (0.2556,-0.2875)
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Figura 5.5.2.1-Diagrama de fases para o modelo de Potts (g=3)

no Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m). Os pontos =m representam oOs

atratores das fases ferro (F), antiferrc (AF) e paramagnética
(P). Os pontos fixos semi-estaveis que controlam as fronteiras
criticas F-P e AF-P s&o representados por o.

No limite em que o numero de folhas m » 1 os pontos
fixos semi-estaveis (tj(m) e t?F(m)) das fronteiras criticas
ferro ( F ) e antiferromagnética ( AF ) se colapsam em seus
respectivos atratores, e estas fronteiras tendem aos

eixos(t, =1 U t =1) e t, = -1/2, respectivamente
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(vide fig. 5.5.2.1); ou seja, a rede torna-se finitamente
ramificada e existe, portanto, apenas a fase paramagnética
(P) para T = 0. Observe que para m=1, diferentemente do caso
g=2 (onde devido a frustagaoc nédo existe ordem AF nem a
temperatura nula), o modelo de Potts com g=3 estados se ordena
antiferromagneticamente a T = 0 com um estado fundamental nao
degenerado e sem nenhuma ligagao frustada. Por outro 1lado,
quanto maior m, malor & a regido definida pelas fases
ordenadas, (tal como ocorreu em g=2) mostrando que o aumento da
conectividade fortalece as correlagdes, favorecendo portanto,
um maior ordenamento entre os spins.

Ilustramos na fig.5.5.2.2 o diagrama de fase com oOs

fluxos para o caso m=2.
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Figura 5.5.2.2 - Diagrama de fases para o modelo de Potts (g=3)

no Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m) para m=2. Os pontos s e o

representam os respectivos atratores das fases e pontos fixos

semi-estdaveis que controlam as transigdes F-P e AF-P.
indicam o sentido do fluxo sob sucessivas
transformag¢dc de renormalizagdo.

As setas

iteragodes da
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5.5.3 - Modelo de Potts (q=4)

Para este caso os pesos de Boltzmann (‘G»ZF("“),WI (m)

WAFmﬂ para os grafos com b=4 e b’=1 usando o Hamiltoniano com
interagdées a 2(dois) e 3(trés) spins (vide ed. (5.3.1)) sdo

dados por

W = W(1,1,1) = (360)" [ 1 + £ (q=4,X,¥) I" (5.5.3.1a)
{m) _ _ ™ m

WU =W (1,1,2) = (456)" [ 1+ £ (q=4,X,Y) ° (5.5.3.1b)

W™ =W (1,1,2) = (616)" [ 1 + £ (g=4.%X.Y) T" 5.5.3.1
AF = m( - ) - ( ) [ AF((I—— [ L) ) ] ( L] . C)

(X =en2, ¥ = eKa)

i r r
Wos W (1,1,1) = x0 v (x'= 50, yv's oKy (5.5.3.1d)

=
1]

i

!
W o(1,1,2) = x’ (5.5.3.1e)

=
n

r
be= Wo(1,2,3) =1 (5.5.3.1F)

onde

(1/360)[8064X + .... + x°%v10) (5.5.3.2a)

il

£.(a=4,X,¥)

£,(q=4,X,Y) = (1/456){8928X + .... + x°%¢ °] (5.5.3.2p)

£,(3=4,%,Y) = (1/616)(9168% + ...+ 3x2%y 8] (5.5.3.20¢)

As expressdes completas dos pesos de Boltzmann W;ln

(1) 1)
W e W'
AF

] estdo no Apéndice D.
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De forma analoga ao caso (g=3) (seg¢do 5.5.2) temos

que a transformag¢ido de grupo de renormalizagdo (egs.(4.8.1)) é

escrita como

m - m 13y,
(360) [1+ﬁJq 4,X, 1)) _ ﬂx Y (5.5.3.3a)
(616)" [1+f“(q=4,X,Y)]m 1
f
m m
(456)" [1+f (g=4,X,¥)1" _ X (5.5.3.3b)
(616)" [1+fA[(q=4,X,Y)]m 1
Vale notar da equacgac acima que
o ! ! ! f
Be_ = 0 g = (360) Be, = -3K, -K, g. =1 (5.5.3.4a)
—_ — m ’..., — ! —
Be, =0 g, = (456) Be, = -K' g, =1 (5.5.3.4b)
Be, .= 0 g, = (616) Be, = 0 g,. =1 (5.5.3.4c)
Quando Jé <0elc« J3 < -—3J2 temos que o estado
fundamental do modelo a T = 0 é do tipo AF no grafo b=4 com m
folhas (pois, apesar de €. =g =g = 0, 9op > 9 > gF),

assim como no grafo bk’=1l (pois, nestas condigOes temos gque
BAF’ < sF' eeg ' < 81’)' Assim como no modelo de Ising (vide
segcdo 5.5.1), este caso & um exemplo semelhante do casoc (cl)
discutido na segaoc 4.7.

Das expressoées dos f‘(q=4,X,Y) e da eq.{5.5.3.2)
temos, para T=0, JE,J3 <0 e J2 <0, 0« J3 < -3J2 (ou seja,

X=Y=0 e X=0,Y=w) que
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456 "
Xt = [ ] <1 V m finito {5.5.3.5a)
616
2 m
360 (616)
vy = [ - ] 1 YV m (5.5.3.5b)
456
ou seja,
f
K. <0e finito
, (para m finito)

K3 > 0 e finito

O diagrama de fases e os fluxos para este modelo nas
variaveis t et (vide egs.(5.5.2.5)) esta ilustrado, para m=2
na fig. 5.5.3.1. 0 ponto (taJ%)=(-1/3,1) é o atrator da fase
ferromagnética ( F ) gque existe Yy m > 1, e o ponto
(tz,t3)=(0,0) é o atrator da fase paramagnetica ( P ). A
fronteira critica F-P tangencia o eixo t§=-1/3 e termina em
seu respectivo atrator (t2J%)=(-1/3,1). Quando m ~» 1 (limite
para o qual o fractal torna-se finitamente ramificado), a mesma
tende aos eixos t =1 U t=1 e o ponto fixo semi-estavel
(tj(m)) que governa a fase ferro se colapsa com o atrator (=)
restando apenas a fase paramagnética para T +# 0 (de forma
analoga ao caso ferromagnético g=3).

A fase antiferromagnética € do mesmo tipo que no caso
g=2. Devido a efeitos de degenerescéncia do estado fundamental
antiferromagnético, como discutido na sec¢do 5.5.1, o atrator
(quando existe) encontra-se a T = 0, Tlustramos na
fig. 5.5.3.2 o0 diagrama de fases com o0s fluxos deste modelo

para m=20. A fase antiferromagnética com atrator a T = 0O
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{ AF) surge para m > m_ = 17.6; abaixo deste valor existe
apenas as fases ferromagneética ( F ) e paramagnética ( P ) (
como ilustrado na fig. 5.5.3.1). Ilustramos na fig. 5.5.3.3 a
evolugdo com m dos pontos fixos semi-estdavel ( t:AF(m) ) due
controla a fronteira P-AF e do atrator ( t{F(m) ) da fase
antiferro deste modelo. De forma andloga ao caso g=2, para
m=mn = 17.6 os pontos fixos semi-estdvel e o0 atrator se
colapsam no ponto fixo marginal (M*= MJ. No limite m - = (e,
portanto, DFUM + o) o atrator a temperatura finita tende a

T =0 (t;,= (t,,t)=(-1/3,1)) (vide fig. 5.5.3.3).

Tabela 5.5.3.1 - Valores dos pontos criticos semi-estaveis para
a fase ferromagnética do modelo de Potts (g=4) no fractal
Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m).

*F=
m t o= (t,t)

2 (0.0730,0.2526)
3 (0.0995,0.2077)
4 (0.1003,0.1914)
5 (0.0959,0.1830)
6 (0.0905,0.1777)
7 (0.0851,0.1741)
8 (0.0801,0.1713)
9 (0.0755,0.1691)

10 (0.0714,0.1672)
11 (0.0676,0.1656)
12 (0.0642,0.1642)
13 (0.0612,0.1629)
14 (0.0584,0.1617)
15 (0.0558,0.1606)
16 (0.0534,0.1595)
17 (0.0513,0.1586)
18 (0.0493,0.1576)
19 (0.0474,0.1568)

20 (0.0457,0.1559)
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Fiqura 5.5.3.1 - Diagrama de fases para o modelo de Potts (g=4)

no Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m) para m=2. 0Os pontos = e o
representam os respectivos atratores das fases ferro ( F )} e
paramagnética ( P ) e o ponto fixo semi-estavel que controla a
fronteira F-P. Observamos que nao ha fase AF para m=2. As

setas indicam o sentide dos fluxos
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(2)

(b)

- s

-1/3

-3 0 O.LS ts

Figura 5.5.3.2 - Diagrama de fases e fluxos para o modelo de
Potts g=4 no Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m) para m=20. As

S

setas
indicam o sentido dos fluxos em sucessivas Ilteragdées da
transformacao de renormalizagao. (b} amplicao da regido

(-1/3 < t2 < g, -1/3 <« t3 < 1) da figura (a).
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pontos fiaos
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Figqura 5.5.3.3 - Variacdo com m do ponto fixo semi-estavel

* 4
tzAF(m) (linha cheia) e do atrator tAF(m) (linha tracejada) da
fase antiferromagnética do modelo de Potts (g=4) no fractal
Sierpinski-Gasket G(4,d=2,m): (a) na variavel t, {(b) na

variavel t3
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5.5.4 - Expoente Critico Térmico v_ para g=2,3 e 4

0 exponente critico térmico v, é obtido linearizando
as equagdes de renormalizagao (egqs. (5.5.1.3),(5.5.2.3) e
(5.5.3.3) para os casos g=2,3 e 4, respectivamente) em torno
dos pontos fixos semi-estaveis. Conforme vimos na segao 3.2 a
partir do autovalor relevante (AZ > 1) associado a matriz
Jacobiana da transformacdo de renormalizagdo obtemos o expoente

critico V. dado por

v_ = 1n (b/b’) / 1n AT (5.5.4.1)

Ilustramos na fig. 5.5.4.1 os comportamentos de u: e

AF

v. . que controlam as transigdes P-F e P-AF, respectivamente

em funcao da dimensdo fractal Df(m).
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THERMAL CRITICAL EXPONENT
1.4 9 FERROMAGMETIC REGION

(@)

08 A

THERMAL CRITICAL EXPOMNENT
ANTIFERROMAGHETIC REGION

12 - \ 2
I

(b) -

0.4

0.0 . ,
2

Di(m) '

Fiqura 5.5.4.1 - Expoentes criticos térmicos (urF) e (urAF)
para o modelo de Potts ¢g=2,3 e 4 no fractal Sierpinski-Gasket
G(4,d=2,m) para a transformagac de renormalizacgcdo b=4 em b’=1l.

(a) comportamento de VTF (b) comportamento de VTAF.



157

Isto se deve ao fato de que quanto menor o numero de
estados (q) do modele maior é o tamanho da ilha finita
(comprimento de correlagao) formada de spins num mesmo estado.
Isto ocorre porque dquanto menor q maior é a probabilidade que
spins vizinhos estejam no mesmo estado. Como consequéncia, ao
aproximarmes de T a divergéncia da mesma (ou seja,
£ ~ (TvTC)_Vﬂ sera mais rapida quanto menor g o que implica na

eq. (5.5.4.4).

Para m » » obtemos, numericamente, que:

A'f ~ 4 + C(q) n % (a) (m > o) (5.5.4.5)

o que implica da eq. {5.5.4.1), num comportamento assintdético
semelhante ao encontrado nas segdo 5.4.1 {(g=2 e b=2), gqual
seja:

-~ (q)

v, ~ 1 - af{gq) m (m - ) (5.5.5.6)

onde a(q) = C(q) / {4 1In 4). O0s valores de a(gq) e a(q), para gq
fixo, foram obtidos através da regressdo linear do grafico de

In(a(qg)—-4) versus Inm para m variando entre

2.0 x 104 al.ox 10°. Obtivemos entdoc os seguintes wvalores

aproximados:
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a(2) =z 0.52 a{2) = 0.08 (5.5.4.7a)
a(3) = 0.66 «(3) = 0.09 (5.5.4.7b)
a(4) = 0.87 a(d) = 0.11 (5.9.4.7¢C)

Este mesmo limite de Vo (ur+ 1 Vg (m>»»)), foi
também obtido para este modelo em redes hierdrquicas tipo
Migdal-Kadanoff [42] gquando a dimensao fractal tende a

infinito, que ndo corresponde ao resultado exato [68]

vp = 1/2 (d + «) (5.5.4.8)

para redes hipercubicas.

Para a fase a transicao PARA-ANTIFERROMAGNETICA

obtivemos o seguinte comportamento para VTAF
i) No caso g=3 o expoente M;F diverge como:
v, ~ 1 / (Dr(m) - D.(1)) (m - 1) (5.5.4.9)

ii) Nos casos g=2 e 4, onde o valor critico m(q) > 1

(abaixo do qual nao existe transigac de fase), obtivemos,

numericamente que:

Arf ~ 1+ d(q) (m—mc(q))e(q) (5.5.4.10)

(quando m - mc)

onde, através de regressao linear do grafico 1n (A:—l) versus
in (nhﬂ%(q)), obtivemos d(2) = 0.198, d(4) = 0.63. Usando a
aproximagac 1In(l + X) ~ X (para X « 1) e as egs,(5.5.4.1) e

(5.5.4.10) resulta que:
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v~ D@ (n-m_(e)® (D (5.5.4.11)

(quando m - m )

onde D(q) = 1n 4 / d(q) e

1

115.57 D(2)

iR
~I

IR

m_(2) 0.494

.00, 8(2)

IR

17.63, D(4)

iR
o8]

I

mc(4) 0.511

.20 8(4)
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CONCLUSOES

Neste trabalho propomos um critério, dentro do
contexto de GRER, para a escolha de células convenientes no
estudo de antiferromagnetos de Potts com q estados em sistemas
que sejam aproximados por redes hierarquicas com duas raizes (A
e B) (ou definidos diretamente sobre estas redes). No caso g=2
este critério é valido também para 3 raizes (A,B eC). Fazendo
uma analise das energias das configuragdées de mals baixa
energia deste modelo nos grafos ndco-renormalizado (eF e g) e

I
renormalizado (eF’ e £ ') (eF,eF' e eI,eI’ sdc tais que os

I
spins GAJ%(Q o., no caso de redes com 3 raizes) localizados
nas raizes da rede hierarquica estdc nos estados tipo F (todos
os o iguais i=A,B e C) e tipo I (onde um dos o e diferente
dos outros 1=A,B,C)) mostramos, usando uma transformagdao de
Grupo de Renormalizagdo (GR) baseada na preservacao da fungdo

de correlacdc entre dois spins quaisquer das raizes, que uma

condicdo necessaria para gque tal GR apresente resultados

confiaveis (isto é, produza fluxos que nac apresentem "saltos"
que gerem bacias atratoras descontinuas) e que o estado
fundamental deste modelo seja gerado pela mesma configuracdo de
gspin (tipo F ou I) das faizes A,B (e C) em ambas os dJgrafos.
Usando uma transformag¢doc de GR {(que envolve 1 unico parametro)

em termos dos pesos de Boltzmann, nas quais as energias €. e
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€ 4 eF' e eI’ aparecem naturalmente, provamos que esta
transformagdo de GR €& equivalente (Y q no caso de redes com 2
raizes e, para g=2, em redes com 3 raizes) a preservar a fungao
de correlagaoc entre qualquer par de spins localizados nas
raizes da rede hierdarquica. Fazemos uma andalise desta
transformagdo (para o caso antiferromagnético) a temperatura
nula para todos os casos ©possiveis (CF>€1’ e’ e .
< <

Quando €.7€ dizemos que o estado fundamental do grafo & do
tipo F (do tipo I) se a degenerescéncia = (gI) da configuracgao
tipo F (do tipo I) for maior que a do tipo I (do tipo F). Se
neste caso (cF=eI), os estados fundamentais dos grafos
niao-renormalizado e renormalizado sdoc do mesmo tipo (F ou I), é
possivel o surgimento de uma fase antiferromagnética nao usual
cujo atrator encontra-se a temperarura finita. Para esta fase
mostramos, para o modelo de Ising no fractal Sierpinski-Gasket
com gerador G(4,d=2,m), que a fungdao de correlag¢do entre pares
de spins nas raizes decae com uma lei de poténcia da disténcia
quimica entre as raizes consideradas.

Estendemos esta transformag¢do de GR para o modelo de
Potts com 2 parédmetros (interagdes a dois (Kz) e trés (Ka)
spins) em sistemas gque envolvam redes hierdrquicas com 3
raizes. Neste caso aparece a energia adicional ¢

AF
(corresponde ao caso em due o, 0, e 0O sdo diferentes).
Verificamos, através de 3 exemplos (o modelo de Potts g=4 no
Sierpinski-Gasket G(2,d=2,m), o modelo de Potts com g=3 e g=4

no Sierpinski-Gasket com gerador G(4,d=2,m)) gque o critério

acinma sobre a confiabilidade do GR é estendido naturalmente
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quando temos mais de 2 tipos de configuragdes.

Estudamos também o modelo de Potts ferro e
antiferromagnético com q=2,3 e 4 estados com interagdes a 2 e 3
spins (para g=2 estudamos apenas com intera¢des entre 2 spins
primeiros vizinhos) na familia de fractais Sierpinski-Gasket
con m folhas para diversos geradores G(b,d=2,m). Esta
familia de estruturas apresenta ordem de ramificagao (R)
infinita para m > 1, o que permite a existéncia de transigdo de
fase a T = 0. Utilizando a transformagiao de Grupo de
Renormalizagdo c¢om 1 (no caso g=2)e 2 (no caso g=3 e 4)
parametros que preserva as razdes entre as probabilidades dos
spins 0,0, & 0, estarem nos estados tipo F,I e AF, estudamos o
comportamento critico dos sistemas acima para diferentes
renormalizacdes. Nossos resultados sdo exatos para o caso
antiferromagnético deste modelo e acreditamos , baseados na
discussdo acima, que sejam também exatos para o caso
antiferromagnético nos fractais c¢om gerador G(4,d=2,m) e
também, para g=2, com gerador G(2,d=2,m=2) para a transformacdo
de GR b=4 em b’=2. ©Neste ultimo caso, a motivacdo de aumentar
a célula para efeitos de renormalizacdo foi de preservar a
configuragd8c que gera o estado fundamental do modelo.
Verificamos que (diferentemente da renormalizagdo b=2 em b’=1l
onde o estado fundamental é do tipo F e I nas células b=2 e

'=1, respectivamente) a configuragdo ¢ do tipo F na célula b=4
assim como em b’=2. O diagrama de fases obtido para o caso m=2
e confiavel (isto é, o fluxo das sucessivas iterag¢des de GR ndo

apresenta "grandes saltos" e as bacias atratoras ferro e
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devido ao fato da ordem de ramificagdo ser finita ( R = 4 ) ha
ordenamento apenas a T =0 em ambas as fases (F) e
antiferromagnéticas ( AF }. Para m > 1 existe transigao de
fase F-P e Ar-P a Tc¢ 0 e ao aumentarmos m (e,
consequentemente Df(m)) as fases ordenadas aumentam, mostrando
gue um aumento da conectividade favorece o ordenamento dos
spins. Observamos que as fronteiras criticas das fases
ordenadas terminam em seus respectivos atratores. Este
comnportamento é ndo-usual e fol wverificado, em nosso
conhecimento, apenas para o modelo de Ising com interagdes a

primeniros e segundos vizinhos na rede quadrada (vide de

Oliveira [5]).

c) Caso g=4

0 caso antiferromagnético deste modelo € um exemplo
de um sistema degenerado onde as energias das configuragdes de
mais baixa energia (e..€

- eAH sdo todas igquais a zero. Para

m=1 ocorre ordenamento ferromagnético apenas a T = 0 (analogo

ac caso g=3}. Para 1 < m < m. apenas as fases ferro ( F} e
paramangnética ( P ) existem e, guando m > m., surge a fase
antiferromagnética ( AF ) ndac usual com atrater a temperatura
finita, gue tende a temperatura zero guando m » m._.

Calculamos em todos os casos (g=2,3 e 4) o0s expoentes
criticos térmicos v;- e b%”' para as transigdes F-P e AF-P,

respectivamente.
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Como perspectivas deste trabalho podemos cjtar:

1) Mostrar a equivaléncia da transformagaoc da transformagao
de grupc de Renormalizagdo com 2 pardmetros (K2 e K3)
(eq-(4.8.1)) com a preservagao das fungdes de correlaciao entre
dois dois e trés spins das raizes (A,B e C) de uma rede
hierarquica com 3 raizes (por exemplo, fractais tipo
Sierpinski-gasket) e calcular os comportamentos das mesmas na
fase antiferromagnética com atrator a T # 0 para o modelo de

Potts com qg=4 estados no fractal Sierpinski-Gasket

G(4,4=2,m = 18).

2) Estudar a criticalidade do modelo de Ising no fractal
Sierpinski-Gasket com gerador G(4,d=2,m) submetido a um campo
magnético externo. Neste caso para que o espago de parametros
seja fechado por renormalizagdo ¢é necessario incluir também
intera¢des entre 3 spins (K3). vVarios autores (vide referéncia
[43] e referénclas internas) tem utilizado empiricamente um
campo magnético proporcional ao numero de coordenagao z em
redes hierarquicas devido & inomogeneidade destas. Tém sido
verificado que a aplicagdo de um campo constante nestas redes
gera uma série de resultados inconsistentes, mas o]
estabelecimento do correto campo conjugado aoc parametro de

ordem w uma questido ainda ndo resolvida na literatura.

3) Calcular outras grandezas termodinamicas tais como a

energia 1livre, entropia, calor especifico, utilizando um
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procedimento analogo ao proposto por Stinchcombe (45].

4) Recentemente [54] tem sido calculado exatamente (sem

introduzir campo magnético externo) a magnetizagao 1local e
média do modelo de Ising ferromagnético na rede hierdarquica
diamante, constando-se o carater multifractal desta grandeza.
Seria interessante estender o método utilizado em ([54] para
redes hierarquicas com 3 raizes e depois aplica-lo para os
fractais do tipo Sierpinski-Gasket. 1Isto permitiria verificar
(ou nac) a multifractalidade da magnetizag¢ao nestes sistemas,

bem como calcular o expoente critico 8.
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APENDICE A

Prova de que o sub espago gerado pelo parémetro K2 & fechado

sob renormalizag¢do para g=2 em células do tipo triangular

> T
oz Ty %
Usando a identidade,
So,0) = (172501 + @) (a1

onde ¢ =t 1 e o Hamiltoniano de Potts com 1interagao a dois

spins

-BH = K, Z 3(c,,0) (A.2)

<1, 3>

temos que o peso de Boltzmann de 1 folha, wt“ﬂ’ds'dc)’ para o

grafo G com 3 raizes Sierpinski-GAsket (b=2) é dado por:
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= + + 0 +

WI(O‘A,O‘B,O‘C) Tr Exp [ (9/2)K2 (dﬂcr1 oo, 2%
(o ,0_,0.) c o +o0 0+ oo+

177273 1 B B 2 2 1
co +o0c o +oo0.)]

2 c ¢ 3 3 2

(A.3)

onde o, {(t=1,2,3,A,B ou C) sdo os spins em cada sitio da rede.

Usando também a identidade,

chricr
e b= oxaxp 1 + X2 oo ] X1 = cosh(K,) (A.4)
X2 = tanh(Kz)
temos que,
W (g ,0_,0 )= Tr Xl9 e(9/2}K2 (1 + X2 oo, ]1(1 + X2 o o]
1t af B¢ A1 13

{61'02’03}
(1 + X2 cracrA][l + X2 010"8]
(1 + X2 0 0,1[1 + X2 0,0 ]
[1 + X2 o*zcrc][l + X2 crccra]
[1 + X2 0302]

= Tr Xlg e(9/2)K2 {1+ X2 [ oA(01+cra) + ch(crl+ch)

o T
(0, ,0,,0.) 3

g (g +0) + Z oo ]+X22 [ termos
C 2 3 i)

i, J=1
i

2 3

tipoacrzcr + 00 +cocoo + etc, ] + X2 [ termos
A1 B AL ALt

tipo aﬂo‘izo"jzcrl + etc. 1 + +iienn. } (A.5)
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Ccada termos em X2 dentro do colchete { } pode ser

representado por um subgrafo de G com n lados. Por exemplo:

=
fieal

2 3 3 ol
X) T, 0 X3 T T Ty Xs T T 0y 7,

0 expoente de cada o (r = 1,2,3,A,B,C) & igual ao

nimerc de coordenagdac do sitio 1 no subgrafo considerado.
2

Usandce o© fato de que o =1 (Y 1) e de due 2 o= 0, ao
1=%1

efetuarmos o trago temos que:

i) todos os termos em X2 somem polis dependem explicitamente

de o (i=1,2,3);

ii) apenas termos do tipo 0,0, sobrevivem em X2° (o0 2° e o 3°
desaparecem por dependerem de O 1=1,2,3);

iii) termos do tipo 000, ndc contribuem, pois, as possiveis
configuragdes que o0s gerariam contem pelo menos um termo de

grau impar em UJ (3=1,2,3). Por exemplo:
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> 3 ob
IR b b

Assim sendo, devido a topologia do grafo considerado
ser tal gue nao contme nenhum subgrafo cujos vértices incluem
a‘A,O‘B,a‘C e Ppelo menos um a‘1 {i=1,2,3) onde os nimeros de
coordenacgcao de todos os o sejam pares, segue-se entdo gque
apenas interagdes entre dois spins, a0 {1,y = A,B,C), sao
preservadas no traco, © dque mostra a invaridncia do subespaco
de parametros K2 (para g=2) por renormalizacao. 0O mesmo
resultado se obtem para gqualquer célula da familia (b=3,4,...)

e para gualquer numero de folhas.
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APENDICE B

Obtengac dos pesos de Boltzmann Wl(al,aa,a3) para b=4

a partir dos pesos de b=2 e b=1

B G B G %

Podemos escrever o peso de Boltzmann de 1 folha,

Wt(al,aa,ag) , do grafo b=4 como

W am) = ) Y WGe.e,0,0) W0 ,0,,0)
(6,,0,,0,) (0,,0,,0,)

(e 0 ,0,,0) W(o 0,0

(o-llo-jfo-llo-llo-210‘3 = 112t"lq) (B°1)

onde W(O‘A,O‘B,O'C,O'D) e W(GA,ch,ch), 0s pesos de Beltzmann dos

grafos b=2 e b=1 respectivamente, dados por:
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ﬁ(a1,c1,01,al) = Tr { X**[ 8(0,,S )+3(S +S,)+8(0,,S )+
(5,,8,)

8(S,,0,)+8(0,,0 )+8(S ,0,)+

S(0.,0,1+8(0 S )+8(5,,0.)+ ]*

v**[ 8(¢,,5,8,) + 8(0,,0,,8)+8(0_,0,,5) 1} (B.2)

W(o,,0,,0.) = X**[ §(0,,0.)+8(0,,0)+3(0 ,0,) }* (B.3)

Y**[ & (0,,0.,0.) ]

J B J 8

e 2 e Y = e 3

i

onde X e {S,8) = 1,2,..,9. Logo ,
conecende estes pesos \ 00,00, = 1,2,..,9 {facilmente
obtidos em vista do numero reduzido de configuragées, q2 , Sobre
as gquais efetuarmos o trago) podemos obter W1 (oc1 ,ocz,a3)
efetuando um trago sobre q6 configuragodes
(0‘1,0“j,0’1,0'1,0‘2,0'3 =1,2,...q).

Dada a simetral do grafo b=2, temos que os varios

pesos de Boltzmann, ﬁ(oA,oB,o‘c,an) , com diferentes

configuragdoes apresentam o mesmo valor, por exemplo:

ﬁ(l,l,ai,l) =ﬁ(1,ai,1,al) A= 2,3,,...9

ﬁ(l,l,kl,lj) =ﬁ{1,al,aj,1) A A= 2,3,...9
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Em particular, temos:

N° de pesos com o valor

P11 = W(1,1,1,1) 1 (B.4.1)
P12 = W(1,i,i,1) i=2,3,...q (q-1) (B.4.2)
P13 = W(1,1,1,i)=W(1,1i,1,1) i=2,3,...9 2(g-1) (B.4.3)
P14 = W(1,i,1,1)=W(1,1,1,1) i=2,3,...q 2(q-1) (B.4.4)
P15 = W(1,i,1,3)=W(1,3,i,i) i,3=2,3,...a  2(q-1) (B.4.5)
i#]j
P16 = W(1,1,i,1)=W(1,i,1,1) i=2,3,...q 2(q-1) (B.4.6)
P17 = W(1,i,3,1) i,3=2,3,...q (g-1) (B.4.7)
P18 = W(1,1,i,j)=W(1,3,i,1) i,j=2,3,...a  2(g-1) (B.4.8)
i#]j
P1S = W(1,1i,1,3) i,3=2,3,...q (g-1) (B.4.9)
P110= W(1,i,j,k) i,3,k = 2,3,...q (q—-1) (a-2) (q-3) (B.4.10)

i#j=k, izk
Total q3 configurag¢des

ou seja, fixando o,, apenas 10 dos q3 pesos de Boltzmann

possiuveils sdo diferentes. Notamos ainda que:

P11 = W(2,2,2,2) = W(3,3,3,3) (B.4.11)
P12 = ﬁ(z,il,il,il) = ﬁ(a,iz,iz,iz) (B.4.12)
P13 = W(2,2,2,i ) = W(3,3,3,1)) (B.4.13)
P110 = W(Z'i1'j1'k1) = ﬁ(3'izrh'kz) (B.4.20)

sSe
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ou seja, para diferentes valores de T, existe um vinculo entre
os pesos W(o¢ ,o ,0 ,0 ) dado pelas egs. (B.4.11) =~ (B.4.20);
segue-se entdo que apenas 10 pesos de Boltzmann do grafo b=2
(egs.(B.4.1) - (B.4.10)) Jjuntamente com os 3 pesos, W(1,1,1),
W(1,1,2) e W(1,2,3), do grafo b=1 siao necessarios para o

calculo dos pesos de Boltzmann de uma folha do grafo b=4.



23

Expressdoes dos pesos de Boltzmann WQIK WI e WAF
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APENDICE C

(1)

a célula b=4 no caso g=3 para 1 folha

(13
W= W (1,1,1) = WP3B4111
(n )
W = W (1,1,2) = WP3B4112
(1)
W = W (1,2,3) = WP3B4123
AF 1
WP IEat 11
;23 1) 24 3 2 1 21 7 20 &
X .5{Y Y s 138X ST + £y AT ¢+ JERY T+ 20431 11 o+ T2
13 £ [ - 12 z 17 5 6 3
=t 138L AT+ S30ET T+ SIINL 4 4 30T Y o+ ciE
15 4 15 3 15 & 14 5 5 4
={ 7 + JO#{ Ay # L48Cx 1Y o+ 24eX xY & 23C3%1 x1 *
[E} K| V1 o4 13 1 12 4 12
571564 sY o+ 3S2%Y *f 4 T1CS2eX s 4 279ex &7 4+ 1]1z5E4X
3 12 2 | 11 3 2
= L1549 L 21 e JEX o+ p[Ggey e} ERVELRPE S B
i) 3 1 3 ¢z 1 3 3
T oE? o+ 2IY3wK «F o+ lau43eX Y ¢ [SIEJX o+ 49(*{ *Y *

4

Q

2 ki k| 3 L E

23333ex oY e 15323%1 Ay 4 6T 41 o+ G3271%T #T 4 SuI(3%L ST +

iliney

72 7 7 &2
# 2TTIEY Y+ SOZGCAX *T + J07I0%I ¢ SUBSY 4T+ 26442

5 2 3 5 4 2

K [}
st rf + 452068 + JEST *T » G263 *¥ ¢+ 313394%Y% + g1 4T *

4

4 3 k] 2 g

21548 WY » 223324 o+ 23IE9Y Y + AII9MT 4 2UwY 01 » (076X o+

llye g

« 2%)

(1)

para
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WPIEUI12;

27 3 5 8 4 8 23 7 T2 3 21 2
Te(t s+ UEX Y+ 26X ST ¢ 320X SY 4 08T ST » 8L Y

2 8 10 & 13 6 is £ 14 &
* 141er T + 050X #Y # U3I*T $1 + 593X ¥X 4+ 13T Y

13 5 i7 s 17 5 17 @ 16 5
66C*X  ¢f ¢+ I *Y ¢+ 33I6%*T #T + ICOA®T &Y + 38¢1 T + 3213

6 & 15 5 15 a 5 2 iy
*T *T » 3% ST » Z3G3¢Y Y & EESC*T *31 & F0(eX *TYT +

3 13 4 13 13 1 2 12
18320 *Y¥ « 219%x *1 # FOEU2*Y *Y ¢+ 115081 Y ¢ YOOI *

3 123 12 2 1t 4 L
Y o+ 36731 oY + 2319(*X AY # JeI *1 +# J050%T Y + 339(5¢

iy 2 1 [ 1) I 10 2 10
I T + 153509 +T + ald9%1 =t 4+ ;79T78+1 st « HEICA*T *Y ¢
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: 3 £ 72 1 1
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6 2 6 ] g 2 5
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APENDICE D

N 1 1 (1)
Expressfes dos pesos de Boltzmann WF(), WI() e W, para

a célula b=4 no caso g=4 para 1 folha

wF‘“= W (1,1,1) = WB4111

wI‘“= W (1,1,2) = WB4112
(1) _

= W (1,2,3) = WB4123

6: AIBHI:

g 10 26 3 PL i3 1 22 6 -2l
I =Y + 2TeX Y + 130X Y + 5481 *Y + 18701 *1 + 2)Eex #
& 0 8 0 5 15 & ty < 19

T o+ 1994K =¥+ (251X T+ 188 ¥ o+ |9QE#f *Y + 1566*YT *

< 1 4 75 17 4 6 =

T ¢ EZ0nleX Y & 430%r 4T + ICEIE*Y =Y + 162%1 *1 o+ 13238s

% 4 6 1 15 4 15 1 (L)
X #YF ¢ 15331¢Y ST + STI2¢I Y + YEG4I*T 1 ¢ ZLTI0T T »

14 3 | £ 11 4 13 3
34330=X oY + 333304 Y 4 |3l4*X T+ HI296243 *} + 163TE4e

13 2 12 3 12 1 22 12
T o#r + 132¢X T + S4E3J«X 4T o+ ZA7399°% *1 o+ GECTINXT Y
3 2 it 19 2
2233 0%x T + 4+52338%X *1 ¢ JASQEA*T =Y ¢ S5ICGe1 *Y o+ 1750:Qe

16 2 0 17 9 1 3 2
I %Y + 313312%1 &Y + 552231 + YHRAYT T o+ 0T 1447 01 o+

9 3 B I 9 4
19315022 ¢ o7 + 3497449+ TITEE=Y oY 4 15(C66C%3 #1 + 1C0°6906%12

7 2 7 7 6 3 [
+ 1425697 *F + 10419%ueX *T + 13010A3e? + 15EE0L 2 ¢t 485646« »
3 H 5 L] 4
T o+ 2229354%X + (466289 #3 ¢ 177103600 « 2USEE®Y 1 ¢ FEUSH6TY

] ] 2
¢ 1AI2eY o7 + JG20T2ZeY ¢ 7X133%X ¢+ ECEY*X ¢ CEO
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