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RESUMO

Exibimos o modelo de Godel (1949) em termos de sistemas gaussianos de coorde-
nadas, cuja uniao cobre completamente esta variedade. Apresentamos um mecanismo
pelo qual particulas carregadas seguem curvas tipo-temporais fechadas presentes nesta
geomet: ia. Generalizamos a construcio de uma classe de observadores (Observadores
Generalizados de Milne) com os quais definimos o maximo dominio causal que permite

o desenvolvimento de uma Teoria de Campos neste Universo.
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Abstract

We exhibit the Godel’s (1949) geometry in terms of a set of gaussian systems of
coordinates, the union of which constitutes a complete cover of the whole manifold. We
present a mechanism x?vhich induces a particle to follow a closed time-like line present in
this geometry. We generalize the construction of special class of observers {Generalized
Milne Observers) which provides a way to definc the largest causal domain allowing a

standard field theory to be developped.
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Convencoes

Neste trabalho usaremos as seguintes convengoes:

Os indices gregos variam de 0 a 3 e os latinos de 1 a 3;
a assinatura da métrica é -2.

Definiremos:

— a derivada covariante;
[# JE— o Ck 17
A;p = A,,ﬂ -+ I‘#UA

onde, (;) denota a derivada covariante e (,) a derivaca simples;

- o simbolo de Christoffel:

r

9% (Guow + Guows — Guwo)

N~

(=3
uv
— o tensor de Ricci:

R,, =T° _T°

4] T lag er
pox,u pu,e + Fuorva - I‘puraa
— o tensor de Levi-Civita:

'3

+1 , para permutacOes pares de 0, 1, 2 e 3;

& P
M =9 , para permutacoes 1mpares de 0, 1, 2 e 3;

0 outros

A equagao de Einstein com constante cosmoldgica é:

1
R, +(A— aﬂ)gw = ~Tyy

onde consideramos %’1‘% = 1.

Finalmente, denotaremos os sistemas gaussianos por .



Capituio 1

Introducao

Em 1949, Gédel [1] propds uma solugio das equagdes de Finstein, com constante
cosmoldgica ndo nula, tendo como fonte um fluido perfeito (sem pressdo) distribuido
no Universo. Entre outras propriedades. este modelo apresenta matéria em rotagao,
permite a existéncia de curvas do tipo-tempo fechadas e seu grupo de isometrias é
transitivo e de dimen: o 5. Como consequéncia desta ultima caracteristica, o espago-
tempo é globalmente homogéneo, '1as nao é espacialmente homogéneo [2].

Poder-se-ia argumentar que a solugio de Godel possui pouco interesse fisico porque
¢ um modelo de Universo estactondrio e com rotagio, enquanto que o Universo real
estd e expandindo e aparentemente ndo é rotacional. No entanto, este € um modelo
geral que, embora estacionério, possui variedade cornpletamente regular (isto é, sem
singularidades) e simplicidade operacional. As andlises acerca do modelo de Godel
[3], [4], [5], [6] ressaltaram algumas de suas importantes propriedades, mas particular

atencio daremos ao cardter coufinante do seu campo gravitacional.



J4 em 1956, Kundt [7] e em 1961, Chandrasekhar ¢ Wright [§] investigaram o movi-
mento de particulas livres nesta geometria. Mais recentemente. Novello et al. (1983)
(9] também analisaram o movimento geodésico em Godel e, entre outros resultados,
estes trés trabalhos expuseram uma interessante caracteristica deste Universo:' o seu
campo gravitacional seleciona e confina uma classe de observadores geodésicos (sejam
eles massivos ou ndo) em uma regiao bem definida do espago-tempo, que chamaremos,
por razées.que ficardc claras mais adiante, de regido causal.

Este carater confinante ndo implica em qualquer contradi¢ao com a caracteristica
de total homogeneidade desta geometria. De fato, do comportamento das geodésicas
no Universo de Godel [9], sabemos, por exemplo, que o mo-virnento dos fotons livres
que passam por um ponto P pode ser, de modo equivalente, iiterpretado como se as
particulas sofressem a acfio de um potencial atrativo V{(r) que as impediria de sair de
um certo dominio da variedade. Este dominio consiste em um <cilindro de raio definido,
r., computado a partir de P. Consequentemente, toda geodésica que passa por este
ponto permanece confinada em um cilindro de raio r. e origem em P. Comno a escolha
de P é absolutamente arbitraria, cualquer ponto desta variedade pode ser tomado como
origem do movimento geodésico.

O modelo de Gbdel, diferente dos outros modelos de Universo existentes na liter-
atura, nunca foi descrito em termos de sistemas de coordenadas gaussianas (ou sincrénicas).
Esta particularidade pode ser entendida como uma consequéncia da existéncia de curvas
do tipo-tempo fechadas nesta geometria. Entretanto, a Teoria das Variedades Rieman-

nianas Diferencidvels nos assegura que ¢ sempre possivel, ao menos localimente, repre-
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sentar eventos em termos de coordenadas gaussianas [10]. Embora existam algumas
tentativas no sentido de descrever o modelo de Godel sob o ponto de vista de obser-
vadores sincronmizados [11], a forma gaussiana da sua métrica ndo foi jamais exibida
explicitamente.

No intuito de resolver este problema, apresentamos neste trabalho a construcao de
sistemas gaussianos locais no Universo de Godel e as consequéncias da descrigao deste
modelo sob o ponto de vista dos observadores gaussianos.

Este traballio serd exposto da seguinte forma:

No capitulo 2, definimos a solugio de Godel, seguindo basicamente os artigos origi-
nais de 1949 e 1950 [1], [12] e a exposicdo didatica de Adler et al. [13] sobre este modelo.
Apresentamos as principais propriedades deste Universo, necessarias & compreensio do
trabalho que segue.

Nos capitulos 3 e 4. expomos explicitamente a forma da métrica de Godel em coor-
denadas gaussianas, o limite de valida ‘e deste sistema de coordenadas e os parametros
cinemdticos referentes a classe de observadores definidos por este sistema.

Como consequéncia da arbitrariedade na escolha dos pardmetros da transformagao
de coordenadas (encontrada por um célculo direto no capitulo 3). definimos viérios
sisternas gaussiznos locais e mostramos que é possivel, através da sua uniéo, cobrir toda
esta variedade.

No capftulo 5. exibimos um mecanismo pelo qual particulas carregadas devem seguir
trajetérias fechadas do tipo-tempo. Mostramos que a combinacio de um campo maguético

externo e o campo gravitacional deste modelo imprimem uma aceleragao a particula car-



regada. e esta percorre curvas fechadas.

Finalmente, no capitulo seguinte, examinamos a questao concernente a propagacao
causal de efeitos descritos pela Teoria de Campos.

A Teoria de Campos construida em qualquer espago-tempo baseia-se na evolugao
temporal do campo tomada a partir de uma superficie de Cauchy global em um tempo
t = t5. Isto é, dados os valores dos campos e de suas derivadas, estes propagam-se
para outra superficie em um tempo ¢ > to. Em outras palavras, a Teoria de Campos
baseia-se no fato de o espago-tempo poder ser folheado em wma familia de superficies 3-
dimensionais tipo-espago. Entretanto, um tal folbeamento, na geometria de Godel. nao
pode ser feito por toda a variedade devido a existéncia de curvas tipo-tempo fechadas
[14].

A construcio de um sistema gaussiano de coordenadas pcrmite automaticamente um
folheamento do espaco-tempo enm uma familia de hipersuperficies 3-dimensionaisiVtipo-
espaco as quais sao interceptadas uma unica vez por um conjunto de geodésicas tipo-
tempo. No entanto. uma vez que o sistema gaussiano esta restrito a um dominio limitado
do espago-tempo, este processo nao se estende por toda a variedade. A impossibilidade
de um tal folheamento completo faz com que consideremos a construgao da Teoria de
Campos apenas na regido causal.

Finalmente, apds este capitulo, apresentamos as conclusoes desta tese e nos Apéndices
A (Sistemas Gaussianos de Coordenadas), B (Geodésicas no Universo de Godel) e C

{Céleulos Referentes & Tese) damos suporte tedrico para a compreensao deste trabalho.



Capitulo 2

O Modelo de Godel

2.1 Introducgio

Como disseino: anteriormente, o modelo de Gédel, pela sua simphicidade operacional,
¢ um dos modelos mais estudados no contexto da Teoria da Relatividade Geral (TRG)
de Einstein (1915) quando a vorticidade da matéria é incluida nas caracteristicas do
fluido considerado como fonte da gravitagao.

Tal modelo, soluciio das equagoes de Einsteln com constante cosmoldgica nao-nula,
é espaco- temporalmente homogéneo e é gerado por um fluido perfeito, cujas particulas
compouentes giram com velocidade angular ndo-nula, em relagéo ao compasso de inercia
local [1]. A estrutura deste modelo permite a existéncia de curvas do tipo-tempo
fechadas e, consequentemente, o principio fundamental no qual a matéria se move
globalmente em dire¢io ao seu future (Principio de Causalidade) pode ser violado,
como veremos mais adiante. Entretanto, estas curvas do tipo-tempo fechadas nao sao
geodésicas 7], [§. [9]. Isto é, uma particula teste submetida apenas ao campo gravita-

cional da solucio de Godel nunca percorre as curvas fechadas deste modelo. (Veremos

mais adiante como induzir uma particula carregada a seguir tal trajetoria).
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Neste capitulo. discutiremos a solugho de Godel para as equagoes de Einstein da TRG
e explicitaremos suas propriedades e simetrias. Estas utimas sfio expressas através dos

5 vetores de Killing que este modelo admite [13).
2.2 A Solugao de Godel

Em 1949, Gadel demonstrou que a seguinte métrica era compativel com uma dis-
]

tribuicao incoerenie de matéria [1]:

62:1"1

ds’ = o’ [d2} — dr? + “-da? + 2 drodr, — dr?] (2.1)

2

onde (2g,%;,72.7:) sao coordenadas cartesianas admensionais e ¢ é uma constante de
dimenséo [L].
De (2.1), podemos ver faci!mente que os componentes co- e contravariantes do tensor

métrico g, berm: como o seu determinante, valem, respectiva-nente:

r !
a? 0 a%em 0
0 —a’ G 0
Guv =
a%ert (@ €4 0
2
0 0 0 —a?
=1 0 =20
0 =9 0
(?'W =
25;;1 0 —260';23‘1 )
0 0 ] i;l ]




ate

\/:-‘:_\/i

Através do Principio Variacional é [ ds = 0 — que extremiza a distancia ds — encon-

tramos as seguintes equagdes de Euler-Lagrange:

;

EQ + GIII‘.II:Q + 21‘111"2 = 0
.’I‘T'l + %62“ 1:22 + em].’l‘.g.’fg =0
Ty — 2e" 1oy =0

T3 =0

%

Estas equagbes comparadas com a equacao da geodésica, isto €
i:y + Fisi‘o.%'u = O

nos fornecem os simbolos de Christoffel, cujos tinicos componentes néo-nulos sao:

T9 =1

I = %l“
Tor = %
I = f?;n
th)l = —e

Por definicdao, o tensor de Ricel é dado por:

4

Ry, =T3,,~T%  + T, — T30y

YWY g ¥
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e, nesta geometris. suas Unicas compoucntes nao-nulas sio:

Ry = -1

] Rup = —c” (2.2)
Ry =~

\

O escalar de curvatura R é dado por:

1
R=g"Ruy=-—— (2.3)

Deste modo, caleulamos todas as quantidades geométricas relevantes ao trabalho
que segue, com respeito a métrica (2.1).

Vamos agora voltar nossa atengéo para a fonte desta geometria.

No modelo de Godel, a matéria que gera a curvatura ¢ win fluido perfeito, incoerernite-
mente distsibuids no espago, com densidade de energia p e pressio nula. Assim, para
observadores comoventes com o fluido, o tensor de energia-momentum T#” se apresenta

sob a Jorma:
T = pby g

As dmcas componentes covariantes nadc-nulas deste tensor sao:

{ Tog = pa’

8 T = pa‘e™

2ry

Thy = pa‘e




Comparando com os valores do tensor de Ricei dados nas expressoes (2.2), temos:

1

_;‘;QTW

R, =

A equagdo de Emstein com termo cosmologico se escreve:

1 8kw
R + (A - ER,)QW = QWE‘Z—TIU-V (2.4)

Substituindo os valores encontrados em (2.3) e (2.2) para R e R, respectivamente,
termos:
8k

1 1
- ‘;{I‘gTw + A+ 55 = 5 T (2.5)

(:12
Logo. a métrica de Godel serd solucao das equagdes de Emstein (com termo cos-

moldgico) se e so se as condigbes abaixo forem satisfeitas:

1

= = 8kxp
A= —4k=p
onde fizemos ¢ = 1 na equagéo (2.5).
Observando as condigdes acima, verificamos que se ¢ — oc, ambos p e A tendem a
zero, o que implica que o espacgo-temp é Minkowskiano. Assim, a constante « pode ser
considerada como um parametro associado a curvatura. Tal pardmetro, como veremos

adiante, é proporcional ao inverso da rotacio do fluido gerador da geometria de Godel.



2.3 Propriedades da Solucao de Godel

O modelo cosmoldgico de Godel gera discussdes acerca da estrutura topolédgica do
espago-tempo devido as interessantes propriedades fisicas que esta solugao admite. Tails
propriedades sao enuineradas a seguir:

a. As linhas de Universo que caracterizam as particulas materiais em
repouso ho sistema de coordenadas comédvel (2o, z;) nao podem ser ortogonais
a uma familia de hipersuperficies 3-diniensionais definidas a mimm parametro,
ao longo de todo o espaéo-tempo.

Notemos que, se tal fato ocorresse, a solucdo de Godel admitiria, intrinsecamente,
uma transformagao de coordenadas do sistema comoével para um sistema gaussiano
global (1. é, as condigdes ggo = 1 e gy = 0 seriam satisfeitas globalmente), o que nao
ocorre ne-te niodelo.

Concluimos dal que tal propriedade umpossibilita a existéncia de um sistema de
coordenadas admitindo uma coordenada temporal global e no qual a matéria geradora
da geometria esteja em repouso.

Para demonstrarmos a propriedade (a), definimos um vetor V* e verificamos se ele
¢ ortogona!l a uma familia de hipersuperficies 3-dimensionais em toda a variedade. A
condigdo necesséaria e suficiente para que tal fato ocorra é que o tensor 4,,. completa-
mente antissimétrico. construido a partir do vetor V¥, se anule identicamente {13].

No caso de Godel, estamos particularnente interessados no vetor V* que representa

a matéria em repouso.
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Seguindo argumentos de Godel (1], [12], vamos ¢ finir a guantidade 4,,, como:

Apy = Vi)

onde ¥* = (1/a.0.0,0) e, consequentemente, V, = (a,0,ae” ,0).

As componentes do tensor A, sdo dadas por:

'3

u]gazel"’ para permutacoes pares de 0,1,2

AL =14 %aze“ para permutacoes impares e 0, 1,2
0 em todos os outros casos

Vemos, portanto, que A,,, nao é identicamente nulo; demonstrando assim que a
geometria de Godel ndo admite um sistema de coordenadas gaussiano global. Nés iremos
ver mais adiante que um exame detalhado das geodésicas deste modelo corrobora esta
afirmacao.

b. A matéria fonte da geometria de Godel possui rotagao nao-nula em
relacao aos observadores comdveis.

Tal rotacio ¢ facilmente obtida através do tensor 4., construido anteriormente {1],
[13].

Definimos a vorticidade w® pela relagao:

com €917 = +1.

Por um célculo direto, encontramos:

w® = (0,0,0,+/2/d*)

11



Chamando 22 a4 norma de w®, temos:
4
2 - 2
Qf = —ww, = 2/a

Vemos, portanto, que o pardmetro a, que mede 0 quanto a geometria se desvia do
espaco de Minkowski, é proporcional ao inverso da rotagao das particulas. Além disso,
a nao-existéncia de um sistema gaussiano global é associada a existéncia da rotacio,
pois como vimos anteriormente, o tensor A,,, nao se anula identicamente.

c. A solugdo de ¢30del possui simetria rotacional.

Analisando a expressao de w”, vemos que ele € um vetor que apresenta caracteristicas
de rotacdo uniforme em torno do eixo axial r3; indicando que a matéria, no modelo de
Gédel, possui uma velocidade angular intrinseca e constante igual a v/2/a* em torno do
eixo r3 em cada ponto.

Fazendo-se uma transformagao de coordenadas [1]:
€™ = cosh 2r + cosyp sinh 2r
roe™ = \/2sin wsinh 2r

¥ xa—=2ty __ =27 ¥
tan(§ + *57 ) =¢e ¥ tan ¥

L]

b+

onde |(zo — 20)1/2V2 < ©/2 e (t,r,¢,z) sdo coordenadas cilindricas. A métrica (2.1)

entao é reescrita na forma:

ds? = 4aidt* — dr 2sinh?rdtds + sinh? 7(sinh?r — 1)de?] (2.7)



Esta métrica exibe expﬁcitan‘uﬁﬁto wina siiuetria rotacional, pois os cocficientes g,
independem da coordenada . Serd nesta forma que a usaremos doravante, uma vez
que algumas das propriedades de Godel ficain mais evidentes quando estudadas neste
sistema cilindrico.

d. Existem curvas do tipo-tempo fechadas na solugao de Godel.

Nos modelos cosimoldgicos mais simples (como por ex., FRW, de Sitter, etc) é sempre
possfvel se encontrar uma fungdo tempo global que podemos entender comé o temipo
césmico, no sentido de ser ele sempre direcionado para o futuro de qualquer curva
tipo-tempo ou tipo-nulo [16]. As superficies definidas por t=constante formam uma
familia de hipersuperficies 3-dimensionais, em relacdo as quais a fungéo tempo global e
ortogonal sempre. No entanto, no modelo de Godel tal fato nao ocorre. Existem, nesta
solugio cosmoldgica, rbitas circulares (f = cfe.,r > r. = cte.,0 < <27,z = cte.] que
representam curvas do tipo-tempo fechadas, sendo assim possivel, para wma particula
se movimentando sobre estas drbitas, retornar ao mesmo ponto do espago-tempo [9],
(8], {71, [17].

Tal fato ¢ facilmente comprovado se fizermos dr = dt = d: = 0 na métrica (2.7).

Temos, entao:

ds’ = 4a* siuh? r(sinh?r — 1)dp*

Analisando @ expresséo acima, vemos que:
. . —~1 .
1. Para os valores rj tais que 0 < r; <r. =smmh " 1 temos ds* < 0 (tipo-espago};

2. para os valores de ry tais que 7 > 1, onde v, € o raio critico, ds? torna-se > (

13



(tipo-tempo);

3. para r = r,. temos ds? = 0 (tipo-nulo).

Chamaremos de “circulo nulo” a "Torbita definida por t = 9.2 = 29,7 = 7, constantes
e que separa o espago-tempo em duas regices, que, simplificadamente {conforme mais
adiante), chamaremos de: causal (0 < 7y < r.) e acausal (r; > r.). A possibilidade
de uma particula, se movimentando sobre uma curva do tipo-tempo fechada, retornar
ao mesmo ponto do espago-tempo (digamos, o ponto de partida de seu movimento). e,
portanto, uma possivel violagao da Causalidade, é passivel de ser entendida se notarmos
que a coordenada ¢ € angular, variando no intervalo [0, 27}

Viérios estudos detalhados acerca do movimento de particulas nesta geometria tem
sido feitos. Em particular, Kundt [7] e Chandrasekhar e Wright [8] {utilizando a in-
tegracao das equagdes de movimento) e Novello, Soares e Tiomno [9] (utilizando o
método do potencial efetivo) mostraram que tais curvas do tipo-tempo fechadas ndo séo
geodésicas, estando estas ltimas confinadas ao que chamaremos de “cilindro critico™:
a regido causal. ' Assim, uma particula se movimentando sobre curvas do tipo-tempo
fechadas deve necessariamente estar acelerada e sua aceleragao é devida a um campo
externo aplicado sobre ela, uma vez que apenas o campo gravitacional ndo é suficiente

para induzir uma particula a percorrer trajetorias aceleradas [18].

10 fato de o espaco-tempo da solugiao de Godel ser homogéneo permite que todos os pontos da
variedade possam ser escolliidos como origem da regiio causal. Consequentemernte, a nossa descricio

acerca das érbitas circulares deste modelo é vélida em todos os pontos da geometria.
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2.4 Parametros Cinematicos

Nesta secio, exibiremos os valores dos parametros cinematicos associados aos ob-
servadores comoventes com a matéria deste modelo. Pela definicdo {19], temos que os
parametros de aceleragiao (A*), expansio (0), deformagcio (shear) (o,,) e rotacdo (w*)

sao dados por, respectivamente:

A% = VAV
o=17
= hlapfy7 ! QY
U.Ul’ - w ‘(014’3) - g ?FW

i

wh = ot VL hERET,, = Q8 = cte.

[

Através de um calculo direto, vemos que, & excegdo da rotagéo, todos os parametros
cinematicos sao nulos para este modelo.
Logo, concluimos que as particulas componentes do fluido fonte da geometria de
1t

Codel sepuem geodésicas (A# = 0) e apresentam rotacao {w* =constante 0) rigida
g g ! g g

(0,, = 0,0 = (). em relagio ao compasso de inércia local.
2.5 Vetores de Killing

A geometria de Gddel admite 5 vetores de Killing que sao, em coordenadas cilindricas

[13]



(

i+ 14
I\l = L5
- 148
I\g—_—za
$ Ka= 2 (2.8)

22 B cospd | 2 O 3oy im
Ky = ~2tanhrsinpg - 8T+ac.othyr51ngoaw

.735 = i tanh rcmpa + —%'Ii 24 %coth 2?‘605995%;

Com os vetores de Killing dados acima, podemos obter importantes informacoes
acerca das simetrias da geometria de Godel.

Tal geometria admite um grupo Gs de isometrias que atua multiplamente-transitivamente
sobre a variedade de modo que o espaco-tempo é completamente homogéneo. Porém,
como n&o ha sub-grupos de G5 que atuem transitivamente sobre hipersuperficies espa-
ciais, a variedade nao é espacialmente homogéneo [15].

Além disso, como L1 é um campo vetorial de Killing do tipo-tempo e ndo ¢ ortogonal
a hipersuperficies tipo-espago, a variedade do modelo de Gddel é estaciondria (g,, #
g,.(t)) mas nio é estética (estacionaria + go; = 0). Através de K, (cujas curvas integrais
sao fechadas) e s podemos concluir que ha simetria rotacional (ou axial) e que a

geometria é cilindricamente simétrica. como haviamos observado na segio [2.3].
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Capitulo 3

Sistemas Gaussianos (ou
Sincronicos) no Universo de Godel

“0O God, I could be bounded in a nutshell
and count myself a King of infinite space.”
Hamlet, II, 2.

3.1 Introducao

Uma rdpida inspecio nos modelos cosmoldgicos existentes na literatura nos mostra
que, a excecdo do modelo de Gédel, todos apresentam uma caracteristica em conmm:
suas métricas estio (ou podem ser) escritas em termos de wm sistema gaussiano (ou
sincrénico) de coordenadas global. Esta peculiaridade do modelo de Gdodel pode ser
interpretada como consequéncia desta geometria admitir a existéncia de curvas do tipo-
tempo fechadas. resultando numa possivel violagdo da Causalidade.

A teoria das Variedades Riemannianas Diferencidvels nos garante que & sempre

possivel, ao menos localmente, representar eventos em termos de coordenadas gaussianas
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{10]. Embora a possibilidade de representar o modelo de Gédel em tais coordenadas ja
tentha tenha sido objeto de andlise [11], a sua forma explicita nunca foi obtida.
O objetivo deste capitulo é o de explicitar um sistema de coordenadas gaussianas

(local), seus limites e sua propriedades no Universo de Gédel.

3.2 Modelo de Godel ém Coordenadas Cilindricas

Embora j4 tenhamos nos referido ac modelo de Gédel em coordenadas cilindricas no
capitulo anterior, iremos fazer aqui um breve resumo de suas principais caracteristicas.
No sistema de coordenadas cilindricas (#,7.¢, z), a métrica de Gddel tem a forma

(obtida de (2.7)) por uma transformacao de escala:

ds? = a’[dt’ — dr? — d=7 4 2h(r)dtdy + g(r)dp?] (3.1)

onde,

{ h(r)=+/2sinh’r

g(r) = sinh® r(sinh®r — 1)

As coordenadas (t.r,¢}i0Q7estédo definidas sobre o espaco tri-dimensional H? (hiper-

boléide) e variam de —o0 < t < 400, 0 < r < 400 e 0 € ¢ < 27, respectivamente.
A coordenada z é definida sobre o segmento real ® e varia de —oc < z < 400, As
sim, podemos dizer que o espago-tenipo da solugio de Godel é definido topologicamente
por H® @ R [27], a menos de identificacio de pontos que alteram a conectividade do
espago-tempo [1].
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A fonte desta geometria ¢ um fluido perfeito com densidade de energia p ¢ scin pressao
(T = pV#V"Y), satisfazendo as equagdes de Einstein com constante cosmoldgica néo-
nula (A £ 0). A quadri-velocidade do fluido é V* = 1/aéf e, como vimos anteriormente,
¢ -te modelo néo apresenta ex;.anséo (© = 0) e nem shear (¢, = 0), mas apresenta uma

rotagéo constante e ndo-nula {w® 3 0) na diregao axial z; isto €

777 wg, Vs = (0,0,0,02)

£
i

SR

As equagoes de Einstein séo satisfeitas se e s6 se:

p =207
(32)
A= -2

onde k = ¢ = 1, nas equagoes de Finstein.

Temos agora um significado geométrico para a constante ¢ da métrica (3.1), que pode
ser considerada como um pardmetro que mede a curvatura relativa do espago-tempo de
Gddel em relacio ao de Minkowski. De fato, podemos entender tal significado, néo
apenas pela andlise das condigdes (3.2), mas também através do limite ¢ — oc (ou
! — 0) na métrica (3.1).

Fazendo-se uma reescala nas coordenadas (i, 7.z, z), tal que:

= at
!

= ar
4

A -
L
2= az




a métrica (3.1) toma a forma (lembrando que o* = 2/Q7):

9
ds” = [dt'+ é sinh? Q/v/2r'dip')?
— 4 sinh? Q\/ir'dgo'? — dr'? — d:"*

02

Tomando-se o limite 2 — {, temos:
ds'? = dt"? — dr? — dz"? - vd "

que ¢ exatamente a métrica de Minkowski em coordenadas cilindricas.
A solucéio (3.1) apresenta interessantes propriedades (cf. cap. II} e a mais importante

delas é a de que, se escolhermos um ponto P arbitrario neste espago-tempo, as geodésicas

(cf. [9]):

[ — 1 Ei_;;h:r V2B,
t AD{ cosh*r ] + cash*r
22 __ A2 __ 132 __ G) sinhr Bq 2
= ‘40 DD [\/:‘40 coshr sinhrcoshr]

ﬁ (3.3)
o A24s By '
¥ 7T coshic sinli? r cosh? »
2" = Crg

\

"y M - .
com E’;T = (t,7,¢, %)

que passam por este ponto estardo confinadas ent um cilindro (“cilindro critico™ | de
raio r. e origem em P [9]. As curvas { = r = z =constantes com r > r, sdo curvas do
tipo-tempo fechadas e, através delas, ¢ possivel retornar ao mesmo ponto do espago-
ternpo [9]. Uma vez que este modelo é espago-temporalmente homogéneo, o raclocinio

acima é valido para todos os pontos desta variedade.
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Estc importante caréter confinante do campo gravitacional do modelo de Godel ¢ o
responsave] pela ndo-possibilidade de representarmos esta geometria em termos de um
Unico sistema gaussiano de coordenadas; isto ¢, ndo podemos estender um tnico sistema

gaussiano (local) para fora de wmna certa regiao.

3.3 Construcao de um Sistema Gaussiano de Coor-
denadas (Local)

Uma niétrica qualquer que tenha a forma:

di? = dit? — gy ditdF* (3.4)

¢ dita estar representada em termos de coordenadas gaussianas (ou sincrénicas}, que
denotaremos neste trabalho por ##. Assim, para que um sistema de coordenadas seja

dito gaussiano, o tensor métrico (nestas coordenadas) deve satisfazer as condigoes:

Goo — 1
(3.

[l
—

goi =0
Conforme Landau e Lifschitz [20], a condigho {3.5a) nada mais é do que a equagio
I q q S
de Hamilton-Jacobi para uma particula livre e de massa unitéria. De fato, a equagao

de Hamilton-Jacobi pode ser escrita cono:

WQS_ a5 _ 1
dx# dav

(3.0}

onde S é a funcio de Hamilton Jacobi e os momenta associados a particula livre sao
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dados por (em termos da fungao S):

as
Fu= gur

A solugiio da equagéo (3.6) nos fornece a fungio S em termos das coordenadas 1" e

de 3 parametros arbitrarios A;:

S =85 A) (3.7)

No entanto. a equacio {3.6) é equivalente & primeira das equagdes (3.5) se identifi-
carmos a funcio S como a nova coordenada temporal ¥ e g**; no nosso caso particular,

com o tensor métrico em coordenadas cilindricas. De fato, (3.6} reescreve-se:

., 0f of
9 8rv Bzv

=§0=1 {3.8)

e a segunda das condigoes de Gauss (go; = 0) torna-se:

=g on? 0 (39)

Derivando a equacio (3.8) em relagéo aos pardmetros A;, temos:

5 o o
el .
" ox G gar) 7Y

L 0 of ol

9 5 B3 =

Comparando esta ltima equagéo com a eq. (3.9) vemos que



ff_ﬁ
AN

(3.10)

E, entdo, obterios, por um céleulo direto e simples, as novas coordenadas espaciais.

Deste modo, o problema de se encontrar um sistema gaussiano para o modelo de Godel

reduz-se a encontrar solugdes para as equacoes (3.8) e (3.10).

De (3.1), podemos facilmente obter as componentes contravariantes do tensor métrico

em coordenadas cilindricas, que sao:

=

L
<
=

R

onde definimos A = sinhr coshr.

O determinante da métrica de Gédel em coordenadas cilindricas é:

V¢ = a*sinhr coshr

Dai, temos que a equacio (3.8) para essa métrica se escreve:

sinh?r —1 @ 2/2 85 as

i 2 _ it
[ cosh?r I ot ) cosh?r 8t Oy

+(§_‘§‘_ 2+ 1 8_‘5:)2
ar sinh’r cosh? r " 8y
as
(g +a" =0

Resolveremos a equacao acima usando o “ansatz’:

(3.11)



Sz, M) = Mt + Ay + Mgz + F(v) (3.12)

=

onde 2% = (t,7.,.z) e \; sho parametros arbitririos e constantes introduzidos na trans-

formagao de coordenadas.

Substituindo (3.12) em (3.11) e integrando o resultado desta substituicio, temos:

VP . (-2P2+Q)

F(T) = TBTCSIHW

bY; . (Qx—2)3)
— — arcsin =
2 7/Q? — 4PA3
VIQ+ P+ A 2P)x — A2
+ @ Qlarcsin(Q+ Jo — Q424 (3.13)
2 (z +1)y/Q? — 4P A2

onde
C 12
r =sinh“r

P=X4+ A4+

Q = 2V2A A + A - M - o?

\

Assim, substituindo o resultado (3.13) em (3.12) e calculando-se as derivadas (3.10),
encontramos finalmente as coordenadas gaussianas £ em termos das coordenadas cilindricas
¥ e em termos dos parameiros arbitrarios A; (cuja escolha determina diferentes sis-
ternas gaussianos locais). Explicitando a transformacéo de coordenadas obtida através

da funcao de Hamilton-Jacobi, temos (os cédlculos estdo detalhados no Apéndice Ci:

t= Mt 4+ Ao + Mgz -+ Flz)
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- .«\1 —2Pz -+ Q

£ = t+ —0= arcsin ————=
2VP JQ? — 4P A2
-|———arcsi1’1(Q-{FE‘P)T_Q-{n‘?)\g
V2 (z+1)y/ Q2 — 4PN
h 1 {(Q+2P)r—Q+2)
N = Lp-{—;arcsm T
< (z + 1)/Q? — 4P)}
Qz — 2X3

—— arcsin

2 2,/ Q? — 4P)N}

— arcsin —
2P JO? — 4P)2

Dests forma. encontramos uma transformacio de coordenadas geral (isto €, em ter-

=zt (3.14)

mos de 3 pardmetros arbitrarios ;) que levam a métrica de Godel do sistema cilindrico
(t,r,,z) para um sistema de coordenadas gaussianas local - conforme veremos mais

adiante —, que denotaremos doravante de (6,9, 7).
3.4 Sistema de Coordenadas Gaussianas I (SG I)

Sabemos que, ao encontrarmos um sistema de coordenadas gaussianas, estamos
defimindo matematicamente uma familia de hipersuperficies tri-dimensionais tipo-espago
() as quais sdo interceptadas uma tinica vez (i.€: em apenas um ponto de ¥) por um
conjunto de geosésicas tipo-tempo [10]. Assim. uma vez encontrado o sistema (3.14),
devemos identificar as geodésicas ortogonais as hipersuperficies (t = cte.) dentre as

geodésicas (3.3} do modelo de Godel.



Escolhendo-se um ponto P (arbitririo) como a origem do sistema gaussiano (3.14).
de modo que P seja caracterizado por r == 0, temos consequentemente que a constante
By das equacies (3.3) deve ser nula. (Ver Apéndice B)

Sem perda de generalidade, mas apenas por simplificagédo, também podemos escolher

os seguintes valores para os pardmetros arbitrarios A;:

A

1]
™=
2

(3.15)
)\2:)\3:0

Consequentemente, as geodésicas ortogonais a T no sistema de coordenadas gaus-

sianas sao definidas por [¥ = &f. No sistema de coordenadas cilindricas suas compo-

. - By, - .
nentes, que aqui chamaremos de W#(= 222"} sio respectivamente dadas por:
7 q q 31.1/ bl

wWe — _ plsinh? r—1 )

a cosh?r

o J(;z?-l)—(y2+l)sinh2'r
n acoshr
(3.16)
W ‘){_}'2 — u/2

i)
a? cosh” 7

W3 =0

\

() sistema gaussiano cujas geodésicas ortogonais a hipersuperficie 1 = cfe.
g Jjas g

in
an
@]
o
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geodésicas (3.3) com as constantes Ag = pfa, By = Cy =0. Do = 1/a &



= pat + S/p? + larcsin ¥ + L= v,— arcsin A

fl:t—%—"——-

- -1-- -
2\/#2—“ arcsin U + 7 arcsin A
$ (3.17)
fi=(p— )+ LarcsinA

no qual,

2 .
v =1 —2%5—1%5111}12?“

A = g +1 _sinh?r_ 1
—1 sinh? r41 sinh? r+1

A métrica de Godel em termos destas coordenadas torna-se:

ds? = di* — &*(p® — 1)dE® + a®g(, E)dif* + 2a*h(H, €)dEdiy — a*dZ* (3.18)

onde as fungdes (7, E) e h(i,¢) sio exatamente as mesmas da métrica (3.1) mas agora
reescritas em termos das novas coordenadas I#:

g(1,6) = 31(—:‘5:%(1 sin M)[p® + 3 + (p* — 1) sin M]

hf,€) = %%{1 sin M)
com M =2/a/p? + 1(f — paf).

O determinante da métrica é:

Vi = a’ sinhr\/(;ﬁ — 1) —(p2 + 1) sink?r

As coordenadas €. 1} e £ estao definidas sobre uma hipersuperficie tri-dimensional ¥

e variam de —ac < é < 4oo, 7/2 <17 <27 e —o0 < 2 < 400, respectivamente. A

coordenada temporal f estd definida sobre o eixo real £ e varia de —oc <1 < +oc.
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3.5 Limite de Validade de SG 1

Durante todo este trabalho, temos dito varias vezes que o modelo de Godel ad-
mite apenas sistemas gaussianos locais. Isto pode ser comprovado pela integragao das
geodésicas (3.3) ou através da andlise do limite de validade de SG 1.

De fato, uma répida inspe¢ao nas transformacoes (3.17) nos mostra que SG 1 & valido

somente nos intervalos:

2
—1
0<e<ae = (3.19)
we+1
com,
sinh® r em coordenadas cilindricas

2_ . :
gﬁﬁ(l —sin M) em coordenadas gaussianas

Em termos da coordenada radial r, o limite (3.18) se escreve:

2
. . -1

0 < sinh®*r <sinh*R, = £
41

(3.20)
e podemos tirar dai, ao menos, duas importantes conclusbes: a primeira, de caréter
geométrico, trata da dependéncia direta entre a vorticidade do fluido material gerador
da gravitacio no Universo de Gddel e a restricio no dominio do sistenia gaussiano de
coordenadas. A segunda concluséo trata do carater material dos observadores geodésicos
associados ao sistema gaussiano em questzo.

1. Fazendo-se a mesma transforimacao de escala feita na se¢éio [3.2]. veremos que o

limite (3.20) tornar-se-a:



=1

0 < sinh®r'/a < sinh’ R Ja = e

Consequentemente, 110 limite teremos:

=1

R: =g Siﬂhﬁl ,UT:;_]T

(3.21)

Assim, 1o caso em que @ — 0 (ou a — o), o dominio de validade do sistema
gaussiano é estendido por toda a variedade, conforme podemos ver pela expressao (3.21)
acima. Esta dependéncia direta com a vorticidade ja era esperada, uma vez que, como
vimos nta se¢ao [3.2], a geometria de Godel, no limite & — 0, ndo é outra sendo a
geometria de Minkowski.

2. Comparando os limites das regides causais SG I — apresentada neste trabalho -

e 4 = 0 - apresentada no trabalho de Novello et al. [9] -, concluimos que o dominio
da regizao SG I é menor do que aquele exibido em [9] (R, = arcsh 5—}: < 1 =

arcshl), apesar de representarern a mcesma situagao fisica: pontos-eventos do espago-
tempo descritos sob o ponto de vista de observadores geodésicos situados na origem do
sistema de coordenadas.

De fato, SG I também é caracterizado por By = 0, assim como a regido 4 = 0 de [9]

No entanto, notemos que SG I também se caracteriza por:

'Recomendzmos uma leitura prévia do ap. B desta tese ou da referéncia [9] para uma melhor com-

preensio deste capitulo.
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—_—
Ag =&

1 CO - 0
DQ == %
Como, Df = (C{ + €), onde ¢ = 0,+1, conforme a geodésica for tipo-nulo ou

tipo-tempo, respectivamente [9], concluimos que as geodésicas com que estamos carac-
terizando 5G 1 sdo do tipo-tempo, indicando que os observadores nao-acelerados sao

Massivos.

De fato, apenas fotons (e outros particulas ndo-massivas) atingem o limite maximo

causal:
r. = arcshl.

3.6 Propriedades Cinematicas dos Observadores Fun-
damentais de SG I

Exporemos nesta segfio os pardmetros cinematicos associados aos observadores que
seguem geodésicas ortogonais as hipersuperficies tipo-espago ¥ definidas por { =cte.

Estes observadores serdo denotados neste trabalho por Observadores Fundamentais
de SG 1, pois nossa descrigio serd apenas local, uma vez que este sistema de coordenadas

¢ limitado. Séo eles, em coordenadas gaussianas, por defini¢io:

" =6 (3.22)
e, em coordenadas cilindricas sio dados por (3.3).
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Os parametros cinematicos associados a eles sio, em coordenadas gaussianas:

a. Expansao (O):

Ov/—q/ot
V=g
_9
= —/p? + ltan M , (3.23)
a

Observemos que v/~§ é nulo em r = 0 e em r = r,, de modo que © diverge nesses
dnis pontos. Isto quer dizer que as geodésicas, ao se aproximarem destas superficies,
formam uma catistica {cf. Hawking [21]). De fato, analisando a expressao (3.23), vemos
que B(r = 0) — 4+oc e O(r = R,) — —oo, corroborando o resultado (3.19) que SG I é
realmente limitado e que os observadores fundamentais {ou geodésicos) estdao confinados
dentro do limite deste sistema.

Vemos abaixo, o esquema do limite de SG 1 no plano (X, é) A regifo causal é limitada

pelas superficies @ — +oo e @ — —oo.

™
”~
o
UMt g
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b. Aceleracgao (A"):

AP =101 =0
c. Shear (o,,):

(a7,) !
Ty = h.# h’u I(Q;ﬁ) — geh‘w
As \inicas componentes ndo-nulas do shear sao:
— _1 oy

o111 = 3941

013 = JQQ \;—Qh[rosf\f — 2 tan M(1 — sin M)]
o = —3% (—ﬁl—)mcosﬁlp +sin M{(p? —1)] — 10dn

—_ =107
J33 = ”3‘9933

d. Rotagao (w,,):

U"!p.u - hﬁhf![a“ﬂ = 0

Portanto, os observadores fundamentais de SG I ndo possuem rotagao por con-
strucio. No entanto, as particulas que compoém o fluido que gera gravitagao neste
modelo possuem rotagao.

O fluxo de matéria, que em coordenadas cilindricas é:
1
JUH . LM
VH = =&
a

em coordenadas gaussianas se escreve:

V#={p,1/a,0,0)
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O produto escalar entre a quadri-velocidade da matéria (fluxo) ¢ a quadn-velocidade

dos observadores fundamentais é:
(3.24)

73 A
MV, =u
Concluimos entdo que a constante p possul um significado geométrico: ele mede
o quant: a matéria que compde o fluido gerador da geometria se desvia das curvas

geodéticas tipo-tempo no sistema gaussiano local construido neste capitulo.

Para finalizar. os vetores de Killing em termos das coordenadas gaussianas-1 sao:

g 10

I_; = -= =
i P3t+065

12
[ =H 2 _ 12

cos

K, = /2 tanhr sin o — -
Y4 {,U‘v aniir sin o \/#2 1 (‘“2 N 1)5in1‘12 .,,Lc.oshr

coshr —2/coshr -

[ / 1} o

IR peosy
+{—~——tanhrsing — .
a\/y?—lm(p?+1)sinh’7‘
0

o

cosep/2

0
+{= coth2rsinp — —
¢ a coshr\/pz2 — 1 — (24 1)sinh?» i

sin¢[2p/ coshr - p? — 1] ] 3]

A [P\@tanh reosy + ‘ 7 ot
\/#2 — 1 = (p?+ 1)sink*r ot
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prsinpla/ coshr —coshir] . 8
a\/,u.2 — 1 —(u?+1)sinh’r ¢
4V 2sin @ 9
a cosh r\/;ﬂ —1—(p?+ 1)sinh*r 9

‘7
+ [—\/—: tanh rcosy +
a

2
+[= coth 2reose + (3.25)
a

e estes refletem as simetrias do espago-tempo dentro do qual estes vetores estao
definidos.

Através da andlise de I;:I,I:fgd?g, vemos que a variedade é estacionaria e possui
simcirias rotacional e cilindrica.

No capitulo seguinte discutiremocs a possibilidade de estendermos os sistemas gaus-
sianos de coordenadas de modo a cobrir toda a variedade da solucao de Godel e mostraremos

uma natural extensfo para o SG I definido neste capitulo.
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Capitulo 4

Extensao dos Sistemas Gaussianos
de Coordenadas

4.1 Introdugao

No capitulo anterior vimos que, uma vez escollido um ponto P arbitrario como
origem do sistema gaussiano I, as geodésicas que passam por este ponto estao confi-
nadas a um dominio de raio R, = sinh™’ \/:i"f—;—%. Esta propriedade de confinamento
(caracteristica inerente da solugio de Godel) impossibilita uma continuaguzo analitica
de SG I através de regides exteriores ao seu dominio. No entanto, uma vez que os
parametros ); das transformacdes de coordenadas (3.13) séo arbitrdrios, nada nos im-
pede de escolhermos novos valores para estes pardmetros e definirmos novos sistemas

gaussianos (locais), de modo que a sua uniao cubra a geometria de Godel globalmente.

A extensao do Sistema Gaussiano I, portanto, é o objetivo deste capitulo.
4.2 Sistema de Coordenadas Gaussianas 11

Como foi dito na secao [3.4] do capitulo anterior, uma vez encontrado um sistema

de coordenadas gaussianas, estamos definindo maiematicamente uma familha de hiper-
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superficies 3-dimensionais tipo-espago Zj; as quais sao interceptadas uma unica vez por
um conjunto de geodésicas tipo-tempo. Isto é equivalente a se definir um novo tempo
local i, através da escolha de uma nova classe de geodésicas tipo-tempo. Assim, como
fizemos na segao [3.4], devemos aqui também identificar as geodésicas ortogonais as
novas hipersuperficies definidas por {;; = constante.

Sem perda de generalidade, arbitramos os seguintes valores para os parametros A

das transformacoes (3.13):

p
A] = Ha

1 X = va (¢.1)
Ag =0

\

As geodésicas no sistema de coordenadas gaussianas sao definidas por:

11:661

Consequentemente, as geodésicas ortogonais a Y7y no sistema de coordenadas cilindricas

SA0:

WY = (1 — sinh’®r) 4+ /2]

o CO‘\}‘?

Pr]l] = ('L( - 1)(70511 7 smh r— (\/_,U sinh?r — ;/) }

a coah rsinhr [

U’fI == m”_—f"a PPy [\/_,u sinh®r — ¢ 1

TT"IBI e 0

\

Com os seguintes valores para as constantes 4g, By, CoeDy:
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A=t
By=:
Co=0
Dy =1

de modo que as constantes v e 8% de (B.4) tém os valores:

=2

I
fr =2

Iy

A transformacio de coordenadas (8.13) com os valores {4.1) que arbitramos para os

parametros A; torna-se:

'

fo = pat + vap + 2/ + 1aresin ¥, — 2 arcsin yg + 2(v + v2u) arcsin A,
H ¥ T oVH 3 A 2 H

Sy

_ 7 : 1 :
o =1+ /T arcsin ¥, + ~7; arcsin JAY:
(4.3)
fla = @ + 3 arcsin A, — 3 arcsinys
52 = Z
\
no qual definimos,
T, = —lﬁ[_Q(,ug + Dysinh? 7 + 2¢/2pv + p? — 1)
— _L[(Eﬁxw-wu?-i—l') sinh’ Tw(u+\/§f')2+]]
Xe = Nz sinh? r+1
{(4.4)
i ;2_1»?+{2ﬁ111/+;:2)5inhgr
Dy = -ﬁ[ sinh? » ]

g= 2vV2ur + 12— 17 — 42 (p? 4+ 1)
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Chamaremos de agora em diante este novo sistema de SG 1L

A meétrica de Godel em termos destas novas coordenadas se escreve:

di? = di? —a%(u? - 1)dE + ?az(\/ﬁm — pv)déydi,

a*lz(x — 1) + v2)di: — a’dz; (4.5)

onde r se reescreve como:

com,

.(-"o.f 2 =

Vi F UE — paby — vaip) (4.6)

As coordenadas £, 7; e Z; estdo definidas sobre a hipersuperficie 3-dimensional Zp;

e

e variam de —oc < rfg < 400,07, €27 e —oc < Zy < +o0 , respectivamente. A
coordenada tenmiporal t, estd definida sobre o segmento real R e varia de —oo <, < +o0.
Da andlise de SG I no capitulo anterior, vimos que 2 > 1 necessariamente. Assim,

a condigdo 0 < 3% < 1 nos garante a existéneia de SG 1L

4.3 Propriedades Cinematicas dos Observadores Fun-
damentais de SG 11

Exporemos nesta se¢éo os pardmetros cineméaticos associados aos observadores geodésicos
ortogonais as hipersuperficies ¥;; definidas por {2 =constante. Assim como na sec@o
13.6] do capitulo anterior, estes observadores serdo denotados aqui como fundamentais.
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Sio eles, em coordenadas gaussianas, por definigio:

e, em coordenadas cilindricas sdo dadoes por (4.2).
Os parametros cinematicos associados a eles sao:

a. Expansao (O,;):

‘)
= —=y/u? + 1tan A, (4.7)
a

Assim como 1o capitulo anterior, também neste caso ha divergéncias no parametro

de expansdo. Estes pontos nos quais O, tende a oo sao:

wa

4/ pu? 41

{'2 — #052 - I/Q.f]g = :t

b. Aceleragao (A*):

A =p*vp" =0

c. Shear (o, ):
O tnicos componentes ndo-nulos do parimeiro de deformagéio (ou shear) sao:

— 1.5
011_“592911

20 . 1 ot
T2 — %_\/“_?%COO.‘\{Q d g@gglg

2 H
_a 7 12V Zurtp?—1)=/asinAMzy 1y
G22 = 34/ ”24_1[ ] ] 3@2922

J33 — —'@2933
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onde g, M; e ©; sdo dados respectivamente por (4.4), (4.6) e (4.7).

d. Rotagao {w*):
w =10

Como em Gauss-I, os observadores fundamentais de Gauss-1I também ndo possuem
rotagao, por construcao.
O angulo entre o fluxo de matéria V° = (1,1/a,0,0) e a 4-velocidade dos obser-

/

vadores geodésicos de SG II p* = 4§ é:

Vipe = p

Este ¢ exatamente o mesmo resultado encontrado em (3.23). Isto reflete a pro-
priedade de continuidade entre os sistemas gaussianos I e II que faz com que os obser-

vadores fundamentais destes dois sistemas coincidam no limite v — 0.

4.4 Extensao dos Sistemas Gaussianos para Regioes
Exteriores a SG I e SG II

Para finalizar a nossa rdpida inspegio acerca do sistema Gauss-II, vamos aqui discutir
a extensao dos sistemas gaussianos locais por toda a variedade da solucio de Gédel.
fazendo um breve resumo do que foi feito nos capitulos anteriores.

Devido & propriedade de confinamento do campo gravitacional deste modelo, vimos
que podemos construir apenas sistemas gaussianos locais. De acordo com o “ansatz” in-
troduzido em (3.11) para a resolucdo da equagéo de Hamilton-Jacobi (3.6) encontramos
um conjunto de transformagdes capazes de fazer a passagem do sistema cilindrico para
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o sistema de Gauss. Assim, de posse das transformagdes (3.13), escolliemos dentre
todas as classes de sistemas gaussianos o mais simples, que denotamos de Gauss-I e
que definimos por A} = pa e A, = Az = 0. Este sistema € limitado a uma regido do
espago-tempo de Godel. 1sto é, arbitrando-se um ponto qualquer desta variedade como
origem 7 = 0, SG I cobre apenas o intervalo 0 < r < R, =arcsh iz—;} Seguindo o
mesmo raciocinio, escolhemos novos valores para os pardmetros A; e encontramos um
novo sistema gaussiano: Gauss-1I, definid» por A; = pa, Ay = va e A3 = 0. Este sistema
depende, nao s6 do parametro g, mas tanbém do ﬁarémetro v e estd definido no inter-
valory <1 < 1y, onde_ r — 1 pode ser r; < R,.. Isto é, pode haver intersecio entre os
dois sistemas gaussianocs. Podemos proceder desta forma indefinidamente, de modo que

cobriremos toda a geometria. Cada um dos N sistemas gaussianos apresentard métrica

com a forma generalizada:

di% = dit — a®(j* — 1)dE% + 2B(In, Ex)dEndin + C(In, Ex)dik — a®d32 (4.8)

onde B e ' sdo fungodes que dependem da particular escolha dos parametros arbitrarios
A

Assim, através da umao mnfinita de sistemas gaussianos locais {Gauss-1, Gauss-1I,
etc.). podemos cobrir toda a variedade da solugéio de Godel. No limite em que Ay, Az — 0

e Ay — pa, teremos Gauss-N — Gauss-1.
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Capitulo 5

As Curvas do Tipo-Tempo Fechadas

5.1 Introducao

0O modelo de Godel admite um vetor de Killing tipo-tempo global I = %‘—;’—t No
entanto, este modelo tem a propriedade de admitir também um vetor de Killing que é
tipo-espaco no interior da regifio causal (0 < r < r.) e que muda a sua assinatura na
regido exterior  regido causal (r > r.)’
sio curvas do tipo-tempo fechadas para r > r., pois ¢ varia no intervalo 0 < ¢ < 2.

Como sabemos, estas curvas néo sio geodésicas, de modo que uma particula teste

1

KE= 5‘_’— = (0,0,1,0)

5]

K2 = (v/2.0,sinh’ r — 1,0)

Entao, temos:

- - e I 0 . bt
K*¥ Ky = a”sinh” #(sinh” r — 1)

para sinh? » < 1, o vetor é tipo-espago;

sara sinh” ¢ > 1, o vetor é tipo-tempo.
I P P



submetida somentc ao campo gravitacional desta solugio ndo percorre estas trajetorias.
Neste capitulo mostraremos como induzir uma particula carregada a seguir tra-

jetorias fechadas no tempo.

5.2 Inducao de Particulas Carregadas Através da
Combinacao dos Campos Eletromagnético e Grav-

itacional a Percorrerem Curvas do Tipo-Tempo
Fechadas

Muito se tem falado acerca das “miquinas do tempo” e de possivels viagens de volta
ao passado, inclusive através do uso de “wormholes” generalizados e adaptados a estas
viagens [22], [23]. No entanto, ao estudarmos a solugéo cosmoldgica proposta por Godel,
encontramos “maquinas do tempo” naturais e caracteristicas desta geometria: as curvas
do tipo-tempo fechadas. Assim, ao discutirmos este problema, nés nos deparamos com
as seguintes guestoes:

i. E possivel a uma particula real (de propriedades fisicas conhecidas) viajar de volta
ao passado?

ii. Se possivel, entdo como induzir tal viagem?

Uma vez que a questdao de “viagem de volta ao passado” é fundamentada em pro-
priedades globais do espago-tempo, e uma vez que, apenas submetida ao campo gravita-
cioanl, a particula néo segue curvas fechadas tipo-tempo, este movimento sera induzido
através da combinaciao entre os campos Eletromagnético e Gravitacional.

Assim, consideremos uma particula carregada (o eletron ou o positron, por exemplo)

submetida a estes dois campos e que segue a trajetéria I', em coordenadas cilindricas:
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(

t = ty = constante

T =719 > T, = constante

Ty
I

= zg = constante

<o <27

As equagdes de Einstein para o modelo de Godel devem ser acrescidas das equagoes

de Maxwell do Eletromagnetismo:

Fir=0 (5.1)

Além disso, para que as equagoes de Einstein permanegam inalteradas apds a 1n-
troducio do campo Eletromagnético externo, este ultimo sera considerado como in-
duzindo uma pequena perturbacio sobre a geometria. Apenas por simplificagao, nos
restringiremos a um campo magnético puro que, em relacio aos observadores coméveis

com a matéria fonte da gravitagiio, tem como tnica componente nao-nula:
F*=q

e esta direcionado ao longo do enxo z.
Resolvendo as equacdes (5.1) para a métrica de Godel em coordenadas cilindncas
(3.1), encontramos o campo magnético I

Hy

sinh 2r

H(r)=



Afim de que o campo magnético seja uma perturbagao no “background” de Godel,
a densidade de energia do campo Eletromagnético deve ser muito menor do que a
densidade de energia do campo Gravitacional.

O tensor de momentum-energia do campo eletromagnético é dado por {13) [25] :

1 1

i — - o o oy o
T(‘};M)* —4ﬂ[F# F, Hégi F°PFop)

Usaremos, por questao de simplicidade, o referencial local de-tetradas (7;:‘4865;’)65;) =
¢°?} para o céirulo das densidades de energia.

Em Gédel, é comum se escollier o seguinte conjunto de tetradas ep,) [19]:

[V — 3
6(0)_6%1)A6(3)"a

< 6((].2) = av/2sinh®r

etyy = asinhr coshr
Assim, a densidade de energia do campo eletromagnético é dada por:

a4

(EAD)
Too - _4‘

2
Hy

e a do campo gravitacional é uma constante dada por [19]:

(S) 4

Tog =p= 27

Comparando estas duas densidades. devemos impor a restrigao:

Ho << — (5.2)
a



como condigao necessaria e suficiente para que o campo Eletromagnético externo nao
modifique a geometiia original.

Concluimos assim que o efeito da combinacao entre o campo gravitacional (que regé
as propriedades geométricas e que se faz sentir através dos simbolos de Christoffel) e o
campo magnético {que age através da for¢a de Lorentz) leva o elétron a percorrer uma

érbita. circular em torno do eixo-z com velocidade dada por:

1
¥ =(0,0, .
©, asinhr(sinh® —1)1/2 0
e cuja aceleragao vale:
b = (0 cosh r(2 sinh?® ~1) 0.0)

bl . . ? H
a? siphr(sinh? —1)

Para encontrarmos o valor da constante Hy de (5.2), para um dado raio fixo ry > r,

usaremos a segunda lei de Newton. wma vez que ja possuimos a aceleragao da particula,

bem como sua velocidade € massa, restando-nos apenas calcular a constante existente

no valor do campo magneético:

M ¢ cosh? ro(2sinh®rg — 1)

ea® sinhro(sinh®ry — 1)3/2

H{)I

Logo, mima regiao ¢.terna ao dominio de Gauss-I, o elétron, submetido aos dois
campos, percorre uma trajetoria fechada e acelerada. Além disso, observemos que. em
relacio ao refrencial do elétron, o campo I néo é um campo magnético puro, existindo

também uma componente elétrica nao-nula:

E,=F, b =F,0*#0
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Se. ao invés de escolhermos o elétron, o nosso exemplo for o positron, devemos
reverter a diregdo do campo magnético, afim de que ele percorra a mesma trajetona I

Concluimos este capitulo observando que. ao construirmos um novo sistema gaus-
siano (Gauss-I1) numa regido r > R, € que ao definirmos um novo tempo f, que nos
garante uma regiéo causal com passado e futuro bem defis idos. a trajetoria I' cruza a
superficie gaussiana Lj; em apeiias um . ponto. Assin, para o observador fundamen-
tal de Gauss-1I, nao ha violagdo de Causalidade no comportamento do elétron (ou ¢
positron). No entanto, para o observador solidario ao nlo\finlellf.() dfzsta particula aceler-
ada. parece, de feto. ocorrer uma “viagem de volta ao passado”™. Como sao dois pontos
de vista baseados em particulares referenciais, nao existe qualquer contradicao entre

eles.

N
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Capitulo 6

Teoria de Campos em Regioes
Causais

6.1 Introducao

Ao descrevermos o Universo de Godel sob o ponto de vista dos observadores gaus-
sianos, estabelecernos naturalmente um folheamento deste espago-tempo em hipersu-
perficies 3-dimersionals tipo-espaco. No entanto. é.'stf-?s S1CTEMas grUSSIAL0S Lo poddoy
ser estendidos pos to-la a variedade. resultando dal uin folheaiuento nio completo Gesta
geometria.

Assim. tenteremos neste ca dtulo construlr uma Teoria de Campos, restringido-nos
a regiao do Universo de Godel definida pelo sistema gaussiano de coordenadas. onde
sabemos ser garentids a propagacao causal dos campos e de suas derivadas,

6.2 O Modelo de Universo de Milne e a Regiso
Gauss-1

Nesta secao. foremos um breve resumo do modelo cosmoldgico proposto por E. Jilue
Q

e 1932 e que nos ajudard a comp- cender a regiao descrita pelo sistema de Ganes-L
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exposto nos capitulos precedentes.

O modelo de Milne ¢é espacialmente homogéneo e isotrépico e consiste em um niimero
infinito de particulas fundamentais, sem massa e sem volume ( “ghosts™ ou “fantasmas™). |
langadas aleatoriamente em todas as diregdes e possuindo todas as velocidades possiveis
(v < ¢), no momento 1Unico da singularidade Inicial C. Uma vez que as particulas
nao estan submetidas a gqualquer interagio elas mover-se-ao uniforme e radialmente em
relagio a origem C. de um referencial inercial S(t. z*).

Como este modelo € isotropico e homogéneo, um observador comoével a cada particula
considerar-se-a o centro do movimento de expansao iniciado na origem C e, portanto,
vera as outras particulas afastando-se radialmente de s1 préoprio.

De fato. consideremos a métrica de Minkowski em relagao ao referencial § em coor-

d-nadas esféricas:

ds? = dt* — dr® — 771 d8* — sin? 9(1’;92) {G.1)

onde a origem C ocorre em t = r = 0.
Facamos agora wina transformacéo de coordenadas do referencial S para o referencial
comovel (1, p. €. ¢ ). onde T é o tempo proprio de cada observadoy acoplado & cada uma

das particulas e p a sua nova coordenada comovel:



t = Tsinh

r = 7 cosh)

6 =46
o=
onde, sinhy = p.
A métrica entio torna-se:
2 2 2 4P’ 20902 | o129 A2
ds* =dr” — 7 [ﬁ;—? + p*(d6* + sin® 8d -*))

Temos. assim, a seguinte situagao:

t
kpreseMe
I

I g ()

2
()Q
o
OQ
&

e

¥

As hinhas p =constante entre os valores p = *oo representam as linhas de Universo

de eada particula fundamental enquanto gque as linhas p = doc representan: os limites do
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Universo que cada particula observa. Eim outras palavras, como o Universo ¢ homogeneo
e isotrdpico. cada partict'a é o centro do movimento iniciado na singularidade C e possui
seu Urniverso “particular” limitado entre os valores v = 41 (porque arbitramos ¢ = 1) ou
p = oo, O parametro de expansiao O, medido pelos observadores comaveis Vo = &, é
proporcional a 1/7 e, portanto, diverge no ponto C. De fato,
o L 9y
n \/—_g dr
Mas,

3.2

TP atsin #
VYT T

Entao, temos:

0 = : =— =
Tépismb 1+ p? _

V14 pt 377 sing 3

Apds esse breve estudo do modelo de Milne, podemos agora entender o que ocorre
na regiao Gauss-I, cujos observadores fundamentais témn comportamento andlogo ao
comportamento dos observadores “fantasmas™ de Milne.

No modelo de Godel, vimos que os chservadores geodésicos que passam por um
ponto arbitrdrio O {r = 0} estdo confinados a regidao 0 <r < R. = f—f_—}" Nestes liniites,
o pardmetro de expansiao diverge. como vimos na figura [3.1].

Desta forma. assim como no modelo de Milne, cada observade: fundamental de
Gzuss-1 possul o seu “particular” Universo, que temn inico em = 0 {em relacao ao
referencial de cada particula) como um falso Big-Bang. e que termina em r = .. hmite
em que o parametro © é infinito, criando-se um horizonte ficticio.
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As superficics T — pof =constante (ou r = cfc¢) reprsentam os falsos Big-Baugs
(ou equivalentemente, horizontes ficticios) em relacio a cada observa.dor- geodésico.
Em outras palavras, uma vez que o espaco-tempo é homogéneo, cada superficie t —
paf =constante pode ser considerada .como origem do referencial do observador funda-
mental, podendb assim ser considerado um falso Big-Bang.

Da analise das gceodésicas neste modelo. sabemos gue a regiao Gauss-1 é a ma: ‘ma
regido causal nesta geometria.

Ta

O vetor normal as superficies-hnutes desta fe w0 - St — paf = +—3 - sgo do
: P g paé e

tipo-espaco. De fato.

N,=0,5=(1,—pa,0,0)

pllp? +3)+ (> — 1) sin M| 12 o)

N* = (1. . . 0]
( a{p? = 1) + 1)1 +sin M) alp? — 1)1 +sindl)

Entao, temos:

-~ (1 +sind} — p*3 —sin M)

<o
(72~ Dp® < 1)(1 £ sindd)

NN, =

Portanto, as superficies & = oo que delimitam o sisterma de coordenadas gaussianas

na regido causal I sfo “orientadas™ na direcan temporal.

6.3 Quantizacao Canédnica do Campo Escalar na Regiao
Causal

Na Teoria de Campos, seja ela cldssica ou guantica, é necessario, antes de tudo. se
definir uma lupersuperficie tipo-espaco sobre a qual especificamos as coudigdes inicials

e as relagdes de commutagao entre os campos [24]. [26].

oy
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Por hipersuperficie tipo-espago entendemos uma superficie 3-dimensional o Cujo ve-

tor normal N, = J,0 é sempre tipo-tempo (N,N* > 0), como exemplificado na figura

abaixo.

~Cone de 14z Fxiz t

s e g
;:perflme npo~esp;=(;o geral

Apds a escolha desta hipersuperficie, que nos garante a propagacao causal dos cam-
pos, o processo de quantizacio candnica possui trés passos principais:

1. Encontrar a lagrangeana que descreve o sistema e, através do Principio de Hamil-
ton, encontrar as equacoes de campo;

2. definir a algebra dos operadores;

3. construir o espago de Hilbert associado aos estados fisicos.

No nosso caso particular, estamos interessados no campo escalar real e nio-massivo
D(2', 1), cuja lagrangeana é bastante conhecida:

L= 19,000

2

=
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A equacgio de movimento derivada desta lagrangeana é a equacio de Klein-Gordon:

09(*) = 0 (6.3)
onde U é o operador d’Alembertiano.

O momento canonicament - conjugado a ®{z*,1) é definido por:

: oL
Hr(ﬂg..f) = %

onde. & = ‘?j

FPor analogia a mecanica das particulas, temos que o Hamiltoniano é:
H=1% - L(?, D)

A quantizagao dos campos se dd gquando associamos a eles uma 4lgebra dos op-
eradores no espaco de Hilbert. Desta forma, eles obedecem as seguintes relacdes Ce

comutagao:
[(I)KI f Pz Vft}]f’ =0

{H(;ﬂ{,t),ﬂ(r"',t)]o = §
[@(a',1), (2" )], = i3z’ — a)

O produto interno entre dois campos @, e @, é definido por:

(1, P,) = gt/ do®;8,8, N4\ /=g, (6.4)
onde,
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3;0,%, = (8,9})8, — 31(3,%,)
Nt = gte
e /=g, é o determininte da 1. - vica projetad:: sobre a hipersuperficie de Cauchy.
Este produto é conservado. de modo que indevenderd da superficie sobre a qual
fizermos a integral acima.
A ortogonalidade e a completeza das autofungdes ®; sdo discutidas a partir do pro-

duto interno.

A ortogonalidade entre ¢; e ®, é definida como:
(@1: (1)2) =0

e a completeza do conjunto de autofungdes @; é garantida quando a diferenca en-
tre uma funcio arbitraria f(z7.f) e sua expansao gm{x' 1) = S0 Ci®@i(a7 1) (com

C; =constantes.} é arbitrariamente pequena. *. Isto é:

(f - g'.'?:a.f - gm) — 0

quando m — oo,
Finalmente, tanto o campo ¢ quanto o seu momento canonicamente conjugado II

evoluem segundo a equagho de Heisenberg:

é = i[H,d)

1T =4H, 1]

"Um conjunto de autofungdes é dito completo quando pode ser tornado como base no espaco de Hilbert

em que estd definido.



Vamos agora considerar a Teoria de Campos no Universo de Godel.

A Teoria Cléassica do Campo Escalar neste espago-tempeo ja foi estudada e a equacéo

de M lein-Gordon resolvida [14], [27], [28].

A equacao de Klein-Gordon para a métrica de Godel em coordenadas cilindricas se

escreve [28]:

A? —h232® 920
A? Jt2 Gr2
Agd 18P 2K §d O

Ao Aot Rae, Fa Y

0P =

onde:

A = sinhrcoshr
h = +/2sinh?®r

5 ! (R
A = sinh?r + cosh?r

\

(6.5)

Para resolver esta equacao, introduzimos modos invariantes ®; associados aos vetores

de Killing 8, 8, e 8. com os quais pademos fazer uma separagao de varidveis em (6.5).

Assim, temos:
f:az(I’g — —?k¢2
£5,8, = —tm®,

f:'c'i:@t) = *1{6@0

onde £y, é a derivada de Lie ao longo dos vetores de Killing Iv;. Suas solucdes sao:



(13'0 a e
\

Deste modo, o campo @ pode ser escrito como:

Proie = R(r e merhesed (6.6)

Como &; é um vetor de Killing tip.-tempo global e é também responsdvel pelas

translagoes temporais, a equacgao:

-EEH (I)D = -—ifq)g

¢ interpretada como a equagfo que define os modos invariantes de encrgia.

Substituindo {6.6) em (6.5), temos:

PR A'dR | J(A*—R*) m? 2hme
Tt A T R T & A HIR=0

Fazendo-se uma mudanga de variaveis, tal que:

2 = cosh 2r = sinh?r + cosh?r

temos:

d*R dR €2 + /e m?
- 1) + 20— ' - - R =
(a )d:r2+ 10’.1"+[ r+1 721 =0

Reescrevendo R(z) como:

[y ]
-1



Riz) = (7 = )Yz + 1)‘/5‘/2}((:5)

e fazendo-se uma nova mudanca de variaveis:

l—rx
YT
temos:
V=0T e (b S —abx =0
onde,
ami g
b:m+3§+>%—%

{
c=m-+1

n=+e? + I?

\

A equagdo acima € conhecida como a Equacéo Hipergeométrica [29] e, apesar de con-
hecermos suas solucoes (28], ndo as usaremos neste trabalho, pois seus modos, face ao
produto interno definido aateriormente, nao formam wm conjunto completo de solucoes
para todo o espaco-tempo [14]. A completeza cos modos é definida a partir do produto
interno e este, por sua vez. € calculado sobre a superficie de Caunchy. Como a superficie
de Caucly, no Universo de Godel, néo pode ser estendida por toda a variedade, afir-
mamos que o folbeamento é incompleto.

A Teoria de Campos feita em qualquer espago-tempo, em sua atual formulacio,
baseia-se na evolugao temporal do campo tomada a partir de uina superficie de Cauchy
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completa (global}. num determinado 7 = {;, para uma outra superficic de Cauchy.
também global e em um determinado ¢ > 1p. Isto é, a Teoria de Campos baseia-se
no fato de o espaco-tempo poder ser folheado em um conjunto completo de superficies
3-dimensionais tipo-espaco.

Entretanto. a presenca das curvas do tipo-tempo fechadas impede a construcao de
uma hipersuperficie de Cauchy .1‘ =cte. global [14]. Assim, faremos um estudo da TQC
no Universo de Godel restringido-nos & regiao causal Gauss-1, onde, como sabemos dos
capitulos precedentes, as curvas fechadas do tipo-tempo cruzam esta regido apenas uma
vez.

Seguindo a prescrigio para a ¢uantizagio candnica do campo escalar, devemos, antes
de tudo, definir uma superficie de Cauchy na regiso Gauss-I.

Para descobrirmos qual é a superficie nesta regiao, levaremos em conta dois fatores:

1. O problema de Caucl~ do valor inicial é bem definido quando o espaco-tempo
pode ser folheado em uma familia de superficies 3-dimensionais tipo-espago;

2. A existéncia de wm vetor de Killing tipo-tempo é decisiva na construcio de uma
TQC na regidao causal, pois é ela que nos garante a invaridncia nos modos de energia
positiva e negativa do campo escalar [27], [30], [31] e [26]. Analisando as equacdes
(3.24) vemos que I é um vetor de Killing tipo-tempo globalmente ? e representa as

translagbes temporais no sistema gaussiano.

)
Eif = (g, 1/a,0.0)

Ky = (i =alp = 1),0%h(,6),0)



Levando-se em consideragio o primeiro dos fatores, escolliemos as superficies gaus-
sianas { =cte. como as superficies de Cauchy ¢ nos restringiremos a regiao Gauss-1,

Uma vez que ja temos definida a superficie nesta regido, podemos agora _seguir com
o procedimento usual da Teoria de Campos.

A equagao de Klein-Gordon sem o termo de massa e em cocrdenadas gaussianas se

escreve,;

0% = — —

0*°P
GIE:

[sIR RV

d
Vp?+ ltan ]l-f%?

1 1 5 2 . 2*®
- 1 ~1)sind 2
az(,uf-w1)(,!12—!—l)IiJrsinMr[Ju T3 Jsin M]

&2
4./2 1 5@
T a?(p? —~1)14sin M DEDT
2u 1
Tt = IR 1 corsfl-f(l + sin M)
AN2p P+ 1 1 od
T @ (p?—1) cosM(1+sin M)T?Tj
471 1 3¢ 18
T ap? —1cosM 9i?  a? 97

J%
[(2 + 3+ (1 —1)sin A — Cosgﬂﬁr)}gg

=0 (6.7)

Para resolvermos esta equagho, vamos introduzir modos invariantes associados aos

vetores de Killing f:..'-z =1/ad; e 133 = O
Jg]??@k = =1k @,

£K.3@n =nd,

Futao,

Y1
[ R Gt} - )15

G0



No entanto. em oposi¢ao a solugao desta equacao em coordenadas cilindricas, nio

podemos fazer a separagio de varidveis entre 7 e a coordenada “radial” £, uma vez

que o vetor de Killing &\, em coordenadas gaussianas, é uma combinagio destas duas

variaveis.

Assim, para resolvermos a equagao de Klein-Gordon, decompomos o campo ¢ da

seguinte forma:

Doz} = e HER(M)

onde M, como vimos, é uma funcao de (7, ).

Substituindo (6.8) em (6.7), temos:

a(MYF" 4 3(AMF 4+ y(AYF =0

f_ dE
onde F = 347

Os coeficientes a, Fey valem, respectivamente:

. . lfJQ—])sinﬁ{—(3y2+1)
a(M) = (e =12 4+1)(1+sin A)

(2=3}/u? +1(1=sin M)

+(M) = Vanu . e

. 2/2n 202+ 3} — 1) (sin® Af $sin AT—1))
y B = y ~tan M e e e M (1 e 1]

ki
= - — + -
(02 =1)\/u? +1cosA (14sinp)  (ef=1)cos?A T 4(u%41)

\

O momento canonicamente conjugado é dado por:

ac
ad
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e 0 produto escalar entre dois campos. segundo a definicio dada anteriormente, ¢

(,,9,) :i/q)’{gﬂégﬂ’“\/—gado | (6.12)

onde 5;‘ é o vetor de Killing tipo-tempo:

e que corresponde, em coordenades cilindricas, ao vetor tangente a velocidade do fuxo de
matéria. O determinante da méirica projetada sobre a hipersuperficie ¥ =cte. (v/—9-)

é dado por:

o a* jJ . )
~ 85 — 2 ,U2 [(# )( . — sin” AI)JI/H

+1

Assim, apesar de alguns autores {14] argumentarem que uma Teoria de Campos
no Universo de Godel nio deve ser constiuida da maneira usual porque este Universo
admite curvas do tipo-tempo fechadas, concluimos que este procedimento é possivel
se, antes de tudo. conseguirmos definir estruturas causais nesta geometria. Uma vez
encontradas tais estruturas, podemos entao garamtir a validade do problema de Cauchy
do valor inicial e esquematizar a quantizagao usual dos campos nesta variedade.

A analise completa da Teoria Quéantica do Campo Escalar no Universo de Godel. com
a solugdo da equagdo (0.9}, e a generalizacio destes resultados para outros Universos

comn rotagao sao perspectivas futuras de extensio deste trabalho.
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Conclusao

Nesta tese construimos pela primeira vez um sistema gaussiano de coordenadas no
Universo de Godel.

Corroborando a observagéo sobre a impossibilidade de descrever globalmente o Uni-
verso de Godel por um Unico sistema gaussiano, mostramos, através de céalculos dire-
tos, como esta limitaciio estd relacionada ao carater éonﬁnante do campo gravitacional
deste modelo. Cada sistema gaussiano encontrado define uma classe de observadores
geodésicos que desempenham papel analogo aos observadores de Milie no Universo de
Minkowski. Como consequéncia da arbitrariedade na escolha destas classes de obser-
vadores, definimos vérios sistemas gaussianos locais e, através da sua unido, mostramos
que é possivel cobrir toda a variedade.

Exibimos a seguir um mecanismo pelo qual particulas carregadas podem percor-
rer trajetorias fechadas do tipo-tempo. Provamos que a combinacio de wn campo
magnético externo fraco {isto é, cuja densidade de energia pode ser desprezada em
relagao a densidade de energia da matéria, fonte da gravitagio) e o campo gravitacional
de Godel imprime uma aceleracido & particula teste e esta move-se sobre uma curva

tipo-tempo fechada.
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Finalmente, a construgéo de ui sistemaiTgaussiano local possibiliton um folleamento
da regido descrita por tais coordenadas. Desta forma, é possivel. ainda gue nwn dominio
restrito desta variedade, examinar a propagacio causal dos dados de Cauchy e, conse-

quenitemente, esquematizar uma Teoria de Campos no Universo de Godel.
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Apéndice A
Sistemas Gaussianos de
Coordenadas

Em Relatividade Geral, ndo hé restri¢bes na escolha de um particular sistema de
referéncia para se descrever o campo gravitacional. Contu lo, mesmo diante deste
“Principio Democrético”, devemos crcolher o que melhor se adapta as condi¢des fisicas
impostas a priori.

Um dos sistemas mals interessantes e convenientes de serem utilizados em Gravitacao
é o Sistema Sincrénico de Coordenadas, que vamos expor brevemente neste Apéndice.

Consideremos uma hipersuperficie 3-dimensional ¥ embebida no espaco 4- dimgnsienal.

Todo vetor norma! a hipersuperficie T satisfaz a desigualdade:

n,n" >0 ' (A1)

Isto é, n* é um vetor do tipo-tempo e T é uma hipersuperficie “orientada” no espaco.
Sejam z* com 17 = 1,2,3) coordenadas que caracterizam um ponto P € . Através

J <o q
deste ponto tracamos geodésicas ortogonais a ¥. Estas geodésicas forimmam wma familia

de curvas, que nao se interceptam, tal que a cada ponto Q pertencente a uma vizinhanca
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M de ¥ corresponderd uma vinica geodésica (32]. [20], conforme figura abaixo:

q (%°, =)

Desta forma, definimos coordenadas no espaco 4-dimensional tais que dado um ponto
Q, consideraremoes geodésica & curva normal a © que, passando por P € I, chega a
Qe M.

Assim, definimos as novas coordenadas 7 de Q da seguinte forma:

i = arcoﬁ@

P =rx
)
i? = 22
i = g?

Desta forma. as coordenadas x! permanecem constantes ao loneo de qualauer reodésica
& ]
perpendicular a ©. Dai, segue que, ao longo das geodésicas, temos:
ds® = (d330)2
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oo = 1 (A.2)

Da condigao de ortogonalidade das geodésicas em relagio a T, resulta que todo vetor
(0.@,b,¢} € T é necessariamente ortogonal ao vetor (1,0,0,0) tangente a 2° (geodésica},

logo:

Assim, uma 1 étrica expressa em termos de coordenadas gaussianas tem a forma:

d82 = (dlﬁo)? - gijdﬂfid.’l‘j (A‘l)

A conveniéncia de utiizarmos este sistema vem do fato de que a sincronizacao
de relégios é automaticamente garantida [20], sendo por isso chamado de Sistema
Sincrénico de Coordenadas. Além disso, ao definirmos este sistema, estamos definindo
uma classe de observadores (de certa forma, “privilegiados”), ndo-rotacionais por definicio
e ortogonais a hipersuperficies © tipo-espago. Desta forma, ao descrevermos eventos do
ponto de vista de observadores gaussianos, o espago-tempo é naturalmente folheado em
hipersuperficies de Cauchy. Este folheamento nos garante estruturas causais possibili-

tando, entre outras coisas, a construgio de uma Teoria de Campos.
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Apendice B
(Geodésicas no Universo de Godel

O estudo do movimento geodésico no Universo de Godel foi realizado primeiramente
por Kundt [7] (1956) e Chandrasekhar e ‘.Vriglit em 1961 [8]. Tais trabalhos investigaram
a métrica de Godel em coordenadas cartesianas e a andlise das geodésicas foi feita
através da integragio direta das suas equagdes e nos revelaram algumas interessantes
propriedades dos movimentos das particulas livres nesta geometria.

Em 1983. Novello, Soares e Tiomno [9] publicaram um método alternativo * da
analise do movimento geodésico neste modelo - o potencial efetivo. Este método diferencia-
se do primeiro por ser mais completo, fornecendo-nos uma caracterizacio sunples (através
de gréficos do potencial) deste movimento.

Neste apéndice, faremos um breve resumo da anélise qualitativa do movimento
geodésico no Universo de Gédel, baseando-nos principalmente no artigo “Geodésic Mo-
tion and Confinement in Godel's Universe™ de Novello et alli e na tese “Geodésicas em

Universos do tipo de Gédel” de Mauricio O. Calvao [13].

3Utilisado no estudo das geodésicas em Schwarzschild por Wheeler et al., in Gravitation,
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B.1 Geodésicas no Universo de Godel

No sistema de coor:enadas cilindricas (¢.7,¢,2) a métrica de Godel tem a forma:

ds® = a*[dt* — dr? — dz? + 2v/2sinh? rdtdip + sinh? r(sinh’r — 1)dyp?) (B.1)
onde a? = 2/02
Como sal emos, as equagdes das geodésicas sdo obtidas através do principio varia-
cional:

5]r:ds:o

onde,
L= g,

. 7
com ¥ = __d; .
3

A métrica (B.1) fornece a seguinte lagrangeana:

L)

L= %[iz — 2 — 22 £ 23/ sinh?®réy + sinh? risinh’®r — 1)$%] (B.2)

Temos, assim. as seguintes equagbes de Euler-Lagrange:

aL _ deafy _
ET, _ds(a{)_o
8L _ dedly _
3;‘_0’5(5&;‘ 0
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Como,

as quantidades:

.
= 8L
Pe= "4
— 8L
Py = 52
— 9L
P =

sao conservadas ao longo das geodésicas. p, e p, séo definidos como o momento angular

azimutal e 0 momento linear axial, respectivamente.

Além destas trés integrais primeiras, temos uma outra tirada de (B.2):

Il

a*[t* — 7% — 27+ 2V2sinh® ri 5 + sinh? r(sink? 7 — D] = e

17—+ — 2% 4 9V/2i¢ + sinh® r{sinh®r - 1)¢?] = ;2

o onde (e = 0,1). conforme a geodésica seja do tipo-nulo ou do tipo-tempo, respectiva-

mente.

Reescrevendo as equagdes anteriores, temos:

V2sinh?rf 4+ (sinh?r — sinh?r);: = By
4
L=
3 s
e N . -, . . 9 K
74 {7 4242 sinh® rfp 4 (sink® r — sinh® r)32
\

¢ = (p: +e)
Definindo:



Temos:

[ __ 2sinh?y V2B
t= ‘40[1 cosh? » ] + cosh?r
o 24 . By
¥ cash” r sinh? r cosh? r
4 (B.3)
2.’ = CO
W2 __ A2 2 Gsinhr By 2
r= AO DU [‘40\/:coshr sinh r coshr]
Definindo tambeém:
[? — Pite _ D
i A3
y= P B
;01 Ao

Da equagéo de 7%, podemos ver facilmente que, para particulas reais, 42 deve estar

restrito aos valores:

0<3 <1 (B.4)

Introduziremos o potencial efetivo, reescrevendo a equagéo de 72 do seguinte modo:

7= AL~ V{(r) (B.3)
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onde.

i B
Vi) = [AD\@S]nhT N 0 P& D2

coshr sinhrcoshr

De (B.5), vemos que o valor minimo do potencial V,,;,,, correspondente a r = 7

min

deve ser:
L.':'min S 44{2}

e concluimos, também de (B.5), que 4y é a energia total do sistema.
A coordenada radial r oscila entre os valores r; < r < 7, e os pontos de retorno,

definidos por 7 = 0, séc:

Ay =V(r)
sinh’r  24/24,B B2
Agng{?) 111127"_ \/_20 - = 17 ° 7 +Dg
cosh®r cosh®r sinh®r cosh®r
Mas, cosh® r = sinh®r 4 1. Enido, temos:
A =242 'Silzhz ro 3-\/5:4030 - Bg . + D
sinh®r + 1 sinh®r +1  sinh®r(sink®r + 1)

Dividindo os dois lados desta equacéo por A% e usando as defini¢des anteriores para

37 e ~, temos:
. . . - . 2 ; . .
sinh? r(siznh?r +1) = 2sinh®r - 2x/§7 sinh® 7 4- 4% + #% sinh? r(sivh® 7 4 1)
Assim, fina'mente, encontramos:

(1+3%)sinh'r — (3 +2v2y - g%)sink®r ++2 = 0



1+2v2y - B
21+ 47
LI=BP(1 - ) 4 9V 2+ )
2(1 + %)

sinh? r;

(B.6)

onde ¢ = 1,2 sdo os pontos extremos da oscilagiio e a trajetéria é fixa entre estes dois

exXtreImaos.

Podemos fazer uma caracterizacio completa do movimento analisando trés casos
distintos:

i. Bo>0:

1. By < 0.

E os potenciais correspondentes a estes trés valores sio também distintos.

Na andlise destes trés casos, devemos, em cada um deles, analisar também os casos

em que as particulas szo massivas e nédo-massivas (fétons). Assim, temos:
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B.1.1 B, >0 (ou vy >0):

Derivande a funcao V(r) — 242, vemos que o seu valor minimo, correspondente 2o
valor r = 1. € nulo [9]. Além disso, vemos que % = 0 corresponde & trajetoria dos

fétons no plano z = cte. 4

Se f? # 0 (particulas massivas ou fotons com momento linear axial nio-nulo) a

largura do cilindro diminui e tende a t2ro para 3 = 1. [9] Notemns também que o

pardmetro v depende dos valores de r; (+ = 1,2), extremos do dominio das geodésicas
com parametro 7 > 0. As geodésicas nunca alcancam a origem: r = 0.

Isto é o qu= ocorre na regiao Gauss-11, definida no cap. II1.

4Isto &,

9 2 €

Se z = cle., entdao Cp = 0. Como ¢ = ( para fotons, entdo Df = 0. Assim,

52 =0



B.1.2 By =0 (ou v =0):

Neste caso. a partir de (B.6), vemos que fétons (4° = 0) estdo confinados a um

cilindro de raio igual a r, =aresh 1. De fato,

1
sinh?r, = —i—l—
i)

Temos, entao:

arcshr; =0
arcshry =1
Este é exatamente o limite entre as regides causal e acausal. Este resultado também

é val'do para particulas massivas (8% # 0)):

1-p)£(1-3)
2(1 + 57

sinh?r; =

. - s P . Vi .
Como f# varia no intervalo [0, 1], é facil notarmos que sinh” r; oscila entre os extremos
deste intervalo.
Definimos o czso acima. como Confinamentoe é o que ocorre na regiao causal Gauss-1.
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B.1.3 By <0ou (7 <0):

Derivando a fungao V(r) — 3242 vemos gque o valor minimo é [9]:

V2

Mnin - 182-"42 = _4/82(7 + 1)

correspondente ao valor:

_1/3,

2
Vpen = aresh’ —————
14+ \/?j’)’

No entanto. segundo a equacgéo
= AL — V(1)
devemos ter sempre
Vinin < 43

o que hmplica que v possui valores limites:

_ 241/2
\/§+{12+;3 e ~ < 0
o ; 2
v < /241

2
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, 1er - 1.2 , . . , iy
Porén, para o ultimo caso, sinli® r,,,;,, ¢ negativo, sendo assiim excluido da andlise
que segue [9]

O valor minimo de v correspondente a Vy,,, < A2 &

frin

_ V2 (14
9

<

Substituindo 4, na equacio (B.G), encontramos:

V2 - (14 4)2

sinh® r = :
sinh” r 501 4 )2

£xsim, a andlise do movimento das particulas livres no modelo de Godel nos revela
uma das propriedades mais interessantes deste Universo: o campo gravitacional sele-
ciona e confina uma classe de observadores geodésicos (sejam eles massivos ou ndo) em
uma regiao bem defimida (r < r.). A partir desta regifio. surgem curvas fechadas no
tempo e que podem violar o Principio de Causalidade, uma vez que seja criado um
mecanismo que induza um observador a percorrer tais trajetdérias, como mostramos no

capitulo 5.

-
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Apéndice C

Calculos Referentes E—l.Tese

Este apénc:ce estd reservado para ¢ calculos detalhadosTdesta Tese.

C.1 Transformagao de Coordenadas do Sistema Cilindrico
para o Sistema Gaussiano

A métrica de Godel em coordenadas cilindricas tem a forma:

ds® = @ [dt* — dr? — dz* 4 2v/2sinh® rdidy + sinh® r(sink?r — 1)de?] (C.1)

Por um céiculo direto, podemos encontrar a matriz ¢“* e seu determinante. quais
y P g

sejam:

i;zogi: 0 a? cosgh"' r 0
0 =1 0 0
g = (C.2)
a? cos_zl?_r 0 a? sinh_glrcoshﬁr g
0 0 o =
1 .
detyg® = (C.3)

a®sinhi? r cosli®r
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Para que uma métrica seja deserita por um sistema gaussiano de coordenadas as
condi¢oes abaixo devem ser satisfeitas:

gOOil

(C.4)
éoi =0
onde o simbolo (v) denotaréd o sistema gaussiano.

A primeira das condig¢bes acima nada mais é do que a equacio de Hamilton-Jacobi

para uma particula livre e de massa unitéaria. [20]. De fato,

s . 9505

g |
dz# dar?

onde S € a fungao de Hamilton-Jacobi. Substituindo (C.2) na expresséo acima, temos:

a5 A
=00 2 00 211 Y 22
g = ( ) +( ) -|—(a$:) [/
35 S 4 233
5 50 “ ) =1
at = _(Sinh2 _1}(35) —( u_ﬁ_l_____(_a_‘s_‘f
a cosh’r ot a?" sinh? r cosh® r Op
05 V2 8508 |
2 5 5 C.5
(34) * cosh?r 8t Oy (C.9)

Para resolver esta equacdo introduziremos o “ansatz’:

S(Ia,)\{) iA}f+,)\2p+)\3Z+F(T) (CG)

Substituindo (C.4) em (C.3), temos:



V2 (sinh®r — 1) , AZ

2:2-———AA —_ P 2 M\

. coshZy 17? cosh?r ' sinh®rcosh?r 4 (r)
Isto é:

szzxﬁ b¥: u@mmr—nﬁ_ﬂﬁ>o

1A — =
cosh® r sinh®r cosh?r cosh?r
onde, definimos 112 = A2 | &2

Integrando. temos:

F(r) = /’[ V2 Ay — A2 (sinh?r — 1)

cosh’r sinhk? r cosh? r cosh? r

2 211/2
A - Mt dr
Fagamos a seguinte mudanca de varidveis:

z = sinh®r

41 =cosh’r

Temos, entao:

dr = 2sinhrcoshrdr = 2v/a(z + 1)dr

A fuiicao Fr) torna-se:

3 2 _ —
F(I_):/E'OM\/:_ Az (z - 1) Az-i{ (r+1)

_ - /2
2! (fr+1)?)‘1)‘2 (2 +1)2  z(z 41277 a~(a~,+1)2} dr

"/71 +U[J}AM ~M(z = 1) = Ale(z + 1)]/?

- / m[—w"@? + M)+ 2(2V2A A, + A — Ar?) - N2

Flz) = /%[PIZ—PQIMAE]J/Q
- _dl_ 2 _\213/2 .
[ sy tPet e = (1)
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onde, definimos:

P=_(A 4+ M) <0
Q = 2V2M ), + A2 — A2

Chamen:os a primeira das integrais de I, e a segunda delas de I,. Estas integrals estio

tal-cladas e sao facilmente resolvidas [33].

; (P +Qz — A9 Q 1 aresin  2PT+Q
= — — ——=—— ATCSII
! 2 4 =P N —gpay
A Qz — 2)2 :
———_jarcsmm(széLPI\g)l/? (C.8)

Antes de apresentarmos o resultado da integral I,, vamos reescrevé-la de uma forma

mais conveniente. Seja,

y=x+1

entao. temos:

= [SUP + (@ 2Py ¢ (P 33— @

Integrando, temos:

L _PPHQeoM (Q-2P) 1 9pasq
Iy = - 5 -+ 2 \/—‘Parcsm(Qg_élPx\%)E/‘
(P—Q-2)"2 (Q—2P)—2)3-Q ‘
5 aresin (= + 1(0? —4PXI)/2 (C.9)

Mas, F(x) = I; -+ I,. Entio:

&1



P| 2Pr + @ Az Qx — 212

F(z) = arcsin

5 (Q? ZaPX3)ie ~ g MM or Z4p )i
IQ + 22— P 9 2
y 2 . (@=2P)z —2)2-Q :
> arcsin (z + 1)(Q? —4Pr)1/? (C.10)

lembrando sempre que z = sinh? 7. Assim, (C.4) se escreve:

S(a® Ay =AMt+dp + Az + F(r) =1 (C.11)
onde, F(r) é dado por (C.10).

Para obtermos as outras coordenadas gaussianas devemos calcular as derivadas:

L o8
CdN
Logo,
> gF
= =t4+——
=t e
é B flil_ 1 . 2Pr 4+ @
= t+ 3 ,\]+A{2arcsm(Q2—4P)\§)1/?
1 . (Q—=2P)z~-2)\ - Q
—=arcs — N 12
\/iarc 111($+1)(Q2——4P/\§)1/2 (C.12)
?~:;l'2—p+_QE
T T T
Logo,

s}
Lo



n -I—lacsn( _OP)T_OAZ Q
= — arcsl
/ v (x + 1)(Q? 4P
1 @z — 272

— 5 arcsin (02 2P {C.13)

e a nova coordenada “axial”:

+ )\3 ,n ?..P.T + Q
T 4TS
20 + 02 QT = 4P )i

(]

(C.14)

tn

Podemos ver facilmente que este conjunto de transformacoes de coordenadas satisfaz

as condigdes:
goo =1
gD:‘ = {)
C.2 Sistema de Coordenadas Gauss-I
Sem perda de generalidade, podemos arbitrar valores para os pardmetros A;. Definire-
mos o Sistema de Coordenadas Gauss-I como:

A = pa
)\?:AB:O

Assim, as novas coordenadas se escrevem:
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f = pat + SVt + laresin ¥ + -:% arcsin A

""H* et 1 B
=1+ _F_?*/L‘Q_‘H arcsin ¥ + 77 arcsin A .5

= (p— %)+ 7arcsinA

=z

onde,
. 2
V=1 251nh27‘%

A= < 34241 1

T a4l p?-1 r+1

Para encontrarmos a métrica nesta regifo basta usarmos a equacio de trasnformacao

do tensor métrico:

ozv O o
= 4T -Aa 39
Oz® Oxb

~ b

Assim, temos:

por definigho. As outras componentes sao:
o OT0F L OOF L,
Ox! Oxz! 0z Ox? (Q + Pz)

~11_85‘1200 ?fizn_ (- 1)
= ) (arl)g (@ + Pzx)

. 852, 972 (2 —1)
22 2 11 Or 2 22 _
g _((9.1'1) (81‘2) 2(Q + Px)
<33 03° 2 33 -1
=) =

Lembrando sempre que () e P para este particular sistema valem, respectivamente:
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Q =y~ 1)

P=—a*p?+1)
e o = sinh®r. As outras compornentes do tensor métrico sio nulas. O determinante
vale:

det(Gu) = —a*2(Q + Pr) = —a*a|(y® — 1) — (4 + 1]

logo,

\/—77 = a®\/x[u? — 1 (u* +1)z]

Por um célculo direto podemos encontrar as componentes covariantes do tensor

niétrico, que séo:

Goo =1
iy = a2 ~ 1)
¢ G1o = alx (C.16)

Ga2 = a*z(z ~ 1)

s 9
33 = —a

Antes de escrevermos a métrica desta regido emn termos das coordenadas de Gauss-
I, vamos reescrever a variavel @ em termos destas novas coordenadas. Se, em (C.15),

multiplicarmos & coordenada £ por —pga e somarmos com a coordenada f temos:

e~

T = m[l—ﬁ?iﬂﬁf} (C'IT)

85



onde
2 . .
M=—/p?4 1t — ua
=i 10 o)

Desta forma, inserindo (C.17) em (C.15), temos finalmente a métrica da regiao

Gauss-I:

di® = dt* — a®(y? — 1)dE® + o*g(1,€)dij® + 2h(1, £)dEdiy — a*d? (C.18)

onde as fungdes g e h sdo as mesmas fungdes do cap. 3, com os valores dados na pégina

27, uma vez que estamos retratando a mesma regido causal Gauss-I.

C.2.1 Limite de Validade de Gauss-I

Como sabemos, o sistema de coordenadas gaussianas Gauss-I cobre apenas uma regiio
da geometria de Godel. O limite de validade deste sistema é dado da seguinte forma:
O arcsin é uma fun¢éo que varia entre o intervalo [—1, +1]. Desta forma, nas trans-

formagdes (C.15}. temos:

1< T <41
onde,
2
po
l11:1—2::7(’[12_1)

Logo, temos duas condicoes a satisfazer, quais sejam:
a. ;1 > 1 sempre;

b 0<a < it
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