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RESUMO

! Usando técnicas de expansées assintdticas uniformes
desenvolvemos algoritmos que nospermitem calcular ccmprecisdo
as ressonancias do espalhamento Mie. A partir disto e utilizando
também ateoria do momentoangular complexaioipossivel formular

'n&o s6, uma teoria para as flutuagdes rapidas (ripple) nas segdes

de chogue como também, descrever o cemportamento do campo

interno ressonante.
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Capitulo 1
Introdugao
1.1 Lotivagdes

O espa:namento daluz por esieras € umtépico em fisica que por mais cue tenha sido
abcrdado, ao lengo deste sécula, ainda assim, surpreendentemente, continua sendo um

assunto muits atual.

A origem de tanta vitalidade, acredito que resida no falo de que conhecimentos e
descoberias adquiridos nesta areatenham quase que imediataments implicagées emramaos
gos mais diversos do conhecimento cisntifico como por exemplo, na meteorologia, quimica,

astronomia, geologia e fisica nuclear.

No que tange a fisica, com ¢ aprimoramento das técnicas espectroscopicas fo
possivel, no decorrer da ditima década, observando-se a luz espalhada por micro-esferas
dielétricas, determinar-se 2 existéncia de espectros ressgnantes asscciados a varios fend-
menos bem conhecides em Otica, como por exemplo, raias espectrais associadas ao

espalhamento Raman estimulado {1}, outras 2o espathamento Brillouin estimulado [2,3] e até

emissac iaser [4}.

Comoemtodosesses processoscitades acing, suas freqiéncias caracteristicas estao
muito proximas de algurs cos modos normais eletromagnéticos da esfera (5], umadasgrandes

molivagdes para este trabalho foi entender e se possivel calcular tais modos.

Sabia-se, a partir do espectro fluorescente de micro-esferas dielétricas {6] que as

larguras ce linha associadas a esses modos s8o muito estreitas, e portanty, isto provoca



imenszs dificuldades num possivel calculo tedrico para a sua localizagio.

Paraleiamente a estreiteza destes modos, sabemos que micro-esferas s2o meios
tridimensionais finitos, € assim, em tais esferas, alem de poderem ser observados efeitos
oticos n&o-lineares usuais, podardotambem serem estudados outros processos refacionados
a uma nova area de pesquisa, denominada de eletrodin@mica quantica em cavidades [7], na
qua! algumas propriedades da luz no espago livre s&0 drasticamente modificadas.

Em ambas as situagtes, se faz necessario um amplo conhecimento €2 comportamentc dos

campos eletromagnelicos classicos nointerior da esfera, originando dzi outra metivagdopara

este ncsso estudo.

1.2 Organizacdo da Tese

No Czapitulo 2 intreduziremos a definigdo de grandezas relevantes no espathamento
Mig, obieremos em sequida, a sua solugao formal em termos de séries de ondas parciais para
0s campos. Derivaremos a partir dai, as amplitudes de onda espalhada.

O Capitulo 3destina-se basicamente ao calculo e interpretagaotisicadas ressonancias.
Talin! pretacao ficard clara com a utilizagio do conceito de potencial efetivo, que permitira
utitizar a analcgia entré o espalhamento Mie e o espalhamento quéntico por um potencial.
Desenvolveremos ainda, neste Capitulo, algoritmos capazes de nos for ecer com pré tisdo
segura o valor da ressonéncia.

Porsuavez,parao Capitulo 4reservaremos osresultadosda tecna do momento angular
complexcpara as fluiuagées rapidasassociadas as amplitudes de es»alhamento {ripple), com
gnfase especial as diregbes traseira e dianteira.

E porfim, deixamos para o Capitulo 50 estudo das propriedades do camporessonante

no intenor da esfera, que nos permitira calcular e interpretar os pontos de intensidade maxima

para 0 campo.



Capitulo 2
Teoria de Mie
2.1 Expansédo em Mullipolos de uma Onda Plana Vetorial

Em geral umateoria para 0 espathamento da luz tem que considerar 2 natureza velorial
do campo eletromagnético. Entretanto, em certos casos, devido a simetrias envoividas no
problema, ou mesmo pelo simpies interesse em se observar efeitos que independem do
estacdo de polarizagio da luz é possivel se formular umateoria 2czalar para o espalhamento.
Infelizmente, no nosso casoiston2oacontece e umateoriavetorial se faz necessaria. Portanto
comegamaos por expandiruma onda plana circularmente polarizada em termos de harmonicos
esférices veloriais. A definicdo e propriedades destes vetores sdo dadas no Apéndice A e
referéncias ali citadas. Quanto ao fato de escolhermos a polariza¢io circular para abordarmos
o problemando ha perda nenhuma de generalid-.de nisto, pois outras polarizagbes podem sar
obtidas como simples combinagdes desta Ultima.

Cabe salientar tambem que ao longo deste trabalho trataremos somente com campos que

gvoluem harmonicamente com o tempo; doravants, o fater temporal ( e ) ficard implicito.

Para a onda plana com vetor de onda k= ké, (k= f% )} tomamos como “Ansatz” a

EXpansao:

_ Ay oA ikr cos 8
E, = Ea(eI |_1ey)e

= Z{al( £,m)j(kr)X, , +%bx(f,m)‘7 x (j,(kr)i’,,,,)] (2.1.1)
t,m

onde j, 5&0 as fungdes esféricas de Besse! [8].

Segue da ortonormalidade dos X, , que:



E .
a,(£,m)j,(kr)= -7:%_&.](151(1_};_”) gt (2.1.2

sendo d12 o elemento de &ngulo solido, L, 0s operadores de lavantamento (+) e abaixamento

(-) de momer.to angular [9] que atuam sobre o espago dos harmonicos esféricos ¥, .

Como [L. Y, | =4f(£ mfFm+ 1Y, -, e é¥9 pode ser expandida em termos ds
c.m_ = {,m7T1

o V:  A7(28+ 1 j(kr)Y,, 2 eq.(2.1.2) nos fornece que:
a,(f,m} = Ei'\12(2¢+ )8, (2.1.3)

Por cutro iado, seque das equactes de Maxwelil que:
g q

)

/

[b (&,m)j (kr)X, %az(e,m)w(jl(kr)fm)] (. 1.4)
Portanto novamente através dacrtonormalidade dos 5(',,,,, ,mostra-se a partirdaeq.{2.1.4)que:

b(£,m)=(Zi)a_({,m) (2.1.5)
De forma que cbtemos a expansao desejada:

— ol B ikrcos B
E, = E{,(ex x uﬂe

=E Z;‘,\r (2e+1 l:_][(kr)xi_[ﬁZVk\jt(Ar)Y!J)] (2.1.6)

=7

- - . I =
= E,» i ﬁr(?fﬂ)[(i)j,(kr)xm+I7><(j,(kr)x,rﬂ)} (2.1.7)

As equacgdes (2.1.6) e (2.1.7) podem ser visias como superposigées de ondas estericas



vetoriais, solugdes da equagio de onda homogénea no espagolivre. Tal tipo de idéia pode ser
extendida paratratar o preblemade propagagio de ondas entre meios distintos, como no caso

do Espaihamento Mie. Este serd o assunto da préxima secéo.

2.2 O Espalhamento Mie

O Espalhamento Mie [10,11] & aquele que ocorre quando uma orda planaincide sobre
umaesferadielétrica. Como mostraa figura (2.2.1), a onda poscui um vetorde onda k = & é, .

A esteratemum raio a e € caracterizada por m indice de refracéo .v .

fig. (2.2.1) - O Espalhamento Mie, onde r é a distancia do centro da esfera ao ponto
de observacdoe 6 o angulo de espalhamento.

Parauma onda planaincidente dada pelas equagbes (2.1.6) ¢ (2.1.7) podemos construir
0S campos no interior da esfera e espathado da seguinte forma:
Como a esfera € uma superficie fechada, devemos ter cm seu interior ondas estacionarias e
de magnitude finita em seu centro; portanto para cada componente a parte radial dave se

comportar como uma dada fungao esférica de Bessel. De modo que, podemos definir os

campeos no interior da esfera como,



Iil

zﬁ[ d,(4,m)j,(Nkr)X, +k\

5

a.(f, m)Vx(;,(Mr)X )} (2.2.1)

Ez[aga m)j(Nkr)X, | I;fz,,,(f,m)Vx(je(;\’kr).}?t‘mﬂ (2.2.2)

J

Poroutrolado, ¢ campo total na regi@o externa € a soma da onda incidente e do campo
espalhado. Ests ditimo € constituide de ondas emergentes dadas pelas funcgdes esféricas de

Hanke! A" . Assim, analogamente as equagées {2.2.1) e (2.2.2), temos:

— [ (1) v 1 (1) v ] -
=¥ la, (4,mm"(kr)X, +-};a£(£,m)'\7 x (ht (kr)Xt,m)J (2.2.3)
B_ = Z{af(f,m)h;”(kr}fl _ m% S(6,m)V x (hj“(kr)f(, M (2.2.4)
’ l,mll- . , 1 ;-!
Nas equagfesacimaoscoeficientes .. € @, Sa0 ceterminados a partir das condigbes

de contorno scbre os campos na superficie da esfera. Os indices E e M referem-se
respectivamente a multipolos associados a ondas efétricas(ondasE, polarizagdo Transversal
Magnética) e a ondas magnéticas {ondas M, pclarizag@o Transversal Eiétrica).

As condigBes de contorno empregadas sdo as usuais entre interfaces dielétricas,
censervacac das compenentes tangenciais de £ e H e ccnservagio das componentes
normais de D e B [12]. Entretanic, devido ao fato de estarmos trabathando com ondas
moneccromaticas e na auséncia de fontes, as informagdes fornecidas pelas condigbes de
contorno associadas a conservagao dos componentes normais dos campos estao também
contidas naquelas re’arentes as condigBes da contorno de conservagdo de componentes
tengenciais. Portanto somente essas Gltimas se fazem relevantes e nos fornecem ¢ seguinte

conjunto de equacgdes que devem ser satisfeitas pelos ceelicientes a,, . € a

MYE) AME) T



Fid) Wi
5,-(5,”1):(:}(3,”1) ( (B b))~ w(BIE, (ﬁ))

- (2.2.5;a)
NG (Byi(a) -y o)l (B)
a(tm)=C.(tim )~ v (a)y(B)-<;, Ny )y, () (2.2.5:b)
m " NEP B @) - vl I B) o
onde a nctagao empregada foi: Ondas M(j=1)e E(j=2) ;portanto, &,, =d,, . € a,, =a,.,.
I,j=1
€= ; (2.2.6;a)
72 J=2
a(f,m),j =1
Ci(dm)= ; 2.2.6;b)
o(l,m),j=2
onde ae bsdcdados pelaseqs.(2.1.6) e (2.1.7) e definimos 0s pararetros ds tamanho externo

e interno respectivamente como,

B=ka
u=NpS

U —
| SUTE N
[T (Y
L= _O\
o
—

.,
N

enquanto que, v, (x) = x7{x) e {%(x) = x K" (x) s&o respectivamente as fungbes de Ricatti-
Besse! e Ricatti-Hankel, e o simbolc {7) significa derivagéo com respeito ao argumento.
Portanto, agora as expansdes em multipolos para s campoes tanto no interior guantc

fora (espalhado) da esfera sdo conhecidas e explicitamente escrevem-se!’ como:

tr
)

i
o)
Mu

~
I
[N

i\4n(20+1 ){é“, (£,B)i(NKkr)X, & -afk(i ’2‘3 A (J( Nkr )Xm)] (2.2.7)

- 2 «fin af+1)[( 8,080, Nir) %, +2ult ﬁ)v/(h(;w‘r)r ]} (2.2.8)

(*)- Os duplos sinais + nas eqs.{2.2.9 a 2.2.10) relacionam-se com as polarizagdes circular & direita {+) @ 2 esquerda
-}



E, = E,Jiir\/—‘J—I(.?f—%-I)[a”(f,ﬁ)hg”(kr),{’!_ﬁ i_——aﬁfi’ﬁ) V x (h;”(kr)kﬂ'!‘ﬂ)} (2.2.9)

£=]

t=1

E“P = EJEit“11‘!4ﬂ'(.’£+1)[(i}af(f,ﬁ)h:”(kr)}?t‘ﬂ +8”—(k£’.§lv X(h;“(kr)fl;l'ﬂ)} (2.2.10)
L

ende,
. N(—i) .
a,(¢,p)= - — j=1,2 (2.2.11)
e, NGByl a) = v () (B)

: , s _ \. . F
3;(6,p) =~ ik (,,3:’!’('8) = V’(ﬁ)q{’(f)a) j=1,2 (2.2.12)

F NGBy — v («)S(B)
sendod, =&  ea =a,  Em(2211)usou-secWronskiano dasfur¢desde Ricatti-Bessel

e Hankel. O conjunto de equagbes (2.2.7 @ 2.2.12) é de suma importéncia, pois & partir dele

tépicos de extremo interesse no espalhamento Mie serao derivados.

2.3 As Amplitudes de Espalhamento

Para se conhecer caracteristicas e se fazer medidas que envoivem a intensidade da luz
espalhada, é necessario obter a ampiitude do campo espalhade.

O processo de detegao da luz espalhada em geral envolve disténcias muito supernores
ac comprimento de onda da luz incidente. Neste limite ¢ campo elétrico espaihado pode ser
tomado assintoticamente. De posse destainformagac pedemos obter as amplitudes ¢ocampo
a partir das expressdes para ¢ campo espalhado neste limite:

Para kr>>1 ¢ licitc icmarmes,

ikr

RO (kr) = (i) (2.3.1)
kr
Vx(hf’)(kr)fr_ﬂ)z(—z)m—e:—nfoﬂ (2.3.2)

kr
onde a & o vetor unita@rio na diregéo radial.

Substittindo essas equagdes em (2.2.9) reescrevemos o ce mpo espathado como,



1kr =
€ R . = - =
S 50?1«/4,1(25 +D|(-)a, (£,8)X, ,, ta,(¢,B)iix X,
. {=1

i 25+1)[( ar/(cos8) P,I(COSB)}é

- f+I)L do £ send
i
sila, dP/(cos 8) ‘a, P/ (cos 8)\‘?9
de ‘ sent )
1kr
= ‘6) (2.3.3)

onde definimcs as amplitudes de e. palhamento §, e S, peias seguintes séries de cndas

parciais,

(7£+1) daP!(cos9) PlicosB)]
S¢8 = S £ +g,*+%" 2.3.4
W(9,5)= o+ I)L Y a6 £ send | ( J

= (2¢+1)| . dP'(cosB) Pl(cos6)]
SZ(E),ﬁ)z—-EH , |:aE ! +a,

o+ 1 do sent
sendo Pf’(cos 8} o polindmio associado de Legendre de ordem 1.
Estas ampiitudes representam a decomposi¢ao do camyo em duas polarizagies lineares
distintas, de modo que se a onda incidente for linearmente polarizada pode-se
experimentaimenie, através de analizadores, selecionar uma da - amplitudes em detrimento
da outra.

Algumas diregC2s possuen especial interesse devido nao s6 a uma maicr intensidade
da luz espaihada nestas diregbes, como também a ocorréncia de fénomenos fisicos particu-
lares a estas diregbes, como por exemplo as diregGes dianteira e iraseira, onde respectiva-
mente s&o bem conhecidos e estudados osfénomenosde difraciodianteira e auréola. Nestas
diregbes as amplitudes slo dadas pelas expresses a sequir:

Na dire¢&o dianteira temos que,

Pl(cos ) {e+1)
mm—m_ =
8—+8  senf 2
. dP/(cos8)
—lﬂzi:é—déw“—" (2.3.6)



Assim segue de (2.3.4) e {2.3.5) que:

I$ \
$,(0,5) =—-?-Z(:znIj[a,,,,(e,ﬁprag(e,ﬁ)]

n-'t:I

=S8,(0,5) (2.3.7)

enguanto que na direcao traseira tamos,

I
o P (cosB) = (1) He+ 1)
i-x  send 2
1
o gy &P (c0s8) (2.3.8)
8-+0 dg
Lego,
I -1 .
Simp)  =-S2(-1) {20+ ey (4,5)--2:(4,p)]
= =1
:-'Sz(x)ﬁ) (2'39)

Voltaremos no capituio IV, a estudar essas ampiitudes de espaihamernio na tentativa

de explicar seu comportamento em fungdo do pardmetro de tamanho.

* kW
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Capitulo 3
Ressonancias do Espalhamento Mie

3.1 O Potencial Efetivo

No Capitulc anierior obtivemos as expansdes em ondas parciais para 05 campes no
interior e fora da esfera. As ressonéancias no egpalhamento Mie estdo associadas a modos
naturais da esfera {13},isi0 €, a oscilagdes eletromagnéticas que se autc-susientam mesmo
naausénciadacrdaplanaincidente. Umdado modo destes é excitado quando os coeficientes
éj(f,ﬁ) e aj(tf,ﬁ) das expansdes deixam de ser finitos, em outras palavras, quando para
valores fixos dotamanho e do indice de refragdc da esfera e momentum angular £, terha-

se que o numerc de onda seja um polo dos cceficientes é}.({’,ﬁ) e aj(f,ﬁ) .

Camo estes coeficientes possuem 0 mesmo cenominador (vejaegs. (2.2.11 e 12} ) os
polos s2o zeres deste  denominadores. Tais pclos s2o0 ndmeros cemplexaos, que em geral
{ressonéancias estreitas), tém parte imaginaria pequena quando comparada a real.

Devido a isto, dizemos que um dado modo é selecionado por algum mecanismo de
ressonancia quando o numero de onda da onda plana incidente é muito préximo da parie real

do polo associacs a este referido modc.

fremos ainda neste capitulo obterexpressdes e calcular valores pe-a estes polos, porém
antes & mais instrutive ganharmos um pouco de visao fisica no que diz respeiio ags processos
de ressonancia. Para tanto utilizaremos a conhecida analogia ¢tico-mecanica, entre indice de
refragao e potencial 141

Inicialmente estamos mais interessados em informagdes de caratar qualitativo do que

T



quantitativo. Comecemos por escrever a eguagio de onda que satisfaz ¢ pciencialde Debye!?

[13], f=fir,8), para a polarizagao TE:

2rf) LS

- m et o H RN K =0 (3.1.1)

onde zdotamoes 0 sistema de coordenadas esférico (r,8,®), 8(x} € a fungao Cs degrau de

Heaviside e L & 0 operador de moment um angular.

Através do méicdo de separacdo de variaveis temamos, f(r,8) = f(r,0) = /‘(F)Q,(Q) de

medo que a eq. {3.1.1) se desacoplaem duas ouiras equacoes diferenciais ordinarias, a saber:

X
~ dr;‘ +U (r)y, =Ky, (3.1.2)
d(se (8) +£+1)Q, =0 (3.1.3)
sen(6) do ) ‘ o

Aequacioradial (3.1.2) é equivalente auma equagio de Schrédingerindependenie do tempo
para um potencial efetivo ufr) e “energia” k?, enquanto a equagao (3.1.3) é a equagao

diferencial de Legendre.

O potencial efetivo € dado por.

I

Uylr)=-—73""= 1)0(a~-r) (3.1.4)

Fizemos aqui a iroca (modificagdo de Langen), {(£+1) — (e + %)2 para o autovalorde L7, afim

de que tenhamos ¢ compcrtamento assintotico correto para a “fungao de onda” ¥ (1) [15].

(*) - Nesle formalismo, os campos elelromagnéticos sao obtidos através de derivadas do potencial de Debye, por

exemplo, obtemos o campo magenélico B da seguinte forma: B=—iweVxF, onde V.F=-{.

12



Para que haja convergéncia dos raios luminosos para o interior da esfera ¢ necessario
gue Re[N] > I; no outro caso, RefN} < 1, a surerficie esférica funcicna como uma iente

divergente. Porianto efeitos de “confinamentc™ de raios luminosos (autc-sustentiagao de um
modo) estao relacionados a situagac emgue Re{N} > I.

Comc 2rimeira analise, vamosignorar efeitosde absor¢do (Im{N}=0) e tomar N>1.Com

isto Uef tem a forma de um pogo cercado por uma barreira de potencia! {veja fig.(3.1.1)) que
suporia a existércia de “estados quase-ligados”.

o

k2(N-1)

Fig(3.3.1} + Potencial efefivo para N > 1.

Na fig(3.3.1), os pontos r, e r, s&0 oS pontos de retorno classicos, definidos por,

13



£+1 £+1
= /2a<a<r2: 4

o™

a, ou equivalentemente dizemos que 0s mu'tipoios ressonantes

(ressonancias estreitas) estzo na faixa, ﬁ<£+%<a.

Estes “estados quase-ligados da luz” na realidade sd0 035 modos normais ressonantas
do espalhamento. O critério de ressonZncia pode se- obtido por um procedimento de

quantiza¢&o tips Behr-Sommerfeid {18]; explicitamente temos:
ﬂ#px:@+5ﬁ%r sn=0,1,.. (3.1.5)

Cabe salienterque a validade da eq. (3.1.5) é restrita. Os methores resuitados occrrem
para as resscnancias mais profundas do pogo de potencial, peis para estas ressonancias a
atura e a 'argura da barreira sdc mezores, permitindo assim termcs estados malhor
confinados. Definimos, em (3.1.5), 0 momento radial genealizado p_ entre 0s ponics <e

refornor, e a por:
p, =k ~U, (3.1.6

Logo segue de (3.1.5e 8) ¢ Je:

(uyg ~(£+ /ﬁm E+Z}:@+%h (3.1.7)

o

n

As solugbes de (3.1.7) correspondem a parte real de uma dada ressonancia. Entretanto,
devido & finitude da barreira de potencial, a posicio de tais ressonancias nao é bem definida.
Talincerteza esta associada a uma parte imaginédria para os polos asscciados & ressonancia,
de modo que escrevemos estes polos como, §,(¢) =B (8)-ib(£)com « (£)=NJB ().

Por sua vez, aparte imagindria b, pode sertambém estimada se nos lembramos que
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bn representaa largurado estado quase-ligadoressonante,inversamente proporcional a “meia

vida" daluz dzriro da esfera, portanto esta diretamente relacionada a transmissividade I da

arreira;

b(4,B,)=1I(2,5,)

= Expr*”’j dr!ip |j
| ( VY edle+ Y -2
=E.rp;—.?t(£—‘r;‘5)ln 1+ 7) fo: /) b (RS A ENE)
! "

Aequagéo (3.1.8) ncs mostraque bn decai ezponencialmente e portanto ressonancias

associadas a grandes momenios angulares podem ser muito estreitas.

Paralelamente aestainterpretacao, nagualacondicaode ressonénciaestaintima;-ente
retacionadaaocompoertemento radiaidafun¢dode 0nda, podemos reinterpretarestacondigéo

de ressonéncia em termos da propaga¢ao angular, governada pela fungéo g (@ ).

Para fazermos isto comegamos por observar 0 comportamento assintdtico de Q, .

L 7, (0 .
Fazendo a subsslituicdo,Q,(6) = A l ,a€q.(3.1.3) ¢ levada em:

~/sen)

d’y, LW
+ £+I i + 4 :0 3.1.9
de? ( /2) Ve dsen’@ ( )

15



Excluindc-se as diregtes dianteira ¢ traseira e no fimite ]l(er%)SL’nQii >> 1, as solugdes de

(3.1.9) se comportam como:

7,00) = ™7 (3.1.10)

O segundomembrodaeq.(3.1.10) representa ondas gue viajam na diregZo anguiar positiva(+)

e na direcdo angular negativa (-).

Por cutro lade, a fass do fator do oropagacio radial governada por v (1), pede ser estimada
. G g AR

por

X =€ (3.1.11)

oncde As é o caminho &tice percorrico em um meic com indice de refrago v [17].

Othando para a fig.(3.1.2), vemos que para raios no interior da esfera As vom dado por:

(3.1.12)

Por outro lado, segue tambem da fig.(3.1.2) gue 0 &ngulo 8 em (3.1.10) escrave-se como:

M
6 =AB

= 2cos™

{3.1.13)
ol

(*)-Narealidade, € pessivel se mostrar que a €q.13.1.11) é o }imite assintético (e>>f) da solugio WKB para
ondas viajantes no interior da esfora,

16
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Fig.(3.12) « Propagacio radial e angular da luz no interior da esfera.

Entretanto, como a superiicie esférica r=r, & umacaustica, a passagemdo raio por ela

acrescenta um salto de /2 nafase em (3.1.11) [17] e passamos a regescravé-la como:

4

2, = e ’ (3.1.14)

Zi[\"a’ _(“’!'1_1.}, 4£]
L

17



Ainterpretagao para a condigao de ressonancia neste caso seria dada pelo casamento

das fases das propagagbes radial e angular, isto é:

— t+473
[ 2.'."“_*(:’—{“%}1 _EJ —3i(£+%}cos’1(( +/2%}
e o2

Xt ‘Z’e = €

=T (3.1.15)

resultaco este Gue é completamente equivalente 2 eq. {3.1.7).

Ainda dentro deste contexto, é possivel também dar uma interpretacao fisica para a
largura da ressoné&ncia. Para vermos isto, procedemos da seguinte forma:
Se fizermos agora, k > k+i b/ e (£+%) - (£+%)+in, e {d0 segue que as equaghes
gue governam a propagagao radial (eq.(3.1.11)) e angular (q.{3.1.10)), passam ater um

decaimento exponencial, cuios expcantes se relacionam airaves de:
il J ?

la? (e +14)
n=2 (f{;) b (3.1.16)

-t /2

Bcos ( - ]

A eq.(3.1.16) nos mostra gue durante a ressonancia, assoclada a meia vida temporal (b}
tem-se uma meija vida argular (7'}, que nos diz c.al é 0 rimero de voltas necessario para

que a luz escape do interior da esfera.

3.2 Calculo de Ressonancias

Na secao anterior vimos que as ressonancias, polos des coeficientes de Mie, podiam ser
interpretadas como estados quase-ligados de um paco de potencial efetivo. Vamos agora
desenvolver algoritmos que nos permitem calcular tais ressonancias.

Os polos dos coeficientes de Mie (veja egs. (2.2.5:6)) satisfazem a seguinte equacao:

18



p) W)
- e N 4 3.2.1
g 9 ) (.20

Aqui se’ rna cenvenient2 trabztharmos com as funcées cilindricas de Bessg! ao invés das

fungoes de Ricaiti-Bessel. Para isio reescrevemos a eq. {3.2.1) como:

) i
[18]= <, 1\’[a}fﬁ(ej -1) (3.2.2;a)
onde
H(B)
13]=—2 "~ 3.2.2;b
e,
[a]:ﬂa_) (3.2.2;¢)
J (a)
séo as derivadas logaritimicas das fungbes cilindricas de Bessel, com:
A=(2+1) | (3.2.2;d)

Como primeiro procedimento para resolver a eq. {3.2.2;a) iremos usar as expansdes

assintoticas de Debye para as fungdes cilindricas {18}, também chamadas aproximagdes tipo

WKE para tais fungdes.

Vimos na se¢do anterior que os multipolos ressonantes estao na faixa , f< A < a. Nesta

regime escrevemos as derivadas logaritimicas, no limite WKB, como:
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[Iﬁ] =0 a _ﬁz—[l — gt A _ p
ﬁ 2(/;2"-)33)/1

( 2

L1 -—.L'— A } (3.2.3)

L 8- 3= )] |

~fed? “:;‘: - 3 | ‘7/‘2

N 75 B SPS

TSGLI.3(@2_?”5(@(1,0{) 4) (3.2.4)
onde,

[ 52 n2

w(A,B)=yA - -4 mf‘i%i} (3.2.5)

e{A,a)=~Na’ -4’ —lcos'l(—):-] (3.2.6)

94

Avelidade dasexpanstesdeDebye para(3.2.5e 8)requer respectivamente, A - § >> ,B:'

e a—A >> . Dentro deste limite, 0 22 membro da eq.(3.2.5) &€ sempre regativo.

Sendc assim, a €q.(3.2.2) é levada na seguinte equagaoc transcendental:

W ) 2 . 32
tg(éO”-,a)—"T/.;):i\‘i 0 P ot r,_e_f_, -2
" €, va’ - A7 22 - g1y 8y At -2 P —27)
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A -p 512
+8 g (« _}'2)(I+ 3 “;'2)H} (3.2.7)

No limite de ressonancias estreitas, isto € § — J; = B, - ib; com b, << f,, aeq. (3.2.7)

pode ser desacoplada (retendo termos até 1% ordemem b )em suas partes real e imaginaria.
Usando este fato, obtemos como uma primeira aproximagio para s solugdes de (3.2.7) o

conjunto mais simplificado de equagbes abaixo:

g (3.2.8)

NNF TP s (3.2.9)

onde a parte imaginéria (3.2.9) fica determinada pela solugdo da q.{3.2.8) para a pare real.

i ; A o
Como no plarc-f, 0s polos de interesse estdo na faixa N < f; < A, estimativas para as

soiugoes da eq.(3.2.8) podem ser obtidas a partir de sua expansido em série de poténcias na
(

. 2
vizinhangade 4, tomando f3; = ),(I —x%}, onde x;, com 0 <x; < \fzkl __;,7) Seraonosso

parametro de expuansdo. Fazendo isto temos:

Vﬂhzgﬁ; - X;

(3.2.10)
€. \/aj_ —AT e M

4
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o(A, ;) = A[M - 157 (31))]
= MB, — Ag7 (M) (3.2.11)

onde M =NT— 1 .

Assim segue da eq. (3.2.8; que,

X .
tg{Mﬁj - ﬂ.tg"(n-!)—-g} == JM , OU equivalentemente,
i

i X.
MB =g (M) = = ( -

Y
4 /
X .
=pT+—— ,n =01,
e, M
, ‘(M
B, = B,.(7) = ) (nTA,) " Ve (3.2.12)

onde o numere inteiro n, denominade de ordem da ressonancia, pede serinterpretado como

o nimero de nedos da fung&o de onda radial i (r} no limite de uma barreira impenetravel.

(1B,
A

Por sua vez, podemos estimar iterativamente x; = \2L j usando a prépria eq.
|

(3.2.12) e retendo apenas ¢s dois primeires termos. Obtemos assim

szJz(f— (M) ~{n /’)}HIJ

xwrﬁ_(,ﬁ%)m;fﬁ (3.2.13)

-
onde P = 2(1 _!_gw_(}ﬂ} .
M
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Portan!o a eq. (3.2.12) passa a ser regscrita como,

B;.(A)= )_M+(,,+5/)£+ VP

M AT T o T O (3.2.14)
‘ J

Em (3.2.14), n,,,. €0 n? méaximo de nodos da fungdo de onda no intericr da 2sfera. Uma vez

que a altura da barreira é finita (¥ finilo), entdo ntambem ¢ finito, sendo o seu valor limitado

superiormente gor,

APM 1 -
Byax & 2 4 (3.2.15)

Para estimarmes a parte imaginaria da ressonancia procedemos da seguinte forma:

” ( I - -
Utilizandonovamente x;, com 0 < x; < 1\‘,2(1 - ’\7)‘ como parametrode expansao, aeq. (3.2.9)

¢

& levada em,

b, = A Exp(2y), com

= M
A
V”~‘““§'I,
= _fng/2 +fn+i)£ﬁ , assim,
U

b, b =-Exp —z(il—P%_(wi)i\/F | (3.2.16)

’ " e, M 3 4/ M |

As egs. (3.2.14 e 16) nos permilem prever vérias caracieristicas das ressonancias, por

exemplo:
* Ressonancias de modos distintos porém com mesmo A e n: aressonancia E ocarre

para um numero de onda maior e € também mais larga que a M por fatores
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respectivamante de VP e N7,

* Para uma dada ressonancia, vé-se da eq. (3.2.16) que sua largura possui um
comperiamento oposto em relagao a0s parametros A e n : com 0 primeiro ela
decresce exponencialmante enquanto que com 0 outro elacrescetambémde maneira
exponencial. Assim, quanto mais altaforabarreira de potencial etetivo{maior L) mais
estra:tas $erao as ressOranc’as e contrariamente, tanto mais largas serao quanto

mais proximas estiverem do topo da barreira. Observe, de (3.2.14), que f5, se

aproxima de A a medida que n cresce.

*Observa-setambém que adistancia enire duasressonancias de mesma polarizagao,

caracterizacas pelos parameiros A', A, ' en comA'> A e n'<n & dada por:
v i (g 18T (M) Ny
=B = (A - A) L (n—-n")— (3.2.17 )
Pu =P ( ) M ( )M

No cascemaque A=A +1 e n"=n obtemos 0 resultado previsto pelas Refs.[19,20].

Por outro lado a razéo entre as larguras destas duas ressonancias escreve-se como:

I : 3.2.18

Asequacgles (3.2.17;18) nos permitem avaliar o grau de proximidade e superposig@o entre um

dado par de ressonancias. Por exemplo, se a desigualdade, ]B* - B

>> b)Y + b, é satisteita
para um dado conjunto {A",A,n’,n}, estas duas ressonancias sdo sufic:antemente afastadas

e estreitas para nao se superporem,.

E bom salientar que as propriedades acima ciladas possuem um cardter mais
gualilativo do que quaniitativo, pois em sua obtengdo algumas aproximagles foram
envolvidas. Para meihor visualizarmos isto mostramos a seguir a Tabela (3.2.1), na qual

confrontames as solugCes obticas a partir da eq. (3.2.2) com as das eqs. (3.2.8 € 9) corrigidas
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com termos de ordem superior n: expansdo WKB. Em ambos os ¢asos, as solugbes
numéricas foram obtidas pelo método ilerativo de Newton,utilizando-se como estimativas para
inicializar-se as iteragbes as equagdes (3.2.14 e 16). A convergéncia foi atingida apbs um

numero de passos menor que uma dezena, exigindo uma precis&o numeérica de 12 casas

decimais.
AODO EXATO - . WKB ERRO %

i b B b B b
M, 5747 6.11E-3 57.49 6.69E-3 |31E-2 9.5
M, 57.70 1.17E-5 57.73 1I9E-5 |43E2 1.7
E, 57.83 9.40E-3 57.85 LO2E-2 |4JE2 0.9
E°, 58.15 1.68E-5 58.17 1.65E-5 [2.9E-2 1.8
M, 58.28 5.26E-3 58.29 5.73E-3 |3.0E2 85
M, 58.48 9.49E-6 58.51 9.58E-6 |4JE-2 09
£, 58.64 8.08E-3 58.6¢ 8.76E-3 |3.7E-2 84
E", 58.93 1.3GE-5 58.95 1.33E-5 |2.9E-2 2.2

Tab.(3.2.1}: Calculo de ressonéncias para N = 1.33. A notacdo empregeada € a seuinte,
O simbolo j~, representa 0 modo ressonante j, momento angular £ e ordem de resso-
n&ncia n. Cabe salientar que a notagdo de potenciacdo empregada E-y é equivalente
af0Y, equeoetroéoerro percentual, assim, 1.17E-3% e:.uivale aum erro relelive de
de 1.17 x 105,

Observamos da Teb. (3.2.1) que 0 erro na parie real da ressonancia € inferior 2 5.E-2
(0.05 %) e € ind=pendenie de n. I8ic €& Ceve gC feto Ce gue 0 erfo relalive envolvidd nas
expansdes das funcdes cilindricas € 0 (1/4 ), porianio um elvo Que predoming scbrg 0s camais
erros envolvigos, pois € de mesma ordern GUE, OU SUPENO! & largura das ressoréancias
observedas. Por oulro lado, o 1o envalvidd nesies larguras Cresce expongnciaimenie com

n, pois g validade da eq. (3.2.16) é de ordem O°).
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3.3 Efeitos de Absorcao

Ate agora admitimos que o indice de refraggo fosse real e maior que a unidade,
desprezando completamente qualquer efeito absortivo do meio. Uma vez que tais efeitos
contribuem para atenuagao de um dadoe modo dentro da cavidade esférica, é intuitivo supor
que estes devam tambem influir na largura da ressonancia associada a este referido medo.

Neste contexto, o indice de refragdc passa a ter uma parie imaginaria positiva, isto é:
N -3 N'=N+im,comm > 0.

Analogamente ao que foi feitc na secao anterior, vamos estudar este s efeitos ainda nos
valendo da aproximacdc WKB para o calculo das ressenencias, veja eq. (3.2.7).

Na maioria dos casos fisicos de interesse podemos tomar, m« N. Tendo isic em mente e

novamente dentro da aproxima¢ao de ressonancia estreita, podemos desacoplara eq. (3.2.7)

em suas pznes real e imaginaria.

A ecuaGio para a parie rea! da resscnancia continua sendo a eq. (3.2.8) porém suz
valicade ao inves de ser O(F |__,) passaa ser O(F1__).
Confirmango aquilo gue esperavemos, a parie imaginaria da ressonéncia € alelada pela

absorcao e passa agora a ser escrila como:

ey =B

c (af—-/'l) (3.3.1;a)

[
b, = bf],n:a +ﬁj cosz[go'{/",, aj)— %]L%T

onde b | _ easoluggone ausénciade ebsorglodade pelaeq. (8.2.2), enquanicgue o simoole

€; ¢ definido como,
0,j=
ejE(;:ii]i,j_—_Z (3‘3'];b)

R
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Paratermos uma visao qualitativa melhor do comportamento da eq. (3.3.1;a) vamos expandi-

2
la, novamente em torno da vizinhanga de 2, tomando B, = ?{I - x%) Fazendo isto temos:

m €.Xx;
) + ff—m L 3.3.2
m=0 ﬁ’N €; M’ ( )

onde x, é estimado pelaeJ. (3.2.13). Aeq. (3.3.2) mostra explicitamente as contribuigde: 212
a largura da ressonéncia dos termos nao absortivos e absortivos. Expomos a seguir uma

tabela para as solugbes da eq. (3.2.1) com indice de refracio complexo.

i AI}GS EIJS

m ' B b ( B b

0.0 585280849143 0.0052623 55.640691999 0.0080849
1.E-8 SE2808441-:0 00052627 58.690691946 00050853
S.E-§ 582808494132 0.00526499 58.6400918933 8.0080870
1.E-7 SE280849127 00052665 585650691916 0.0080820
5.E-7 SE&GEFI033 G.0052830 S&E 650681782 CLOG5T053
1.E-6 58280843024 G.0033037 58640691614 0.00871257
5.E-6 58 28CK43048 G.0054691 585646690273 G.O0082887
1.E-5 385250851953 0036760 58640658595 0.005’49:;’5
5.E-5 58250833152 0.007330% 55.690675149 G.O0I10I226
1.FE4 58250822059 .0093885 58640658272 O.G0121602
S.E~d S8280728506 0259373 35640320397 00252598
I1.E-3 S 2806097895 00366302 55.640357409 60558316
S5.E-3 SE8279250701 G.2120203 58.€38656/337 02116536
F.r-2 82766842247 0. 41853857 58635874452 04150173

Tab. (3.3.1): F~ssonéncias do Espealhamenio flie para um meio
absortivo com «ndice de refracdo N =7.33 + in.

Alabela (3.3.1) nos mostre gue 28 mucdangas ne perie real Ca ressonéncia devids a 8heorg



s&o de ordem igual ou superior a O(¥’ |}, confirmando aquilo que haviamos comentado
anteriormente. Por outro lado, efeitos na parte imaginaria da ressonancia sao mais drasticos,
podende em alguns casos (dependendo de a largura da ressonéncia f§, na auséncia de

absorgao ser muito inferior a m), ser a largura final dominada pela absorgao. Tal fato esta

qualitativamente de acordo com a eq. (3.3.2)

Para finglizar este capitulo, vamos descrever os efeifos oe absorgéo atraves de uma
aproximacao de tipo WKB. Parafazermosisto basta observamos que a mudanga N->N +im

transforma os expoentes da equacgéo (3.1.11) do seguinte modo:

ikNAB — ikNAB —kmAB (3.3.3)

e

Nop o Ngp T E (3.3.4)
a a a

Portanto, se acondigdode ressonancia € satisfeila, aabsorgdoalierza 2 €0.(3.1.10) doseguinte

modo:

B B m| Vol =27
n_[zw N 7 (3.3.5)

o)

E bom salientarcue nestecontexio e nesta ordem de aproximacdo, a parte real da ressonanciz
permanece inalierada. Vé-se enirelanio, da eq.(3.3.5), que o termo eiiire colcheles €
completamente equivelente & eq.(2.3.2) para a largura da ressonancia. O crescimenio linear
de 11 com m signitica que 0 aumenic da ats0r¢&0 no meio leva e UM decréscimo na meliavica

da luz nointericr aa esfera, resulieao este fisicamente esperado.



Capitulo 4

Teoriado momento angular complexo para as amplitudes de espalhamento
nas diregoes dianteira e traseira.

4.1 A transformada de Watson e o plano de momento angular complexo.

Obtivemos no Cap. 2 as expressdes para as amplitudes de espalhamento flegs. (2.3.4
e 5))}]. Do ponto de vista de aplicagbes, estas sdo as quantidades mais relevantes do
espalhamento. Através de medidas da luz espalhada [21,22] podemos obter informacgoes a
respeito de grandezas que caracterizam o espathador como por exemplo, tamanho e indice

de refragé ) da esfera [23]. Sendo assim, uma boa compreensao teérica dessas amplitudes se

faz necesséaria.

A principel dificuldade cue aparece no estudo das amplitudes d= espathamento provem
dotatodelas serern expressas porsériesinfinites de ondas parciais cuiace nvergénciasetorna
lenta para vaiores grandes do parémetro de tamanho. Uma tentativa para se contornar este
problema pode s¢r feita através da transiormada de Watson, que leva sériec em integrais de
caminho no plans do momernito angular complexo (plano - 2) [14). Por exemplo, 2 série S dada

pela eguacgio abaixo,
S=) 1(8) (4.1.1)
=0

pode ser represeniada pela integral sotre o contorno C (veje fig. (4.1.1)) mais uma série de

residucs®, casc higja polos de f no interior de C, isto é:

! ina’
i

*(’m;'—ﬁ'z“c——_-}\’?s{f(ﬁ‘—%)] (4.1.2)

2y Cos 7z frjeosas

i

5:i§ 2

onde A” s&0 0s possiveis polos de feconiidosem Ce Res[f(}.' —}9)] ¢ ovalordoresiduc def

("}-N: defini¢io vsual de trensformada de Wa'ton o caminho de integregzo € ¢ escothido evitando polos de fde modo que, 2
strie de residuos e (4.1.2) nEo aparece. Poréim, come v cremos reste Capitulo, hi imperlentes polos (quando fé amplitude de
ecpalliamento) gue devem estar contidos om € de fonne que jé o escothemos contendo polos como wosirz 2 fig{4.1.1).
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nestes polos.

Imf{A)}
C
2, }'2 As
* * *
3 gt e g | AN N W T
112 372 52 Refa)
-_ e

fig.(4.1.1) - Caminho de Integracdo C usado na definicdo da transformade de \/atson,
onde 0$ ?.}. [%] s&z pelosde f.

Felio isso, 0 probiema de scmarmos § foitransferido para o calculo de uma inlegra!
sobre C e da residuos em polos. O gi 1ho operacionat reside no feto de trabzlharmos agora
com fungdes definidas no plano complexo A, permilindc-nos deformear o caminho ce forma
mals conveniente. Antes de aplicarmos ieis idéizs ao célculo de emplitudes vemos abrirum

peréntese e disculir aipumes propriedades imporanies cesias amplitudes.

E bem sabido que quando 0 perémetro f veria as segbes de chogue tém doi
comporiamenios distinios; um mais lentamenie variavel & suzve chamado Oz background e
ouiro completemenie distinic, cue ocorre em valeres especifices de f, associado afluivagbes
repidas e com picos estreilos (ripple) [24].

Pare separarmes estes 0ois componamentos dislinlos, reescrevemos as emplitudes em

6}.
3
O
w
@]
4]
Q.
[
o
3]
o
&)
<<
ol
wn
[70]
il

cries obilides a periir da expzarséc de Debye [25] para ¢s coelicienies

Q.
D
[4%)
M
f,’l
48]
[9g]
m

& 0 essunto Cz provumea segao

€
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4.2 A expansao de Debye.

Aideia da expansao de Debye reside no fato de podermos reinterpretar as amplitudes
de espathamento em termos de interagbes de supericie [26].

Nosso passoinicial consiste emtratar ainteragao de uma onda multipolarincidente com
a superficie esférica; tal interaga@o da origem a ondas refletidas na superficie e a ondas que

convergem para o seu interior (veja a Fig. (4'.2.1)).

Keic 2

fig.(4.2.1) » Trajelorias dos raios no interior e fora da supetrficie esférica.

A onda provenienie do vacuo (meio 2) que, apos interagir com a superiicie esférice, €
parcielmentie reiletida por esta e parciaimente transmilica para o seu interior {meio 1), pode

serdecomposia em:

(pff)(r): A!_gn(ki) ; ngl{i}

- (K1) gy & (M (4.2.1)
L LB &B)

)]
—.



L (Nkr)

e (r)= AT} ) (4.2.2)

e

3= 1 é o coeficiente esférico de retlex@o da interface e T/’ o coeficiente de transmissao

go meio 2 para o meio 1. Ambos os coeficientes sao oblidos a partir das condiges de contorno

da teoria de Maxwell na superficie esférica, a saber:
i) Continuidade das componentes tangenciais dos campos em r=a

o (r=a)= o' (r=a)

= T =I1+R}

(4.2.3)
li} Continuidade das componentes normais dos campos
e (r=a)= 0l (r=a)
=  [2B)+RI{1B}=T{/Ne, (2a) (4.2.4)
Seque de (4.2.3) & (4.2.4) que,
2B}~ N ?
RY =— (28] ‘\, s e (4.2.5)
- (1B} -N e, (2a]
‘ ) , ) (“’(x) ) . e e
onide os simboles {jx]= =" ) s&0 es derivedas logarilimicas das tungbes de Ricatll-
J(x
Hankel.
N
T = {15} , {25) (4.2.6)
[IB)-Ne, {2a])

Situacéo semelhante ocorre guande ondas vindas ca interior ca esfera ¢£0 reflelidas

e iransmitigas glravés de sua superficie pars o meio exterior. Neste caso temos:

’J)(r) A]"PJ LS (427)
L

2
N



(Irr Al (2}, A1
gﬁ;;‘)(r):A[_C_f__.(._A_"_r)..,_RmM} (4.2.8)

(1; 1i (2
Ta) a)

Nestas expressoes, T/’ é o coeficiente de transmiss&o do meio 1 parao meio2e Rjj’ éo

coeficiente de reflex&o interna. Novamente, como antes, segue das condigbes de contorno

i) e ii) respectivamente que:

() . ()
T;J - ]+RH

(4.2.9)
T (1B} =N e, [[1a)+ R (20])] | (4.2.10)
portanto,

ZU gg}:iz gfx (4.2.11)
T =Ne, {Ib{;f{’\:if?;a} (4.2.12)

Uma vez de posse das expressbes para os coeficienies esféricos de reflexzo e
frensmissdo, © passo seguinie consistie em nolarmos gue podemos resscreverz €g. {(2.2.12)

como,

aj(f,ﬁ)?i{;—- (G”(ﬁ)j (2]~ N Ei{a}} (4.2.13)

2" \¢p)) (1B)-Ne,; (a)
v (x)

onde (x}=— ) é a derivada logaritimica ca fungdo de Ricatti-Eessel. Por sua vez,
Ly

[}
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(2B)-Ne,fa) . _(2B)-(15)

{16)-Ne,(c] {1B)-Ne,;(a)

_ g | __{IB]-(2B) |{1B]-Ne,i(20]
(1B)-Ne;(2a) | (1B)-N¢;(a)
- poq|IPIZN €, (20)
(1B]-N¢e; (o]

(4.2.14)}

Utilizamos, na passagem da sequnda para a terce.ra linha da equagéao acima, a eq.(4.2.6).

Em (4.2.14) ¢ conveniente escrever

[13)-Ne. {2a) Ne.
F) '-:I J _ 2
(B)-Ne ia) B Ne, a0 |
T (1)
:]+1\ €, L (e} (lo)-{20) (4.2.15)
2y, (a) \(1f)-Ne, (o]
onde,
gy = S0 g 4.2.16
p! (ﬁ) C;;J‘.(a) i1 ( sl )

Substituindd (4.2.16) em (4.2.14) oblemos gue,

{1B]-N €, (2a) . Oa)| {Ta)-{20) 1
. =I+N EJ’ z) (j)
(16)-N¢g; {a] L)\ (1B)-Ne, (20) |1-pl
(1) {i}
:1+(C§”mﬂ T (4.2.17)
U.Z"(a)ﬁ—pf

€,

{Zﬁ}*[\, Ej {QJ] ]_T(j)_ C;lj(a) Tz(fj)T}gj}
(1B)-Ne;{a] )

(1) (i)
[ R i:(f(aﬁ) T_LT!:J_ (4.2.18)
. Oa) J_Pt”

1-p;”

H

[€v]
I~



que por fim nos permite levar a eq. (4.2.13) na expansao de Debye para os coeficientes das

séries de ondas parciais, isto é:

{2) (1 P
a,(tp) = 1 I_Cr (B) R;;‘)+Trj)Tu)§: (a)z(pm)"’}

2 T T e
Y
1L B iy &0 (1) (sz)
——e T T Fl T J . B
+2CS”(/3) 27 452 E”(O!)]-Pﬂ‘” (4.2.19)

onde o Gltimo termo corresponde ao resto da expansao.

Em geral, para valores de 8 reais gue dao contribuigbes significativas, temos que
Ipt’| << 1, acarretando que em (4.2.19) s6 precisarios extender o somatorio do termo entre
colchetes as primeiras parcelas e podemos ignorar as contribuigbes restantes. ntretanto,em
determinadas diregbes(paraaaureclatrazeira, porexemplo), istondo e valido, e veremos que
as flutuagbes rapidas (ripple) se originam do resto da série.

Ainterpretagaofisicadotermoenire colchetesem (4.2.19) é simples. Aprimeira parcela
envolve aconiribuicdc deraiosaue n&o peneiramnointeriorda esfera, raios gue s&o relietidos

nor sua superiicie externa. Asparceles subsequentesdo somatoriocorrespondema conirbuig

oan
O

daqgueles raios gue 2o penetrarem na esfera sdo refletidos no seu interior (p-7) vezes até

novamentie serem 'ansmiidos para © meio extetior.
Com esszas idéias em mente relomemos ao calculo de amplitudes.
4.3 Coniribuigbes pars o background e f{luivacdes répidas

Lim Ce economizarmes notagdo, vamaos sintetizar as expressdes pare as ampitudes

de ecpathamento nas diregbes dianteira e traseira, eos. (2.3.7 e 9), da seguinte forma:

S.(B)= =3 (L+ 501 [a, (L) 22, (L,p)] (4.3.1)

=1



o sinal (+)correspondendo & diregéo dianteira (6=0)enquanto que (-) corresponde & direg&o
traseira (6 = ).

Aplicando a expansdo de Lebye (eq. (4.2.19)) as amplitudes de espalhamento, aeq.
(4.3.1) € levada em

S.(B) = ?3 (£+4jeen)" [aly (6,B) £ al (£,B)]
i D) e 54, B+ ad(¢,8)]
=SSy (4.3.2)
onde
a(LB) = i{ gjggj{}egui’;’ (¥ g:igai (p")" D (4.3.3)
at(t.p) = %})Eg;{T‘T fﬁ’ﬁaﬁﬁ ”;2,.)} (4.3.4)

Os indices B € R s&o respectivamente referenies a termos associados &t background
e as flutuacbes rapidas. A {eoria para o background j& esié reletivamente esiabelecida e
discutida[14.27,28,2¢] nestas duas diregbes. Sencoassim, nosdeleremos aquiem oesenvoiver
uma teoria para as flutuagbes répicas. Para {azermos isso, aplicamos uma transiormaoa de

Watson (vejz ea.(4.1.2)) em S isio é:



I - ’7 i
SM(B) “'z’id"c e, (2)al (A -4,B)xa (A -1,B)]

0s A
eiﬂ'
+in A (X )R (Rig 2 — 1, +akat 1 35-
l {z}cosnl W) Res|al (X - 4,p) 28l (2~ 4, B)] (4.3.5:a)
onde definimos
1, {+) diregac dianteira
Ha(2)= (4.3.5;b)

ie”™  (-) direcéo traseira

Para comegarmos a manipular com (4.3.5) temas que estudar os possiveis pelos de a'™.

Observando (4.3.4) vemoes que,

;‘__:(O.’) (18] -~ e, {a)
-ﬁ_"”,( ) (1B]-N e, {2a] (4.3.6)

(1) (ﬁ)

partanto um tipo de pelo ocorre guando p‘” =1, ou seja quandoc,

{1B}=N¢e; {a] (4.3.7)

A eq. (4.3.7) neda mais é do que a equacao para as ressonancias, eq. {(3.2.1), poremagoera
escrita no piano 4. Cabe aqui salientar que, as ressonancias estao na fronizira do dominio
de convergéncia da expanséo de Debve, de medogue navizinhanga de umaressanéancia esia
expanséo € leniamente convergente sendo necessé 0 soMalmos um grands nNUMero de

termos; por exemplo, para uma ressonancia de largura b, temos que tomar P em (4.2.18) da

ordem dg b7,

Outras czalegorias de polos aparecem quande o denominador comum s¢ coeficienies
de transmiss2s e teflexZ0 se enula. Para que 1SS0 0COrre € NeCessSAario QUE:
(1p]=Neg; (2a)} (4.3.8)

Afim de defrrmarmos convenientemente o caminfio C de inlegrag&o é neCesszhio
conhecer a ¢isposigdo desses polos no plano 4. Os polos oue satisizzem & €q.(4.3.7),
associadrs &s ressonancias, serfo neste contexto chamedos de polos R, estes estéo
localizagos!” préximos ao eixo real entre o e . Entreianto, as solugdes ¢z eq. (4.3.8),
denominadas polos de Regge-Debye(RD)témsuaspariesreaisproximasda f {ric i*guadranie)
oude ¢ (no 4f guedranie), porém suas partes imaginarias se alastam assintolicamenie coexo
{*)-Nereslidade, Ferz ces pa!b:menlo itie, 2 "femilis™ de rolo: de Begpe, peles no pleno- 2+ a emplitude €2 espalhemente, €

bem mels extense do que & epreseniede aqui. Um ectude msls completo sc!:'c: esie ecsunte encoenbie-se ne Relidle om ec,_u.—*i.:l
¢ mapesmenio de 1o es os polos de Regge encenire-se na fig 3 desta referénciz. 87



real[14). Paravermosisso melhor vamos fazerumaanalise qualitativadas solugbes de (4.3.8).

Para os polos Atipo RD, proximos a § tem-se, [14],

(15) = y 3 ACD

4.3.9
Ai(—q) (4.3.2)
onde,
1
2 3
ys[—} << 1 (4.3.10)
B
g=7y e (h-p) (4.3.11)

e Ai e Ai’, s&o respectivamente a fungao regular de Airy e sua primeira derivada. Por outro

lado,

PENT
{2a} = _llwcx_.ﬁ%_

(4.3.12)
AI
P .ranto segue de (4.3.8) que,

Ai(-g) =

i —ix
e A (- (4.3.13)
M? (—q)

Para recolvermos a equagio acima procedemos do seguinte modo:

Como y<<1tem-se g - ¢V’ = x, — §'/ onde x € a n-ésima raiz de Ai(-x) . EniZo, segue oe
(4.3.13) oue

§D w—_y e (4.3.14)
e; M
seja,
P pa - xn—EIM (4.3.15)
i

A eq. (4.3.15) nos mostra que os polos RD préximos & § 1&ém pare imsginéria pasiliva

e 0(p*).

2
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Fizemos até aqui a analise dos polos RD para os quais a parte real é proxima a 5. De forma
inteiramente an&loga podemos repetir este proced: mento para agueles polos RD para os quais

a parte real é proxima a . Comegamos esle estudo observando que nesta regiao temos

I
I

(1B) L

= -M (4.3.16)

?E(é) << 7 (4.3.17)
e
g=7e7(2-a) (4.3.18)

porianio segue de (4.3.8) que:

Ai(-g) = - %E,- 7 eTAI(-g) (4.3.19)

Como ¥ <<, as solugbes de (4.3.18) estéo proximas dos zeros x, da fungé: de Alry, de

mMOog0 QuUe pare.
§—§"=x,-8& | (4.3.20)

a2 eq. (4.3.20) nos fornece que,

S~ A 5 A3

e 7o (4.3.21)
M



ou seja, 0s polos RD cuja a parte real é proxima a « se comportam como:

R 4.3.22
. 7 Xotog i ( )

Nota-se também que a parte imaginéria destes polos ¢ negativa O(a*).
Uma vez que agora conhecemos a distribuicdo dos polos tanto R quanto RD no plano-

A, o contomo C (veja fig. (4.3.1) ) € deformado de modo que contenha apenas os polos R.

%« - Polos RD #
© . Polos RD &
& - Polos R *

e e BEE MmN R P N N B NaW Bam SR BWE B M B SOk AT B B BV b s e b o mmer e

fig.(4.3.1): Deformacéo do caminho C para inclusio dos polos R.
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Ascontribuigbes vindas dos caminhios I'; e T, paraaintegralnaeq.(4.23.5) sao exponenciaimente
despreziveis. Para vermos isto procedemos da seguinte forma:

Parz a integral de caminho, temos

iﬁl

1rp== jrd wmﬁam (4.3.23)
onde I pode ser os caminhos I'_ou I, e

Qj=1) = 8y (4.3.24)
Qjez) = 8 (4.3.25)
Entao,

{17 [T ]| = O{Exp[-2R n(2R)))

comR >>1.

(4.3.26)

Naoblengdo da eq.(4.3.26) usamos o falo dos coeficientes de Mir seremassintoticamente[14]

24
de ordem O(—{;[fﬁ} .
k\;{ ;?;l

Possiveis contribuigdes podem:-se originar dos caminhos C, ; entrelanis, como estas
estao associzdas e efeitos de multi-reflexSes no interior da esfera, podem ser computadas
como termos co background. Sendo assim SI* passa a2 serpuramente e série de residuos em

(4.3.5). Passemos a anezlisé-la agora.
Reescrevendo (4.3.5) restrita 20s polos R, temos que

iza"

S;E;(ﬁ)l}? = Ccfsv/" /. ,U (2 )Pcs cx(]\}(/ -1, 1‘:‘81“(/5 ‘%:ﬁ)l (4.3.27)
At=ald 4

Entdo passe ™i0S agora a anzlisar as contribuigbes ¢os polos R.

OspciosRszoasressonéncias noplano-2,isto €, szo assolugbesde (4.3.7) 4 = 217 (B

para um 0zco f§ firo.

Ty



Vamos calcular agora separadamente a contribuigao de cada termo em (4.3.27). Afim
de economizar nolagao iremos suprimir momentaneamente os indices j e n e passaremos

aescreverumdado poloRcomo A = £ +in. Paraumaressonancia estreita, 0 < n << £;assim,

para esses polos, temos que:

ixa

€

= =2 (-1)m e gt (4.3.28)
wm=1

A £quagao acima nos permite ver explicitamente que o numero médio de voltas m, que & luz

executa no intenor da esfera antes de escapar para o vacuo ¢ inversamente proporcional &

largura da ressonancia pois, # = L.

Uma ressonancia estreita nas segdes de choque como fungio de S aparece quando

umatrajetoria de Regge passaproximode umvaiorfisicode 4, & = (£+4)+ AL com|Af] << 1de

modo gue,
[t = iA
e ,(T’; 1 i)z (4.3.29)
COS 7/, -"7‘\??' +(A.:) )
Por outro lado, othando para (4.2.12) vemos oue
Res(alf(a~4))  =Res{a,(i-1)) (4.3.30)
ARG FRL EARMNE A0 PRSY e

A conveniéncia dza identidade acima reside em nos permiiir emirabalhar com &, ao invés ge
aS.R’, que possui uma expressao muitc mais compliceda. Sendo assim (4.2.13) nos fornece

que,



1| EenBI(2B)-Ne (o)
R(’S( ai()"'_f))__,_,“ = ‘:“: ﬁ . .
o SO N e (a)
—gfh (ﬁ) T
=__]_ i-5 {2ﬁ}_[1ﬁ} (4.3.31)
2 Ql’%(ﬁ) {1B)— N Ej (o]
L dla=atn
onde utilizamos {4.3.7) e definimos
-0
{fl= éf} (4.3.32)
/. a=ills
Usando
fTv] = _ 2i
{2x)—{Ix]= q_,—)i(x)ggl(x) (4.3.33)
Obtemos
Res(a,(7 1)) =k ! (4.3.34)

— (gf” ('B))z [[1}814’ 3 {&}}

1
~=3

-2
O termo ((f”, (,G)j na eouacio acima, mesira aue & ransmissividade da luz alravés da

barreire de potencial efetive contribui substancialmente para o valor do residuo em {4.3.34).

Devioo 20 falo Gas ressonéncias serem esireiles, es sclugbes de (4.3.7) 1ém em seus
complexcs conjugados boas estimalivas para os zercs de (2]~ N €, {a]. Islo nos permite,

na vizinhangz ce uma dada ressonéancia, reescrever (4.3.31) como:



. z—(E-in .
Res( af)z=a',“ = zizg.::m -1 r»n—z—_—Em% (z-—(é-!»m))
= in (4.3.35)

Assim, juntamente com (4.3.29) -sstimamos, na vizinhanga de uma dada ressonancia, S/ por

ol f i ? . Aé i+
LT UL W TN 0 1)) . — (1+{—”—+-—~D -1y (4.3.36)
Y S

Esta Ultima equag@o nos mostra que os picos em [$**)] estao centrados nos valores de
B para os quais |a¢| atinge seu menor valor possivel (= O(n?), naressonancia), enquanto cue

a largura destes picos é proporcional a 1.

Fizemos até aqui um esforgo tedrico com intuito de eniender o comporiamento ¢
implicagbesdos polosde §/*, em particularpara ospolos R, asressonancias no plano-2. Devido
a muitas dessas ressonancias sa2rem bastante estreitas, faz-se necessario um caloulo
computacionz! bastanie preciso, pois o erro nalocalizagzo de umadada ressonénciadeve ser
inferior pelo menos a sua larpura. isto n2o ocorre se utilizarmos mélodos baseados em
expansbes assinidlicas usuais das funcdes cilindricas como por exemplo, expansbes WKB
{Debye) ou oe Schibe [14], pois nestes cesos, as ressonancias mais estreilas se localizam
na vizinhanga do raio de convergéncia desias expansies, inviabilizando par completo
qualguer tipa de calculo mais refinado. Desla forma, tivemos oue desenvolver um algoritmo
baseado em expansdes assintéticas uniformes (EAU) (veja Apéndice-B) qus nios permife
calcularcom exceiente precis2o néo s0 as ressonéncias (veja Tab. (4.3.1)) como também as

suas contribuigtes para as flutuagbes na segio de chogue.



MODO . EXATO  EAU ERRO %
B b B b B b
M, 5747716299  6.11L-3 | 57.47717983  6.3E-3 |2.9E-5 0.3
M 57.70892489  1.17E-5 | 57.70892471  1.I7E-5 |3.1E-7 <lE-2
E, 57.83391640  9.40E-3 | 57.83392865  9.44E-3 |2.1E-5 04
E 58.15618603  1.68E-5 | 5815618591  1.68E-5 |2.1E-7 <I.E-2
M 58.28084:14  5.26E-3 | 5828085673  528E-3 |2.1E-5 04
M 58.48530936  9.49E-6 | 58.48830919  9.51E-6 |2.9E-7 0.2
E' 58.64069194  8.08E-3 | 5864070099  8.1IE-3 {1.5E-5 0.3
E°, 58.93622740  1.36I'-5 | 5893622728  1.36E-5 |2.0E-7 <lE-

Tab.(4.3.1) - Comparagdo entre os calculos de ressonéncias usando-se emumc.soas
expressées exatas para as fungdes de Bessel e no oulro as expansdes assintolicas
uniformes para estas mesmas fungies. Cabe salientar que a nolacéo de potenciacao
empregada E-y € equivalente a 107, e que o erro é o erro percentual: {assim, 2.1 E-5%
corresponde a um erro relativo de 2.1 x 107)

Parafinalizarmos este capitulo nos faltz adicicnaras contribuigbes do background para
S,. Como exemplio de aplicacéo da teoria agui desenvolvida, vamos utilizé-la na diregio
dianieira para o calculo do fator de eficiéncia de extingdo Q. , enguanto que para a dire¢éo

fraseira vamos desenvoliver uma teoria para o ganho G.

O fatlor de eficiéncia de exting&o, @, , € definido como arazéo entre a segéo de chogue
totale asecadogecmetricadocentroespalhador, guenocasoesiéricoéna’. Utilizendooteorema

otico [5] para relacionarmos a seg¢io de choaue total com a amplitude de espalhamento

obtemos gue,
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4
2xi = _2-R Sq»}
0 B ef

= fj}+Q:§’ (4.3.37)

onde, novamente separamos as contribui¢besdevidas as flutuagbes rapidas e ao background.

Otermo Q/F’, associado as flutuagbes répidas (ressonancias), é construido utilizando-
- . N (£+1%)
se (4.3.31). Na vizinhanga de uma ressonancia suas contribvigbes sao de ordem| 4-—=1,

assim para  proximo de uma centena, isto equivale a menos de 10% do valortotal de (4.3.37)
[13]. Além disso, o seu comportamento depende fortemente da largura da ressonancia. Para

ressonancias mais estreitas Q' toma aformade uma curva tipo Breit-Wigner ©(veja fig.(4.3.3)).

Entretantc, no caso de ressonéncias mais largas (b = 0.1), o perfil da curva pare ¢/
comega a se d'siorcer do comporiamento Breit-Wigner, podendo inclusive vir a dar pafa
{(4.3.37) contribuicbes negativas (veja fig.(4.3.4)). Isto se deve ao fato de em (£.3.31) a parie
real dotermo {¢* /eos 22 ) ser negativa quando da passagem da trajetéria de Regge poruma

"antiressonancia’, A(B)=£(B)+in(f) sendo £ um inteiro (a meio caminko entre duas

resson&ncias consecutivas).

Porsuz vez, o background € tembém cbtido por meio da teoria do momento angular
complexo [44) que nos permite estima-lo assintoticamente,
() - Uma curve Ereif-Wigneriem a forms,

ondey € svz largure e £, € seu ponio de meximo,

4G



et 7 ~0.5751523 (

1.9923860 0.7153539 N +1)(2N“-6N*+3
Q' (B) = |2+ ——— "5 - ){ )

JIN-N-1_ 29595

+_ﬁ’[ T 3.2959508
8N’ ( cos(2ﬁ(N—1))( ] N-1

- 2B(N - -

[ﬁ(N-J)(NH)’Lse"( AN-=1)+ 28 N1 N )

(N-1) = (—AT—I)ZJ

- IS sen(2B((2j+ N -1) 211l (4.3.38)
i1

==

Na equagao anterior, o primeiro termo entre colchetes sintetiza a principal contribuigao
para o background. Ta! termo corresponde & reflexao direta na superficie esférica, que, como
haviamos comentado antes, ¢ represeniada pelo primeiro termo da expans&o de Debye. As
parcelas mais imporiantes Cestetermo provém de efeitos de reflexdo geométrica, de difracao
dianteira e tunelamento. A forma final desta expresséoc é oblida, admilindo-se f>> 1, alravés

das aproximagdes de Fock [44].

O segundo termo entre coichetes em (4.3.38), por sua vez, representa e contribuigao
para o background das parcelas subsequentes da expans&o de Debye, associadas a raios
axiais diretamente transmitidos ou multirefletidos no interior da esfera anies da transmissao.

Finalmente a dlima parcela em (4.3.52), Q, é devida as contribuigbes de auréola
c.anteira [43] associadas aotermo p=4na expanszo de Debye, isto é, a contribuigio dos raios
n&o-axiais que apos sofrerem 3reflexdesinternas emergemna diregio dianieira. Para o indice
de refragao N = 1.33, h& contribuigbes tanto de raios reais quanto raios complexcs. As
primeiras [43] se originam de raios cujo &ngulo de incidéncia 8, é de aproximadamente 49,5°

(vejafig.(4.3.5:a)). Por outrotado, esi@o associadas aos raios complexos ondas de superiicie,
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que sao excitadas quando, para asreflexdesinternas, acondigao de &ngulo critico 6, = sin™ (£)
€ satisfeita [43]. Neste caso, 0 raio para emergir na diregao dianteira necessita percorrer, ao

longo da superlicie esférica (veja fig.(4.3.5;b)), um arco { = 86, — 27 [43].

Estateoria para o fator de extingéo Q,, fornece excelentes resultados (veia fig.(4.3.6))
pois, o erro relativo percentual (veja fig.(4.3.7)) & inferior a 0.2%.

L
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Fig.(4.3.3): Comparagdo, na vizinhanga da ressonéncia M’ ,, entre a onda parcial

magniéticacom/{ =65 e uma curva Breit-Wigner (BW)comlargurae centro definidos pela
ressonancia M' .. .
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Fig.(4.3.4): Comparacdo, na vizinhanga da ressonéncia M?_, entre as curvas, de onda
parcial M?_ e de uma curva Breit-Wigner (BW) com fargura e centro definidos pela
ressonéncia M? | e a contribuigdo, eq.(4.3.31), das trajetdrias de Regge com n =2.
Observar o deslocamento do pico da curva M’ em relagdo ao da M’ (BW), e as
contribuicdes de sinal negativo para M? (Regge).
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(@) (b)

Fig.(4.3.5): Contrihuigdes de aureola dianteira para o background de Q_, isto &,
contribuicdo de raios ndo-axiais que apoés sofrerem 3 reflexdes internas emergem na
diregdo dianteira. Para o indice de refragdo N =1,33, ha contribuigdes, tanto de raios
reais (fig. (a)), cujo &ngulo de incidéncia 8, é de aproximadamente de 48.5°, qi'anto de

raios complexos (fig. (b)), ondas de superficie, que percoirem, ao longo da superiicie
estérica, um arco { de aproximadamente 30°.
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Fig.(4.3.6): Comparagdo da teoria do momento angular complexo para o faior de
eficiéncia Q, , (Mac) com & teoria de Mie. Plotamos também as contribuicées do back-

ground (eq.(4.3.38)). Observe que as contribuigdes devidas as ressonancias oscilam
em torno do background.




Erro percentual em Q

Fig.(4.3.7): Vemos do grafico acima que em média o erro relativo percentualem g _, é
inferior a 0.2°%%. Possiveis nielhorias para esta teoria podem ser obtlidas através de um
aprimoramento do calculo do background por meic de exp. ass. unif. [44], e também
com corregdes de ordem superior no calculo das trajetérias de Regge e de seus
residuos.




: 271 , ,
Ointervalo (A3 = E—_’t(TQ = 0.8,paraN =1.33) emque plotamos a fig.{4.3.6) é tal que,

as contribuigGes de todas as trajetorias de Regge (n =0, 1,2) se fazemimportantes e tém que
ser:mcluidas. Talintervalo, &€ chamado de quaseperiodo pois, a estrutura de picos associada
as ressonancias se repele aproximadamente em intervalos desta ordem. Da fig.(4.3.6)
pcdemos claramente identificar algumas das propriedades citadas no Cap. 3, como por
exemplo, que resscnancias E sdo mais largas que as M (veja as ressonancias E', e M', ),
também pocdemos observar que, para ressonéncias com os mesmos indices A e n, aE ccorre
paravaloresde Smaioresque a M. Alémdisso, vé-se que ha supe%posigéo eforteinterferéncia
entre as contribuigbes das ressonancias A, e E- . Passemos agora ao estudo do ganho
traseiro.

A partirda intensidade daluz na direcio traseira define-se 0 garho {raseiro G como a

razao entre a segéo de chegue traseira e o seu valor limite para um centro espaifhiador

isotropico [5, 11, 13]:

4
ﬁz

5.

It

gﬂs;mgd_ +Sand (4.3.39)

Novamenie, comegamos o desenvolvimento de nossa teoria para o ganho traseiro

separando as contribuicdes de background daguelas relacionadas as ressonancias.

O background para o ganho {veja fig.(4.3.8)) pode ser estimado através da teoria do
momento angular complexo paraa aureclanadiregdo traseira {28]. Os termos da expansao
de Debye que mais contribuem s3o o primeiro {(p=0: reflexdo direta), o terceiro (p=2:

contribuigao de ondas superficiais e raios axiais) e o décimo segundotaermo {p=11: contribuigdes

de sombra de arco-iris de décima ordem).
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E interessante salientar que nesta diregzo as contribuigdes devidas as flutuagdes
rapidas {ressonancias) {veja fig.(4.3.8)), novamente estimadas para cada polc por (4.3.31),
interferem fortemente com o backgreund (veja fig.(4.3.8)), pois neste caso a raz&o entre as
magnitudes destas flutuagdes e o background é maximizada. Isto contradiz 0s comentariosda

Rei[20], que alega ser as contribuigbes devidas as flutuagdes répidas {que na vizinhanga de

2
N £+4 . .
umaressonancia sao de orgem 4(———,;)— ), prapondarantes em relagao agueias associadas

B

ao background.

As discrepéncias gue aparecem nestateoria, que em média corresponcem, a 10% a
20% do valor da tecria de Mie (vejafig.{4.3.9)), criginam-s2 em sua grande maioria de nossas
estimativas parao background. Corregesparatais diferencas podem serobtidas adicionando-
se a0 background mais alguns termos da expansdo de Debye escolhidos a partir das
contribuigbes, em ordem decrescente de magnitude, associadas a raios muitirefletidos no
interior da esfera que emergem nadiregio traseira, como nos mostra a fig.5 da Ref. [28]. Alem

disto, melhorias (corregbes de ordem superior) ro calculo de ressonancias mais largas e seus

residuos se fazem também impertantes.
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Fig.(4.3.8): Razdo enire as coniribuigdes para o ganho traseiro referentes ao back-

ground e trajetdrias de Regge. Observe que mesmo em torno de ressonéncias o
background se faz importante.
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Fig.(4.3.9): Teoria do momento angular complexo (MAC) para o ganho traseiro. O erro
meédio é de 20% e provém em grande parte de nossa interpolagdo para o background

2

r: 2 _ -
(gmiee] = _B?!S”““d'l ), que por suavez pode ser melhorada adicionando-se mais termos

da expansao de Debye.

57



Capitulo 5

teoria do momento angular complexo para o campo no interior da esfera

5.1 Propriedades do campo na ressonéncia

Devido a sua propria geometria e a possibilidade de se excitar modes extremamenie
estreitos {fatcres de qualidade Q altos), microesferas tém se tornado, ao longo dos ultimos
anos, excelentes candidatas a cavidades Gticas em ética ndo-linear [31,32,33,34].

Nocaso emque Re {N)>1, aleide Snell nos mostraque os raiosincidentes na superficie
esféricatendem, apbs serem refratados, a se concentrarem nadiregao dianteira, funcionando

entdo a superficie esférica como uma lente convergente. {veja fig.5.1.1.).

— T e v eew e wemm e o mrmk TS ol el s e e wwem ek s e RN mmm mee e e R oew

fig.(5.1.1): Para Re(NJ>I, trajetorias de raios que prcduzem efeitos de focalizagdo no
interior da esfera na vizinhanga da diregio dianteira.
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Entretanto, esta nac € a vnica situagao que pode dar origem a regides de causticas
(campos intensos). Outra de carater completamente distinto surge quando ¢ espaihamento
torna-se ressonante [35].

Durante este processo 0 campo no intericr da esfera torna-se bastante ampiificado en.
regides proximas & sua superiicie. Tais regides distam do centro em média, de 70a 90% do
raio da esfera [36,37]. Esta ampiificag5o toma a forma de picos extremamente aitos em
contraste com uma distribui¢do mais uniforme do campo nas regices restanies.

A intensidade destes picos termn duas caracteristicas marcantes. A primeira que se
observa € gue guanto mais estreita for a ressonancia maior sera a altura do pico. A segunda
mostra, porsuavez, que estes picos decrescemem altura a medida que se sai daressonancia,
chegando, no caso limite do sistema completamente fora da ressonancia, a desaparecerer
(vejafigs. (5.1.2 e 3)).

Outra caracteristica importania do campo ressonante, € aforte re!agdo ertre o nimero
de picos e a ordem n Ca ressonéncia (veja figs.(5.1.4,5 e 6)). lremes mostrar adiante que ¢
primeiro excedera em uma unidade a segunda.

Para entendermos e manipularmos tcdas essas prepriedades que envolvem o campo
ressonante no inierior da esfera, sera necessario ut lizarmos cs conhecimentos expostes ate

aqui, com especial énfase a teoria do momento anguiar compiexo. Este sera o assunto da

proxima segao.
5.2 Localizagdo dos pontos de intensidade maxima

E intuitivo supor, que devido a ressonancia, o multipolo ressonante dé uma contribuicéo
mais substancial em relacdo acs outros nao-ressonantes para o campo interno. Portanto, se
isto realmente acontece, os pontos de extremo (maximos ou minimos) do modo ressonante

devem estar bastante proximos dos pontos de intensidade maxima.,

Bhandari{38], emumdcstrabalhos piongiros scbre estetema, conjecturou corretaments

a este respeito.
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(*) - para a defini¢do de S, veja Apéndice A.
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Entretanto, ndo é clare em seu artigo qual o mecanismo que permite distinglir, dentro da série
de cndas parciais que descreve o campo, por que as contribuigées do moedo ressonante sas
dominantes . Para ver isto, vamoes desenvolver para os coeficientes de Mie para o campo

interno {eq. {2.2.11)) uma expansao de Debye.

Reescrzvendo (2.2.11) como

-~ H N
. £.2.1
“F wg(a)’““’(ﬁ)k{lﬁ}—a\’ = {a}] (520

a | 3andg aicdentidade

[ F(Z}(a,) \‘FI"P(”(}B)}
(1B)-N¢; [aj=2i v vl e (5.2.2)
ﬁ V@i BB 17

escrevemcs a expansao de Debye para (5.2.1) como

é}. = éj.” + éf) {(5.2.3)

cnde

B N((Z)(ﬁ) P )

a0 = ’“ (5.2.4
i (2C52)(a) Z( )

=(2) _ N(m(ﬁ) ( u)) 5.2.5
aJ (2‘=t )(a) p(.ri (3.2. )

Os termos do somatdrio em (5.2.4) representam contribuicdes asscciadas a (p-1) refiexbes
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internas. E destes termos que se origina a descrigao tipo Otica geométrica.

Para valores de 8 que dao contribuigdo apreciavel & geraimente |p{/’| << I, de forma
que, a segunda parcelaem (5.2.3) pecde na maioriadas vezes serdesprezada. Entretanto, isto
ndo vale na vizinhanga de uma resscnéancia, quando ]pﬁ“—]] se torna muilo pequeno,

amplificando o tarmo cofrespondents da eq.(5.2.5).

Desta forma, reescrevemces 0 campo no interior (eq. (2.2.7)) ccmo a soma de Cois

termos distintos,

E,=EY+EY (5.2.6)
Osefeitrs associadas aressonancias estidocontidos no 22termo. Como estamos interessados

no estudo desses efsitos, vamos concentrar nossos esforgos naanadlise deste Ultimotermoem
(5.2.5).

Na aproximacéo de Debye, o comportamento assintético das Fungbes de Ricatti-

Bessel e sua primeira derivada é regido por

(x2 - ?.3)_% cos( (A, x) —%), |A] < 1x
v, (x)= vx (5.2.7)
(27~ x7) e, ] <2

(xz —AF )é sen(o(1,x) wJ—T), ZARSE:

] 4
I,U'A_%(x)z g (5.2.8)

(2 —xz)%e"’”'”, ¥ < [A]

66



Usando o caminho C deformado (veia fig.(4.3.1)) podemos implementar uma

transformagio de Watson em E[2 dando origem a seguinte série ce residuos:

o iR Ge ! » .
El* ~ —4E, Z £ . 2\ Y\ 87A {ReS[aﬂ,;’]jl.ué(Otf)Xl._;'ﬂ

J,Res[ésgn] . = -
o k’\f'?——vx jl-ii(af)lxl.i_,—'ﬂ (3.2_9)

onde o dupio sinal = refere-se a campos circularmente polarizados a direita (+) e & esquerda
(-}{vejaCap.2), A’ sAoospolosR,enquantoque Xr-;,ﬂ ¢ aextensdcanalitica dos harménicos
eslericos veleriais para o planc de momento angular compiexo - A, oblida substituindo £ por
(A-1/2)nas fungbes de Legendre. Definimos tambem em (5.2.9) a disiéncia ralativa ac centro

. r
da esfera comoe sendo ;= —.
a

Para os polos R segue de (5.2.5) gue

Res[éf)] Res[éj]

IN 1
Ve a(@) §7LB)| (2B)-N e, (&)

_1
F]

(5.2.10)

Omitindo por simplicidade de notagéo os indices de ressonéanciaj e n, escrevemos um
dado polo R como A* = & +in. Como na regido de ressonancia f < |4"| < «, o valor absoluto

da fungao de Ricatti-Hankel £/, (B) é exponencialmente crescente (e***’} com §. Logo, ©

reciduc em (5.2.10) é de ordem /17 [cf.{4.3.34)], de modo que podemos reescravé-lo como:

Res[a?] = ig;(&,B0n (5.2.11)
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onde g,;(&,B) é uma fungao suave. Observe a diferenga entre este resultado . a (4.3.35).

O termo em (5.2.9) que mais fortemente depende das ressonancias vem do produto
enire (4.3.54) e (5.2.11), isto 3,

Pan
LTA

€

_—R“[éf"’) -t 2,05 ﬁf[i%—J (5.2.12)
cos(mA’) a8an [I+(“)2J o

onde novamente g .(&,B) € uma fungdo suave neste dominio.

Portanto, como na vizinhanga de uma ressonancia

Ag’(ﬁ)t e O(n*(B)), resscrevemos
(5.2.9) da seguinte forma,

1 Sy (e, ((Vaa(f)
* : SEV x| —t— X 5.2.13
ki\‘yz |iz-e gEV TI'E X( X"E -3 ( . )

A eq. (5.2.13) nos mostra explicitamente aguela propriedade anteriormente citada e
que picos de intensidade maxima mais altos esto relacionados as ressonancias mais
estreitas (vejatig (5.1.2 ¢3)). Vemos tambémde (5.2.13), que o modo ressonante mais estreito
domina em relagfo aos restantes. A dependéncia do campo com a distancia relativa f esta
basicamente toda contida na fungdo de Ricatti-Besse! ou em sua primeira derivada, depen-
dendo de qual serd a polarizagio da ressonancia (veja figs.(5.2.1;2;3 )). Assim, os pontos de
maodulo maximo para o campo séo bem proximos dos pontos extremos de uma destas funcdes

para 0 modo ressonante. Passemos agora a estimar estes pontos.
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Fig.(5.2.1): Para N = 1.33, grafices da fungdo de Ricatti-Bessel e sua primeira derivada,

para as ressonancias M’ e E° . Compare o n? de picos destes com aqueles vis{os na
fig.(5.1.4).
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Fig.(5.2.2): Para N = 1.33, gréficos da fungao de Ricatti-Bessel e sua primeira derivada,

para as ressonancias M’ e E'_ . Compare o n® de picos destes com aqueles vistos na
fig.(5.1.5).
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vistos na fig.(5.1.6).
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Seguede (5.2.7 e 8) respectivamente que 0s seus pentos exiremos estao na vizinhanga

de
o(E,x)=(m+3)n . (5.2.14)
(&, x)=(m~4)n (5.2.15)

ondex=¢ em=<¢,I...,

Explicitando ¢, sinfetizamos estas duas ultimas equagbes em:

- (mi%)% (5.2.16)

E f&cit de observar de (5.2.16) que para £ >> 1 uma de suzas solugbes ocore rz vizinhanga
de x = ¢&. Eceresuliado corresponde o limile assintolico daguele encontrade ra Rell {38].
Entretanto, &€ bom salientar gue tal soluge n&o € um ponic de extremo e 8im, neZz Mais € 0o

gue O ponio de retorno ciéssics r,.

1
Nz vizinhanga de uma gada ressonancia,istoépara & = f+0(f°),aex (5.2.16) poce

. \\\,....

ser reescrila como

N T (N 1) = 2 )T (.2.17)

Einieressante notar que solugdesrezis de (5.2.17) Imiiaminferiormenie s regites no

L—

interior da esfera ande pocem existir campos inlensos, através da desigualo

5

a3

Im]
]

<1

r>2 (5.2.18)
~

=]
o



Comuma anzlise inteiramente analoga a estadesenvolvida aqui para o campo interno,
obtemos atraveés da expressic para o campo fora da esfera o limite superior pera as regites
de campos intensos, a saber:
r< Na (5.2.19)
Na realidade, sabemes que o campe no interior da barreira centrifuga decresce mais que
exponencialmenie (veja eqs.(5.2.7 e 5.2.8)) de modo qu., a desigualdade acima é melhr

aplicada acampos ass0ciados a ressonancias mais proxime s dotopo dabarreirade potencial.
Paraestes,ainterpretact clisicadaseqs.(5.2.18e 18) éasequinte: Asesterasr = 5 er=N~Na,

s&0 1magens astigméiicas uma da ouira, chamadas de esferas aplanaiicas {veja ig.(5.2.4)),
quenos permitem tragar as trajetdriasdos raio! refratados [17]. Sendo assim, as desigualdades

{5.2.18 € 19) no. dizem que ha campos intensos entre estas esferas.

- //. /_/"/. %
Ll i e B ™
/ //‘ -

s
s
-
-l

Fig.(5.2.4): ecicres eplandgiicas e as tiajelorias desiaics refraiedos para V> 1.
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Retorna~do & (5.2.17), podemos procurar solugbes na vizinhanga de j= 1. Expandido-
a nesta vizinhange, oblemos:
127 (M) N A .
- f, ==+ {mis)—— 5.2.20
S M ( )gM ( )

Esta equacao nos permite ver que a disténcia entre dois picos consecutivos permanece

aproximadamenie constante, a sabe:;

5.2.2]
A (0.£.21)

Uma ferma mais conveniente de se escrever (5 2.20) é obiic 3 quanco & eq. (¢.2.15)

para as resscnarncias € nela substituida:

7 P
. B ‘\P
Foo sy 4 FN_
fm“’-)fm,nh + \”1 "i'd 4) s
L F N .
=]—in-m++34) —— i5.2.22)
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I3
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gn+1(vez 10sib1.45¢ ). Tambémvemos Ce (5.2.23  cue, e med Ts cus m Clesle, ¢S
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| b o
, i - |- 02 t' - (—)lr’
fo (L) = (n,mf) . = =|El =0 i f=—4 =0

. | At . . al . g
(1,0,64) l 0.8836 0.887.
(1,1,64) 0.9539 0.9856
(0,0, 70 0.9601 | 0.9632
(2,0,92) 0.8599 : 0.8599
(2,1,92) 0.9375 | 0.9358
(2,2.92) 0.9901 (9917

\

Tab (5.2.1): Pararessonancias magneticas (M) e indice de refragado N = 1.33, com- E
paramos os pon:os de intensidade maxima ( f) do campo no interior da esfera com !
= pontos de extremo (f) da fungdo de Ricatli-Bessel associada a or da parcial || l

|

1 ressonanie. A notagédo empregaca é a seguinte: n é a ordem da resson=nzia, m a ||
i ordem ¢o ponto de extremo e £ o multipolo ressonante.

LSV P ! ~ L . \ , - roeco 2 ~ A e e
rmeximo, em Un'Gaaes OC raid Ce ecgierg, GUe NUME TeSSCehnantie ecld suiesz & campos
IMENsos, 1sto €, & rediac ro.o<r<a, Qnge
/- ~N
S TN ]
: 'E - :.--fi'_:I‘ %, .j RO
=T, -
M
F
= J-— (5.2,24)
2
FLoeirm r\“?c&:'\‘\-’r- i—.;w;:\__j 3T 2 oro Cf ety rh'.- rocoy =il o0 oo rwfr-'{l._‘ff opoioer ,-..-,-1»
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5.3 Conclusbes e Perspectivas Futuras

Uma das principais contribuigbes deste trabatho reside no calculo das ressonancias do

espalhamento Mie{45]. Os algoritmos desenvolvidos agui permitem calcula-lascom excelente

precisao e rapidez.

Notocanie ao estudo das amplitudes de espalhamenio nas dire¢des dianteira e traseira
nosso. resulizdos foram também bastantes satisfatorios [4€ pois conseguimos com auxilio
da teoria do momento anguiar complexo compreender € reproduzir o comporiamento das

curvas de segZo de chogue tolal e ganho traseiro.

QOutra direglo interessante € a transversal (6 =4), pois nesta diregéo, devido &t
propriedades dzs fungbes angulares, os termos de paridaede par cu impar na série de ondas

parciais se tornammutuamentie exciusivos. Assim, no espectro da luz espalnadaress

o
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w
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b
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apenas porum unico indice de refragao mas sim, de um sistema de multicamadas dielétricas
concéntricas, gue setornaria 0 analogo otico das estruturas de super-redes em materiais sem:-
condutores. Comao uma primeira anélise, poderiamos iniciaimente, desprezando efeitos de
anisotropia angular, tomar estas muiticamadas como equidistanies, de mesma espessura e
caracterizadas porum mesmo valor para a constante dielétrica, pois vimos na se¢ac anterior

gue a distancia e a altura entre picos consecutivas variam pouco.

Com isto ¢m mente e novamenie pedindo ajuda aos conceitcs que envolvem ¢
espalhamento de pariculas por potenciais efetivos em mecénica guéniica, podemos inferir
algumas «zracieristicas do especiro ressonante deste novo processa. Ceriamente, as
ressonéncias mais profundas ¢o espalhamenic Mie safrer2o duas imporientes elieragbes: g
primeira sera & diminuigao do velor numerico de S (para um Cado £ {ixo) devico a magnitude
das barreiras inlericres; a segunde € a sua diviséo em cub-niveis, falo esie relacionado &
giferenca de transmissividade enire os lados de cada berreira. Assim, de posse de um

Y

especiro 120 mais rico gue g especiro do espalhemento Mie, é Ce se espere- cue  uesides

noves interegsanis

w

surjem.



Apéndice A
Os Harménicos Esféricos Vetoriais

As equagdes de Maxwell [39], para campos gue evoluem harmenicamente no tempo

(6*“‘”. w =k ), ncvacuo e em um meio sem fontes, s&o escrilas camo:

Vo {j =ik B_; (A.1)
B -E

E (A.2)

b
I
<

ualouer Um dos cempos pode cer eliminado em favor do cutlro,
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o}
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ch
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FoF =a, f,(Lr)Y, (8,¢) (A.5)
onde f, € uma fungdo eslérica de Bessel e Y,, s&o os harmonicos eslericos

Como F tem divergéncia nula, podemos escrevé-lo como o rotacional ge um campc

vetorial G, isto &

)
i
[

~ .| —
]
>
ol

(A.6)

Entao segque ds (A.5) gue,

F.F = —"f—F.(‘i— %G
A !

L F> V.G
ARy

Ml

It
:
0y

da
~
S

L
n
.
m

s

Y 1 b N e : -~ iy ~ e [P o R B S T
sengo 2 umeconsianie ¢ L poopserader 6o momenio engular (emunicatesat 1= J Uiy

Jopinoe Qué-tiza, Fonano, cubeliuinoo en (A7) o resutizce ge (AEYenconiremos gUe
E.G=la,flkr)Y, (8.0) (A0
[omanon

G = Lfti i)

ceque de (A.B) cus o valorde 6, vem Calo por

L+ 1)
o =8 (4.70)
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Feito iss2. retornando a (A.3), sabemos agora que suas solugdes acarretam que

Ent&o, solugbes do tipo magnético (M) sao escritas como

FLEM =

= A}
r.B% =0

logo, tomando. B = F , E™*' =G com 2 = k, obtemos
E™ = f(kr)LY, (6,¢)

o _ H%v s {7 (krLY, (8,0 )}

Solugdes de A

~|
=of
=
1
<

~1
Sy
~
18
o

BY = filr)LY, (6,¢)

EH= %ol gin Dy, (6,¢)]

k

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A ]&)

& oy
o



de modo que & solugac mais geral para os campos pode ser escrita Como uma combinagao

line:r das solugbes Magneéticas e Elétricas:

E = E\Za([,m}f[(kr)xl,m(ﬂ,w-‘r-;:b(f,m)v > (ff(kr)‘)?l,m(61¢))j| (A.20)

i{,m

B :—iVxE

k
:Z[ba,mjf,(kr)ﬁ?“,,(e,o)——]’:au,nzﬁ (Lf'kr)f,,,,,f.e,o)ﬂ (A.27)
£,m .

com-f<m<f g€ 1€ F < e,

Definimos os harmoniccs ecféricos vetoriais como:

i

X n(60,0)= ———=—1LY,  (6,¢) (A.22)
'\-Ii'\{'F )
Segue-se gue
Cx{fr)X, (Bi0)) = S Y, (6,0,
’ v
V7o er - A
R Hi(.r>), ({"7:\_)} (.23
E_r or h

r‘f v i * < kN i rd
I‘G’:lg Xf;—! 7, ’m—}:gl-ffof.!unr (A4.24)
, f = 5 — 7 -
| ingl.,\{'r'.} .1V ><(LA{‘HJ}: 7 (A.25)



JdQ[Vx(fl,.fl,m.)]..[V»-‘(gf)?t'm)]:k{f;g,—k ! i(rf MH& s, . (A.26)

a dr (L mom

A parlir destas propr.edades de ortogonalidade dos harménicos esféricos veloriais

podemos obier algumas grandezas importanies, como, por exemplo, a intensicdade rédia da

jur §{veja Cap. 5y, isto &:

dQ"Eh
§ =< N0
4
1 f 2 .:[ 2 1 & ('lff):f -
= %Ugd,m}]}(kul +|b(€,m) UJﬁ,(i.'r)l t T g JJ (A.27)



Apéndice B

Célculo de Ressonancias (Polos de Regge) utilizando-se Expansoes

Assintoticas Uniformes para as Fungdes de Bessel

Vimos nos capitulos 3 e 4 que as ressonéncias do espalhamento Mie podem ser muito

estreitas e portanto, pafa sua localizagéo, devemos ter nc métado de calculo um erro pelo

menos inferior & sua largura. Para conseguirmos isto, tivemos que utiizar as expansoes

essintoticas uniformes para as fungbes de Bessel, que expomos a seguir.

No planio-4, para a regiao de ressonancias f < Re{/.] < «, as expansoes assintclicas

uniformes prrz a funcéo de Besse! e sua primeira derivada {18,42] s&o respectivamante,

20 4y |
J (e)= _ZE_":Q: H/'.E)J l &7 i ;

n
13
;
ba
=
%y
3
—d
D
b3
a
m
—_—
a
3
5
oy
o
(@)
>
-~
i
™
n
&
o
€
=
0
(@)
X
-
I
<
=
1

vy o= y(4,0)
N EPN
= l,?(‘ /i J
f(} ) 5;.T 5
RESTI A — - -
(( _;._.);. 3\0 - 25 Go(r ¢
- 3 7.0 7
f(7, @)=y e —
f( ) 9({)(/ o

3\(1 -7 ‘

{L‘:_ A )

(B.1)

(B.2)

(£.3)

(B.5)



As expansoOes correspondentes para a fungao de Honkel e sua primeira derivada

escrevem-se como

x| ]
H;”(ﬁ)z[ﬁﬁ_j} J[Ar(x)-—:B:(.t)]+f(i’[§)[A (x)-iBi (x)]} (B.6)

' 4 3 | N ' ’ '
Hiu(ﬁ)z_%[m} {[Ai(ﬂdBi(r)] f(/éf)xf_[/i (x}- zBi(x)]} (B.7)

nnde, Bie Bi’ sao respectivamente a funcao de Airy e sua derivada irreqgulares na o:.gem e

x = x{(4,5)
3 ;
~{-Jvep) (B.5)
- ~1 527 5
L2, B)=————r+ & ~ (B.9)

[?f’hﬁzf 3(22_}33)% 9 (7,0)

fe e —— et (B.10)

Qs poize de Regpe, /4 = {4107, g2 zeros {vejz €0.(3.2.2)) Ge ecuagéo,
(Z~ e’.\,
Zir,B)=[1p]-€; M ajf+ : (B.11)
20
No limite de ressenanoies estreile (veja ligiB.)), as panes real & imagingre gesies
polos caliciezem respeciivamenie &
RelZ(5,5)) = 0{n’) (1.12)

} Z(L F 'y
n - _DnlZ(E.5)) (113

Rel e ‘-," ‘,/—7)]

onde ¢ ponto {) reprecenia detivec@o comtespeic a £
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Fig.(B.1): Trajetorias dos polos de Regge (com indices de ressonéncia
n= 0,1) gue s&0 solucbes simuliéneas de (B.12 e 13) no plano de
momento angular complexo. Astessonéncias ccotremguando £ éumn®
semi-inieiro. Obszerve arépidavaria¢do (aproximadamente expornencial)
de n emrelagdo a &
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